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RESUME

Ce rapport est consacrée a l'étude de propriétés du
processus d'interpolation itérative tel que défini par
G. Deslauriers et S. Dubuc. A la base, ce processus permet
l'interpolation de fonctions connues sur un sous-groupe de
la droite. La cardinalité de ce sous-groupe est infinie.
Nous définirons 1'interpolation mixte, un processus
d'interpolation itérative adapté aux ensembles de
cardinalité finie. L'ordre et 1le comportement (la
croissance) de 1l'erreur d'interpolation sont étudiés. A
partir d'une étude du développement en série de Taylor de
la fonction a interpoler, nous démontrerons que 1la
croissance de l'erreur au cours de 1la réalisation du
processus itératif est linéaire. En fait, nous
démontrerons que l'erreur est multipliée par une constante
a chaque étape du processus. Cette constante est
indépendante de 1l'étape en soi. A titre d'application,
nous présenterons un processus de compression de données.
Une borne de l'erreur globale, définie comme étant le
cumul des erreurs inhérentes a chaque étape du processus
itératif, et une estimation de cette borne sont
présentées. L'estimation, tres utile, ne fait intervenir

que les entrées de la suite de données initiale.



ABSTRACT

We will study a few properties of the iterative
interpolation process. This process was proposed by G.
Deslauriers and S. Dubuc. To.perform this process, we need
to know the interpolated function at an infinite data set.
We will propose a new iterative process adapted to the
finite data set. Moreover, we will study the
interpolation error. We will demonstrate that there exist
a positive real number such that the error is multiplied
by it at each step of the iterative process. The linear
growing of the error allows us to develop an efficient
data compression process. A boundary of the rebuilt error
is given. This boundary depends only on the values found
in the initial sequence of data. Those results and
concepts could be used to define an interpolation process
and a data compression process in the n dimentionnal

euclidean space.



INTRODUCTION

Une des premieres définitions de l'interpolatioﬁ
itérative a été proposé par S. Dubuc [4]. Il a défihi ce
processus d'interpolation dans le cas particulier d'une
fonction f£:R+R connue sur 1l'ensemble Z. Ce processus
permettait de prolonger la fonction £ & une fonction F
connue sur l'ensemble des nombres dyadiques. Un ensemble

gue nous savons dense sur la droite R.

Il construisait 1la fonction d'interpolation F (le
prolongement) a l'aide du procédé itératif suivant:
commengons par identifier les valeurs de F sur 2Z aux
valeurs de f; supposons‘maintenant qu'on connaisse F sur
l'énsemble {n/2M:nez} (meNu{0}); le prolongement F en un
point de l'ensemble {(2n-1)/2™*l:ncz) se calcule a 1'aide
de la somme pondérée suivante: F((2n-1)/2m+1) =

(-F((n=2) /2®)+9F ((n-1) /2M)+9F (n/2") -F ( (n+1) /2™)) /16 .
Remarquez que les poids de cette somme ne dépendeht ni du
point n/2M™, ni de 1la valeur de m (étape du processus
itératif). De plus, bien que ce prdcessus n'utilise que
quatre valeurs de F définies en des points situés autour
du point d'interpolation, on peut ‘démontrer que la

fonction F est continue et différentiable.



Comme nous venons de le voir, le <calcul de
l'interpolation utilise une suite de valeurs connues de
taille infinie. En effet, nous devions connaitre f
partout sur Z. Le probléme que nous aborderons est de
définir et d'étudier un processus d'iﬁterpolation
itérative capable de traiter 1le cas des ensembles de
taille finie. Aprés une bréve description, au chapitre un,
de 1l'interpolation itérative et de certaines de ses
propriétés, nous allons identifier, au chapitre deux, un
certain nombre de processus d'interpolation itérative sur
la droite tel que définis par G. Deslauriers et S. Dubuc
[1,2,3,4]. Par la suite, nous ferons une étude détaillée
de 1l'erreur d'interpolation de ce nouveau processus.
Finalement, comme exemple d'utilisation du processus
d'interpolation, nous présenterons un processus de
compression de données. Nous ferons également une étude
détaillée de l'erreur de reconstruction des suites

comprimées.



CHAPITRE 1, INTERPOLATION ITERATIVE

1.1 Description du processus

Un processus d'interpolation itérative sur la droite,
de méme que dans 1l'espace RP®, est défini & partir du
triplet (G,T,w). Sur la droite, ce triplet contient les
trois paraméetres suivants: G est le sous-groupe Z de R; T
est une transformation linéaire sur R, soit T(x)=x/b ou b
est un entier plus grand que 1; w est une fonction de
R & valeurs dans R. Il faut supposer, comme premiére
hypothése, que la fonction & interpoler est connue partout
sur zZ. Définissons une suite de sous-groupes
{Ghln=0,1,...,« de l'espace R de la fagon suivante:

Gy = Z

Gy = T(Gy) = { T(X) : x€Gy } = {xX/b : xez)

= T(Gn-l) = Tn(Go) = {X/bn P XeZ)

Pour toute valeur de b, le sous-groupe limite G,, la
réunion des G,, est dense dans R. Appelons w: fonction de
poids. La nature itérative du processus d'interpolatiqn
apparait ici. A partir des valeurs de 1la fonction a
interpoler, par hypothése celles définies sur Z, nous

allons calculer les valeurs définies sur G;. Connaissant



maintenant 1les valeurs sur G, nous pouvons répéter le
.méme processus pour connaitre les valeurs sur G, et, a la
limite, 1les valeurs sur le sous-groupe G,. Le calcul de
l'interpolation, lors du passagev du sous-groupe G, au
sous-groupe G, ,1 se fera comme suit: si x est un point de
G,,1 alors il existe un point y de Z tel que x = y/bn+l,
la valeur de l'interpolation f en x sera:

£(x) = Z w(y/b-z) f(z/b%) . (1)

La valeur de f(x) ne sera donc qu'une somme pondérée des
valeurs définies par 1l'interpolation F sur Gy - Afin
d'avoir une fonction £ de collocation, nous supposerons
que la fonction de poids w est nulle en tout point de G
sauf a 1l'origine. En ce point nous supposerons qu'elle
vaut 1. Afin de simplifier un peu plus le processus, nous
supposerons que W est non-nulle en un nombre fini de
points de G;. Cette hypothése régle définitivement 1le
probleme 1lié a la convergence de la somme définissant
1l'interpolation. Nous connaissons maintenant la
définition des paramétres qui caractérisent un processus

d'interpolation itérative.



1.2 Exemple, interpolation itérative de Lagrange

Soit N un entier plus grand que 0 et L; le polynéme de

Lagrange du 2N-1iéme gegre:

Lo () ﬁ (x=3)
(x) = 0 ———— .
’ I=;841 (i-3)

Définissons w, 1la fonction de poids, telle que si X€Gq ,
x=n+r/b, nezZ et re{0,1,...,b-1}) alors:

L_,(x/b) si ne{-N+1,...,N)}

w(x) =

0 si non
Cette fonction de poids caractérise le processus
d'interpolation itérative de Lagrange de type (b,N). ILa
définition du processus d'interpolation itérative présenté
dans 1'introduction correspond & l'interpolation itérative

de Lagrange de type (2,2).

1.3 Théoreme de prolongement

A la section 1.1, nous avons défini un processus dqui
nous permet d'interpoler une fonction en tout point d'un
ensemble G, dense dans R. Voyons sous quelles conditions
cette fonction d'interpolation peut étre prolongée & tout
l'espace euclidien R. Le théoréme suivant se retrouve,
sous une forme plus générale, dans le livre de topologie

de J. Dugundji [5].



Théoréme 1 Soit F:G,~»R une fonction, si F est
uniformément continue et si G, est dense dans.
R, alors il existe une et une seule fonction
F:R+R uniformément continue telle que
F(x) = F(x) pour tout x dans G,_.
Démonstration: Soit x un point de R et (x,}n.7 . o une
suite dans G, qui converge vers Xx.
Définissons: F(x) = %}g F(x,) .
Montrons que cette limite existe et ne dépend pas du choix
de 1la suite (x,}. Soit >0, par hypothése F est
uniformément continue, il existe donc un nombre §>0 tel
que si y,zeG, et |y-z|<é alors |F(y)-F(z)|<e.
Puisque la suite {(x,} converge vers x alors il existe un
entier N tel que pour tout n=N: |x-x |<§/2. Ainsi pour
tout n,m=N nous avons:
| %=, | <6 et |F(x,)=-F(x,)|<ec.
La suite (F(x,)} est donc une suite de Cauchy.
Considérons maintenant une deuxiéme suite (y,} qui
converge vers X, la suite {2 }={X1,¥Y1+X9 /Y2 s+0+}
convergera également vers x. L'argument précédent nous
permet de dire que {F(2,)) forme une suite convergente.
Les deux sous-suites (F(x,)} et (F(y,)) doivent donc
convefger vers la méme limite. Montrons‘maintenant que F
est uniformément continue. Soit x,y deux points de R et
{xp},{y,) deux suites de G, convergentes vers x et y

respectivement.



Soit >0 et 6>0 issus de la convergence uniforme de F.
Soit N un entier tel que si n=N alors:
| x=x,|=<6/3 et |F(x)=-F(x,)|=¢.
Soit M un entier tel que si n>=M alors:
|y-yn|=<6/3 et |F(y)-F(y,)|=e.
Nous avons que : |F(x)-F(y)| =
|F(x)=F(xy) | + |F(xy)-F(yy)| + |F(y)=F(yy)]
Si |x-y|<6/3 alors |xy-yy|<é et |F(xy)=-F(yy)|se. Ainsi:

|F(x)-F(y)| = 3¢ . [

1.4 Propriétés élémentaires

Nous présentons, dans cette section, quelqugs
propriétés importantes de 1l'interpolation itérative.
Supposons que f;,f, et f sont des fonctions connues sur G
et, supposons gque 4gj;,dg; et g sont leurs interpolations
respectives. L'interpolation itérative respecte les

propriétés suivantes:
-Linéarité: si c),cyeR et £ = cjfy+cyfy alors g=cqg;+cygy
-Invariance sous la translation: si a appartient & G et si

pour tout x appartenant a G: f(x) = f;(x+a),

alors g(x) = gq(x+a)



-Homogénéité: soit k un entier positif, si pour tout point
x de G on a: f(x) = g;(T¥(x)) alors pour tout point x de

Go

g(x) = g1 (T¥(x)).
1.5 Fonction fondamentale

Soit (z,T,w) 1le triplet qui définit un processus
d'interpolation itérative. L'interpolante fondamentale F
du processus sera l'interpolation de la fonction qui wvaut
1 & 1l'origine et 0 partout ailleurs dans Z. Cette
fonction d'interpolation joue un grand réle dans 1'étude
de ’l'interpolation itérative. Nous pouvons démontrer,
premiérement, que pour tout x dans Gj:

F(x) = w(x).

De plus, l'équation (1) qui définit 1le calcul de
l'interpolation (section 1.1) peut se récrire comme suit:
£(x) =y§Gf(Y) F(x-y).

Puisque w est non-nulle en un nombre fini de points
de Gy, F a un support borné. Ainsi, la somme précédente
est une somme finie. Les propriétés de l'interpolation
seront donc celles de 1l'interpolante fondamentale F. Nous
pouvons aussi montrer que F respecte 1'équation

fonctionnelle suivante, pour tout point x de G, :

F(x/b™) = 3_F(y/b") F(x-y)
yeZ



Tous les exemples d'interpolation de ce rapport
représentent les interpolantes fondamentales des divers

processus étudiés.
1.6 Articles en référence

Nous allons décrire briévement deux résultats, tirés
des références (1,37, qui nous seront utiles.
Premiérement, un critére sur la différentiabilité des
fonctions d'interpolation a été présenté a la référence
[3]. Voyons de quoi il s'agit. Le théoréme suivant ne
s'appliquera que pour l'interpolation itérative de
Lagrange. Sans entrer dans les détails, nous trouvons les
définitions et 1le théoréme suivants: Soit P le polynéime
trigonométrique:

- ike
P(§) = 2 F(k/b) elkl,
Définissons: S(6) = P(8) (sin(bé/2)/sin(6/2)) 2N,

S(8) peut s'écrire sous la forme: S(¢) = 2,5k elkd

Ces deux polyndmes trigonométriques servent & construire
une matrice dont 1le module du rayon spectral permet de
dire si F est différentiable. En effet, soit B la matrice
d'ordre infini:

B = (bjj) wci<w, -o<j<o O bj 5 = S5 45 -«
R s J » J J
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Soit M un entier tel que pour tout entier i appartenant a
[-M,M] et pour tout entier j n'appartenant pas & [-M,M]
nous avons b; 5 = 0. Définissons By, la matrice
"tronquée" d'ordre 2M+1:

By = (bij) -m<i<M, -M<j<M-
Enfin, soit r le rayon spectral de 1la matrice By et E
l'exposant tel que bE = l/r. E est appelé l'exposant

critique.

Théoréme 1 Si m est un entier positif plus petit que E,
alors la dérivée d'ordre m de F existe et est
continue. Si o est un nombre réel choisi
entre 0 et 1 tel que m+a<E, alofs la dérivée

d'ordre m de F est Lipschitzienne d'ordre «.

La référence [1] traite de 1l'interpolation | dans
l'espace euclidien R®. Il y est présenté un critére pour
la continuité du processus d'interpolation. Ce criteéere
est beaucoup moins restrictif que celui du théoréme
précédent, on n'impose pas de forme particuliére au
paramétre w. Nous trouvons:
soit Cn(h)=max{zézlF(Tnx—z)-F(Tny-z)| : X,yeG et |x-y|sh),
soit s, = { xeG, : F(x)=0 } et R, le rayon du plus petit

intervalle centré & l'origine qui contient S,
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Théoréme 2 Si pour tout point x de Gj: Zyeeg F(x-y) = 1,
s'il existe un entier n et un nombre réel
positif h tel que h = 2R, /(1-1/b%), Ch(h) < 2
et si le sous-groupe engendré par {xeG:|x|<h)}
est G, alors l'interpolante fondamentale est

uniformément continue sur G,.
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CHAPITRE 2, INTERPOLATION SUR LA DROITE

Dans ce chapitre, nous étudierons plus
particuliérement 1'interpolation itérative de Lagrange de
type (2,N). En un premier temps, nous allons présenter les
fonctions de poids et les graphes des interpolantes des
cas ou N=2 et N=3. Dans plusieurs applications,
contrairement aux exemples que nous venons d'annoncer, la
cardinalité de l'ensemblé de points sur lequel nous devons
batir 1'interpolation est finie. Nous identifierons
certaines fonctions de poids qui nous permettront de
développer un processus itératif pour les ensembles finis.
Nous devrons démontrer les propriétés de continuité et de
différentiabilité de ce nouveau processus. Une section
portera sur 1l'étude de l'erreur d'interpolation. Nous y

identifierons l'ordre et le comportement de cette erreur.

2.1.0 Définition et exemples d'interpolation sur la droite

Supposons que: T(xX) = x/2. Le support de w est supposé
étre un sous-ensemble fini de G;. Il existe donc un entier
N tel que 1l'éguation (1) de 1la section 1.1 s'écrit

(lorsque xeGp-Gp_1):

= 3 - —(ov= k
F(x) y==?NHW(,(ZY 1)/2) F(x-(2y-1)/2%).

La valeur de 1l'interpolation en x ne sera qu'une somme
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pondérée de 2N valeurs prises par F dans Gp_,. Ces 2N

valeurs se trouvent toutes dans 1l'intervalle centré en x:
[x-(2N-1) /2K, x+ (2N-1) /2K 7.

Cette structure se représente sous la forme du schéma de

la figure 1. L'interpolation‘sera la somme pondérée par

les p; de 2N valeurs prises par F aux points entourant x.

PN Pn+1 P.N+2 P.N+1

x-(zﬁ-l)/zk x-(z§—3)/zk5'- X 'x+(zﬁ-3)/zk x+(2ﬂ1—1)/2k

p; = w((2i-1)/2)

Figure 1: schéma d'interpolation

Ce schéma permet de visualiser la position des points,
relativement au point x, que 1l'on retrouve dans la somme

de l'interpolation et les poids qui leurs sont associés.

Plutdét que de décrire la fonction de poids & 1l'aide
d'un polynéme de Lagrange, il peut étre plus facile de
choisir N et w (c'est-a-dire: choisir 1les poids p;) de
facon & ce que F(x) soit la valeur définie par un polynéme
du (2N-1)ieme gegré. ce polyndéme passera par les points
d'abscisses:

{ (x-(2y-1) /2K, F(x-(2y-1)/2K): y=-N+1,-N+2,...,N}.
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I1 est clair que la fonction de poids trouvée par ce
procédé est 1la fonction de poids de 1l'interpolation’

itérative de Lagrange de type (2,N).

Les sections suivantes contiennent des exemples de
fonctions de poids, de schémas et de graphes
d'interpolantes fondamentales, construits & partir des

polyndémes du troisiéme (N=2) et du cinquiéme degré (N=3).

2.1.1 Exemple, polynéme du troisiéme deqré

-1/16 si x = *3/2
Supposons que: Ww(x) = 9/16 si x = +1/2
1 si x = 0

La figure 1 représente 1le graphe de l'interpolante

fondamentale de ce processus d'interpolation.

1

S~ 0 N— 3

Figure 1: interpolante, polynéme du troisiéme degré
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Nous pouvons démontrer (voir ([3]) que ce processus
produit une fonction d'interpolation différentiable. Par
contre, la dérivée seconde n'existera pas en tout point
dyadique. La figure 2 présente le schéma d'interpolation,
la valeur de l'interpolation F(x) s'écrit comme une somme
pondérée de quatre valeurs de F (si XeGp=Gy.q):

F(x) = (-F(x-3/2K)+9F(x-1/2K)+9F (x+1/2K)-F(x+3/2K)) /16 .

-1/16 9/16 9/16 -1/16
| | Jd

I [ T T b
x=-3/2k x-1/2Kk x- x+1/2k x+3/2k

Figure 2: schéma, polynéme du troisiéme degré

2.1.2 Exemple, polynéme du cinquiéme degré

.
3/256 si x = +5/2
-25/256 si x = *#3/2
Supposons que: w(x) =4 150/256 si x = +1/2
1 six= 0
0 si non
\

La figure 1 représente le graphe de 1l'interpolante

fondamentale de ce processus.
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Figure 1: interpolante, polynéme du cinquiéme degré

Dans cet exemple, nous pouvons démontrer que (voir
[3]) 1la fonction d'interpolation ne sera différentiable
que deux fois. La figure 2 présente le schéma
d'interpolation. Si x est un point de Gy nhous avons:

F(x) = ( 3 F(x-5/2K) =25 F(x-3/2K) + 150 F(x-1/2%)

+ 3 F(x+5/2k) -25 F(x+3/2%) + 150 F(x+1/2k) )/256

3{256 -25/256 150{256 150{256 —25{256 3{256
l

[ 1 } T | | 1
x-5/2k x-3/2k x-1/2k x x+1/2K x+3/2k x+5/2k

Figure 2: schéma, polynéme du cinquiéme degré
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2.2.0 Schéma asymétrigque

Un schéma symétrique est un schéma dont les poids
associés aux points x+(2y-1)/2K et x-(2y-1)/2¥ sont égaux
(ye{0,1,...,N})). Les deux sections précédentes illustrent
des exemples de schémas symétriques. Par opposition, un-
schéma asymétriﬁue est un schéma qui n'est pas symétrique.
Les schémas asymétriques sont construits en wutilisant,
comme nous le faisions avant, un polyndéme. Soient N et M
deux entiers, la fonction de poids w est choisie de facon
a ce dque F(x) soit 1la valeur prise par le polynéme du
M+N-118me degré passant par les points (xeGp -G _.p):

((x=(2y-1) /2% ,P(x-(2y-1)/2K)): y==-M+1,-M+2,...,N}.
Considérons, comme premiers exemples, les cas ou N=1, M=3

et ou N=3, M=1.

2.2.1 Exemple, polynéme du troisiéme deqré

1/16 si x = =5/2
-5/16 s1 x = =3/2
Si N=1,M=3: w(x) =4 15/16 si x = =1/2
5/16 si x = 1/2
1 si x = 0

0 si non

(

5/16 si1 x = =1/2
15/16 si x = 1/2
Si N=3,M=1: w(x) =4 -5/16 si x = 3/2
1/16 si x = 5/2
1 si x = 0
0 si non ’
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Puisque dans chacun des deux cas Cg(10) = 1.554, le
théoreme 2 de la section 1.6 nous assure que
l'interpolante fondamentale de chacun de ces deux exemples
est uniformément continue. La figure 1 présente les
schémas d'interpolation de ces deux exemples. Notez la

position du point x relativement aux points de 1la forme

x+j/2k,
5/16 15/16 -5/16 1/16
N=1,M=3: |-y | 4
>k k k k
x=1/2% x  x+1/2 xX+3/2 X+5/2
1/16 -5/16 15/16 5/16
N=3,M=1: | 1 } - ]
k k k k
x=-5/2 x-3/2 x-1/2 X x+1/2

Figure l:schémas asymétriques, polyndéme du troisiéme degré

2.2.2 Exemple, polynéme du cingquiéme degré

L'utilisation d'un polynéme du cinquiéme degré permet

d'identifier quatre schémas asymétriques:

( 63/256 si x = =-1/2
315/256 si x = 1/2
-210/256 si x = 3/2
Si N=5,M=1: w(x) =4 126/256 si x = 5/2
-45/256 si x = 7/2
7/256 si x = 9/2

1 si x = 0

0 si non
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-7/256 si x = =3/2
105/256 si x = =1/2
210/256 si x = 1/2
Si N=4,M=2: w(x) =4 =70/256 si x = 3/2
21/256 si x = 5/2
-3/256 si x = 7/2
1 si x = 0
0 si non

Tel que dans l'exemple de la section précédente, les
fonctions de poids des cas ol N=1,M=5 et ou N=2,M=4 sont
semblables (elles ne sont pas égales) aux deux fonctions
précédentes. Lorsque N=1,M=5 ou N=5,M=1 le module C;(18)
est & peu prés égal a 1.624. De plus, lorsque N=2,M=4 ou
N=4,M=2 le module Cg5(14) est a peu pres égal & 1.615. Les
fonctions d'interpolation associées 4 ces quatre fonctions

de poids sont donc uniformément continues.

2.2.3 Méthode des coefficients indéterminés

La méthode des coefficients indéterminés permet, elle
aussi, de trouver les fonctions de poids des sections
2.1.1, 2.1.2, 2.2.1 et 2.2.2. Pour les exemples des
sections 2?1.1 et 2.2.1, nous devons résoudre un des

sous-systémes suivants:

. 1l 1 1 1 1 1 1 1. a 1
. =7 -5 =3 -1 1l 3 5 7 . b 0
. 49 25 9 1 1 9 25 49 . c = 0]
.=343 -125 -81 -1 1 81 125 343 . d 0
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Nous entendons par sous-systeme, 1la matrice formée de
quatre colonnes consécutives choisies dans 1la matrice
précédente. Si les deux colonnes du centre du
sous-systéme sont les colonnes (1,-1,1,-1)% et (1,1,1,1)¢
alors 1la solution sera les poids de la formule sfmétrique
(-1/16,9/16,9/16,-1/16). Par contre, si nous décalons le
choix des quatres colonnes consécutives nous obtiendrons
une formule asymétrique utilisant 1les quatre points
décalés de la méme facon par rapport au point

d'interpolation.

ILemme 1 Si 1l'interpolante est continue alors les
parametres a,b,c,d respectent la condition fixée
par la premiére ligne de la matrice du
sous-systéme choisi.

Démonstration: Nous démontrerons ce lemme pour le cas

symétrique. Dans les autres cas, il suffit d'utiliser ia

méme technique avec 1les bonnes équations. La premiére
ligne de tous les sous-systémes est: a+b+c+d = 1 . Soit

F(x) l'interpolante fondamentale du processus

d'interpolation. Soit {x,},¢n une suite de points telle

que x, = 1/2% et soit h, = 1/2%. Nous avons que pour tout

n: F(x,) = aF(xn-3hn)+bF(xn-hn)+cF(xn+hn)+dF(xn+3hn) ’

aonc: F(1/2®) = aF(-1/2""1)+bF(0)+cF(1/20-1)+ar(1/2n-2) .
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Etant donné la continuité de F, 1lorsque n tend vers
l'infinie: F(0) = a F(0) + b F(0) + ¢ F(0) + d F(0) .

Puisque F(0) = 1 alors: a+b+c+d = 1. N

Lemme 2 Si 1l'interpolante est différentiable alors les
paramétres a,b,c,d respectent la condition fixée
par la deuxiéme ligne de la matrice du
sous-systéme choisi.

Démonstration: Nous démontrerons ce lemme pour 1le cas

symétrique. La condition fixée par la deuxiéme ligne est:

-3a-b+c+3d = 0. Puisque F est différentiable alors F est

continue et a+b+c+d = 1.

Soient t € G;-G,_; et k € N alors:

F(t-1/2k+m) =
aF (t-1/2k+m-2)4pF (t-1/2k+m-1)1cF (t)+dF (t+1/2k+m-1)

ainsi nous avons:

F(t)-F(t-1/2k*®) = a ( F(t) - F(t-1/2k+m-2) ) 4
b ( F(t) - F(t-1/2k+m-1y ) 4
d ( F(t) - F(t+1y2k+m-1) y |

En divisant cette différence par 1/2K*® et en prenant la
limite lorsque k tend vers l'infini, nous avons:

F'(t) = 4aF'(t) + 2bF'(t) - 2dF'(t) .
Choisissons t dans G;-G;.; tel que F'(t) = 0, alors:
4a + 2b - 2d = 1 . Lorsgue nous soustrayons cette
équation a l'équation: a+b+c+d = 1 nous trouvons: |

-3a =b +c +3d = 0 . []
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Dans le cas des exemples de fonction de poids issues
de poynémes du cingquiéme degré, nous devons résoudre un

des sous-systémes suivants (6 colonnes consécutives):

~—

. 1 1l 1 11 1 1 1. a 1
. -7 -5 -3 -11 3 5 7 . b 0
. 49 25 9 11 9 25 49 . c = 0
. =343 -125 -81 -1 1 81 125 343 . d 0
. 2401 625 243 1 1 243 625 2401 . e 0]
.=16807 =-3125 ~729 -1 1 729 3125 16807 . £ 0

Nous pouvons également démontrer que les lignes 1 et 2
représentent des conditions nécessaires pour la continuité
et la différentiabilité de 1l'interpolante fondaméntale. Il
semble, de plus, que les autres 1lignes puissent.
représenter des conditions nécessaires pour 1'existence

des dérivées d'ordre supérieur.

2.3.0 Ensemble fini et interpolation mixte

Jusqu'a maintenant, nous prenions pour acquis que nous
connaissions la fonction & interpoler partout sur zZ. Dans
bien des applications, cette restriction n'est pas
souhaitable. Supposons maintenant que nous ne
connaissions une fonction qu'en un nombre fini M+1
d'abscisses de l'ensemble {0,1,2, ... , M). Le principal
intérét des formules asymétriques est de permettre

l'élaboration d'un processus d'interpolation itérative
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pour cette suite finie. Considérons les formules issues du
polynéme du troisiéme degré. Le processus se définit comme
suit: supposons gue -nous connaissons 1la fonction a
interpoler pour tous les points de Gyn[O,M]; nous
utilisons 1les schémas de la section 2.2.1 pour calculer
les valeurs de la fonction en 1/2k+1 et M-l/2k+l; de

méme, nous utilisons le schéma de la section 2.1.1 partout

ailleurs dans (Gy,;-Gy)n(1/2k+l M-1/2K+l) ce processus
se nomme interpolation mixte. Bien gque chacun de ces
schémas (symétrique et asymétriques) produisent une

interpolante fondamentale uniformément continue, rien a
priori ne garantit que 1l'utilisation simultanée de ces
schémas produira une interpolation continue. Cette
propriété et une condition de différentiabiliteé soht

établies & la section suivante.
2.3.1 Continuité et différentiabilité

L'étﬁde de 1la continuité et de la différentiabilité
est réalisée pour le processus mixte associé au polynéme
du troisiéme degré. Les autres processus mixtes se
traitent de 1la méme fagon. Etablissons tout d'abord

‘quelques lemmes secondaires.
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Lemme 1 Soit {Yn)n=0,...,n une suite finie telle que:
Yo =Y =Y =Yy = 0.
Soit y 1l'interpolation mixte de cette suite. Si:
teG,N[0,1] alors y(t) = 0.
Démonstration: Nous n'avons qu'a montrer que, par
induction sur keN, si te(Gkn[O,l])u(1+l/2k,1+1/2k'1) alors

y(t) = 0. []

Lemme 2 Soit {Ynln=o0,.,, M une suite finie telle que:
YM = YM-1 = YM-2 = ¥Ym-3 = O.
Soit y l'interpolation mixte de cette suite. Si
teG,N[M-1,M] alors y(t) = 0.
Démonstration: cette démonstration est similaire & 1la

précédente. []

Lemme 3 Soit P un polynéme du troisiéme degré. Soit
{Ynln=0,...,m une suite finie telle que y,=P(n).
Si y est 1l'interpolation mixte de cette suite
alors y(t)=P(t) pour tout t dans [0,M]NnG,.
Démohstration: Puisque y,=P(n) et étant donné le choix des
fonctions de poids, nous avons: y(n/2) = P(n/2) pour
ne{0,1,..,2M}. Par induction nous avons: y(n/2k) =

P(n/zk), ne{o,l,...,sz} pour tout k-dans N. []
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Nous pouvons maintenant montrer que le processus

mixte est continue.

Théoréme 4 Si y est l'interpolation mixte de la suite
finie {Yn)n=0,..., m alors y est uniformément
continue dans [0,M]NnG,.

Démonstration: Découpons 1l'intervalle [0,M] en trois

parts: [0,1], [1,M-1] et [M-1,M]. Nous démontrerons la

continuité wuniforme de y pour chacun de ces intervalles.

Puisqu'au point 1 et M-1 les valeurs de y font partie des

données initiales alors nous pourrons affirmer que y est

uniformément continue sur [0,M]. Soit P 1le polynéme du
tfoisiéme degré tel que:
P(0) = yo, P(1) =y, P(2) = yy, P(3) = y3.
Soit {gpln-0,...,m la suite finie telle que:
9p = ¥n — P(M).

Nous avons: gg = g; = go = g3 = 0. Soit g l'interpolation

mixte de la suite (g,}, si te[0,1]nG, alors g(t) = 0 et g

est uniformément continue dans [0,1]nG,. Soit vy

l'interpolation mixte de la suite (y,}, alors
y(t) = g(t) + P(t).

Il est clair que 1la propriété de 1linéarité s'applique

aussi a l'interpolation mixte. En conséquence, y(t) est

uniformément continue dans [0,1]nG,. De fagon similaire

y est uniformément continue dans [M-1,M]nG,. Considérons

maintenant 1'intervalle ([1,M-1]. Définissons 1la suite
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infinie {(g,} telle que:
9n = 0 sin<oO0Ooun»>M,
d2n = ¥n si 0 = n=< M,
Ion+1 = (~¥n-1+9Yn+9¥n+1-Yn4+2)/16 si 0 < n < M-1 .

91
Jom-1 = (¥YM-3-5YM.2+15yy.1+5Yy)/16 .
Cette suite est la suite des valeurs de y dans G;n[0,M] et
de la valeur 0 partout ailleurs dans G;. Si g est
l'interpolation mixte de cette suite (telle que définie
a la section 2.3.0) alors g est uniformément continue dans

G De plus nous pouvons démontrer, par induction sur k

© *

que si xeGyn[1l,M-1] alors:

y(x) = g(x). ]

Puisque la fonction d'interpolation est “uniformément
continue dans G,n[0,M], nous parlerons du prolongement
continu de y a RN[0,M] plutdt que de la définition de vy
dans G.,N[O,M]. Ce prolongement permet d'étudier 1la
fonction y et ses dérivées. Nous pouvons trouver dans
l'article [3] et & la section 1.6, les conditions qui font
qu'un schéma symétrique est différentiable. Le théoréme
suivant donne une condition qui fait qu'un schéma mixte

est également différentiable.
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Théoréme 5 Si l'inferpolante fondamentale d'un schéma
symétrique est de classe Ck(m) alors le schéma
mixte associé est de classe ck(o0,M).

Démonstration: L'esprit de cette démonstration est

identique a 1l'esprit de la démonstration précédente. En

effet, pour démontrer que le schéma mixte est
différentiable en un point x, il suffit de définir une
suite infinie {g,} avec 1les valeurs de 1l'interpolation

mixte dans Gyn[0,M] (k choisi convenablement) et des 0

partout ailleurs dans G -[0,M]. Ainsi, sur un intervalle

autour de x, 1l'interpolation itérative de la suite {9}

est égale a l'interpolation mixte. ‘Sur cet intervalle,

les propriétés de l'interpolation mixte seront donc celles

de l'interpqlation‘itérative. ]

2.4.0 Erreur d'interpolation

Dans cette section nous nous intéresserons a 1'étude
de 1l'erreur d'interpolation. Nous verrons que l'ordre de
cette erreur est comparable & 1l'ordre de l'erreur des
polynémes de collocation. De plus, nous verrons que dans
ce processus itératif, l'erreur commise & une étape est un
multiple de 1l'erreur commise a 1l'étape précédente. Ce
multiple est indépendant de l'étape considérée. Mais avant

d'aborder ces problémes, nous devons établir certaines
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propriétés des développements en série de Taylor. I1 se
peut que ces résultats soient déja connus. Comme nous
n'avons pas trouvé de référence a ce sujet, nous
produirons tout de méme les démonstrations. Notons que ces
résultats restent vrais si nous remplagons 1l'intervalle
[0,M] par toute 1la droite R. Nous nous bornerons

cependant & 1l'étude sur l'intervalle [0,M].

2.4.1 Préliminaire, série de Taylor

Nous étudierons le développement en série de Taylor
d'une fonction y de classe C% sur un intervalle fermé
[0,M]. Soit V le sous-ensemble de RZ:

V = { (t,h) : te[0,M], t+he[O0,M] }.

Théoréme 1 Si yeC4[0,M] alors il existe une fonction
£:V-[0,M] telle que la fonction composée:
H(t,h) = ylV(¢(t,h))n*/24
est continue et:

H(t,h) = y(t+h)-y(t)-y' (t)h-y''t)h2/2-y' "' (t)h3/6 .
Démonstration: Il existe un nombre ¢.; choisi entre t et
t+h (pas toujours unique) tel que:

Y(t+h) = y(£)+y' (t)h+y'' (£)h2/2+4y" ' (£)h3/6+y Y (£4y) h%/24
inf{ €., } si h = 0

Soit la fonction: ¢ (t,h) =
. t si h=0 .
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Supposons que h = 0. Puisque ylV est continue alors {€en)
est un ensemble fermé et: £(t,h) € (¢.,) . En conséquence,
pour toute valeur de h (y compris 0), 1l'égalité suivante

est vérifiée: .
yiv(e(t,h))h4/24 =

y(t+h) = y(t) = y'(t) h - y''(t) h?2/2 - y'''(t) h3/s.
La fonction située & 1la droite de cette égalité est

continue. []

Théoréme 2 yiV(¢(t,h)) est continue.

Démonstration: Si h=0 alors yiV(e¢(t,h)) = 24 H(t,h)/h*.
Cette fonction est clairement continue. Si h=0 alors
yivie (t,h)) = yiv(t). soit {(tkrhk))k-i,...,w une suite et
te[0,M] un point tels que:

lim (t,hg) = (£,0) .
Supposons que:  lim yivie (g, b)) = yivie(t,0))

alors il existe ¢>0 et une sous-suite:
{(tk(m)lhk(m)))m=1,...,w de {(%ty,hy))} tels que:

| Y2V (& (ty(m) rBr(my)) = YIV(R)] > & .
puisque & (tyx(m) hp(m)) € [te(m)=IBr(m) |t (m)* P (m) |
alors %}g € (tx(m) rDr(my) = t.

La derniere inégalité contredit donc 1la continuité de

yiv. []
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2.4.2 Schéma symétrique

Soit V le sous-ensemble de R? défini comme suit:
V = { (t,h) : te[0,M],t+3he[0,M],t-3he[0,M] )}
Soit y:[0,M]+R une fonction de classe C%, définissons
l'interpolation I(t), l'erreur d'interpolation e (t) et
l'erreur d'interpolation locale e, comme étant:

I(t) = (-y(t-3/2K)+oy(t-1/2K)+9y(t+1/2K) -y (t+3/2K)) /16
la ou cette équation est bien définie, c'est-a-dire pour
les valeurs de t telles que (t,1/2k)ev,
| y(t) - I(t) | si teG-G,.1, (t,1/2K)ev

ey (t) = ,
0 S1 non

e, = max{ e, (t) , te[0O,M] }

Lemme 1 Si yeC*([0,M]), alors il existe quatre fonctions
€1+ €9,€3,€64 ¢ V-[0,M] telles que:
e (t) = 3h%/128 |-9ylV(e1)+yiv(e ) +yiv(es)-oyivi(e,) |
o h=1/2k, teGk—Gg_l et (t,h)ev.
Démonstration: Il suffit de faire 1la somme des quatre
développements en série de Taylor (autour du point t) de:

y(t-3/2K), y(t-1/2k), y(t+1/2k) et y(t+3/2K) dans I(t). ]

Théoréme 2 Si y € C*([0,M]) alors:

e, < 15/32 (1/16)K sup( |yiv(t)| .: te[o,M] } .
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Démonstration: Si (t,1/2K)ev, teGy-Gy.1 alors:
e (t) =
3/128 (1/2K)% |-oyiV (1) +yiV(en)+yiV(e3)-oyiVi(e,) .
Puisque ¢; e [t-3/2K,t+3/2K] et que [t-3/2K,t+3/2K] est
inclus dans [0,M] alors:

e, < 15/32 (1/16)k sup( |yiv(t)| : te[o,M] ) ‘1

Nous venons de montrer au lemme 1 gue l'ordre de
l'erreur d'interpolation est égal a O(h%*). Cet ordre est
celui de 1l'erreur d'interpolation des polyndmes de
collocation du troisiéme degré. Pour sa part, le théoréme
2 fait ressortir 1le comportement 1linéaire de 1'erreur
locale ey. Le facteur mentionné dans 1'introduction
est donc égal a 16. Il faut bien comprendre qu'il ne
s'agit que de l'erreur locale, c'est-a-dire que
1l'interpolation I dans G, est calculée a partir de valeurs
exactes de la fonction y dans Gr.1- A la section 3.2,

nous étudierons l'effet combiné des erreurs locales.

Dans un cadre général, les divers résultats précédents
peuvent étre récris pour les schémas issus de polynémes de
degré 2N-1. Il suffit de choisir une fonction y de classe
c?N et de redéfinir convenablement I, V et ¢ pour

trouver:
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Théoréeme 3 Si y € CZN[O,M] alors il existe une constante
CeR, C>0 telle que:

e < C (1/22N)k sup( |y(2N) ()| : te[o,M] } .

2.4.3 Schéma asymétrique

Les résultats suivants ne sont que la retranscription
du lemme 1 et théoréme 2 de la section 2.4.2 pour le
schéma asymétrique. Une comparaison des deux erreurs
locales (symétrique et asymétrique) sera faite dans la

prochaine section.

Soit V' le sous-ensemble de R2:
V' = { (t,h) : te[0,M], t+he[0,M], t-5he[O0,M] }
Soit y:[0,M]»R une fonction de classe C*, définissons
l'interpolation 1I'(t), l'erreur d'interpolation e'j (t) et
l'erreur d'interpolation locale e'y comme étant:

I'(t) = (5y(t+1/2K)+15y(t-1/2K)-5y(t-3/2K)+y(t-5/2K)) /16
la ou cette équation est bien définie, c'esf—é—dire pour
les valeurs de t telles que (t,1/2K)ev',
| y(t) = I'(t) | si teG-Gy.,, (t,1/2K)ev!

el (t) = ,
0 S1 non

ep = max{ ep(t) : te[O,M] }.
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Lemme 1 Si yeC*[0,M] alors il existe quatre fonctions
§'1,€'9,€"'3,6", ¢ V'-[0,M] telles que:
e'y (t) = h*/384 .
| 6251V (¢11)-405y1V (¢ ') +15y1V (¢ 13)+5yiV (¢ ',) |

ou h=1/2k, teG -G, _; et (t,h)ev'.

Théoréme 2 Si y € c4([0,M]) alors:

e'y < 175/64 (1/16)% sup( |yiv(t)| : tefo,M] } .

Ce lemme et ce théoréme traitent le cas du deuxiéme
schéma présenté a la section 2.2.1 (N=3,M=1). Des
résultats équivalents existent aussi pour 1le premier

schéma de cette section.

2.4.4 Comparaisons des schémas

Choisissons 1l'un ou l'autre des schémas asymétriques
de la section 2.2.1 et le schéma symétrique de la section
2.1.1. Si h est assez petit, c'est-a-dire, puisque
h=1/2k, si k est assez grand, alors:

yivies) = yiv(r)
yiviery) = yiv(r) .
3/8 h% | yiv(t) |

4

De plus: ey (t)
e'y(t)

et: e (t) = 3/5 e’ (t) .

5/8 h* | yiv(t) |

R
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L'erreur 1locale d'interpolation d'un des schémas
asymétriques est donc & peu prés 5/3 fois supérieure a
l'erreur commise par le schéma symétrique. Ce facteur
jouera un grand rbéle dans 1l'étude des exemples de

compression de données.

2.4.5 Fonction polynémiale

Revenons au schéma symétrique issu du polynéme du
troisiéme degré et considérons le cas ol y est un polyndéme
de degré n plus grand dque trois. Sans perdre de
généralité, 1les termes de degré inférieur ou égal é 3
peuvent étre omis, l'interpolation étant exacte pour ces

degreés.

Soit y un polyndéme de la forme:
y(t) = a,th+agt+ ... + a t?
La fonction d'erreur e, (t) est donnée par (teG -Gy._q,
(t,1/2%)ev) :
e (t) = | a;(16t%-(-(t-3h)4+9(t-h)*+9 (t+h)%=-(t+3h)%))
+ ag (16t>-(-(t-3h)2+9 (t-h)>+9 (t+h)7-(t+3h)7))+...
+ a, (16tM=(=(t=-3h)2+9 (t~h)"+9 (t+h) - (t+3h)D)) |/16

o h = 1/2k,
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Considérons le terme (pour i = 4,5,...,n):
16tl - (=(t-3h)i+9(t-n)i+9(t+h)i-(t+3n)i) =
16tl + ¢ ? c}ti-J(-3h)j) -9 ? c}ti-J( -h)J)
-9 ? c}ti-J( h)J) + ¢ ? c}ti-j( 3h)J)
ou c} = il/(31(i-3)!).
Ainsi: 16ti-(-(t-3h)i+9(t-h)i+9(t+h)i-(t+3h)1)
= 2h4[;é§]cijti-2jh2j-4(9j_9)
ou [x] = partie entiére de x .
Supposons que: P(t,h) = | a, (144) + as 5t (144)
+ ag (15 t2 (144) + h? (1440))+

. n/2 . . .
cee +a, 2 Ejézégjtn-ZJhZJ-lt(gJ—g) |
Ainsi: e, (t) = h* P(t,h) .

Lemme 1 Si y est un polynéme du quatriéme degré alors:
ek/ekH_ = 16. »
Démonstration: Il suffit de voir que: P(t,h) = 144 |a,| et

h=1/2k . []

2.4.6 Ouotient des erreurs locales

Le quotient e, /e, ,1 est proche de la valeur 16 pour
une classe de fonctions beaucoup plus large que l'ensemble
des polynémes du quatrieme degré. Dans 1les faits sa

limite est égale & 16 pour toute fonction de classe C%*.
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Soit E:V-+R la fonction définie comme suit:

E(t,h) = 3/128 | -9ylV(eq)+yiV(ey)+yiV(es)-oyivie,) |
ou les fonctions ¢; sont choisies conformément au lemme 1
de la section 2.4.2 . Définissons une suite {(tdr=1,... =
dans R telle que (tk,l/zk) soit un point de V ,e (ty) = e

et typeGy-Gyi.;. Définissons aussi une constante:

K=sup { E(t,0) ¢ (t,0) e V } .

Lemme 1 E(t,h) est continue dans V.
Démonstration: Théoréme 2 section 2.4.1 et lemme 1 section

2.4.2 . []

Lemme 2 _E(tk,l/zk) =
max {E(t,1/2K) : (t,1/2K)ev, teG,-G,_.1 }
Démonstration: E(t,l/zk) = 24k e (t) lorsque teG, -G, _1 et

k
(t,1/2 )EV. []

Lemme 3 lim E(t.,1/2K) = K .
k2w

Démonstration: Supposons que lim E(tk,l/zk) = K alors il
existe une sous-suite {(tk(n),l/zk(n))}n=1’_..’m choisie

dans {(tk,l/zk))k=1,.__,w et un nombre réel ¢ > 0 tels

que: | E(ty(qy,1/72%(®)) =K | > ¢ .
Soit t' € [0,M] un point ou E(t',0) = K. Choisissons 6,

tel que si t € B(t',6,) alors: l E(t,0) - E(t',0) |<e/3 .
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De plus, choisissons N assez grand pour que: si n = N
alors 1/2k(M)<s et
max{|E(t,1/2K(n))-E(t,0)]|: (t,1/2k(n)yev, teGy (n) =Gk (n)y-1)
< ¢/3
Pour un n choisi plus grand que N nous distinguons deux cas:
1- E(ty(n) 1/2K(M)) > M + ¢
2= E(ty(ny,1/25(™) <M - .
Dans le premier cas: | E(tk(n),l/zk(n)) - E(ty(ny:0) | =
max{ | E(t,1/2K(®)) -~ E(t,0) | : t e Uk(ny } = /3 .
En conséquence: E(ty(n),0)>K, Ceci contredit la définition

de K.

Dans le second cas, puisque 1/2kK(n) < §_ alors il
existe un point t'k(n) tel que:
€% (0)€ (Ck (n) =Gk (ny-1)N B(E',6,) .
Notons que si (t'k(n),l/zk(n))ev nous devons choisir une
valeur plus grande pour N.

Nous avons: | E(t',0) = E(t‘k(n),l/zk(n)) | =
|E(t',0)=E(t ) (n) O [+|E(t 'y (ny,0)= E(t'y(pny,1/2K(M))| <
2¢/3

En conségquence: E(t'k(n>,l/2k(n>) > E(tk(n),l/zk(n))

Ceci constitue une contradiction. []
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Théoréme 4 Si yec%[0,M] et yiV # 0 dans [0,M] alors:

%&g ex/ery1 = 16 .

Démonstration: Puisque ylV#0 alors il existe un point t

tel gque E(t,0)0 et ainsi K<0. De plus, puisque E est

continue alors il existe un entier N tel que pour tout k=N

nous avons ep»0. Pour tout k=N nous pouvons écrire:
ex/ery1 = 16 E(ty,1/2K) / E(ty,q,1/2k*1)

Puisque: %EE E(tk,l/zk) = K » 0 nous avons:

1]{.3.2\ ek/ek+1=16. []

Dans un contexte plus large, supposons gue nous
étudions un schéma issu d'un polynéme du 2N-1iéme gegre,

nous pouvons démontrer que:

Théoréme 5 Si yec?N([o,M]) et y(2¥) ¥ 0 dans [0,M] alors:

; = 22N
fim ep/epy; = 2 .
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CHAPITRE 3, COMPRESSION DE DONNEES

Nous venons de montrer que le comportement de l'erreur
d'interpolation était facilement prévisible. Ce
comportement et la nature itérative du processus nous
laissent penser que 1l'interpolation mixte est toute
indiquée pour développer un processus de compression de

données.

3.1 Définition du processus

Nous allons définir le processus de compression et de
reconstruction en utilisant les schémas de l'interpolation
mixte issus du polynéme du troisiéme degré. Soit S =
{Yil)i-0,... M une suite finie. Supposons que M est une
puissance de deux, c'est-a-dire qu'il existe un entier
positif n tel que M = 20, Définissons une suite

d'ensembles (S, } de la fagon suivante:

SO=S
81 = (¥2il}i-0,1,...,M/2
Sy = {Yaili-0,1,...,M/4

{Sx} est la suite des ensembles comprimés issus de S.
Choisissons un entier i tel que M/2! est plus grand que
3. Ce nombre 1 sera la profondeur maximale de 1la

compression. Supposons maintenant que Sy est l'ensemble
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des valeurs définies par une fonction y sur Gin[O,M/zi].
Par conséquent, S; est l'ensemble des valeurs définies par
y sur Gon[O,M/zi]. Avec une etape du processus
d'interpolation mixte nous pouvons reconstruire la suite
Sk.1 & partir de la suite S, . Nous pouvons, avec i étapes
du processus mixte, reconstruire la suite S; a partir de
la suite S;. Ces deux suites reconstruites seront notées
S'y.1 et 8S"p. ~Nous sommes intéressés a connaitre la
différence entre les suites S, _;, S'y_.; et 8y, 8S",. La
différence entre S;,_.; et S'y_ ; a déja été définie comme
étant 1l'erreur locale d'interpolation. La différence
entre les suites §; et S", est appelée l'erreur globale
d'interpolation. Cette erreur globale servira & évaluer
l'effet combiné des erreurs locales. Définissops
l'interpolation mixte I comme étant (teGyr =Gy 1,

te[o,M/219):

f

(5y (t-1/2K) +15y (t+1/2K) =5y (t+3/2K) +y (t+5/2K) ) /16
si t=1/2k

(5y (t+1/2K) +15y (t-1/2K) -5y (t-3/2K) +y (t-5/2K)) /16

I(t) =
si t=M/21i-1/2k

A

(-y (t-3/2K)+9y (t-1/2K) +oy(t+1/2K) -y (t+1/2K)) /16
si non

.~

L'erreur d'interpolation locale:

| y(t)-I(t) | si te (Gy=Gy.1) n [0,M/21]

e () = o
0 S1 non

e, = max { e (t) : t e [0,M/21] )
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Supposons que Y(t) est 1l'interpolation mixte béatie a
partir de la suite s;. Définissons 1l'erreur globale
d'interpolation comme étant:

| Y(t) - y(t) | si teGyjn[o,M/21]

E(t) = ,
0 Sl non

Exy = max { E(t) : t € G, } .

3.2 Etude de 1'erreur globale

L'étude de 1l'erreur 1locale a déja été faite a la
section 2.4. Dans le cas présent, il faut en plus faire
attention aux points de la forme 1/2k et M/2i-1/2K. En
ces points, le calcul de 1l'interpolation se fait avec un
schéma asymétrique. Il faut donc tenir compte du facteur
5/3 dont nous discutions & la section 2.4.4. Nous allons
maintenant étudier 1la relation qui existe entre 1l'erreur
globale et 1l'erreur locale. Le théoréme 1 et son
corollaire 2 établissent cette relation. Le corollaire 3
et la remarque qui le suit permettent de borner 1l'erreur

globale.
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Théoréme 1 Ey < e, + (13/8) Eyp_4
Démonstration: Soit:
i(y1/Y2,¥Y3:Y4) = (‘Yl + 9y, + 9Y3 -y,)/16

et: e (t,¥y1.,¥2,¥3.¥s) = | v(t) - i(y1.¥2,¥3,Y,) |
Nous avons: ey (t,y1+ayy ,Yot+aYs , Y3 +aYs , Y, HAY,) <

e (t,¥1,¥2,¥3,Y4) + 5/4 max{|ay;|}
Si (t,l/zk)ev, supposons que y, = y(t+(2n-5)/2k) et
AY, = Y(t+(2n-5)/2k) - Yy, alors:

E(t) < eg(t) + (5/4) Ep_q.
Pour les points t de la forme 1/2K et M/2i-1/2K, i1 suffit
de changer la définition de: i(t), vy;, ay; et montrer
que: E(t) = ep(t) + (13/8) Ep.q .
I1 ne reste qu'a trouver le suprémum de chaque coté de

cette inégalité. [

Corollaire 2 E; < e; + (13/8) e;.7 + ... + (13/8)1-1 ¢

Corollaire 3
E; < 7/64 17161 (261-1) sup{|ylV(t)|:te[o,M/217} .

Démonstration: Théoréme 1 et lemme 2 section 2.4.3. []

Notons que si nous ne considérons gque le schéma
symétrique, alors le facteur 7/64 du corollaire 3 est
remplacé par le facteur 3/160. Dans certaines applications

il se peut que la fonction y ne soit pas connue. Il sera
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donc impossible, & premiére vue, de borner 1l'erreur
globale comme le fait le corollaire 3. En combinant 1le
théoréme 4 de 1la section 2.4.6 au corollaire 2, nous
trouvons une approximation B; de 1la borne E;j: By =
(265L—1)/:L61'l e1/25. Cependant, pour que ce nombre soit
une bonne approximation il faut que les erreurs locales
soient toutes issues de points calculés avec un seul type
de schéma (symétrique ou asymétrique). Si tel n'est pas le
cas, 1l faut tenir compte du facteur 5/3 comme nous le

verrons a la section 3.4.

3.3 Remargue sur le nombre de points

A la section 3.1, nous supposions que l'entier M
était égal a une puissance de 2. Supposons maintenant
qu'il existe un entier k tel que M/2K ne soit pas
divisible par 2 (M/2K est impair). Puisque cette valeur
est impaire, a 1la (k+1)iéme &tape, nous ne pouvons
poursuivre le processus de compression. En effet, si nous
poursuivons ce processus, nous allons éliminer le point YM
lors du passage de la suite S, & Sy,;. Ce point se
situant en bout de suite, nous ne pourrons le retrouver a

l'aide d'un des schémas déja connus.
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Une premiére réponse a ce probléme est de dévélopper
un schéma asymétrique n'utilisant que les valeurs de y en:
t-7/2k, t-5/2k, +t-3/2k, t-1/2K pour trouver la valeur en
t. Les poids de ce schéma sont respectivement: -5/16,
21/16, =35/16, 35/16. Si nous calculons le module Cr (14)

du théoréme 2 de la section 1.6 nous trouvons:

Cy(14) = 12.00
C3(1l4) = 43.56
Cs (14) = 92.37
Cy (14) = 261.0

Cette suite semble diverger et ce schéma produit
probablement une fonction d'interpolation discontinue.
Méme si tel n'est pas le cas, la somme (en valeur
absolue) des poids de ce schéma est grande. L'erreur, ou
plutét la borne de l'erreur locale, va croitre

rapidement.

Une autre possibilité serait d'ajouter un point & 1la
fin de la suite S;. Ce point se calcule & 1l'aide du
polyndéme du troisiéme degré passant par les quatre
derniers points de la suite S,. L'expérience nous montre

que cette solution fonctionne bien.
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3.4 Exemples

Nous allons maintenant présenter 1les exemples de
compression—reconstructidn gue nous avons effectués.
Remarquons premiérement que tous les calculs ont été
réalisés sur ordinateur en utilisant une arithmétique d'a
peu pres vingt décimales, plus exactement des variables
réelles de dix octets. Les valeurs prises pour former
l'ensemble de départ S varient toutes entre 0 et 32. Nous
estimons donc que tous les résultats présentés ici, entre
autres les erreurs locales, sont fiables. En effet, nous
estimons que compte tenu des nombres qui forment S, toute
erreur locale supérieure a 10-16 ne sera pas (trop)

entachée de l'erreur due a l'arithmétique de l'ordinateur.

Le premier exemple n'est présenté que pour constater
ce que prédit la théorie sur l'erreur d'interpolation et
pour décrire le format de présentation des résultats.
Nous allons nous attarder davantage sur d'autres exemples

plus significatifs.

Définissons l'ensemble de départ S comme suit:
S = { (2n/4096)%, ne{0,1,...,4096) } .
Le tableau 1 présente les résultats obtenus 1lors de 1la
compression-reconstruction de 1la suite S. La premiére

colonne contient 1'indice du sous-groupe Gy . La seconde
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colonne contient l'indice de profondeur de compression ou
l'indice de la suite Sy. La troisiéme colonne 'nous donne
le nombre de points que contient 1la suite §;. La
quatriéme colonne présente les différentes erreurs
locales. La derniere colonne contient les quotients des
erreurs locales. Finalement, nous trouvons au bas du
tableau, 1l'indice du niveau maximal atteint. Ce niveau
maximal est choisi en fonction de l'erreur locale. Dans
cet exemple, nous avons arrété le processus dés que
l'erreur locale dépassait la valeur 10-6. Nous trouvons
également, au bas du tableau, l'erreur globale télle que
calculée par l'ordinateur (voir la définition & la section
3.1). Remarquons, pour éviter une source de confusion,
que les indices de Gy et S; agissent en sens inverse;
lt'indice de ex pour sa part suit 1l'indice de G

conformément & la définition de ey .

Gk Sk Points ek ek/ek_,_l
6 0 4097 8.52x10"13

5 1 2049 1.36x10°11 16

4 2 1025 2.18x10-10 16

3 3 513 3.49%10°09 16

2 4 257 5.58x10-08 16

1 5 129 8.93x10-07 16

0 6 65

Arrét de la compression au niveau: 6
Erreur globale: 9.53x10-07

Tableau 1: compression, polynéme du quatriéme degré
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Nous constatons premiérement que 1les quotients sont
tous égaux a la valeur 16. Le lemme 1 de la section 2.4.5
nous avait prédit ce résultat. La borne de 1l'erreur
globale donnée par le corollaire 2 de la section 3.2 et
l'estimétion de cette borne sont toutes deux égales a
1.05x16'°5. Cette égalité entre l'estimation de la borne
et la borne elle-méme vient du fait que 1les quotients,
dans cet exemple, sont tous égaux a 16. Nous remarquons
que cette borne est a peu prés dix fois supérieure a 1la
vraie valeur de 1l'erreur globale E; = 9.53x10"07
Finalement nous constatons que le facteur de compression,
défini comme étant 1le quotient du nombre de points des
suites S et Sg, est égal a 63.03. Nous avons donc réussi
Aa comprimer cette suite d'un facteur 63 tout en conservant
une erreur, lors de la reconstruction, égale théoriquement

a4 1005 et de facon pratique a 10-06,

Dans l'exemple suivant, nous avons & peine augmenté la
difficulté en choisissant pour fonction de départ un
polyndéme du cinquieme degré. Soit S l'ensemble de départ
défini comme suit:

So = {¥n} = { (2n/4096)°, ne(0,1,...,4096) } .
Le tableau 2 présente les résultats obtenus & partir de

cette suite.
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Gk Sk Points ey ek/ek+1
5 0 4097 8.51x10"12

4 1 2049 1.36x10-10 16

3 2 1025 2.17x10-09 16

2 3 513 3.47x%10-08 16

1 4 257 5.52x10-07 15.9
0 5 129

Arrét de la compression au niveau: 5
Facteur de compression: 31.76
Erreur globale: 5.89x10-07

Tableau 2: compression, polynéme du cinquiéme degré

Les quotients des erreurs 1locales cessent d'étre
constants tout en ne s'éloignant pas de 1la valeur 16.
Cela s'explique par 1le fait que 1la fonction P(t,h),
définie a la section 2.4.5, n'est elle-méme plus une
constante. Il s'agit en fait d'un polyndéme du ﬁremiér
degré. La figure 3 repfésente le graphe de 1la fonction
e (t) pour diverses valeurs de k. Nous savons que si
teGy -Gy ., alors e, (t) = P(t,1/2K)/16k. Remarquons que les
échelles sont différentes pour chacune des droites
représentées sur ce graphique. Avec une échelle fixe,
nous n'aurions pas pu tracer toutes ces droites sur une
seule feuille. L'alignement des points ol e, est non-nulle
confirme le fait que P(t,h) est bien un polynéme de degré

1.
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Figure 3: Fonction ey (t)

Ces fonctions ey (t) ont été calculées directement lors
de 1l'éxécution du processus de compression-reconstruction
et non avec 1l'égquation de P(t,h). C'est pourquoi 1le
dernier point de chacune des droites est légérement plus
haut (sur le graphe) que le tracé défini par 1les autres.
Souvenons-nous dqu'en ces points nous avons utilisé un
schéma asymétrique. Il faut donc tenir compte du facteur
5/3 existant entre les erreurs locales e (t) et e’ (t) tel

qu'identifié & la section 2.4.4.
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La borne de l'erreur globale est égale a 4.004x10-06,
Pour sa part, 1l'estimation de cette borne est égale a
4.003x10-96, L'estimation est légerement inférieure & 1la
valeur exacte de 1la borne car les quotients des erreurs
locales sont eux-mémes légérement inférieurs & 1la valeur
16. Dans cet exemple aussi, la valeur exacte de l'erreur

globale est 10 fois inférieure a la borne précédente.

Etudions un nouvel exemple. Une fonction sinusoidale
a été choisie pour former la suite initiale S.
S = { sin(2xn/4096) : n=0,1,...,4096 } .
Le tableau 4 présente 1les résultats obtenus avec cette

suite.

Gk Sk Points ek ek/ek_,,l
5 0 4097 2.074x10°12

4 1 2049 3.319x10°11 16

3 2 1025 5.310x10°10 16

2 3 513 8.496x10-09 16

1 4 257 1.359x10°07 15.99
0 5 129

Arrét de la compression au niveau: 5
Facteur de compression: 31.76
Erreur globale: 1.359x10-07

Tableau 4: compression, fonction sinus
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Nous arrivons encore aux mémes conclusions sur le
gquotient des erreurs et les valeurs de 1la borne de
l'erreur globale et de son approximation. En effet cette
borne et son approximation sont égales a: 9.86x10-97. 1Ia
borne est 10 fois supérieure a 1la valeﬁr exacte de
l'erreur globale. De plus, l'erreur globaieAest égale a
l'erreur locale e;. En regardant de plus prés les valeurs
de la suite S"; nous constatons que le maximun de 1l'erreur
d'interpolation est atteint dés 1la premiére étape du
processus de reconstruction. Aux étapes suivantes, méme
si les valeurs utilisées sont entachées d'erreurs, le
processus semble "s'auto—corriger"; La figure 5 présente
les graphés des fonctions er (t) pour quelques valeurs de

k.

Figure 5: e, (t), fonction sinus
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Les échelles sont encore différentes pour les diverses
valeurs de k. Gréce aux lemmes 1 des sections 2.4.2 et
2.4.3, nous savons que la fonction e, (t), la ou elle est
non-nulle, doit étre la valeur absolue d'une somme de

sinus. -

Revenons au polyndéme du cinquiéme degré, mais cette
fois avec un nombre de points dans S qui n'est pas une
puissance de 2 plus 1 (2"+1). Définissons S de la fagon
suivante:

S

{ (i/5999)° , i=0,1,...,5999 } .

Le tableau 6 présente 1les résultats obtenus avec cet

-ensemble.

Gy Sy Points ey er/ex+1
10 0 6001 3.47x10" 14
9 1 3001 8.96x10-13 25.8
8 2 1501 1.48x10-11 16.5
7 3 751 2.36x10°10 16.0
6 4 377 2.25%10-09 95.3
5 5 189 5.81x10-08 25.8
4 6 95 9.45%10-07 16.3
3 7 49 8.55x10-06 90.5
2 8 25 2.19%10-04 25.7
1 9 13 3.18x10-03 14.5
) 10 7

Erreur globale: 3.99x10-02

Tableau 6: compression, polynéme du cinquiéme degré
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Le quotient ey/e;,; est parfois trés loin de la valeur
16. Pour les valeurs de k (indice de Gy) choisies dans
l'ensemble: ({3,6,10} un point a été ajouté a la suite
S10-xr le nombre de points de Sy étant pair. Cet ajout
se fait sentir, dans la colonne 5 du tableau, par un
quotient ep/ey,1 prés de la valeur 9.6. En fait, tel gque
1'illustre 1le graphe de la fonction ey (t) de la figure 7,
pour les valeurs de k (indice de Gy) éhoisies dans
l'ensemble {0,1,2,4,5,7,8,9), 1le maximun de 1l'erreur
locale sur G, est atteint en un point calculé avec un
schéma asymétrique. Pour les valeurs de k choisies. dans
l'ensemble {3,6;10}, ce maximum est atteint en un point

calculé avec le schéma symétrique.

Figure 7: ey (t), polynéme du cinquieme degré
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Un facteur 5/3 agit entre les erreurs des deux types
de schémas. Si k appartient & l'ensemble {3,6,10) alors:
ey/exy1 = 3/5 % 16 = 9.6 .
Par contre si‘k appartient a l'ensemble {2,5,9) alors:
ey/exs1 = 5/3 * 16 = 26.7 .

Ceci explique toutes les différentes valeurs des quotients

ey/ex41 -

Puisque 1les dquotients ne sont plus tous prés de la
valeur 16, nous ne pouvons plus utiliser 1l'approximation
de la borne de 1la section 3.2. Mais, chacun des
quotients peut étre approché ou majoré par un des nombres
suivants: 16, '3/5x16, 5/3x16. De plus, chacun des
quotients e, /e; peut étre approché ou majoré par le
facteur 5/3x16k'1 et ce, indépendamment de la suite
initiale S. En conséquence, hnhous pouvons utiliser 1le
nombre 5/3xB; comme borne approximative de E;. Nous avons
donc: 5/3xByy = 4.35x10°01, 1l'erreur globale réelle est

encore 10 fois inférieure & cette borne.
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CONCLUSION

A titre de conclusion, nous allons faire deux
commentaires. Le premier concerne les résultats présentés
sur 1l'interpolation itérative. Connaissant la définition
de l'interpolation itérative dans 1l'espace (voir [1]),
n o u s P O u Vv o n s
généraliser ces résultats et trouver ainsi une
famille de schémas d'interpolation qui permet de définir
l'interpolation mixte dans 1l'espace. Les résultats

traitant de l'erreur d'interpolation se généralisent aussi

directement.

Le second commentaire concerne le processus de
compression de données. Nous venons d'étudier un
processus efficace et sécuritaire. Nous disons efficace
car il ne faut que quelques opérations arithmétiques pour
accomplir chaque étape de reconstruction. Le processus
d'interpolation mixte est simple et facile & implémenter.
Nous disons sécuritaire car nous poséédons une borne de
l'erreur globale et une approximation de cette borne.
Cette approximation peut toujours étre évaluée puisqu'elle
ne fait intervenir, a la base, que les entrées de la suite
initiale S. Nous pouvons donc assez facilement choisir la
profondeur maximale de compression compte tenu de 1l'erreur

globale que nous sommes préts a tolérer.
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