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l r'i fc &' r" p a .1. a t i a n d y a d :i. q n e „

Gi 11 e s» I:) e s; l a n r :i. e r s e t S e r g e I) 1.1 b LA e:

Décr i vons une nouvel l e? méfchode d' i ntarpalat l on . Cette

méthode dépend de quatre* parainètr-fôs a, b, e: et d» Lo point de

départ est une -f an e: t ion y(n) définie sur les;; fôntiers relafcifs,

notre désir" est de prolonger cette fanctlon à tout l'a;-;e réel <;»i

posîsiible3,, Soit D_ l ' enssembl e des nambresi ratianfôls dyadiqufâs m/2'

où m est un entier relati-? arbitrai re, y(t) est déjà déf :i. n :i. e sur

U,..,. Par récurrence, QI"| prolonge y à D.,, D,-,, D.,,., ,. » „ „ Si y est

déjà pralongtèe à D_, si h :;;;; 2 " '" et s>:>. t appartient à D...,., mais;»

non à D , les nambr'fôs fc--3h, t-'h , t+h et t-l-3 h appartxfônnent à D et.^, ...^... ,,,..„„..,,„....„ ,.. ....,., ,.. ,,, ,...,, ,...,.. ,.,.s..,, ,..,1..,1..,,..,, -.,,<,..,,,,...,,.. ,., ...^

nous pas:» on s;;

y (t) = ay(t-"3h) •+. by(t--h) + cy(t-i-h) •+• dy(t-i-3h) (l)

Le pro longe ment y(t) se pour-suit jusqu'à l ' ensefiib]. e D des

rationels dyadiques p/q où p es:>fc un entifâr" !~'elafci-f: est q fô'st une

puissance cîntière de 2,, Le sifôcond auteur en [.1:1 a étudié le

processus de l ' i. ntorpcil.atian dyadique pour le e h ai;-; suivant d e %

paramètres s a = d ::::; -J./lô et b :=;: e •-'•"• 9/16» La questian principale

de ce travail est de dtèterminer des e on d :i. t i or'iEi. sur les pai-amàti'-fôB

a, b, e et d pour que .1. ' intorpolation cons+.ruit.e Bi.ir Î.ISQ nombres

dyadiques se prolonge par continuité à faut l'a;';e rtèel.

l. F'roprié-fcésî tôlémentai r"e<5i do l ' :i. nter'pol ati un dyadiqueî.

Nouss présfsnfcons quelques:;. propr":i. étés el éme?nta:i. resî du iïichéma

< J. ) d'interpalafcion dyadique» La vérification de ces propriétés

i3fô fait comme3 pour le cas a •;;; d ^ -1/16,, b •^ e ::= 9/16 étudié en

l: :t 3 „

Théorème l. Si y(fc) est l'interpolat ion de la suite y(n 5

dé'finie sur- D,.,, si h est une puissance ©ntière négative de 2,

alors l'interpola tion dyadique de la suite y(nh) est y(th)«



l n t r" 0 cl i..i :i. s o i"i s; l ' i n t e r" p o l a n t o f c:ï n d a m e n t a l e „ P a r t u n <::> c:l e la

ïîuitfô F(n) dé+inifâ sur D^s F(0) ;:;:: :1. et F (n) (sst riullfô pour les

a u t r es v a l eau r- ;3 g; n t i e r e s d e n . L " i i"> t fô r p o l a t :j. c:i i"i d y a d i q i..i e F ( t ) c:l e

e: e 11 e s u i fc e s e r a a p p e l e e l ' i n t e r p a l a ri t e {• o n d a ni e n ta. ïfô„ F' a d ni et l <s «s

p ï" a p r :i. e t e s s n :i. v a n t e s s

l... e nt nie l „ L ' i n t e r p a l a n t e -f a n d a m es n t aie e % t n u ïî.<s h o r s à e

l ' i nterval le 'l -•3, 31;.

Théorème 2» Si y(n) est unfô •{•oncti an défi ni fô isur D,..,,, le

pr" al an g ©ment dyadique de cette si.nfce y (t) Ssatisïaifc l ' i dont i te;!
l::fc::H-3

y(t)==E y (n) F(t-n).
n==i:t:]-2

t: t::l dès i g ne la partie entière du n ombre t.

Ufâ la deamiàr'fô identité fôfc du théarème 1., un tir'fô l'équation

f ci ri e: t i a n n fs l :1. o s u :L v a ri fc © p o u r~ l " i nt e r p o ]. a n t e -f a n d a ni e n t a l is s

Fït/2) -^ F(t) + aF(t-3) -l- bF (t--15 + e F ( t-i-1. 5 -l- dF(t-i-3).

Mous avons tracé l ' i nfcor-polante -fond amont a l e pour différfânts

chai ;•; de'iî paramètr'eîss a, b., e et d.

a b e d

Figure l -0,0625 0,5625 0,5&25 "-0,0625

F' i gur e 2 -0 , 18 0 , 68 0 ,, 68 -0,, l Q

F i. g ur- e? 3 0,3 0, 1 0,4 0 , 2

Figure 4 0,1 0,4 0,4 0,1



Figure l

Figure 2
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Figure 3

Figure; 4



C a l e: u ]. r a p :i. do de la f o n e fc i o n -f a n d a (n e n t a l fô

A la f o n e fc :i. o n f o n d a m e n t ai e , as s a e :i. e:» n s;; u n e <;> u :i. t e à e p o l y n ain e s

trigonométriqufâs,, Si n est un entier pasitrf, si h ;:::: 2 ",

<»

P.,(;.;) -^ E F(kh) fô .
n"" k-CO

,3 j. î<, ,.....i.;-; , „ .,. .....-•ix , ^._-3i;-;

l
Posons P(;.;) -•••-- ae'-"" "-i- be""'' ..i.. :i. "i" ce "'' -l- de '•""'"''', P,(;-;) == P (:.;).

On établit la relation de ]"'éc:i..n'"r'fâi"ice P,.,(;-;) •-•• F'_ (2;-;) P (K ) • Len +1 "* ' ' n '*"" ' ' "" "

degré de P... est d... --•••• 3(2n-l),,
n n

La relation de récurrencfâ pe'nnet dfâ dir'fâ qu e
n-l

P...,(>;) -^ n F-(2 ;.;). On a aussi l'identité P,.,.... (;•; 5 :::;; ?„(;.;) P,..(2 ;<) .n"" ^0 ' '"' '"" ~" -" ~"~""""~ ~ """-""""""" •2n"" •n-" n

Si P (;•;) ^ E e::,, e "''"', le cofâ'ffi ci e n t dfâ F'aur'ifâr do E;'""" du
..., ...^- ^ , _ .„..„..,,....... „.,,.. „

polynôme F'^^O-;) est E c,.,,,,.,n e „„ Cette ident.i.fcé permfôt Ifô
2n"" --- ""^,,.^;'"^-i-.)i2" --.^"

calcul P de façon rapide et avec rel at:i.vfôinfôn'L peu de mémoire?,,
^ \"\

3. Distribution de Schwartz et :interpolat:i. on dyadique.

Nous verrons dans cstte isoction que isous la seul o condition

a+b+c+d =: l, une distribution au sens de Schwartz est toujours

associée à la fonction fondamentale F» Introduisons une? '.suite de

distri butionîiin Si <p est une fonction indéfinimfânt dérivables à

support compact, on pose T_<y) •"= E...n F (;•;) <p (;••;)/2". ')'„. est. une, ,.-,, ^^.....^ -^'-r- *-'>;g.D ' "" -y"*' ' -•- " '^ '--•"•• '••""--

n

distribution au sens de Schwart.?. ,, do faifc,, il s"agit d'une

combinaison lintéaire» finie de cnasses de Dirac disposées sur

Dj"1t:-3,3:l.'n'"" -'--'"

Théorème 3. La suite des diîstri butior'iis T... converge vers Line

diïîtribution T à support compact-.» Lci t.rans-forméeî de Faurier G(y):=

T(e" y) de la distribution liinite satis-fait l ' équation

fanctianr'ifâl le

fâ(2y) = fâ(y) F'(y)/2; de plus» 6(0) ^ l.
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Démanstrati an. Soit tp(;.;) une •fancti on indéfini mont dérivable

à support compact, vér'i f:i. ons» qufô la si.ci.tfâ de nombr'fâs T....((PÏ eîsiit

canvorgfônte,, Nouis avanis vu danîî la Boctian précédfônte que s>:i. l'on

pOiSKî

P(y) == ae y -l- be y + :1. -l- ce' y "i- do"~ Y, F'^ (y) == P';y),

et p a r" r e e: u r" r" e n e e

F'......, <Y> :;:;: P... <2y)P(y) ,n-l" l ' / ' ' n "-'" " ' 'l ' i

alors

F:,(y) - ï; F(k2~n)eiky.
l.:: ::=-• w

F:(k2 ") est le k ème cofô-fficifônfc de Fourier" dEî P, (y)„ D'aun " '' ' " *" *"'l"'

,,î'(

(2) T^<9) - ^ J ï^ y(k/2n) P^(y)fâ""lKy 2~n dy.

La -formule? de Poisson ï:3;l dit que si •f et f'' siont

infcégrables sur la droite réelle, c>i ç)(y) est la transit or m ée de?
00 00

Fourier de f, alors E f(kh) ;::'- E g (2nl'::/h)/h. Si l'on applique
k==-oo k^-ou

la formule Paiission paur un pas, de h égal à 2 " à la •fonction f(;<5

fp(>;)e """'"et si ^(y) est la transformée de Faurier de <?(;•;),

alors E,. <p(k/2n)e" --••- 2n E,.^ ( î2rrk+2: ) 2n) » Si cette identité est

subtituée dans l'intégrand de (2), al urs

.n ., „<»

•T^(<p)^l | E 'H (2nk+y)2n)P.., (y) d y ^ ;^3; [ <'- (y2n ) F'_. (y) d y „ D'oùn "'" ' 2n J ~ " ' "*""" • / ' -- - • n ~ ' • -f 2n J ..,/ ' '"'" ' ' n •'''"'•'" '•" "•'

"" . .<X) "~"w

(3) T...(VÎ s= ^è l 1'(y)P..(y/2 )/2 dy.^ •T- ;?„. j _' ')1'' n ''" •"" ' ' *" "/ "

-00

C'(?"£. t sous cette f or m e qu'il est-, plus •faci?Le d'étudie r la

conver g on e e de la suite T^(y). Désignons par fâ,.,(y) la •fancti.on

P^(y/2t')) /2n = 1"^ F'(y/2 )/2,, F-ar le? -fait que P(0) •-••-- ï 4. a -H:) -l.. e



+ d == 2, pour" tout y de l ' :i. ntorval l e L-'rï) n:], on est assuré dfô la

validité de l ' inégtal :i.té |P (y) ,2-1 l ::;;. B |y| %:i. B eat BU-H: i sammenfc

grand. Cette inégalité as su re la conyergfônce uni •forme sur tout
(Xi ... ..... l.::

intervalle cofftpacfc de :l.'a;-ie> réel du produit infini H,......, P(y/2")/2.

.co .... . .....k.

Si fâ(y) •••-•- r"l,....< P (y/2") /2, pour tout y, 6.... (y) convergo vfôrs 6 (y)»
Il

La suite des infcégrands en (3) canvergfô donc pan e:: tue l Ifôment vfâi'-s

'i.'(y) fâ(y).

Vérifions» que chacun des j.ntégrands est iiiajaré par ur'ifâ inôme

•fonction infcégrable. On peut trouver une constante M tfôlle qu©

pour tout y de t: "-n, n:] , IB._(y) l :;;,. M., Soifc C la valeur mai-î im a l e de

|F'(y)/2|, ce paramètre C pfôr'diet un e ma j or" at :i, on de G _ (y) p oui'" toute

valeur" réelle de y» En e f -f et si k est un entier nature l, si |y |

est compris-enfcr-K; les deu>; valeuris n2" et 2rc2", alors |fâ^(y) |i,.MC".

Cette inégalifctè permfôt de? truuver" un nombre E tel que |(3_(y) | ;:,

E ..... . ... ......

M(l"i-ly l ) "",. D'autre part, il fô>;iste une constante M telle que
:;;• „.., ^

l ^ (y) l ^ M(l-i-lyl) "" ""',. Chaqufâ intégrand est donc ma.j Dr-ée? par la
'".'.'t

•f: a n e t i o n i n t e g r" a b le M N / ( :1. -i- | y | ) "'" „

Par" le théorème de convergfônce dominéfô dB Leb©Ë;gue, la su j, te

T_ (<p) convar-ge vers |^(y)(3(y)dy lorsqufô n tend vers l'infim.»

Selon Schwartz- (C3J, pu 74, théorème XIII), si une suite dfô

di s tri 1:31.11 ion s converge poncfcuo.1 lomfônfc i la •foncfcionnfâlle limite est

également une? distribution. La fanctionnfôl.lfâ ")"((?) = l j. m "1\. (<p) est
n-.:.w n

u ne d i s t r" i b 1.11 i a r-i.

La farmulo que-î "t" (y) ^ \ï! (y) fâ(y)dy fait également vu ir qufâ

G (y) est la fcrans-farmtôfô de FDurier de la distribution "t". Faisons

l e s r- e fn a r" q u e s <;:> u i v a n t e <s s u r" l a -f o n e t i o n G s i l e s t d ' a b a r d e l a i r

que 6(0) vaut l, l'e>; pression de G permet de dire: que G (y) ="•

G(y/2) P(y/2)/2? d'aù6(2y) ^G(y) (ae Y+be Y-i-l+ce~:lY+de"' Y)/2.

Remarque. Le Buppar-1 do chaqus distribution fôsfc contenu dans

t: -• 3 , 3 :] , d ' a ù l e s u p p a r t d e l a d i s t r i b u t i o n ]. i m i t e "t" <s s t e: o n t e n u

à a n s l ' j. n t e r" val l e l'. •- 3 , 31 „



La foncfcion F a été définie s:>ur les dyadiques D. Dans

l'espoir de prolonger F par e:: ont j. nui te l ur:;;; qu s ce; sero. possible,

pour chacune des valeurs; entières non-négativfôs n, an pfôut

introduire une •fonction F\, „ F._ est linéaire par morceau;-; s si ;•;n" 'n '"""" "*•"••"-"•••*- i-'"' ""••" --'..".."- » ....•-• '-

est un nombre dyadique de la formt-î k/'2",j F^c-;) r-': F(;-;) et sur

l ' interval le l:;'; , >;+2 '".Ï,, F,,. est linéaire. Le prochain résultat

•fait valoir que la suite F^ est faiblemfônt convergBnte.

Théorème 4., Si 'p e?st une fonction .indé'fini ment dérivable à

s n p p o r-1 e a (n p a e t.,, s i "l" e s t l a d i s t r- i. b n •(•: i o n l i en i t e as s a e i e e à F,,

alors la suite (?_(;•;) <p (;•;) d>; conveirge vers T(<p),,
n

Démonstration» D e si g n an s» par 'c(;-;> la •fonction chapeau s •r(>;)

^ ma;.; (1--|;.;|, 0),, F (;.;) == E^ F:'( k/2n)'c(2n (;.;-k/2ri) ) « Si y^ fôst la

combinai san àcss masses de Diracs I;,. 2 "F(k/2") S,./,., n et si '(:_(;•;)
n

est la 'fonction 2"T(2"KÏ, F' esst la con va lut ion de }.i avec "(: „
n ' n n

Si <?(;•;) est. une? fonction i ndéf :i. ni mfônt dérivable à support

compact efc si 1f(y) est la transformée de F'aurifâr', alors
f>_ _ t*.... n +1 ... n +1. -.2

|F_.(K) y(>;) d>; == )^(y) G_.(y)Lsin (y/2" ' ' ) / (y/2" ' ") :l""dy. Le terme

entre crochets est toujours majoré par l et. tend ponctuel lement

vers» l lorsque n tend vers l'in+ini. Les •l-.héarème de convergence

dominée utilisé dans le théorème; précèdent donne que; |F^ (;•;)<?(;••;) d;-;
;> • j n

tend vers j'ï/(y)G(y) cly ~-~- T(<p> lorsque n tend vE'rs l''in-î:ini.

Théorème 5. Si a :--: d et b •--• e et que a (= :J- 3/1 à, l/16t:,

alors la transfarméo de Fourier de la distribution limite; T e?st

intégrable.

Diêmonstration. La transforfnée des F'ourier de T est

00 -.. .....k.

(3 (y) == l"! P(y/2")/2.
k==l

N
Posons y s;:: 2"" z avec l < z < 2. Ainsi

00 ,...., -..N,.J.<. ... N ..... ...N-k. ..... K) -..., ...,k.

(3<y) = n F'(z2"/2"')/2 = n P (z 2" '")/2 n P(.z/2""}/2 et
k=:l. k-~-l k==0
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N:1 ...... ..J::.
16 (y) l:;. M l"'! |P(z'2'") |/2 car 6 est bornée sur- C-rr, n:l

k^O

Désignons par B.^ le fna;-;imum en y de
a

(l - 8a cas y "i" Sa cos'""y) !„ Vu l'hypothèsse que a 6 :1--3/16, l/:l6C,

n peut vérifier que B_ < 2.
a l.. "ï l.. L.

Puisque P<s:2'"') -~ (l ••••• 8a cas 2''";: + 8a cos"" 2r"s)(l -1- cas 21"'s)

N-1 ,„ . ._.. ...k . r- . ,,..N

et n
(l+ca<3 2"'2)_ |sin(2'"z)

'•;.>

k^O "~ L 2"'sin(2'/2),,M.

alors 1(3 (y) KM B
N

a

. ,,N.iâin(2' 'z)

•2 sain (2 ,2)

Q

^PN M"
Si B^ ^ 2^'' (dans ce cas, 0 < p < l), al ors |S(y5 l i M' ^y à -^

a ._,:,::: M ,^^-P

p a u r" des val e u r" 's M ' et M ' ' e; a n v e n a b l c-î (n e r'i t e h a i s i es», v a l e u r s q u i

sont indépendantes de y» De cette inégalité, 6(y) est intégrable.

Corollaire A. Si a :"~ d et b --•-•• e et que a e 3- 3/16, 1/16L,

alors la -fanctian -fondafnfântale F (t) admet un pr-olorxgemfânt continu.

4. Applications du schéma d ' i nterpol at:i. on

Consîidéronsi une BU j. t e Z(n) de nombres campl ®;-;e-s, F'renons.» la

partie réelle et la partie j.nmginaire'p nous obtenons ainsi deu;-;

suites de nombres réels X(n) et v"(n). Le sc.héma d ' interpolation

dyadique appliqué à ce-s deu;-; suites clanne les e;-;te'nsions

respectives X(t) et Y(t)» Ainïîi Z(t) est alors la fonction

complei-ifâ X(t) + iY(t). Nous nés donner'one» ic::i que la

représentation graphique d'une s; e ni e suite de nombr'fâs c:ampl&>;-;e":-i et

pour deu>; variations des» paramètres a, b, e: et d.

4nn
3. -g-

La suite utilisée sera Z(n) •-•• e '" c'est-à-dire la deu;-;i ème

racine* c.i.nquième de l 'unité. Les •figures 5 et. 6 représfântent

respectivement les cas au a •••s d = - 0,0625 et b ::::: e: ^ 0,5625 ainsii

que a ::= d :::ï 0,5 et b ^ e = 0,,
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Fi n c-A l e? me? n t si Y (n) = 0 pour n ^ 0 et Y(n) =: l, nous donnerons

d Q u ;•; r" e p r" e s e n t a t i o n rs g r' a p h :i (•-] i..i fâ s d a n s l e p l a n e a m p l e ;•; e. L. a

première, figure 7, esïfc la courbe en C de Gosper". E::i.le est

obtenue par- le schéma d'interpala tion lorsque a^d^O, b ::::: ^ •+• i/2

et e •••'••• -^ - :i./2 et lorsque fc varie dans CO,:U«

Figure 7

La dernière courbe, la dentelle, figure? 8, est obtfânue en
l . ._ . 4

prenant, a == d --= 0, b ^ ^ + i/3 et e --•• ^ ~ i/'3 et pour t dans
S.J \»î

l 'intervalle CC>, l].

Les deu;-; dernières courbeîs font partie de la classe des

courbes de van Kach-Mandelbrat. 1:2 J



Figure 8
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