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Sommaire

La mise au point du systéme de commande d’un systéme comportant des retards purs pose
un probléme particulierement ardu. De fait, au niveau des systemes continus, la présence du
retard conduit & une équation non transcendante. Ce n’est qu’a I'aide de certaines modifica-
tions de la structure de commande que l'on peut contourner cette difficulté, et procéder a la
commande des systémes avec retard.

La méthode la plus utilisée consiste en une solution préconisée par Smith qui permet
d’aborder le probléme par I’égalisation des réponses du systémes et de son modele ce qui enraye
Ieffet du retard, sur 1’équation caractéristique du systéme bouclé.

Dans cette ligne de pensée, une formulation plus large du filtre de pondération du prédicteur
analytique généralisé “PAG” est développée ici pour le cas de systéme monovariable et, par la
suite, une extension aux systemes multivariables est proposée. De plus, une étude comparative
avec d’autres compensateurs (prédicteur de Smith “PS”, PAG et commande par modele interne
“CMI”) est faite.

Cette nouvelle formulation du filtre de pondération est valable pour la prédiction en présence
de perturbations dynamiques et de retard dans le systeme [?]. De la sorte, elle offre au PAG un
~ degré additionnel de liberté comparativement & la CMI, et pour les commandes dont ’objectif
en est un de mise au point & la fois du fonctionnement en suiveur et en régulateur.



1 Introduction

Les effets préjudiciables du retard sur la stabilité et sur les performances d’un systeme
de commande sont bien connus, et c’est la raison pour laquelle la commande des procédés
comportant des retards suscite un intérét considérable. Un grand nombre de techniques per-
mettant la compensation des retards ont été développées: Le prédicteur de Smith (PS) (Smith,
[Smi57]), le prédicteur analytique (PA) (Moore et al., [MSM70]), le prédicteur analytique dis-
cret (PAD) (Doss et Moore, [DM82]) et la commande par modele interne (CMI) (Garcia et
Morari, [GM82], [GM5a], [GM5b]). Garcia et Morari [GM5a] ont démontré que les schémas
de commande conventionnelle (prédicteur de Smith, commande optimale quadratique linéaire)
peuvent étre reformulés par une structure de commande par modele interne (CMI).

Plusieurs simulations et comparaisons expérimentales entre le prédicteur de Smith et les
prédicteurs analytiques ont été proposées: Meyer et al., ((MSW78], [MWS79]), Wong et Seborg
[WS86], Hammami [Ham89]. Elles montrent que des deux techniques de compensation c’est
celle du PA qui est la plus performante. Wong et Seborg [WS86] ont généralisé 'approche du
prédicteur analytique et ont permis I'utilisation de n’importe quel type de contréleur plutét
que la forme spécifique du contréleur PI proposée par Moore et al.: connue comme celle du
prédicteur analytique généralisé (PAG). Une comparaison théorique des diverses approches
prédictives de type analytique (PA, PAD et PAG) avec la commande par modele interne a été
effectuée par Wellons et Edgar [WE87].

Plusieurs chercheurs (Meyer et al. [MSW76]; Kantor et Andres [KA80], Watanabe et al.
[WII83], Turgeon et Hammami [TH90b] [TH90a]) ont relevé les limites du régulateur de Smith
en présence de perturbations qui ne sont pas mesurables. Une faiblesse comparable a été
identifiée dans la structure de la commande par modele interne (Huang et Stephanopoulos,
1985).

Dans cet article, on examine la relation entre la commande par modéle interne et le pré-
dicteur analytique généralisé. Notre contribution originale concerne une formulation plus glob-
ale du filtre de pondération dans la prédiction analytique. Ce filtre integre bien, comme cas
spéciaux, les versions de Wong et Seborg, de Wellons et Edgar ainsi que celle de la CML

2 Formulation du probleme

On utilise la transformée en z pour la formulation de la fonction de transfert du processus: y
représentant la sortie du processus u, 'entrée disponible, P, la fonction de transfert du processus
d’ordre n avec un retard de p périodes d’échantillonnages et d, I'effet des perturbations sur la
sortie du processus. Nous écrivons:

y(z) = P(2)u(z) + d(2)

avec P(z) = %
P

o
a

O
|

Bly+ Bynz"l+ Bpz i 4+ BpzTh
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Notre but est de produire une commande stabilisatrice du systéme P(z) en présence du retard
p (0 = pT —poT 0 < po < 1). On supposera que l'effet de la commande demeure valide durant
une période d’échantillonnage T'.

On considére la structure de contrdle en temps discret donnée par la figure 1, avec le
contrdleur C(s) et r(s), le niveau de consigne. Un bloqueur d’ordre zéro H(s) est utilisé pour
convertir le signal de controle numérique en une fonction constante par paliers.

Le processus est représenté par la fonction de transfert:

P(s) = Po(s)e™®

Po(s) est la fonction rationnelle de transfert du processus sans retard et ¢ est le retard inhérent
au systéme P(s).

“ ,
") _2ouc - {H@ M PG) ds’ y ()

Figure 1: Structure de contrdle échantillonnée conventionnelle.

La figure 1 présente la forme hybride de la structure de commande; la forme équivalente
exprimée en numérique est donnée & la figure 2. Le procédé a maintenant pour expression en
z:

P(z) = Py(z)z""

P(z) est la fonction de transfert du processus sans retard; C(z) le bloc de commande; le retard
du processus représente un nombre multiple de la période d’échantillonnage, plus une partie
fractionnelle (i.e 8 = pT — peT 0 < po < 1).

Le bloqueur d’ordre zéro est inclus dans P(z) suivant:

P(z) = Z[H(s)P(s)]
La perturbation d(z) est la transformée en z de la charge et de sa fonction de transfert, soit:

d(z) = Z [€(s)Ge(s)]

d(z)
r(‘M)+' [}

Figure 2: Structure de contrdle en domaine z conventionnelle.

La réponse en boucle fermé du systéme de commande est:

_ C(z)Ppz? C(z)Poz"?
&) = TremBa & T [1 ~ T e 1




3 Compensation des retards: état de I’art

La compensation des effets du retard nécessite la prédiction des effets de l’entrée sur la
sortie du processus. Dans cette section, nous examinons les structures suivantes : la commande
optimale, le prédicteur de Smith, la commande par modéle interne, la commande prédictive
analytique, puis nous procédons i une étude comparative des diverses techniques.

3.1 La commande optimale

La théorie de la commande optimale appliquée aux systémes avec retards purs est bien
développée; en particulier la commande quadratique linéaire (Koivo, Koivo, [RL78]). Un pre-
mier travail en commande quadratique optimale avec contre-réaction pour les systémes linéaires
avec retards traités par les variables d’état a été présenté par Krasovskii (1962, 1963) il y a plus
de vingt ans. Fuller (1968) a élaboré la commande optimale avec contre-réaction pour les sys-
témes linéaires invariants et monovariables ayant un retard pur & ’entrée. Ross et Flugge-Lotz
[RF69] ont obtenu une loi de commande optimale avec contre-réaction et & horizon borné et
infini ensuite, Ross (1969) a étendu ces résultats lorsque les retards dans I'état sont multiples.
Le probléme des retards multiples dans les systemes linéaire a été considéré par Oguztoreli
(1966) qui a dérivé des théoremes d’existence et des conditions nécessaires pour la réalisation
de la commande optimale. Mee (1973) a étendu le travail de Fuller pour les systemes linéaire
avec des entrées multiples et avec des retards différents & chaque entrée. Soliman et Ray (1970,
1971) ont traité des conditions nécessaires d’optimalité pour les systemes a entrées multiples
non-linéaires avec des retards sur les états et les entrées. De méme, Soliman et Ray ont montré
que la commande optimale des systémes multivariables traités par des fonctions de transfert
introduit des retards par transformation du modéle & un ensemble des équations différentielles
ordinaires (Soliman et Ray, 1972a). Il considere les problemes quadratiques linéaires multivari-
ables avec des retards 2 la fois sur les états et sur la commande (Soliman et Ray, 1972b).

La question de la commandabilité des systémes linéaires avec retard et ayant des entrées
constantes par palier a été considéré par Thowsen et Perkins [TP76]. La sensibilité de la
commande optimale des modeles & variables d’états face aux perturbations ou aux erreurs
sur les parametres du systeme a été considéré par Koda [Kod81] pour une classe particuliere
représentable par des équations différentielles.

L’application de la commande optimale pour le contréle des systemes multivariables con-
tenant des retards est fort laborieuse compte tenu des difficultés de calcul inhérentes a la
conception du contréleur.

Il en est de méme pour I'implantation pratique qui exige un effort de calcul considérable
(Mee, 1973). Un autre inconvénient est, que ’évolution de la dynamique du systeme est souvant
imprévue, ce qui complique considérablement 'implantation. Puis ce type de conception n’est
pas facile pour des ajustements “on-line”. Pour ces raisons, la philosophie de la commande
optimale n'est pas tres répandue dans la pratique industrielle; malgré les grands efforts de
développement consacré par l'industrie chimique.

Ainsi, il est souhaitable de développer une approche alternative plus simple dans sa con-
ception, son implantation et ses ajustements “on-line”. C’est dans cette direction que nous
menons ces travaux de recherche.



3.2 Le prédicteur de Smith

Figure 3: Le prédicteur de Smith.

Le compensateur de retard le plus connu est le prédicteur préconisé par Smith [Smi57]. Un
grand nombre d’études expérimentales et de simulations (Lupfer et Oglesby [LO62], Parasad et
Krishnaswamy [PK75], Meyer et al. [MSW76] [MSW78] [MWS79], Alevisakis et Seborg [AS73])
ont permis de comparer le prédicteur de Smith avec les contrdleurs PI et PID conventionnels et
de montrer les importantes améliorations que représentent la solution de Smith; spécialement,
dans la réponse en suiveur. D’autres études ont examiné la sensibilité de ce prédicteur face a
des erreurs de modélisation du retard et, ont suggéré des améliorations (Palmor [Pal80], Palmor
et Shinnar [PS78] [PS81], Palmor et Halevi [PH83], Horowitz [Hor83]).

Le prédicteur de Smith [Smi57], donné & la figure 3, utilise une réplique du modele M(z),
afin de prédire I'effet des actions de contrdle. Lorsque M(z) = P(z), le contrdleur représente la
réponse du modeéle du processus sans retard: Mp(z). Ce résultat inhibe P’effet du retard dans
I’équation caractéristique et permet d’obtenir un contrdleur a gain plus élevé: donc plus de
précision, de rapidité et de sensibilité.

La réponse en boucle fermée de la figure 3 (sans erreur de modélisation) est:

_ C(2)Py(2)z" C(z)Po(z)z"?
y(z) = 1+C(z)Po(z)"(z)+ =13 Cco)RE d(2)

3.3 Commande par modele interne

q( z)

Figure 4: Structure de la commande par modele interne.

La structure de base de la commande CMI [GMS82] est donnée & la figure 4. G(z) y
représente le controleur, F,(z) le filtre de robustesse et r(z) le niveau de consigne.

La compensation du retard et la prédiction de la sortie sont réalisées implicitement par
la CMI. La structure CMI ne contient pas explicitement la contre réaction interne du modele
prédictif comme dans le cas du prédicteur de Smith. La CMI utilise le contréleur G.(z), qui est
idéalement une approximation de 'inverse du modéle du processus pour I'implantation d’une
commande parfaite. De plus, les effets des perturbations du processus et leurs estimés sont
traités par le controleur.

La réponse en boucle fermée est:

y(z) = d(2) +
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avec une modélisation parfaite (et avec F.(z) = 1), G.(z) se doit étre I'inverse du modele de
processus. Les problemes engendrés par I'instabilité de I'inverse du modele du processus seront
considéré comme suit: le modeéle du processus factorisé s’exprime par:

M(z) = My (2)M-(2)

ou M, (z) contient le retard et la partie de la fonction de transfert qui est a phase non minimale
et n’a pas d'inverse. Le contréleur G,(z) visera donc & l'inversion de la partie a4 phase minimale

[M(2)]7:
Ge(2) = [M_(2)]!

Une telle factorisation est toujours possible pour les systémes dans 'espace H, [Fra87).

Zafiriou et Morari [ZM85] et Garcia et Morari [GM5a] [GM5b] donnent plus d’information
sur la conception du contréleur CMI dans ce cas.

Incidemment, une autre contribution qui va dans le méme sens que la commande par modele
interne A été preconisée par Brosilow [Bro79] avec la terminologie quelques peu differents, il
propose de developpée une commande par inférence qui dans son schéma de base est similaire
4 I'approche CML.

Le réle du filtre F,(z) (de premier ordre) est d’améliorer la robustesse du systeme, c’est a
dire la performance de la commande en présence d’incertitude sur la modélisation du systéme
et de la perturbation.

3.4 Commande prédictive analytique

Le prédicteur analytique (Moore et al., [MSM70]) prévoit la compensation des retards par
I’adjonction d’un filtre de pondération dans la chaine de contre-réaction du prédicteur. Ce filtre
pondére l'erreur entre la sortie du systeme réel et, celle du systéme modélisé avec son retard et
en présence de perturbations par rapport a la sortie du modele sans retard, et ce, pour tenir
compte du fait qu'ils sont décalés dans le temps. Moore a donné I'expression de ce filtre en
temps continu pour un modele du premier ordre avec retard, avec une correction additionnelle
d’une période d’échantillonnage et demie dans la prédiction.

Doss et Moore [DM82] ont proposé un prédicteur analytique discret “PAD” comme a la

figure 5.
. o
r(z)+ - u(z P2 ’ Wy z)
ax 1
rSy

z

Figure 5: Schéma fonctionnel du prédicteur analytique discret.

Le prédicteur de sortie y est représenté par z+*, avec A le retard du modéle du processus,
et C(z) est la compensation de la boucle.

Dans cette proposition, le PAD utilise un systéme du second ordre a temps discret tenant
compte de la plus récente estimation de la charge dj et prédit récursivement la sortie future gy.

gk = —Afyk-l — Agyk—? + Bg’Uk_}‘ + szuk-/\—l + Bg'Uk-,\—Z +

6



(B:+ B! + BY)dis (1)
dp = di-1+ Ki(yx — 9) (2)
ur = K.k — Jrer — dic)

Pour cette prédiction analytique, le PAD traite I’estimé de la charge di par un modele du
second ordre. Le schéma d’estimation de la charge contient un parameétre K qui est utilisé afin
d’ajuster la sensibilité de I'erreur (y — Jx) (équation 2).

3.5 Commande prédictive analytique généralisée

Dans leur analyse du prédicteur analytique, Wong et Seborg [WS86] préconisent la structure
de commande représentée A la figure 6. Ils considerent que le retard est un multiple entier de
la période d’échantillonnage et ils ne tiennent pas compte de la correction additionnelle d’une
période d’échantillonnage et demie comme le fait Moore.

Figure 6: Le prédicteur analytique généralisé Wong et Seborg.

Wong et Seborg [WS86] montrent que le prédicteur du premier ordre et I'estimateur de la
charge peuvent étre combinés (figure 6):

Yp(2) = ym(2) + Fie(2)(3(2) — ym(2))

Fi.(z) est un filtre de pondération temporelle dont le but est de pondérer effet de ’erreur
d’égalisation (y(t) — ym(t)) par rapport & y(t). y,(z) représente le signal de rétroaction, y(2)
est la sortie actuelle du systeme. Nous avons:

ym(z) = M(2)u(z)
in(z) = Mol2)u(z)
Fuls) = A+ (1-ay) =20

1 - An

1 - Apz"!
= A+ -R0)Tg—

AT

avec Fi(z) = ¢ 7im = (An)* = Ay et L — Fi(1) = 7.




Le PAG peut recevoir aussi la forme de la figure 7 qui est une forme CMI améliorée:

Figure 7: Structure du prédicteur analytique généralisé.

La réponse en boucle fermée du PAG devient:

P(2)G.(2)Fe(2)[r(2) = Fie(2)d(2)]
14 Ge(2)Fe(2) Fie(2) [P(2) — M(2)]

y(z) = d(2) +

En comparant la structure PAG avec celle de la CMI, on constate que la seule différence
qui existe entre les deux schémas de contrdle (figures 4 et 7) réside en l'introduction du filtre
de pondération Fy.(z) de lerreur d’égalisation dans la chaine de rétroaction. De fait, le PAG
posséde les mémes propriétés que la CMI: pour une modélisation parfaite et une compensation
idéale, G.(z) = [M(2)]"! (Garcia et Morari, [GM82]).

Wellons et Edgar [WE87] ont donné la solution du PAG discret pour un modele

_ Bz(z) - _ BIZ_I + 322_2 -
M(Z) - A2(Z)z - 1- AIZ"I - A22—2z

du second ordre. Le filtre de pondération F.(z) est donné par des équations de récurrence:

Fuls) = B+ (1= RO 503

3)

= [Tpet Po=1-Ki(Bi+ By)

avec /—io = 1, Al = Al
A; = AAi + AyA;_, pouri>2

et A ’horizon du prédicteur.

Dans ce travail, nous présentons la forme analytique exacte du filtre F;.(z) sans passer par
les équations de récurrence comme 'ont fait Wellons et Edgar. De plus, nous montrons que
cette expression du filtre est généralisable pour les systémes d’ordre supérieur.



4 Formulation directe du filtre de pondération F.(z)
de la prédiction analytique

4.1 Systéme sans charge

L) Gya

'(1?--30:‘-1& o(z) |~ —H H( - Po(s)e=0P" +LV(')>

My(s) T e—ms
y.

ka
¥,
mk
; 4
”““gi— Fr(z) fo

Figure 8: Le prédicteur analytique sans estimation de charge.

Dans notre approche, la compensation du retard peut étre réalisée par un modele de pré-
diction par lequel les sorties prédites aux instants d’échantillonnage sont produites a partir de
la valeur effective de la sortie et des valeurs présentes et passées de l’entrée (figure 8). Clest
d’ailleurs la solution, préconisée par Moore [MSM70], qui constitue la : prédiction analy-
tique.

Nous voulons présenter ici, une nouvelle expression du filtre de pondération F;(z) (Ham-
mami et al. [HTB91b] [HTB91a]) de la prédiction analytique suivant 'esprit de Moore. Cette
formulation pourra tenir compte d’une structure du systéme plus évoluée. En particulier,
le modele permettra de représenter des systemes dont les réponses indicielles possedent des
dépassements; ce qui est fréquent dans la pratique industrielle.

Rappelons que le prédicteur analytique est, dans sa forme originale, basé sur un modele
Mo(s) du premier ordre. On sait que ce type de modéle est largement employé pour la repré-
sentation de systéme dont la réponse indicielle est apériodique et monotone en présence de
retard pur (annexe B).

4.1.1 Modéle du second ordre r = 2
Soit un modele du second ordre:

Ko (1 + Tpps)e=fme
(1 -+ TlmS)(l + Tng)

M(s) = = Mo(s)e™m*

ou K,, est le gain du régime permanent; 7y,,, Tom €t T, sont les constantes de temps et 8, le
retard.

Le retard du modele prédictif 6, de la figure (8) est défini par:

0m=AT——/\0T, 0S/\0<1



ou ) représente la partie entiere du retard, Ag: la partie fractionnelle et, T: le temps d’échan-
tillonnage. Dans la situation idéale, ot le modeéle est parfait et en absence de perturbation, on
a:

Ymk = Yk

Donc, le signal d’entrée du contréleur est:
— »
€k =Tk = Ymk-

L’action du contréleur est dictée par y2,;, la sortie du modéle sans retard, plutét que par celle
du processus effectif y;. Dans la situation expérimentale, ymir # yr et nous aurons en tenant
compte du modele avec le bloqueur:

M(z)=2 {}—'SL_T:Mo(s)e-em’}

D’ott la fonction de transfert en temps discret:

_ Bi*+ Biz+ B} _,

= 4
M) = A v Az )
avec:
B} = Kn{l-K}-K}}
B! = Kn{~(Aoi+ Aoz) + K1+ Aw) + K3(1+ A)}
B22 (—l)ll{m{f(on2 + I\’%Aol - Aolez}'
A = (-1)°
Al = (-1)'[An + Ag] (5
A (=1)*Ao1 Aoz (6
et
K? = m=Tm -30%
! Tim — T2m
K2 = Tm T Tm -3
2 T2m — Tim

Si le bloqueur d’ordre zéro de la figure 8 est employé, u(t) est une fonction variant par
paliers, et 1’équation aux différences du modele devient:

Y + AlWok_y + Afymi_z = Bow + Biuk_y + Biuk-s (7)

Ymk + AlYmk-1 + AZYmi-2 = Biup-x + Biup_(a+1) + Biur-(r42) (8)

Les prédictions futures des sorties s’obtiennent récursivement par la résolution de ’équation
de base d’un systéme du second ordre (4):

Jksz + A1 + A2k = Bluk—(r-2) + Biuk—(a-1) + Biur-x (9)

10



L’interaction des équations (9), (6) et (5) permet de déduire:

Gks1 — (Aot + Aoz)dx + Aot Aweyi—1 = Baug—a-1) + Bluy_y + Biug_x—1 (10)
avec
An =€ :1%‘-), Ap = e (=m) (11)

Cette derniére équation peut étre réécrite comme suit:
k1 — Aofi = Aoz(fk — Aar¥e—1) + Biug-(r-1) + Biuk—x + Bjur-r-1 (12)

Les prédictions futures des sorties s’obtiennent donc récursivement par la résolution de
’équation de base d’un systéme du second ordre (12). Posons: Wy = §r — Ao1¥k-1

(A7) (ke1 =  Acak + Timo Biur-r+1-i)

(Ad?) (k2 = Acarsr + Limo Bittk-rs2-i) (13)

(A%) (drer =  Aoatrsr-1 + Tizo Bluk-i)
Le regroupement de cette série d’équations produit:
Drpr = Apdr + ?_—2.0' B! Uk
'!' Aoz Z“:o.Bi Uk—i-1 (14)
+ Ay Tio Bitk-rt1-i
Utilisant §x — Ag1¥x-1 = Wk, il vient:

ﬁk+,\ - A01ﬁk+,\—1 = Aéz(.’)k - Amﬁk-—l)
2

+ Y Blui

1=0

2
+ Ao Z Blug_i

=0
2
+ A'Y Bluk-api-i (15)
i=0
De I’équation (7) et (11) il vient que:
y;k - AOly;k-L‘Aoz gy;kol - AOly:nk-dz = Bjui + Bluk-1 + Bjui- (16)
ik ":n:—x

- — - -
Posons vl = Yk — Ao1¥mk-1

(Ag;) (Vo — AoV =  Biuk + Biuk—i + Bjuk-2)
(Aly) (Vo1 — AoeVig—z = Biuk-1 + Biuk-z2 + Biui—s)

: : : : (17)
(Aoz") (Vmker-1) — Ao2Vppon = Biui_r41 + Biuk-x

+Biug_r-1)

11



L’addition des équations (17) produit:

2 2 2
Vi — Ag2Vmk- 3" Blui—i + Aoz ) Biuk—ic1 -+ A 'Y Biug—i—(a-1)

i=0 =0 i=0
A-1
= Y Ay [Béuk-; + Blug—i—1 + B%uk-,-_z] (18)
i=0
La substitution de I’équation (15) dans (18) donne:
fier = Aofier-1 = Ag(fk = Ao¥i-1) + Uk = AnVrmis (19)

En remplacant v, = Ymi — Ao1¥me—; il vient:
Giar — Aofeer-1 = Ad(Tk — Aa¥k-1) + (Ymk — Ao1¥mr-1)
_A6\2(y:nk—,\ — AnYmi-r-1) (20)

Comme y>, et y,, ont les mémes conditions initiales on a:

Ymk = Ymk—)
D’apres I’équation (10):
Uk+1 — Aozl = Aor(Jx — Aozyk-1) + BSu::-m + B12uk—,\ +
Bguk-,\-l

Un raisonnement similaire axé sur les équations (12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20) et qui
substitue Ag; par Agg produit:

Jiar — Anfiir-1 = Ap(k — Aoz¥i-1) + (Ymi — Ao2Ymi—1)

— A Uir = Ao2¥mr—r-1) (21)
L’addition des équations —Agy X (20) avec Ag; x(21) donne:
R . A/\+l - Az\+l A A/\+l - A A/\-Q-l
Tebr = Yok + | 28 (k= Ymk) + ——2 20 (ymy = Ymk—1) (22)
Am - Aoz AOI - A02

L’équation (22) constitue un algorithme généralisé qui permet de considérer les modeles de
second ordre. Cet algorithme peut étre exprimée selon la fonction de transfert en z qui suit:

yp(z) = Z(gk-)-z\)’ y:n(z) = Z(y:nk)a y(z) = Z(yk)w ym(z) = Z(ymk)
de I’équation (22), on a:

w2 = Va(2) + E(U(E) ~ um(2)
D’ou I'expression du filtre F3(z) pour le second ordre:

M1 AL A+1 A+1
At — Ay | Audy — Aedn 1

Fiz) Ag — Aoz Aor — Aoz (23)
_ Agy (1 = Agaz V) [Fi(2)] = Aoa(l — A z™)[F1(2))]
Ao — Aoz

avec [Fy(z)] = A}, et [Fi(2)] = A,

Remarque:

12



1. Si le retard fractionnel Ao est nul: B2 = 0.

2. Si Tam = 0: Agz = 0 (le modele est du premier ordre), nous retrouvons la les résultats

connus de Fy(z) = Fy(z) = A), (Moore [MSM70], Wong-Seborg [WS86]).

3. Si les poles du modéle sont conjugués complexes:

Ao e~ Tlativ)

Ay = e-Tl=iv)

De ’équation (23), il vient:
_maoSin[T(A + Dw] e~ TO+1)a sin[T' \w] -1

B(z)=e sin[Tw] sin[Tw]
avec a = fw, et w = wyy/1 — &2 sont les parametres du modéle du second ordre:
meﬁ
M(s) = $? + 26w,s + w?
4. L’équation (23) devient:
A i A-1 i
A A
) =AY (52) - Anth T (52) (249

i=0 01 i=0 01

Si Ag; = Agz, 'équation (24) devient:
Fy(z) = (A + 1) 43 — Mz

5. En général Fy(2) # 1, et les deux estimés yi et y; ne sont identiques que pour le cas
spécial ot le modele est parfait et en absence de perturbation. Dans ces conditions,

Ymk = Yk
et
Uktr = Ymk
Dans ce cas, il n’y a pas d’erreur yx — Ymk et la chaine de retour par le bloc F5(z) est sans
effet.

4.1.2 Modéle du troisieme ordre r = 3

Soit un modele du troisieme ordre:

_ Kon(1 4 7ps)e0me B b
M(s) = (1 + T1m8)(1 + T2ms)(1 + Tams) = Mo(s)e

ot K, est le gain du régime permanent, Tim, T2m, Tam €t T sont les constantes de temps et 6,
est le retard.
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Le retard du modele prédictif 6,, de la figure 8 est définit comme suit:
O = AT — AT, 0< Ao <1

ou A représente le retard discret entier du modéle, Ao le retard discret fractionnel et T' le temps
d’échantillonnage.
Tenant compte du modele avec le bloqueur d’ordre zéro, il vient:

M(z)=2Z { Mo(s)be"o""}

D’ol la fonction de transfert en temps discret:
_ B3z + B}z* + Byz + Bs =

1—eTs

8

M(z) = 24+ A2+ Az + A3 (25)
avec
B = Kn(l-K}-K3}-K;
B} = Kn[—(Ao + Aoz + Acs) + (1 + Aoz + Ao3) K3
+(1 4 Ao + Aga) K3 + (1 + Aq + Ae2) K3
B? = Kn[Ao1 Aoz + Ao1Aes + AczAos — (Aoz + Aca + AnAe)K?
—(Aa + Ags + A Aws) K3 — (Ao + Aoz + Ao1Ae) K3)
B} = Kn[-AnAozAs + AnAwK} + Ao AwK? + An Ana K3
A} = —(An + Aez + Ac) (26)
A} = AnAon + Ande+ Ande (27)
A = —AgpAnAoe : (28)
An = € Am
Ap = ¢ 7m
Ay = 6—7"!"_".
et
K} = —Tm  TmZTm -2
Tim = T2m Tim — T3m
1{23 - Tom Tom — Tm e_;g;T

T2m — Tim T2m — T3m

T Tam — Tm 208
Tam = Tim Tam ~ T2m

Si le bloqueur d’ordre zéro de la figure 8 est employé, u(t) est une fonction variant par
paliers, et 1’équation aux différences du modele devient:

3

Yk + AMmkor + Ay + AWnies = D Blurw (29)
=0
3

Ymk + AdYmk1 + AdYmi-2 + A3Ymr—z = I Biug_r—i (30)

1=0

14



Les prédictions futures des sorties s’obtiennent récursivement par la résolution de ’équation
de base d’un systéme du troisiéme ordre (25):
k43 + Adfkss + Adfier + A3k = Biuksa-r + Biursa-r + Bty
+B§uk_ A (31)

L’interaction des équations (31), (26), (27) et (28) procure:

Jrs1 — (Aoy + Aoz + Aos)Jk + (Aor Aoz + Ao1Acs + AozA03)yk-1
3
— Ao Aoz Aoayk-2 = Z B?“k-{-l—,\—i (32)
=0

De I’équation (32), on a:
Gk+1 = Aoslik — (Ao + Aoz)Tx + Ao Aoz(Yx-1 — Aoayi-2)
3
+Ai(Ao + Ac2)yr-1 = 3 Biursr-a-i

=0
Encore une fois, les prédictions futures des sorties s’obtiennent récursivement par la résolution
de 1’équation de base d’un systeme du troisieme ordre (31). Posons: Wi = §r — Ao3yr-1

3
Wir1 — (Aor + Aoz) @k + Aot Aoawi-1 = Y Bittks1-a-i (33)

=0

De I’équation (33), on a:

3
Wis1 — Aoathr = Aot (W — Aogwir) + 3, Biursr-a-i ' (34)

i=0 :

Posons & = W — Agawi—1 dans I'équation (34)

3
Tr41 = Andi + Z Biujqr-a-i (35)

1=0

Le développement de 1’équation (35) est:

(AS;I) (jk+1 = AOlik + Z?=0 B?Uk+1_,\_")
(AFT?) (Bryz = AoZrpr + Tomo Blukga-nzi)
(A3) (Zrer = Aoilker-1 + Lizo Blus-i)

Le regroupement de cette série d’équation produit:

3
A A A 3
Ther = Am.'tk -+ E Bi Ui

1=0
3
+ AOI(Z Biug_1-i)
1=0
. 3
+ AS{‘(Z B?Ukﬂ—,\-.')

1=0
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Retournons a wy — Agawi—1 = Ik, il vient:
\ 3
Py “ A 3
Wisr — Aairiro1 = Agy (W — Agwic) + Y Buk-i
1=0

3
+ Am(z B}uj_1-:)

i=0

3
+ Ay Blugga-a-i) (36)

1=0
L’interaction des équations (26), (27), (28) et (29) permet de déduire:
yir — (Aor + Aoz + Aoa)ymi—1 + (Ao Aoz + Ao1 Aos + Aoz Ao3)Ymk—2

3
—AnnAnAwYmi-3 = Z Blui_; (37)

1=0

De 1'équation (37), il vient:
(Ymi — AosYmi—1) — (Aor + Ao2)(Ymk—1 — A03Ymi—2)

3
+Ao1 Aoz (Ymi—2 — AosYmir-3) = Z B?“k-i

1=0
Posons: w,, = Ymi — AosYmi-1
3
3
Wi — (Aot + Ao2)Whe_y + Aor AosWhp—g = _ Bluk-i
=0
On pose: Th, = Wiy — AosWiy_,
3
3
T = ATy + 9 Blug_i (38)
1=0

Par récurrence:

<«

3
= 3
mk — AoiZopy = Z B ug-

T
i=0
3
" - 3
Tok—1 = Ao1Toy = ZB; Uk—i-1
1=0
3
= = _ 3
Tmk—(A=1) ~ AnZok-r = Z B ug—i41-1
1=0
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Ce qui procure:

3
- A o= — 3 .
Tk — A01Tmik-2 = Z B; ug-;

1=0

3
+ Aon2 ) Blug_ia

$=0

3
A-1 3
+ AOl E B,- Umipl=\

=0
Remplagons z2,, = wh; — AczWhi—1
A >\ 3
Why — AWk — Ao (Whi-y — AoWingor-1) = Z Biuk-
1=0
3
+ Aoy Bluk-ia
1=0
(39)
3
+ A Biuk-irioa
1=0
Remplagons dans 1’équation (36) par (39)
Ber = Avgthesaor = Ady (B — Aoawi-1) + Wk — AcWii—s)
"Aél(w:nk-,\ — Ag2Wpk_x_1) (40)

Un raisonnement similaire axé sur les équations (34, 35, 36, 38, 39, 40) et qui substitue Ag;
par Agg produit:

Wrpr — Anthrsr-1 = Ad(Wr — Annwi—1) + (Wi — A Whi-1)
—Aéz(w:nk-,\ - AOlw:nk—/\—l) (41)

L’addition des équations —Agyx (41) avec Agy X (40) procure:

A+1 A+l
/401 .'/402 -

Wiy = Wi+ Aot — Aoz (ke = Whpn) +
A1 A A1
Aunfisl = 2020 (s = W) (42

avec Wy = Yr — AoaYk-1
Un raisonnement encore similaire au lieu de poser Wy = Jr — Agayk-1 on remplace par w; =
Yk — Ao1¥k-1

-

li)k+,\ — Aozli)k.{,,\-l = Aa\g(d)k - AO‘Zwk-—l) + (w:nk - AO?wmk-l)
‘Af)\a(wmk—«\ — AoaWjr-1) (43)
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De méme ’équation (41) devient:

Degr — Awsrir-1 = Agg(Br — Aoawr-1) + (Whi — AosWin-1)
"Aéz(w;k-x - AOSw:nk—A—l) (44)

L’addition des équations Ag;x (44) avec —AgzXx (43) procure:

L

Wepr = Wt ﬁ(wk — Wnk-a)
AA+1 — AO A1 .
Aor foz — A(:Aoz (Wk-1 = Whporo1) (45)

avec Wy = Y — Ao Yk-1

L’addition des équations Ag; X (42) et —Agzx (45)

Ao1(Aoz = Aoa) AN + Ao2(Aos = Aa1) Ay + Aos(Aor = Anz)AyT!
(Ao1 = Ao2)(Ao1r — Aoa)(Aoz — Ao3)
__A°1(A32 - Ags)Aéfl + Ao2(43, - Agl)Aé\jl + Aos(43, - Agz)A;\;l
(Ao ~ Ag2)(Ao1 —~ Aga)(Aoz — Aoa)
(Aoz = Aoa)AdH! + (Aos = A01)Ad3 ! + (Aor = Aoz) AT
{Ao1 = Ao2)(Acs = Aoz )(Aoz — Aoa) (Vk—2 = ymi—2) (46)

kA = Ui (v ~ ymk)

(ve=1 = Ymk-1)

+Ao1A02403

L’équation (46) est un algorithme généralisé qui permet de considérer les modeles du troisieme
ordre. Cet algorithme peut étre exprimé selon la fonction de transfert en z qui suit:

yp(2) = ym(2) + Fa(2)(y(2) — ym(2))

Ao1(Aoz = Ao3)ANH! + Ao2(Aos — A1) A" + Aoz (Ao = Ao2)Ad7!
‘ (Ao1 — Ao2)(Ae1 ~ Aca)(Ao2 — Ao3)
_Aui (43, - A3) At + Aca(AF, - AZ)AMY + Aos (A3, - AZ)AY! -
(Ao1 — Ao2)(Ao1 = Aoa)(Ae2 — Aoa)
(Aoz = Aa3)A)T" + (Aos — Ao) AN + (Ao — Ac)ANTY _,
2
(Aot = Aoz)(Ao1 — Aoa)(Ao2 ~ Aoa)

Fy(z) =

+Ao1Adoz2403

(47

D’ou I’expression récursive:

_ An(1 = Agsz™")["F3(2)] — Aws(l — Aoiz™h)[PFa(2)]

F3(2)
Agr — Aoa
1, _ A -At | Anddt-AeAgt! 1
avec [ F2(z)] _XHAM ;ﬁog ,\+1A°l_A0§+1 2
2, — A ~Aga Ao2Ag  —AosAgy -1
et [ %2(2)] = Ao2—Aes Ao2—Aa3 z

Nous obtenons ainsi une formulation analytique définitive du filtre de pondération de la
chaine de rétro-action du prédicteur analytique.
Remarque:

1. Si le retard fractionnel g est nul: B3 = 0.
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2. Si Tam = Tam = 0 (le modeéle est du premier ordre) nous retrouvons la les résultats connus

de F3(z) = Fy(z) = A} (Moore [MSM70], Wong-Seborg [W586]).
3. Si 73 = 0 (le modele est du second ordre) nous retrouvons notre résultats F3(z) = F(z).

4. Si deux pdles du modele sont imaginaires complexe le filtre de pondération devient:

sin[Tw]AN}? = e=T(A+1)agin[T() + 2)wjdos + e=T(A+2)a gin[T(A + 1)w]
sin[Tw]A2, — e~Ta sin[2Tw]Ag3 + e=27 sin[Tw]
e=Ta sin[2Tw]AM}? — e~ TO+DagGn[T(A + 2)w]AZ, + e~ T+ sin[THha]
sin[Tw]AZ, — e~T@ sin[2Tw]Ao3 + ¢~27 sin(Tw]
+ e~2Tagin[Tw]A)S? — e~ T+ gin[T () + 1)w]AZ; + e~T(A+3)a gin[TAw]Aos -2
sin[Tw]A2, - e~Ta sin[2Tw]Aos + =274 sin[Tw]

avec Agy = e~T@+iw) Ag, = e~Tle=iv) o = fw, et w = wy/1 — &2
5. De I’équation (47), il vient:

F3(z)

Fa(z = =0 \ Agy
3(2) (Ao1 — Ao3)(Aoz — Ava)

_ARARTY T (43)' - A3,40D T (42)° + (Ao + Aoa) A"

o A T () 4 A AR T (42) 4 A

1=0 y=0 -]
(Aor - Aoa)(Anz - Ao3) ' ?
AORA 01 En_o (on) - AO:’ASI Z?:O (%g%)l + Agg.’.l) -2
+A°‘1402A03 (Ao1 = Aoz )(Aoz2 — 4o3) i (48)
Si Aoy = Aoz et Ags # Agr avec I’équation (48) il vient:
Az = —OF NAAGTY + (A + DALY + AR
(Aor — Acs)?
AA(A+3) (/\ + 2)A(2)3A(/\+1) + 2A01A(()/:\3+2) Z_l
(Aoy — Aws)?
A A A
| Moy 6 AN — (A +1)A2,40%7 + A2, A5 -2 (19)
(Ao — Acs)?
Si T3m = 0, I’équation précédente devient: Fs(z) = F,(z)
6. De I’équation (49), il vient:
A /\V N
Fs(z) = ) AG > A§T Al - | Ao Z AN 2 AiT'A
j=0 1=0 j=1 =0
+ A01A03 Z A -1-J Z Aé;‘Aoe’ 2=
1=0 1=0
A-1 \ o (i=i) '

+A% 403 Y AGT T Y Ay Agsz (50)

j=0 1=0
Si Agy = Aoz = Aoa avec ’équation (50), il vient'

A+1D(A+2)

F3(Z) = "9

A =20+ AR ¢ 2 g
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4.1.3 Extension du modéle d’ordre r

Soit la fonction de transfert:
Kn(l1+78) (14 ™ms) g=Oma
1+ 1ims) (1 + Trms)

= Mo(s)e"‘""’

M(s)

oul K, est le gain du régime permanent, 71, -, Tm, Tim,* * *, Trm SoNt les constantes de temps
et 0,, est le retard.
Le retard du modele prédictif 4,, est défini comme suit:

8, = AT — AT, 0< Ao <1

oti A représente la partie entiére du retard, ¢ la partie fractionnelle et T le temps d’échantillonnage.

1— e-Ts
M(z) = Z{—-——-:sfMo(s)e"o""}

= sz—,\ { E:l(z - AO") - ::o-“;l I\’:;(Z - 1) n::l,i#io(z - AO‘)} (51)
Hi:l(‘z - AOi)
_ Bjz"+BlZl4..-+ BT _,
- A62’+A'{z"1+--'+A$z (52)
avec
A = (-1)°
Al = (_1)1 Z Aoj,
n=1
r ja—1
Ay = (1P Ao, ) Aojy
J2=2 =1
o oor Ji=1 j2~1
A: = (----].)l Z AOj.» E Aoj(-’-l) cos Z Aojl;l <t <r
Ji=t j(i_])='.""1 =1
By = Kml[Aj- Y K]
to=1
Bl = Kn[A]-(-D)'Y KL(1+ Y Aol
fo=1 n=1
51 #p
r r r J2=1
B} = Kn[Aj-(-12Y KL{ > Ao+ D, Ao ) Ao}l
19=1 n=1 12=2 =1,
J1 #1%0 12 #149 J1# %
R T r Ji=1 j2—-1
B = Knl4] -(-1) Z K:?:;{ Z Aoj; Z AOJ'(.'-x) Z Aojy
fo=1 Ji = Himy=t=1 n=1
Ji # 90 (i-1) # S0 J1 # 10
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r Ji-1)—1 ja=1

t Z Aoj("-l) Z Aoj(i-z) T Z Agjy},2<igr—1

j(._l) =i-=1, )(._2) =4 -2, 1:‘ :'1,
J(i-1) # Vo J(i-2) # 0 17%

r 1
B} = Km[A7- (-1 3K, I Aol

io=1 Je =T,

Jr # g
KT (r-m-1) (Tlm - Tl)(Tlm - TZ) e (Tlm - Tm) e—éf—:-l—
! 1m (Tlm - TZm)(Tlm - TSm) vt (Tlm - Trm)
~ 20T
[{T = (r-m-l) (Tvm - Tl)(Ttm - T2) (Tim - Tm)e Tim
Tim n,=1,_1¢:(7'tm Tim)
K = rlr—-m=1) (T"" = 71)(Trm — T2) - (T"m = Tm) e—':'fnz{

(Trm - Tlm)(Trm - T2m) vt (Trm - T(r—l)m)

T

et Ay =¢ mim i=1-.'r

Démontrons, par induction, une expression générale pour le filtre de pondération:

Supposons qu'il est vrai pour l'ordre r ainsi:

¥p(2) = ym(2) + Fr(2)(9(2) = ym(2))

avec
Fo(2) = Aot (1 = Agrz™H)[ =V, _1)(2)] = Aor(l = Aoz )[BT _1y(2)]
" Aor — Aor
[(1,---,(r—1)F( z)] = A°1(1'A0(r-1)z—1)[“"'"("Z)F(r—;)(z)];/‘o(r-x)(1—-401 z=1)[2r=DF_(2)]
-1 o1 =Ag(r=1)
- r=1) z e e z
[(2. ,ry:vr 1)(2)] Ao2(1 Aorz 1)[(2 o ‘%-;)(2_).]Afor(l = Aoz l)[(3 F(r—2)( |

Maintenant, voyons l’expressmn du filtre d’ordre r + 1:

(33)

(54)

Le bloqueur d’ordre zéro de la figure 8 étant employé, u(t) est une fonction variant par

paliers, et I’équation aux différences du modele devient:

) r41
Yk + AT ok + AT 2 + oo Az::l)y:nk—(r+l) = 3 Br+l"’=-*
1=0
r+1
Ymrk + AT ko1 + AT Y2 + -+ Af:'_,}l)ymk-(rn) = Z Bt up i
1=0

(55)

Les prédictions futures des sorties s’obtiennent récursivement par la résolution de I’équation

de base d’un systéme d’ordre (r +1)

r+l1
Geet + ATk + AT ko + o+ AT Yk = > B upggoani

1=0

21

(56)



L’équation (56) devient:

r+1 r+1 Ja2-1
desr + (D' Y Aoiy B + (-1)* Y Aojs > Aojitk-1t oo+
j1=1 J2=2 =1
r+l ‘ r+1
(1) TT AoiggnyYe-r = 3 Bt lupgoami ~(57)
Jr41)=1 =0

De ’équation (57), il vient:

[Gr41 = Aop+1)0k] + (=1 D Aoz (I = Aoiren)¥e-1] +

=1
ja=1
(-1 Z Aoj, D, Aojy [¥k-1 = Ao(r+1)Yk—2] + -+
Jj2=2 n=1
1 r+l
(=1 TT Aos W= (r-1) = Aor+1)¥k—r] = > B gy oani
Jem=r 1=0
Posons: Wy = [Jx — Ao(r+1)¥k-1]
J2—1
W1 + (1) Z Aojy Bk + (—1)? Z Ao, D Aojywk-1+ -+
=1 Jj2=2 n=t
r+1
(-1 H Agj, Wg—(r-1) = ZB g proami
Jr=r 1=0

Le premier membre de I’équation aux différence est un systeme d’ordre r, ce qui se traduit
par: '

Depr = Wiy + [(M77F(2) (e — wini) (58)
avec Wy, = [k — Aor+1)¥k-1], Wik = Uik = Aor+1)Yme-1]

et Wk = [ymk - AO(r+l)ymk— ]
Maintenant, reprenons le méme ralsonnement en permutant Ao(r+1) Par Ag:

r+l
[Gr41 — Aorfie) + (=1)' D Aojy [k — Arye—1] +
=2
S+l J2—=1
(-1)? Z Aoj, Z Acjy [Yk—1 — AorYr—2] + -+ +
j2=3  51=2
Tl Ji=1 Ja-1
-8 Y Ao Y Aojgoyy > Ao [Yk-(i-1) — Aoryi—i] + -+ +
J'.‘=i+1 Jim1)=t =2
r+1
(=1)" H Aoj, [Wr=(r-1) = Ao¥k—r] = _ B thksrorgi
Jr=r+1 =0
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Remplacons [§x — Ao1Yk-1] par Wy

r+2 . r+1 j2=1
rer + (1)1 Y Aozt + (—1)7 Y Aojy D Aojy W1+ F
J1=2 J2=3 =2
2 r+1
(_1)" H AOj,-wk—(r-l) = ZB{+1uk+1_,\+;
je=r4l i=0
Ce qui procure:
ks = wh + (B CTF(2)] (e — wmi) | (59)

avec Wi = [k — Aor¥k=1]y Wi = Uik — Ao¥mk—1] €t Wmk = [Ymk — AorYmk-1]
L’addition des équations Ag; X (58) —Ag(r+1)% (59)

¥p(2) = ym(2) + Fra)(2)(¥(2) — ym(2)) (60)
Ce qui est une équation conforme a la relation (53).
avec
Aor(1 = Aogranz™ N[V 7F,(2)] = Aogran)(1 = Az [ m+1F, (2)]

| F(r+1)(2) = Aor — Aora1)

- —1y{(1, - (r=1) - - —-1\[(2, 0,1
avec [(ls"'v"Fr(z)] —_ AOI(I Aorz )[ ):‘(r—/l‘)o(‘z_)}A;‘tOr(l Ao1z )[ F(,._l)(z)]
- =13y[(2,--e,r - - —=1y{(3, ., (r41)
ot [(2""’(T+I)F,(z)] — Ao2(1-Ag(r41)27 I F(r‘”f(:o)z]-izi:.:;;(l Ag2z71)] Fr-1)(2)]
Ce qui est une équation conforme a la relation (53).

Nous obtenons ainsi une formulation analytique définitive pour le filtre de pondération de
la chaine de rétro-action du prédicteur analytique quelque soit 'ordre du systeme.
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Résumé:

Modéle du premier ordre:

F 1(2) = Aé\l
Modéle du second ordre:

Aoi(1 = Apzz™))[Fi(2)] — Aoz(l — Az 7Y)[Fa(2)]
Ag — Aoz

F(z) =

avec [F3(2)] = Ag et [Fi(2)] = A, i
En général [F(z)] = A}, avec Ay, =€ sm

Modeéle du troisiéme ordre:

Aoy (1 — Agaz™)[(¥Fy(2)] — Ass(l = Aarz™")[*Fy(2)]

flz) = Aot — Ao
avec (125 (z)] = Aonli=Aors IIRGII= o= do == L)
et [3Fy(z)] = Aga(1~- Aoaz"l)[’?’xx)zl_ﬁgg(l =Ao2z"")[F1(2)]
En général:
[(*»JFz( )] = Aoi(1—Agsz~ 1)[Flf:‘z}-ﬁﬁ;(l"Ao-z“‘)[ﬂ(2)]

Modeéle d’ordre r:
Aor(1 = Agpz~))[(=DF,_1y(2)] = Aor(1 = Aarz™))[*Fr-1)(2)]

F.(z) =
r(2) Ao — Aor
v (P Aot (1= Ag(r_yyz= D)1 Ar=DF oy (2)]= Ag(r 1) (1= A1 2= )2 ("= DF,_
avec [(1, J(r I)F(r-l)(z)]-'—' 01(1=Ao(r—1)27" )] ( ;)0(121]}‘0(3(_1)1)( 01z (r=2)(2)]
— -1\[(2,,(r=1) - —_ ~13y[(3, 7
et [(2‘...'q;w(r_1)(z)] - Ag2(1=Agrz=1){( F(r-.-;)o(:_)_]A:or(l Agz27!) Fi,—2)(2)]



Fonction de transfert du systéme compensé
La réponse en boucle fermée du systéme compensé de la figure 8 est:
Py(2)C(2)z7Pr(2) (61)
+ (14 C(2)Mo(2) - C(2)Fu(2)Mo(2)2~>) Go(2)4(2)
1+ C(z)Mo(2) + p(z)Fr(z)[Po(z)z“p - Mo(z)z""l

effet du Bouclage égalisation des retards et pondération de I’erreur

y(z) =

Le dénominateur de cette expression de la fonction de transfert en suiveur de l’entrée et
en régulateur vise & bien mettre en évidence l'influence de la modélisation du processus. Il
comporte deux termes: le premier concerne le bouclage de la partie rationnelle du systeme
non retardé; le second concerne la fonction d’égalisation faite par la chaine de prédiction. Le
filtre de pondération pondére l'erreur d’égalisation entre le systeme et son modele pour tenir
compte qu'elle forme avec le retour non retardé des signaux qui doivent étre compatibles dans
le temps. Nous voyons la qu’une modélisation parfaite produit un asservissement qui a les
mémes performances que celui de la boucle de la seule fonction rationnelle du systeme. L’effet
du retard est exclu de la boucle: c’est la qu'est l'intuition créatrice de Smith!

Lorsqu’il y a des erreurs de modélisation dans des systemes dont la réponse indicielle est
apériodique et monotone, c’est pratiquement un processus d’ordre r avec un retard qui illustre
le mieux la différence entre les deux prédicteurs de Smith et analytique. Supposons que le
contrdleur proportionnel numérique soit utilisé alors, les erreurs en régime permanent (€) causés
par une modification de la commande de calibration, r. = l%;{*f‘r pour le prédicteur de Smith
(PS) et le prédicteur analytique (PA) sont donnés par:

Kn— K,
Km(l + K.K,)

(Km — K1 + KK (1 — Fo(1))]
K[l + KK + F()(KK, — K.K.)]

()ps =

(8)pa

avec K, = K, 'erreur en régime permanent est nulle.
Similairement, pour un échelon unitaire sur la charge (G¢(z)¢(z)
régime permanent seront:

= —‘“1.{1-1 ), les erreurs en

@rs =~

PS = "1+ K.K,

_ K1 + K. Kn(1 — F.(1))
(&)pa =

1+ K Km + F() (KK, — K.K,,)



4.2 Premiere formulation du filtre de pondération en présence de
charge

| Gels) —j
r ¥ o
e "'.’.: Ke ‘jb'lr-‘-‘{ H(s) ' P(ye=9ps —IETHD

.....

Vi

Mo(s) T ¢-0"“. -
Vmk

Ikt *:_{)Jﬂ'- Fr(2) podg

4

-

Yr

I dy Dr(3) -

Figure 9: Le prédicteur analytique avec estimation de charge.

4.2.1 Modéle du second ordre r =2

La section précédente ne tient pas implicitement compte des perturbations: elle a I'inconvénient
(ﬁgure 8) de fournir des prédictions erronées en reglme permanent, pour un modele inadéquat
ol en présence de charge.

Nous utiliserons une expression de la prédiction de charge proposée par Doss et Moore
[DM82]; il vient:

gk = —Alyr_y — Alyr—z + Biuk_y + Blug_s1 + Blug-x—2

+(B? + B? + B?)dy_, (62)
di = dior + Ki(ye — i) (63)
ue = Ko(rek — Jrer) — ds | (64)

Nous introduisons notre propre notation avec A? = Ag; + Aoz, A% = Ap Aoy

Gker — (Aor + Ae2)Tk4r-1 = —AnAcfrer-2 + Béuk + B?uk-l + B;:’uk_z
+B2dpsro1 + Bidker-1 + Bidesa-n (65)

De ’équation (65), on a:

- d‘k
Gier — Aorfiksrer = Aoz (Trar—1 — Anr+r-2) + Bo(uk + depa-1) +
d d
2 — — :
Bl (uk...; -+ dk.;.)...[) + Bg(uk-z + dk+A-—l) (66)
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Les prédictions futures des sorties s’obtiennent récursivement par la résolution de I'équation
de base d’un systéme du second ordre (66). Posons: Wy = yx — Ao1¥k-1

2
Weer = AogWrsr—1 + Bour + Bittgey + Baug-z + Y Bld;

1=0

2
a - 2 2 2 29
Witr-1 = AoaWier-z2 + Biug—y + Blug_z + Baug_3 + Y_ Bid;

s
. (67)
W41 = Aok + Biur—(r-1) + Biuk- + Bjug_s-1 +
2
2 Bid
1=0
Le regroupement de cette série d’équations produit:
epn = AR
' 2
+Bjuy + Biug_y + Bjur—z + 3_ Bidi
j=0
2 -~
+Aog | Biug-r + Biuy—y + Biuy_3 + Z B?dk
j=0
2 a~
+A " | Biuk—(r=1) + Bluk-r + Biur—xr-1+ _ Bidi (68)
7=0
L’équation (68) procure:
A1
Weer = A+ Y Aby[Bitii + Blug_i—1 + Baug—_i_o] +
i=0
A-1 2 R
S (o)’ Y B2 (69)
1=0 =0 )

Notons que Y3_o B? = B2 + B} + B} = Kn(1 — Aot)(1 — Aoz). Cette somme ne dépend que
des poles de la fonction de transfert du systéme. Reprenons ’équation (69) qui devient alors:

A=1

Wipr = Adr + Y (Aoz) [Biuk—i + Biuk—iy + Biug—i—a] +
1=0
Kn(1 = Aa)(1 = Ad)ds (70)
L’équation (18) donne:
-1
Z Aba|Buk—i + Bjuk—i-1 + Bjur—i-z] = vjy — Aézv;;k-x (71)

=0
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Finalement:

Gier — Andiircr = Ad(x — Anfie—1) + Yok — Aor¥ie—1 — Ad2(Yre-x

—AnYmr-r-1) + Km(1 = An)(1 — [Tl(l)])‘ik

(72)

Un raisonnement similaire axé sur les équations (66, 67, 68, 69, 70, 71, 72) et qui substitue An

par Agz produit:

Jreer — Aozlksrr = Ad(Gr — Aoalk-1) + Yk — Ao2¥mp—1 — A (Yo

—An¥—ro1) + Km(1 = Ao2)(1 = [Fi(1)])ds

L’addition des équations —Agz X (72) avec Ag; x(73) procure:

A AN - A
Tker = Uk + —0———(Yk = Ymk)
Aoy — Ag2

An 457" AozAc'}T ' _
AOI _ A02 (yk 1 ymk—l)
Ao (1 = Aoz)(1 — [Fi(1)]) = Aoa(1 — Am)(l — ["i"l(l)])d
Ao1 — Ag2

+Km

Cette équation peut étre exprimée selon la fonction de transfert en z qui suit:
¥p(2) = ym(2) + F2(2)(y(2) = ym(2)) + Km(1 — F2(1))d(2)
D’apres I’équation (64) et (8) il vient:

gi = —A%ko1 — Adgk-z + (Ymk + Alymr—1 + AYmi—2)
+(Bg + Bf + By)di-1
Substituons dans ’équation (64): |
Ki(1+ A2 + A%z7?)
=T - Ku(Be + B+ Bz V)~ 9m(2)
= Dy(2)(y(2) = ym(2))

d(z)

¥p(2) = Y (2) + [Fa(2) +72D2(2)] (4(2) = ym())

Ani(1 = Aea)(1 = [Fi(1)]) = Aoa(1 = Aa)(1 = [F1(1)])

Y2 = Kn

- Km(]- - F2(1))

Ki(1+ A2z + A2z7?)
1— (1 — K{(B3 + B? + B%)] 2™

Ki(1 - Apz"")(1 — Agez™?)
1-[1 = KiKn(1l = Ao )(1 — Ag2)] 27

AOl - A02
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. —Apy z=1
Notons quesi 7, =0, 7o =7, = Kn(1 — A{,\l)? Dy(2) = Dy(2) = 1_[1_12’.5}("‘.4("1‘_&2)];:_1 et ’'on

retrouve le résultat pour le systéme du premier ordre de Wong et Seborg.

Régime permanent:

Les valeurs en régime permanent de y et y,, sont notées par § et ., respectivement. D’apres
’équation (63) on a:

lim g =§ (79)
La substitution de 1’équation (79) dans (76) donne:
(1+ Al + A)(F = 9m)

dm dy = B? + B? + B2
= 37 — gm
K,

Le régime permanent s’obtient par I'équation (75):

m s = G+ Fa1)(F = Gm) + KL = Fo(1)) 5

=Y

Le prédicteur analytique avec estimation de charge donne une prévision exacte du régime
permanent qui est insensible aux erreurs de modélisation ou aux perturbations de charge non
mesurées et peut donc étre étendu & un systéme du troisieme ordre.

4.2.2 Modéle du troisieme ordre r =3

Nous utiliserons une extension de ’expression de la prédiction de charge proposée par Doss
et Moore:

-

gk = —Alyroy — Adyk-2 — Adyk-3 + Byuk-x + Biur—r-1 + Bjup_r—2

+B3uy_y_s + (B + B} + B3 + Bd)dy, (80)
dv = di-1+ Ki(yr — ) (81)
Uy = I(c(rck - gk+/\) - d\k (82)

Nous introduisons notre propre notation:

Gk+r — (Aor + Aoz + Aoa)Tksr-1 + (Ao1 Aoz + Ao1Aos + Aoz A03)Tk+r-2

3 3
—AnAnAwiikir-3 = 3 Bluk-i + Y Bidisro (83)
=0 =0
Posant: wi = yx — Aoayk-1
3 3
Brgr — (Ao + Ao2)Wegr-1 = —AordoaDesa—2 + 3 Biuk—i + 3 Bldiyr (84)
=0 1=0
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Notons que 33y B? = Km(1 — Ao1)(1 — Aoz)(1 — Ao3). Cette somme ne dépend que des pdles
de la fonction de transfert du systeme
Un raisonnement similaire axé sur les équations (65, 66, 67, 68, 69, 70, 71, 72, 73, 74) et

qui substitue yi par wy produit:

Wrpr = Whp+ H(wk Wimk) + AmAf\:m ﬁz:Aa\l i (W1 — Wimk-1)
+Em(1 = Acs)(1 = ["F2(1)])ds (85)
D’aprés 1’équation (85), il vient:
AN _ g
Gk+r — Aosfir-1 = (Ymk — Aoa¥mi—1) + H[(yk - Ymk)
—Ao3(Yk-1 = Ymi-1)] + AOIA?\:OI — 3021401 [(¥h-1 = Ymk-1) = Ao3(Yk-2 = Ymk—2)]
+En(1 = Aws)(1 = ["F2(1)))d; | (86)

Un raisonnement similaire axé sur les équations (84, 85) au lieu de poser Wy = §r — AoaYk-1,
dans I'équation (83) on remplace par Wy = Jx — Ao1¥k-1

3 3
Brpx — (Aoa + Aog)Brer-1 = —AosAersr-z + Y Biuk—i + ) Bldisr-1
‘ 1=0 =0
(87)
L’équation (85) devient:
\ ' A - A AnAy" — AcsAss!
gy = Why+ 2B (wy —wy) + Wit = Wik
. Ay f) A= gy (k1 T Pmkt)
+Km(1 = Agy)(1 = PF(L)])ds (88)
De méme 1’équation (86) devient:
AN - A
Jker — Anfker-1 = = AoYmik-1 + .—Z;—T[( — Ymk)
A+1 A+1
— Ag
—Aor (Yr-1 = Ymk-1)] + Aos Ao e (k-1 = Ymk-1) — Ao (yk-2 — Ymk-2)]
Aoz — Aoa
+Kn(1 = Aa)(1 = [*PR(1)])ds (89)

L’addition des équations Ag X (86) et —AgzXx (89) en transformée en z:

we) = spte) 4 2l A RO o= Ao OB ) - )
K., A (1 — Ag3)(1 - [1'?1(/11)]) -1;‘103(1 - Aa)(1 - [*F1 (1)) d(z)
01 =™ /103
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avec VFy(z) = At At | Aondptl-AnAgt! 21
2 - Aog—Aol AOQ‘AOI
AMIZ M

AogAé;'l—AosA'\"'l -1

et 2':3:‘2(2) - Aoz—Ao3 ot Agz2~Aos Bz
Finalement:

¥p(2) = ym(2) + F3(2)(y(2) = ym(2)) + Km(1 — F3(1))d(z) (90)
avec

Ao1(Aoz = Aoa)AYH! + Aoz(Aos — Aa1)AYT" + Aoa(Aos — Aoz)A)“"1

Fa(z) =
3(2) (Ao1 — Ao2)(Ao1 ~ Aos)(Aoz ~ Aos)
Aot (A2, = AB)AME + Aoa(AZ; = A3)AM" + As(A, = A3)AN
(Ao1 — Aoz2)(Ao1 — Ao3){Ao2 = Aos)
(Aoz — Aca) Ap! + (Aos = Ao1)ApT! + (Aor = Ao2)Agd! _,
+Ao1402403 z
(Aor = Ao2)(Ao1 = Aoa)(Aoz — Aoa)
1 = Km(l-F(1))

Agl(l — Aoz2)(1 — Aoa)(Aoz — Ao3)(1 - A{}l)
{Ao1 — Aoz2)(Ao1 — Aoa)(Aoz ~ Aoa)
AZ,(1 = A01)(1 = Aos)(Aos — Ao1)(1 = A3,)
{Ao1 — Aoz2)(Ao1 ~ Ao3)(Ao2 ~ Aoa)
AZ3(1 = Ao1)(1 = Aoz2)(Aor = Aoz2)(1 = Agy)

= Km|

(Ao1 = Ao2)(Ao1 ~ Ao3)(Ao2 — Asa) ]
D’aprés 1’équation (80) et (30), il vient:
Je = —A:lsyk—l - Agyk—z - Agyk-s + (Ymk + A?ymk—l + A‘;ymk—z
3
+A3Ymi-3) + Y Bldi_1 (91)

i=0
Substituons dans I’équation (81):

3,-1 =2 3,-3

i) = "'(ijﬁ_lg = ‘]’ A7) (4(2) = ()
KT, (1 — Aoiz™)

1= [1= KiKm T2, (1 = Ai)] 27!

= Ds(2)(y(2) — ym(2))

(¥(2) —ym(2))

yp(2) = ym(2) + [Fa(2) + 13D3(2)] (y(2) — ym(2))
avec v3 = K,(1 — F3(1))

Régime permanent:

Les valeurs en régime permanent de y et y, sont notées par § et §,, respectivement. D’apres
’équation (81) on a:

lim g = § (92)

k—o0
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La substitution de ’équation (92) dans (91) donne:
(14 A3+ A3 + A3)(F — §m)

kll.’?od" = B3+ B3+ B2 + B
- J—Um
Kn

Le régime permanent s'obtient par I’équation (90):

yym

Hm Gier = Gm + F(1)(F — Im) + Km(l = F5(1))
=¥
Le predlcteur analytique avec estimation de charge donne une prévision exacte du régime
permanent qui est insensible aux erreurs de modélisation ou aux perturbations de charge non
mesurées et peut donc étre étendue a un systéme d’ordre élevé.

4.2.3 Extension du modéle d’ordre r

Nous utiliserons une extension de I'expression de la prédiction de charge proposée par Doss
et Moore [DM82]; il vient:

ﬁk = "A;yk—l -_— A;yk_.g —_—rs — A:yk-—r + Z B:’U,k..,\_,‘ (93)
1=0
+Y Bldi, , (94)
=0
de = dior+ Ki(ye — 92) (95)
ug = Ko(rek — grer) — di (96)

Notons que ¥7_o B} = K [Ti,(1 — Ao:) l'identification de I’équation (51) avec ’équation (52)
avec z = 1.
Démontrons par induction la formule suivante:

- Yp(2) = ym(2) + Fr(2)(y(2) = ym(2)) + Km(1 — F(1))d(2)

avec F,(z) est donné par ’équation (54).
Supposons qu’elle est vraie pour l'ordre r et montrons qu’elle I’est aussi pour l'ordre r + 1:

r+1
- r41s 1, 15 _ 1
Geer + AT ko1 + A rgac + 000 + A,'.Ixyk+,\-(r+1) = Z Bt uy_
. =0
r+1 N
1
+Y Bi*'dipa1

=0

La méme raisonnement effectué pour un systéme sans charge:
Der = Wi + [VF(2)](wk = wenk) + Km(1 = Aoran)) (1 = [@7F(1)])de (97)

32



avec Wi = Yr — Aor+1)Yk-1, m.k = Ymk — AO(r+1)ymk-—l et Wmk = Ymk — Ao(r+1)Ymk-1
La méme procédure avec Wy = Jr — An¥r—1, Wk = Yok — A01Yme—1 €t Wmk = Ymk — A01¥mi-1

B = Wiy + [P CVE(2)] (1 — W) + Km(1 = Aar)(1 = (B CE D) (98)
L’addition des équations Ag; X (97) et —Ag(r4+1)% (98), il vient:

Up(2) = ¥n(2) + Fo41)(2)(¥(2) = ym(2)) + Km(1 = Fir1y(1))d(2)

d’ou la validation de la formule de récurrence.

Yp(2) = Ym(2) + Fr(2)(y(2) = ym(2)) + 7-d(2) (99)

avec v, = Kn(1 — F(1)).
D’apres les équations (94), (55), il vient:

Z AlYp-i + Z Al Ymk-i + Z Bldy, - (100)

1=0 i=0
En remplagons 1’équation (100) dans (95), il vient:

%) = 1= [11{-1-%; o (0(0) — ()
K nl:l( Ao. 'i)
1-1 --IKIK,,l T (1 — Ag)jz"! (¥(2) = ym(2))

= D,(2)(y(2) — ym(2))

ou

Yp(2) = ym(2) + [Fr(2) + 7:Dr (2)](y(2) — ym(2))

K 1-Agiz
avec v, = Kn(1 — Fy(1)) et D.(2) = 1_[1_1511;\1::%[."(‘; Ao)')]z_,

Régime permanent:

Les valeurs en régime permanent de y et y, sont notées par 7 et §,, respectivement. D’apres
’équation (95) on a:

lim i =g (101)

La substitution de I’équation (101) dans (100) donne:

Ar
— z=0 —
Jlim dp = ST Br Br (7 = Gm)
— Y= Um
K,
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Le régime permanent s’obtient par I’équation (99):

. oa . _ - Im
lim s = mup(z) = G+ (1)@= Gm) + Kn(1 = RO IEE

=Y

Résumé:

Modéle du premier ordre:

¥p(2) = ¥3(2) + [F1(2) + D1 (2)] (y(2) — ym(2))
avec 71 = Kn(1 = Fi(1))

_ Ki(1-Ag12z~1)
et Dl(z) = 1—[1-—Ié,Km(oll--zAm)]z"l

Modéle du second ordre:

Yp(2) = ym(2) + [F2(2) + 12D2(2)] (3(2) = ym(2))

avec 72 = Knn(1 — F3(1))

— K{1-A -1)(1-A4 -1)
et Dg(Z) - 1—[1:K1K,:l(:-—.401)(1321:02)}2'1

Modéle du troisiéme ordre:

Yp(2) = Ym(2) + [F3(2) + 13 D3(2)} (3(2) — ym(2))
avec 73 = Kn,(1 — F3(1))

Ki1(1-Ao1z-1)(1—Ao22~1)(1—-Ag3z=})
et Ds(z ) 1 [{ k;l:l,:(l Aol)(olz—onz)(l AO::)]z“‘

Extension du modéle d’ordre r:

Yp(2) = yn(2) + [Fr(2) + 7 Dr(2)] (3(2) = ym(2))

avec v, = Kn(1 = F,(1))

K’nx—l(l -Aoiz™ )
et D,(z) = - KiKm [[1my (1= Aoi)] 22

Fonction de transfert

La sortie avec modélisation imparfaite procure:
K .Py(2)z"Pr(z)
+ {1+ Mo(2)[K. = KA (2)z™* = Dy(2)27]} Gel(2)
y(z) = 1 4+ K My(z) + [K.Az2(2) + D,(2)][Po(2)z7? — Mo(z)z~]
avec A7(z) = Fr(2) + 7. D.(2)
La sortie avec modele parfait donne:
K .Py(z)z7Pr(2)
+ {1 + PO(Z)[I(C - I(CA:(Z)Z_p - Dr(z)znp]} Gle(z)
1+ K Py(z)

y(z) =
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4.3 Seconde formulation du filtre de pondération

O]

———s1 Gy(9)
OB u ' lm-)
0= c(5) -~ H(s) ' Py(s)e—0p* o
¥ o
Mo(e) I e=Ome o -%

Vi
9 i&
CESY.0 S0 IR X

Figure 10: Représentation du prédicteur analytique généralisé.

Dans la structure précédente le systéme de contrdle a une double contre-réaction avec un
controleur et un estimateur de charge séparés ce qui forme une structure de commande assez
complexe.

Nous allons ici proposer une structure beaucoup plus simple pour accomplir exactement la
meéme fonction.

4.3.1 Modéle du second ordre r =2

Pour ce faire reprenons |’algorithme proposé par Doss et Moore [DM82] et modifions le
comme suit:

Gk = —Alyr_q — Alyr—y + Blug—y + Blup_r
+Bu_r_2 + (B} + B} + B})dy (102)

Si le modele et la fonction de transfert de la charge sont exacts et ont la méme forme comme
I’a proposé Moore, alors nous avons:

ye = —Alypo1 — Alyr-2 + Bluk_x
+Bluk_s-1 + Biug-r-2 + (B} + B} + B} )di (103)

D’apres I’équation (63) avec ’équation (102):

dy = Jk-—l + Kilyx + Ayk—1 + AJyi-2
-—Bguk_,\ - Bfuk_,\..l - Bguk..,\_g - (Bg + B? + Bg)dk..l] (104)

L’équation (104) avec (8):

di = di-y— Ki(B?+ B?+ B3di_y + K1 (v — Ymi)
—(Aor + Ao2) (k-1 = Ymk—-1) + Ao1 Ao2(Yk-2 — Ymk-2)) (105)
De I’équation (105), on a:

Fale) (1 - Az)(1 - Aaaz~)(0(2) = 4m(2)) (106)

42) = BrvBI+B]
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avec Fy,(2) = 1232 B2 =1 - K1 o Bi =1 — Ki1Kn T2, (1 — Ag).
Remplagons I’équation (106) dans ’équation (75):

y (z) = yn- (z) + Aéi“ - Aé;l AOIA())\JI " ‘402“4())‘;'-1
P m Ao - Aoz Ag — Aoz

Kn(1 = Fy(1)Fu(2) _ _
R = A gy~ A = daaz) () ~ Um(2)

Ym(2) + F2e(2)(4(2) = ym(2)) (107)

27 (3(2) = ym(2))

avec

— Apnz"t)(1 = Agez™})

Fao(z) = Fa(z) + (1 - Fz(l))th(z)(l (1 — Ao1)(1 — Ag2)

F,(z) étant I'expression du filtre sans charge.

Nous avons donc obtenu une amélioration de I’algorithme de Doss et Moore [DM82] en ce
sens que les constantes de I'algorithme de récurrence sont directement déduites a partir de la
fonction de transfert du modele M(s). Cette déduction va étre généralisée pour les modeles
d’ordre plus élevé, ce qui n’a pas été possible de réaliser a partir de la premiere formulation du
filtre. ‘

Remarque:

1. Si 7, = 0 et B; = 0 correspond a un filtre “dead beat”, Fy.(z) = Fi.(2) = A + E—ﬁ-ﬁf(l -
Ao z™1) tel que présenté par S. K. P. Wong et D. E. Seborg [WS86] et I'on peut retrouver
également la formule itérative de M. Wellons et E. Edgar [WEST].

2. Si zZ = 1., Fgc(l) =1

4.3.2 Modéle du troisieme ordre r =3

Nous utilisons ’extension de l’algorithme proposé par Doss et Moore [DM82] et que nous
modifions comme suit:

3 3
e = —Adyk—1 — A3z — Adyk-3 + O Blup_a—i + 3 Bidr— (108)

1=0 i1=0 .

Si le modele et la fonction de transfert de la charge sont exacts et ont la méme forme comme
I’a proposé Moore, alors nous avons:

3 3
g = —Adyp1 — Adyk—z2 — Adyk—s + Z Bluy_»—i +Y_ Bld: (109)

i=0 i=0
D’apres ’équation (81) avec 1'équation (108):
dy = dios + Kilye + Ayeor + Adye-z + Alye-3
—iB?Uk-A—i - i‘.B?Jk—d (110)

1=0 1=0
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L’équation (110) avec (30):

A

3
de = de-1— K1) Bldeoy + Ki [(yk = Ymk) + A} (Yr-1 = Ymk—1)

=0
+A3(Yr-2 — Ymk-2) + A3 (Yr—3 — ymk-a)] ‘ (111)
De I’équation (111), on a:
F, .
d(z) = ‘“( ;3 [+ 437" + 4227 + A327°] (3(2) — ym(2)) (112)
t—-O

avec Fyy(2) = {258y fa =1 - K1 T30 BY = 1 = K1 K [T (1 — Ani)-
Remplagons I’équation (112) dans 1'équation (90):

: (1= Fy(1))Fi(2)
() + BWE) = m() + T iS4

x[1+ A3z71 + A3z7% + A327%)(y(2) = ym(2))
Ym(2) + Fae(2)(y(2) = ym(2)) (113)

¥p(2)

avec

Hr"l( AQ,Z i)
l—'l(l - AO‘)

Fae(z) = Fa(2) + (1 — F3(1)) Fis (2)

avec F3(z) le filtre sans charge.

Nous avons donc obtenu une amélioration de 1'algorithme de Doss et Moore [DM82] en ce
sens que les constantes de 'algorithme de récurrence sont directement déduites a partir de la
fonction de transfert du modele M(s).

Remarque:

° Si Tg = 73 = 0 et B3 = 0 correspond & un filtre “dead beat”, F3. = Fi.(z) = Aé\x +
-401 ==0(1 — Ag 2z~ 1) tel que présenté par S. K. P. Wong et D. E. Seborg [WS86].

e Siz=1, F3(l)=1

4.3.3 Modele d’ordre r

Nous utilisons l’extension de 1’algorithme proposé par Doss et Moore [DM82] et que nous
modifions comme suit:

~ S Alyei + Y Blug-a-i + Y Bldi
=1 1=0 $=0

Si le modele et la fonction de transfert de la charge sont exacts et ont les mémes formes que I'a
proposé Doss et Moore, alors nous avons:

~Y Alyei+ Y Blug-a-i + Y Bldy (114)

$=1 =0 1=0
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Avec I’équation (95)
dy = dey — K1Y Bldios + K1 Y AT (Yki — Ymk—i)

1=0 i=0

De ’équation (90) dans ’équation (115):

¥p(2) = yn(2) + Fre(2)(y(2) = ym(2))

avec Fr. = F(z) + (1 — F(1))Fe.(2) '—1(1(1 > Ax) !
t-l
Fuls) = =2 B =1- KK T1(1 - 40)
1- 'B i=1
et F.(z) le filtre sans charge.
Remarque: Siz=1, F.(1)=1.
Résumé:
Modéle du premier ordre r = 1:
1—-Apz?
F(z) = [R)]+0 - [RO)——7—
1-An

avec [F1(2)] = Ag;
Modéle du second ordre r = 2:

T, (1 = Aaiz™?)
H?:l(l - AOI')

Fi(2) = [F(2)]+ (1= MF())Fa(2)
Ao (1 - A2z Y)[F1(2)] = Aoa(1 — Annz~Y)[F1(2)]

avec [VF(2)] =
Aar — Aoz
avec [Fy(2)] = A(}l et [Fi(2)] = Ab\z
2.
ng(Z) Igiz—l' B2=1-K[Kn, H(I’AOi)
=1

Modeéle du troisiéme ordre r = 3:

Fa(z) = [‘“Fa(z)]+(1-[‘2%(1)])17,3(2)“'—1(1 Agiz”1)

l"l(l - AO')
-1y(1, - =1\r12,
e 13902 = AL~ A L) 320 Aoy~ P Fi(2)]
avee Fuy(s) = To5t2ri fa=1- Kikin T1(1 - o)
t-l
Modéle d’ordre r:
l—-l(l - AOTZ“I)

Fre(z) = [1""'Tr(z)]+(1-—— [ F(1)]) Fe, g
A (1= Aoz MR y(2)]
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—Aor(1 - onz'_l)[z""'T(r—l)(z)]
Aor — Aor

1 — r
avec ng(z) = i—-:?;%%r; ,3,- =1~ K[Km H(l - Ao,‘)
=1

avec Fo(2)] =

Fonction de transfert

La réponse en boucle fermée du systéme compensé de la figure 10 est:
Po(2)C(2)z7Pr(2) (116)
) = + (14 C(2)Mo(2) - C(2)Fro(2) Mo(2)2™*) Go(2)(2)
VE) S TX0EMoz) + CFel@)[Po(2)2” — Mo(2)z™]

effet du T)oucla,ge égalisation des retards et pondération de 1’erreur
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5 Résultats et Simulation

Dans cette section, nous présentons la stabilité du filire de pondération [HTB92] avec le
prédicteur analytique généralisé. Ensuite, une comparaison du prédicteur de Smith PA avec le
PAG en utilisant un contréleur proportionnel est faite. De méme, une comparaison entre le PAG
et la commande par modéle interne en suiveur et en régulation dans le cas d’une modélisation
parfaite et imparfaite complete 1'étude.

5.1 Stabilité du filtre de pondération

L’annexe A reproduit les diverses situations que nous avons simulées dans le but de mettre
en évidence les propriétés fondamentales du filtre. Le lecteur devra s’y reporter pour les situer
dans leur contexe global. Ici, nous portons l'attention du lecteur, sur les seules données qui
sont pertinantes au filtre de pondération.

Nous remarquons pour différente constante de temps que les racines des filtres:

1- AOIZ—I
1 - An

(1 — Apz?)(1 — Agez™?)
(1= An)(1 - Ao2)

Fi.=FR(z)+ (1 - F1(1))Fy(2) avec Fy(z) = Ay

Fy. = Fy(2) + (1 = F3(1)) Fp(2)

avec Fy(z) (I’équation (23)) et '
(1 - Amz-l)(l - Aozz_l)(]. -— AQ3Z_1)
(1 = Aar)(1 = Ao2)(1 — Aos)

avec F3(z) (I'’équation (47)) sont dans le cercle unitaire (stable). L’annexe A présente les filtres
du premier, second et troisieme ordre.

Lo JFe(n) oGl o] Po) RO
M(z) ym(z )L+

Fie = F3(z) + (1 — F3(1)) Fys(2)

() — d(z)
i IFrc(')l

Figure 11: Structure du prédicteur analytique généralisé multivariable.

Nous notons que lorsque le retard augmente ou lorsque la constante de temps du filtre de
pondération B diminue. Il en est de méme lorsque pour une méme valeur de m, les constantes
de temps du systeme augmentent. Les valeurs de 3, ajoutent dans chaque cas un pdle unique
supplémentaire 3. a la fonction de transfert en boucle fermée en référence a un systeme en

boucle fermée ou F,.(z) est remplacé par un gain unitaire. Ceci suit de par I’équivalence entre
la figure 10 et la figure 11 ou F,.(z) apparait en retour, G.(z) = T—TC’%()%%L(:) et F(z) = 222
Ainsi par un filtre du premier ordre, et quelque soit m = A, la constante de temps 7 augmentant,
les zéros du filtre de pondération tendent dans la direction du cercle unitaire. Pour un filtre de
pondération du second ordre, les deux zéros du filtre de pondération tendent dans la direction
du cercle unitaire lorsque T augmente. Finalement, pour un filtre de pondération d’ordre trois,

correspondant a un processus modelisé par une fonction de transfert du troisieme ordre, les
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zéros tendent vers le cercle unitaire. Dans les trois cas, le filtre de pondération a un pole unique
localisé & la valeur A, 3, et (3 respectivement. Par conséquent, si 'on suppose que la boucle
fermée est stable lorsque F,.(z) est remplacé par un gain unitaire, I'introduction du filtre de
pondération F,.(z) ne nuit pas & la stabilité du systéme en boucle fermée.

5.2 Performances dynamique et statique

5.2.1 Compensateur proportionnel

Toujours selon ’annexe A qui regroupe les simulations nécessaires a la comparaison des
prédicteurs (Smith, PA et PAG) pour un systéme du second ordre avec un zéro & non-minimum
de phase. _

Peu importe le prédicteur, dés que l'on fait de la modélisation imparfaite les temps de
réponse sont plus longs que lors de la modélisation parfaite. L'effet de 3, sur le PAG va donner
des dépassements quelque peu plus élevés lorsque celui-ci augmente.

On remarque beaucoup plus de variation lorsque I'on change la valeur du zéro. Quand on
éloigne le zéro en modélisation parfaite on voit seulement une augmentation du dépassement
pour les trois prédicteurs, par contre, en modélisation imparfaite le temps de réponse augmente
aussi et de fagon assez significative.

Pour la variation d’un des péles, les résultats sont quelque peu mitigés. On observe l'effet
inverse entre la modélisation parfaite et imparfaite. C’est-a-dire que lorsque I'on augmente la
‘valeur du péle, le dépassement augmente en modélisation parfaite et diminue en modélisation
imparfaite. Pour ce qui concerne le temps de réponse, celui-ci augmente sensiblement dans les
deux cas. ,

Pour vérifier 'effet du retard sur les différents prédicteurs nous avons varié ce parame-
tre: aussi, et les résultats sont relativements semblables peu importe le prédicteur. Le temps
de réponse augmente ainsi que le dépassement lorsque le retard est augmenté. Nous allons
maintenant voir ce que la commande par modéle interne donne comme résultat.

5.2.2 Comparaison PAG et CMI

Dans tous les cas, le prédicteur analytique généralisé donne de meilleure résultat que la
commande par modéle interne, 'annexe A regroupe les simulations nécessaires a la comparaison.

Leffet de B; sur la sortie du systeme: plus 8; augmente plus le dépassement est grand. Un
effet secondaire de ’augmentation de 3; ce fait sentir aussi sur le temps de réponse, seulement la
variation de f3; doit étre beaucoup plus grande pour voir un changement. Il faut noter aussi que
seul le prédicteur analytique généralisé est affecté par les variations de 3z, car on ne retrouve
pas ce parametre dans I’équation de commande par modele interne.

L’effet de a par contre ce fait sentir beaucoup plus sur les deux systémes étudiés. Lorsque
a approche de l'unité, le dépassement augmente subitement et le temps de réponse devient
énorme.

5.3 Robustesse de la structure de la commande PAG

Dans cette partie nous examinons la robustesse de la structure de commande PAG vis a vis
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des erreurs de modélisation. La sortie en boucle fermée est: (modélisation imparfaite)

y(z) = P(2)G.(2)F(2) 1= P(2)Go(2)F.(2) Fre(2)
1+ Go(2)Fe2)Fre(2)[P(2) = M(2)] * 1+ Ge(2)Fo(2) Fre(2)[P(2) — M(2)]

Soit P(z), M(z) et la fonction de transfert de la perturbation est stable: avec G¢(1) = [M_(1)]™,
le filtre de robustesse est F.(z) = i—_—_l-;T"f_r, 0<ax<l. .
Donc, il existe un a* (0 < a* < 1) tel que

[M-(1)]"P(1) > 0 (117)

La démonstration est donnée a ’annexe A.
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6 Conclusion

Ce rapport montre que le filire de pondération faisant partie du schéma bloc du prédicteur
analytique généralisé peut étre exprimé d’une fagon directe et non récursive. Les travaux
précités mentionnent I'obtention d’un tel filtre lorsque le modele utilisé pour décrire le processus
est de premier ou de second ordre. Dans notre étude, nous avons démontré qu’il est possible
d’obtenir une formulation simple du filtre d’adaptation pour un prédicteur analytique généralisé
lorsque le modeéle décrivant le processus a un ordre quelconque. Ceci constitue une extension
des travaux présentés jusqu’a ce jour et permet une correction de la boucle plus adéquate dans
une prédiction analytique généralisée. Nous avons la un outil de synthése puissant pour les
systemes d’ordre quelconque défini par une fonction de transfert.
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A Simulation

A.1 Stabilité du filtre de pondération

Cet annexe regroupe un ensemble de simulations qui ont permis de mettre en évidence les
propriétés du prédicteur analytique généralisé dans le domaine de la stabilité et en mode suiveur
avec une comparaison avec le PS, PA.

Les simulations ont été réalisées sur un micro-ordinateur du type IBM PS/2 et sur une
station SUN avec 1’aide du progiciel MATLAB.

En cherchant les racines du filtre de pondération du premier ordre, du second ordre et du
troisieme ordre, respectivement

1- Apz™!
Fie = Fi(2) + (1= R(1)Fy (1) =g —avec Fi(2) = A,

z)(l - AOIZ_I)(]. - Aogz-l)

F. = Fz(z) + (1 - F2(1))Fl2( (1- AOI)(l — Ag2)

avec Fy(z) (’équation (23)).

(1 - Amz_l)(l — Aozz-l)(l - Aoaz-l)
(1 -— Aol)(l - Aoz)(l — Ao3)

F3. = F3(2) + (1 — F3(1)) Fs(2)

avec F3(z) (I'équation (47)).
On constate que les racines sont dans le cercle unitaire (figure 12, 13, 14, 15, 16 avec une
variation du retard m = X et variation des constantes de temps).

betal=0

i 0.01
g o- o e .mo-.!. e e L] © «® oD m‘;.. - - .hm .6.-’ ﬁ-g o

A% Yy o5

as o7 0.8 09
reel

Figure 12: Stabilité du filtre du premier ordre 5; =0
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A.2 Comparaison entre PS, PA et PAG

Pour chaque parameétre de I’équation caractéristique du processus que nous allons faire
varier, nous allons présenter une série de simulations pour la modélisation parfaite et une autre
série en modélisation imparfaite. Nous allons commencer par voir I'effet du parametre 3z sur
le prédicteur analytique généralisé (figure 17, 18). Aprés, nous allons regarder l'effet du zéro
(figure 19, 20) pour chaque prédicteur ainsi que effet d’un des poles (figure 21, 22). Pour
terminés la section, nous allons étudier I'effet du retard (figure 23) sur le temps de réponse des
différents prédicteurs.

Caractéristique PS | PA | PAG
B2 =10.1
dépassement (%) 1.05 | 0.73 | 0.74
temps de réponse (s) | 18 | 18 18
ﬂg =03
dépassement (%) 1.05 | 0.73 | 0.74
temps de réponse (s) | 18 | 18 | 18
ﬂz =0.5
dépassement (%) 1.05 | 0.73 | 0.74
temps de réponse (s) | 18 | 18 18
,32 = 0.7
dépassement (%) 1.05 | 0.73 | 0.76
temps de réponse (s) | 18 | 18 | 18
,Bz =09
dépassement (%) 1.05 | 0.73 | 0.86
temps de réponse (s) | 18 | 18 | 18

Table 1: Effet de 8, en modélisation parfaite
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Caractéristique PS | PA | PAG
B2 =0.1
dépassement (%) 0.17| - | 0.03
temps de réponse (s) | 22 | 22 | 23
B2 =0.3
dépassement (%) 0.17 - | 0.01
temps de réponse (s) | 22 | 22 | 22
,32 =0.5
dépassement (%) 0.17| - | 0.02
temps de réponse (s) | 22 | 22 | 22
ﬂg = 0.7
dépassement (%) 0.17| - | 0.02
temps de réponse (s) | 22 | 22 | 22
ﬂg =0.9
dépassement (%) 0.17| - | 0.22
temps de réponse (s) | 22 | 22 | 22

Table 2: Effet de 8, en modélisation imparfaite

Caractéristique PS | PA | PAG
T, = —2.0
dépassement (%) 0.56 | 0.36 | 0.37
temps de réponse (s) | 18 | 18 18
T, = —2.5
dépassement (%) 0.78 | 0.53 | 0.53
temps de réponse (s) [ 18 | 18 18
T, = —3.0
dépassement (%) 1.05 | 0.73 | 0.74
temps de réponse (s) | 18 | 18 | 18
T, = —3.5
dépassement (%) 1.40 | 0.98 | 0.98
temps de réponse (s) | 17 | 18 18
T, = —4.5
dépassement (%) 2.24 { 1.63 | 1.63
temps de réponse (s) | 17 | 17 17

Table 3: Effet de 7, en modélisation parfaite
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Caractéristique PS | PA | PAG
T, = —2.0
dépassement (%) 3.57 {299 | 3.05
temps de réponse (s) [ 19 | 19 | 19
Tp = —2.5
dépassement (%) 4.21 | 3.58 | 3.66
temps de réponse (s) | 19 | 19 | 19
T = —3.0
dépassement (%) 4.90 | 4.22 | 4.34
temps de réponse (s) | 19 | 19 19
T, = —3.5 ,
dépassement (%) 5.64 | 4.91 | 5.07
temps de réponse (s) | 28 | 19 | 26
n=-40
dépassement (%) 6.42 | 5.65 | 5.85
temps de réponse (s) | 29 | 27 | 28

Table 4: Effet de 7, en modélisation imparfaite

Caractéristique PS | PA | PAG
Tlp =20
dépassement (%) 0.26 | 0.10 | 0.11
temps de réponse (s) | 17 | 17 17
Tip = 2.5
dépassement (%) 0.69 | 0.42 | 0.42
temps de réponse (s) | 17 | 17 17
Tip = 3.0
dépassement (%) 1.05 | 0.73 | 0.74
temps de réponse (s) | 18 | 18 18
Tip = 3.5
dépassement (%) 1.31 | 0.96 | 0.97
temps de réponse (s) | 18 | 18 | 18
Tip = 4.0
dépassement (%) 1.46 | 1.09 | 1.11
temps de réponse (s) | 19 | 19 19

Table 5: Effet de 71, en modélisation parfaite
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Caractéristique PS | PA | PAG
Tip = 2.0
dépassement (%) 4.79 | 4.05 | 4.12
temps de réponse (s) | 18 | 18 | 17
Tip = 2.5
dépassement (%) 4.93 | 4.22 | 443
temps de réponse (s) | 18 | 18 | 18
Tip = 3.0
dépassement (%) 4.90 | 4.22 | 4.34
temps de réponse (s) | 19 | 19 | 19
Tip = 3.5
dépassement (%) 4.77 | 4.11 | 4.23
temps de réponse (s) | 19 [ 20 19
Tip = 4.0 '
dépassement (%) 4.57 | 3.92 | 4.04
temps de réponse (s) | 20 | 20 20

Table 6: Effet de 71, en modélisation imparfaite

Caractéristique PS | PA | PAG
6,=1

dépassement (%) 1.05 | 0.73 | 0.74
temps de réponse (s) | 18 18 17
6,=3 >
dépassement (%) 3.51 |2.88] 2.93
temps de réponse (s) | 18 18 18
6,=5 ,
dépassement (%) 6.22 | 5.53 | 5.76
temps de réponse (s) | 30 28 28
0,="1

dépassement (%) 8.57 | 7.87| 8.22
temps de réponse (s) | 35 34 34
6,=9

dépassement (%) 10.75 | 9.99 | 10.48
temps de réponse (s) | 40 39 39

Table 7: Effet du retard 6,
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A.3 Comparaison entre CMI et PAG

Pour faire les comparaisons entre commande par modéle interne et le prédicteur analytique
généralisé, hous avons utilisé les parametres suivant:

K, = Kn=1
6, = 0p=1
Tp = Tm=—3
Ty = Tim = 3
Tgp = Tam = 5

Comme on peut le remarquer par la valeur des parametres nous sommes en modélisation par-
faite. Nous allons plutdt vérifier les effets de 3; et a dans cette section (figure 24, 25).

Caractéristique CMI | PAG
,32 =0.1
dépassement (%) 0.57 | 0.50
temps de réponse (s) | 30 29
ﬂz =03
dépassement (%) 0.57 | 0.50
temps de réponse (s) | 30 29
,32 =0.5
dépassement (%) 0.57 | 0.51
temps de réponse (s) | 30 29
ﬂz = 0.7
dépassement (%) 0.57 | 0.52
temps de réponse (s) | 30 29
,32 =0.9
dépassement (%) 0.57 | 0.53
temps de réponse (s) | 30 30

Table 8: Effet de 5,
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Caractéristique CMI | PAG
a=0.1

dépassement (%) 0.57 | 0.50
temps de réponse (s) | 30 29
a=03

dépassement (%) 0.59 | 0.52
temps de réponse (s) | 31 30
a=0J5

dépassement (%) 0.61 | 0.55
temps de réponse (s) | 32 30
a=10."7

dépassement (%) 0.65 | 0.60
temps de réponse (s) | 34 33
a=09

dépassement (%) 0.73 | 0.70
temps de réponse (s) | 51 50

Table 9: Effet de a
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A.4 Robustesse de la structure de la commande PAG

Soit P(z) le processus, M(z) le modéle du processus et Ge(z) la fonction de transfert de la
perturbation. Nous supposons que P(z), M(z) et G¢(z) sont stables. La stabilité en boucle fer-
mée est garantie pour autant que toutes les racines de I'’équation caractéristique est strictement
dans le cercle unitaire.

L’équation caractéristique de la sortie en boucle fermée est: (avec G.(z) = [M_(2)]™)

1 + G(2)F.(2)Fre(2)[P(2) = M(2)] =0 (118)

avec F,(z) = 2221 est le filtre de robustesse du contrdleur.

Selon le critere de stabilité de Nyquist il faut que:

G(2)Fo(2)F,e(2)[P(z) = M(z)] ne renferme pas (-1, j0).

Pour le systéme en boucle ouverte (aucune racine en-dehors du cercle unitaire) le contour
de Nyquist encercle & D'extérieur du disque unitaire dans le plan z. Nous supposons F¢(2)
diagonale). Divisant par E'l('z')' avec G¢(z) = [M_(2)]7, il vient:

1 —az!

——— + [M_ ()] Fe(2)[P(2) - M(2)] = 0

z—=a+ 2(1 = a)[M_(2)] ' Fe(2)P(2) = 2(1 = @)[M_(2)]"' Fre(2)M(2) = 0 (119)
Si P(1) #0, F,.(1) =1, pour z =1, ’équation (119) n’a pas de racine.
Divisant I’équation (119) par (z — 1)(1 — ), il vient:
(z=1)+(1-a) + 1
(1-ea)(z-1) z-1

(1M ()] Frol2)P(2) = 2IM_ ()] Fre(2) M (2)] = 0

1 : o f_a [1+ M- ()] Fre(2)P(2) - =M ()] Fre(2)M(2)] = 0
Dans le cas de la stabilité, I'’équation
[1 = M- ()] B DM () + M (] Frl2)P(2)] (120)

ne renferme pas (— 12, j0) quand z traverse le contour de Nyquist. Pour P(z) et M(z) supposés
stables, donc F,.(z) est stable. La seule singularité dans le cercle unitaire a z = 1, I’équation
(120) est infinie & z = 1. Le contour de Nyquist passe par z = 1, le pdle est exclu du contour
cet contournement est donné par: z = 1 + ee®f, F<0<3

;—_1_—1=T_-*F—!—:-,—9—_-_-;=%e"9 et € — 0 quand (z — 1)

il vient:

(1 = I E)M() + M) B )P(D)] 2 (121)

m

avec F,.(1) = 1, ’équation (121) se réduit &: [M_(1)]"'P(1)1e™* =0, la condition est:
(M_(D)]'P(1) >0 | (122)

4 Pinfinie est positive quand & — 0, le contour de Nyquist croise I’axe positif. Donc une seule
singularité pour z = 1 prend les valeurs finies dans le demi-plan gauche et pour chaque processus
et modéle satisfaisant (122). Il existe un a* tel que 1'équation (117) ne croise pas I'axe réel a
gauche de —;2= pour o” < a < 1.
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A.5 Conception du filtre d’adaptation en continu

Cette formulation du filtre d’adaptation de premier ordre dans le cas continu est présenté
par S.K.P Wong et D. E. Seborg [WS88]. '
1) Le processus linéaire est considéré:

y(t) = ay(t) + bu(t — 0) + v(t) (123)

avec la condition initiale y(0) = yo.
La solution analytique de ’équation (123) est:

y(t) = exp(at)yo + /ot expla(t — n)][bu(n — 0) + v(n)]dn
Pareillement:
t+6
W(t+0) = esplalt+ 0o+ [ explalt+68—n)l[bu(n = 6) + v(n)ldn
= eap(at)y(t) + [ eapla(t+0 = )l[butn — 6) +v(m)ldn (124)

2) Les modeles nominaux de premier ordre des systémes (123) et (124) sont:

Um(t) = ayn(t) + bu(t — 9)

Um(t) = aym(t) + bu(?)

avec ym(0) = y5(0) = yo. La solution analytique correspondante est:

ym(t) = ef'«'p(a‘f)y& + /0 t ezpla(t — n)]bu(n — 0)dn

i (8) = ezplat)yo + [ eapla(t —n)lbu(n)dn

Le but visé est d’exprimer 'intégrale de I'equation (124) en fonction des données du modele.
3) Dénotons, T = n — 8, dans l'intégrale de I’équation (124)

t+6 ¢ t—6
./t expla(t + 6 — n)lbu(n — 9)dn = /o expla(t — 7)jbu(r)dr — /(; expla(t — 7)|bu(7)dr
= Ym(t) — exp(abd)yy(t — 6)
L’équation (124), devient:
Yt +6) = Y3 (6) + eop(ad)ly(t) — vl = O+ [ copla(t+0—mo(m)dn  (125)
Définissons:
dt)y = y(t) = ym() | (126)
= /0 ezpla(t — n)Jv(n)dn (127)
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Il suit que:

foe

d(t—T) = /0 ezpla(t = T — n)]v(n)dn (128)

ot T est V'intervalle arbitraire de prédiction de la charge choisi par 'utilisateur. Combinons les
équations (127) et (128);

/tiT ezpla(t — n)Jv(n)dn = d(t) — explaT]d(t — T)

Nous admettrons que la perturbation de la charge, v, est constante dans 'intervalle de temps
t — T et t + 0; alors que il vient
ft“'o expla(t +0 — n)v(n)dy _ 1— ezp(ad)
Ji_7 expla(t — n)]v(n)dy 1 — ezp(aT)

Donc

1 — exp(ab)

[ cplate+ 0 = np(n)an = 1o

[d(t) — ezp(aT)d(t - T)]

Par substitution dans 1'équation (125), il vient que:

3t +) = Ua(0) + exp(a)ly(Q) it = O] + B N ld(e) = eaplaT)d(t =T (129)
Définissons:
dilt) =yt +6) (130)

En utilisant la transformation de Laplace des équations (129)-(130) et par réarrangement:
Yi(s) = Y;(s) + Fie(s)[Y (5) = Ym(s)] (131)

avec

[1 — ezp(ad))[l — exp(aT)exp(-T's)]

Fic(s) = exp(al) + 1 — exp(aT)

(132)

et ¥,(s), Y(s) et Y,,(s) sont les transformées de Laplace de J,(t), y(t) et ym(t), respectivement.
Dans le cas d’un filtre d’adaptation discret, nous aurons, en posant z = eTs.
(1 — exp(a A T))[L — exp(aT)z""]
1 — exp(aT)

Fi(z)=ezp(a AT) +

avec )\ est la partie entiere du rapport % (pour un systéme de premier ordre a = =1, b= K-Tm)
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B Les principaux algorithmes de la commande des sys-
témes avec retard de type PID

B1. Méthode de Ziegler-Nichols 1942!

Te choix du controleur PID, dans cette méthode est déterminé par le retard du systéme 6
et la réponse & I’échelon. Cette derniere permet de déterminer la valeur de gain K a laquelle
la réponse commence & présenter des oscillations périodiques dont nous notons la période T;.

1
C(s) = K.(1+ e + 7438)
avec K. =06K,

T,
T;-—-—2—'-—-20

T,
Td=?=0.59

avec K, le gain proportionnel, 7; la constante de temps de I'intégrateur, 7; la constante de
temps de différentiateur.

L’inconvénient de cette méthode réside en le nombre important d’essais “on-line” nécessaires
pour arriver au seuil d’oscillations et que de plus 'on cherche a atteindre des conditions de
stabilité marginales aux quelles la réponse & I’échelon présente des oscillations périodiques non
amorties.

B2. Méthode de Cohen et Coon 1953

y(t)

=4

Figure 26:

Le modeéle du processus considéré en est du premier ordre et dont la réponse a I’échelon est
représentée a la figure 26. A partir de la pente moyenne de cette réponse, on déduit le retard
9 ainsi que la constante de temps du processus 7,. Le but recherché est d’obtenir une réponse
aussi fidéle que possible a celle de I’échelon. Les constantes optimales du PID sont déterminées

1]. G. Ziegler and N. B. Nichols. “Optimum Settings for Automatic Controllers.” Trans. ASME, 64:759-768,
November 1942.

2G. H. Cohen and G. A. Coon. “Theoretical Consideration of Retarded Control” Trans. ASME, 75:827-834,
July 1953.
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de facon empirique. Elles sont données approximativement par:
K,e %
s+ 1

Go(s) =

Les parametres du controleur PID:

1 (4 0
Ko = .I?: T9-(34—4730)

32+6-%
0|\ 57
13+8- £

0 —————-—4 3
11+2._..
Tp

avec K, = l le gain permanent, 7 le régime permanent, A 'amplitude de I’échelon, 5 = -é% la
pente de la courbe linéarisée de la sortie temporelle en fonction du temps, entre 8 et 7.

T

Td

B3. Méthode de Yuwana-Seborg 1982%

Le modele de la boucle ouverte en question est celui d’un premier ordre avec retard 4, et
constante de temps 7, qui sont déterminés par la réponse a I'échelon a la différence pres que
ces parameétres ne sont pas déterminés en boucle ouvertemais en boucle fermée. Soit le modele
du premier ordre:

K, e?*®
1478
Dans le cas d’un contrdleur proportionnel C(s) = K. la fonction de transfert du systeme en
boucle fermée %—% est:

Gy(s) =

y(s) _ Ke™?
r(s) 1+ 7s+ Ke™?
L’approximation de Padé du premier ordre est introduite:
1 -0.50s
—0s
= — 1
©  T17050s (134)
puis substituée au dénominateur de (133), pour obtenir:
y(s)  K(1+0.50s)e%
r(s) = T2 +2rs+1

ou K =K. K, (133)

ou
_ K
k= K+1
brp
T = \sa
2(K+1)
¢ T+ 3 ( - K)

V20 (K +1)
3Yuwana-Seborg “A new Method for on-line Controller Tuning” AIChE J., 28, 434 (1982).
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La méthode est la modélisation d’un systéme du second ordre avec un coefficient d’amortissement
¢ compris entre 0 et 1. La reponse temporelle & un échelon d’amplitude A est montrée a la
. figure 27. Notons les trois premiéres valeurs optimales Cypy, Cm1 €t Cp, ainsi que leur temps
d’apparition Tp1, Ty €t Tp2. Notons AT = Ty — T

b y(t)

Cp . ----

g

Cp,
Coo

Cm,

mil
Figure 27:

D’aprés ce graphe, on peut estimer les paramétres K, 7, et § du modele théorique du
procédé comme suit:

Co .
K. (A-Cx)

fo= AWT (5\/1 +1aBE K+ +R) x /1) (K +1)
2. ATy/(1 - &2)(K +1)

K,

’ rEVE +1+ (R + 1)+ K
ou
2 —In(.cﬁ:_.%f:)
\/7r2+ln2(_fl:_%::)
ou bien { = _In(ﬁi%:g_:)

\/47r2 + Inz(g :_g:)

Il est & noter que nous n’avons pas besoin d’attendre que le systéme atteigne son régime per-
manent. Cette derniére peut étre calculée dés que le deuxiéme maximum de la réponse a été
franchi grace a la relation suivante:

C‘v = CPZCPI - C?nl
= Cpi + Cp2 — 2Cm1
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B4. Méthode de Jutan-Rodriguez 1984+

Le modeéle du processus en est aussi un du premier ordre:

_ Ky
P s +1

La fonction de transfert en boucle fermée, dans le cas d’une compensation sérielle proportion-
nelle et un retour unitaire est:

y(s) Ke=%

= 135
r(s) 14715+ Ke% (135)

Alors que Yuwana et Seborg utilisaient ’approximation suivante:

~0s __ 1 - 0.503
T 140.50s

Jutan et Rodriguez utilisent plutot:

=05 — 14+mb0s+ 720232
1+ 60s

ou les constantes 4; et § sont choisies en utilisant un algorithme des moindres carrés pour
différentes valeurs de retard (en employant ’algorithme d’optimisation de Marquardt (1963)).
Ainsi, ils trouverent:

n o= —0.6143
Y2 = 0.1247
6 = 0.3866

L’avantage de cette approximation vient répondre a I'inexactitude de 'approximation de Padé
du premier ordre e~% > 0.5.
La fonction de transfert en boucle fermée est:

y(s)  K'(1+6s)e™®
u(s)  T2s2427€s2 +1

;= 7,06 + 12 k02
/e
0(5 + ’)’11() <+ Tp
V2(1 + K)(7,0 + 12K 6?)

avec

4Jutan-Rodriguez “Ezrtension of @ new Method for on-line Controller tuning” Can. J. Chem. Eng., 62,802
(1984). )
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- 2 At~

Figure 28:
Soit (figure 28):
AT = T
1-¢
L’estimation de ’amortissement ¢ est donné par:
f _ =-ln oy
T Vrt+ in? e
avec @ = o= Cm
- Cpl - Coo

L’estimation de la constante de temps du modéele est:

b+ Vb2 —4a-c

T, =
2a
et § = ag+ B
ou
a = ik +p6 a = Elw
b = 27 KaeB + agd B = —(§+mK)?!
c = 1Kol -7(1+K) K = Kn- K.

ol K. est le gain fixé de I'action proportionnelle du contréleur PID dans I'expérience de mesure

en cours et |'estimation du gain K, est donné par:

f - |COO‘COI
? KC(lR_RO|"ICcO“CO|)
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B5. Méthode de Lee (1989)°

T.a fonction de transiert du systeme en boucle fermée est une fonction de transfert du second
ordre avec retard, ou le retard est important (voir figure 27).

\ K —-0s N » \
Le systéme en boucle ouverte est G,(s) = =2~ et le systeme en boucle fermée apres
srp+1

application d’une compensation proportionnelle K. est:
y(s) _ K.Kye%

r(s) 14 ms+ K. Kye® (136)

Cette fonction de transfert est égalisée & une seconde fonction de transfert qui est celle d’un

modéle du second ordre avec un retard § et un zéro supplémentaire a -'—ql

y(s) _ Klgs+1)e™®

r(s) =Ty 26rs+1 (137)
ou
Coo
K==
Coo=Comi
E _ —In (Cpl"coo)

T o= AT.____VI"f

et

en tenant compte des donnés de la figure 27.
La méthode consiste, rappelons le, & I’égalisation des poles dominants des équations (137) et
(136) ou les péles de I’équation (136) sont:

_éj;——————'l‘ﬁj avec j = /-1

T T

Substituant ces poles au dénominateur de 1’équation (136), nous obtenons les égalités suivantes:

\4 1 - 6 -0(-.14.4.@' -

L= ) 4 KK, e 550 = g

1+ Tp(““f_‘ +

[a2Y
-
Tay

1+ 7p(—= -

s‘
\‘

D’ou les valeurs recherchées:
Le gain du régime permanent est:

Co
By = K. (A-Cx)
quant aux valeurs T, et 0, elles sont les solutions de I'équation transcendante (138) et (139):
Ky,
e~ — K,BI 2[cesin(B8) — B cos(B0)] =0 (138)

SLee “On-line PID Controller Tuning from a Single Closed-Loop Test” AIChE J., 35, 329 (1989).
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et T, = %[1 + K K,e* cos(80)] (139)

T=¢

T

3 |{vn

et (=

Ces équations sont résolues numériquement; en utilisant la méthode d’itération a point fixe,
nous obtenons:

Q=

1 ,Be—a(o)k
= - t e k=0,1,2, ---
(0)k+1 ,3[# + arctan (I(cl{p\/a2 + ,BTCOS(ﬂ(a)k _ #))7
avec la valeur initiale:
+ x
(9)0 — (l“ IH 4)
et
_ B
p= arctan(a)

B6. Méthode de Chen (1989)¢

Chen propose d'étudier la fonction de transfert d’un systéme du second ordre avec retard
qui inclut cette fois ci le cas d’une réponse sous-amortie.
y(s) _ H(s) = Ke%°
r(s) T 224 2frs +1

En utilisant les valeurs extraites & partir de la figure 27:

Coo
I( - —X-
£ = —In (M) )
\/71'2-+-1n2 (M.).
r (Tml_ pl) 1’_5
- T

abf = 2Tpl."= ml
Cplcp? - 072711

Coo
Cpl + Cp2 —2Cm1
1 Coo - le Cp2 - Coc
M 2.(Cp1—Coo+Coo"'cml)

A représente I'amplitude de I’échelon appliqué et M le dépassement mesuré. La fréquence
critique vérifie

2fTw,

————— ) = =TT
1—1'%3)

- —0hs wy — arctan(

6Chen “A Simple Method for on-line Identification and Controller Tuning” AIChE J., 33, 2037 (1989).

74



Solutionnant cette derniére équation pour w;, la période critique T, correspondante:

o2

T
L’amplitude de la fonction de transfert en boucle fermée correspondant a la fréquence d’oscillation
est donnée par:

K
H(jw,) |2 —————
) = s ey

De plus, le gain critique du systeme en boucle ouverte est:

o | Hjw,) |
Cjwz)Gpliws) |=
| C(jwz)Gpljw:) | 142 | H(jwz) | + | H(jws) |2

Cette derniére équation est la réciproque de la marge de gain du systéme avec le contréleur PID
en mode proportionnel seulement: C(s) = K.. Le gain critique du systeme en boucle fermée
est:

K. = K. x (marge de gain)
A partir du gain critique (K;) et la période critique (7}), nous pouvons avoir recours aux
relations de Ziegler-Nichols pour déterminer les constantes optimales du PID.

B7. Méthode de Lee, Cho et Edgar (1990)’

Cette approche fait appel a la méthode de Chen. Toutefois, le processus considéré en est
un du second ordre avec retard (plutét qu’un du premier ordre avec retard). Une fois le gain et
la fréquence critique trouvés, une nouvelle représentation du modele du procédé a commander
est établie, soit ’on applique & ce processus un gain proportionnel K, et un retour unitaire. Le
processus G,(s) et la boucle fermée H(s) peuvent étre exprimées comme suit:

(bls -+ bg)e“""

Gals) s2+ais+ap
K.G,(s) Ke=%s
t = P =
et H(s) 14+ K.Gp(s) 72s24+21s+1
avec
26t + Kby
G = TR,
(2 - S
1-K
ag = ——
2 - K=
b V(a2 = w2)? + (aw,)? — (K.by)?
v w, - Kz
b - (121(
T K.(Q-K)

"Lee, Cho, Edgar “An Improved Technique for PID Controller Tuning from Closed Loop Tests”. AIChE J.,
36 1891 (1990).
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et finalement,

T+ arctan(-l—*) - arctan((‘12 u2))

Wy

avec 0y; est le retard de la réponse en boucle fermée.
Le critére de performance dans le domaine de la fréquence est choisi de fagon a ce que la valeur
créte corresponde a un argument de la boucle ouverte égal a 225°, soit:

C(jwy)Gy(jwp) = re~i¥

Wy _<_ 2wp
avec w, la fréquence de résonance et
v _ [
W 'Mg' 005
r= T
T Mz

ou wy est la largeur de bande en boucle fermée du systéme soit la valeur déterminant une
attenuation de 3 dB, et M, est 'amplitude de la boucle fermée a la fréquence de résonance w,.
La condition de résonance s’écrit:

d

4 |_Cl)Gyliv)
dw

1+ C(jw)Gp(jw)

A partir de la combinaison de cette derniére relation avec les critéres définit plus haut, on
obtient les relations suivantes qui permettent de déterminer le réglage du contrdleur PID soit
C(s) = Kc(1 + 3 + 7as) avec

K., = r
VIL+ @(0p)[w(wp) + v2 ()]
ot (wp) = 0 (wp)a(wy) + 2] 4 Bl (w,) + v (1p)g(ep) — Hemliles)
T 2{v(wp) — “(wp)]
Ty = 1

wP[wap - Q(wp)]

D’ou

Gp(jw) = u(w) +Jv(

)
u'(w)= d;‘f‘)) ( )

et v (w) = y

€

qg(w) = tan [-75- — arctan (

a=—7—§—-M(1—7=)

B=(M!-1

S-%

Algorithme de réglage:
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1. On initialise w, & %= et on fixe M, soit & 1.02 soit & 1.25 (la valeur retenue sera celle qui

aura procuré la plus haute fréquence de résonnance w, possible).
2. On calcule les trois gains du contréleur PID.

3. On augmente la valeur de w, et on refait I’étape 2. On répéte cette procédure jusqu’a ce
que la contrainte suivante ne soit plus respectée:

C(i2wp)Gpli2wp) | . V2
1+C(j2wp)Gp(j2wp) -2

La valeur de la fréquence de résonance w, se situe quelque part entre %= et 3w;.
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1 Extension du filtre de pondération du PAG au cas
multivariable |

Dans cette section nous nous proposons de développer une formulation généralisée du filtre
de pondération du PAG dans le cas multivariable. Rappelons qu’il a été démontré [WES8T] que
la structure de contréle du PAG multivariable est une extension simple de la CMI multivariable.

Dans une premiére section, nous examinerons les travaux relatifs aux systémes multivariables
comportant des retards. Nous nous attarderons principalement aux travaux impliquant la CMI
avant de présenter notre proposition.

1.1 Les approches existantes au probléme de la compensation des
retards multivariables

Plusieurs procédures de compensation de systémes multivariables comportant des retards
ont été proposées afin d’étendre le champs d’application du prédicteur de Smith.
Une premiére partie, fait appel a des solutions existantes pour le probleme de systemes asservis
multivariable comportant des retards.

Considérons le systéme multivariable dans le domaine de Laplace:

y(s) = B(s)u(s) + G(s)¢(s)

ol y(s) représente le vecteur des sorties du systéme, u(s), le vecteur des actions de contrdle, et
{(s) un vecteur des perturbations de charge. La matrice de fonction de transfert du processus
P(s) a la forme:

Pou(s)e“"ns P012 (3)6_0123. T Pom(s)e""lns
Po, (s)e™? Py, (s)e™®° ... P, (s)e”"n°
p(s)= | o) . .
Po, (s)e~®2 Py, (s)e™f .. Py, (s)e™"°
avec — 1
Py, = Sill=iips £ 1) po oy p (o)t

[M21(Tijes +1)

ou k;; = le gain du régime permanent de I’élément ¢j de F,,.

m;; = nombre des zéros de Fy,;(s). :

ri; = nombre des poles de Py, (s) (mi;j < ri; pour les systémes strictement propres).

On suppose que la matrice de fonction de transfert de la charge G,(s) a une forme semblable a

celle de la matrice de fonction de transfert du processus; autrement dit elle inclut des retards.
Le diagramme bloc du contrdle multivariable conventionnel est donné par la figure 1. La

réponse en boucle fermée de ce systeme est:

y(s) = I + B(s)C(s)]™" [B(s)C(s)x(s) + d(s)]
L’équation caractéristique:
| T+P(s)C(s) |=0
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indique que la stabilité du systéme est affectée par les retards présents dans la matrice de
fonction de transfert du processus. Il s’en suit que les gains du contréleur (que I'on peut se
permettre en rapport & un objectif de performance particulier tel la sensibilité) sont réduits en
rapport & un systeéme similaire oti les retards sont absents. Ceci complique donc I’analyse de la
réponse du systeme.

Figure 1: Structure de la commande multivariable conventionnelle.

Alevisakis et Seborg [AS73], ont adapté le prédicteur de Smith pour les systémes multi-
variables lorsque les retards 6;; sont identiques. Avec cette restriction, la fonction de transfert
multivariable du processus est donnée par:

B(s) = Bo(s)e™™

avec Py(s): la matrice de fonction de transfert du processus sans retard. Il a été établi que,
I'implantation du prédicteur de Smith pour ce cas spécial, est similaire a la solution des systemes
SISO.

Ogunnaike et Ray [OR79] ont développé le compensateur lorsque les retards 6;; sont dif-
férents. Le diagramme bloc de ce compensateur est donné & la figure 2. Par analogie avec le
prédicteur de Smith SISO, une boucle de contre-réaction interne My(s) — M(s) est incorporée
au contréleur C(s). My(s) représente le modéle multivariable rationnel du processus Py(s) et
M(s) représente le modéle multivariable du processus P(s) incluant des retards. Le contréleur
Go.(s) de la boucle interne constituée par C(s) et (M(s) — My(s)) est:

Goels) = {T + C(s)[Mo(s) — M(s)]} " C(s) (1)
La sortie du systéme s’exprime alors comme suit:
y(s) = [ + B(8)Goc(s)] ™" [B(5)Goc(s)x(s) +d(s)] (2)

Substituant (1) dans (2), nous obtenons:

¥(s) = B(s) [+ C(s)Po(s)] ™" Cs)x(s)
+B(s) [ + C(s)Bo(s)] ™" H(s)P7*(s)d(s)

Figure 2: Compensateur de retard multivariable d’Ogunnaike-Ray.



Ogunnaike et Ray démontrent que la sensibilité de ce systéme en boucle fermée, est déter-
minée par ’équation caractéristique:

| 14 C(s)Bqo(s) |=0

qui ne contient aucun retard, ce qui fait que le contréleur C(s) peut avoir des gains plus élevés
et des performances améliorées.

Garcia et Morari [GM5a] ont comparé le compensateur de retard de Ogunnaike-Ray (ORC)
avec la structure de la commande par modele interne multivariable. Le schéma de commande
de la figure 2 est repris avec une structure de contréle de type CMI (figure 3) dans laquelle:

Ge(s) = [T + C(s)Mo(s)] " C(s)

Le controleur G,(s) dépend donc seulement de la partie rationnelle du modele du processus
M,(s), et simplifie, de ce fait, la complexité inhérente aux effets des retards dans ’analyse de
la stabilité.

Soliman et Ray [SR72] et Ogunnaike et Ray [OR79] ont affirmé que les solutions, avec
ce type de contre-réaction, peuvent étre ramenées 4 une formulation de commande optimale
quadratique classique dans les cas monovariable puis multivariable respectivement. Dans de
tels cas, la compensation est supposée contenir des retards, et elle a fait, par ailleurs, ’objet
d’une étude pratique [OLMRS3].

Jerome et Ray [JR86] ont amélioré le compensateur de retards multiples développé par
Ogunnaike et Ray en prévoyant 1’adjonction d’un retard dans la conception du contrdleur
(appelé le compensateur de retard multiple généralisé).

Garcia et Morari ont démontré, par un exemple, que la conception des contréleurs G (s) ou
C(s) peut conduire & de mauvaises performances lorsqu’ il y a une différence entre les retards
modélisés et les retards effectifs du systeme.

Figure 3: La compensation ORC et la structure de la CML

Jerome et Ray ont aussi incorporé quelques techniques de factorisation des retards dévelop-
pées par Holt et Morari [HM5b] dans la conception de ce type compensateur. Ces propositions
-donnent des résultats similaires a I’approche de la CMI. On note, que les compensateurs des
systémes a retard développés par Ogunnaike et Ray et Jerome et Ray, n’abordent pas la con-
ception du contréleur, mais visent seulement & 1’élimination partielle ou complete des effets
des retards. Par contre, ’approche de la CMI comporte implicitement une définition de la
compensation des retards multiples, dans laquelle on fait appel a l'utilisation de la technique
de factorisation des retards développés par Holt et Morari.

Récemment, Tsiligiannis et Sovoronos [TS88] ont proposé une méthode permettant le décou-
plage du systéme multivariable respectant le fait que la structure comporte des retards. Cette
technique canalise 'effet des retards sur la diagonale et élimine ainsi les interactions multiples
des retards non-diagonaux. Par la suite la méthode propose un choix optimum des controleurs



des boucles, soit du point de vue du critére d’erreur & temps minimum, soit de la somme des
carrés ou, encore celui de la somme des valeurs absolues.

Dans ce qui suit, nous approfondirons certains concepts mentionnés plus haut, notamment
celui de la commande par modéle interne [GM5a] et celui de Tsiligiannis et Sovoronos [TS88].

1.2 Commande par modeéle interne multivariable

x(z).’fT_._.; Fe(2) |+{Gc(2)

Figure 4: Structure de la commande par modéle interne multivariable.

Nous utiliserons des matrices de fonctions de transfert en 2z des processus multivariables,
soit:

y(2) = P(2)u(2) + d(2)

ol y(z) € R™ est un vecteur des sorties du systéme, u € R est un vecteur des actions de contréle
(supposé constant dans l'intervalle d’échantillonnage), et d est un vecteur des perturbations du
processus. La matrice de fonction de transfert du processus prend alors la forme:

PO“ (z)z"Pll P()lz(z)zmp12 <o Poln(z)z‘l’ln
P(z) =27} Py (2)27P  Poy(2)z7%2 oo Py, (z)277
Po,(2)27P" Po,(2)27™ -+ Po,.(2)z7P™

Les éléments Py,;(z) sont des fonctions rationnelles en z qui sont strictement propres. La période
d’échantillonnage additionnelle de post multiplication du retard z~! de la matrice de fonction
de transfert est due au bloqueur d’ordre zéro.

A Dexception du filtre de robustesse F,(z), la structure représentée a la figure 1 est équiva-
lente & la structure de commande conventionnelle avec

C(2) = [I + G.(=)M(2)] ™" Gc(2)
La réponse en boucle fermée de cette structure de controle CMI est:

y(z) = d(z)+ P(2) ([ + G.(:)F.()(B(z) - M(2))] "
XG,(2)E4(2)(x(z) — d(2))

et l'action de commande u(z) est déterminée par:

u(2) = {T + Ge(2)Eo(2)[B(2) = M(2)]}7 Ge(2)E.(2)(x(2) — d(2))



1.2.1' Conception du contréleur CMI multivariable

Nous allons nous attarder sur la procédure de conception du filtre de pondération, qui
constitue ’élément de retour du systéme de la figure 5. Notre proposition est une extension du
filtre aux systémes multivariables et implique une factorisation du retard de la CMI (Garcia et
Morari [GM5a] [GM5b]). ' '

Le modele du processus multivariable peut toujours admettre la factorisation de type “inner-
outer” qui suit:

M(z) = M,(:M_(2)
M,(1) =1 '
avec M (2) contient les retards et les zéros de M(z) en-dehors du cercle unitaire et M_(z) a un

inverse stable et réalisable.
Le controleur G,(z) est:

Ge(2) = M_(2)]™ (3)

de facon a obtenir la meilleure approximation stable de la fonction de transfert instable M(z) =
M, (2)M_(z). Cette commande garantit une transmission diagonale entre I’entrée et la sortie
du systéme de commande et dans le cas d’'une modélisation parfaite, il vient y(z) = r(z) (avec
M, (z) =1I). .

Le but du filtre F,(2) est d’améliorer la robustesse du systéme en présence d’erreurs de
modélisation. La sortie pour une modélisation parfaite est:

y(2) = M, (2)F(2)r(2) + [T - M, (2)F.(2)]d(2) (4)
Si a Pinstar de la relation (4) la modélisation est imparfaite alors nous aurons:
¥(2) = B(){I+G.(2)[B(2) -~ M(2)]} ™" G.(2)Ec(2)x(2) +
{I = B(2)[I + G.(2)(B(z) — M(2))] "G, (2)E.(2)}d(2)

Si M, (z) et F.(z) ont été choisies diagonales, la transmission entre l'entrée et la sortie du
systéme de commande est diagonale; autrement dit le systéme de commande est découplé.
F.(z) est un compromis entre la robustesse formulée généralement en fonction de la fréquence,
et de la performance temporelle. Le choix de M (1) = I, F.(1) = I a pour but d’éliminer
’erreur en régime permanent.

La factorisation de M(z) peut étre reprise comme suit:

M(z) = My (2)Myo(2)M_(2)

La partie non inversible M, (z) est décomposée en M,,(2)M,,(z) de fagon a ce que M (2)
soit un filtre passe-tout et de sorte que M(z)"'M_,(z) = M,,(z)M_(z) soit propre, et que
M~ (2)M,,(2) soit stable.

1.2.1.1 Procédure de factorisation diagonale de M_,(z)

Garcia et Morari [GMb5a] ont présenté une procédure de factorisation quasi-optimale de la
matrice M, (z) diagonale dans le cas d’une modélisation parfaite M(z) = P(z).

M+1(2) = dia,g[z'()‘r"'l), z_(’\;"'l)’ cee, z“'(/\:'i"l)] (5)

5



Les éléments de la matrice inverse du processus [P(z)]™! sont donnés par }—’()'.J.(,z)z"j‘f‘"1 avec
Py, (z) strictement propre en z. Posons que:

,\;’ = m?,x{ma,x(o,ﬁ;j)} J=1,--4mn

représente le retard minimum nécessaire pour assurer la réalisabilité de G.(z) = [M_(z)]™! =

[M(2)]"*M,.(2) (Garcia (1982) ou la procédure dans le cas continu de Holt et Morari (1985)).
L’exemple qui suit illustre cette procédure de factorisation:

Exemple:
On considere la matrice de fonction de transfert:
1 2271 -3
Bo) = 1205 [ ]

L’inverse non réalisable de P(z) est:

1| z =2°
-1 _ o
[B(2)]7" = 2 [ —z2 9,4 ]
avec Py = 0, P12 = 1,521 = 1 et pap = 3, valeurs pour lesquelles A} = 1 AJ = 3 et qui meénent &
la matrice diagonale

M_(z), Holt et Morari proposent [HMb5a] celui qui est
formulé dans (5) et qui permet une minimisation de l'indice de performance ISE (integral
square error), soit: -

Parmi tous les choix possibles de M

/(; = eT Aedt

ot e est un signal d’erreur et A est une matrice de pondération strictement positive. Le
choix optimal s’avere selon [HM5a] étre celui qui consiste & réarranger 'ordre des colonnes et
des rangées de M(z) de fagon a ce que le délai minimum de chaque colonne apparait sur la
diagonale de M(z). Dans l'exemple qui précede on peut noter que M(z) -en occurrence égal a
P(z) ou la supposition de modélisation parfaite- n’est pas optimal.

Pour une réponse rapide on obtient:

, -2 9,-1(1 _ ,-1
TACE R i
avec [M_(z)]~! est réalisable. En addition, M/, (z) satisfait M|, (1) = I. La deuxiéme sortie est
retournée en régime permanent apres une période d’échantillonnage en utilisant M;,(z) au lieu
que M_ (z). Cependant, la réponse est un compromis entre la rapidité et l'interaction.

Si le modéle du processus ne contient aucun retard, M_,(z) contient le facteur z7'I afin
d’obtenir un inverse réalisable. Le retard d’une période d’échantillonnage est présent dans tous
les systémes numériques utilisant un bloqueur d’ordre zéro.



Une nouvelle méthode de calcul la limite inférieure:

L’idée de base de mesure de 1’effet des systémes avec retard dans la réponse en boucle fermée
a été suggéré par Holt et Morari 1985.

(i) La méthodologie qui suit va permettre le découplage pour autant que I’on puisse augmenter
les délais des fonctions de transfert du processus de fagon arbitraire. Dénotons

1‘.-==In’,inp.'j t=1,---,n (6)

et par T le vecteur (71,72,++,7n), Ou pi; est le retard minimum des éléments P;; du
processus P. La factorisation suggérée est:

P?¢ = diag(e™™*,e™ ™%, - e7™)

(ii) Dénotons par:
o= mgx(max(O,(jkl —pw))) I=1,---,n, et R=(ru, -*,"nn) (7)
P_: = diag(e"“", LT e-rm.a)

ou Py et Gy sont le retard minimum du numérateur et dénominateur d’élément k! de p-1
respectivement.

La limite inférieure définie par 1'’équation (7) est difficile a calculer. La difficulté augmente
-avec 'ordre du systeme en calculant la matrice inverse avec retard. L’équation de la limite
inférieure peut étre calculée selon la méthode de programmation de type (MILP)!

Dénotons par A la matrice dont les éléments a;; apparaissent dans de processus:

P(s) = Py(s)e™®s®
Soit:
-1 1

il s’ensuit que le retard minimum du dénominateur gy est commun V k,l. Notons que ce retard
commun minimum par §. L’équation (7) est simplifiée:

ry = max(max(0,(§ — pu))) I =1,---,n
ou, apres quelques manipulations:
et =max(0,(¢j—n;gnﬁk1)) l=1,---,n (8)

Calcul de § et ming(pu)

1P, Psarris and C. A. Floudas “Improving the Decoupling Response Bound in Multivariable Time Delay
Systems” American Control Conference, Vol. 2, pp. 1848-1852, Boston 1991.
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Soient les ensembles indexés I, i = 1,---,n et J, = 1,--+,n introduits pour le calcul des
rangées et des colonnes de la matrice des retards respectivement. Les variables binaires y;; sont
des valeurs 0-1 associées avec les éléments a;; de la matrice A du retard. Le retard minimum
du dénominateur de A~!, §, est donc donné par la solution du probleme suivant:

Min ZZy,-ja,-j (9)
t g
Zyij=1 J=1L:n
Zy,-j=1 i=1,---,n
J
yi; = 0,1 Vi, j _ (10)

Notons que la solution du probleme ¢i-dessus rend la valeur de § et des retards a;;. Les valeurs
de ce dernier sont determiné lorsque y;; soit égale a 1.

Notons que la formulation mathématique (10) ne prend pas en considération de la cancella-
tion des termes pouvant apparaitre au determinant. Notons q’une perturbation infinitesimale
des retards resultera en un systéme sans cancellation. Le ming(pru) est calculé V [ pour
determiner les éléments du vecteur r d’aprés I’équation () ce qui entraine & la résolution du
probléme suivant pour { =1,---,n.

Mm ZZy,-ja,-j leél (11)
) £ 7
Zyij=1 Jj=LL-,n
Sys=1i=1,,n
J
yi; = 0,1Ve,5 (12)

La solution de (12) pour [ = 1,---,n donne les valeurs ming(py) VI. Les retards a;; sont
déterminés lorsque la valeur y;; égale a 1.

Un approche plus rigoreuse pour 'optimisation de la limite inférieure consiste a augmenter
les retards individuels de la matrice A (le systeme P) jusqu’a ce que le test de réarrangement
soit satisfait. Celui-ci consiste & réarranger la matrice en interchangeant les colonnes de fagon a
ce que le délai minimal de chaque rangée apparaisse sur la diagonale. Les limites supérieure et
inférieure coincident, la limite inférieure peut étre calculée d’aprés le retard minimum dans la
rangée de la matrice modifiée. Si on élimine certaines rangées de A, il est possible de générer la
sous-matrice qui satisfait le test de réarrangement, cette sous-matrice contient le sous-vecteur
du vecteur limite supérieure T de 1’équation (6) et ce sous vecteur de la limite supérieure peut
étre réalisé en augmentant le retard spécifique du systéme original.

Soient b;; les retards modifiés de la matrice modifiée B. Les valeurs binaires y;; -soit 1 soit
0- sont associées aux éléments b;;. La valeur de y;; égale 1 lorsque I’élément correspondant
dans la matrice de délai est le plus petit de sa rangée. 1l revient donc de résoudre le probleme
suivant.

Min Zz b;; (13)
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Zyij=1 j=1,...’n
Syij=1li=1,,n
j .
> yijbij —bi; < 06,5 =1,4--,n
J
a,-ij,-J- i,j:l,...’n
vi; = 0,1 Vi, j (14)

La solution de (14) selon la méthode (MILP) donne les retards b;; du systéme modifié et montre
la limite inférieure améliorée dans ce probléme modifié. A partir de b;; ’on retrouve les éléments
a;;. La matrice modifiée satisfait le test de réarrangement.

1.2.1.2 Choix de M ,(2)

M_,(z) est choisie de fagon & ce que [M_(z)]"! soit stable. En supposant M+1(z) = z71],
'inverse de M_(z) est donnée par:

M = M) Marle) = T M)

Lorsque M(z) est stable det(M(z)) contient tous les zéros de M(z) qu’ils soient ou non a
intérieur du cercle unitaire.
Cette procédure est illustrée par ’exemple suivant:

Exemple:
On considére la matrice de fonction de transfert du modele:

0.6 0.5
M) = | |

z-0.5 2z-04

est stable en boucle ouverte. Le déterminant de la matrice est:

036 030
(z—-04)2 (z2-0.5)2

det[M(2)] =

se réduit a:

0.06(2% — 2z +0.7)

det[M( )] = (z —0.4)2(z — 0.5)2

1e déterminant contient un zéro de M(z) qui est en-dehors du cercle unitaire (les racines de
2% — 224 0.7 = 0 étant 212—1:1:\/ 3).
Le facteur z; = 1 + /0.3 &~ 1.547 rend [M(z)]™! instable. M,,(z) est choisie de fagon que

z — (1 + +/0.3) soit annule par [M_(2)]"%.
M, ,(z) sera donc:

z—1.547 0

M,,(2) = 1"1(')5472 2=1.547 | 9 M+1(Z)=2'112
‘ 1-1.5472

9



Dans la forme finale de M ,(z), nous ne tenons compte que de I’objectif de performance tem-
porel M, (1) =I. _
Pour une réponse plus rapide, on utilise la transformation suivante (le contréleur est stable):

) 0
Me(9) =] 50051 - 21) zpes o=

La premiére sortie présente une réponse “deadbeat”, la seconde sortie est affectée par une
réponse inverse et en interaction. Il est possible de selectionné M _ (z) afin que ce soit la seconde
sortie a une réponse “deadbeat” et la premiére sortie est affectée par une réponse inverse et

en interaction. M, (2) a été choisi tel que la sortie la plus importante présente une réponse
“deadbeat”.

1.2.1.3 Détermination du filtre de robustesse de la CMI multivariable

Garcia et Morari [GMb5b] ont présenté un théoréme pour les systemes multivariables assurant
la stabilité en boucle fermée dans le cas d’un filtre de robustesse diagonale.
Nous supposons que:

a) le filtre F,(2) donné par la figure 4 est diagonal et de type exponentiel dans le temps soit:

F,(z) = diag [_.1_'_'_9‘__

1—052"1] 0<a;<1l i=1,---,n

b) que G,(z) = [M_(2)]"!. Il existe un a* (0 < a* < 1) tel que le systéme soit stable en
boucle fermée V «; dans intervalle ouvert o* < a; <1 (¢ =1,2,:-+,n) si et seulement
si P(2) et M(z) satisfont:

Re{A; (BOMMDI™)} >0 j=1,-,n
ou A;[A] indiquent la j*™ valeur propre de A.

1.2.2 Conception du contrdleur par ’adjonction d’un module d’“interaction”

La conception se base sur la notion de matrice “interactive” proposée par Wolowich et Falb
[WF76] pour les systémes MIMO & invariant caractéristique. L’invariant caractéristique d’une
matrice P(z) représentant un processus dans lequel est associée une matrice de compensation
. G.(z). Celle-ci est une matrice triangulaire inférieure £p(z) dite matrice d’interaction. Cette
~derniére est dite invariante par rapport & P(z) en ce sens que P(2)G.(z) = &p(2) et que
ép(2)G.(2) = P(2) pour des compensateurs G_,(z) et G.,(z) appartenant a I’ensemble des
matrices rationnelles propres et inversibles. Tel que démontré dans [WF76], I’équivalence de
P(z) et de ép(2) implique un rang commun et, de plus, la stabilité de I’'un implique la stabilité
de l'autre. La méthode de construction de la matrice d’interaction {p(2) est élaborée dans
[WE76], et il y est démontré qu’elle est unique.
Rappelons que, dans le cas de la CMI, le contrdleur est G (z) = [M_(2)]™.

Exemples d’application dans le cas d’'une CMI (modélisation parfaite). Nous commencerons
par illustrer des matrices de compensation G,(z) réalisables.

10



z-dl ~dy
1- EI(Z) = [ 2z—d1 z-dl ]
2 1]

Bry(2) = = avee Gyo(2) = [By-(2)]! = [ 2 1 ] |

2z~h -d
22 p-d2

2- Py(2) = [

—dy -1
| 132+(z>=["‘0" z.‘.’dz] avec Gyo(2) = [Ba-(2)]"* [f }]
- me= |20 4

Pay(2) = 27" avec Gy(2) = [B3_(2)] " = 2 _12_3 [ 1~2 —;~ ]

4-  Py) = [ 270 ]

z

272 - |
Pyi(2) = 271 avec Gyo(2) = [Py (2)] 7' = '_'__2?1;:3' [ -9 2—11 ]

Dans les exemples qui suivent, le contréleur G.(z) n’est pas réalisable.

- Pylz)= {2 zii]

E5+(Z) = [ z;1 293 ] avec GSC(Z) = [Es__(Z)]_l = [ ._12 ;: ]
- 1,-1y o=
- ro= | SEHE) A

8
Poy(2) = 277 avee Gee(2) = 3.[ -2(1 + 327l 21 -ijz’l) ]

_ 71+ 7Y 271+ 171
- Ps(2) = [ 2—1(1+ %Z-—l) 2—13 ]
22 -—z2(1+ 1z"1) ]

f_’7+(z) = 271 avec Gre(2) = -18 [ 2(1 + 1z—1) 224 (1+ 12-1)

Pour répondre au probléme de la non réalisabilité des compensations
Gse, Geey Gre, 'approche de la matrice d’interaction peut s’avérer utile [TS88].

A) Nous commencerons par définir les zéros & I’intérieur du cercle unitaire et
les retards. ,

Soit P(z) de dimension n x n. Il existe une matrice polynomiale unique £p(t)(z) appelée
matrice “d’interaction” de la forme:

€p(z) = Hp(z)diag(zk‘ ,z° .. .,zk")
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avec
1 o .- 0
ha1(2) 1 e 0
He(z)=] . S
hnl(z) hng(z) eee 1
dans laquelle h;;(z) soit. divisible par z, soit nulle, de sorte que:
Al. lim,_ ép(2)P(z) = Kp ot Kp est une matrice non singuliere;

A2. P(2)"%p(z)! est propre;

A3. Si P,(2),P,(2) sont de rang plein et propres, il existe une matrice P(z) propre telle que
P,(2)P(z) = P,(2) si et seulement si, le produit ¢p, (2)[¢p,(2)]™" est propre.

La procédure de calcul de la matrice “d’interaction” (voir annexe A) procure les resultats qui
suivent en rapport avec les exemples deja cités

dy

1= tn() = |75 231]
2~ ) = |7 232]
5- ) = |5 0]
= e = |5 0]
5= el = | o o]
o— e = | 5]

z 0
T— &p(2) = — 4+ 122 zs]

Exemple de calcul de la matrice “d’interaction”:

Nous illustrons une premiére méthode permettant de définir la matrice d’interaction £'(z) dont
les rangées seront dénotées £!(z);. k; représentera le retard minimum de la rangée 7 de Ps(z).
k} fait référence au premier choix possible de £!(2);.

2271 272
Py(z) = [ =3 1 ]
ky = n = lim 2[ 2271 z7?2]=[2 0]
kp=3 m=lim2[27° 27 ]=11 (]

La premiéere rangée de la matrice “d’interaction” est £(z); = [z 0]
Sié& = m = [2 0] et 7, étaient, linéairement indépendants, la seconde rangée de la matrice

12



“d’interaction” est donnée par [0 2°],
dans le cas présent 7, = 3£

Bz = {0 2] -5l 0]
Le choix de ki doit étre tel que expression qui suit soit ﬁnié:
E(z):Bs(2) = [0 524
Soit kI = 1. Nous pouvons vérifier que:
lim £(2):P(2) = [0 -;—] = £} finie et non nulle

Donc £} et ¢; sont linéairement indépendantes d’oti la matrice “d’interaction”

z 0
p(2) = [ _%22 o4 ]
La procédure de conception des matrices “d’interactions” £p,(z) et €p,(2) sont présentées a
l’annexe A.

Conception du contréleur par I’adjonction de la matrice d’interaction.

Dans ce cas, nous élaborerons la conception du contrdleur qui est optimale dans le sens
que la somme des carrés de l'erreur e existant entre la sortie et la référence est minimale, et
idéalement, nulle. Alternativement, on pourra viser & minimiser une forme quadratique eI Qe
dans laquelle () est une matrice de pondération strictement positive et la somme Qe ou Q) est
une matrice strictement positive. L’ensemble de ces minimisations se faisant pour la somme
des échantillonnages allant de ¢t = ¢, + k; & l'infini. t. représente le moment de I’application
d’une variation de type échelon du point de consigne.

L’hypothese ‘Al entraine que £ép(z)~! est stable et causale. Les conditions Al et A3, com-
binées aux conditions F,(1) = I résultent du choix de contréleur.

G(2) = [B(2)]7'[€p(2)] 7 ¢P(1)E(2)

lequel est propre, stable et permet d’éliminer 'erreur en régime permanent.

Exemples:
1 227 275
Ho) = 1055 [ ]
. : 22 0 '
Ainsi d; = 2,d; =1 et lim,_,, det( 0 P(z))=0
22 0 1 0
o= [ G0 2] mmer=[ 4 1]



La matrice en boucle fermée:

Gpr(z)

est optimale mais n’est pas découplée.

¢p(2)7'€p(1)

| |

Nous abordons donc le découplage de Ggp(2).

272 0

Lzl = z73) 273

2

On suppose que la matrice de transfert en boucle fermée désirée est G4(z) (non singuliere et
propre) et que la matrice de transfert satisfait A1-A3. Il existe donc un contréleur admissible
si et seulement si € pfé: est propre.

-n ]

0

0

4 , TR ’ 2
La réponse en boucle fermée désirée étant G,(z) = l -

Le meilleur contrdleur propre possible est:

- Pan2 0
fPfG: = [ _%24-,:, 23-P2 }
Par suite, le meilleur découplage du contréleur G,(z) correspond & p; = 4 et p; = 3 de sorte
que:
_ 1] 272 23
6.0 =20 0 =5 T 5|
e Calcul du contréleur pour P(2), Ps(z), P1(2)
(14271 =27
2
GSc(z) - —1 2 ]
3 -3
Gec(2) = | —2- :212—1 3(1 + _;_z—l) }
Go(2) = [ —2(7+227")  18(1+4 327Y)
Te T 3(5+227Y) -18(1+ 127
Remarque:
Si la matrice de transfert diagonale désirée en boucle fermée est, (G, = diag(z™%)), la plus
petite valeur p;, (i = 1,2,---,n) est donnée par la dérivée i‘me de la colonne de la matrice

d’interaction {p p; = 0C;(ép). Le degré de la colonne de la matrice d’interaction est la plus
petite valeur possible du retard de la diagonale G,.
Appliquons a I’exemple donné par Garcia et Morari [GMb5a]:

: 2271 273
R
dy = ™= zlirrolo | 1__20’.;:_1 1_3:;_1 ]=[2 0]=¢& avec é(z)1 = [z 0]
=3 mn=lm Zam pm 1=l =Gavec () =0 27

Ty = %51 (&, et &; sont linéairement dépendants)
51(2)2 = zké{[ﬂ 23] _ _;_[z 0]} = z"%[—%z 23]
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Le choix de ki doit étre tel que la limite d’expression qui suit soit finie:
E(2)M(2) = [0 271H]
Soit k3 = 1, il vient:
E(a)=] -3 ]
Donc f% et &, sont linéairement indépendant d’ou la matrice “d’interaction”

fM(z)z[_ P 204] avec gM(1)=[ !

lim, o ép(2)M(2) = [ 0’ 1

Le contréleur G, est:

1 ? ] fini et non nulle. Le controleur est:
2

B) Cas des retards et les zéros en-dehors du cercle unitaire.

Dans cette partie, nous présentons les deux matrices “d’interaction” généralisées de Tsili-
giannis et Sovoronos [T'S89]. Ces matrices denotées “interaction h et q” sont introduites dans le
cas plus général ol en addition aux retards, les zéros finis en-dehors du cercle unitaire sont aussi
definis. Pour cela, tous les éléments non inversibles sont exprimés par “l'interaction WF”, si le
systéme a aucun zéro fini en-dehors du cercle unitaire. La réduction de 'inverse de “I'interaction
h” a un découplage optimale triangulaire de la matrice de transfert en boucle fermée en rapport
avec le critere SSE pendant ce temps la réduction de 'inverse de “I’interaction q” est optimale
en rapport avec un critére de performance a temps minimum, de sorte que:

Assomptions de base sur le systéme considéré P

B1: La matrice de transfert du systéme P est non singuliere et propre;

B2: Le systéme est stable en boucle ouverte;

B3: Iln’y a aucune annulation de pdles par des zéros dans la matrice de transfert du systeme;
B4: Le systéme n’a aucun zéro de transmission dans le cercle unitaire.

Les retards sont considérés comme des zéros a I'infini. Nous dénotons par }° = {01,092, ,00}
’ensemble des zéros finis ou infinis en-dehors du cercle unitaire | z |[> 1 de P. 3 contient
donc tous les éléments non inversibles. L’“interacteur WF” prenant en considération les délais
uniquement, il est proposé d’effectuer une transformation qui permettées de déplacer un zéro
en dehors du cercle & 'infini avant d’appliquer la méthode preconisée par WF. Deux transfor-
' mations sont possibles:

e Dans le cas d’un interacteur de type h, la transformation: h — z est:

P LU el LIPS W)

- h+o z—0

15



Cette transformation permet & la matrice “d’interaction” un découplage triangulaire du con-
trdleur, tout en minimisant le critere de la somme des carrés des erreurs de la réponse temporelle
en régime établi.

o La seconde transformation possible ¢ — 2 est:

o -
Z='(-1—1—;('I-:'T<==>q=(iz—:a-3ﬁ(dez) (16)

permet a I’“interaction” un découplage triangulaire du contréleur qui est optimale en rapport
avec le temps de stabilisation des performances temporelles.
On remarque lorsque: o — 00,k = ¢ = 2, c’est & dire que les transformations précédentes sont
équivalentes.

Théoréme: Soit la matrice de transfert P(z) satisfaisant (B1) a (B3), il existe une matrice
rationnelle triangulaire inférieure unique:

é‘ga(z) = Hp,diag{w’“”, wkga, Tt wk"a}(kia 2 0)

avec w = h (équation (15)) ou w = ¢ (équation (16))

1 0 cee 0
Hp () = hm:(w) 1 e 0
hnl.(w) hn2.('UJ) e 1
ol hij(w)i,j =1,2,---,n sont des polynémes en w divisibles par w (ou zéro) de sorte que:

1. im,, £%,(2)P(2) = KB, est non singuliere;

2. €B,(2) a un inverse stable;

w

ép,(z) a un inverse causal;

les poles en-dehors du cercle unitaire | z |> 1 de P(z)~1¢%,(2)"" sont ceux de 3= —{o};

AN

Si P,(z) et P,(z) satisfont les propositions (B1) & (B3), il existe un P(z) sans péle a o tel
que P,(2)P(z) = P,(2) si et seulement si £B ,(2)¢p,,(2) n’a aucun pdle a o.

Un “intéracteur ¢ — w” (c’est & dire ¢ — h ou o — ¢ ) ne tient compte que d’un seul élément
de Y. Pour I’ensemble des éléments de 3, la généralisation de 1'“interaction w” est:

£p(2) = £ (2)ER-1(2) -+ &5 (2)€ (2)

ot1 £ est I’“interaction” o; — w de K, avecK}(z) = £(2) K}, et K¥(z) = P(z2).

Théoréme: Soit une matrice de transfert P(z) satisfaisant (B1) a (B4) avec w = h ou
w = q. L’“interaction” w généralisée £p avec les propriétés suivantes:

1. lim,_,, £5(2)P(z) est finie et non singuliére Yo; € 3;

2. P(2)71¢8(2)! est stable et propre;
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P,(z) et P,(2) satisfont (B1) & (B4), alors il existe un P(z) stable et propre tel que
( )P(2) = P,(2) si et seulement si £ (2)€R, ()" est stable et propre.

Design du compensateur
Théoréme: On suppose que les conditions (B1) a (B4) sont vérifiées. Pour chaque matrice
de transfert propre et stable F (z) avec F (1) = I et w = h ou w = ¢, le controleur

Ge(2) = B(2)7¢p(2) T €p(1)E(2) (17)

est propre, stable et élimine les erreurs en régime permanent.

Paramétrisation des matrices de transfert en boucle fermée

On suppose que les hypothéses (B1) a (B4) sont vérifiées. Si G, est la matrice de transfert
en boucle fermée désirée (G, non singuliére, stable et propre) alors il existe un contréleur
admissible (stable et propre) G, pour 'une des conditions suivantes:

1. Si et seulement si £B(2)£4,(2)7" est stable et propre (w = h ou q) ou, alternativement:
2. Si et seulement si {B(z)Ga(z) est stable et propre (w = h ou q)

Théoréme: On suppose que les hypotheses (B1) a (B4) sont vérifiées. Si ’on est interessé
par la matrice de transfert en boucle fermée diagonale qui suit, dans quel cas

Hw ~™i(w = h ouq)

il s’en suit que les plus petites valeurs possibles m;; sont données par I'ordre le plus élevé de
w(a;) dans la **™ colonne de ¢8(z).

Remarque:

La proposition B4 peut étre relaxée en excluant seulement les zéros situés sur le cercle unitaire
(| o |=1). Pour l'interacteur h on considére le controleur sous-optimal pour I'utilisation:

l-(o+¢€)z 1l-0

h= z—0 l1—(o+¢)

| € | faible, | o + ¢ |> 1. Cette modification assure que l'inverse de £5, est stable (autrement
¢5-1 a des poles sur le cercle unitaire & la valeur complexe conjuguée de o).

Exemple:
On considére le systéme qui suit, donné d’apres Garcia et Morari (1985b)

0.6 0.5
P(2) = ( 201 s )

z—-0.5 z-04

Ce systéme a des zéros en-dehors du cercle unitaire & 1 + v/0.3(= 1) et oo(= a3).
¢ Cas d’“interacteur h”:
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En suivant la procédure donnée dans 'annexe A, nous avons:

) = () = ( _gizsr 120t )

z—01 z—0y

__ 0.6+/03 .
avec a = 7. Soit

06 ' 0.5
K*2) = fﬁal(z)P (2) = [ 0.6(1f;3z'f(1-a) (0.6-0?52%’(%—«;14 ]
—04)(-035)  (¢=04)(z—0.3)

g0=(5 )

() = ) = ( _gsims alee )

z—0y z—0)

D’ou:

et

et la matrice en boucle fermée optimale (dans le sens de la minimisation des erreurs de la
réponse temporelle en régime permanent) est donnée par Gpp(z) = ¢p(2)71€R(1) ou

_ 1 0
GBF(Z) =2z [ a(01+1)(1"2) z—01 ]

le0y2 1-012

Le contrdleur est donné par G,(z) = P(z)~'Ggp(z) (avec 'annulation de la paire péle / zéro)
ou

G.(2) =

27z — 0.4)(z - 0.5) [ 7.78(z — 0.357)  —8.333(z — 0.4) }
(z — 0.452)(1 — 0y2) | —12.432(2 —0.517)  10(z —0.5)

Si I’on desire une transmission en boucle fermée découplée et que 'ordre le plus élevé est
My = Mg = Myz = Moy = 1 alors le systéme en boucle fermée desiré G4(2) = diag{z‘lli_:;‘%}
résulte avec le contrdleur G (z) donné par:

_ zY(2-04)(z—05) [ 10(z—0.5) —8.333(z — 0.4)
G(2) = (z — 0.452)(1 — o1 2) [ ~10(z —0.4)  10(z —0.5) ]

¢ Cas d’“interacteur q”:
Si le temps de stabilisation minimum de la réponse temporelle est désiré on utilise I’“interaction
q”, et, toujours d’apres ’annexe A.

1 0
GI(Z) = €g?al(z) = [ ___a(l-'al)z (1-a1)z ]

z—01 z—01

0.6 0.5
Kg(z) = f;’(z)E(z) = [ 0.6(1—2;3'(41—-01)2 (0.6-—0.25.;3.(51—0'1)2 ]
(2—0.4)(z—0.5) (z—0.4)(2-0.5)

fz(z)=(§ 2)
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L’interacteur q est:

0 .
64) = ) = | o o |

Z=-01 Z—01

et la matrice de transfert optimale en boucle fermée est:

| ) 1 0
GBF(z) =271 [ aa1(l-—z) 2—01 ]

(1-01)z (1-01)z

Le contrdleur en boucle fermée de la CMI avec interacteur de type q est

G() = 22 =0 =05) [ 8.653(z — 0.422) —8.333(z — 0.4) ]

(z—0452)(1 —oy) | —11.477(2 —0477)  10(z —0.5)

 Pour un découplage d’ordre my; = mg; = myz = mye = 1, la matrice de transfert en boucle
fermée possible est G;(z) = diag{fi%l:—zs—_ll}. Ce résultat s’obtient avec le controleur

G.(z) = z7%(2 —04)(z—0.5) [ 10(z—0.5) —8.333(2 —0.4)

H T (- 0452) (1 —0y) | —10(z—04)  10(z —0.5)
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1.3 Une nouvelle formulation du filtre de pondération multivari-

able
_Jo 5ot b et o] o) O
Yp(’)m a(‘)
Efc(zll

Figure 5: Structure du prédicteur analytique généralisé multivariable.

Par analogie avec les systémes SISO, le PAG multivariable est maintenant implanté par
Iinsertion d’un filtre de pondération F,.(z) dans la boucle de contre-réaction de la structure
CMI multivariable. Le résultat de la structure de la commande du PAG est donné a la figure
5, (z) est un vecteur de prédiction:

7.(2) = E()()
La réponse en boucle fermée pour le PAG est:

¥(2) = B + Gul2)E(2)Ere(2)(B(2) — ()] Gu(2)Eel)n(z) +
{I= B + Go(2)Eo(2)Erel2)(B(2) = M) Go(2)EL()Ere(2)} 4(2)
(18)

Dans le cas d’une modélisation parfaite, I’équation (18) se réduit a:
y(2) = B(2)G.(2)E.(2)x(2) + [I — B(2)G.(2 )F (2)E,.(2)] d(2) - (19)

1.3.1 Conception du filtre de pondération multivariable

Pour le cas monovariable, la procédure de conception du contréleur CMI est applicable
pour le PAG. La méme procédure est vraie pour le PAG multivariable. Dans le cas d’une
modélisation parfaite, la structure CMI est réalisée quand le contréleur G (2) est l'inverse de
la matrice de transfert du modele.

Substituons [M(2)]~! & G,(2) dans 'équation (19) (modélisation parfaite) avec F (2) = I,
il vient:

y(2) =1(2) + [I - F,.(2)] d(2)

Si le modéle est inversible, que le processus ne contient aucun retard et que F, (2) = I.
L’inverse d’un modéle n’étant jamais réalisable notons M(z) = M_(z)M,(z) (voir section
1.2.1). En choisissant le contréleur CMI: Gc(z) = [M_(2)]7?, la sortie est donnée par:

¥(2) = My (2)Ee(2)x(2) + [T = M (2)Fe(2)F,.(2)] d(2) (20)

En comparant la sortie fournie par 1’équation (20) avec celle de la CMI donnée par 1’équation
(4), nous constatons que les sorties sont identiques en régime suiveur.
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Cependant, la sortie en régulation du PAG, contient le filtre de pondération F,.(2) qui va
permettre une meilleure performance.

Le PAG posséde d’importantes propriétés que nous incorporerons dans le filtre de pondér-
ation F, (2):

e Dans le cas d’une prédiction parfaite et d’une perturbation de charge de type échelon, le
filtre d’adaptation prévoit les effets de perturbation attribuables a la charge;

e Quand toutes les conditions de la prédiction parfaite ne sont pas appliquées, le filtre de
pondération pourvoie tant 3 une meilleure robustesse qu’a un flexibilité relative de la
réponse temporelle.

Ces propriétés peuvent étre incorporées au filtre de pondération F,.(2).
Lorsque le filtre du contrdleur CMI F,(2) et le filtre de pondération F,, sont diagonaux, la
sortie donnée par I’équation (20) peut étre réarrangée comme suit:

¥(2) = My (2)Ec(2)e(2) + [T = My (2)E,o(2)E(2)] d(2)

Le but du filtre de pondération de prédiction F, (z) est d’annuler tous les retards [WE87]. Ce
qui implique:

M (2)F,(2) =1

F,.(2) = [M+(z)]-l (21)

M, (z) contenant des retards, F, (2) contient nécessairement les prédicteurs.
Pour un filtre de ponderatxon multivariable de prédiction A(z), le filtre de prédiction pour
la (2, k)*™ sortie est donné par:

Fiki(z) = F¥(2) + (1= FE (D)) FE (= )A,’,;*Ezi i=1,-,n; k=1,---,m (22)

ol A¥ (z) est le dénominateur de la fonction de transfert du prédicteur A(2) pour la (3, k)ieme
sortie ‘et dordre rix. Dans la proposition de Wellons et Edgar [WE87], A(2) est donné par une
formule de récurrence valide pour les systemes du second ordre. Notre contribution va consister
a elargir A(z) a des systémes d’ordre quelconque et d’offrir une formulation premse de A(z).

(z) est un filtre passe bas du premler ordre avec une constante de temps Bi¥ et un horizon

de predlctlon Api = J. Alinsi, F323(2) représente le filtre pour la sortie y;; avec I’horizon de
prédiction A,; = 3. F}%(z) pour un systéme du second ordre est donnée par:

A - A A A - Al

Am — Aga An — Aoz

12
Fy*(2) =
-T_ - .
avec Agy = e 7im et Ags =€ Tm, Ty €t Ty, sont des constantes du temps du systéme.
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Procédure de conception du filtre de pondération

La conception que nous proposons suit la procédure présentée dans la section 1.2.1. On
suppose que M_ (z) est une matrice diagonale et de la forme:

M, (2) = diag [ph ()2~ 1, phy(2)e™ % 7, o+, pha(2)27 ]
Le prédicteur de perturbation F,.(z) a aussi la forme diagonale:

Erc(z) = dla'g [Flk,/\pl (z)’F%’/\pz(z)? e 7Fﬂk'AP"(z)] k= 17 Y (]

TikC T2kC nkC

avec I’horizon de prédiction A, tel que

A=A 41 i=1,---,m.

Exemple:
On considere la matrice de la fonction de transfert du modele:
1 2z-1 23
M(Z) - 1 _ 0‘52_.1 [ z-—3 z-—-4 ]

Nous avons montré dans la section 1.2.1 que la factorisation est optimale et elle est donnée par:

M, () = [ 0, ]

z

L’application de la conception donnée par 1’équation (21) du filtre de prédiction est:

22 0
Erc=[0 A k=1 (23)
L’horizon de prédiction pour la premiére sortie est sélectionné par A, = 2 et celui pour la
seconde sortie est sélectionné par A,, = 4.

La matrice de prédiction F, (z) (d’ordre 1) est exprimée par:

F..(z) = [ F:’I’S(z) le(.)‘t(z) ]

r21¢

Dans une telle conception, et les retards sont au moins en théorie, annulés de la sortie en
régulation.
Pour une réponse rapide on utilise la factorisation suivante:

M, (2) = [ z(‘)‘z 2z"1(21‘; z71) ]

Malgré que la réponse résultante contient des interactions, la matrice de prédiction F,.(z) est
désigné d’éliminer les interactions de la réponse de régulation. En employant la conception
donnée par I’équation (21), la matrice de prédiction est:

E=| 5 T ]

z
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Cependant, la matrice de prédiction résultante est:
R G
0 25(2)

Remarquons que le deuxiéme élément de la premiére rangée contient les prédictions de dz, mais
n’est pas de d;.

Erc =

Détermination du filtre de robustesse du PAG

Théoréme:
On suppose que le filtre F, de la figure 5 est diagonal et de type exponentiel dans le temps
soit:

F.(2) = dzag{———-————O <a;<l, i=1,---,n} (24)
et G, = [M_]"1. 1l existe un o* (0 <ac< 1) tel que le systéme est stable en boucle fermée

Y o; dans l'intervalle ouvert o* < a; < 1.
La démonstration est donnée a I’annexe B.

Comparaison entre CMI et PAG

L’emploi du contréleur de la CMI G,(z) = [M_(2)]”", conduit & une sortie en boucle fermée

du PAG: .
y(2) = M (2)F (2)r(2) + [T — M1 (2)Eo(2)E,.(2)]d(2)

En supposant la modélisation parfaite, le PAG multivariable et CMI sont équivalents (sans
erreur de modélisation). Si M, (z) = M,,(2)M,,(z) et F (z) sont diagonaux, la sortie en
régulation en boucle fermée de la CMI prend la forme:

y(2) = (I = E(2)M5(2)M,4(2)) d(2)

et M,,(z) ne contenant que les retards. Par analogie avec la sortie en régulation du CMI, le
PAG est:

y(2) = [I = F(2)My2(2)M 4 (2)E,.(2)] d(2)
avec F,.(z) = [M,(2)]! = [My1(2)My,(2)]

Application A la méthode de la matrice “interactive” de Tsiligiannis et Sovoronos .

Le choix du contréleur G, (z) = [M(2)]7 [ém(2)] " ém(1).
La sortie dans le cas d’une modélisation parfaite:
y(2) = [€p(2)] 7 p(L)x(z) + {T = [€p(2)] ' €P(DE(2)Ere(2) }d
Le filtre de pondération est:
F,.(2) = [£p(]7¢p(2)

La matrice de découplage étant G ( ) = [M(2)]71G4(z), nous avons

(2
Fre(2) = [E(2)] ' [Gu(2)] ™
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2 Résultats et simulations

2.1 Modeéle Wood et Berry

Dans cette section, nous comparons les simulations et les performances de la CMI et PAG
multivariables pour le modéle de la colonne de distillation de Wood et Berry. Wood et Berry
[WB73] ont développé le modéle de base expérimental de la colonne de distillation binaire
d’un montage pilote. Le modele est un systeme 2 x 2 comportant des fonctions de transferts
du premier ordre plus un retard et posséde des interactions significatives. Il a été considéré
pour la comparaison des résultats de simulation par les schémas un seul boucle et le contrdle
" multivariable (Meyer [MSW78], Ogunnaike et Ray [OR79], Garcia et Morari [GMb5al). Le

modele en question est donné par:

y1(3) 12.8¢7% =18.9¢7%° uls 3.8¢~8¢
= | EE e || 90| e (25)
ya(s) 109541 14.4s+1 2 13.2s41

y(s) = M(s)u(s) + Gel(s)
(26)

Un résumé des variables et des valeurs en régime permanent sont donnés dans le tableau suivant:

Variable Description valeur en régime permanent
v composition de la fraction molaire excédente 96.25% mole de methanol
Y2 composition de la partie inférieure 0.50% mole de methanol

Uy pourcentage de débit excédent 1.95 1b/ min

U2 vapeur du débit de pourcentage 1.71 Ib/ min

d; alimentation du pourcentage de débit 2.45 1b/ min

La période d’échantillonnage est T = 1 minute.
La fonction de transfert du modele en discret est donné par:

0.7440z~2 —0.8789z4

M (z) _ | T-09419:7T 1-0.9535z—1 (27)
- 0.5786z™8 —1.3015z~4
1-0.9123z-1 1-0.9320z—)

2.1.1 Contrdéleur CMI

Suivant la procédure de factorisation appliquable au CMI et donnée dans la section 1.2.1 le
résultat de M (2) est:

On note que le retard minimum de ’équation (27) se trouve dans la forme diagonale, le décou-
plage de la factorisation est optimale.

Le déterminant de la matrice de fonction de transfert du processus ne contient aucun zéro en-
dehors du cercle unitaire. Le résultat du contrdleur G (z) = [M_(2)]™! est stable et réalisable.
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D’ou Pexpression du filtre de pondération, la matrice de prédiction désiré est:

Frolz) = [02 34]

ou

: F 2( ) 0 } _ 3
z ""° avecryy =T =1
rc( ) [ F:.;ll ;4( ) 11 21

Les fonctions de transfert de prédiction sont supposées les mémes fonctions de transfert
de la charge donnée par I’équation (26) (i.e aucune erreur de modélisation de la charge). La
prédiction de la sortie yy1, F! ’2( ), est donnée par ’équation (22) avec une constante de temps
de premier ordre 7y; = 14.9 et ’horizon de prédiction A, = 2. De méme, F; F2 4(z) utilise une
constante de temps de premier ordre 75; = 13.2 et un horizon de prédiction /\pg =4,

1— AOIZ_l

F(z) = Fl(z)-+(1—F1(1))—1—:71;‘

avec Fi(z) = A6\1 =e T, 1=1,2

2.1.2 Le choix du contréleur par la matrice “interactive”

0.74402~2 —0.87892~*
d = = 1 2 = .
1=2  n=limSlimrenes T agas,nt) = 07440 0
0.57862—2 ~1.30152~*
_ — 4 — —
d=4 m=lmAlr—rones TTioge.mt - 0~ 13018

71 et 7, sont donc linéairement indépendant.

2 .
& = ( ’3 34 ) avec £y(1) = I

F112 0
—rc(z) [ ruc( ) F214( ) :I avec vy =T = 1

r2c

Le contréleur est:

) = M) () ()

[ P Tl ]

Les termes Py, (2), Po,,(2), Po,,(2), Po,,(2) sont donnés par les équations (50), a (53).

Le choix du controleur est la méme pour les deux cas 2.1.1, 2.1.2. ’

Les simulations ont été faites par Wellons et Edgar [WE87]. Elles montrent que les perfor-
mances du PAG sont mieux que la CML

Il
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2.2 Colonne de distillation d’eau et d’éthanol

Ogunnaike (1981) a mis en équations une colonne de distillation d’eau et d’ethanol. Son
modeéle est le suivant:

y = B(s)u(s) +d(s)

avec
0.66¢=2.52 =0.0049¢—° 0.14e=12¢  —0.0011(26.32541)e~2-96¢
— 6.7s+41 9.063+1 . 6.2541 7.853+1)(8.94s+1
P(s) = | _sirecsas osriislari)er | et Ge(s) = _11_54:—0.6.1 ( ;:;22£-2.6a +1)
T8.15s+1 (3.89sF1)(188s+1 70l F1 F.765+1

avec y1, la fraction de molaire excédente d’éthanol;
Y2, la température de la partie inférieure de la solution;
uy, le pourcentage du débit excédent (m3/s);
ug, la pression de la vapeur d’ébulition (k/Pa);
dy, 'alimentation du pourcentage de débit (m3/s);
et d; est 'alimentation de température °C.
La description compléte de ce modéle est donnée par Ogunnaike et al. (1983).
Soit la transformée en discret de ce modele, de période d’échantillonnage, T' = 1 minute.

y(2) = P(2)u(2) +d(2)

avec

0.038+4-0.05332—1 =3 ~0.0005121z~1 =1
P(z) - 1-0.86142"1 1-0.89552~1 (28)
> ~3.2443-0.7625z~1 _—10 _0.12382~1-0.11362=2 -1

1—0.88452z~1 1-1.7215z-14+0.73332 2

0.0209z71 12 (—0.0835-0.06942 =} 4+0.1442z~2)10~3 »—3
G (z) — 1-0.8510z—1 1-1.81432~140.82222—2
=¢ ~0.6401-0.8941z—1 1 0.01614-0.02262—1 , —3

1-0.8671z~1 1-0.8791z~1

2.2.1 Le choix d’un contréleur par la méthode CMI

Suivant la procédure de factorisation appliquable au CMI dans la section 1.2.1. Le résultat
de M_ (2) est:

avec
22 0 Zn g
M+l(z) = [ 0 2—3 ] M+2(z) = [ ! 01 z=2 ]
’ 1-212

avec z1 &~ —1.3462. :
Le résultat du contréleur G (z) = [M_(2)]™! est stable et réalisable (voir annexe D).
D’oll 'expression du filtre de pondération [HTB91a], la matrice de prédiction désirée est:

31—2z32
F,.(2) = # e 0
=rc 0 g3l=niz
Z2=—=21
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Evidemment, on ne peut pas utilisé la conception F,.(z) = [M,(2)]~! car M, (2)]~! contiennent
les péles instable. Cependant, nous remarquons que [M, (z)]~! contient le facteur 2°I, qui est
le prédicteur désiré. D’ou la conception du filtre de prédiction

Flk 3(2) 0
F..(2) = ’1"" ; k=12
' Fl3(2)

avec Ty =T =Ty =1 et rp =2,
Le filtre F,, correspondant est:

Au(z)
Au(l
Fll(z) = (e";ﬁ')s; 1 = 6.2

AN(z) = (1 —e T
ll

FI13 = FY2)+ (1 - FPRQ)F ()53

Fil(z) = "—ﬂ—u—_—l
' 2
2 = B+ (- ORGSR
120,y _ (Aon)* = (Ao)* | Aoi(Aoz)* — Aoa(dor)? _
B2 = Ao — Ao2 + Aoy — Aoz

-
Agp =€ n21; Ty9; = 7.85
' I
v et A02 =e 122 Ty = 8.94
Au(z) = (1 - Amz‘l)(l - AogZ_l)

12
Fil(z) =

ﬁlZ -1

213 _ 21 _ 21 21 All(z)
Fe? = FPE)+( - RO () g

FA(z) = (e'f“zT)S; To1 = 7.01
€
AB(z) = (1 —e izl

ot 2
Fiy (2) = —'B'ﬁ"‘:f
A22 )
F2? = FP(2)+ (- FPQ)F ()5 A7)
F2(2) = (6—72-2-)3; T22 = 7.76
_I
AB(z) = (1 —e 2zl
- 2
Fii(2) = T_W
supposons que B = 32 = 3 = B2 = § dou F}!(z) = Fj}(z) = F}'(2) = F{*(2) = _ﬁz—l

La figure 6 presente les 51mulat10ns obtenues sur logiciel Matlab. Les resultats globaux
(6e et 6f) montrent 1’avantage de la méthode PAG, vu le dépassement moindre de la réponse
temporelle. A titre indicatif les composantes des sorties y; (6a et 6b) et y, (6¢ et 6d) sont
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tracées de facon individuelle. Notons que les résultats obtenus sont paramétrisés en fonction
d’un paramétre de filtre de pondération, qui prend une valeur de 8 = 0.5 dans la figure 6a-6f
et une valeur B = 0 dans la figure 6g-6h. L’exemple traité illustre bien 'avantage de I'insertion
d’un filtre de pondération PAG dans le cas d’un processus multivariable avec retard. ’
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Figure 6: Comparaison PAG CMI-. au colonne de distillation d’eau et d’éthanol
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2.2.2 Le choix du contréleur par la matrice “d’interaction”

Soit le modéle donné par I’équation (49):

by 4boz1 2=3 ba 2—2
M(z) - 14a12-1 14azz~1

by+bgz=1 »—10 bgibgz’l =2
14azz— 14-a4z= +agz—

e Dans le cas d’un “interacteur” de type h, la transformation: h — z est:

1+0oh 1—-o0z2
z= &= h =
h+o z—0

(0 =z ~ —1.3462)

Cette transformation permet & la matrice “d’interaction” un découplage triangulaire du con-
troleur, tout en minimisant le critere de la somme des carrés des erreurs de la réponse temporelle
en régime permanent.
e interacteur du retard:
z 0 b
ehz) = { 3 } avec — =~ —0.0382

_be 3
by © by

e interacteur du zéro:

&) =ého = | by 7]

1l
—
(o
—
|
Q
N
T
=
N
[S—

avec al ~ —252.3791 et ¢ ~ —1.3463.
Ei(z) = G(2)E()

2

be .3 i 11-02.3 1-«9: s | avec &hy(1) = b ! 1 0

—HzY — oy 2z -2 —0a 1
by 1 2-0 Ze=0 b 1

et la matrice en boucle fermée optimale est donnée par:
Gpr(z) = [E4(2)]7 €M (1)

s 1 0
=z nitn _ yoam0 p-1 2= -l

-0z l-0oz l-0z

avec 70 = & + o} ~ —252.4173; 11 = 2 — ajo ~ —339.8131 et 72 = — (20 + of ~ —~252.4305.
Nous remarquons que le controleur G,(z) est réalisable et stable (voir annexe D.2).

La matrice de prédiction est:

1 0
E'C(z) =7 [ a*?(z—1)(z—2on) 1oz, }

2 2

avec a*h = —-2—;‘ + alo =~ 339.8131
(R+a})s
et zop = ~ -1
1k.2
F..= [ F’é"c F?,c,z ] avec k=1,2
LY 14
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oury =ryg =Ty =1et rp= 2.
o La seconde transformation ¢ — z est:

o l1—-0)z

TP (B
g+o-1 z—0

permet & “P’interaction” un découplage triangulaire du contréleur qui est optimale en rapport

avec le temps de stabilisation des performances temporelles.

e interacteur du zéro:

1 0
8= = |y o]
-y
= —al 1-0)z (1-0)2
1 20 Z-0

e interacteur du retard: _
2
z 0
8= fs 5]
Finalement:

Eu(z) = £(2)6(2)

z? 0 . 1 0
= [ __%3_23 - a}(l'a)zz‘?’ (1-0)z .3 ] avec gM(l) = .‘..%.3. —_ a% 1

zZ—0 z—0

et la matrice de transfert optimale en boucle fermée est donnée par:

- Gpr(z) = [E(2)]7'E (1)

-2 1 0
= z Y3zt z—0_ -1 _z=o_ -1
(1=o)z 70(1—0)22 (l—a')zz

avec 3 = %f— +a}(l — o) = —592.1922 et v4 = —%f ~ 0.0382.
Nous remarquons que le contrdleur G,(z) est réalisable et stable (voir annexe D.2).
Le filtre de prédiction est: ’

1 0
Erc(z) = 22 [ o*9(z=1)(z—20q) (l—a)zz }
Z~-0 B
| b ocal 4+ ob
avec ™ = —al + alo — = % 5921922 et 2z, = —— - ~ —0.5738
by ay — a0+

ou

1k,2
Erc(z) = [ Frlk(‘):(Z) F2k€)2(z) ] avec k = 192

TokC

avec ryp =Top =Ty = 1 et 7y = 2,
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2.3 Modeéle colonne de distillation

Pour les systémes multivariable telle que les colonnes de distillation ont des retards (Ogun-
naike 1983).

y(s) =B(s)u(s) +d(s)

y est le vecteur des sorties, u est le vecteur de contrdle, d est un vecteur des variables de
perturbation. Soit

0.66¢=2:64  —0.6le=35¢ ~0.0049¢™3 0.14e~12°  —0.0011(26.325+1)e~268¢
6.75+1 8.64s+1 9.068+1 6.284+1 (7.855+1)(8.94s+1
P(s) = 1.11¢~6-54 —2.36e—3% —0.012¢~122 t Go(s) = 0.53¢=10:52  —0.0032(19.625+41)e 3442
LLs) = 3.25s+1 5.08+1 7.095+1 et Lyls) = 7.395+1)(8.945+1
1 — 6.95+1 (7.29sF1)(8.94s+1)
=34.68¢92¢  46.2¢=94¢  0.87(11.61s+1)e —11.54¢0:6¢ 0.326262
8.155+1 10.9s+41 (3.89s5+1)(18.8s+1) “F.0ls+1 7.765+1

avec ¥, la fraction molaire excédente d’éthanol;
Y2, la fraction molaire d’ethanol dans le sens latérale;
y3, la température de la partie inférieure;
uy, le pourcentage du débit excédent (m3/s);
ug, le produit du pourcentage dans le sens latérale (m?/s);
us, la pression du vapeur d’ébulition (kPa);
dy, alimentation du pourcentage de débit (m3/s);
et d, est 'alimentation de température (C).
Le systéme en discret est [HTB92b):

y(2) = B(2)u(z) + d(2)

avec la période d’échantillonnage T' = 1 minute.

0.0382+4-0.05332=) _ -3  —=0.0343—0.0324z"1 24 —0.5121 10~%,—1 _1
1-0.86142~1 1-0.8907z"1 1-0.89552—1

P( z) — 0.15834-0.13572=1 _ -7 —0.42782~! =3 —0.0013-0.0003z 1 =2
- 1-0.73512~1 1—-0.8187z~1 =1

1-0.8685
—3.2424-0.76212"1 2,10 2.4744+1.57552 1 210 0.1238z—1-0.11362"2 21
1-0.8845z~1 1-0.9123z~ 1-1.72152~140.733z 2

0.0209z=1 2—12 (—0.0835-0.0694214-0.14422-2)10—3 53
1-0.8510z-1 1-1.81432-140.82222—2
G ( z) — | 0.037040.0345:~1 L1 (=0.5105+0.12192~140.34522z2)10—3 =4
=L 1-0.8651z—1 1-1.766z—140.7796z—2
—0.6401-0.89412~1 -1 0.01614-0.02262 "1 23
1-0.8671z—1 1-0.8791z—1

2.3.1 Le choix d’un contréleur par la méthode CMI

Suivant la procédure de factorisation appliquable au CMI dans la section 1.2.1. Le résultat
de M, (z) est:

avec
22 0 0 i 0 0
M+1(Z) = 0 2z 0 et M+2(z) = 0 lz:zzlz 12::2z 0
0 0 =z3 0 0 A=A 2o22

1-212 1—222
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avec z1 = —l.4d et z; & 1.2.
Le résultat du controleur G,(z) = [M_(z)]™" est stable et réalisable (voir annexe E).
D’ott I’expression du filtre de pondération, la matrice de prédiction désirée est:

F*3(z2) 0 0 |
F.=| 0 Fl(z) 0 |; k=12
0 0 F¥32)

aveC 'y =791 = T3 = T3 = let T19g = Tgg = 2.
Le filtre F,, correspondant est:

RIS = B+ (- )RR
R = PG+ (- FPO)ERS)

F213 — FZI(z)-l-(l—FZI( ))FZIAZI( )
- 1 1 4 A21 1

(
F22 AP (2

R —

F? = FP(2)+ (1 - FPQ))F,

£ A22(1)
A3(z)
31,3 Jas
P = F'(2)+(1- Fsl(l) & Z21(1)
A32(z)
32,3 _ 32 32(1Y) 32
Fiow o= FP(2)+ (1= F7(1))F, 2 (1)
avec
Flli(z) = (e_’_%)a; 11 = 6.2
Ao ) — (An2)! | Aoi(Ao2)* - Aoz(Am)
PP = Qo +
2 (?) Agr — Aoz Ao — Aoz
T
A(n =e n21 y Tt = 7.85
et Agz = e_%i; Ti2o = 8.94
21 _ s, -
Ffi(z) = (e ™)% 7t =69
An)* = (Ae2)* | Aor(An2)! — Aoz(Am)4
2, - (Ao
2 (2) Aoy — Aoz + Ao — Aoz
T
A01 = e—;;;-; To21 = 7.29
et Agg = e_;i’l’t;—z-; To02 = 8.94
31 = (T3, _
' (z) = (e m™)% 73 =701
F2(z) = (77)% 133 =7.76
1 - ’ 32— (.
supposons que fi! = 832 = 31 = 322 = 831 = 33 ﬁdouFl"’—T—ﬁ-ﬁ_r,z—l23 j=1,2

Les résultats globaux (7c,7f,71) (figure 7) montrent l'avantage de la méthode PAG, vu le
dépassement moindre de la réponse temporelle. A titre indicatif les composantes des sorties
y1 (7a,7b), y2 (7d,7e) et y3 (7g,7h) sont tracées de fagon individuelle. Notons que les résultats
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obtenus sont paramétrisés en fonction d’un paramétre de filtre de pondération, qui prend une
valeur de 8 = 0.5 et @ = 0.5. L’exemple traité illustre bien I'avantage de 'insertion d’un filtre
de pondération PAG dans le cas d’un processus multivariable avec retard.
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Figure 7: Comparaison PAG CMI-. au modele colonne de distillation
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Examinons la fonction de transfert:

Xi(2)
ng(z)é(z)
(=1)E+DA(2)

A(z2)

Vij(2) =

(33)

Notre objectif est de determiner des conditions d’invariance de X;(z) par rapport & Gy,(2)£(z),
autrement dit, des conditions qui assure que V;;(z) = 0.

3.2.1 1° Cas: : =

A(2)Xi(z) = [(‘1)(i+l)ai1Ai1 + (—1)(£+2)ai2Ai2 +-- 4 (-1)(i+j)aiinj+
oo+ (=) Ay Xi(2)

Sous les hypotheses des conditions initiales nulles et que les autres influences externes sont
nulles sauf Gy,(2)4(z). En supposant le coefficient a;; et le mineur correspondant A;; non nuls:

= 0;0i(2)Xi(2) = Dii(2)Ge;(2)(2)
Xi(2) 1

= Vi(z) = Ge(2)l(z)  aul2)

(34)

Le numérateur de la fonction de transfert dans ce cas est une constante non nulle et les
conditions d’invariance absolue ne peuvent pas étre réalisées.

3.2.2 2™ cas i # j:

La condition Ay;(z) = 0 que les conditions d'invariance absolue soit réalisées. Ainsi, pour
réaliser des conditions d’invariance, le choix des termes a;x(z) devrait étre effectué de facon que
. 3
le mineur A;;(z) puisse étre exprimé par la différence entre deux termes dépendant de a;;(2),
soit

Aij(z) = M(z) = N(z) (35)

En d’autres termes, la fonction de transfert V;;(z) doit étre la différence de deux fonctions de
transfert V;(z) = M-A(fl - -1\%51 = V;;(2) - V,';(z)
Ce qui signifie qu’il devrait au moins exister deux voies indépendantes de propagation entre

le point d’application de perturbation et I’endroit ol ses effets devraient étre annulés.
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3.3 Réalisation du principe d’invariance pour les systémes linéaires
multivariables

3.3.1 Formulation du probleme

q=) ] Gel(2) _ﬂ_J\
- +
¥(3)
L1C) —— B(2) + O
Figure 8:

¢ P(z) représente la matrice de transfert des fonctions de transfert du processus entre les
entrées et les sorties effectives;

e y(z) représente les sorties du processus perturbations et les sorties;

e u(2) représente les entrées du processus;

e Gy(2) représe'ntei la fonction de tranfert entre les perturbations et les sorties du processus;
e /(z) représente un vecteur de perturbations.

Le systéme représente a la figure 1 peut étre exprimé de la fagon suivante:

y1(2) Pu(z) - Pin(2) ][ wm(?) Gey(2) -+ G(2) [ &l(2)
: : : : + P : :
Pri(z) +++ Pun(2) un(2) Gy (2) -+ Gepl2) £4(z)

: (36)
ym ()

y(2) = B(2)u(2) + Ge(2)4(2)

Dimension des vecteurs et matrices de (36) sont:

P(z) : nxm
Gy(z) : mxl
u(z) @ nxl
y(2) + mx1
{(2) Ix1

avec
e n: nombre d’entrées indépendantes;
e |: nombre de perturbations;

¢ m: nombre des sorties (m < n).

Considérons la figure 2, dans laquelle la structure de commande incorpore une matrice Di(2)
dont le but est de garantir I'invariance entre y;(2) et £,.(2)
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3.3.2 Structure classique

Considerons la boucle de commande illustrée a la figure 9 dans lequel nous étudions I'invariance
entre la sortie y;(2) et 'entrée §i(2).

1¢" cas i=j: La fonction de transfert est:

yi(2) — Gy, (2)
6(z) 1+ D¥(2)Pui(z) (37)
2r(z)
Gy (2)

#i(2) +T Din(s) uk(z) | Pri(z) + J\* vi(2)
- [ \l/

Figure 9: Principe d’invariance pour ¢ = j.

Nous notons 14 encore la difficulté d’obtenir I'invariance pour ¢ = j, car le numérateur de
la relation (37) ne peut étre annulé.

gieme cag § # j: Considérons la boucle de commande de la figure 10 dans laquelle la fonction
de transfert est:

u(z) _ Ge(2) [L+ Dis() Pa2)] = Go, (:)Dis(2) Ps(2) a9
6(z) 1+ Di(2) Pir(2)

9i(z) +©- Di';.(z) ug(z) Pix(2) - /\+ vi(2)
[— Gl",.(z)
(2
Pix(2) | ()
th,(z)
WOt pyn FEORIOE vi(2)

Figure 10: Principe d’invariance pour ¢ # j.

L’invariance est réalisée si:

ir \A — Gl.',-(z)
(D) () = Gt,, () Px(2)=Gr,, () P5x(z)
Pour la sortie y;(2):

yi(2) _ Ge;,(2)
6(2) 1+ (Dij)4(z)Pix(2)
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Soit V7 (2) la fonction de transfert entre y;(2), et la perturbation £,(z) quand un filtre
Dy(z) est ajouté au systéme primaire: la relation (38) peut étre réecrite:

vi(2) _ Gu(2)[1 + Diij(2)(Hi)*(2)]

WE @ T T 1T DR PG

SN AL E —
D’oti la fonction est définie par:
. 1 ir\A
Vir(z) _ pgm + (HE5)(2)
Gu(2)  ppm +Pirl(2)

3.4 Implantation d’une commande assurant I'invariance dans une
structure PAG

Il a été démontré [TN91] que les conditions d’invariance sont facilement implantées par
la structure du CMI. Ce type de structure permet, nous le verrons, de mieux formuler les
conditions de réalisabilité et ’étude de la stabilité des commandes. Rappelons que le PAG
permet d’insérer un filtre d’adaptation lequel offre plus de flexibilité de conception par rapport
3 la structure du prédicteur de Smith qui est une expression particuliere du CMIL Ici [HTB91b]
nous considérons 'effet benifique de cette structure PAG.

3.4.1 1° cas i=j:

Soit le systéme de commande représente i la figure 11 et dans lequel M;;(z) represente le

-modele du (i, k) processus, My, (2) le modele du processus sans retard du M;;(2).
Lr(z)
!

G‘ir(z)
g2+ o~ t r'\. D;""‘,(,) ug(z) Pi(2) + é+ vi(2)
- I - ) .
My, (2) . Mip(2) ——s()
LSS

Figure 11: Le principe d’invariance en présence du PAG pour le cas ¢ = j.

La valeur rj est 'ordre du filtre d’adaptation qui est identique a celle de la fonction de
transfert Gy, (z), et A 'horizon du filtre: le retard du modele M (2).

Pour relever I'effet de la sortie y;(z) sur la variable & régulariser y;(z), on connecte entre
les deux variables un filtre approprié D} (z) dont la sortie alimente I'entrée ui(z) du systéme
primaire.
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Posons:

~ Dix(2)
D (z F = : ki
e = T Dp () Man ()
1(;-(1)
G‘ir(‘)
Bl 4 ) Dr(=)F Pig(s) ———é)* L)
- - +
My(s) pb——r0
FpT ik (2)

Figure 12: Le principe d’invariance en présence du PAG pour le cas 1 = j.

La fonction de transfert en régulation est:

wilz)  Ge(2) [L = (DEG)F i (2) i (2) Maa(2)]
6(2) 1+ (Di5(2))F "< VL (2) [Pu(2) — Ma(2)]

Les conditions d’invariance absolue, sont assurées par (Di%(z))F4 soit (pour le PAG):

z FA _ FA ir\FA = 1
(D)™ = (D™ DD™ () = e (39)

Le retour étant unitaire pour le prédicteur de Smith, les conditions d’invariance absolue sont
assurées par (Din(z))F4:

ir FA __ ir\FA ir\FA - 1
(Dkz(z)) [(Dk:) (Z)]S[(‘Dkt) (Z)][ :]:( )Mik(z)

Une comparaison des conditions d’invariance entre le prédicteur analytique généralisée (é-
quation (39) et le prédicteur de Smith (40) montrent que pour les systemes avec retard la
condition d’invariance du prédicteur de Smith n’est pas réalisable (la présence du retard dans
le dénominateur), d’ou I’avantage du PAG car le retard est inhibé du dénominateur.

Pour le PAG les conditions d’invariance absolue pour un systéme monovariable peuvent étre
réalisés, & condition que le modele du processus soit inversible. Posons My (2) = M (2) M7 (2):
deux fonctions passe-tout avec M (z) la partie inversible (stable) et

(40)

Mi(2) = M (2) M (2) M (2)

pour I'autre terme ML!(z) représente le retard de M;;, M}*(z) comprend les zéros instables
de M;, et M1>(z) la partie des zéros dont la partie réelle négative de M;;(z) se trouve entre
(—1,0) dans le cercle unitaire celles-ci présentent les oscillations cachées. Posons

1
1 (2) My (2) fik (2)

(DEY™(2) = (DR ™ (DR () = 337
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avec [(D)™(2)ls = 3= o (DR (D1 = s
car Fimdik(z)Mf'(z) = 1 ce qui est particulier au PAG. Ainsi

1
Iz(Z)M.Tf'(z) w(2)fi(2)

(D)™ (2) =

avec M}3(2) = 2P 10, =H

j=1 1
Les zéros instables sont regroupes dans trois classes différentes selon Jerome et Ray [JR91]
pour les systémes continus, nous présentons ici un extension pour les systémes discrets Ham-

mami et al. [HTB92c]:

1°¢ classe: un nombre infini des zéros en dehors du cercle unitaire (instables) et aucun zéro
stable. ‘

ik, - Bik(L
M'Z2(z) = gmz(%l, Mik(z) = —X;"L(:T)

2ieme classe: un nombre infini des zéros en dehors du cercle unitaire (instables) et un nombre

fini de zéros dans le cercle unitaire (stable) &1, €2, ¢, &n.
+2/.N _ B*z) qn (-6
(2) = gt [ e -5
S BRE) (=) ) (e-¢)
Mix(2) = Zy s g e

3ieme classe: un nombre fini de zéros instables &;, &3, - -, &, et un nombre infini de zéros stables.
M ( ) n (- (sz )~")(==¢;)
7=1 (1-¢)(z=(¢; )“)H
- B (z) (1=&)(==(¢/)~)
M (2) = A (z) j=1 (1—(2,”)*‘)(2—61)

77 (2) est un filtre de robustesse [MZ89). |
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3.4.2 2"™¢ cas i # j:

IQNE oW ot [Dir (] [Fie(2) | O yi(2)

. - 1 ki j

r(z)

Figure 13: Le principe d’invariance en fonction du PAG ¢ # j.

avec

ir (2!)
T5 o, (VD50

(D)7 (2) =

yi(2)

o s G Dir ()] Pi(2) -
Gl"'.(z) S

Pju(’) L t(2)
I Glj,.(z)
] ij(z) y v;(2)

4 ./

[;O

M;(2) ‘t_<)

Jr Ak
FrjkCJ

(2)

Figure 14: Le principe d’invariance en fonction du PAG i # j.

Pour la sortie y;(z):

e JBE) _ o o —PaEDEE D ()G, )
5= 1) = O T D o) (o) R () Pae) — Mas(a)]

le filtre d’invariance correspondant dans le cas d’une modélisation imparfaite a:

; G, (2)
Dit\FA — & 41
(5 {Pi(2)Gi;o(2) = Goir(2) [Pir(2) = Min(2)]} Sl (2) FEjie™ (2) .

cette condition (41) est réalisable méme si (Pji(2) # Mjk(2)), il faut:

air > max|(pix + ajr — Ajr), (i + max(pjr, Ajk) — Aji)] (42)

avec
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Aj le retard entier de la fonction de transfert Mjx(z) = Mo, (2)z~%*;

¢ q;, le retard entier de la fonction de transfert Gy, (z) = G, (2)27%;

a;, le retard entier de la fonction de transfert Gy, (2) = G, (2)z~%";

p;x le retard entier de la fonction de transfert Pjx(z) = Py, (2)z7P3*;

pir le retard entier de la fonction de transfert Py (z) = Py, (2)z7P*.

La condition d’invariance pour le prédicteur de Smith (modélisation imparfaite):

ir\FA _ Gl.'r(z) ‘
PR = R)Ce, () = Can () i) — M) )

cette condition (43) est réalisable si:

a;r > max|(pix + ajr), (air + max(pji, /\jk))] (44)

Une comparaison des conditions de réalisation du PAG (équation (42)) et PS (équation (44))
montre que la condition du PAG est supérieure au PS dans le cas d’une modélisation imparfaite
avec 1 # J.

Dans le cas d’une modélisation parfaite:
La condition d’invariance pour le PAG est:

DitFA(5) = . Ge.(2) — [(DI"\FA(2 ir\FA(, 45
(D) (=) TG () Pa(9) G (2) (D)™ (s [(Diz)™ " ()]s (49)

La condition de réalisation de équation (45) est :

Qir 2 Pik + Qjr — Ajk ‘ (46)
La condition d’invariance pour le PS est:

Vit \FA[ N _ Gy, (2) :
‘ (ij) (Z) = f[i;(z)Pik(z)Glj,-(z) (47)

La condition de réalisation de ’équation (47) est :

iy 2 Pik + Qjr (48)

Une comparaison des conditions de réalisation du PAG (équation (46)) et du PS (équation
(48)) nous montre que la condition du PAG est supérieure au PS dans le cas d’une modélisation
parfaite avec ¢ # j.

Vii(2)

22(2) = 1+ (D) (H)™ ()

i
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avec

1

(Hzr)FA( )_ _(W_)_

Pour la sortie Yj:

. . A
yi(z) 1—(D"~)F (2)fi5(2) Fijee™ (2) M (2)
Ge;u(2)6:(2) 1+ (DiG)F(2)fir(2) Fiie™ () [Pin(2) — Mia(2)]
Ce qui confére au filtre & invariance absolue une forme trés simple et, nous montre que dans
sa formulation, le principe d’invariance a une structure de prédicteur analytique généralisée

(PAG). Les fonctions d’évaluation de ’'amélioration de la sensibilité vis-a-vis de la perturbation
¢,.(z) est donnée dans le cas général par:

() 1+ (DR () FR (2)(HE)FA(2)
Gy, (2) 1+ (D (2))F fi (z)sz,;g*(z)(P,k() Mji(2))
orrE + @R () H) ()

'(—D'W + fii(z )Fgfégﬂ(z)( Pjk(2) — Mji(2))

3.4.3 Etude de la stabilité

Nous pouvons établir:

~

U =

( LZ(Z))Ff;iE(z){ﬂj(z)—- FE2 )5y Bl (2) — L )z;lGe,,(z)mz)}
1+ (Di5(2))F fi(2) F; 3,:2’*()[ Pii(z) — Mji(2)]

vis-a-vis de la commande ;(z), ’équation caractéristique s’écrit [Far86]:

BT G Pa) - Ma(2)] =0

vis-a-vis de la sortie y;(z), ’équation caractéristique est [Far86]:

1L
_ 1 4 B (@Pi(z) = Min(2)] _
(Di5(2))F fi5(2) Pix(2) Pii(2)
pour la sortie y;(2), 'équation caractéristique écrit:
ir A
1 4+ B (#)Pin(z) = Min(2)] _

(DG (2))F fi(2) Pu(2) Pir(2)
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3.4.4 Application: Colonne de distillation d’eau et d’éthanol

La description compléte de ce modele est donnée par Ogunnaike et al. (1983).
Soit la transformé en discret de ce modele, de période d’échantillonnage, T' = 1 minute.

y(2) = B(2)u(z) + d(2)

avec
0.03840.0533:~% -3 —0.0005121z~1 z;l
P(z) = 1-0.8614z—1 .1—-0.8955z -1
= —3.2443-0.7625z~1 , ~10 _0.12382-1-0.11362=2 -1
1-0.8845z-1 1-1.72152=140.7333z2

[ P()u(z)z—.3 P012(z)2—1
B L P021(z)z—m Pozz(z)z-I

0.020921 2,12 {—0.0835-0.0694z=1 +0.14422-2)10~3 2=3
G (z) — 1-0.8510z"1 1—1.81432-140.8222z—2
= ~0.6401-0.89412—1 _—1 0.016140.02262 1 23
1-0.8671z1 1-0.87912~1

[ G, (2)272 Gy (2)27°
T | Ga, (2)270 Gy (2)278

Le numérateur Py, (z) a un zéro instable (= —1.4026).

Le numérateur de Gy, ,(2) a un zéro instable (= —1.7938). De méme pour Gy, (z) qui a
un zéro instable (= —1.3968) et aussi Gy, ,(2) qui a un zéro instable (= —1.4037).

Le principe d’invariance lorsque 1 # 2:
Pour la premiére perturbation (¢;):

L — ) D3(2) Pg(z)l ~ : v1(2)
_022(1) l(z)

(21,1, .4
3 rggc(‘j

Figure 15: Le principe d’invariance en fonction du PAG 1 # 2 pour la perturbation ¢,(z2).

Dans le cas d’'une modélisation imparfaite:

= Gln(z) :
{Pr12(2)Gi (2) = Gy (2)[Pra(2) — Ma(2)]} Frase f3(2)

ou f(z) est le filtre de robustesse.
Dans le cas d’une modélisation parfaite P,; = M;,:

Gln(z)
lezl(z)FT?zlz’g (z)PIZ(Z)Gln(Z)
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(o2)™ (2)



0.0209 (z — 0.8955)(z — 0.8671)
0.000521 (z — 0.8510)(0.6401z + 0.8941) Fy. ' (2) f}3 (2)
(z — 0.8955)(z — 0.8671) 1
= 62.6702
62670 (z — 0.8510)(z + 1.3968) F211(2) fii(2)

avec
21
F(z) = FP(2) 4 (1= FA(2)F (z) L)
(&)
FR(z) = (&%) 15 =101 T=1
AB(z) = (1 — e mrz)

21 1-— l21
Fll (Z)= 1_[3]?12_1
S T
1 2 — e Tl
= e 701 1 - 21
e~ 7o 4+ ( l)z-—ﬂlzl

21 4 o~7h7)z — e~ TOT
_ (-pP+e f;;l)z ¢ TV avec e 7O = 0.8671
zZ—M

(z — 0.8955)(z — 0.8671) (z — B2 1

(z — 0.8510)(z + 1.3968) (1 — B2! + e~ 767 )z — e~7o1) f33(2)
A

= (D)™ @st(D)” (2)lr

(z) = 62.6702

[(D%%)FA ()1 = 12’:"51‘ avec £ = 1.3968
(2 — 0.8955)(z — 0.8671) (z— %) 1

(D)™ (2)ls = 62.6702

(z — 0.8510)(1 + 1.39682) ((1 — B2 + e~ 7o7)z — e~ 707 ) f33(2)
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Pour la seconde perturbation (¢;):

!72(’) + H~ IDI2(Z)| IP (z) I e yl(z)

Y - -
-

l,,22,1( ]

z

{ r22¢ ] )
Figure 16: Le principe d’invariance en fonction du PAG 1 # 2 pour la perturbation £5(z).

Dans le cas d’une modélisation imparfaite:

Gelz(z)
{P2(2)G iy, (2) — Gy (2)[Pra(2) — M (2)]} Froge f33(2)

Dans le cas d’une modélisation parfaite:

(08)™ (2) =

Gr,,(2)
Dlz(z) FA (Z) - 13
(D(2) FEN () Poal2)Gen () TR )
(—0.08352% — 0.0694z + 0.1442)10~% z —0.8955 2 —0.8791 1
22 — 1.81432 + 0.8222 —0.0005121 0.0161z + 0.0226 F231(>) f12(2)

avec F22 1(2): F22(Z)+(1-— 2( ))F (Z) %2(2‘)
C a7

CFP(z) = (" 3)! p = 1T.76
AP(z) = (1-e‘?’f='z-1)
2 22
Fei(s) = “—BW;T
(1- 2 4 e~The)y — e~ T
ﬂ22

PR =

(z + 1.7938)(z — 0.9627)(z — 0.8955)(z — 0.8791)(z — B32) 1
(2 — 0.9340)(z — 0.8803)(z + 1.4037)((1 — B3% + e~ 7 )z — e~ 7% f33(2)

- (DR(2)TA(2) = 10.1276

(1+ 1.79382)(z — 0.9627)(z — 0.8955)(z — 0.8791)(z — A2 1
(z — 0.9340)(z — 0.8803)(1 + 1.40372)((1 — B2 + e~ 718 )z — e~ %) f33(2)

(24 1.7938) (1.4037z +1)
(D) = (1+1.79382) (z + 1.4037)

[(D33(2))F4(2)]s = 10.1276

avec e~ 77 = 0.8791.
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A Calcul de la matrice “d’interaction”

A.1 Procédure de la conception

Soit la matrice de fonction de transfert P(z) non singuliére et strictement propre, donc il
existe un entier unique k;, ¢ =1,2,+++,n (représente le retard minimum de la rangée i de P(z))
tel que:

lim ZP(z) = 7; Pi(z) = "™ rangée de P(z) -

est & la fois fini et non nul.
On définie la premiére rangée £(z); de £(z) par:
E(2) = (2,0,-++,0)

telle que:

zliglof(z)ll.)(z) =1 =84
Si 7y est linéé,irement indépendant m = £, il vient:

£(2), = (0,2%2,0,---,0)
si

lim £(2);P(2) = 7

Z=+O0

Si T, et £ sont linéairement dépendant 7, = oy, il vient:

£1(2)2 = 2%[(0,2%2,0,-+-,0) —ajé(2)1]

avec kj est un entier unique
. F1
lim €'(2)2R(2) = &

est finie et non nulle. Si f% est linéairement indépendant de £;, on obtient la seconde rangée de
’“interaction”

£(2)2 = £'(2)s
Si non, il vient:
é% = affl
et soit 3 5
E(2)s = (€' (2) — € (2)1]

avec k2 est un entier unique
lim £(2).B(2) = &

Z e OO
est finie et non nulle. Si §~§ et £; sont linéairement indépendant,
£(2)2 = €(2)2
et si non, on répéte la procédure jusqu’a ce que I'indépendance linéaire soit obtenue. Un nombre

fini d’étape est demandé quand P(z) est non singuliere et d; > 1,7 =1,--+,n (Goodwin et Sin,
1984). Les autres rangées de £(z) sont obtenues par la méme procédure.
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A.2 Exemples
e Soit le systeme Pg(2):

2711+ %z"l) 2711+ 3271
z71(14 L1271 z7!

6

Pe(z) =

ki=1 m=limz[z7(1+ -;-z'l) 2 =[1 1]=¢ avec &1(z) =[z 0]

kz=1 m=limz[z7'(1+ %z‘l) 2 =[1 1]=¢ avec &(2) =0 2]
T2 = &1 (€ et &, sont linéairement dépendants)
€(z)s = Zk%["z 7]
B (Rz) =[5

Donc ki = 1 pour que lim, o, '(2);Ps(z) = [-1 0] est finie non nulle. £ et & sont
linéairement indépendants.
Finalement:

€P6(Z)=[ s 202]

—z

e Soit le systéme suivant P,(z) donné par:

-1 1,-1y -1 1,-1
B = | TG T TR
ky=1 n=lim z[z71(1 + %z‘l) 711+ %z'l)] =1 1]=&
k=1 7= lim 2[z7'(1 + lz‘l) =01 1]=¢ |

i 6
Donc ¢, = 7y, calculons £1(z),:
E(z) = {0 2]-[z 0]}
= M-z
E(s)iBy(z) = —5 (M7 M
Avec kb = 1 d'od

lim &'(2):B+(2) = —3[1 1]

2—00 3
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Donc £i(z) = [-2* 2]
£l = —-%{1 sont linéairement dépendants:
. 1
e = {2 - (5 0}

= zkg[-—zz+-:1;z 2%

- 1 2., 1 ;2
£1(2)2P4(2) = [gzk’ ! gzkg g

Donc k2 = 1 d’olt lim,_o, £1(2)2P(2) = [ 1] est linéairement indépendant de &;.
Finalement:

p(2) = [ _zsi 22 203 }

(AR
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B Détermination du filtre de robustesse du PAG

La fonction de transfert en boucle ouverte est:
H= EM"IM.;.(I - ECE,6M+)_1EC

Soit ¢(H) I’équation caractéristique en boucle ouverte qui contient tous les pdles de H et y(H)
’équation caractéristique en boucle fermée.

Le systéme donné par la figure 5 est stable si toutes les racines de 1(H) sont & I'intérieur
du cercle unitaire '

Y(H) = o(H)det(I + H) =0

Le systéme P étant stable, toutes les racines de ¢(H) = 0 sont dans le demi plan de gauche
ouvert & I’exception des poles & l'origine introduites par le controleur intégral. Il s’en suit
que la stabilité en boucle fermé est déterminée par les zéros du déterminant de 'opérateur de,
rétro-action:

det(I + H)
le filtre est: F(z) = diag(72= 2_1)
dei(1+ 1) = det{I+ RMIM, [T - B M ()
= det {I+BM™M,2[(s = DI + (1 - a")(I - AL - o)1}
= det {I+ EM'1M+(1 ~at)Z 1[1 plzo (- zE,cM+)]'l}
= det{I 1= —PM ™M, £ 1- E,.-M }

= det{

= det {{(1 —a )I}

F,.M,)+ ————I—PM‘lM+z}
12

- zE,cM+)}‘1}

- zF, M,)+PM~ 1M+z](

1)

zE,cM+)}"}

det{i:l.o.r-:l + [(I - zErcM+) + PM—le"'](;}-—l—I)}

det{I + (==21)(I - 2F, M)} =0

L potX

On note que le polynéme du dénominateur est fini excepté en z = 1. Cependant, M, (1) =
I, F,.(1) = I et chaque élément de M, est strictement propre de fonction rationnelle en z et

lim,— -—_-—;—'—i—‘-‘*’- est finie.

Seulement les racines du polynéme du numérateur de (49) donnent la stabilité. La recherche
des valeurs propres s’exprime par:

1
(I = 2F,M,) + PM7 oM ) (——=1)
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Le lieu des racines n’encercle pas ——L— quand z traverse le contour de Nyquist dans le plan z
l-a

(Postlethwaite et MacFarlane, 1979). Donc, ce contour encercle 'extérieur du disque unitaire
du plan z. P et M sont supposées stables, seulement la singularité dans le cercle unitaire est
infinie quand z = 1 et finie dans les autres cas.

A z =1, le contour est:

z=1+¢ee", -—%<0<§=>5-—>0

CLj~ Aj{E(l)M(l)_l}ée—m =| ;| € -i—e'w = | ): le""(“”“g)

Sous la condition, —% < ¢; < I Vj, et VCL; croise l'axe réel a I'infini positif. Seulement la
singularité pour z = 1, le CL est finie dans le plan gauche. Pour chaque M(z) satisfait (24),
donc, il existe un o* tel que:

le lieu des racines, ne croise pas ’axe réel a gauche de —1—_1_: avec a* < a < 1.
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C Dérivation du contrdleur CMI multivariable pour le
- modeéle de Wood et Berry

Le modele de la matrice de fonction de transfert du modéle Wood et Berry est de la forme:

b11 z—2 b]gz:"4
M(Z) - An(z) A12(2)
- byz—8 bogz—4
A2(z)  Azf(2)

avec A;j =1- a,-jz'l

Les constantes a;; et b;; sont données par les relations suivantes:

--L
a;; = €'y
b,‘j S= Kp‘.j(l - a;j) ‘ i,j = 1,2

avec Ty = 16.7; 112 = 21.0; 701 = 10.9; 7192 = 14.4
et K,, =12.8; K,,, = —18.9; K,,, =10.9; K,,, = —19.4.

P11
Le contrdleur G,(z) est donné par:

G(z) = M_()]™

avec: M_(2)~! = [M(2)]" M, (2).
L’inverse de la matrice de fonction de transfert du modele est calculé par:

1 adi(M(2))
MG = Zive)

L’adjoint de M(z) est:

--bnz's buz_z
A2 (2) A11(2)

bggz"" —-b;zz"
adi(M(z) = | =@ a0

Le déterminant de M(z) est:

— bi1bggz~8 biabyz ™"
det[M(z)] = An(z)An(z)  An(2)An(z)
Se réduit a:
-6
det{M(2)] = bl

- All(Z)Agg(Z)Am(Z)Azlv(Z)
avec Nd(Z) = bnbggAlg(Z)Azl(Z) - blzbglz_eAu(Z)Azg(Z).

La matrice de la fonction de transfert du modele inverse est donnée par:

[M(Z) -1 _ -_POu (Z)Z2 P()n(z)g2

T | Po,(2)27? Poy(2)7t (49)
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avec:

B (») — baa A1 (2) Ara(2) An (2)

Fuu(2) o 0
Pols) = -blen(j\)&?)(z)Azz(z) (51)
B () = -—bmAu(j&::xzz)(z)Azz(z)- (52)
B (2 bnAu(zj\gz;()Z)Azz(Z) (53)

Examinant I’équation (49), nous observons que le retard minimum de chaque colonne apparait
sur la diagonale, donc la factorisation de découplage est une factorisation optimale avec py; =
L,p12=1,pa1 =0 et ppe = 3.

Ce résultat de factorisation de M_,(z) est:

z

M,(2) = [ L ]

M., est sélectionnée pour extraire les zéros du systéme qui sont en dehors du cercle unitaire.
Une discussion a la section 1.2.1 montre que les zéros de M(z) contiennent les facteurs du
déterminant de M(z). Les racines de Ny(z) ont été calculées numériquement et elles sont
toutes dans le cercle unitaire

(—0.8990; —0.4499 & 50.7783; 0.4483 + j0.7792; 0.9607; 0.9035 £ 70.0416).
Par conséquent M_,(z) est sélectionné a I, et

G.(2) = [M(2)]7"My(2)
_Pﬂu(z) POl_z(z)z-z
P021(z)2—4 P%z(z)

avec Py,;(z) est donné par les équations (50), (51), (52), (53).
On remarque que le controleur est stable et réalisable.
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D Colonne de distillation d’eau et d’éthanol

D.1 Le choix d’un contréleur par la méthode CMI

Le modéle est le suivant:
EJJ. -3 _1212.2-1
A

— A
M(Z) - [ .E.zlll.z"'lo .Q;;.
An Azg

Le contréleur G,(z) est donné par: G,(2) = [M_(z)]™! avec [M-_(z)]“lM+(§).
L’inverse de la matrice de fonction de transfert du modele est:

_1 _ adi(M(2))
M(2)] = ZHM(2)

z-l

L’adjoint de M(z) est:
4 . QZZ -1 _Ellz-l
adj(M(z)) = _’_11_332_1_ ~10 gﬁz -3
A © An?

Le déterminant se réduit a:

Ndz“‘“
det(M(z)) = A A12An A

avec Ny = B11 B2 A12401 — 3213121‘111.4222”7

La matrice de la fonction de transfert du modele inverse est donnée par:

D 3 D 3
;Pouze 1‘?9122
Ponz_ Ponz

M = |

avec
I'j . B22A11A12A21 ‘
= TN,
P = By A1 Az An
= TN,
P _ B21A11A22A12
n = TN
P . B11A22A12A21
L

(54)

On examinons 1’équation (54), nous observons que le retard minimum de chaque colonne est:

Doy =2 Poy, = 2
13021 =0 ﬁozz =0

avec \] = 2 et AT = 2. Ce résultat de factorisation de M, () est:



M, ,(2) est sélectionné pour extraire les zéros du systéme qui sont en dehors du cercle uni-
taire. Les racines de Ny(z) ont été calculées numériquement —1.3463;—0.8822; —0.2814 +
70.7300;0.4536 + 70.6161;0.9383 & 70.0334;0.8679; 0.6799; —0.2352

et toutes sont dans le cercle unitaire & ’exception d’un qui est z; ~ —1.3462.

£ 0
M+2(2’)"—" li ’612 1z—z, ]
-212

G.(2) = [[1\4(2]“1\4“(2) . ]

2=21 =9 z—=21 =2
Pou 2577 Ponpisis2

Le résultat du contréleur G,(z) = [M_(2)]™! est stable et réalisable.
D’ott I'expression du filtre de pondération, la matrice de prédiction désirée est:

23 1-212 0
F..(z) = #=%1
=rc 0 23 l-212
z—2z1

ou

lk3
leC(z) F2£3.( ) ] ; k= 1,2.

r2kC

Erc(z)

D.2 Le choix du contréleur par la matrice d’“interaction”
Soit le modele donné par I’équation (49):
b j:bzz"1 2—3 ba 2—2
M(Z) — 14a12 1+apz™1
¥ bytbsz o ,—10 botbrz™! -2
1+azz=! 14+a4z= 4agz™

e Dans le cas-d’un interacteur de type h, la transformation: h — z est:

1+oh l—-oz

= h=
h+o z—0
Cette transformation permet & la matrice “d’interaction” un découplage triangulaire du con-
troleur, tout en minimisant le critére de la somme des carrés des erreurs de la réponse temporelle
en régime permanent. '

e Interacteur du retard:

z =

kl =2 1 = hm z Ml ) [0 b4]

avec {1(z) =[22 0]
k=2 7= hm 22My(2z) = [0 b

avec §3(z) = [0 2]
.Tg—alfl-—kal %:%5-

fi(z), = (0 2% -ails* 0]

— 2[ —al2? 27

59



lim z 2[—a 22 2)M(2) = [——-—-b1 by + bs(az — a4)]

200

avec k3 = 1.
Finalement:

-] Lo 3

e Intéracteur du zéro:
Nous utilisons la transformation z = lh*'f} étant donné que nous avons un zéro en dehors
du cercle unitaire o ~ —1.3463.

(b10+b2)+(by +b20) =1 (l+ah'1)3 by(1+oh~1) (1+ah‘1)
M(=)

(e+a1)+(1+a10)h™1 h=i4o (o+a2)+(1+az0)h=1 \ h—i4o

(bao+bs)+(bs +bs0)h=1 (1+ah-1 10 b tkph=) gk h=2 (liah"l)
(o+a3)+(I+asa)h—1 h=ito ketksh—l+kgh=¢ \ h=+o

avec

kl — O'b6+b7 .
ky = bg(1+0%)+2br0
k3 = b60'+b70'2
k4 = 02+a40+as
ks = 20 +20as + a4(1 + 0?)
ke = 14 a0+ aso®
ba+b by 1,
3 0 1 2 3 -
kn—o llmhM(h) [ o+ a; 0-3 a-+a20']
byo +bs 1 obg+b7 1
B 0 4 5 __‘3_____7__
k=0 mn=lm MG =" o ra =

Nous remarquons que les deux vecteurs 7, et 7, sont linéairement dépendants:

hoth 1 Al ]_[ 0.00032736878655 —0.00016966355487]

oc+a1 o
both 1 _chathy —0.08262103385212 0.04281953224121

o4az o010 02+a4a+a50'

donc 3 = al¢; avec o} = prrtilleda), ~ _952.3791
E(h)e = W& (&(h) - ajs(h))
= k(0 1-oift 0])
= hh[-al 1]

limp—o0 £1(A)M(A) est fini et non nulle et linéairement indépendant avec le vecteur ¢, lorsque
kl=1.
Finalement:

¢ = | o b

i
et
]
R
-
—
I
QN
NH
IQ
RN
[ SOR—— |



o Interacteur de 'opérateur h:

&i(z) = &(2)E()

22

0 1 0
l:_b_q_z3__a1_l_—_€f_123 _1_-1523] avec§§(1)= [__b_q____al 1]
b4 b( 1

1 zee z—a

Gpr(z) = [En(2)]7 €M)

= 2—2[ 24 ! -1 -—0—1]
11?7:22. Yo l--azz -1‘:'::72
avec 10 = 38 + o} ~ —252.4173; 11 = & — ajo ~ —339.8131 et 7, = — {20 + of ~ —252.4305.
. Controleur de opérateur h:
Le contréleur est donné par G,(z) = [M(2)]"'Ggr(z) (avec ’annulation de la paire pdle /
zéro) ou

G.(2) = [9 Geu ]

9ezr  Yen
avec
_ AnAy BpAp(l —o2)z = BuAn{(nz +12)2 — (2 — o)}
gy = [ ]
1 -0z Ny
, - z—0
Iny = Foy 1 —
- A12A222 —leAn(l - 0'2)2"7 4+ BuAn{(mz +72) = v0(z — 0’)2“1}
Ghay = 1
- oz Nd
- z—0 _ '
Ghay = P0221 z ?

Les zéros du numérateur de g;,, sont:
—1.34629; 0.867422; 0.927172 et 16.2047

avec les racines de A;; et Aj;.
Les zéros du numérateur de gy, sont?:
—1.34629; —1.0935; —0.57048; —0. 236171 —0. 187155:i:]0 649696; 0.57285+30.505952; 0.867964; 1.09919
avec les racines de Ay, et Ajs.
Nous remarquons qu'’il y a une simplification pole/zero (0 = —1.34629 des parametres du
contrdleur G,.

Nous remarquons que le contrdleur G_(z) est réalisable et stable.

e La seconde transformation ¢ — z esi:

oq (1-0)z

=q+a—1(=>q= z2—0

Zcalculé par le logiciel Mathematica
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permet a “l'interaction” un découplage triangulaire du contréleur qui est optimale en rapport
avec le temps de stabilisation des performances temporelles.

(brotb2)+by(e=1)g=" [ 1+(s=-1)g~1\* bae 14(o=1)g~1\?
(o+a1)+a1(o=1)q=1 [ (o+a3)tas(e—=1)g~* L4

M =
M(z) (byotbs)+bs(o—1)g=" (1+(o—1)9™? 10 (bgc? +bya)4bra(a—1)g™t 14(o—1)q=? 2
(o+as)+as(o=1)g~ 4 (e3+aqatas)t(ago(o~1)+2a5(o~1))qg~  +ag(o—1)4q~2 o

e Interacteur du retard:

1 0
9y =
q6) = | o b
gy
= _1(~-a)z (1-0)z
M Zm0
¢ Interacteur du zéro:
22 0
Eg(z) = [ _bs,3 ,3 ]
by
¢ Interacteur de l'opérateur q:
Eu(z) = &(2)€(2)
P 0 . 1 0
= [ _%323 —al (1z—_<;)z23 (12-:’)zza ] avec &34(1) = _g_i_ —al 1
et la matrice de transfert optimale en boucle fermée est:
Gpr(2) = [E4(=)] &)
-2 1 0
= Zz Y3z+v4 z=0 -1 _z=0 -1
(-0)z ~ 0-0)z7 A-0)z°

avec y3 = %;l +a}(l — o) = —592.1922 et v, = —%‘} ~ 0.0382.
e Controleur de ’opérateur q:
Le controleur en boucle fermée de la CMI avec interacteur de type q est:

G (z) — [gqu 9912 ]
- e 9921 Y922

avec

A Ay By Asa(1 — 0)z — BiaAga {73z + 74 — Yo(z — 0)271}

9. ~ (1 _ 0_) N,
- z—0 _
99, = PO:z'i"—:;z !
g _ Ay A2~ =By Ay (1 — 0)27¢ + BiiAar {(732 + 74) — Yo(z — o)z}
921 l1—-0¢ Nd
- z2=0 _
992 = POni":";z ®
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Les zéros du numérateur de g,,, sont:
—1.34585;0.85836; 0.929017 et 9.39149

avec les racines de A;; et Agy.

Les zéros du numérateur de g,,, sont:

—1.34629; —0.938284; —0.271902 £ 70.640503; —0.234;0.514704 £ ;0.490275;0.869771;1.08165
avec les racines de Aj; et Ajs. '

Nous remarquons que le contrdleur G.(z) est réalisable et stable.

63



E Modele colonne de distillation

" 0.038240.05332~1 23 —0.0343—0.0324z1 24 ~0.5121 10~3z—1 3
1-0.8614z~1 1-0.89072™ 1—0.8955z~
P( z) —_ 0.15834-0.13572 "1 =7 ~0.4278z™1 =3 ~0.0013-0.00032~1 2—2
~ - 1-0.7351z— 1-0.8187z—1 1-0.8685z—1
—3.2424—0.7621z~! _~10 2.4744+41.5755:~1 _—10  0.12382=1..0.1136z2 -1
L 1-0.8845z—1 1-0.9123z~1 1-1.7215z—140.733z~2
Bn!z!z—-a 5121222—4 Bia =2
Augz; A12(2) Ai3(z
_ B2 (2 =7 Ba2 24 Bas (2 22
Axn (z) A2(z) Axs(z
legzzz-lo Bszgzzz-lo Baa(2 22
| Asi(2) As2(z) Aaa(z)

E.1 Le choix du contréleur par la méthode CMI

Dans le cas d’une modélisation parfaite (P(2) = M(2)), le déterminant du modele M(z) se
réduit a:
Nd(z)z"7

det[M =
et[M(z)] A11A12A13A401A92A53A31 Azg Ass

avec

Nd(z) = B11A12A13A21A31(BzzBaaAszAaa - Bs2stA22A332-8)
— By A11 Ay Ags Asy (Brg Baz Asg A1z — Bag Biz A1 Az ~%)z7°
+B31A11A21A32A33(BI2B23A22A133—2 - 32'2131.'31‘1121‘123)2_7

La matrice de la fonction de transfert du systéme inverse est donnée par:

Ponza 1:301222 1-_501323 .
[M(z)]-l = }_)021 27 ;Pozzzs sza z* (55)
P0312_6 P0322'—6 Possz

avec

= A11A12A13A91 A1 (Boa Baz Asa Ags — Baz Bz Aga Azzz™8)

Na | _

P _ AllA12A13A22ASZ(-BZIBS3A31A23 - B3IBZSA21A332—4)
021 (z) - = Nd

= _ A11A12A13A23A33(321332A31A222—4 — By B31 Ay Asg)

P031 (z) - Nd

D _ All A‘Zl A22A23A31(B12B33A32A13 - B32B13A12A332_6)

P012 (z) - - Nd

P - A12A21A22A23A32(-BIIB33A31 Al3 - B31B13A11A332—7)
022 (Z) - Nd

)3 _ AnAjAp Az Ass(Bi By Az Az — By3 B3 A1y Agp27Y)
032 (Z) - Nd

2 _ Ay Az1As1 Asz Asz(B12Bys A1 Agz 2™ — Bya By A1aAgs)
013 (z) = Nd

64



5 __A12A22A31A32A33(B11-BZ3A13A21 - B13B21A11A232—3)

Pozs(z) = N,
D _ A13A23A31A32A33(BIIBZZA21A12 - BZIBI2A11A22Z-’-5)
P033 (z) - Nd

En examinant ’équation (55), nous observons que le retard minimum de chaque colonne est
pi=2, pu=1 p3=2
Pn=0, pp=2, pp=1
Pn =0, pi2=0, psz=0
valeurs pour lesquelles AT = 2,AJ = 2,A\f = 2 et qui ménent & la matrice diagonale de

M+1(z):
22 0 01
Mu()=| 0 2% 0

0 0 z3

M, , est selectionné afin d’enlevé les zéros du systeme qui sont en-dehors du cercle unitaire. Les
racines de Ny(z) ont été calculées numériquement avec deux racines qui se trouvent & ’extérieur
du cercle unitaire®.

Les facteurs z; & —1.4 et 2z, = 1.2 rendant [M(z)]~" instable. Donc M_, est choisie de fagon
que z — z; et z — z; soit annulé par [M_(z)]™!

Z=21 Z=23 0 0
1212 1=232
— Z=2) Z=22
M+2(Z) - 1-212 1~2p2 O
0 0 z~2] 2—2
1~2yz 1=222

G(2) = [M(2)] 7" M (2)M y5(2).
On remarque que le contréleur est stable et réalisable.
D’ot ’expression du filtre de pondération, la matrice de prédiction désirée est:

. F‘l‘lllig( ) 0 0
Fo=| 0 Fj%) 0 |5 k=12
0% )

aAvVeC Ty = T = T3 = T3 = 1et T =Ty = 2.
Le filtre F,, correspondant est:

11,3 _ 11 11 11Au(3)
F - Fl (z)+(1'—Fl ( ))Fll Au(l)

12141 (2)
£ Aw(l)
21A21(z)
4 A21( )

)

223 22 22 22A22(
Fp° = Fj (z)+(1"‘F2())F€zA22()

F2 = FP(s)+ (1= FH)F

F° = Fl'(2)+(1- FP()F,

3calculé par le logiciel mathematica
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31
B = B+ (- B )

&
A32(2
R = R+ (- RO
1
avec
Fii(z) = ()% =62
F2(;) = (A01)4—(A02)4+A01(A02)4—A02(A01)4z-1

Ao1 — Aoz Ao — Aoz
T
Ao] = 6—?1—2_1—; Ti21 = 7.85
T
et Agg = e ™22; Ty90 = 8.94
21 -Z-\3
F(2) = (e ™1)% 791 =69

(Ao1)* — (Ao2)? N Ao (Ao2)* — Ao2(Am )? -1
A01 - A02 AOl - A02

P
Agr =€ m21; To9 = T7.29

FP(z) =

_T_
et Aoz = € ™22 T99 = 8.94
I
Fl(2) = (eT71)% 13 =701
P
F32(2) = (e7™2)% 1y =176
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