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Sommaire

La mise au point du système de commande d un système comportant des retards purs pose

un problème particulièrement ardu. De fait, au niveau des systèmes continus, la présence du

retard conduit à une équation non transcendante. Ce n est qu à l aide de certaines modifica-

tiens de la structure de commande que l'on peut contourner cette difficulté, et procéder à la

commande des systèmes avec retard.

La méthode la plus utilisée consiste en une solution préconisée par Smith qui permet
d'aborder le problème par l'égalisation des réponses du systèmes et de son modèle ce qui enraye

l'efFet du retard, sur l'équation caractéristique du système bouclé.

Dans cette ligne de pensée, une formulation plus large du filtre de pondération du prédicteur

analytique généralisé 'TAG est développée ici pour le cas de système monovariable et, par la
suite, une extension aux systèmes multivariables est proposée. De plus, une étude comparative

avec d'autres compensateurs (prédicteur de Smith "PS", PAG et commande par modèle interne

"CMI") est faite.

Cette nouvelle formulation du filtre de pondération est valable pour la prédiction en présence

de perturbations dynamiques et de retard dans le système [?]. De la sorte, elle offre au PAG un

degré additionnel de liberté comparativement à la CMI, et pour les commandes dont Pobjectif
en est un de mise au point à la fois du fonctionnement en suiveur et en régulateur.



l Introduction

Les effets préjudiciables du retard sur la stabilité et sur les performances d un système
de commande sont bien connus, et c'est la raison pour laquelle la commande des procédés

comportant des retards suscite un intérêt considérable. Un grand nombre de techniques per-

mettant la compensation des retards ont été développées: Le prédicteur de Smith (PS) (Smith,
[Smi57]), le prédicteur analytique (PA) (Moore et al., [MSM70]), le prédicteur analytique dis-
cret (PAD) (Doss et Moore, [DM82]) et la commande par modèle interne (CMI) (Garcia et
Morari, GM82], GM5a, [GM5b]). Garcia et Morari [GM5a] ont démontré que les schémas
de commande conventionnelle (prédicteur de Smith, commande optimale quadratique linéaire)

peuvent être reformulés par une structure de commande par modèle interne (CMI).

Plusieurs simulations et comparaisons expérimentales entre le prédicteur de Smith et les

prédlcteurs analytiques ont été proposées: Meyer et al., ([MSW78], [MWS79]), Wong et Seborg
[WS86 , Hammami [Ham89 . Elles montrent que des deux techniques de compensation c'est

celle du PA qui est la plus performante. Wong et Seborg [WS86] ont généralisé l'approche du
prédicteur analytique et ont permis l'utilisation de n'importe quel type de contrôleur plutôt

que la forme spécifique du contrôleur PI proposée par Moore et al.: connue comme celle du

prédicteur analytique généralisé (PAG). Une comparaison théorique des diverses approches

prédictives de type analytique (PA, PAD et PAG) avec la commande par modèle interne a été
effectuée par Wellons et Edgar [WE87].

Plusieurs chercheurs (Meyer et al. [MSW76]; Kantor et Andres [KA80], Watanabe et al.
[WII83], Turgeon et Hammami [TH90b] TH90a]) ont relevé les limites du régulateur de Smith
en présence de perturbations qui ne sont pas mesurables. Une faiblesse comparable a été

identifiée dans la structure de la commande par modèle interne (Huang et Stephanopoulos,

1985).
Dans cet article, on examine la relation entre la commande par modèle interne et le pré-

dicteur analytique généralisé. Notre contribution originale concerne une formulation plus glob-

aie du filtre de pondération dans la prediction analytique. Ce filtre intègre bien, comme cas

spéciaux, les versions de Wong et Seborg, de Wellons et Edgar ainsi que celle de la CMI.

2 Formulation du problème

On utilise la transformée en z pour la formulation de la fonction de transfert du processus: y

représentant la sortie du processus u, l'entrée disponible, P, la fonction de transfert du processus

d ordre n avec un retard de p périodes d'échantillonnages et d, l'effet des perturbations sur la

sortie du processus. Nous écrivons:

y{z) = P(z)u{z) + d(z)

^ B;(^-"
avec r\z} = r^

B;(z) = B;o + 5^z-1 + B;,z-î + ... +B^-n

A;(z) = l+Ayï+Ay2+.-.+A^z-n



Notre but est de produire une commande stabilisatrice du système P(z) en présence du retard

p (0 = pT — PQÏ 0 <i po < l). On supposera que l'effet de la commande demeure valide durant

une période d'échantillonnage T.

On considère la structure de contrôle en temps discret donnée par la figure l, avec le

contrôleur C{s) et r(s), le niveau de consigne. Un bloqueur d'ordre zéro H(s) est utilisé pour
convertir le signal de contrôle numérique en une fonction constante par paliers.

Le processus est représenté par la fonction de transfert:

P{s) = Po(s)e-9s

Po(-s) est la fonction rationnelle de transfert du processus sans retard et 6 est le retard inhérent

au système P(s).

Figure l: Structure de contrôle échantillonnée conventionnelle.

La figure l présente la forme hybride de la structure de commande; la forme équivalente

exprimée en numérique est donnée à la figure 2. Le procédé a maintenant pour expression en

z:

P(z) = P^z)z-"

P(z) est la fonction de transfert du processus sans retard; C(z) le bloc de commande; le retard

du processus représente un nombre multiple de la période d'échantillonnage, plus une partie

fractionnelle (i.e 0 = pT - poT 0 <: po < l).

Le bloqueur d ordre zéro est inclus dans P(z) suivant:

P(z}=Z[H(s)P(s}}

La perturbation d{z) est la transformée en z de la charge et de sa fonction de transfert, soit:

d(z) = Z [rWe{s}}

r(*)±

Figure 2: Structure de contrôle en domaine z conventionnelle.

La réponse en boucle fermé du système de commande est:

C(^)Po^-pC(2)Po-î-p
"(z)°îT^fc^rw+ 1-

l + C(z)Po(z)z-P\
d(z)



3 Compensation des retards: état de Part

La compensation des effets du retard nécessite la prédiction des effets de l'entrée sur la

sortie du processus. Dans cette section, nous examinons les structures suivantes : la commande

optimale, le prédicteur de Smith, la commande par modèle interne, la commande prédictive

analytique, puis nous procédons à une étude comparative des diverses techniques.

3.1 La commande optimale

La théorie de la commande optimale appliquée aux systèmes avec retards purs est bien

développée; en particulier la commande quadratique linéaire (Koivo, Koivo, [RL78]). Un pre-
mier travail en commande quadratique optimale avec contre-réaction pour les systèmes linéaires

avec retards traités par les variables d'état a été présenté par Krasovskiï (1962, 1963) il y a plus
de vingt ans. Fuller (1968) a élaboré la commande optimale avec contre-réaction pour les sys-

tèmes linéaires invariants et monovariables ayant un retard pur à Rentrée. Ross et Flugge-Lotz

[RF69] ont obtenu une loi de commande optimale avec contre-réaction et à horizon borné et

infini ensuite, Ross (1969) a étendu ces résultats lorsque les retards dans l'état sont multiples.

Le problème des retards multiples dans les systèmes linéaire a été considéré par Oguztoreli

(1966) qui a dérivé des théorèmes d'existence et des conditions nécessaires pour la réalisation
de la commande optimale. Mee (1973) a étendu le travail de Fuller pour les systèmes linéaire
avec des entrées multiples et avec des retards différents à chaque entrée. Soiïman et Ray (1970,

1971) ont traité des conditions nécessaires d'optimalité pour les systèmes à entrées multiples
non-linéaires avec des retards sur les états et les entrées. De même, Soliman et Ray ont montré

que la commande optimale des systèmes multivariables traités par des fonctions de transfert

introduit des retards par transformation du modèle à un ensemble des équations différentielles

ordinaires (Soliman et Ray, 1972a). Il considère les problèmes quadratiques linéaires multivari-

ables avec des retards à la fois sur les états et sur la commande (Soliman et Ray, 1972b).

La question de la commandabilité des systèmes linéaires avec retard et ayant des entrées

constantes par palier a été considéré par Thowsen et Perkins [TP76]. La sensibilité de la
commande optimale des modèles à variables d'états face aux perturbations ou aux erreurs

sur les paramètres du système a été considéré par Koda [KodSl] pour une classe particulière

représentable par des équations différentielles.

L application de la commande optimale pour le contrôle des systèmes multivariables con-

tenant des retards est fort laborieuse compte tenu des difficultés de calcul inhérentes à la

conception du contrôleur.

Il en est de même pour l'implantation pratique qui exige un effort de calcul considérable

(Mee, 1973). Un autre inconvénient est, que révolution de la dynamique du système est sauvant

imprévue, ce qui complique considérablement l'implantation. Puis ce type de conception n'est

pas facile pour des ajustements "on-line". Pour ces raisons, la philosophie de la commande

optimale n est pas très répandue dans la pratique industrielle; malgré les grands efforts de

développement consacré par l'industrie chimique.

Ainsi, il est souhaitable de développer une approche alternative plus simple dans sa con-

ception, son implantation et ses ajustements "on-line". C'est dans cette direction que nous

menons ces travaux de recherche.



3.2 Le prédicteur de Smith

Figure 3: Le prédicteur de Smith.

Le compensateur de retard le plus connu est le prédicteur préconisé par Smith [Smi57]. Un

grand nombre d'études expérimentales et de simulations (Lupfer et Oglesby [L062], Parasad et
Krishnaswamy [PK75], Meyeret al. [MSW76] [MSW78] [MWS79], Alevisakis et Seborg [AS73])
ont permis de comparer le prédicteur de Smith avec les contrôleurs PI et PID conventionnels et

de montrer les importantes améliorations que représentent la solution de Smith; spécialement,

dans la réponse en suiveur. D'autres études ont examiné la sensibilité de ce prédicteur face à

des erreurs de modélisation du retard et, ont suggéré des améliorations (Palmor [PalSO], Palmor
et Shinnar [PS78] [PS81], Palmor et Halevi [PH83], Horowitz [Hor83]).

Le prédicteur de Smith [Smi57], donné à la figure 3, utilise une réplique du modèle M(z),
afin de prédire l effet des actions de contrôle. Lorsque M{z) = P{z), le contrôleur représente la
réponse du modèle du processus sans retard: Mo(z). Ce résultat inhibe l'efFet du retard dans

l'équation caractéristique et permet d'obtenir un contrôleur à gain plus élevé: donc plus de

précision, de rapidité et de sensibilité.
La réponse en boucle fermée de la figure 3 (sans erreur de modélisation) est:

^ _ ww^^^ ^ \, _ CW(Z)Z-P ]
sw = i+'CWWrw + [l - l'+CWPowJ 'i<!)

3.3 Commande par modèle interne

^'L^-

Figure 4: Structure de la commande par modèle interne.

La structure de base de la commande CMI [GM82] est donnée à la figure 4. Gc(z) y
représente le contrôleur, Fc(z) le filtre de robustesse et r(z) le niveau de consigne.

La compensation du retard et la prédiction de la sortie sont réalisées implicitement par

la CMI. La structure CMI ne contient pas explicitement la contre réaction interne du modèle

prédictif comme dans le cas du prédicteur de Smith. La CMI utilise le contrôleur Gc{z\ qui est
idéalement une approximation de l'inverse du modèle du processus pour l'implantation d'une

commande parfaite. De plus, les effets des perturbations du processus et leurs estimés sont

traités par le contrôleur.

La réponse en boucle fermée est:

^-^+T^^^LM^W-dw



avec une modélisation parfaite (et avec Fc{z} = l), Gc(z) se doit être l'inverse du modèle de
processus. Les problèmes engendrés par l'instabilité de l'inverse du modèle du processus seront

considéré comme suit: le modèle du processus factorisé s exprime par:

M{z) = M+{z)M-{z)

où M+(z) contient le retard et la partie de la fonction de transfert qui est à phase non minimale
et n'a pas d'inverse. Le contrôleur Gc(z) visera donc à l'inversion de la partie à phase minimale

[M(.)]-l=

-lG^z) = [M-(^)]-

Une telle factorisation est toujours possible pour les systèmes dans l'espace Jïoo [Fra87].

Zafiriou et Morari [ZM85] et Garcia et Morari [GM5a] [GM5b] donnent plus d'information
sur la conception du contrôleur CMI dans ce cas.

Incidemment, une autre contribution qui va dans le même sens que la commande par modèle

interne à été préconisée par Brosilow [Bro79] avec la terminologie quelques peu différents, il
propose de développée une commande par inférence qui dans son schéma de base est similaire

à l'approche CMI.

Le rôle du filtre Fc(z) (de premier ordre) est d'améliorer la robustesse du système, c'est à

dire la performance de la commande en présence d'incertitude sur la modélisation du système

et de la perturbation.

3.4 Commande prédictive analytique

Le prédicteur analytique (Moore et al., [MSM70 ) prévoit la compensation des retards par
l adjonction d un filtre de pondération dans la chaîne de contre-réaction du prédicteur. Ce filtre

pondère l'erreur entre la sortie du système réel et, celle du système modélisé avec son retard et

en présence de perturbations par rapport à la sortie du modèle sans retard, et ce, pour tenir

compte du fait qu ils sont décalés dans le temps. Moore a donné l'expression de ce filtre en

temps continu pour un modèle du premier ordre avec retard, avec une correction additionnelle

d une période d'échantillonnage et demie dans la prédiction.
Doss et Moore [DM82 ont proposé un prédicteur analytique discret "PAD" comme à la

figure 5.

Figure 5: Schéma fonctionnel du prédicteur analytique discret.

Le prédicteur de sortie y est représenté par 2+À, avec À le retard du modèle du processus,

et C(z) est la compensation de la boucle.

Dans cette proposition, le PAD utilise un système du second ordre à temps discret tenant

compte de la plus récente estimation de la charge dk et prédit récursivement la sortie future yk.

yk = -A\yk-i - A^yk-2 + B^Uk-\ + B]uk-\-ï + B^uk-\-2+



{Bl + Bï + Bj)^-i
dk = dk-i + Ki(yk - yk)

A

Ufc = Kc(rk - yk+\ - dk)

(l)
(2)

Pour cette prédiction analytique, le PAD traite l estimé de la charge dk par un modèle du
second ordre. Le schéma d'estimation de la charge contient un paramètre KI qui est utilisé afin

d'ajuster la sensibilité de l'erreur (y — yk) (équation 2).

3.5 Commande prédictive analytique généralisée

Dans leur analyse du prédicteur analytique, Wong et Seborg [WS86] préconisent la structure
de commande représentée à la figure 6. Ils considèrent que le retard est un multiple entier de

la période d échantillonnage et ils ne tiennent pas compte de la correction additionnelle d'une

période d'échantillonnage et demie comme le fait Moore.

r<1)

Figure 6: Le prédicteur analytique généralisé Wong et Seborg.

Wong et Seborg [WS86] montrent que le prédicteur du premier ordre et l'estimateur de la

charge peuvent être combinés (figure 6):

y?W = y^) + FuWy(z) - y^)}

F[c{z) est un filtre de pondération temporelle dont le but est de pondérer l'effet de l'erreur

d égalisation {y(t) — ym(t)) par rapport à y'm(t). yp(z) représente le signal de rétroaction, y(z)
est la sortie actuelle du système. Nous avons:

VmÇz) = M(2;)î^)

y^(z) = MoWz)

F^z) = A^-Kl-A^)1—1^

= F^)+(l-F,(l))

101

l - Aoiz-ï

1-Aoi

_-^2_
avec Fi(2) = e-^ = (Aoi)A = A^ et l - Fi(l) = 71.



Le PAG peut recevoir aussi la forme de la figure 7 qui est une forme CMI améliorée:
{('L

^*)_J^

Figure 7: Structure du prédicteur analytique généralisé.

La réponse en boucle fermée du PAG devient:

P(z)G.W{z)\r(z)-F^d(z}\
y{z} = d(z) +

l + G.(z)F^)F^z) [P(z) - M(z)}

En comparant la structure PAG avec celle de la CMI, on constate que la seule différence

qui existe entre les deux schémas de contrôle (figures 4 et 7) réside en l'introduction du filtre
de pondération ^ic(^) de l'erreur d'égalisation dans la chaîne de rétroaction. De fait, le PAG

possède les mêmes propriétés que la CMI: pour une modélisation parfaite et une compensation

idéale, Gc{z) = [M{z}]-1 (Garcia et Morari, [GM82]).
Wellons et Edgar [WE87] ont donné la solution du PAG discret pour un modèle

•^ = Bî^,-> = B^-1 +B
{z) = ~wz "= l - A^-i -

B-îZ -2
,->

A2[zY - ï - Aiz-1 - A^z-2'

du second ordre. Le filtre de pondération F^z) est donné par des équations de récurrence:

F^{z} = F,{z) + (l - F,(ïW{z)^

Fî{z} = AA + A^À^z-ï

W = /~/20.i; ^20 = l - A'/(Bi + B,)
î2

(3)

avec AQ =1, Ai = Ai

A, = Ai A,..! + A-îA^-î pour i ^ 2

et À l horizon du prédicteur.

Dans ce travail, nous présentons la forme analytique exacte du filtre ^2c(2) sans passer par

les équations de récurrence comme l'ont fait Wellons et Edgar. De plus, nous montrons que

cette expression du filtre est généralisable pour les systèmes d'ordre supérieur.



4 Formulation directe du filtre de pondération Frc(z)

de la prédiction analytique

4.1 Système sans charge

^ .1 G<(')

r<îl^b^l C(*) »(') Po(.)e-"P'

Mo(') ^

At,+s'(?L

\Vk

\— -*<)'

»k+\^ Fr<.^

Figure 8: Le prédicteur analytique sans estimation de charge.

Dans notre approche, la compensation du retard peut être réalisée par un modèle de pré-

diction par lequel les sorties prédites aux instants d'échantiiïonnage sont produites à partir de

la valeur effective de la sortie et des valeurs présentes et passées de Rentrée (figure 8). C'est

d'ailleurs la solution, préconisée par Moore [MSM70], qui constitue la : prédiction analy-

tique.

Nous voulons présenter ici, une nouvelle expression du filtre de pondération Fr(z) (Ham-

mami et al. [HTB91b] [HTBQla]) de la prédiction analytique suivant l'esprit de Moore. Cette
formulation pourra tenir compte d'une structure du système plus évoluée. En particulier,

le modèle permettra de représenter des systèmes dont les réponses indicielles possèdent des
dépassements; ce qui est fréquent dans la pratique industrielle.

Rappelons que le prédicteur analytique est, dans sa forme originale, basé sur un modèle

Mo(-s) du premier ordre. On sait que ce type de modèle est largement employé pour la repré-

sentation de système dont la réponse indicielle est apériodique et monotone en présence de

retard pur (annexe B).

4.1.1 Modèle du second ordre r = 2

Soit un modèle du second ordre:

M(s) = Km{l +Tms \e , = M^)e-ems
(l+T^)(l+r2m5) ~ lvlo{

où Km est le gain du régime permanent; r-imi T2m et Tm sont les constantes de temps et 0m, le
retard.

Le retard du modèle prédictif Om de la figure (8) est défini par:

9^=\T- ÀoT, 0 ^ ÀO < l



où À représente la partie entière du retard, \o: la partie fractionnelle et, T: le temps d'échan-

tillonnage. Dans la situation idéale, où le modèle est parfait et en absence de perturbation, on

a:

Vmk = Vk'

Donc, le signal d entrée du contrôleur est:

efc = r-fc - y^k-

L action du contrôleur est dictée par y^, la sortie du modèle sans retard, plutôt que par celle

du processus effectif y^. Dans la situation expérimentale, y^k 7- Vk et nous aurons en tenant

compte du modèle avec le bloqueur:

M(z) = Z [ Mo(s)e-6m3^^-•}
D'où la fonction de transfert en temps discret:

avec:

^i = fll4±B|i±4,-A
{z> = W + A\z + A\z

Bl = Km[\-KÎ,-KÏ}

Bï = ^{-(Aoi+Ao2)+/<?(l+Ao2)+^(l+Aoi)}
B\ = (-l)l^{J<?Ao2+/<JAoi-AoiAo2}
^ = (-1)°

Aî = (-l)l[Aoi+Ao2] (5)
A\ = (-l)2AoiAo2 (6)

et

.2 Tlm ~ rm _-^

.{ = ————e '•i'"
Tlm ~ Tîm

.2 __. T2m - Tm _-àuî

.2 = —-——e rî"'
Tîm - Tlm

Si le bloqueur d'ordre zéro de la figure 8 est employé, u(t) est une fonction variant par

paliers, et l équation aux différences du modèle devient':

V'rnk + A^k-î + Aly^-2 = Bïuk + B2,uk-ï + B^uk-2 (7)

Vmk + A\ymk-\ + AJymfc-2 = B^Uk-\ + B^Uk-(\+l) + B^Ufc_(A+2) (8)

Les prédictions futures des sorties s'obtiennent récursivement par la résolution de l'équation

de base d'un système du second ordre (4):

yk+î + A^fc+i + Ajyfc = B^Ufc_(.\_2) + Bi2ufc_(^_i) + B^uk-\ (9)

10



L'interaction des équations (9), (6) et (5) permet de déduire:

yfc+i - (Aoi + Ao^yk + AoiAo2yfc-i = B^Ufc-(A-i) + B^uk-\ + B^Uk-\-i (10)

avec

Aoi=e-(^"),Ao2=e~(^) (11)

Cette dernière équation peut être reécrite comme suit:

yk+ï - Aoiyk = Aoî{yk - Aoiyk-ï) + B^Uk-(\-ï) + B^Uk-x + B^Uk-\-î. (12)

Les prédictions futures des sorties s'obtiennent donc récursivement par la résolution de

l'équation de base d'un système du second ordre (12). Posons: Wk = yk — AoiVk-ï

(Aœ-1) (Wfc+i = Ao2Wfc+E^o5,2Ufc_A+l-.-)

(Aà2-2) (Wfc+2 = Ao2Wfc+i+ELo^2"fc-A+2-.)

(A§2) (wfc+A = Ao2Wfc+A_i+ELo5,2Ufc_.)

Le regroupement de cette série d'équations produit:

Wfc+A = A^Wfc + ELoB?ufc-<

+ Ao2£LoA2"fc-.-i ^

+ ^02 E?=0 -B?Ufc_A+i-t

Utilisant yk — Aoit/fc-i = Wfc, il vient:

Vk+\ - Aoit/fc+A-i = A^(yfc - Aoiyfc-i)

+ EA2^-

2

+ Ao2 S Bfuk-i-i
•=0

+ A^^B^k-w-i (15)
t'=0

De l équation (7) et (11) il vient que:

Vmk - ^Oiy'mk-l -A)2 (y'mk-l - ^QïV'mk-î) = ^Uk + B^Uk-l + BJUfc-2 (16)

"m* "mk-1

Posons v^ = Vmk - ^QlV^k-ï

«) «, - Ao2<,_i = B^uk + 5?ufc-i + 5jufc-2)
?) «fc-1 - Ao2<fc-2 = B^Uk-ï + B^fc_2 + BJUfc-a)

(17)
(^2-1) «k-(\-ï)-A02v'mk-\ = B^Uk-W + ^Ufc-A

+Bjufc-A-i)

11



L'addition des équations (17) produit:

<fc-Ao\<fc-Â = E5?ufc-.+A02ZB?ufc—l+---+AOÀ2-lEB?"fc—(A-l)
i=0 t'=0 i=0

= E 42 [B^k-i + Bïuk-i-, + B^Uk-H (18)
«=0

La substitution de Péquation (15) dans (18) donne:

yfc+À - Aoit/fc+A-i = ^(yk - Anyfc-i) + <fc - A^fc-A (l9)

En remplaçant v^ = y*mk - Aoïy^k-ï u vient:

yfc+A - Aoiyfc+A-i = Aà2(yfc - Aoiyfc-i) + (y^ - Aoiy^-i)

-^(y^-x - Aoiy^-A-i) (20)

Comme y^ et y^ ont les mêmes conditions initiales on a:

Vmk = Vmk-X

D'après l équation (10):

yk+i - Ao-iVk = Aoi(yfc - Ao2î/fc-i) + B^Ufc-A+i + B^uk-x +

B^Uk-\-i

Un raisonnement similaire axé sur les équations (12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20) et qui

substitue Aoi par Aos produit:

yk+\ - Aotyk+\-i = A^(yk - AoîVk-ï} + (y^ - Aoîi/mfc-i)

-<(2/^-A-^^-A-i) (21)

I/addition des équations —Ao2><(20) avec Aoix(21) donne:

Vk+\ = 2/mfc +
L01 — -"02 /.. \ i •"Ul-^02 — •rl02'rl01

-(2/fc - Vmk) + "ul"w — ";UA"U1 (yk-l - Vmk-ï)
l01 - AQ2 ^01 -

(22)

L équation (22) constitue un algorithme généralisé qui permet de considérer les modèles de
second ordre. Cet algorithme peut être exprimée selon la fonction de transfert en z qui suit:

2/p(2) = Z(^+A), y^(^) = Z(y^), y(^) = Z(^), ^(.-) = Z(y^)
de l équation (22), on a:

2/pOQ = y;^) + W>(!/(^) - !/n^))

D'ou l'expression du filtre F-i(z) pour le second ordre:

F,(Z) =Aotï ~A02 +Aoï °r ~A02A0^^ (23)
••01 — -^02 "^01 — ^02

Aoi(l - A^z-l}[W} - /W1 - Aoi2-l)[^(^)]

AQÏ — Ao2

avec [¥^)] = Ao\ et [^(^)] = A<^

Remarque:

12



l. Si le retard fractionnel \o est nul: B^ = 0.

2. Si Ï2m = 0: Ao2 = 0 (le modèle est du premier ordre), nous retrouvons là les résultats

connus de F^z) = Fi(z) = A^ (Moore [MSM70], Wong-Seborg [WS86]).

3. Si les pôles du modèle sont conjugués complexes:

Aoi = e-T(a+^)

Ao2 = e-r(a-JU)

De l équation (23), il vient:

^ __ ^_T^sm[T(X + l}u} _ .-T(A+n,sin[rÀy],_i
r2w=e ~sm[T^ ~e " "" sm[Tu]!!

avec Q! = ^ujn et u = t*;n\/l — ^2 sont les paramètres du modèle du second ordre:

K^ï
M(s)= Lm«/n

S2 + 2^3 + ^

4. L'équation (23) devient:

^) = < E f^)' - ^< E f^y (24)
,=0 v'n01/ ,=0 v-n01

Si Aoi = AQÎÎ l équation (24) devient:

F,(z)={\+l)A^-\A&+ï)z-ï

5. En général F^Çz) -^ l, et les deux estimés yk et y^ ne sont identiques que pour le cas
spécial où le modèle est parfait et en absence de perturbation. Dans ces conditions,

Vmk = Vk

et

!/fc+A = ymfc

Dans ce cas, il n y a pas d'erreur yk — Vmk et la chaîne de retour par le bloc Fi{z} est sans

effet.

4.1.2 Modèle du troisième ordre r = 3

Soit un modèle du troisième ordre:

,-ff ml

M(s) = „ , _nm(i+Tms)e^7. _ . = Mo{s}e-ems
(l + Ti^)(l + r^s)(l + T3^)

où Km est le gain du régime permanent, Tim, T-îmi T3m et Tm sont les constantes de temps et 0m

est le retard.

13



Le retard du modèle prédictif 0m de la figure 8 est définit comme suit:

^ = XT - \oT, 0 ^ \o < l

où A représente le retard discret entier du modèle, Ào le retard discret fractionnel et T le temps

d'échantillonnage.

Tenant compte du modèle avec le bloqueur d ordre zéro, il vient:

»-T»

M(z) = Z ^ ^—^—Mo(5)e-z{1~ e " Hf f.\^-9mS

D'où la fonction de transfert en temps discret:

^ = ^3+5?22+^+B3^
{z) = z^+A^+A3,z+Ai z

avec

Bo3 = Km(l -K3, - Kî - Kj)

Bl = ^m[-(Aoi + Ao2 + Aos) + (l + Ao2 + Ao3U<i3

+(1 + An + Ao3)A^3 + (l + Aoi + Ao^Kj]
B J = J<m[AoiAo2 + AoiAos + AoîAos - (Ao2 + Aœ + Ao2Ao3)A'?

-(Aoi + Aœ + AoiAo3)A^3 - (Aoi + Ao2 + AoiAo2)^]

Bl = J<m[-AoiAo2Ao3 + AoîAos^? + AoiAo3^23 + AoiAo2^<33]

A3i = -(Aoi + Ao2 + Aœ) (26)

A^ == AoiAo2+AoiAo3+Ao2Ao3 (27)

Ai = -AoiAo2Ao3 (28)

_--2-
H == e '•im

Ao2 = e~~r!^

_--'-
l03 = C T3m

et

'3 Tlm rlm - rm -^
.f = -—-—————-—e rim

Tlm ~ r2m rlm ~ r3m

.3 r2m r2m - Tm -^

.2 = -—————————e r2m
Tîm - T\m 72m - T3m

.3 T3m 73m - Tm _-^î

.g = ——-————g r3m
T3m - Tïm T3m - Tîm

Si le bloqueur d'ordre zéro de la figure 8 est employé, u(t) est une fonction variant par

paliers, et l équation aux différences du modèle devient:

y^k + Af^-i + A|^_2 + Aiy^-3 = EBÎUk-i (29)
«=0

3

Vmk + A^k-i + A^k-î + Aiymk-3 = Y,B?Uk-x-i (30)
«=0

14



Les prédictions futures des sorties s'obtiennent récursivement par la résolution de l équation

de base d'un système du troisième ordre (25):

i/fc+3 + A^yk+2 + Ajyfc+i + Aiyk = B^Uk+s-x + B^u^i-\ + B^Uk+i-\

+Bluk-x (31)

L'interaction des équations (31), (26), (27) et (28) procure:

Vk+ï - (AOI + Ao2 + Ao3)yk + (AoiAo2 + AoiAoa + AoîAoa)^-!
3

-AoiAo2Ao3î/fc-2 = S ^?"fc+i-À- (32)
i=0

De l'équation (32), on a:

Vk+i - AasVk - (Aoi + Ao-i)yk + AoiAo2(î/fc-i - ^^^-2}
3

+Ao3(Aoi + Ao2)!/fc-i = Y^Bfuk+i-\-i
(=0

Encore une fois, les prédictions futures des sorties s obtiennent récursivement par la résolution

de l'équation de base d'un système du troisième ordre (31). Posons: Wk = yk — Aosî/fc-i

3

u)fc+i - (Aoi + Aoî')wk + AoiAoîWk-i = ^ Bfuk+i-x-i (33)
«=0

De l'équatioa (33), on a:

3

Wfc+i - Ao2Wfc = Aoi(wfc - Ao-iWk-ï) + ^_, Bfuk+i-\-i (34)
i=0

Posons Xk = Wfc — AofWk-i dans l'équation (34)

3

ïfc+i = Aoi^fc + ^ B^Uk^i-\-i (35)
«=0

Le développement de l équation (35) est:

(Aài-1) (îk+i = AoA+E?=o^3ufc+i-À-)

(Aàf2) (Xk+2 = AoÀ+l + E?=0 5?Ufc+2-A-,-)

(Agi) (ifc+A = AoiAfc+A-i+E?=oA3"fc-.)

Le regroupement de cette série d'équation produit:

3

Xk+x=A^Xk + SB.3ufc-'
i=0

3

4- Aoi(E53«fc-i-.)
«=0

+ Ao\-l(S:5.3"fc+i-.-.)
t=0

15



Retournons à Wk — AoîWie-i = Afc, il vient:

3

Wk+\ - AoaWfc+A-i = A^(Wjk - Ao2Wfc_i) + ^ B?Ufc_,
«=0

+ Aoi(EB?ufc-i-<)
«=0

+ <-l(S5.3Ufc+i-A-..) (36)
«=0

L'interaction des équations (26), (27), (28) et (29) permet de déduire:

t/^fc - (Aoi + Ao2 4- Ao3)y^fc-i + (AoiAoî + AoiAoa + AoîAos^k-î
3

-AoiAoîAos^fc-s = E B?ufc-, (37)
«=0

De Péquation (37), il vient:

{y'mk - Ao3^fc-l) - (Aoi + Ao2)(y^fc-i - Aoay^fc-î)
3

+AoiAoî(y^-2 - Aosy^-a) =^Bfuk-,

3

SSJ
i=0

Posons: w^fc = y'^ - Aoaî/mfc-i

3

<fc - (Aoi + Ao2)w^^_i + Aoi^w^^ = ^ B?ufc_.
i=0

On pose: x"^ = <fc - AQÎW^-Ï

3

x'^=Aoix^-i+^B3Uk-i (38)
>=0

Par récurrence:

3

^k-Anx^-ï = EB?"fc-
i=0

3

xfmk-Ï - A0lxmmk-î = Z Bfuk-i-î

i=0

3

xmk-(\-l) - ^OïX'mk-\ = S Bfuk-i+l-\
t=0

16



Ce qui procure:

Remplaçons x^

w'mk

xmk ~ ^-Olxmk-\ =

= <Jk - Ao2W^-Ï

A)2<^_i-Aài(u4^-

E^-
«=0

3

+ Ao2 S B^uk-i-i
«=0

+ AàflE^-..H-A
i=0

3

Ao2W^-\-l) = S^."fc-
«=0

3

+ Ao2 S Bfuk-i-ï
«=0

+ <-lEB?ufc-+i-
«=0

(39)

Remplaçons dans l'équation (36) par (39)

Wfc+A - Ao2Wfc+A-i = A^(Wk - AozWk-l) + (w^k - AQîW^-l)

-<«fc-A-A)2<fc_^) (40)

Un raisonnement similaire axé sur les équations (34, 35, 36, 38, 39, 40) et qui substitue Aoi
par Ao2 produit:

Wfc+A - AoiWfc+^_i = A^(wfc - AoiWfc_i) + (w^fc - Aoiw^k-ï)

-Aâ2«fc-A - ^OlW^_,_i) (4l)

L'addition des équations —AoaX (4l) avec AoiX (40) procure:

• . "Ol — •rl02 l - "a

^fc+A = <fc+-^—T^—(wfc - <fc-A) +
101 — ^1.02

^02 ~ •^02^01

AOI - Ai02
(tCfc-i - w'^-x-z) (42)

avec Wk = yk - Aosî/fc-i

Un raisonnement encore similaire au lieu de poser Wk = yk — Aosyk-i on remplace par Wk =

Vk - Aoiî/fc-l

Wk+\ - Ao2Wfc+A-l = Aâ3(Wfc-Ao2Wfc-i)+(w^fc-Ao2W^,fc_i)

-A^(Wn,k-\ -ÂQîW^k-X-l) (43)
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De même l'équation (4l) devient:

Wfc+A - AoaWfc+A-i = Aâ2(Wfc - AoaWfc-i) + (W^fc - Aos^mfc-l)

-Ao\(w^_, - Ao3<,_,_i) (44)

L'addition des équations AgaX (44) avec —AoaX (43) procure:

|A+I _ jA+1

w^ = W^+T^03 (^-<.-A)+
102

A)2^03 — A)3-^02 / *
"vi,-'^T" (u'"-<^->) <45>

avec Wk = yk - A<nt/fc_i

L addition des équations AoiX (42) et —Ao3>< (45)

.. , Aoi(Ao2 - Aw]A^1 + Aoi(Ao3 - AoiM^-1 + Aos(Aoi - Aw)A^1
Vk+\ = Vmk + "' —"' ,".\. ^"w^". —,'"»"<'._ ' <"^ " ———(î/k - ymk)

101 - ,102)1.^01 — A03H^02—

Aoi(A^ - AÏ,)A^ + Ao,«, - A2^)A^1 + Ao3(^ - Ay^-1 ^
/<s-l — Vmk-1

n - Aos){Ao2 - Ayj)

. (^02 - A03)<+1 + (^03 - Aoi)^+1 + (/toi - A^}A^1 ^
+AoiAo2Ao3—:—"";7" —'/~^ ""I'^A ' '7 ,""""•' (y<,_2 - Vmk-î) (46)

loi - Aoy)(Aoi - AOS)[.AOÎ -

L'équation (46) est un algorithme généralisé qui permet de considérer les modèles du troisième
ordre. Cet algorithme peut être exprimé selon la fonction de transfert en z qui suit:

Vp^) = ^(^) + W(y(z} - y^z))
avec

F3(2) =
-4oi(Ao2 -Ao3)A^1 + Aoî(Aos - Aoi)A^1 + AosÇAoi - Ao-i}A^1

(Aoi - Aot)(Aoi - Aoa}(Aoi - Aoz)

Aoi(A^ - A2^)A^ + Ao2(A^ - A^}A^ + AosCAg, - A^)^+l __,

(AOI - Aai)(Aoï - Ao3}{Aoy - Aos}

_ (Ap2 - Ao3)Ag\+1 + (Ao3 - Aoi)An\+1 + (/loi - Ao2)A^^ __,
+AoiAo2Ao3———u—'^.w", "^^, ._'. ' ~.'_^ "' "" z~f (47)

101 — ^02)(/»01 - /103)(A02 -

D ou l'expression récursive:

F,(2} = Aol(l ~ A»^l)[l'^(^)] - Ap3(l - A(nz-l)?(^)]
Aoi — Ao3

avec ?(^)1 = AÏ1:^T + d21^rd^^-1
Aoi-Aoa ' AOÏ-AOI

et p.Ï^)] = ^;:^1 + A02A^-_A^1 z-1
Ao2—-4o3 ' Ao2--4oa

Nous obtenons ainsi une formulation analytique définitive du filtre de pondération de la
chaîne de réfcro-action du prédicteur analytique.

Remarque:

l. Si le retard fractionnel \o est nul: B^ = 0.
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Fa (z) =

2. Si T2m = T3m = 0 (le modèle est du premier ordre) nous retrouvons là les résultats connus

de Fs{z} = Fi(z) = A^ (Moore [MSM70], Wong-Seborg [WS86]).

3. Si Tsm = 0 (le modèle est du second ordre) nous retrouvons notre résultats ^3(2) = F^Çz).

4. Si deux pôles du modèle sont imaginaires complexe le filtre de pondération devient:

sm[Tw]A^3 - e-T(A+l)a sm[T(À + 2)u]Ao3 + e-r(A+2)a sin[r(A + l)w]

sin[Tu]Ag3 - e-Ta ain[2Tw]Ao3 + e-2Ta sm[Tw]

e-Ta sin[2T^]A^+2 - e-T^+D" Bm(T(A + 2)w]A^ + e-T(A+3)a sm[TAw] _,

sm[Tw]A^ - e~Ta sin[2Tu]Ao3 + e-2Ta sm[Tw] z

e-2Ta sinpa<]^3+2 - e-T(^+2)a sin[T(A + l)w]A^ + e-T(A+3)a sin[TAu]Ao3 __,

am[Tw]A^ - e-Ta sin[2Tw]Ao3 + e-2T" sm[Tw]

avec Aoi = e-T(°'+^), Ao2 = e-T(a--'u), Q=^ et u/ = a;n^/T^Î.

5. De l équation (47), il vient:

^ = -^4t+l)EL+ol(^)'+^+l)EL(^)>+^+2)
(AOI - Ao3)(Ao2 — -403)

_ ^+ï) E^ W - ^4î+l) E^ (^)' + (^> + ^)4â+2)._,
(Aoi — Ao3)(Aoy — Ao3)

. ^^ E^ W - ^^ EL W + 4â+l) ..,
+AmAoîAo3 — --—" ^••"' —, w/"—T"^"u" —-—z~

Si AOI = Ao2 et AOS ^ Aoi avec l'équation (48) il vient:

-(À+2)Ao3A^-KÀ+l)AS+2)+A^+2)
r3(z) = (Aoi - Aœ)2

ÀAi>î+3>- (A + 2)A§3Alî+l) + 2A)^+^ ,_,
(An - Ao3)2

|(A+3) _C\J-1t42.4(A+2)
103^01 ~ \/YT i)'rt03^0Ï ~<~ •rl01-rl03 _-2

(Aoi - Aœ)2

Si ï3m = 0, l'équation précédente devient: ^3(2) = F^z}

6. De l équation (49), il vient:

W = EAî>î-J)EAi>f')Ao3-|-4oiEAA-JEAJorAa3
j=0 i=0 \ j = l «=0

+ AoiAoa E A^l~j E A^A^ l 2-1
j=0 i=0

+A^Ao3 E AO\-1-J E 41-1)A03^-2 (50)
j=0 «=0

Si AOI = AQÎ = Ao3 avec Péquation (50), il vient:

W . (^±2>Ai, - A(A + l)Aiï«',- + ^1^.-'
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4.1.3 Extension du modèle d'ordre r

Soit la fonction de transfert:

^ K^l+T,s).--(ï+w)^
{s) = (l+rim^---(l+rr^)e

= Mo{s}e-9ms

où Km est le gain du régime permanent, TI, • • •, r,n, Timi • " • > Trm sont les constantes de temps

et 0m est le retard.

Le retard du modèle prédictif ff m est défini comme suit:

^ = \T - \oT, 0 ^ \Q < l

où À représente la partie entière du retard, \o la partie fractionnelle et T le temps d'échantillonnage.

M(z) = Z{1~€~ Mo(s)e-ems}

,-A ; m=i(^ - AO.) - E?o=i A-^ -1) Tl^,^(z - Ao.) 1
•mz " 1 —i=rï:—l-i ' _ A-.-'

[Ï=l(Z - AO.J

_ B^r+^r-i+...+^__,

A^r+A^r-l+...+A?'

avec

AO = (-1)°

AÎ = (-l)lEAy,
J'l=l

A; = (-i)2E^E^,
J2=2 ji=l

^ = (-l)'EAo,. E ^^.-•ZA^Ki^r
Ji=« J(—l)=«-l Jl=l

Bro = A^[A5-^A^]
••0=1

B\ = J^[AÏ-(-1)1SA^(1+ S Ao,,)]
t'0=l }l s ».

n ^ 'o

BT, = I^[Ar, - (-1)2 ^ J^{ ^ Ao,,+ E A°^ E Ao,J]
«o=l n = i, n =2, h =1.

h ¥ >o iî ^ <o h ^ *o

5,r = A^[A?-(-1)'S^{ ^ Ao,. ^ AO,(.^... E A<V,
«0=l Si = •• ^(i-l) • •-1' n =1'

'• * 'D 'J(,-'l) »< '0 •'l '' •0
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r J(—i)-1 J'2-l

+ E AOJ(._I) S Aoi(.-2)--- S AojJ],2<z^r-l
J(,_1)=<-1, J(.-2)a"-2. ^sl>
J(,_l) ¥ -0 .»(,-2) î< •O ^ * '0

B; = ^[A;-(-l)r^^ H Ao,-J
•0=1 Ir a r,

]r ^ '0

r/r (r-m-1) (7"lm - Tl)(Tlm - T-i) • •• (ïim - Tm) -^

(Tlm — T2m)(Tlm — 73m) • • • (Tlm - Trm)

ApT

yr _ _(r-m-l) (r«m - Tl)(T«m - Tî) • • • (T't'm - T'm)e~7'm

1« = "" nr ^. ^~7~
lj=lJ^tV'»m — ijm,

-r _ ^(r-m-1) (rrm - Tl)(T-rm - T-î) • • • (l-rm - T-m) ^-^
'y"v_ '" ~/ — —'...... ..................... " " , '"....,.:......... . —l "."..""«I.IH..I ni l'un .... . .""."mn;i —»»»» - n...,i,i,i,n»,-i_ g Trm

(îrm - Tlm)(Trm - T2m) • • • (''"rm - T(r-l)m)

T_
et Ao, = e~ îim i = l • • • r

Démontrons, par induction, une expression générale pour le filtre de pondération:

Supposons qu il est vrai pour l ordre r ainsi:

y,(z) = y^(z) + W0/(.) -ym(z)) (53)

avec

Aoi(l - AorZ-l)[(l---(r-x)ÎF(.-i)(^)] - Ao.(l - Aoi^-l)[(2---rÎF(.-i)(^)]

w) = —' Aoi-Ao.
l,....(r-l))^, ^(^ _ Aot(l-^,_,,z-')[('.-.(^)^,_,,(,)]-^,_,)(l-^.-»)p.-.(-l)^,_^(^)]

v(r-i}{zn = —^—^ — - —' AOI-AO(,_I)'
2,...,r)T. ./.M _ Ao2(l-Ao^-l)[(2.-.(r-»Ï(,_,i(î)l-^or(l-Ao2î-l)[(3.-.rÏ(,_^2)]

'(r-l)^;J = • /to2-Agr

Maintenant, voyons l expression du filtre d'ordre r + l:

Le bloqueur d ordre zéro de la figure 8 étant employé, u(t) est une fonction variant par
paliers, et l équation aux différences du modèle devient:

r+1

2/^+AÎ+lGfc-i+A^l^_2+...+A^y^_(^) = ^B^luk-i
i=0

r+1

!/mfc + A[+ly^k-i + Ar^y^k-î +•••+ AT^y^(^) = ^ 5,r+lUfc-A-, (55)
«=0

Les prédictions futures des sorties s obtiennent récursivement par la résolution de l'équation

de base d'un système d'ordre (r + l)

r+l

yfc+i + A\+ïyk + A;+lyfc-i + ... + Ay^yk-r = E 5.'-+lUfc+i-A_; (56)
t'=0
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L'équation (56) devient:

r+l r+1 J2-1

!/fc+l + (-1)1 E Ao»^ + (-1)2 E A^ E A^yk-i +'••+
Jl=l J2=2 Jl=l

r+l r+1

(-i)(r+1) n Ao^,^fc-.=EB.r+luw-A-. (57)
J(r+l)=l «=<)

De l'équation (57), il vient:

r

[ïfc+l - Ao(r+i)2/fc] + (-1)1 Y, Aojjî/fe - Ao(r+l)ïfc-l] +
Jl=l

J2-1

(-1)2 ^ Aoj, ^ Aoji[yfc-i - Ao(r+i)i/fc-2] + •• • +
J2=2 Jl=l

l r+1

(-l)r U Ao^[yfc-(,-i) - Ao(r+i)î/fc-r] = ^ 5,r+lUfc+i_A-,
jr=r «=0

Posons: Wfc = [yk - Ao(r+i)2/fc-i]

J2-1T T J2—

wfe+i + (-1) ^ AojiWfc + (-1)2 ^ Aojî ^ AojiWfe-i + • •• +
jl=l J2=2 Ji=l

(-l)r n Ao^_(,_i) = ^;5.r+lUfc+i_A_.
jr=T (=0

Le premier membre de l'équation aux différence est un système d ordre r, ce qui se traduit

par:

W,+, = <, + [(l---r^(^)](wfc - w^) (58)

avec Wk = [yk - Ao(r+l)l/fc-l], W'^ = [V'mk - Al(r+l)2/;nfc-l]

et Wmk = [Vmk - A)(r+l)2/mfc-l]
Maintenant, reprenons le même raisonnement en permutant Ao(r+i) par Aoi:

r+l

[Vk+ï - Aoïyk} + (-1)1 ^ Aojjyfc - Aoi^-i] +
À =2

r+1 J'2-1

(-1)2 ^ Ao,, ^ Aojjt/fc-i - Aoiyfc-2] + •• • +
.,2=3 j'i=2

r+1 Ji-1 Jl-Ï

(-1) E Aoj. ^ AOJ(._,) • • • Y^ Aoj, [yk-(i-ï) - Aoiyfc-.] + • •• +
Ji=»+l J(t-l)=* Jl=2

2 r+l

(-l)r ]~[ Ao.;,[i/fc-(r-i) - Aoiyfc-r] = ^ 5,'"!'lUfc+i_A+.
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Remplaçons [yk — Aoiyfc-i] par Wk

r+2 . r+1 j'2-l

^fc+1 + (-1)1 E AOjiWfc + (-1)2 ^ A^ ^ A^Wk-i + . • • +
jï=2 J2=3 ji=2

(-1)" n Ao^-(r-l)=EB.r+luW-^.
jr=r+l «=0

Ce qui procure:

Wfc+Â = <, + [(2'--(r+l)^(^](wfc - w^) (59)

avec Wfc = [yk - Aoiî/fc-i], w^ = [y^ - Aoiy^-ï] et w^k = [Vmk - Aoiî/mfc-i]

L'addition des équations AoiX (58) —Ao(r+i)X (59)

!/p(^) = y^) + ^+i)(^)(y(2) - ymW (60)

Ce qui est une équation conforme à. la relation (53).

avec

Aoi(l - Ao(.+i)^-l)[(l---r^(z)] - AO(.+I)(I - Aoi^-l)[(2---r+l^(^)]
'(r+1)^ =

l01 - ^10(r+l)

l.-.rlF /-\1 - Aoi(l-Aorî-l)[(l--.(r-l)^,_i)(^]-Aor(l-/lo^-l)[(2.-.r^,_i)(z)]

'r{zn = ' ~—Aoi-Aor
^ r(2,-,(r+l)^11 = -4o2(l-^0(r+l)<-l)[(2--'rÏ;'(r-l)^)]-Ao(r+l)(l-Ao2^-l)[(3--'(r+l)Ï;(r-l)(2)]

''V~7J — ^02-Ao(r+l)

Ce qui est une équation conforme à la relation (53).

Nous obtenons ainsi une formulation analytique définitive pour le filtre de pondération de

la chaîne de rétro-action du prédicteur analytique quelque soit l ordre du système.
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Résumé:

Modèle du premier ordre:

W = Ao\

MQdèIe^liLsecond ordre:

Aoi(l - Ao2Z-î}[W} - Ao2(l - ^2-1)^(Z)}
w = •

avec Wz)} = Aài et [^(z)} = A^,

AOÏ — AOÎ

02
AT

En général [^1(2')] = A^ avec ^ = e"^

Modèle du troisième ordre:

An(l - Ao3^-l)[(l-2^(^)] - Ao3(l - Aoi^-l)P-3^(^)]
F3{Z) =

AOI — Ao3

(1,2)^^M _ ^oi(l-Ao^-l)[Vi(2)l-Ao2(l-A<n2-l)[Ïi(z)]
^{z)ï = ~~a —-—'Àoï-Aoî'

et f^'^ofztl = A°2(l-A03z-l)[rl(z)l-/103(l-^022~l)[;Ï:'l(^l
Ï\6)\ Aoî—Ao3

En général:
('"''Ï^fztl = Ao-(l-/lo'z~l)tFi(z)l-Ao'(l-Ao'z~l)tyi(^l

î^) J Aoi-Ao,

Modèle d'ordre r:

Aoi(l - Ao^-l)[(l---(r-l)^-i)(^)] - Ap,(l - Aoi^-l)[(2---%-i)(^]
w = '-'"' —~""A»-A^"

l,-.(r-l)^ ..(.}}- ^(l-^(-l)^l)((l--'(r-2)ï:'(r-2)(2)]-AO('-l)(l-^z-l)t(2'-'(r-l)Ï:'(r-2)(^)]

^(r-l}\zn = —An-Ao(r-i)
et r(2'-'r^._i^rz)i = A02(l-AO^~l)[(2'"l'(r~l)ï;(-2)(2)i-Aor(l-A02î~l)i(:''"''rï:'( •-2)^)1

.r—l^ 1^ Aof—Aor
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Fonction de transfert du système compensé

La réponse en boucle fermée du système compensé de la figure 8 est:

y(^) =

PQ(z)C(z)z-^r(z} (61)

+ (l + C(z)M^z) - C{z)F,(z)Mo(z}z->) G^W
l + C(z)Mo(z) + C(z)Fr(z)[PQ(z)z-^ - Mo(z)z-x\

effet du bouclage égalisation des retards et pondération de l'erreur

Le dénominateur de cette expression de la fonction de transfert en suiveur de l entrée et

en régulateur vise à bien mettre en évidence l'influence de la modélisation du processus. B

comporte deux termes: le premier concerne le bouclage de la partie rationnelle du système

non retardé; le second concerne la fonction d'égalisation faite par la chaîne de prédiction. Le

filtre de pondération pondère l'erreur d'égalisation entre le système et son modèle pour tenir

compte qu'elle forme avec le retour non retardé des signaux qui doivent être compatibles dans

le temps. Nous voyons là qu une modélisation parfaite produit un asservissement qui a les

mêmes performances que celui de la boucle de la seule fonction rationnelle du système. L'effet

du retard est exclu de la boucle: e est là qu'est l'intuition créatrice de Smith!

Lorsqu'il y a des erreurs de modélisation dans des systèmes dont la réponse indicielle est

apériodique et monotone, c'est pratiquement un processus d'ordre r avec un retard qui illustre

le mieux la différence entre les deux prédicteurs de Smith et analytique. Supposons que le

contrôleur proportionnel numérique soit utilisé alors, les erreurs en régime permanent (e) causés

par une modification de la commande de calibration, re = l'^^'"r pour le prédicteur de Smith

(PS) et le prédicteur analytique (PA) sont donnés par:

m •"•p

{e)ps = K^l+K.K,)

(Km-K,)[l+KJ<^l-Fr{l))}
{e)PA = K^[l+K^+Fr(l)(K,K,-K,K^}

avec Km = Kp l'erreur en régime permanent est nulle.

Similairement, pour un échelon unitaire sur la charge (G({z)^{z) = ^(_i), les erreurs en

régime permanent seront:

Ri
(ë)ps = -Tïti;

A'((l+J<eA^(l-F.(l))
{)PA = ~l+AW^+F.(l)(/vJ<p-/<J<m)
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4.2 Première formulation du filtre de pondération en présence de

charge

^ —l <?<(*)

r<ii-io^TZ't-jç4 H(.) P( •)e~"Pê
.+»(')

Mo(<) e-9m»^
|«»k

"^l— —0'

JiAÀ^- -\ Fr(.)

r:

Dr(')

Figure 9: Le prédicteur analytique avec estimation de charge.

4.2.1 Modèle du second ordre r = 2

La section précédente ne tient pas implicitement compte des perturbations: elle a l inconvénient

(figure 8) de fournir des prédictions erronées en régime permanent, pour un modèle inadéquat

où en présence de charge.

Nous utiliserons une expression de la prédiction de charge proposée par Doss et Moore

[DM82]; il vient:

Vk = -A^yk-i - Ajyfc-2 + B^Uk-\ + B^Uk-x-i + B^Uk-\-i

+(Bo2 + B? + Bj)4_i
dk = dk-ï + A'/(yfc - yk)

A

Uk = Kc{rck - yk+\) - dk

Nous introduisons notre propre notation avec A j = Aoi + Aoa, A j = AoiAo2:

yfc+A - (Aoi + Ao2)yfc+A-i = -AoiAo2yfc+A-2 + B^ufc + B^uk-i + B^Uk-2

+B^dfc+^_i + Bfdk^x-i + B^dk+\-i

De l équation (65), on a:

dk

yfc+A - Aoïyk+\-i = AQÎ (yk+x-i - Aoiïfc+A-s) 4- B^(uk + dfe+A-i)+

dk dk

BÏ(Uk-ï + 4+A-l) + BJ(Ufc_2 + dk+\-ï)

(62)
(63)
(64)

(65)

(66)
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Les predictions futures des sorties s'obtiennent récursivement par la résolution de l'équation

de base d'un système du second ordre (66). Posons: Wfc = yk — Aoiî/fc-i

U>fc+A = AoîWfc+A-l + -SoUfc + -BlUfc-1 + BzUfc-î + ^ BjJfe
3=0

J- -*

Wfc+A-1 = Ao2Wfc+A_2 + B^Ufc-i + B^Uk-2 + B^Uk-3 + S Bjdk
3=0

Wk+1 = AoîWk + B^Uk-(\-ï) + B\Uk-\ + B^Uk-\-i +

Efl?*
]=0

Le regroupement de cette série d'équations produit:

Wfc+A = A^Wfc
2

+B^Uk + B^Uk-ï + Bjufc_2 + S B]dk
J=0

+AOÎ B^uk-i + Bïuk-t + B^uk-3 + ^ B]dk
J=0

(67)

+A,
À-1
02 Bo2Ufe-(A-i) + B^uk-x + BJUfc-A-i 4- S Bj4

J=0

L'équation (68) procure:

A-l

Wk+\ = A^Wk + ^ A^[B^Uk-i + B^Uk-i-i + B^uk-i-î} +
t=0

Z(A")tE5j4
«=0 j=0

(68)

(69)

Notons que E?=oBJ = ^ + 5f + Bj = J<m(l - Aoi)(l - Aoz). Cette somme ne dépend que
des pôles de la fonction de transfert du système. Reprenons l'équation (69) qui devient alors:

A-l

Wfc+A = A^Wk+'^(Ao^[B2oUk-,+B2^k-i-i+Bïuk-i-2}+
t=0

^n(l-Aoi)(l-A^)4

L'équation (18) donne:

\-l

S W^uk-i + B,2ufc-.-i + 5jufc-.-2] = ^, - Aà2<,_,
i=0

(70)

(71)
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Finalement:

yk+\ - Aoiyjk+A-i = A^(yfc - Aoiyjk-i) + y^ - Aoiy^-i - ^{Vmk-x

-Aoi^-,-1) + K^l - Aoi)(l - [^(1)])^ (72)

Un raisonnement similaire axé sur les équations (66, 67, 68, 69, 70, 71, 72) et qui substitue Aoi
par Aoî produit:

!/fc+A - Ao2yjk+A-i = A^(yfc-Ao2yfc-i)+y^-Ao2y^_i-Aâi(2/^_A

-Ao<,-A-i) + K^l - Ao2)(l - [lFi(l)])^ (73)

L'addition des équations — AQÎ x (72) avec Aoix(73) procure:

^A+l _ ^A+l
Vk+\ = Vmk + m m (Vk - Vmk)

AoiA^+l - Ao2Aài+\
+""'"",'_ —';"'"ul (yk-î - Vmk-ï)

^Aoi(l - Ap2)(l - [lFi(l)]) - Ao2(l - Aoi)(l - ?(1)])^ (^
AGI - AOÎ

Cette équation peut être exprimée selon la fonction de transfert en z qui suit:

y^} = îC(^) + ^(^)(y(^) - ym(^)) + ^n(i - ^(i)M^) (75)

D'après l'équation (64) et (8) il vient:

yk = -Atyk-i - A^yk-2 + (ymk + A\ynk-\ + A^ymk-î)

+(J3o2 + B\ + B2,)d^ (76)

Substituons dans l'équation (64):

/</(!+A^-1+A^-2)
d(2) = l - \1^K,(BÏ+ BÎÏBÏ}} ^ w - ym(2))

= D^2)(y(z) - y^(z)} (77)

y^} = !/m(^) + [^) + -tMz}} (y(z) - y^(z)) (78)

avec

Aoi(l - Ap2)(l - [lFi(l)]) - Ap,(l - Apz)(l - [^(1)])
72 = •ft.m-

LOI —

D^z} =

= K^l-F,(l))
J</(l+A^-l+A^-2)

l-[l-^(^+Bf+BJ)]^-ï
^(l-Ao^-l)(l-Ao2^-î)

l - [l - KiK^(\ - Aoi)(l- Ao2)]ï-1
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Notons que si r, = 0, 72 = 7l = K^Ï - A^), D,(z) =D,(z) = ^KK^^)]^ et ron
retrouve le résultat pour le système du premier ordre de Wong et Sebôrg.

Régime permanent:

Les valeurs en régime permanent de y et ym sont notées par y et ym respectivement. D après

l'équation (63) on a:

Um yk = y (79)
fc—K»

La substitution de l'équation (79) dans (76) donne:

^ _ (l+Aî+Aj)(y-^)
&dfc = V-IB^B?+^<

y-Vm

X.
Le régime permanent s'obtient par l'équation (75):

Umy^ = ^+^(l)(y-^)+J^(l-^(l))y^
E-»00

y

Le prédicteur analytique avec estimation de charge donne une prévision exacte du régime

permanent qui est insensible aux erreurs de modélisation ou aux perturbations de charge non

mesurées et peut donc être étendu à un système du troisième ordre.

4.2.2 Modèle du troisième ordre r = 3

Nous utiliserons une extension de l expression de la prédiction de charge proposée par Doss

et Moore:

yk = -Afyfc-i - AJyfc-2 - AJyfc-a + .0^-^ + 5fufc_A-i + B^Uk-\-î

+BJu^-3 + (Bo3 + B3, + Bl + Bl)d^ (80)
dk = dk-^+KiÇyk-yk) (81)

Uk = Kc(rck - Vk+>) - dk (82)

Nous introduisons notre propre notation:

t/fc+A - (AOI + Ao2 + Ao3)yk+\-ï + (AoiAo2 + AoiAos + Ao2Ao3)yfc+À-2

-AoiAo2Ao3^+A-3 = E B?ufc- + E B?4+A-i (83)

Posant: Wfc = yk - Aosî/fc-i

3 3

Wfe+A - (AGI + Ao2)Wfc+A-l = -AoiAo2Wfc+A-2 + ^ 5?Ufc_, + ^ B?dfc+A-i (84)
i=0 »=0
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Notons que S|=o A3 = ^m(l — Aoi)(l — Ao2)(l — Aos). Cette somme ne dépend que des pôles
de la fonction de transfert du système.

Un raisonnement similaire axé sur les équations (65, 66, 67, 68, 69, 70, 71, 72, 73, 74) et
qui substitue yk par Wk produit:

• . J*101 ~-^02 / » \ . ^t0ï^t02 ~ riQ2/ÏQ\
ffc+A = <fc+"^_'^ (wfc ~ wmfc) + "ul"^,i - A^"ul (wfe-l ~ wmk~ï)

+^(l-Ao3)(l-?(l)])^ (85)

D après l équation (85), il vient:

^A+l _ ^A+l
2/fc+À - Aoayfc+A-i = (y^fc - Aosy^k-ï) + -2——22-[(yfc - Vmk)

L02 ~ •rl02-rl0l
-Ao3(yfc-i - ymfc-i)] + "u1""^ ——±-H—[(yfc-i - ymfc-i) - Ao3(2/fc-2 - ymk-î,

101 - AQ2

+A^(1 - Ao3)(l - [1-^2(1)])4 (86)

Un raisonnement similaire axé sur les équations (84, 85) au lieu de poser Wk = yk — •Aosî/fc-i»
dans l'équation (83) on remplace par Wfc = yk — Aoiî/fc-i

3 3

Wfc+A - (4o3 + Aoî)wk+\-i = -AQ3AQ2Wk+\-î+Y^Bfuk-i+^B^dk+\-i
t=0 «=0

(87)

L équation (85) devient:

.« , -rl02 ~ •rl03 /_.. _. \ , n02rt03 ~ •n03-
wk+\ = W^ + -^—:7ï—(wk - ^mk) + ""'"",* —lfi;rïL-(Wfc-i - W^fc-i)

+/^(l-Aoi)(l-?(l)])^ (88)

De même l'équation (86) devient:

^A+l _ ^A+l

Vk+\ - Aoiyfc+À-i = y^k - ^oïymk-ï + ———[(l/fc - Vmk}
103

— A)3-^02
/fc-l - !/mfc-l)J + ——T—/" "* [(Vk-l - ymk-l) - Aoi(î/fc-2 - Vmk-î}

+^(l-Aoi)(l-[(2'3îPi(l)])J<, (89)

L'addition des équations AoiX (86) et —AosX (89) en transformée en z:

>,W = ^(.) + AM(1 - A-->r'¥'w' : ^<1 - A"-->P^(Z)'(,(,) - ,„(,» +

Aoi(l - AoaXl - [l-yi(l)]) - Ap3(l - Aoi)(l - ?(1)] ^Km"^~ "^~ l ~^-A^~ "ul" l ~^d^
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a^ec ^[z} = ^E^- + A02T:îlAnA2+^-1
AOÏ-AOI ' ^ ^02--

2,^^ _ ^+1-^3+1 ^ 422^L4°â^l.-l
~^2{Z) = . ^,_^ + " Xî-Ao3 " -2'

Finalement:

y^} = yW + W(y{z) - ym(z)) + K^i - F^i))d(z) (90)
avec

Aoi(Aot - Ao3}A^ + ^oî(Ao3 - Aoi)A^+1 + AoaCAoi - Aos)A^1

(AOI - Aos)(Aoi - Aos}(Aoï - Aoa)

^ Aoi(Ag, - Ag3)A^+1 + Apt(A^ - A^)A^ + /WAgi - ^,)A^+1
(Aoi - Aoî)(Aoi - Aoa)(Ao3 - Aos)

(AOÎ - Aoa)A^+1 + (Aoa - Am)A^1 + (An - Aos)A^ __,
l03-—— — —, —— :—~T~~ —T——-—2l02 -

-ra = K-m(l - F3(l))

Agi (l - Ap2)(l - Ao3)(Ao2 - Ao3)(l - A^ ) ^
(Aoi - Aoî)(Aoï - Aos)(Aoi - Ao3)

A^(l-Aoi)(l-Ao3)(Ao3-Ao,)(l-^)
{Aoi - Ao-j:)(Aoi - Ao3)(-4o2 - ^03)

Agg(l - Aoi)(l - Ao2)(Aoi - Aoî)(l - ^3),
(Aoi - Aoi}(Aoï — Aoa)(Ao2 — Aoa)

D'après l'équation (80) et (30), il vient:

yk = -A^yk-i - A^yk-2 - A^fc-3 + (ymfc + A^Vmk-ï + A^Vmk-2

+A^-3)+EB?Jfc-i (91)
i=0

Substituons dans l'équation (8l):

-'= K'^s^r)w-yaw
.^"-•(^AOiz"),, ,?-^))

i-[i-^j^n^(i-Ao;)]^-

= D^z){y(z) - y^(z)}

ou

VpW = yW+[F3^)+-/3D3{z}}(y(z)-y^z))
avec73=^m(l-W))

Régime permanent:

Les valeurs en régime permanent de y et y m sont notées par y et y m respectivement. D'après

l équation (81) on a:

^Vk=V (92)
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La substitution de l'équation (92) dans (91) donne:

^ _ (l+A?+Aj+Aj)(t/-^)
^ak = —Bo3+B?+Bj+B33

y—y m

Km

Le régime permanent s'obtient par l'équation (90):

iïmy^ = ^+F3(l)(y-^)+^(l-F3(l))î^ym.
B-*00 A^

y

Le prédicteur analytique avec estimation de charge donne une prévision exacte du régime

permanent qui est insensible aux erreurs de modélisation ou aux perturbations de charge non

mesurées et peut donc être étendue à un système d'ordre élevé.

4.2.3 Extension du modèle d'ordre r

Nous utiliserons une extension de l expression de la prédiction de charge proposée par Doss

et Moore [DM82]; il vient:
*

r

Vk = -AÏ!/fc-i-A;jî/fc_2-...-A;!/fe_,+^B.ru^-. (93)
1=0

+EB.r^-i (94)
•=0

dk = dk-i+Ki(yk-yk) (95)

Ufc = Ka{rck - Vk+\} - dk (96)

Notons que S^=o^J = Km, nî=i(l — A},-) l'identification de l'équation (51) avec l'équation (52)
avec z = l.

Démontrons par induction la formule suivante:

- !/p(^) = !/;n(^) + WW - 2/m(^)) + A^(l - F^î})d(z)

avec Fr{z} est donné par l'équation (54).
Supposons qu'elle est vraie pour l'ordre r et montrons qu'elle l'est aussi pour l'ordre r + l:

yk^ + AÎ+I^A-I + A^ïy^-2 +'••+ A^\y^-(r^) = E B.r+lufc-,
i=0

r±l
+SAr+l^+A-l

i=0

La même raisonnement effectué pour un système sans charge:

w^x = w'^ + [(l---r^)](wfe - UW) + J<m(l - Ao(.+l))(l - [(l---r^(l)])4 (97)
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avec Wfc = yk - Ao(r+i)yfc-i, w^ = y^ - Ao^^y^-i et wmfc = !/mfc - A)(r+i)ymfc-i

La même procédure avec Wfc = yk - Aoiyfc-i, w^ = y^fc - Aoi2/^fc_i et Wmk = Vmk - Aiït/mfc-i

^+A = W^ + ^••••(r+l)^)](Wfc - W^) + ^(1 - Aoi)(l - ^•••••(r+l)^(l)])^ (98)

L'addition des équations AoiX (97) et —Ao(r+i)X (98), il vient:

!/p(^) = VW + F(^)(z)(y(z) - y^z)} + K^î - F(^){l))d(z)

d'où la validation de la formule de récurrence.

!/p(^) = VW + FrWy{z} - y^z}) + ^) (99)

avec7r=Â^(l-F,(l)).
D'après les équations (94), (55), il vient:

yk = - E A^-« + E A^- + E Br^-i (10°)
«=1 i=0 i=0

En remplaçons l'équation (100) dans (95), il vient:

R^vr ^r-r-'

dw = rft&F^W-"mw)
^rw^-Ap..-) ^ _ ^^^,

= i - [i - K,^ n^(i - Ao..)].-1 {y{z) ~ ym{z)

= D,(z)(y(2)-y^))

ou

y^} = y^) + [^) + -ïrWMz} - y^z))

KlT[,^-Ao,z -')
avec ^ = n^{L - r^i^ ei u^z] = ^_KÏK^^(\-A^\Z-^

Régime permanent:

Les valeurs en régime permanent de y et y m sont notées par y et y m respectivement. D'après

l'équation (95) on a:

,lim!/fc=y (101)
fc-»00

La substitution de l équation (101) dans (100) donne:

&* = jfe^te-ï~)
y-ym

Km
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Le régime permanent s'obtient par l'équation (99);

Umyfc+A=Um2/^) = y^ + Fr(l)(y - y^) + K^(ï - Fr(î})y^-
!—*oo z—>l - A m

y

Résumé:

Modèle du premier ordre:

yp(^) = vW + [^) + 7i£>i(^] (y(^) - ym(^))

avec7i=^m(l-W))
^(l-Aoi2-1)

/Ï{Z) = l-[l-K//<m(l-Aoi)]2-1

Modèle du second ordre:

y?^} = vW + Wz) + ^D^z}} {y(z) - y^z))

avec 72 = ^m(l - W))
^(l-Aoi2-l)(l-Ao2î-1]

"i\^-} - l-(l-A-/A-n(l-Aoi)(l-Ao2)]z-1

Modèle du troisième ordre:

!/p(^) = !^) + [^(^ + -izD^z}} (y(z) - y^z})

avec 73 = ^m(l - W))
Ki(l-Aoïz-t)(l-Awz-ï)(ï-Ao3z-ï)

/3\^) - l-[l-A-;À'm(l-Aoi)(l-Ao2)(l-Ao3)]z-1

Extension du modèle d'ordre r:

y?W = vW + [W + -frDrÇz)} (y(z) - y^z)}

avec7r=A^(l-F,(l))
K^^-A^)

^z) = i-[i-/<;^:n^(i-Ao.)].->

Fonction de transfert

La sortie avec modélisation imparfaite procure:

JWz)z-'>r(z)

+ {l + Mo(^)[J<c - K.A:(2)z-x - Dr(z)z-x]} G^z)
{z) = l + Ï<Mz) + [KcA;(z) + D,{z}}[Po(z)2-P - Ma(z)2-x}

avec A;(z) = F,(^) + -frDr(z)
La sortie avec modèle parfait donne:

KM2)z-^r(z)
+ {l + Pp(z}[K, - K,A:(z}z-" - D^)2-^} G,£(z)

l + KMz)
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4.3 Seconde formulation du filtre de pondération

tSÛ _l <î((*)

^1-̂'0^1 C(») »(•) ^(.)<-<)p'
+i+!'('l

Mo(<)

l f*
ïn^-

h- —Ï)'

îk+»,

"m*

^"4
FrcW

Figure 10: Représentation du prédicteur analytique généralisé.

Dans la structure précédente le système de contrôle a une double contre-reaction avec un

contrôleur et un estimateur de charge séparés ce qui forme une structure de commande assez

complexe.

Nous allons ici proposer une structure beaucoup plus simple pour accomplir exactement la

même fonction.

4.3.1 Modèle du second ordre r = 2

Pour ce faire reprenons l'algorithme proposé par Doss et Moore [DM82] et modifions le

comme suit:

yk = -A\yk-l - A^yk-2 + B^Uk-\ + B^Uk-\-ï.

+£?jufc-,-2 + (Bo2 + B? + BÏ)d^z (102)

Si le modèle et la fonction de transfert de la charge sont exacts et ont la même forme comme

la proposé Moore, alors nous avons:

yk = -A\yk-\ - A\yk-î + B^uk-\

+BÏUk-x-i + B^uk-x-i + (5o2 + 5? + B^dk

D après l'équation (63) avec l'équation (102):

dk = dk-ï + Ki[yk + A\yk-\ + AJyfc-s

—B^uk-\ — B^Uk-\-i — B^Uk-\-2 — (B^ + B{ + B^}dk-\\

L équation (104) avec (8):

dk = dk-,-Ki(Bï+B2,+B2,)dk-,+Ki[(yk-ymk)

-(AOI + Ao2)(t/fc-l - 2/mfc-l) + AoiAo2(2/fc-2 - ymk-î}}

De l équation (105), on a:

F^}
d(z) = B^TWTBÏ(I ~ AOIZ~Ï}(1 ~ A02Z~ÏMZ) ~ym(z)}
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avec F^(z) = 7^-; ^2 = l - KI ELo B. = l - A^n* n?,i(l - Ao.).
Remplaçons l'équation (106) dans l'équation (75):

^) °v^+ [A£^ + AWAÎ~-y'~1}(sw -vnw

^(1 - Aoi^-l)(l - Ao2^-2)(y(^) - ym(^))^(1 - F^lW,(z) „ _ ^__^ _ ,__„
^(l-Aoi)(l-Ao2)v

= yW+F^z)(y(z)-y^z)) (107)

avec

^(l-A<nZ-l)(l-Ao22-1)
F^(z) = F,(z) + (l - W))^(.)v~ (ir^)(l-^)

Fî(z) étant l'expression du filtre sans charge.

Nous avons donc obtenu une amélioration de l'algorithme de Doss et Moore [DM82] en ce

sens que les constantes de l'algorithme de récurrence sont directement déduites à partir de la

fonction de transfert du modèle M(s). Cette déduction va être généralisée pour les modèles
d'ordre plus élevé, ce qui a'a pas été possible de réaliser à partir de la première formulation du

filtre.

Remarque:

l. Si Ta = 0 et ^2 = 0 correspond à un filtre "dead beat", F^(z) = Fic(^) = Aài + ^^-(1 -

Aoi^~ ) tel que présenté par S. K. P. Wong et D. E. Seborg [WS86] et l'on peut retrouver

également la formule itérative de M. Wellons et E. Edgar [WE87],

2. Si z= l, F2c(l)=l

4.3.2 Modèle du troisième ordre r = 3

Nous utilisons l'extension de l'algorithme proposé par Doss et Moore [DM82] et que nous
modifions comme suit:

3 3

Vk = -A^fc-i - A|r/fc_2 - Aiyk-3 + S B3uk-\-i + S 5.34-i (108)
i=0 t=0

Si le modèle et la fonction de transfert de la charge sont exacts et ont la même forme comme
la proposé Moore, alors nous avons:

3

hs-
i=0 «'=0

Vk = -A?2/fc_i - A^fc_2 - Aiyk-3 + S 53Ufc-A_; + ^ 5?4 (109)

D'après l équation (81) avec l'équation (108):

dk = <4-i + Ki[yk + A^_i + A^_2 + Aiyk-3

-S^-A--E53<U (no)
«=0 i=0
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L'équation (110) avec (30):

3

-^E
t'=0

dk = dk-ï - KI S Bfdk-i + Ki [(yk - ymfc) + Af(yfc-i - y^k-i)
t'=0

+AJ(yfc-2 - ymfc-2) + A|(!/fc-3--î/mfc-a)] (111)

De l'équation (111), on a:

d(z) = AI^ [i + A?.-1 + Ajz-2 + A|^-3] (y(.) - ^(.)) (112)
'•=0 -"i

avec F^z) = -^r; ^ = l - KI Z?=o B? = l - ^^ n?,i(l - Ao.).
Remplaçons l'équation (112) dans l'équation (90):

y^} = vW + WW - ym(z)) + „ _ ^WW3^_
IQ2A1 ~ A03,

x[l + A^-1 + A^-2 + A3,z-3}(y(z) - y^(2))

= y^(z) + F^)(y(z) - ym(z)) (113)

avec

F^(z) = F^z) + (l - F3(l))^(^rl^(^~_A^
l.=l^1 ~ •n0«\

avec Fs(z) le filtre sans charge.

Nous avons donc obtenu une amélioration de l'algorithme de Doss et Moore [DM82] en ce

sens que les constantes de l'algorithme de récurrence sont directement déduites à partir de la

fonction de transfert du modèle M {s).
Remarque:

• Si ï2 = TS = Oet ^3 = 0 correspond à un filtre "dead beat", Esc = F-ic(z) = A^i +

^ÛL(1 - Aoi2-1) tel que présenté par S. K. P. Wong et D. E. Seborg [WS86].

• Si z= l, F3c(l)=L

4.3.3 Modèle d'ordre r

Nous utilisons l'extension de l'algorithme proposé par Doss et Moore [DM82] et que nous
modifions comme suit:

yk = - E A^- + Z ^-A- + Z 5.r^-i
•=l i=0 t=0

Si le modèle et la fonction de transfert de la charge sont exacts et ont les mêmes formes que l'a

proposé Doss et Moore, alors nous avons:

Vk = - E A^fc-, + S 2?.rufc-,_. + S BT^ (114)
«=1 t=0 i=0
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Avec l équation (95)

dk = Jfc-i - Kî ^ 5.rJfc_i + J<, S AKî/fc-. - ymfc-) (115)
t=0 «=0

De l'équation (90) dans l'équation (115):

yp(^) = y^(z) + F^z)(y(z) - y^z))

avec ^ = Fr(z) + (l - F,(l))^(.)m^(^~AO;'^)
l.=l^ - /10«'J

F^(2)=1^A'-1; /3r=l-^^n*n(l-Ao.)
îrz~' ,'='1

et Fr(z) le filtre sans charge.

Remarque: Si 2 = l, -Frc(l) ==.1.

Résumé:
Modèle du premier ordre r = l:

F^z) = [^(.)]+(i-[^(i)])l^i:
11

avec [lFi(^)] = <

Modèle du second ordre r = 2:

F^) = ?(.)] + (i - ?(i)])^)rc3a:Ao^l)
lt=ll1 ~ /10«,

n,^M - Aoi(1 - Ao2^-l)[lFi(^)] - Ap2(l - A^-1)[^(Z)]
avec r-T2^J = ——" Ao;-Ao2~

avec [lFi(z)] = Aài e( [^1(2)] = A^

Ft2(z) = ll-~f3^-ï'' 13Î=1~ KIKm â(l ~Aol)

Modèle du troisième ordre r = 3:

F,^) = [l-2-3^)] + (.1 - [l-2-3F3(l)])^)mSa7AÏ~,l)
lï=l^ - ^0«J

ft,,,^^ _ A<n(l - Ap3Z-l)?(z)] - Ap3(l - Ao^-l)?(^)]
avec r-ra^J = —-—-—^[-A^

avec F^z} = ,—^î; /?3 = l - K[K^ j[[(l - Ao.)

Modèle d'ordre r:

F^z) = [l--'T^)} + (l - [l'-^(l)])^n^a7AÏT)
l.=^1 - A0r;

A)i(l-Ao^-l)[l---(r-%-i)^)l
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avec [.,....T,W]. -^ ; ^f^-^-Ol
)r

avec F^)=—L^.; ^ = l - KiK^(l - Ao.-)
t=l

Fonction de transfert

La réponse en boucle fermée du système compensé de la figure 10 est:

!/^) =

P^z)C(2)z-"r(z) (116)

+ (l + C{z)Mo(z) - C(z)F^2)M^z)z->) GtW{z}
l + C(z)Mo(z\ + C(2)Fr^)[Po(z)z-'> - M^)z-x]

effet du bouclage égalisation des retards et pondération de l'erreur
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5 Résultats et Simulation

Dans cette section, nous présentons la stabilité du filtre de pondération [HTB92] avec le
prédicteur analytique généralisé. Ensuite, une comparaison du prédicteur de Smith PA avec le
PAG en utilisant un contrôleur proportionnel est faite. De même, une comparaison entre le PAG

et la commande par modèle interne en suiveur et en régulation dans le cas d une modélisation

parfaite et imparfaite complète l'étude.

5.1 Stabilité du filtre de pondération

L annexe A reproduit les diverses situations que nous avons simulées dans le but de mettre

en évidence les propriétés fondamentales du filtre. Le lecteur devra s y reporter pour les situer

dans leur contexe global. Ici, nous portons l'attention du lecteur, sur les seules données qui

sont pertinantes au filtre de pondération.

Nous remarquons pour différente constante de temps que les racines des filtres:

Fu = F,(z) + (l - Fi(l))F<,^)17Aof avec Fi(^) = <

^(l-Aoi^-l)(l-Ao2^-1)
F2C = w + (1 - F2(1))F<2(Z)V~ (l'ZlAo/)(l-^)

avec Fi(z) (l'équation (23)) et

,(1 - Aoi^-l)(l - Ao2^-l)(l - Ao32-1)
^3c = F^Z) + (l - F3(l))^(^

(l - Aoi)(l - Ao2)(l - Aoa)

avec Fz{z'} (l'équation (47)) sont dans le cercle unitaire (stable). L'annexe A présente les filtres
du premier, second et troisième ordre.

Figure 11: Structure du prédicteur analytique généralisé multivariable.

Nous notons que lorsque le retard augmente ou lorsque la constante de temps du filtre de

pondération ft diminue. Il en est de même lorsque pour une même valeur de m, les constantes

de temps du système augmentent. Les valeurs de /3r ajoutent dans chaque cas un pôle unique

supplémentaire /3r à la fonction de transfert en boucle fermée en référence à un système en

boucle fermée où Frc(z) est remplacé par un gain unitaire. Ceci suit de par l'équivalence entre

la figure 10 et la figure 11 où Frc(z) apparaît en retour, G^z} = 1+0^0(2) et F^ = T^-
Ainsi par un filtre du premier ordre, et quelque soit m = À, la constante de temps T augmentant,

les zéros du filtre de pondération tendent dans la direction du cercle unitaire. Pour un filtre de

pondération du second ordre, les deux zéros du filtre de pondération tendent dans la direction

du cercle unitaire lorsque r augmente. Finalement, pour un filtre de pondération d'ordre trois,

correspondant à un processus modelisé par une fonction de transfert du troisième ordre, les
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zéros tendent vers le cercle unitaire. Dans les trois cas, le filtre de pondération a un pôle unique

localisé à la valeur /3i,/?2 et fts respectivement. Par conséquent, si l'on suppose que la boucle

fermée est stable lorsque Frc(z) est remplacé par un gain unitaire, l'introduction du filtre de

pondération Frc{z) ne nuit pas à la stabilité du système en boucle fermée.

5.2 Performances dynamique et statique

5.2.1 Compensateur proportionnel

Toujours selon l annexe A qui regroupe les simulations nécessaires à la comparaison des

prédicteurs (Smith, PA et PAG) pour un système du second ordre avec un zéro à non-minimum

de phase.

Peu importe le prédicteur, dès que l on fait de la modélisation imparfaite les temps de
réponse sont plus longs que lors de la modélisation parfaite. L effet de ,3^ sur le PAG va donner

des dépassements quelque peu plus élevés lorsque celui-ci augmente.

On remarque beaucoup plus de variation lorsque l'on change la valeur du zéro. Quand on

éloigne le zéro en modélisation parfaite on voit seulement une augmentation du dépassement

pour les trois prédicteurs, par contre, en modélisation imparfaite le temps de réponse augmente

aussi et de façon assez significative.

Pour la variation d'un des pôles, les résultats sont quelque peu mitigés. On observe l'effet

inverse entre la modélisation parfaite et imparfaite. C'est-à-dire que lorsque l'on augmente la

valeur du pôle, le dépassement augmente en modélisation parfaite et diminue en modélisation

imparfaite. Pour ce qui concerne le temps de réponse, celui-ci augmente sensiblement dans les

deux cas.

Pour vérifier l'efFet du retard sur, les différents prédicteurs nous avons varié ce paramè-

tre: aussi, et les résultats sont relativements semblables peu importe le prédicteur. Le temps

de réponse augmente ainsi que le dépassement lorsque le retard est augmenté. Nous allons

maintenant voir ce que la commande par modèle interne donne comme résultat.

5.2.2 Comparaison PAG et CMI

Dans tous les cas, le prédicteur analytique généralisé donne de meilleure résultat que la

commande par modèle interne, l'annexe A regroupe les simulations nécessaires à la comparaison.

L effet de /?2 sur la sortie du système: plus ^i augmente plus le dépassement est grand. Un

effet secondaire de l'augmentation de /?2 ce fait sentir aussi sur le temps de réponse, seulement la

variation de /?2 doit être beaucoup plus grande pour voir un changement. Il faut noter aussi que

seul le prédicteur analytique généralisé est affecté par les variations de /^i car on ne retrouve

pas ce paramètre dans l équation de commande par modèle interne.

L effet de oc par contre ce fait sentir beaucoup plus sur les deux systèmes étudiés. Lorsque

a approche de l unité, le dépassement augmente subitement et le temps de réponse devient

énorme.

5.3 Robustesse de la structure de la commande PAG

Dans cette partie nous examinons la robustesse de la structure de commande PAO vis à vis

4l



des erreurs de modélisation. La sortie en boucle fermée est: (modélisation imparfaite)

P(z)GcW{z) , l - P(z)G^)F^)F^z)
l+G,W(z}F^(z)[P(z}-M{z)} ' l + G^)F^)F^z)[P(z) - M(z)}

Soit P{z), M{z} et la fonction de transfert de la perturbation est stable: avec Gc(l) = [M-(l)]-l,
le filtre de robustesse est Fc(z) = i^^-i » 0 ^ a < l.

Donc, il existe un a* (0 ^ a* < l) tel que

[M-(1)]-1P(1) > 0 (117)

La démonstration est donnée à l'annexe A.
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6 Conclusion

Ce rapport montre que le filtre de pondération faisant partie du schéma bloc du prédicteur
analytique généralisé peut être exprimé d une façon directe et non récursive. Les travaux

précités mentionnent l'obtention d'un tel filtre lorsque le modèle utilisé pour décrire le processus
est de premier ou de second ordre. Dans notre étude, nous avons démontré qu il est possible

d'obtenir une formulation simple du filtre d'adaptation pour un prédicteur analytique généralisé
lorsque le modèle décrivant le processus a un ordre quelconque. Ceci constitue une extension

des travaux présentés jusqu'à ce jour et permet une correction de la boucle plus adéquate dans

une prediction analytique généralisée. Nous avons là un outil de synthèse puissant pour les

systèmes d ordre quelconque défini par une fonction de transfert.
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A Simulation

A.l Stabilité du filtre de pondération

Cet annexe regroupe un ensemble de simulations qui ont permis de mettre en évidence les

propriétés du predicteur analytique généralisé dans le domaine de la stabilité et en mode suiveur
avec une comparaison avec le PS, PA.

Les simulations ont été réalisées sur un micro-ordinateur du type IBM PS/2 et sur une

station SUN avec l'aide du progiciel MATLAB.
En cherchant les racines du filtre de pondération du premier ordre, du second ordre et du

troisième ordre, respectivement

Fie = Fi(^) + (l - Fi(l))F^)17A(n2- avec Fi(^) = Aài

F2c=F^)+(l-F^l))Ff,{z)

avec F-î{z} (l'équation (23)).

1-Aoi

(l-Aoi^-l)(l-Ao22-1)

^3c=W+(l-W))^)

(l - Aoi)(l - Ao2)

(l - Aoi^-l)(l - A^z-l)(l - Aoa^-1)

(l-Aoi)(l-Ao2)(l-Ao3)

avec Fs(z) (l'équation (47)).
On constate que les racines sont dans le cercle unitaire (figure 12, 13, 14, 15, 16 avec une

variation du retard m = À et variation des constantes de temps).

t
l

a.05

Q.M

au

ao2

aoi

0

•&01

4L02|

-aœ

4l04|
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»BO«<0»,«

m-1 BW- •-•hus •n-<) n^ •|
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Figure 12: Stabilité du filtre du premier ordre 0i = 0
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A.2 Comparaison entre PS, PA et PAG

Pour chaque paramètre de l équation caractéristique du processus que nous allons faire

varier, nous allons présenter une série de simulations pour la modélisation parfaite et une autre

série en modélisation imparfaite. Nous allons commencer par voir l'effet du paramètre /^ sur
le prédicteur analytique généralisé (figure 17, 18). Après, nous allons regarder l'efFet du zéro
(figure 19, 20) pour chaque prédicteur ainsi que l'efFet d'un des pôles (figure 21, 22). Pour
terminés la section, nous allons étudier l'efFet du retard (figure 23) sur le temps de réponse des
différents prédicteurs.

Caractéristique

^ = 0.1
dépassement (%)
temps de réponse (s)
7?2 = 0.3
dépassement (%)
temps de réponse (s)
/3t = 0.5

dépassement (%)
temps de réponse (s)
02 = 0.7

dépassement (%)
temps de réponse (s)
^ = 0.9
dépassement (%)
temps de réponse (s)

Ts~

1.05
18

1.05

18

1.05

18

1.05

18

1.05

18

~PK

0.73
18

0.73
18

0.73
18

0.73
18

0.73
18

TÂG~

0.74
18

0.74
18

0.74
18

0.76
18

0.86
18

Table l: Effet de /?2 en modélisation parfaite
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Caractéristique 'PS PT PÂG^

=0.1

dépassement (%)
temps de réponse (s)

0.17
22 22

0.03
23

=0.3

dépassement (%)
temps de réponse (s)

0.17
22 22

0.01
22

W=o^
dépassement (%)
temps de réponse (s)

0.17
22 22

0.02
22

W=o^
dépassement (%)
temps de réponse (s)

0.17
22 22

0.02
22

=0.9

dépassement (%)
temps de réponse (s)

0.17
22 22

0.22
22

Table 2: Effet de /?2 en modélisation imparfaite

Caractéristique
Tp = -2.0

dépassement (%)
temps de réponse (s)
TP = -2.5

dépassement (%)
temps de réponse (s)
7p = -3.0

dépassement (%)
temps de réponse (s)
TP = -3.5

dépassement (%)
temps de réponse (s)
Tp = -4.5

dépassement (%)
temps de réponse (s)

PS

0.56
18

0.78
18

1.05
18

1.40

17

2.24
17

TA

0.36
18

0.53
18

0.73
18

0.98
18

1.63
17

PAG

0.37

18

0.53
18

0.74
18

0.98
18

1.63
17

Table 3: Effet de Tp en modélisation parfaite
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Caractéristique
TP = -2.0

dépassement (%)
temps de réponse (s)
7p=-2.5

dépassement (%)
temps de réponse (s)
TP = -3.0

dépassement (%)
temps de réponse (s)
Tp = -3.5

dépassement (%)
temps de réponse (s)
Tp = -4.0

dépassement (%)
temps de réponse (s)

TS

3.57
19

4.21
19

4.90
19

5.64
28

6.42
29

ÏÀ

2.99
19

3.58
19

4.22
19

4.91

19

5.65
27

ÏÂG

3.05
19

3.66
19

4.34
19

5.07
26

5.85
28

Table 4: Effet de Tp en modélisation imparfaite

Caractéristique

TIP = 2.0

dépassement (%)
temps de réponse (s)

Tip = 2.5

dépassement (%)
temps de réponse (s)
rip = 3.0

dépassement (%)
temps de réponse (s)
rip = 3.5

dépassement (%)
temps de réponse (s)
Tip=4.0

dépassement (%)
temps de réponse (s)

"PS"

0.26
17

0.69
17

1.05

18

1.31
18

1.46

19

TA

0.10
17

0.42
17

0.73
18

0.96
18

1.09
19

ÏÀG

0.11
17

0.42
17

0.74
18

0.97
18

1.11

19

Table 5: Effet de r\p en modélisation parfaite
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Caractéristique

rip = 2.0

dépassement (%)
temps de réponse (s)
rip = 2.5

dépassement (%)
temps de réponse (s)

rip = 3.0

dépassement (%)
temps de réponse (s)

rip = 3.5

dépassement (%)
temps de réponse (s)
TIP = 4.0

dépassement (%)
temps de réponse (s)

"PS"

4.79
18

4.93
18

4.90
19

4.77
19

4.57
20

-PÂ-

4.05
18

4.22
18

4.22
19

4.11

20

3.92
20

PAO

4.12
17

4.43
18

4.34
19

4.23

19

4.04

20

Table 6: Eifet de Tip en modélisation imparfaite

Caractéristique
~0^T
dépassement (%)
temps de réponse (s)
0p=3

dépassement (%)
temps de réponse (s)
0p=5

dépassement (%)
temps de réponse (s)

~9^T
dépassement (%)
temps de réponse (s)
0p=9
dépassement (%)
temps de réponse (s)

PS

1.05
18

3.51
18

6.22
30

8.57
35

10.75
40

TA

0.73
18

2.88
18

5.53
28

7.87
34

9.99
39

PAG

0.74
17

2.93
18

5.76
28

8.22
34

10.48
39

Table 7: Effet du retard ^
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A.3 Comparaison entre CMI et PAG

Pour faire les comparaisons entre commande par modèle interne et le prédicteur analytique

généralisé, ùous avons utilisé les paramètres suivant:

Kp

ffp

Tp

Tlp

r2p

Km
= ^m

Tm

T\m

T2m

=s l

=3

=5

Comme on peut le remarquer par la valeur des paramètres nous sommes en modélisation par-

faite. Nous allons plutôt vérifier les effets de /?2 et a dans cette section (figure 24, 25).

Caractéristique
h = 0.1

dépassement (%)
temps de réponse (s)
^=OT
dépassement (%)
temps de réponse (s)
^2 = 0.5

dépassement (%)
temps de réponse (s)

^OT
dépassement (%)
temps de réponse (s)

=0.9

dépassement (%)
temps de réponse (s)

-CMT

0.57
30

0.57
30

0.57
30

0.57
30

0.57
30

ÏAG

0.50
29

0.50
29

0.51
29

0.52
29

0.53
30

Table 8: Effet de
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Caractéristique
a =0.1

dépassement (%)
temps de réponse (s)
a = 0.3

dépassement (%)
temps de réponse (s)
0=0.5

dépassement (%)
temps de réponse (s)
a=0.7

dépassement (%)
temps de réponse (s)
0^=0.9

dépassement (%)
temps de réponse (s)

-CMT

0.57

30

0.59
31

0.61
32

0.65
34

0.73
51

-PÀG-

0.50
29

0.52
30

0.55

30

0.60
33

0.70
50

Table 9: Effet de a
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K, =!€„= l,9p=9« = l. T, = T« =-3

tip = -c,« =3, T^= t^ = 5, Q, = 0.1
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A.4 Robustesse de la structure de la commande PAG

Soit P(z) le processus, M{z] le modèle du processus et Gf{z) la fonction de transfert de la
perturbation. Nous supposons que P{z),M(z) et Gt{z) sont stables. La stabilité en boucle fer-
mée est garantie pour autant que toutes les racines de l équation caractéristique est strictement

dans le cercle unitaire.

L'équation caractéristique de la sortie en boucle fermée est: (avec Gc(z) = [M_(z)]-l)

l + G,(z)F,(z)Fr,(z)[P(z) - M(z)} = 0 (118)

avec Fc(z} = , Za-i est le filtre de robustesse du contrôleur.
—OtZ

Selon le critère de stabilité de Nyquist il faut que:

Gc(z)F^z)Frc(z)[P(z) - M(z)] ne renferme pas (~l,j0).
Pour le système en boucle ouverte (aucune racine en-dehors du cercle unitaire) le contour

de Nyquist encercle à l'extérieur du disque unitaire dans le plan z. Nous supposons Fc(z)

diagonale). Divisant par -p^ avec Gc{z) = [M-(2)]-l, il vient:

1—^- + [M^z)}-ÏF^)[P(z) - M(z)} = 0
— Q:

,-a+z(l- a)[M_(z)]-ÏF^z)P(z) - z{\ - a)[M^z)]-lF^z)M(z) = 0 (119)

Si P(l) 7^ 0, ^rc(l) = l, pour 2- = l, l'équation (119) n'a pas de racine.
Divisant l'équation (119) par {z — 1)(1 — a), il vient:

(z-î)+(l-a)
2(1~-La^l-~l) + ITÎ R^-(^)]-l^c(^P(^) - z[M-(^)]-lF,(.)M(.)] = 0

ou
l l

: + TT^ [1 + ^M-(z)}-ÏF^z)P(z} - z[M-(z)}-lF^{z)M(z)} = 0
—a t — a

Dans le cas de la stabilité, l'équation

[l - 2[M^)}-ÏF^z)M(z) + z[M^z}}-lF^z)P(z)] -^ (120)

ne renferme pas (—^^,j0) quand z traverse le contour de Nyquist. Pour P(z) et M(z) supposés

stables, donc Frc(z) est stable. La seule singularité dans le cercle unitaire à z = l, l'équation

(120) est infinie à z = l. Le contour de Nyquist passe par z = l, le pôle est exclu du contour

cet contournement est donné par: z = l + eetff, =^- < 0 < ^

A = ÏT^CÎ = ^~'5 et £ ^ 0 quand (^ -. l)
il vient:

[l - [M_(1)]-1^(1)M(1) + [M-(1)]-1F^1)P(1)] l-e-i9 (121)

avec F^(l) = l, l'équation (121) se réduit à: [M_(l)]-IP(l)^e-tfl = 0, la condition est:

[M-(1)]-1P(1) > 0 (122)

à l'infinie est positive quand e —*• 0, le contour de Nyquist croise l'axe positif. Donc une seule

singularité pour 2=1 prend les valeurs finies dans le demi-plan gauche et pour chaque processus

et modèle satisfaisant (122). Il existe un a* tel que l'équation (117) ne croise pas l'axe réel à

gauche de —-![L^ pour a" <^ a < l.
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A.5 Conception du filtre d'adaptation en continu

Cette formulation du filtre d adaptation de premier ordre dans le cas continu est présenté

par S.K.P Wong et D. E. Seborg [WS88].
l) Le processus linéaire est considéré:

y(t) = ay(t) + bu(t - 0} + v(t] (123)

avec la condition initiale y(0) = yo.
La solution analytique de l équation (123) est:

ft

y(t) = exp(at)yo + / exp[a(t - r))}[bu(rj - 9} + v(n)]dr)
'0

Pareillement:

rt+9

y(t+0) = exp[a(t + 0)}yo + / exp[a{t + ô - r))}[bu(r] - 0) + v(n)}drj
'0

rt+ff

= exp(a0)y(t)+l exp[a(t + 0 - r))][bu(r) - 0) + v(n}}dî] (124)
t

2) Les modèles nominaux de premier ordre des systèmes (123) et (124) sont:

VmW = aym(t) + bu(t - 0)

yW=ay^(t)+bu(t)

avec î/m(0) = 2/m(0) = yo. La solution analytique correspondante est:

rt

ym(t) = exp(at)yo + / exp[a(t - r])}bu(rj - 0)dr]
Fo

•t

y^(t) = exp(at)yo + / exp[a(t - T]}]bu(ri)dr]
Fo

Le but visé est d'exprimer l'intégrale de l'equation (124) en fonction des données du modèle.

3) Dénotons, r = 77 — 0, dans l'intégrale de l'équation (124)

•t+9 ft rt-9

exp[a(t + 0 - rj)}bu(î] - 0)dî] = / exp[a{t - T)}bu(r)dr - / exp[a(t - r)]6u(r)rfr

= y'^t) - exp{a0W - ô)

L'équation (124), devient:

•t+6

y(t + ^ = y:^) + exp(a0}[y(t) - y^(t - 0)} + / exp[a(t + 0 - r,)}v(n)dr, (125)
'(

Définissons:

d(t) = y(t)-y^t) (126)
rt

exp[a(t - Tj)}v(n)dî] (127)
Fo
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Il suit que:

d{t - T) = / exp[a{t -T- r))}v(n)dri (128)
'0

où T est l'intervalle arbitraire de prédiction de la charge choisi par l'utilisateur. Combinons les

équations (127) et (128);

'(

exp[a(t - rj)]v(n)dr) = d{t) - exp[aT}d(t - T)
't-T

Nous admettrons que la perturbation de la charge, v, est constante dans l'intervalle de temps

t —T et t + 0; alors que il vient

fw exp[a{t +0- T])}v(n)dT) l - exp(a0}

ff-T exp[a(t - r])]v(n)dr) l - exp(aT)

Donc

't+e 1 _

' exp[a(t + 0 - r)}}v{n)dr, = ,l-ew^m - exp(aT)d(t - T}}
'( " ' ' ..-..- ^ _ e;pp^

Par substitution dans l'équation (125), il vient que:

y(t + 0} = y^(<) + exp(a0)[y(t) - y^t - 0)} + ^JJ^KQ - ^(a^^t - T)] (129)

Définissons:

ypW=y(t+0) (130)

En utilisant la transformation de Laplace des équations (129)-(130) et par réarrangement:

YpW = YM + F^)[Y(s) - Y^s)} (131)

avec

F,.(,) » ^(.O) + " - ez^W -^(f)"P(-^)I (132)
a

A

et Yp(s), Y(s) et Ym(s) sont les transformées de Laplace de yp(t), y(t) et ym(.t), respectivement.
Dans le cas d'un filtre d'adaptation discret, nous aurons, en posant z = ers.

F^) = e^a A T) + I1 —P^W^r).-]
a-

avec À est la partie entière du rapport ^ (pour un système de premier ordre a = —1, b = K^-}.
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B Les principaux algorithmes de la commande des sys-

tèmes avec retard de type PID

Bl. Méthode de Ziegler-Nichols 19421
Le choix du contrôleur PID, dans cette méthode est déterminé par le retard du système 0

et la réponse à l'échelon. Cette dernière permet de déterminer la valeur de gain Kj: à laquelle

la réponse commence à présenter des oscillations périodiques dont nous notons la période Tx-

C(s) =
l

avec

K.

Kc

T.

Td.

.(1+

,=0.

î.

2
T.

8

— +Td3)
T.5

6K^

=20

=0.50

avec Kc le gain proportionnel, T, la constante de temps de l'intégrateur, r^ la constante de

temps de difFérentiateur.

L'inconvénient de cette méthode réside en le nombre important d'essais "on-line" nécessaires

pour arriver au seuil d'oscillations et que de plus l'on cherche à atteindre des conditions de

stabilité marginales aux quelles la réponse à l'échelon présente des oscillations périodiques non

amorties.

B2. Méthode de Cohen et Coon 19532

!/(0

Figure 26:

Le modèle du processus considéré en est du premier ordre et dont la réponse à l'échelon est

représentée à la figure 26. A partir de la pente moyenne de cette réponse, on déduit le retard

0 ainsi que la constante de temps du processus Tp. Le but recherché est cTobtenir une réponse

aussi fidèle que possible à celle de l'échelon. Les constantes optimales du PID sont déterminées

1J. G. Ziegler and N. B. Nichols. "Opdmum Seitings for Automaiic Conirollers." Trans. ASME, 64:759-768,
November 1942.

2G. H. Cohen and G. A. Coon. "Theoretical Considération of Relarded Control." Trans. ASME, 75:827-834,
July 1953.
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de façon empirique. Elles sont données approximativement par:

,-e»

G'(s>= ^Tî
Les paramètres du contrôleur PID:

^ = -L.^f4+±>|Kc = K;'J[3+^)
< 32+6.:P

Ti - ^î^-tj

' - (M^)
avec Kp = ^ le gain permanent, y le régime permanent, A l'amplitude de Péchelon, S = ^; la

pente de la courbe linéarisée de la sortie temporelle en fonction du temps, entre 0 et ïp.

B3. Méthode de Yuwana-Seborg 19823
Le modèle de la boucle ouverte en question est celui d un premier ordre avec retard 8, et

constante de temps Tp qui sont déterminés par la réponse à l'échelon à la différence près que

ces paramètres ne sont pas déterminés en boucle ouvertemais en boucle fermée. Soit le modèle

du premier ordre:
,-ffs

G'W = K^T
Dans le cas d'un contrôleur proportionnel C(s) = Kc la fonction de transfert du système en

boucle fermée 2i-1 est:

$TÎT^Ï^ où M. A-, (133)
L approximation de Padé du premier ordre est introduite:

e-=T^
puis substituée au dénominateur de (133), pour obtenir:

y(s} K(l + 0.50s)e-93

ou

^)~

R

T

^

T2S2 + 2^TS + l

A'

K+l

s:
f2(A-+l)

r? + t(l - J<)

,20 r,(K + l)

3Yuwana-Seborg "A new Meihod for on-line Conlroller Tuning" AIChE J., 28, 434 (1982).
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La méthode est la modélisation d'un système du second ordre avec un coefficient d'amortissement

^ compris entre 0 et l. La réponse temporelle à un échelon d'amplitude A est montrée à la

figure 27. Notons les trois premières valeurs optimales Cpi, Cmi et Cpz ainsi que leur temps

d'apparition Tpi, T^ et Tp2. Notons AT = Fmi - Tpi.

t!/(t)
Cp,i -

temps

Tpl ï m l

Figure 27:

D après ce graphe, on peut estimer les paramètres Kp, Tp et 6 du modèle théorique du

procédé comme suit:

Coo

lp ~ K,- (A -Cao)

AT

0 =

.. ^^/iK+l+ v/^-(ITT)TT) x v/(i - ^). (/< +1)

2. AT^(1-<")(/<+1)

TT^K+Ï+^/W +!)+/<

ou

A

ou bien $ =

-MS^e)
4VÎ +lni^^

-'"<?

^2+^(g^)

Il est à noter que nous n'avons pas besoin d'attendre que le système atteigne son régime per-

manent. Cette dernière peut être calculée dès que le deuxième maximum de la réponse a été

franchi grâce à la relation suivante:

C^C^ - Cï,'p2^pl ml

C nt + Cv2 — 2 Ci'ml
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B4. Méthode de Jutan-Rodriguez 19844
Le modèle du processus en est aussi un du premier ordre:

_ K^-9S
GP=~^TÏ

La fonction de transfert en boucle fermée, dans le cas d'une compensation sérielle proportion-

nelle et un retour unitaire est:

M^_K^_
r(s) - l +ïp5 + Ke-9s

Alors que Yuwana et Seborg utilisaient l'approximation suivante:

_g, l - 0.50S

l +0.5ÔS

Jutan et Rodriguez utilisent plutôt:

,-,, _ l+7i^+72W

1+Sôs

où les constantes 7, et S sont choisies en utilisant un algorithme des moindres carrés pour

différentes valeurs de retard (en employant l'algorithme d'optimisation de Marquardt (1963)).
Ainsi, Us trouvèrent:

71 = -0.6143

72 = 0.1247

S = 0.3866

L'avantage de cette approximation vient répondre à l'inexactitude de l'approximation de Padé

du premier ordre e~es > 0.5.

La fonction de transfert en boucle fermée est:

y(s) K\l+6s)e -es

u(s) - rîsî + 2r^2 + l

avec

lïpffS + ^k6î
l + K

( =
0(S+^K)+T,

^2(l+K)(r,0+^K0^

4Jutan-Rodriguez "Extension of a new Method for on-line Coniroller tuning" Can. J. Chem. Eng., 62,802

(1984).
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F

"<

e.

e,0

i

A

»

cp,

Cm,

2At

c",

-•>

Soit (figure 28);

Figure 28:

AT =
TTT

L estimation de l amortissement ^ est donné par:

A

^ =5

avec a =
Cpi — CQQ

L estimation de la constante de temps du modèle est:

Tp =
-b + ^/b2 - 4a • e

2a

et 0 = ao + /?Tp

ou

2îr(l+A-)
S+-iiK

a = /3'2^K + /3S QO =

b = 2^Kao0+aoS j3 = -(S+^K)-1
e = 72/<^-r2(l+/0 /< = K^-Kc

où Kc est le gain fixé de l action proportionnelle du contrôleur PID dans l'expérience de mesure

en cours et l'estimation du gain Kp est donné par:

l Coo - CQ l
lp- K,(\R-^\-\C^-CQ\)

72



B5. Méthode de Lee (1989)5
La fonction de transfert du système en boucle fermée est une fonction de transfert du second

ordre avec retard, où le retard est important (voir figure 27).

Le système en boucle ouverte est GpÇs) = ^€^ et le système en boucle fermée après

application d'une compensation proportionnelle Kc est:

y(s) ^ K^e-9'

r(s) ~ l+TpS+K^K^e-^

Cette fonction de transfert est égalisée à une seconde fonction de transfert qui est celle d un
retard 0 et un zéro supplémentaire

y(s) _ K(qs+l)e-

modèle du second ordre avec un retard Q et un zéro supplémentaire à =~.a

,-9s

r(s) ~ r2s2 + 2^-3 + l

ou

e»

(137)

K =
A

-/n (c.
\cpi

et T = AT •

A
-'" (^)

^2+'"2feSï)
v^—p

TT

en tenant compte des donnés de la figure 27.

La méthode consiste, rappelons le, à l'égalisation des pôles dominants des équations (137) et
(136) ou les pôles de l'équation (136) sont:

ry
_2. j; j avec ^ = V—

Substituant ces pôles au dénominateur de l'équation (136), nous obtenons les égalités suivantes:

i + ^(_i + ^Lr-i!,) + Kj<,e-9^^ = o
T

l + ^(-i - v]—^j) + K^e-e^-^ = 0

D'où les valeurs recherchées:

Le gain du régime permanent est:

1SS.
lp ~ K^A- Cao)

quant aux valeurs Tp et 0, elles sont les solutions de Péquation transcendante (138) et (139):

e-ae - K^[a sin(^) - /3 cos(^)] = 0 (138)

'Lee "On./ine PID Coniroller Tuning from a Single Closed-Loop Test' AIChE J., 35, 329 (1989).
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et Tp = ^-[1 + K.KpC019 cos(f30)} (139)

ou

^i .t ^^E7
T ' T

Ces équations sont résolues numériquement; en utilisant la méthode d itération à point fixe,
nous obtenons:

l. , 9e~ol^k

mw = ?I"+ arda" (K.K.^^^m.-^ k=o'1-2'-

avec la valeur initiale:

m, = <^

fi = arctan(-)
a

B6. Méthode de Chen (1989)6
Chen propose d'étudier la fonction de transfert d'un système du second ordre avec retard

qui inclut cette fois ci le cas d une réponse sous-amortie.

y^_^.._ ^~9bls
r{s) -"Y"/- T2s2+2^TS+î

En utilisant les valeurs extraites à partir de la figure 27:

K = 
Â

-/n (M)

et

^Trt+lr^M)
(T^-r^yT-^

7T

Oh f = 2Tp^ - Fmi

ç ^ (^PÏ(^P2 ~ <^ml

(-/pi + Cfa — 2Cmi'pl "T" <-/p2 — <'^ml

l ( Coo — Cml , Cpi — CooM = ^.(— —+
'pl — <^oo ^oo ~ ^ml

A représente l amplitude de l échelon appliqué et M le dépassement mesuré. La fréquence

critique vérifie

2^ra>r
-»bf ^x - arctan(——) = -T!

l - T2U}2

6Chen "A 5»'mp/e Meihod for on-line Identification and Coniroller Tuninf AIChE J., 33, 2037 (1989).
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Solutionnant cette dernière équation pour a/a;, la période critique Tx correspondante:

27T
s — —

^x

L'amplitude de la fonction de transfert en boucle fermée correspondant à la fréquence d'oscillation

est donnée par:

l H{j^) |= /,
"/ t- ^/(l - T^)2 + (2^^

De plus, le gain critique du système en boucle ouverte est:

1^(^)1C(j^)G,{j^) |=
^/l + 2 l H(j^) | + | H{^} P

Cette dernière équation est la réciproque de la marge de gain du système avec le contrôleur PID

en mode proportionnel seulement: C(s) = Kc- Le gain critique du système en boucle fermée

est:

K 'ex = Kc x (marge de gain)

A partir du gain critique {Kcx} et la période critique (Ta), nous pouvons avoir recours aux

relations de ZiegIer-Nichols pour déterminer les constantes optimales du PID.

B7. Méthode de Lee, Cho et Edgar (1990)7

Cette approche fait appel à la méthode de Chen. Toutefois, le processus considéré en est

un du second ordre avec retard (plutôt qu'un du premier ordre avec retard). Une fois le gain et

la fréquence critique trouvés, une nouvelle représentation du modèle du procédé à commander

est établie, soit l'on applique à ce processus un gain proportionnel Kc et un retour unitaire. Le

processus Gp(s) et la boucle fermée H(s) peuvent être exprimées comme suit:

_ (6i5 + b,)e-9s

îp(s) = s2+a,s+a,

et ZfM _ KCG^\. _ _ Ke~9kf
l+K,G,(s)~ T252+2^7+1

avec

2^r + Kôbf
al = ~—^

(r2 - a)
l-K

a-i =

ri-K^j-

^-^+(a^-(K^
'• = "~ " ..-'K.

a,K
62 = t^T-K)

7Lee, Cho, Edgar UAn Improved Technique for PID Controller Tuning from Closed Loop Tests". AIChE J.,
36 1891 (1990).
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et finalement,

TT + arrfan(^) - arc<an((^y)
0=

Wt

avec Obf est le retard de la réponse en boucle fermée.

Le critère de performance dans le domaine de la fréquence est choisi de façon à ce que la valeur

crête corresponde à un argument de la boucle ouverte égal à 225°, soit:

C(j^)G^p) = '•e-JT

"(> ^ 2u>p

avec Wp la fréquence de résonance et

_L_ /ï
75~VA^ 0.5

'p

T =
l —

'{

où a/;, est la largeur de bande en boucle fermée du système soit la valeur déterminant une

attenuation de 3 dB, et Mp est l'amplitude de la boucle fermée à la fréquence de résonance ujp.

La condition de résonance s'écrit:

^ CU^GM
l+C{ju)G,(ju)

)=0

A partir de la combinaison de cette dernière relation avec les critères définit plus haut, on

obtient les relations suivantes qui permettent de déterminer le réglage du contrôleur PID soit

C{s)=Ke(ï+J-,+Tds)a.vec

K. =

Td =

^[1+<^)][^)+^)]
a[u'(^) - v(^)q(^) + îii^^] + /3[v{^) + u'(^)q^ - 'i^f£l

2[v(wp) - u(u;p)]
l

^>p[Td^p - q(^p)}

D'où

GpQ'u) = u(aQ + j'v(u)

^^^ _ du(w) ^ ^,, ^ dv{w)
y ^) = ___i et u(u>) =

a» ' ' du/

q(w) = tan [— — arctan (
4 vu(a>]

a=-Ï2-Ml'(l-^)

^(M;-l)^

Algorithme de réglage:
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l. On initialise a?p à <^ et on fixe Mp soit à 1.02 soit à 1.25 (la valeur retenue sera celle qui

aura procure la plus haute fréquence de résonnance Up possible).

2. On calcule les trois gains du contrôleur PID.

3. On augmente la valeur de u/p et on refait l'étape 2. On répète cette procédure jusqu'à ce

que la contrainte suivante ne soit plus respectée:

C(j^)G,(j^)
l + CU2^}G,{j^)

V2

La valeur de la fréquence de résonance a/p se situe quelque part entre w^ et 'Su/x.
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l Extension du filtre de pondération du PAG au cas

multi variable

Dans cette section nous nous proposons de développer une formulation généralisée du filtre

de pondération du PAG dans le cas multivariable. Rappelons qu'il a été démontré [WE87] que
la structure de contrôle du PAG multivariable est une extension simple de la CMI multivariable.

Dans une première section, nous examinerons les travaux relatifs aux systèmes multivariables

comportant des retards. Nous nous attarderons principalement aux travaux impliquant la CMI

avant de présenter notre proposition.

1.1 Les approches existantes au problème de la compensation des

retards multivâriables

Plusieurs procédures de compensation de systèmes multivariables comportant des retards

ont été proposées afin d'étendre le champs d'application du prédicteur de Smith.
Une première partie, fait appel à des solutions existantes pour le problème de systèmes asservis

multivariable comportant des retards.

Considérons le système multivariable dans le domaine de Laplace:

y(.) = P(s)u(s) + G,W(s}

où y(s) représente le vecteur des sorties du système, n(s), le vecteur des actions de contrôle, et

£(s) un vecteur des perturbations de charge. La matrice de fonction de transfert du processus

P{s) a la forme:

Pou(^)e-fi»s Po»00e-ôl2s ... Po,j3)e-^s1

P^{^-9ÎÏS P^{^-92ÎS ••• P^)e-e^s

P(5)=

P^}e-enls P^)e-^3 ... P^)e-9'"'3

avec

_ kijT[^\(TijpS+l) ^^^ _ ^ (^^-Oijs
^ = n:I^^+i)/' ^J(5) = po^s)e~ot3s

où kij = le gain du régime permanent de Pélément ij de Po.y
mi j = nombre des zéros de Po^(s).

r,j = nombre des pôles de Po,,(s) (m,j < r,j pour les systèmes strictement propres).

On suppose que la matrice de fonction de transfert de la charge G^(-s) a une forme semblable à

celle de la matrice de fonction de transfert du processus; autrement dit elle inclut des retards.

Le diagramme bloc du contrôle multivariable conventionnel est donné par la figure l. La

réponse en boucle fermée de ce système est:

y(.) = [/ + P(.)COQ]-1 [P(^)C(.)r(.) + d(.)]

L équation caractéristique:

J+P(5)Ç(^)|=0

l



indique que la stabilité du système est affectée par les retards présents dans la matrice de

fonction de transfert du processus. H s'en suit que les gains du contrôleur (que l'on peut se

permettre en rapport à un objectif de performance particulier tel la sensibilité) sont réduits en
rapport à un système similaire où les retards sont absents. Ceci complique donc l'analyse de la

réponse du système.

<<îUïïïï^
S@i-?^)

Figure l: Structure de la commande multivariable conventionnelle.

Alevisakis et Seborg [AS73], ont adapté le prédicteur de Smith pour les systèmes multi-
variables lorsque les retards (?,j sont identiques. Avec cette restriction, la fonction de transfert

multivariable du processus est donnée par:

P(.) = We-63

avec Po(-s)"- 1& matrice de fonction de transfert du processus sans retard. Il a été établi que,

l'implantation du prédicteur de Smith pour ce cas spécial, est similaire à la solution des systèmes

SISO.
Ogunnaike et Ray [OR79 ont développé le compensateur lorsque les retards Oij sont dif-

férents. Le diagramme bloc de ce compensateur est donné à la figure 2. Par analogie avec le

prédicteur de Smith SISO, une boucle de contre-réaction interne Mo(-s) — M(s) est incorporée

au contrôleur C(s). Mg(,s) représente le modèle multivariable rationnel du processus Po(s) et

M(s) représente le modèle multivariable du processus P(-s) incluant des retards. Le contrôleur

Goc(-s) de la boucle interne constituée par C(s) et (M(s) — Mo(s)) est:

Goc(.) = {I + C(.)[Mo(.) - M(.)]}-1 C(s)

La sortie du système s exprime alors comme suit:

y(.) = [7 + P(.)Goc^)]-l [P(.)Go,(.)r(.) + d(.)]

Substituant (l) dans (2), nous obtenons:

y(.) = P(.)[J+C(.)Po(.)]-lC(.)r(.)

+P(^) [J + C(6)Po(5)]-1 H(5)P-l(5)d(^

avec H(^) = J + C(s)(Po(s) - P(s)).

(l)

(2)

Figure 2: Compensateur de retard multivariable d'Ogunnaike-Ray.



Ogunnaike et Ray démontrent que la sensibilité de ce système en boucle fermée, est déter-

minée par l'équation caractéristique:

|j+C(.)PoOO|=o

qui ne contient aucun retard, ce qui fait que le contrôleur Ç(s) peut avoir des gains plus élevés

et des performances améliorées.

Garcia et Morari [GM5a] ont comparé le compensateur de retard de Ogunnaike-Ray (ORC)
avec la structure de la commande par modèle interne multivariable. Le schéma de commande

de la figure 2 est repris avec une structure de contrôle de type CMI (figure 3) dans laquelle:

G^)=[7+C(.)Mo(s)]-lCOO

Le contrôleur Gc(-s) dépend donc seulement de la partie rationnelle du modèle du processus

M()(,S), et simplifie, de ce fait, la complexité inhérente aux effets des retards dans l analyse de

la stabilité.
Soliman et Ray [SR72] et Ogunnaike et Ray [OR79] ont affirmé que les solutions, avec

ce type de contre-réaction, peuvent être ramenées à une formulation de commande optimale

quadratique classique dans les cas monovariable puis multivariable respectivement. Dans de

tels cas, la compensation est supposée contenir des retards, et elle a fait, par ailleurs, l objet

d'une étude pratique [OLMR83].
Jérôme et Ray [JR86] ont amélioré le compensateur de retards multiples développé par

Ogunnaike et Ray en prévoyant l'adjonction d'un retard dans la conception du contrôleur

(appelé le compensateur de retard multiple généralisé).
Garcia et Morari ont démontré, par un exemple, que la conception des contrôleurs G;;(s) ou

C(s) peut conduire à de mauvaises performances lorsqu' il y a une différence entre les retards

modélisés et les retards effectifs du système.

'(•L

Figure 3: La compensation ORC et la structure de la CMI.

Jérôme et Ray ont aussi incorporé quelques techniques de factorisation des retards dévelop-

pées par Holt et Morari [HM5b] dans la conception de ce type compensateur. Ces propositions

• donnent des résultats similaires à Rapproche de la CMI. On note, que les compensateurs des

systèmes à retard développés par Ogunnaike et Ray et Jérôme et Ray, n abordent pas la con-

ception du contrôleur, mais visent seulement à l'élimination partielle ou complète des effets

des retards. Par contre, l'approche de la CMI comporte implicitement une définition de la

compensation des retards multiples, dans laquelle on fait appel à l utilisation de la technique

de factorisation des retards développés par Holt et Morari.

Récemment, Tsiligiannis et Sovoronos [TS88] ont proposé une méthode permettant le décou-
plage du système multivariable respectant le fait que la structure comporte des retards. Cette

technique canalise l effet des retards sur la diagonale et élimine ainsi les interactions multiples

des retards non-diagonaux. Par la suite la méthode propose un choix optimum des contrôleurs



des boucles, soit du point de vue du critère d erreur à temps minimum, soit de la somme des

carrés ou, encore celui de la somme des valeurs absolues.

Dans ce qui suit, nous approfondirons certains concepts mentionnés plus haut, notamment

celui de la commande par modèle interne [GM5a] et celui de Tsiligiannis et Sovoronos [TS88].

1.2 Commande par modèle interne multivariable

t(z)_±

Figure 4: Structure de la commande par modèle interne multivariable.

Nous utiliserons des matrices de fonctions de transfert en z des processus multivariables,

soit:

y(.)=P(.)u(^)+d(^)

où 7(2) 6 SRn est un vecteur des sorties du système, y 6 SR" est un vecteur des actions de contrôle

(supposé constant dans Pintervalle d'échantillonnage), et d est un vecteur des perturbations du

processus. La matrice de fonction de transfert du processus prend alors la forme:

P(^) =.-l

\ P^(z)z-^ P^z)z-pïl
P^{z)z-^ P^{z)z-^

L P0n^~pnl P0n^-pn2

p^^-pln
P^n{^~p2n

p^^~pnn J

Les éléments Po^Çz) sont des fonctions rationnelles en z qui sont strictement propres. La période

d'échantillonnage additionnelle de post multiplication du retard z de la matrice de fonction
de transfert est due au bloqueur d'ordre zéro.

A l'exception du filtre de robustesse ^(2), la structure représentée à la figure l est équiva-

lente à la structure de commande conventionnelle avec

ç(.)=[J+G^)M^)]-lG,(.)

La réponse en boucle fermée de cette structure de contrôle CMI est:

y(z) = d(.)+P(.)[J+G^)F^)(P(z)-M(.))]-1
xG^)F^)(r(^)-d^))

et l action de commande u(z) est déterminée par:

n{z) = {J + G^)Fc(.)?) - M(^)]}-1 G.(z)WW - d(z})



1.2.1 Conception du contrôleur CMI multivariable

Nous allons nous attarder sur la procédure de conception du filtre de pondération, qui

constitue l'élément de retour du système de la figure 5. Notre proposition est une extension du

filtre aux systèmes multivariables et implique une factorisation du retard de la CMI (Garcia et
Morari [GM5a] [GM5b]).

Le modèle du processus multivariable peut toujours admettre la factorisation de type "inner-

outer qui suit:

U(z) = M+(^)M_(<Q
M+(l) = l

avec M^.(z) contient les retards et les zéros de M(z) en-dehors du cercle unitaire et M_(z) a un

inverse stable et réalisable.

Le contrôleur Gc(^) est:

G,(.) = [M_(.)]-1 (3)

de façon à obtenir la meilleure approximation stable de la fonction de transfert instable M(z) =

M^(z)M_(z). Cette commande garantit une transmission diagonale entre l entrée et la sortie

du système de commande et dans le cas d'une modélisation parfaite, il vient y(z) = î(z) (avec

M^z) = 7).
Le but du filtre F (2) est d'améliorer la robustesse du système en présence d erreurs de

modélisation. La sortie pour une modélisation parfaite est:

y{z) = M^)W^) + [I - M^z)W] d(z) (4)
Si à l instar de la relation (4) la modélisation est imparfaite alors nous aurons:

y(.) = P(^){J+G^)[P(.)-W]}-laW(.)r(.)+
{I - P(z)[I + W(P(z) - M(z})}-lG,(z)W}d(z)

Si M^(^) et Fc(^) ont été choisies diagonales, la transmission entre l'entrée et la sortie du

système de commande est diagonale; autrement dit le système de commande est découplé.

F [z} est un compromis entre la robustesse formulée généralement en fonction de la fréquence,

et de la performance temporelle. Le choix de M^.(l) = 7, Fg(l) = l a pour but d'éliminer
l'erreur en régime permanent.

La factorisation de M(z) peut être reprise comme suit:

M(z) = M^z)M^(z)M_(z)

La partie non inversible M^(z) est décomposée en M^(z)M^(z) de façon à ce que M-^Çz)
soit un filtre passe-tout et de sorte que M(z}-ÏM^(z) = M^(z)M_(z) soit propre, et que

M~l{z)M^(z) soit stable.

1.2.1.1 Procédure de factorisation diagonale de M.^(z)

Garcia et Morari [GM5a] ont présenté une procédure de factorisation quasi-optimale de la

matrice M.^(z) diagonale dans le cas d'une modélisation parfaite M(^) = P(^).

M^(z) =diag^-(A?+l^-^++i),...^-(^+i)] (5)



Les éléments de la matrice inverse du processus [P(z)]-l sont donnés par Po,y{z)zp"+î avec

PO,J {z) strictement propre en z. Posons que:

\^ = max{max(0, p,j)} j" =!,•••, n

représente le retard minimum nécessaire pour assurer la réalisabilité de Gc(z) = [M_(z)]~ =

[M(2;)]-1M^.(2;) (Garcia (1982) ou la procédure dans le cas continu de Holt et Morari (1985)).
L'exemple qui suit illustre cette procédure de factorisation:

Exemple:
On considère la matrice de fonction de transfert:

P(^)=
2z-1 2-3

1-0.5^-1 [ z-3 z-4 j

L'inverse non réalisable de P(z) est:

1P<2)1" = 5 [ -, Ï' ]

avec pu = 0,pi2 =l,pîï = l et p^ = 3, valeurs pour lesquelles A^ =1 À^ = 3 et qui mènent à

la matrice diagonale

z-î 0

M+(.) = | -o ,:4

Parmi tous les choix possibles de M_(z), Holt et Morari proposent [HM5a] celui qui est
formulé dans (5) et qui permet une minimisation de l'indice de performance ISE (intégral

square error), soit:
•00

eTAedt
,0

où e est un signal d'erreur et A est une matrice de pondération strictement positive. Le

choix optimal s'avère selon [HM5a] être celui qui consiste à rearranger l'ordre des colonnes et

des rangées de M(z) de façon à ce que le délai minimum de chaque colonne apparaît sur la

diagonale de M(z). Dans l'exemple qui précède on peut noter que M(z) -en occurrence égal à

P{z) ou la supposition de modélisation parfaite- n'est pas optimal.

Pour une réponse rapide on obtient:

^ /^_ f^~2 22-1(1-^-1)
M^)=|'Q - v;^-

avec [M_(.?)]-l est réalisable. En addition, M^(2-) satisfait M^(l) = I. La deuxième sortie est
retournée en régime permanent après une période d'échantillonnage en utilisant M^.(z) au lieu

que M^Çz). Cependant, la réponse est un compromis entre la rapidité et l'interaction.

Si le modèle du processus ne contient aucun retard, M^.i(z) contient le facteur z-ÏI afin

d obtenir un inverse réalisable. Le retard d une période d'échantillonnage est présent dans tous

les systèmes numériques utilisant un bloqueur d'ordre zéro.



Une nouvelle méthode de calcul la limite inférieure:

L'idée de base de mesure de l'efFét des systèmes avec retard dans la réponse en boucle fermée

a été suggéré par Holt et Morari 1985.

(i) La méthodologie qui suit va permettre le découplage pour autant que l'on puisse augmenter

les délais des fonctions de transfert du processus de façon arbitraire. Dénotons

T,=mmp.j t=l,---,n (6)

et par T le vecteur (ri,T2,- •• ,ïn), ou pij est le retard minimum des éléments P,j du

processus P. La factorisation suggérée est:

Pd = diag(e-TÏS, e-T2a, •.., e-Tns)

(ii) Dénotons par:

vu == max(max(0,çy-p^)))/= l,---,n, et ^ = (r-n,-• • ,7-nn) (7)

PS. = diag(e-r"\-.-,e-r"s,...,e-rnna)

ou pki et Çfc; sont le retard minimum du numérateur et dénominateur d'élément kl de P~ï

respectivement.

La limite inférieure définie par l'équation (7) est difficile a calculer. La difficulté augmente
avec l'ordre du système en calculant la matrice inverse avec retard. L équation de la limite

inférieure peut être calculée selon la méthode de programmation de type (MILP)
Dénotons par A la matrice dont les éléments a;j apparaissent dans de processus:

P(s) = We-a"s

Soit:

A-l = 75wadj^

il s'ensuit que le retard minimum du dénominateur q^ est commun V À;, /. Notons que ce retard

commun minimum par q. L'équation (7) est simplifiée:

ru = max(max(0, (q - p^))) / = l, • • -, n

ou, après quelques manipulations:

ru =max(0,(ç-minpfc()) /=l,--.,n (8)

Calcul de q et minfc(pfci)

1P. Psarris and G. A. Floudas "Improving the Decoupling Response Bound in Multivariable Time Delay
Système American Control Conférence, Vol. 2, pp. 184&-1852, Boston 1991.



,n

,n

Soient les ensembles indexés I, i = l, • • •, n et J, j = l, • • •, n introduits pour le calcul des

rangées et des colonnes de la matrice des retards respectivement. Les variables binaires y, j sont

des valeurs 0-1 associées avec les éléments a,j de la matrice A du retard. Le retard minimum

du dénominateur de A~ , g, est donc donné par la solution du problème suivant:

Min ^J^yijQij (9)
« J

^y.,=l ^=1,.
t

^y,j= l i=ï,"
l

y.,=0,!Vz,j (10)

Notons que la solution du problème çi-dessus rend la valeur de q et des retards a,j. Les valeurs

de ce dernier sont déterminé lorsque î/,j soit égale à l.

Notons que la formulation mathématique (10) ne prend pas en considération de la cancella-

tion des termes pouvant apparaître au déterminant. Notons q'une perturbation infinitesimale

des retards résultera en un système sans cancellation. Le mmk(pkl) est calculé V / pour

déterminer les éléments du vecteur r d'après l'équation () ce qui entraîne à la résolution du

problème suivant pour / = l, • • •, n.

Min Y.Y.V^J i¥:l (n)
* J

^y;,= l j = l,..., n
t

^y,j =1 i= l,---,n

l

!/.,=0,1V^ (12)

La solution de (12) pour / = l,---,n donne les valeurs minfe(pfc() VL Les retards a,j sont

déterminés lorsque la valeur y, j égale à l.

Un approche plus rigoreuse pour l'optimisation de la limite inférieure consiste à augmenter

les retards individuels de la matrice A (le système P) jusqu'à ce que le test de réarrangement

soit satisfait. Celui-ci consiste à réarranger la matrice en interchangeant les colonnes de façon à

ce que le délai minimal de chaque rangée apparaisse sur la diagonale. Les limites supérieure et

inférieure coïncident, la limite inférieure peut être calculée d'après le retard minimum dans la

rangée de la matrice modifiée. Si on élimine certaines rangées de A, il est possible de générer la

sous-matrice qui satisfait le test de réarrangement, cette sous-matrice contient le sous-vecteur

du vecteur limite supérieure T de l'équation (6) et ce sous vecteur de la limite supérieure peut

être réalisé en augmentant le retard spécifique du système original.

Soient &,j les retards modifiés de la matrice modifiée B. Les valeurs binaires y, j -soit l soit

0- sont associées aux éléments bij. La valeur de y,j égale l lorsque l'élément correspondant

dans la matrice de délai est le plus petit de sa rangée. Il revient donc de résoudre le problème

suivant.

Min ^S6u (13)



E^=l j'=i,---,"

t

^2/,j= l i=l,---,n

l

S yi3bij ~ bi] ^ Oî",j" = 1,4--- ,n

3

a.j ^ &«., t,j'=l,---,n

î/.,=0,l Vi,j (14)

La solution de (14) selon la méthode (MILP) donne les retards 6,j du système modifié et montre
la limite inférieure améliorée dans ce problème modifié. A partir de 6,j l on retrouve les éléments

a, j. La matrice modifiée satisfait le test de réarrangement.

1.2.1.2 Choix de M^(z)

M^(z) est choisie de façon à ce que [M_(2)]-l soit stable. En supposant M^(z) = z~ 1J,
l'inverse de M_(^) est donnée par:

[U_W]- = [M(.)]-M«(.) = ^JM«(.)

Lorsque M(z) est stable det(M(z)~) contient tous les zéros de M(z) qu'ils soient ou non à
l'intérieur du cercle unitaire.

Cette procédure est illustrée par l exemple suivant:

Exemple:

On considère la matrice de fonction de transfert du modèle:

M(.)=
0,6 JÎ.5

z-Q.4 z-Q.5
0.6 _OM

2-0.5 z-0.4

est stable en boucle ouverte. Le déterminant de la matrice est:

0.36 0.30
de([Mwl = 17-Ïîy - ^Sf

se réduit à:

0.06(z2 - 2z + 0.7)
det[M{z)] =

(z - QA)2(z - 0.5)2

le déterminant contient un zéro de M(z) qui est en-dehors du cercle unitaire (les racines de

zî - 2z + 0.7 = 0 étant ^,2 = l ± VQ^).

Le facteur Zi = l + v/0-3 w 1.547 rend [M(,z)]-l instable. M^(z) est choisie de façon que

z - (l + \/o3) soit annulé par [M-(2)]-l.
M^(z) sera donc:

z-1.547

l-l.547z

M+^) = | îrï^ ,-1"547 | , M^) = ^J2

9



Dans la forme finale de M^(z), nous ne tenons compte que de l'objectif de performance tem-

porel M+(l) = I.
Pour une réponse plus rapide, on utilise la transformation suivante (le contrôleur est stable):

M^)=[ 3.0950-.-) ff^.-1.

La première sortie présente une réponse "deadbeat", la seconde sortie est affectée par une

réponse inverse et en interaction. Il est possible de sélectionné M.+{z) afin que ce soit la seconde

sortie a une réponse deadbeat et la première sortie est affectée par une réponse inverse et

en interaction. M^(^) a été choisi tel que la sortie la plus importante présente une réponse
"deadbeat".

1.2.1.3 Détermination du filtre de robustesse de la CMI multivariable

Garcia et Morari [GM5b] ont présenté un théorème pour les systèmes multivariables assurant

la stabilité en boucle fermée dans le cas d un filtre de robustesse diagonale.

Nous supposons que:

a) le filtre F (z) donné par la figure 4 est diagonal et de type exponentiel dans le temps soit:

l — a;
F^z} = diag |, _, | 0 <, a, < l i=Ï,---,n

- OtiZ~'

b) que Gc(^) = [M_(.z)]-l. Il existe un Q!* (0 ^ a* < l) tel que le système soit stable en
boucle fermée V a; dans l'intervalle ouvert a* <: a^ < l (i = 1,2,- • • ,n) si et seulement

si P(z) et M(z) satisfont:

%e{A,(P(l)[M(l)]-l)}>0 j = l,..., n

où Aj[A] indiquent la j'eme valeur propre de A.

1.2.2 Conception du contrôleur par l'adjonction d'un module d"(interaction"

La conception se base sur la notion de matrice "interactive proposée par Wolowich et Falb

[WF76] pour les systèmes MIMO à invariant caractéristique. L'invariant caractéristique d'une

matrice P(z) représentant un processus dans lequel est associée une matrice de compensation

Gc(z}- Celle-ci est une matrice triangulaire inférieure Çp{z) dite matrice d'interaction. Cette

dernière est dite invariante par rapport à P(z} en ce sens que P(z)Q^{z) = ^p(z) et que
^p{z)Gcî(z) = P(-s;) pour des compensateurs Gcï.(^) et Qcî{z} appartenant à l'ensemble des
matrices rationnelles propres et inversibles. Tel que démontré dans [WF76], l'équivalence de
P(z) et de ^p(z) implique un rang commun et, de plus, la stabilité de l'un implique la stabilité
de l autre. La méthode de construction de la matrice d'interaction ^p(z) est élaborée dans

[WF76], et il y est démontré qu'elle est unique.
Rappelons que, dans le cas de la CMI, le contrôleur est Gc('s') = [M_(2;)]-l.

Exemples d'application dans le cas d'une CMI (modélisation parfaite). Nous commencerons

par illustrer des matrices de compensation Gc(^) réalisables.

10



,-di y—di

l- Pl(.)=l^ :-;;

tl+W = »-''• a.vec G,.(2) = [Pi-(î)]-1 = [ î î

,-dï ,-d-i

2- E.W=|2;:*' ::::

-l

P2+(^) =

3- P3(^) =

^ ^} Mec G2«w = iE'-(î)i~1 = i i ]
-l

2z-î z-î

z-3 z-1

P3+(^) = z-1 avec G^) = [P3-(^)]-1 =

2z-2 z-1

4- ^ = l 7_i :_3

1 r i -z-1

2-^-3 l -z-2 2

P4+(^) = z-ï avec G^) = [P4-(^)]-1 =
l _^

-2Vz-3 | -2 ^-1

Dans les exemples qui suivent, le contrôleur Gc(z) n'est pas réalisable.

22-1 Z-2

5- ?)=]-;-3 ;-<

î^) =
ï-1

0 z-3 avecG5c(^)=[P5-(^rl=
l -l

-z 2z

- w=Rîpi:--;
Pe+C-î) = ^ avec Gec(^) = 3

—z

-^(1+g^) <1+^-1)

7- P^1=l -ï-l(l+^~1? ^-1(1+^-1)
r7^) = | ^-1^ ^ î^-l) ' ^^-l(l+|z-1)

,-1W = ,- avec Q,(,) = -18 | _^(^' ^_,, ^y^^ \

Pour répondre au problème de la non réalisabilité des compensations

Gsci G'6c, C?7c, l'approche de la matrice d'interaction peut s'avérer utile [TS88].

A) Nous commencerons par définir les zéros à l'intérieur du cercle unitaire et

les retards.

Soit P(2) de dimension n x n. Il existe une matrice polynomiale unique (p(t)(z) appelée
matrice "d'interaction" de la forme:

W=Hp(z)diag{zk\zk\".,zkn)

11



avec

l
hn[z}

0
l

0
0

Hp(z) =

[ kni(z) knî(z} ••• l

dans laquelle h^z) soit divisible par z, soit nulle, de sorte que:

Al. lim.î-too ^p(-z)P(-s) = Kp où Kp est une matrice non singulière;

A2. P(!;)~ï^p(z)~ï est propre;

A3. Si Pi (2), P^ (z) sont de rang plein et propres, il existe une matrice P(z) propre telle que

P^{z)P(z) = Pî{z) si et seulement si, le produit ^(z][^Pî(z)} est propre.

La procédure de calcul de la matrice "d'interaction" (voir annexe A) procure les résultats qui

suivent en rapport avec les exemples déjà cités

1-

2-

3-

4-

5-

6-

7-

6^) =

^) =

^} =

^) =

^) =

^) =

6^) =

z^

0

^
0

z 0
0 z

z 0
0 z

z

4'
2

-z2

-z3

z"

)
dï

0
z^

;;]
;]

z

+ b
0

! z3

Exemple de calcul de la matrice "d'interaction" :

Nous illustrons une première méthode permettant de définir la matrice d'interaction ^ (2) dont
les rangées seront dénotées ^ (-s)i. fc, représentera le retard minimum de la rangée i de Ps{z).

fc,1 fait référence au premier choix possible de ^ (z)».
z~

p^} =
2z-1 z-2

.-3 ,-4

fci = l ri = Hm z[ 2z-ï z-2 ] = [2 0]

fc2 = 3 ï2 = lim ^3[ z-3 z-4 } =
2—1-00

La première rangée de la matrice "d'interaction" est ^(2)1 = [z 0]

Si ^i = ri == [2 0] et ï2 étaient, linéairement indépendants, la seconde rangée de la matrice

12



"d'interaction" est donnée par [0 23],

dans le cas présent Ta = J^i

^ rm »3i l^),=^{[0 z3}-^[z 0}}

Le choix de k\ doit être tel que l'expression qui suit soit finie:

^),P,(.) = [0 J.^-1)]

Soit k\ = l. Nous pouvons vérifier que:

ïïm^(z)-iP(z) = [0 ^] = ^ finie et non nulle

Donc ^ et ^ sont linéairement indépendantes d'où la matrice "d'interaction"

^)=[-i^°]
La procédure de conception des matrices "d'interactions" ^ps(z) et ^7(2) sont présentées à

l annexe A.

Conception du contrôleur par Padjonction de la matrice d'interaction.

Dans ce cas, nous élaborerons la conception du contrôleur qui est optimale dans le sens

que la somme des carrés de Perreur e existant entre la sortie et la référence est minimale, et

idéalement, nulle. Alternativement, on pourra viser à minimiser une forme quadratique eTQe

dans laquelle Q est une matrice de pondération strictement positive et la somme Qe où Q est

une matrice strictement positive. L'ensemble de ces minimisations se faisant pour la somme

des échantillonnages allant de t = t^ + fc, à l'infini. f. représente le moment de l'application

d une variation de type échelon du point de consigne.

L'hypothèse Al entraîne que ^p(z)~ï est stable et causale. Les conditions Al et A3, com-

binées aux conditions F (l) = l résultent du choix de contrôleur.

G^)=[P(^)]-l[^)]-lMl)Fe(.)

lequel est propre, stable et permet d'éliminer l'erreur en régime permanent.

Exemples;

P(^)=
l

l - 0.5z-1

2z-2 z-s

.-l ^-3

Ainsi di = 2, ^ = l et lim,_»oo c?6<( | ^ ^ | P(^)) = 0
z-

^ 0 1 -„„. ^_ r i o
^P{z) = l _ 1^4 ^3 | avec ^p(l) = | _^ j[

.-3

w = [ ~JT ~7
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La matrice en boucle fermée:

GBF^) = M^-^p(i)
.-2z-î 0

K.-1-.-3) .-3
2'

est optimale mais n'est pas découplée. Nous abordons donc le découplage de Ggp(z).

On suppose que la matrice de transfert en boucle fermée désirée est Gd(z) (non singulière et

propre) et que la matrice de transfert satisfait A1-A3. Il existe donc un contrôleur admissible

si et seulement si ^p^ est propre.
z~pl 0

La réponse en boucle fermée désirée étant Gd(^) = n -y-pz
2

Le meilleur contrôleur propre possible est:

z2-"1 0

w, = _ly4-pi y3-p2-y r' z~

Par suite, le meilleur découplage du contrôleur Gc(^) correspond à pi = 4 et p2 = 3 de sorte

que:

G.(.) = W-ÏG^) = ^
l f z-î z-3

2|-12

Calcul du contrôleur pour P^z},?^),?^)

05c(^) =

Gec^) =

Gr^) =

1(1+.-1) -.-l

-l

3 -3

-2-j^-i 3(1+|z-1)

-2(7 +2z-ï) 18(1 +^-1)
3(5+2z-1) -18(1+^-1)

Remarque:

Si la matrice de transfert diagonale désirée en boucle fermée est, (G^ = diag(z~p')), la plus

petite valeur p,, (î = 1,2, •••,n) est donnée par la dérivée ileme de la colonne de la matrice

d'interaction ^p pi = 9Ci((p). Le degré de la colonne de la matrice d'interaction est la plus
petite valeur possible du retard de la diagonale Gj.

Appliquons à l'exemple donné par Garcia et Morari [GM5a]:

Soit M{z) = ï^o^T
2z-1 z-3

.-3 .-4

d,=î T,=^[^=T îZÊ=r]=[2 0] =^i avec^)i = [. 0]

d, = 3 ï2 = hn^3[ î^fer F^r l =[1 0] =6 avec ^(^ = [0 z3}

T2 = ÔÔ (^1 et ô sont linéairement dépendants)

^),=^{[0 z3]-^[z 0]}=^[-|. .3]
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Le choix de k\ doit être tel que la limite d'expression qui suit soit finie:

(\zW(z) = [0 z-ï+k1^

Soit k^ = l, il vient:

^),=[-^2 ^}

Donc ^ et ^i sont linéairement indépendant d'au la matrice "d'interaction"

^M(^) = 1^2 -4 avec ^Af(l) = l 1 fini et non nulle. Le contrôleur est:
-y ^ j^ '^ ' ' L -i

lim^oo ^(^)M(^) = | g i

Le contrôleur Q^ est:

B) Cas des retards et les zéros en-dehors du cercle unitaire.

Dans cette partie, nous présentons les deux matrices "d'interaction" généralisées de Tsili-

giannis et Sovoronos [TS89]. Ces matrices denotées "interaction h et q" sont introduites dans le

cas plus général où en addition aux retards, les zéros finis en-dehors du cercle unitaire sont aussi

définis. Pour cela, tous les éléments non inversibles sont exprimés par "l'interaction WF", si le

système a aucun zéro fini en-dehors du cercle unitaire. La réduction de l inverse de l interaction

h" a un découplage optimale triangulaire de la matrice de transfert en boucle fermée en rapport

avec le critère SSE pendant ce temps la réduction de Pinverse de "l'interaction q" est optimale

en rapport avec un critère de performance à temps minimum, de sorte que:

Assomptions de base sur le système considéré P

Bl: La matrice de transfert du système P est non singulière et propre;

B2: Le système est stable en boucle ouverte;

B3: II n'y a aucune annulation de pôles par des zéros dans la matrice de transfert du système;

B4: Le système n a aucun zéro de transmission dans le cercle unitaire.

Les retards sont considérés comme des zéros à l'infini. Nous dénotons par ^ = {o-i, o"2i • • • »<7n}

l ensemble des zéros finis ou infinis en-dehors du cercle unitaire | z [> l de P. ^ contient

donc tous les éléments non inversibles. L'"interacteur WF" prenant en considération les délais

uniquement, il est proposé d'efFectuer une transformation qui permettées de déplacer un zéro

en dehors du cercle à l'infini avant d'appliquer la méthode préconisée par WF. Deux transfor-

mations sont possibles:

® Dans le cas d'un interacteur de type h, la transformation: h —» z est:

l +<rh , l-a-2
2=T^^A=T=^('eD (»)
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Cette transformation permet à la matrice "d'interaction" un découplage triangulaire du con-

trôleur, tout en minimisant le critère de la somme des carrés des erreurs de la réponse temporelle

en régime établi.
• La seconde transformation possible q —+ z est:

-ï^-î—(^(-D W
permet à l'"interaction" un découplage triangulaire du contrôleur qui est optimale en rapport

avec le temps de stabilisation des performances temporelles.

On remarque lorsque: (T—^oo,h=q=z, c'est à dire que les transformations précédentes sont

équivalentes.

Théorème: Soit la, matrice de transfert P(z) satisfaisant (Bl) à (B3), il existe une matrice
rationnelle triangulaire inférieure unique:

^{z} = Hp^iag{wkl^wk2<',--,wkna}(k^ ^ 0)

avec w = h (équation (15)) ou w = ç (équation (16))

l 0 ••• 0

/l2l(w) l ... 0
Hp^{w) = | ";

L Anl(w) /ln2(w) ••• l

où hij{w) i,j = 1,2, • • • ,n sont des polynômes en w divisibles par w (ou zéro) de sorte que:

l. lim2-K,^(2)P(-?) = K^y est non singulière;

2. ^ff(z) a un inverse stable;

3. ^y(z) a un inverse causai;

4. les pôles en-dehors du cercle unitaire \z |> l de P(z)~ï(^(z)~ï sont ceux de E-{t7};

5. Si Pi(z) et P-i(z) satisfont les propositions (Bl) à (B3), il existe un P(z) sans pôle à a- tel
que P^(z)P{z) = P-i(z) si et seulement si ^^(z)^y(z) n'a aucun pôle à a.

Un "intéracteur cr -+ w" (c'est à dire a —» h ou a —> q) ne tient compte que d'un seul élément

de ^. Pour Pensemble des éléments de ^, la généralisation de l'"interaction w" est:

?) = GW-i^) • •-??)

où ^ est F "interaction" (T. - w de J<,uli,auec7<,w(2) = ^{z)Ky-ï et A^(z) = P(^).

Théorème: Soit une matrice de transfert P(z) satisfaisant (B l) à (B4) avec w = h ou
w = q. L interaction w généralisée ^ avec les propriétés suivantes:

l. lim^-Ky; ^(z)P(z) est finie et non singulière V<r, 6 Y,',

2. P(z)~ï^(z)~ï est stable et propre;
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3. Si P^(z) et £2(2) satisfont (Bl) à (B4), alors il existe un P(z) stable et propre tel que
P^z)P(z) = P-i{z) si et seulement si ^(z)^(z) est stable et propre.

Design du compensa.teur

Théorème: On suppose que les conditions (Bl) à (B4) sont vérifiées. Pour chaque matrice
de transfert propre et stable Fc(^) avec F(;(I) = 7 et w = h ou w = g, le contrôleur

G^z) = W-ÏW-W)W (17)

est propre, stable et élimine les erreurs en régime permanent.

Paramétrisation des matrices de transfert en boucle fermée

On suppose que les hypothèses (Bl) à (B4) sont vérifiées. Si Gd est la matrice de transfert
en boucle fermée désirée (G^ non singulière, stable et propre) alors il existe un contrôleur

admissible (stable et propre) G pour l'une des conditions suivantes:

l. Si et seulement si ^(z)^^{z)~1 est stable et propre (w = h ou q) ou, alternativement:

2. Si et seulement si ^{z)Gd(z} est stable et propre (w = h ou q)

Théorème: On suppose que les hypothèses (Bl) à (B4) sont vérifiées. Si l'on est intéressé
par la matrice de transfert en boucle fermée diagonale qui suit, dans quel cas

N
[GdWi = î[ W(<7j)-m^(w = h ouç)

J=l

il s'en suit que les plus petites valeurs possibles m,j sont données par l'ordre le plus élevé de

w(<7j) dans la item€ colonne de ^(2).

Remarque:

La proposition B4 peut être relaxée en excluant seulement les zéros situés sur le cercle unitaire

(l (T |= l). Pour l'interacteur h on considère le contrôleur sous-optimal pour l'utilisation:

l - ((T +e)z l-a

z — a l - (cr+e)

l e | faible, | cr + e \> l. Cette modification assure que l'inverse de ^ est stable (autrement
^ a des pôles sur le cercle unitaire à la valeur complexe conjuguée de cr).

Exemple:

On considère le système qui suit, donné d'après Garcia et Morari (1985b)

0.6 0.5
2-0.4 2-0.5

r\z) = \ ~o.6" ~o.6"

z-0.5 .z-0.4

Ce système a des zéros en-dehors du cercle unitaire à l + v^0.3(== cr\) et oo(= o-z).
• Cas d"(interacteur V'.
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En suivant la procédure donnée dans l'annexe A, nous avons:

^)=^)=( _J=^ 1^
z-cri z-ai

avec a = §S& So^

K^)=^(z)P(z)=
0.6 0.5

D'où:

et

2-0.4 2-O.Î
0.6(1 ~<ri^)(l-oi) (0.6-0.5c»)(l-<ri2)
(2-0.4)(z-0;5)T ^2-O^JF-0.5)

z 0

^) = ^w^)

^) =

hf^\ -

0 z

0
-azï^- zï=^

2—<7l Z—0'l

et la matrice en boucle fermée optimale (dans le sens de la minimisation des erreurs de la

réponse temporelle en régime permanent) est donnée par GB^-(^) = ^(^)-1^(1) ou

GBF(Z) = z | ^i+l)(l-2) z-^
l-aiz l-aiz

Le contrôleur est donné par G^{z) = P(z)~ GBF(Z) (avec l'annulation de la paire pôle / zéro)
ou

z-ï(z- 0.4)^-0.5) f 7.78(^-0.357) -8.333(^-0.4)
ÏAZ) = (z-0.452)(l-<r^) [ -12.432^ - 0.517) îQ(z - 0.5)

Si l'on désire une transmission en boucle fermée découplée et que Perdre le plus élevé est

mn = mai = mis = m22 = l alors le système en boucle fermée désiré G^(z) = diag{z~ iz_~J1}

résulte avec le contrôleur Gc(z} donné par:

Gc(^) =
z-l(z-OA}(z-0.5)

(z-OA52)(l-aiz)
10(z - 0.5) -8.333^ - 0.4)

-10(z-0.4) 10(^-0.5)

• Cas d'"interacteur q":

Si le temps de stabilisation minimum de la réponse temporelle est désiré on utilise l'"interaction
q , et, toujours d après l annexe A.

^)=^)=
—Ct

l 0
[l-<ri)z (l-<7i)z
z—o'l z—v\

et

0.6 0.5

^?(2) = ^î(2;)p(2) = l 0.6(l-?^")(l-o<)z (0.6-of5a)(l-<ri)^
(z-0.4)(z-0.5) {z-OA)(z-0.5)

^-(1°)
18



L interacteur q est:

w = aww = —Ct

z 0
(l-<ri)z2 (l-<ri)z2

2-<7i 2-<7l

et la matrice de transfert optimale en boucle fermée est:

GBF^) = ^.-l
Cf

l
<Tl(l-^)

0

•(î-ai)z (l-ffi)z

Le contrôleur en boucle fermée de la CMI avec interacteur de type q est

G^) =
z-\z - OA)(z - 0.5)

(z-0.452)(l-<7i)

8.653(2 - 0.422) -8.333(.? - 0.4)
-11.477(2-0.477) 10(^-0.5)

Pour un découplage d'ordre m\\ = mzi = mis = m-îî = l, la matrice de transfert en boucle

fermée possible est Gd(z) = diag{ ^~,,1.\ }• Ce résultat s'obtient avec le contrôleur

z-\z - OA){z - 0.5) f ÏQ(z - 0.5) -8.333^ - 0.4) 1 .
?^z)= (2 - Q.452)(l - <ri) [-ÎQ(z-OA) 10(^-0.5)

D
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1.3 Une nouvelle formulation du filtre de pondération multivari-

able

Figure 5: Structure du prédicteur analytique généralisé multivariable.

Par analogie avec les systèmes SISO, le PAG multivariable est maintenant implanté par

l'insertion d'un filtre de pondération Frc(.z') dans la boucle de contre-reaction de la structure

CMI multivariable. Le résultat de la structure de la commande du PAG est donné à la figure
5, y^(z) est un vecteur de prédiction:

ï-p'

y^z) = Uz)d(z)

La réponse en boucle fermée pour le PAG est:

y(^) = P^)[J+G^)Fc?^)(P^)-M(^)]-lG^)F^)r(^)+

{l - f{z)[I + G^)F^)E,.c(^)(P(^ - M(^)]-lG<^)E^)F,,(z)} d(z)
(18)

Dans le cas d'une modélisation parfaite, Féquation (18) se réduit à:

y_(z) = PÇz)G^)Wr_(z) +[I- P(z)WWF^z)} d(z) (19)

1.3.1 Conception du filtre de pondération multivariable

Pour le cas monovariable, la procédure de conception du contrôleur C MI est applicable

pour le PAG. La même procédure est vraie pour le PAG multivariable. Dans le cas d'une

modélisation parfaite, la structure CMI est réalisée quand le contrôleur Ge(-s) est l'inverse de

la matrice de transfert du modèle.

Substituons [M(2)]-l à Gc(z) dans l'équation (19) (modélisation parfaite) avec Fc(-z) = J,
il vient:

y^)=r(z)+[/-F^)]d(^)

Si le modèle est inversible, que le processus ne contient aucun retard et que F^ç(^) = I.

L inverse d un modèle n'étant jamais réalisable notons M(2;) = M_(z)M^(z) (voir section
1.2.1). En choisissant le contrôleur CMI: Gc(2) = [M_(z)]-l, la sortie est donnée par:

y(z) = M^)F^)r(.) + [J - M+(.)F,(.)F,(.)] d(.) (20)

En comparant la sortie fournie par l'équation (20) avec celle de la CMI donnée par l'équation

(4), nous constatons que les sorties sont identiques en régime suiveur.
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Cependant, la sortie en régulation du PAO, contient le filtre de pondération F,.c(-2;) qui va

permettre une meilleure performance.

Le PAG possède d'importantes propriétés que nous incorporerons dans le filtre de pondér-

ation ?,.,(.?):

• Dans le cas d'une prédiction parfaite et d'une perturbation de charge de type échelon, le

filtre d adaptation prévoit les effets de perturbation attribuables à la charge;

• Quand toutes les conditions de la prédiction parfaite ne sont pas appliquées, le filtre de

pondération pourvoie tant à une meilleure robustesse qu'à un flexibilité relative de la

réponse temporelle.

Ces propriétés peuvent être incorporées au filtre de pondération F^(z).

Lorsque le filtre du contrôleur CMI F^(^) et le filtre de pondération F^ sont diagonaux, la
sortie donnée par l'équation (20) peut être réarrangée comme suit:

y(^) = M+(^)F,(^r(z) + [J - M+(^)F^(^F,(^)] d(z)

Le but du filtre de pondération de prédiction F (z) est d'annuler tous les retards [WE87]. Ce
qui implique:

M+(.)F^) = l

ou

Uz) = [M^z)}-1 (21)

M^.(z) contenant des retards, î'rc(z) contient nécessairement les prédicteurs.

Pour un filtre de pondération multivariable de prédiction A(z), le filtre de prédiction pour
la (i, k) e sortie est donné par:

^'^)=^^)+(1-^(1?;,(2)^H^; i=^---^ fc=l,...,m (22)
l'-,fc'

où A^(^) est le dénominateur de la fonction de transfert du prédicteur A{z) pour la (t, k)ieme
sortie et d'ordre r;fe. Dans la proposition de Wellons et Edgar [WE87], A(z) est donné par une

formule de récurrence valide pour les systèmes du second ordre. Notre contribution va consister

à élargir A(z) à des systèmes d'ordre quelconque et d'offrir une formulation précise de A(z).
F[k (z) est un filtre passe bas du premier ordre avec une constante de temps f3t,.k et un horizon

de prédiction Àp, = j. Ainsi, F^'3(z) représente le filtre pour la sortie y^ avec l'horizon de
prédiction Àpi = 3. ^2 (z) Pour un système du second ordre est donnée par:

1J+1 4- 4J+1 _ 4- 4^+1
^12, ^\ _ •rïOÏ ~ •rt02 , ^101-^102 — -rl02^01 ^-l

2 \^) ~
l01 — -^02

T T
avec AOI = e 'îm et Ao2 = e r2">, Tim et T2m sont des constantes du temps du système.
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Procédure de conception du filtre de pondération

La conception que nous proposons suit la procédure présentée dans la section 1.2.1. On

suppose que M^{z) est une matrice diagonale et de la forme:

M+(z) = diag ^(^)^^-1,P^^)^À2+-1, • • • ^n(^~xï~l]

Le prédicteur de perturbation Frc(^) a aussi la forme diagonale:

Uz) = diag [F^"1 {z\ F^"l{z),..., F^{z}\ k = l, - , m

avec l horizon de prédiction Àp, tel que

Ap, =À++ l; t=l,'--,m.

Exemple:

On considère la matrice de la fonction de transfert du modèle:

l f <2z~î z-3

M(z>= r^ [2^ ?j
Nous avons montré dans la section 1.2.1 que la factorisation est optimale et elle est donnée par:

M^)= [-:;<]
L application de la conception donnée par Féquation (21) du filtre de prédiction est:

Frc= 2o2 f- ('=1 (23)

L'horizon de prédiction pour la première sortie est sélectionné par Ap, = 2 et celui pour la

seconde sortie est sélectionné par Àp, = 4.

La matrice de prédiction F (z) (d'ordre l) est exprimée par:

F-^=fFrn^ ^°.r-^=[ "0' ' F^(z)

Dans une telle conception, et les retards sont au moins en théorie, annulés de la sortie en

régulation.

Pour une réponse rapide on utilise la factorisation suivante:

M.̂ -[\J2zy)\
Malgré que la réponse résultante contient des interactions, la matrice de prédiction F (z) est

désigné d'éliminer les interactions de la réponse de régulation. En employant la conception

donnée par l'équation (21), la matrice de prédiction est:

•,2 _2(,4_,3)'

W = [ o!
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Cependant, la matrice de prédiction résultante est:

F,n-2 -2[F^4(z)- F^.3(.)]
rrc=[ 0 F^-3(.)

Remarquons que le deuxième élément de la première rangée contient les prédictions de dy, mais

n est pas de d\.

Détermination du filtre de robustesse du PAG

Théorème:
On suppose que le filtre F^ de la figure 5 est diagonal et de type exponentiel dans le temps

soit:

F,(0 = diag{-^—^0 ^ a. < l, i=l,...,n} (24)
^

et Gc = [M_]- . Il existe un a* (0 <: a < l) tel que le système est stable en boucle fermée

V Q;, dans l'intervalle ouvert oc* < a, < l.

La démonstration est donnée à l'annexe B.

Comparaison entre CMI et PAG

L'emploi du contrôleur de la CMI Gc('s) = [M_(.?)]~ , conduit à une sortie en boucle fermée

du PAO:

y(z} = M^z)Uz)r_(z) +[I- M,.(^(z)F,^)]d(^)

En supposant la modélisation parfaite, le PAG multivariable et CMI sont équivalents (sans
erreur de modélisation). Si M^(z) = M^i (z)M^(z) et F^(^) sont diagonaux, la sortie en
régulation en boucle fermée de la CMI prend la forme:

y(^) = a - WM+^)M+^)) d(^)

et M^(z) ne contenant que les retards. Par analogie avec la sortie en régulation du CMI, le

PAG est:

y_{z) =[I- WM^(Z)M^)UZ}} d(z)

avec Uz) = [M^)]-1 = [M^z)M^(z)}-1

Application à la méthode de la matrice "interactive" de Tsiligiannis et Sovoronos

Le choix du contrôleur Gc(^) = [M^)]"1^^)]"1^!).
La sortie dans le cas d une modélisation parfaite:

y(^) = [^)]-l^(i)î(^) + {^ - Kp(.)]-l^(i)F,(^)^(.)}d

Le filtre de pondération est:

En^) = KP(I)]-I^(^)

La matrice de découplage étant Gc{z) = [M(z)}~ÏGd{!:)i nous avons

F^)=[F^)]-1[G,(.)]-1

23



2 Résultats et simulations

2.1 Modèle Wood et Berry

Dans cette section, nous comparons les simulations et les performances de la CMI et PAG

multivariables pour le modèle de la colonne de distillation de Wood et Berry. Wood et Berry
[WB73] ont développé le modèle de base expérimental de la colonne de distillation binaire
d un montage pilote. Le modèle est un système 2x2 comportant des fonctions de transferts

du premier ordre plus un retard et possède des interactions significatives. Il a été considéré

pour la comparaison des résultats de simulation par les schémas un seul boucle et le contrôle

multivariable (Meyer [MSW78], Ogunnaike et Ray [OR79], Garcia et Morari [GM5a]). Le
modèle en question est donné par:

yi(-s)

2/2(5)

12.8e-'

16.7a-|:l
6.6e-73

-18.9e-3' 1

21.03-
-19.4e-31

10.93+1 l4.4a+l

y(5) = M(3)u(.)+G^)

3.8e-8s 1

14.9a+l
4.9e-3*

13.2s+l

£(s) (25)

(26)

Un résumé des variables et des valeurs en régime permanent sont donnés dans le tableau suivant:

Variable Description valeur en régime permanent

2/i

Vî
Ul

"2

composition de la fraction molaire excédente 96.25% mole de methanol

composition de la partie inférieure

pourcentage de débit excédent
vapeur du débit de pourcentage

alimentation du pourcentage de débit

0.50% mole de methanol
1.95 lb/ min
1.71 lb/ min
2.45 lb/ min

La période d'échantillonnage est T = l minute.

La fonction de transfert du modèle en discret est donné par:

M(.)=
0.7440z-2 -0.87892-4

1-0.9419Z-1 1-0.95352-1

0.5786s-8 -1.3015Z-4

1-0.9123Z-1 1-0.93292-1 J

(27)

2.1.1 Contrôleur CMI

Suivant la procédure de factorisation appliquable au CMI et donnée dans la section 1.2.1 le

résultat de M^(-z) est:

M+(.) =
z-2 0

0 2-4

On note que le retard minimum de l'équation (27) se trouve dans la forme diagonale, le décou-

plage de la factorisation est optimale.

Le déterminant de la matrice de fonction de transfert du processus ne contient aucun zéro en-

dehors du cercle unitaire. Le résultat du contrôleur G^z) = [M_{z)}~1 est stable et réalisable.
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D'où Pexpression du filtre de pondération, la matrice de prédiction désiré est:

z2 0
F^)=|0 ;<

ou

F^=f^ ^°.rrcW=[ -d" F^{ZV avec ru = rai = l

Les fonctions de transfert de prédiction sont supposées les mêmes fonctions de transfert

de la charge donnée par l'équation (26) (i.e aucune erreur de modélisation de la charge). La

prédiction de la sortie t/n, Fie (2;), est donnée par l'équation (22) avec une constante de temps

de premier ordre TU = 14.9 et l'horizon de prédiction Àpi = 2. De même, F^' (z) utilise une

constante de temps de premier ordre T^ = 13.2 et un horizon de prédiction Àp2 = 4.

1-AoiZ-l

F^z) = F,(z}+(l-F,W

avec Fi(z} = A^ = e~r^, i =1,2

1-Aoi
-À£

2.1.2 Le choix du contrôleur par la matrice "interactive"

0.7440^-2 -0.8789^-4

d-=2 T'=u.-2ll:o:941'9^ l -0"9'3535,-.' = l0-7440 û'

0.5786z-8 -1.3015.2-4

d2=4 T'=H%î4il:0:9123,-. 1^0:9329.-.'=I° - L3015I

TI et ï2 sont donc linéairement indépendant.

ÎM = [ o 24 ] avec ^M^ = J'

F,.^) =
Fllv2(z}

me
0

0
F-21'4 (z\

'"21 C

avec ri i = rn = l

Le contrôleur est:

G^z) = [M(.)]-1[^)]-1^M(1)
_Pon(^) P^{z}z-2
P^(z)z-4 P^(z}

Les termes PQ^(z),Poy(z),PQ^{z),P<^^z) sont donnés par les équations (50), à (53).
Le choix du contrôleur est la même pour les deux cas 2.1.1, 2.1.2.

Les simulations ont été faites par Wellons et Edgar [WE87] . Elles montrent que les perfor-

mances du PAG sont mieux que la CMI.
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2.2 Colonne de distillation d'eau et d'éthanol

Ogunnaike (1981) a mis en équations une colonne de distillation d'eau et d ethanol. Son
modèle est le suivant:

y = P(s)u(s) + û(s)

avec

P(.)=
0.66e-2-6' -0.0049e-'
6.7a+l 9.06s+l

-34.7e-9-21 0.87(U.61s+l)e-'

8.15a+l (3.89a+l)(18.8»+l)

et Gt(s) =
0,14e-

6.2a+l
-11.54e-0-6'

r.oia+i

-0.0011(26.32s+l)e-2-66'

(7.85a+l)(8.94s+l)
0.32e-2'6'

7.76a+l

avec yi, la fraction de molaire excédente d'éthanol;

t/2, la température de la partie inférieure de la solution;

Ui, le pourcentage du débit excédent (m3/s);
U2i la pression de la vapeur d'ébulition (k/Pa);
c?i, l'alimentation du pourcentage de débit (m3/s);
et d-i est l alimentation de température °C.

La description complète de ce modèle est donnée par Ogunnaike et al. (1983).
Soit la transformée en discret de ce modèle, de période d échantillonnage, T = l minute.

y(z) = P(z)^z) + d(z)

avec

P(^) =

G,{z) =

0.038+0.05332-1 »-3
1-0.8614.2-1

-3.2443-0.7625Z-1 ..-10

-0.0005121.z-1 .-l
1-0.8955.2-1

0.12382-1-O.H36.s- -l
1-0.8845Z-1

0.02092-1 -12
1-0.85102-1

-0.6401-0.89412-1
l-0.8671z-1

.-l

l-Ï.72T5z-l+6.73332-2 z

(-0.0835-0.0694z-l+0.1442z-2)10-3_-3

1-1.8143.;-1 +0.8222.2-2 z
0.0161+0.02262-1 ..-3

1-0.87912-1

(28)

2.2.1 Le choix d un contrôleur par la méthode CMI

Suivant la procédure de factorisation appliquable au CMI dans la section 1.2.1. Le résultat

de M^(z) est:

M^z) = M^(z)M^(z)

avec

.-3 0 Z—2l 0
M^(.) = | 'o ,u-3 | M^(.) = | ï^ ^,

avec z\ w —1.3462.

Le résultat du contrôleur Gc(z) = [M_(z)]-l est stable et réalisable (voir annexe D).
D'où l'expression du filtre de pondération [HTB91a], la matrice de prédiction désirée est:

;31-2lZ 0

Frc(^) = z-zi

0 .31-ziz

z-zi
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Évidemment, on ne peut pas utilisé la conception Vrc(z) = [M+('z)]~1 car M.,.^)]"1 contiennent

les pôles instable. Cependant, nous remarquons que [M^.(i;)]-l contient le facteur z3I, qui est

le prédicteur désiré. D'où la conception du filtre de prédiction

F.^) =
%3(^) 0

F2k.'3(z}
Jfc=l,2.

avec ru = rai =^22 = l et ri2 = 2.

Le filtre F^g correspondant est:

.11,3 _ ril/.\ , /i pll/i\\nH/_\-^î (z)Te'" = J1'Ï'(.Z)+{1~ ll'l'{l))l't\'[z)

FIU(^) = (e-ïïT)3; m =6.2

A\l(z)=(l-e~^'z-ï)

nï
Fn ( 2} = 1 -pî'
vt^z) = l _ ^-1

^12,3 _ rl2/.\ i /i çil2/i\\Fl2/.\A2 t.2J'2c"" = -f':T(^)+(l-i'2'(l))^^

.12^ _ (Aoi)4 - (Ap2)4 ^ Aoi(Ao2)4^Ao2(Aoi)4,_i
2 \^ ) —

loi
T

AOI = e 'îîT; ri2i = 7.85

_-2—
et Ao2 = e ri22 ; ri22 = 8.94

Ai2(^)=(l-Aoi^-l)(l-Ao2^-1)

1_^2

~Wz

?21,3
le

^ ,

112/^ _ x ~^2

VW = i _ ^\-x

121c,.'\ _L C1 _ ir'21/i\\r'21/_\-AÎ l,2'J<T(2} + (l - Fî\l))F^W-

Fï\z} = (e-^-)3; m = 7.01

A"(2) = (l - e'^z-1)
;21

^211 .\ _ •t ~ ^i

Ft^z} = l - ^

F?2(.)+(1-F?2(1))^2(.)^

F"(Z) = (e~'?5ï)3; T22 = 7.76

A^{z)=(l-e~^z-ï)

^22 1-/îl222

vtïw = l-/?"'^

supposons que /3n = ^ = ^ = /3? = ? d'où F,n(z) = F;,2(z) = F^(z) = F^(^) = -^
La figure 6 présente les simulations obtenues sur logiciel Matlab. Les résultats globaux

(6e et 6f) montrent Pavantage de la méthode PAG, vu le dépassement moindre de la réponse

temporelle. A titre indicatif les composantes des sorties y\ (6a et 6b) et 1/2 (6c et 6d) sont

27



tracées de façon individuelle. Notons que les résultats obtenus sont paramétrisés en fonction

d'un paramètre de filtre de pondération, qui prend une valeur de /? = 0.5 dans la figure 6a-6f

et une valeur ,9=0 dans la figure 6g-6h. L'exemple traité illustre bien Pavantage de l'insertion

d'un filtre de pondération PAG dans le cas d'un processus multivariable avec retard.
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Figure 6: Comparaison PAG CMI-. au colonne de distillation d'eau et d'éthanol
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2.2.2 Le choix du contrôleur par la matrice "d'interaction"

Soit le modèle donné par l'équation (49):

w=
i>l+i>2.î -3
/l+ai7-l z
i>4+65î-1 ~-10

r=r

.-2
t+w-\z
te+ôrz-1 «-2

l+a4^-l+a5Z-2l+asz-

• Dans le cas d'un interacteur de type h, la transformation: h —» z est:

,=l±a±^h=ï^-a^ (<r = ^ -1.3462)
+<7 z — a

Cette transformation permet à la matrice "d interaction un découplage triangulaire du con-

trôleur, tout en minimisant le critère de la somme des carrés des erreurs de la réponse temporelle

en régime permanent.

• interacteur du retard:

•Al 0
{?(.) = ] _^ ;,

&4

• interacteur du zéro:

^)=^) =

&6
avec ~— w -0.0382

»4

—a\h h

—a
\\—az l—ffz
1^0 Z—<J J

avec oc} w -252.3791 et a- w -1.3463.

^) = ^}^)
z2 o i ...^.hr^_ r i o

_ifi. .3 _ ^11^,3 1-^.3 | avec^^j=| _^_^i~Ï^Z~ ~aiT:7z" ~^~z" J '"" ' L~^-Q:Î

et la matrice en boucle fermée optimale est donnée par:

GBF^) = tô^)]-l^(l)

2
-2

[Z+- 2-0'--1 2—0' ^-1

i-trz — ^"1-ff?2 Ï-CT?

avec 70 = ^ + "î « -252.4173; 71 = ^ - a^ « -339.8131 et 72 = -^o- + a\ w -252.4305.
Nous remarquons que le contrôleur Gc(z) est réalisable et stable (voir annexe D.2).

La matrice de prediction est:

u^ = ^
l 0

a*h(z-l)(z-2oh) l-<rz,

avec a*h = -ja- + a\a w 339.8131

(^fi.+^)o.
et zoh = -^-— » -l

•-C»î(7s< "r

ïrc=
Fïk'2 Q
lrnkc ^k,2 | avec fc= 1,2

TlkC
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ou ru = r2i = r-iî = l et ri2 = 2.

• La seconde transformation q —> z est:

z =
aq

g+<T-l
9=

{\-a}z
z — a

permet à "l'interaction" un découplage triangulaire du contrôleur qui est optimale en rapport

avec le temps de stabilisation des performances temporelles.

• interacteur du zéro:

W=(W = l 0
•a[q q

l
—a

l (l—(7)2 (1-<T)Z

l z—o z—a

• interacteur du retard:

^) = l _L^3 ,3
z2 0
^3 ^3

&4'

Finalement:

^) = W(W

,-^3-"fë^
et la matrice de transfert optimale en boucle fermée est donnée par:

GBF^) = [^)]-^M(1)

22 . ° 1 .^^/n- f 1 °
.,3_ ,^,3 1^,3 J avec^(l)=^_^_^ ;
i>4 ~ "'1 z—a ~ z—a

z
-2 l 0

iz+T4 -, z-a --1 z-^ --l

L (1-(T)2 ~ l°(l-ff)z^ (1-(T)^'

avec 73 = ^ + "i(l - <T) w -592.1922 et 74 = -^ » 0.0382.
Nous remarquons que le contrôleur Gc(z) es^ féalisable et stable (voir annexe D.2).

Le filtre de prédiction est:

Frc(2') = z | c»*<l(î-l)(.;-zo<,) (Ï-a)z

avec

ou

(TQÎ + crf6-
a*" = -a} + a,1 a - ^ » 592.1922 et ^o» = ,""1 ^ " \- « -0.5738

^4 """'"" ~~ ~uï aî-aicr+^

^k,2f
rifccV*; _u | a,,^ j^ _

^rc^ — | "h v2k,2(^\ | <:l'vc<- K — •lî

TlkC

avec ru = r^ == r^ = l et r^ = 2.
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2.3 Modèle colonne de distiiïation

Pour les systèmes multivariable telle que les colonnes de distillation ont des retards (Ogun-

naike 1983).

y(.) = P(.)u(.) + d(^)

y est le vecteur des sorties, y est le vecteur de contrôle, d est un vecteur des variables de
perturbation. Soit

P(.)=

0.66e-2^' -0.61e-3-5'

6.7s+_l_
l.lle-6-5'

3.25a+l
-34.68e-9-21

8.15a+l

8.64a+l
-2.36e-31

5.0a+l
46,2e-9;4'

10.9a+l

-0.0049e-'
9.06ï+l

-0.012e-1-23

^7.09s+î
0.87(11.61s+l)e-*
(3.89s+fJ(T8.8a.Hj J

et Gt{s) =

avec t/i, la fraction molaire excédente d'éthanol;

î/2, la fraction molaire d ethanol dans le sens latérale;

y 3, la température de la partie inférieure;

Ui, le pourcentage du débit excédent (m3/s);
U2i le produit du pourcentage dans le sens latérale (m3/,s);

us, la pression du vapeur d'ébulition (kPa);
c?i, l'alimentation du pourcentage de débit (m3/s);
et d-i est l'alimentatîon de température (°C).

Le système en discret est [HTB92b]:

y(.)=P(.)u(.)+d(^)

avec la période d échantillonnage T = l minute.

P(^)=

a0382-fe0.05332 -3
1-0.86Ï42-1

Ç,1583+0.1357.î-1 ^-7
Î-0.735ÏZ-1

-3.2424-0.76212-1 .,-10
1-0.8845.;-1

-0.0343-0.0324Z-1 ^-4
l-0.8907z-1
^0,4278z-1 ^-3
1-0.81872-1

2.4744-H.57552-1
1-0.91232-1

0.14e-12'

6.2»+1
0.53e-10-5'

6.9S+T
-11.54e-0-61

7.0U+1

-0.0011 (26.32s+l)e-2-66* -\

77.85s+l)(8.943+l)
-0.0032(19.é2s+l)e-3-44'

^7729a-H)(8.94s+l)
0.32e-2 •6S

7.76S+I

,-1

.-10

l-0.8955z-1
-0.0013-0.0œ3z-1 »-2

1-0.8685Z-1
0.1238;î-l-O.U36z-2 ^-1

l-1.7215z-l+0.733z
=?2-

G,{z) =

0.0209Z-
-=îZ

-12 (-0.0835-0.0694z-l+0.1442z-2)10-3 ^-3 -]

l-1.8143z-l.+0.82222-2.
0.0370+0.03452-1 ..-11 (-0.5105+0.12192-:l+0.3452î-2)10-3 ^-4

^.J <w ^ _^ 7(3<5«»~"I t ft TTOtfî-w—21-0.86512-
-0.6401-0.89412

1-0.86712-1
,-ï

1-1.7662-1+0.77962-2
0.0161+0.0226z

l-0.8791z
•±î—Z

-3

2.3.1 Le choix d'un contrôleur par la méthode CMI

Suivant la procédure de factorisation appliquable au CMI dans la section 1.2.1. Le résultat

de M^(z) est:

M^z) = M^(z)M^z)

avec

M^(z) =

• z-3

0
0

0
z-3

0

0
0

z-3

et M^(z) =

Z-Zl Z-Zl

\—Z\Z 1—ZîZ

0
0

0
Z-Z\ Z-Z-2

1—21Z 1—Z^Z

0

0
0

Z-21 Z-Zî

1—21^ 1—Z2Z J
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avec z\ w —1.4 et z-i w 1.2.

Le résultat du contrôleur Gc{z) = [M_(z)}~1 est stable et réalisable (voir annexe E).
D'où l'expression du filtre de pondération, la matrice de prédiction désirée est:

Frc=

FrW
0
0

0
iz}

••2k-e'

0

0
0

F3kv3(z}
fc=l,2

avec ru = rn = rai = 7-32 = l et 7-12 = TÎÎ = 2.

Le filtre F^ correspondant est:

avec

,11,3 _ vUf^\ i d FlÏfi\\plÏ^Ï ^"iT" = ^'{t{z)+[1 - l''it{l))l't\'

nl2,3 _ uï.2(^\ i /1 P\ît-t\\ l?12/12 lz>'2c"" = ^T{z)+{1 - F2'{1)}^

F^'3 = ^(.)+(l-^(l))^^I

^2c2'3 = F^\z) + (l - Ff(l))F^4&I'2c 12 Aj2(l)

^AfêlF^3 == F^(z)+(l-F,3ï(l))F^^

^c2'3 = ^32(.)+(i-^32(i))^32|i^

--s-,
Fî\z) = (e-^ÎT)3; m =6.2

,12^ _ (Aoi)4-(Ao2)4 , Api(Ao2)4 - Ap2(Aoi)\_i
2 \* l ~

T
Aoi=e-ri2T; ïi2i = 7.85

T
et Ao2 = C-ri22; Ti22 = 8.94

FÏ\z~) = (e-^-)3; ï2i=6.9

FW(Z) = (AOl)4-(A02)4 , AOl(A02)4-A02(AOl)\-l
AOI — Ao2 AOI — Ao2

T
Aoi=e-T22T; ï22i = 7.29

et Ao2 = e rî22; T"222 = 8.94

F^(z) = (e-^-)3; ï3i=7.01

F^(2) = (e-^)3; ï32=7.76

supposons que /3U = /?? = ^ = /3j2 = ^ = ^ = /3 d'où F;-J = ^r, î == l, 2,3; j = l, 2

Les résultats globaux (7c,7f,7i) (figure 7) montrent l'avantage de la méthode PAG, vu le
dépassement moindre de la réponse temporelle. A titre indicatif les composantes des sorties

t/i (7a,7b), t/2 (7d,7e) et 1/3 (7g,7h) sont tracées de façon individuelle. Notons que les résultats
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obtenus sont paramétrisés en fonction d'un paramètre de filtre de pondération, qui prend une

valeur de /? = 0.5 et a = 0.5. L'exemple traité illustre bien l'avantage de l insertion d'un filtre

de pondération PAG dans le cas d un processus multivariable avec retard.
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Figure 7: Comparaison PAG CMI-. au modèle colonne de distillation
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Examinons la fonction de transfert:

wVi^} =
Tt,^z)t'\z}

^ (33)

Gt,W{z}
(-l)(^)A.,(z)

A(^)

Notre objectif est de déterminer des conditions d'invariance de Xi(z) par rapport à G^(z)ê(z),
autrement dit, des conditions qui assure que V,j{z) = 0.

3.2.1 1er Cas: i = j:

A(z)^) = [(-l)(t+l)anAn + (-l)^2)^-^^ + ... + (-l)('+J)a.,-A.,+

+...+(_1)(.+")^A^]Z;(^)

Sous les hypothèses des conditions initiales nulles et que les autres influences externes sont

nulles sauf Gt,{z)f(z). En supposant le coefficient a,, et le mineur correspondant A,, non nuls:

=^ a,.A.,(^.(^) = A.,(^)Gf<,(z)^(^)

^ w = G^(^.) = a^i) (34)

Le numérateur de la fonction de transfert dans ce cas est une constante non nulle et les

conditions d invariance absolue ne peuvent pas être réalisées.

3.2.2 2teme cas i ^ j:

La condition ^ij(z) = 0 que les conditions d'invariance absolue soit réalisées. Ainsi, pour

réaliser des conditions d'invariance, le choix des termes a,k(z) devrait être effectué de façon que

le mineur A,j(.z) puisse être exprimé par la différence entre deux termes dépendant de a»j(z),

soit

A.,(^) = M(^) - TV(^) (35)

En d'autres termes, la fonction de transfert Vij(z) doit être la différence de deux fonctions de

transfert V^z) == ^ - ^ = V^(z) - V^(z).
Ce qui signifie qu'il devrait au moins exister deux voies indépendantes de propagation entre

le point d'application de perturbation et l'endroit où ses effets devraient être annulés.
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3.3 Réalisation du principe d'invariance pour les systèmes linéaires

mult ivariables

3.3.1 Formulation du problème

«".

Figure 8:

• P{z) représente la matrice de transfert des fonctions de transfert du processus entre les

entrées et les sorties effectives;

• y(z) représente les sorties du processus perturbations et les sorties;

• u(z) représente les entrées du processus;

• G((z} représente la fonction de tranfert entre les perturbations et les sorties du processus;

• £(z) représente un vecteur de perturbations.

Le système représente à la figure l peut être exprimé de la façon suivante:

y^)

L t/m(^) J

r Pn^)

L Pml(^)

Pln(^)

Pmn(z)

Ul(2)

Un{z)

+
r G^(Z) G^(z)

LG^) ... G^{z}\

[ W

L W J
(36)

y(z) = P(zW+G^W

Dimension des vecteurs et matrices de (36) sont:

P(^)
Gt(z)

u(^)
y(^)
^)

n x m
m x /

n x l

m x l

/xl

avec

• n: nombre d entrées indépendantes;

• l: nombre de perturbations;

• m: nombre des sorties (m <, n).

Considérons la figure 2, dans laquelle la structure de commande incorpore une matrice D'^(z)

dont le but est de garantir l'invariance entre yi(z) et ^r(z)
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3.3.2 Structure classique

Considérons la boucle de commande illustrée à la figure 9 dans lequel nous étudions l'invariance

entre la sortie y,(z) et l'entrée yi(z).

1er cas i=j: La fonction de transfert est:

y<(^) G^{z}
W ~ l + D[WP^Z) (37)

<r(^)

l
°<.r(t)

s'i(î: D'^)
"kw Pki(') yi(')

Figure 9: Principe d invariance pour i = j.

Nous notons là encore la difficulté d'obtenir l'invariance pour i = j, car le numérateur de

la relation (37) ne peut être annulé.

21eme cas i ^ j: Considérons la boucle de commande de la figure 10 dans laquelle la fonction

de transfert est:

Vi(z} _ G^{z} [l + D^(z)P^z)] - G^)D^z)P^z)
W~ l+D^z)P^z) (38)

D^(.) "*w p,kw
•î»,^)

pjk(')

Utl(^)

+

G<;,(.)

G<,r<z)

«,(')

Figure 10: Principe d invariance pour i ^ j.

L invariance est réalisée si:

)i.r.\A(^\ _ _Gt,rW)i,L}A(z} = _„ ^{:-w
'k3> \^1 - Gt^(z)P,,.(z)-G^(z)P^)

Pour la sortie yj(z):

yj^) _ G^)
W ~ l +{D^(z)P^z)
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Soit V^(z) la fonction de transfert entre yi{z), et la perturbation £r(z) quand un filtre
D'^(z) est ajouté au système primaire: la relation (38) peut être réecrite:

vS(z)=
!/.^) _ G^(z)[l + D^(z){HlT,}A(z)}

w 1+D^zWz)

où (H^{.) = -^^
D'au la fonction est définie par:

VSW_O^+(»^AW
GÏJz) D^ + pi^)

3.4 Implantation d'une commande assurant Pinvariance dans une

structure PAG

Il a été démontré [TN91] que les conditions d'invariance sont facilement implantées par
la structure du CMI. Ce type de structure permet, nous le verrons, de mieux formuler les

conditions de réalisabilité et l'étude de la stabilité des commandes. Rappelons que le PAG
permet d insérer un filtre d adaptation lequel offre plus de flexibilité de conception par rapport
à la structure du prédicteur de Smith qui est une expression particulièr,e du CMI. Ici [HTB91b]
nous considérons l'efFet benifique de cette structure PAG.

3.4.1 1er cas i=j:

Soit le système de commande représente à la figure 11 et dans lequel M^z} représente le

modèle du (i,k) processus, Mo^(z) le modèle du processus sans retard du Mik(z).

ltr(z)

G<.r^

s>.(»)+. D'kr,^

M0ik(z)

"lfc(î)
Pikw

Mik(')

+ A +

^•^

Figure 11: Le principe d invariance en présence du PAG pour le cas i = j.

La valeur r,fc est l'ordre du filtre d'adaptation qui est identique à celle de la fonction de

transfert G^ (z), et Xn, l'horizon du filtre: le retard du modèle Mik(z).
Pour relever l'efFet de la sortie yj{z} sur la variable à régulariser yi(z), on connecte entre

les deux variables un filtre approprié D^{z) dont la sortie alimente Rentrée Uk{z) du système
primaire.
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Posons:

W,{z}f =
D^}

l+D^z)M^(z)

ltï(')

<^(*)

s,(»)+. f^z> D'kriwF Pikw

^.l(*)

-4.

•"'.'A'*fî'
r.i.c'"^.'.*<=

Figure 12: Le principe d'invariance en présence du PAG pour le cas i = j.

La fonction de transfert en régulation est:

y,[z) G^{z)[l-(D[W)Ff^z)F^(z)M^z)\
W ~ l + (D^^f^)^k(z) [P^z} - M^z}}

Les conditions d'invariance absolue, sont assurées par (D^(z)) soit (pour le PAG):

m(z)fA = m)FA(z)}sm}FA(z)}, =
fîWF^'k(z)M^z)

(39)

Le retour étant unitaire pour le prédicteur de Smith, les conditions d'invariance absolue sont

assurées par (D'^(z))FA:

W(z))FA = [{D^FA(z}}s[(D[\)FA{z)}, =
ft^M^z} (40)

Une comparaison des conditions d'invariance entre le prédicteur analytique généralisée (é-

quation (39) et le prédicteur de Smith (40) montrent que pour les systèmes avec retard la
condition d'invariance du prédicteur de Smith n'est pas réalisable (la présence du retard dans

le dénominateur), d'au l'avantage du PAG car le retard est inhibé du dénominateur.

Pour le PAG les conditions d'invariance absolue pour un système monovariable peuvent être

réalisés, à condition que le modèle du processus soit inversible. Posons Mik(z) = M^{z)M^{z):
deux fonctions passe-tout avec M^(z) la partie inversible (stable) et

Mt^} = Mt,\z}My{z)M^{z}

pour l'autre terme M^l(z) représente le retard de M,k, M^ (2) comprend les zéros instables

de M,fe et M,^ (2) la partie des zéros dont la partie réelle négative de M,k(z) se trouve entre
(—1,0) dans le cercle unitaire celles-ci présentent les oscillations cachées. Posons

WYA{z} = [WA[zMWA(z)]i = MS2(z)M^z)M^f^z)
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avec [M^)]s = ^^ et [(^)^(.)], = ^^.
car F^'k{z)M^ {z} = l ce qui est particulier au PAG. Ainsi

W}FA{Z} = ^^,.+3/1
M^z)Mt,3(z)M^z)f^z)

avecMj^)=^n^^
Les zéros instables sont regroupés dans trois classes différentes selon Jérôme et Ray [JR91]

pour les systèmes continus, nous présentons ici un extension pour les systèmes discrets Ham-

mami et al. [HTB92c]:

lere classe: un nombre infini des zéros en dehors du cercle unitaire (instables) et aucun zéro

stable.

M,t3(.)=|%; A^)=^

2teme classe: un nombre infini des zéros en dehors du cercle unitaire (instables) et un nombre

fini de zéros dans le cercle unitaire (stable) ^1,^21 • • • î6i-
^.œ-m . (l-^-(ÎH)-l)

'^k^) = -g^ u,=i (i_(^)-i)(,_^)

-B^lnn . (1-(^)-1)(2-^)
ïik^) = -A^J llj=l (l-^-(^)-l)

gieme dagge; un nombre fini de zéros instables ^1,^2; " • i^n et un nombre infini de zéros stables.

(z\ = n"_, (l-(î?)-l)(^)
ïik~{z) = U,=i (i-$/)(,-(^)-i)

M-jz} = B^4n"_, (1-^-(^)-1)
ï,k{z) = 7^117=1 (1-(^)-1)(^)

f^{z) est un filtre de robustesse [MZ89].
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3.4.2 2ieme cas i ^ j:

avec

% !'j(»)

p^(') \—^

1°<,,(*)1.
tr(-)

IG^r(t4
Jii(ï)

Figure 13: Le principe d'invariance en fonction du PAG i ^ j-

DWyr\Ff^_ ^kj\

^) {z) = l + M^(z)D^

w ^))F\ Pik(')

P,vW
^

y,(^)

p,k(')

A^(')

°<.r(t)

-•-(*)l}r

.tr(,)

».,(»)

^)
Figure 14: Le principe d'invariance en fonction du PAG i ^ j.

Pour la sortie y,(z):

V^(,} =yM== G.Az} + -^(2)(^(z))F^^)^fc(z)^(z)
vk^) -w- -w) " i + (^.(.))^.(.)^fc(.)[P,,(.) - M,.(.)]

le filtre d'invariance correspondant dans le cas d'une modélisation imparfaite à:

W,)FA = G^(z)

{P^)G^(z) - G^(z) [P^z} - M^z)}}nWFi^lk{z}

cette condition (4l) est réalisable même si (Pjk(z) ^ Mjk(z)), il faut:

air >: max[(p,fc + Qtjr - \jk), (a.r + max(pjfc, Àjfc) - Àjfc)]

avec

(4l)

(42)
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• \jk le retard entier de la fonction de transfert Mjk{z) = Mo jk{z}z~ jk\

• Q!,r le retard entier de la fonction de transfert Gt^(z) = Gto^{z)z~ol'r;

• djr le retard entier de la fonction de transfert Gt^(z) = Gio^{z)z~a'r',

• pjk le retard entier de la fonction de transfert Pjk(z) = fîo,k(z)z~p3k'i

• pik le retard entier de la fonction de transfert Pik(z) = Po,k(z)z~plk-

La condition d'invariance pour le predicteur de Smith (modélisation imparfaite):

)tr.\FA _ _Gt.r{z}
^ - {P^)G^(z) - G^z) [P^z) - M,,(.)]}/g(.)

cette condition (43) est réalisable si:

air > max[(p,-fc + ajr), {air + max(pjfc, Xjk))} (44)

Une comparaison des conditions de réalisation du PAG (équation (42)) et PS (équation (44))
montre que la condition du PAG est supérieure au PS dans le cas d'une modélisation imparfaite

avec i ^ j.
Dans le cas d uhe modélisation parfaite:

La condition d invariance pour le PAG est:

(C5>"W = „„.. ^"{.î.,..n. ... = W(ZWÎ,fAW- <45)
nrj{z)Fy(z)Pik(z)G^{z)

La condition de réalisation de l'équation (45) est :

Olir >. Pik + Otjr ->jk (46)

La condition d'invariance pour le PS est:

^FA(z} == .. . .G('^z\ — —-
fej/ \"/ ~ fir/^\p.,

^kj{z)rik[Z)IJ(,r{Z)

La condition de réalisation de l'équation (47) est :

O'.r >. Pik + Oijr (48)

Une comparaison des conditions de réalisation du PAG (équation (46)) et du PS (équation
(48)) nous montre que la condition du PAG est supérieure au PS dans le cas d'une modélisation

parfaite avec i ^ j.

S^(.) = i + (^f(^)FA(.)
•ir

44



avec

rtT\FAf^\ _

Ï5)"w = ~W,)"^)

Pour la sortie y j:

y M _ Ï-(D^F(z)nWF^}k(z)M^z)
G^(z)W ~ l + (^)FWê.(.)<^) [?„(.) -M,,(.)]

Ce qui confère au filtre à invariance absolue une forme très simple et, nous montre que dans

sa formulation, le principe d'invariance a une structure de prédicteur analytique généralisée

(PAO). Les fonctions d'évaluation de l'amélioration de la sensibilité vis-à-vis de la perturbation

^r(z) est donnée dans le cas général par:

MW _ _^DW)Ffë(z^kWH^FA^
G^) ~ l+(D^)Vnr^)F^k{z)(P^)-M^z)}

^^+nWFff^WHS)FA{z)
(Î^TO + fkWà}kWP,k{z} - M,,(^))

3.4.3 Etude de la stabilité

Nous pouvons établir:

WZ))FHW {W - F^k{z} E\ «, P^}u^) - ^k(z) EL G^{z}W \
Ul= — '- —'- — ^—-—"";.

l + W^Yf^z}F^}k{z} [?,,(.) - M,,(.)]

vis-à-vis de la commande û;(z), l'équation caractéristique s'écrit [Far86]:

(D^f^) + F^k{z} [pjk(z) ~ Mjk(z)} = °

vis-à-vis de la sortie !/j(z), l'équàtion caractéristique est [Far86]:

l , F^k(z)[P^z)-M^z)}
Wz))Fnwwz) " iw

pour la sortie 1/1(2), l'équation caractéristique écrit:

l , <^(.)[P,^)-M,^)]_,
{D^Yf^p^ -r p^
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3.4.4 Application: Colonne de distillation d'eau et d'éthanol

La description complète de ce modèle est donnée par Ogunnaike et al. (1983).
Soit la transformé en discret de ce modèle, de période d échantillonnage, T = l minute.

y_(z) = î{zW + d{z)

avec

P(^) =

G^) =

0.038+0.0533^ -l -3
l-6.86142-» z

-3.2443-0.7625Z-1 -10

-0.00051212-l
,-1

1-0.8845Z-1

P^{z)z-3 P^{z}z-1
P^{z)z-10 P^{z)z-1

1-0.8955Z-1 z\
O.l238z-l-0.1136.î-2 _-1

l-1.7215z-l+0.73332-2

0.02092-l -12
1-0.8510Z-1 z

-0.6401-0.8941.2-1 ^-1

l-0.8671z-l

,-12

(-0.0835-0.0694z-l+0.1442z-2)10-3 __3

l-1.81432-l+0.8222.z-2 z
O.Ql61+0.0226ï-

1-0.8791Z-1
-3

G^(z}z-ï2 G^(z)z-3

. G^{z)z-ï G^(z)z-3

Le numérateur Po^(z) a un zéro instable (= —1.4026).

Le numérateur de G^(z) a un zéro instable (= —1.7938). De même pour G^(z) qui a
un zéro instable (= -1.3968) et aussi G^ (z) qui a un zéro instable (= —1.4037).

Le principe d'invariance lorsque 1^2:
Pour la première perturbation (^i):

Vî(')

-^

h-^5-

M(»)

°'u(4

°'2l(î)

tl(')

V2(z)

Figure 15: Le principe d'invariance en fonction du PAG l 7^ 2 pour la perturbation f.\{z).

Dans le cas d'une modélisation imparfaite:

(D^FA (z} = -_G(ïï{z)
-22; ^, - ^-^G^ _ G^(z)[P^z) - M^z)}} F^f^)

ou f{z) est le filtre de robustesse.

Dans le cas d'une modélisation parfaite P^ = M^:

(Dï)FAW = ^n(^)
nWFr^(z)P^)G^z)

avec r22 = l
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0.0209 {z- 0.8955)^-0.8671)

0.000521 (z - 0.8510)(0.640l2r + O.S9^1)F^'\z)f^{z)

= 62.6702 (/-0-8955>(Z-0-8671)^..1.
\z - 0.8510)(z + 1.3968) F^'ï(z}f^(z)

avec

Fîl\z} = F"(.)+(1-F"(.))F<21(.)|^

F^(z) = (e~^)1 T2i = 7.01 T = l

A^)=(l-e-^-1)
}?1

121^t _ i ~ t^l

Fïw = T=W^Î

= e-^+(l-^)i-e^
z-W

_ /921 + e-^î)2 - e-rsî _^_
Jï ~r c Î'U1JZ ~ e 7iul avec e-^î = 0.8671

•2lK

^\FA^^ _ ^no(2-o-8955)(z-0-8671) ^-^i21) 1
Jîî) {z) = OZ-D'UZ (. - 0.8510)(. + 1.3968) ((l - ^+e-^-e-^) UW

= WA ^]sWA (.)],

WA^}l = 1±^- avec €i=l. 3968
Z+^î

^\FAf^. - ^ ^no (2 - 0-8955)^ - 0.8671) (^ - /3n) l
^) W\S = DZ.O<U^ _ ^^ ^ ^^ ^ _ ^ ^ ^_^ _ ^ ^^

47



Pour la seconde perturbation (^2);

S2<-') ^iw'22'

W»)

Pï2(')

Pîlw
% »î(')

^G<22(t)|-

^(^-^)—,à+~^"^

|°wt)

|G<22(t>
î(.')

<|M22(î)

?22,1,.^f^'c^

Figure 16: Le principe d'invariance en fonction du PAG 1/2 pour la perturbation £2 (z).

Dans le cas d une modélisation imparfaite:

(D\Î\FA (z\ = _G'<"(2)
-22, v-; - ^^)^^) _ G^(^[^) -M^z}\}F^f^(z}

Dans le cas d une modélisation parfaite:

)^(.\\f'A(.\ - _Gl^z}
U22W) w = F^W^)G^)f^)

(-0.0835^ - 0.06942 + 0.1442)10-3 z - 0.8955 z - 0.8791 l

z2 - 1.8143z + 0.8222 -0.0005121 O.Olôlz + 0.0226 F^'\z)f^(z)

avec F^'\z) = F,22(,) + (l - ^(.))^(.)^

F"(z)=(e--^)1 ^=7.76

Af(z)=(l-e-^ïz-1)
(22

^i»\ - x -^i
^(z) = l-/3^-i

^22,l,^ _ (l-^+e-^-e-^
wie"{z) = —z-/3?

^(z))FA(z) = 10.1276 {z + L7938)(2 - Q-9627)^ - 0.8955)(z - 0.8791)(z - /?f2) l
"t2^" ^' ~ "J""u(z - 0.9340)(z - 0.8803)(z + 1.4037)((1 - /??2 + e-^)z - e-T^) f^(z)

^(z))FA(z)-\. = 10.1276 (1 + L7938Z)<2 - 0-9627)(^ - 0.8955)(^ -0.8791)(z - /?f2) l
2îy ) n (z - 0.9340)(^ - 0.8803)(1 + 1.4037^)((1 - /3" + e-^)z - e-^s) f^(z)

^FA/^. _ (z+1.7938) (1.4037^+1)
W))- -^W = (i+i.7938^)(^ 1.4037)

avec e-rîs = 0.8791.
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A Calcul de la matrice "d'interaction"

A.l Procédure de la conception

Soit la matrice de fonction de transfert P(z) non singulière et strictement propre, donc il

existe un entier unique &„ i = 1,2, •••, n (représente le retard minimum de la rangée i de P(z))

tel que:

lim zk'Pi(z) = T.; Pi(z) = iieme rangée de P{z)
Z— +00

est à la fois uni et non nul.

On définie la première rangée ^(-î)i de ^(2) par:

^)i=(Ao,...,o)

telle que:

^m^)iP(^)=n=^

Si r-i est linéairement indépendant TI = ^i, il vient:

^)2=(0,AO,...,0)

SI

Hm^)2P(2)=T2
Z—¥QO

Si Ta et ^i sont linéairement dépendant TS = o'^i, il vient:

^)2=^[(0,AO,...,0)-a^)i]

avec k\ est un entier unique

^{z),P_(z}=^

est finie et non nulle. Si ^ est linéairement indépendant de ^i, on obtient la seconde rangée de

P "interaction"

^2 = ^)2
Si non, il vient:

^ = û^l
et soit

^)2=^[^)2-^)l]
avec fcj est un entier unique

Um^P(z)=g
Z—>00

est finie et non nulle. Si ^j et ^i sont linéairement indépendant,

w^ = 1^)2
et si non, on répète la procédure jusqu'à ce que l'indépendance linéaire soit obtenue. Un nombre

fini d'étape est demandé quand P(z) est non singulière et d{ ^ l,î = l, • • • ,n (Goodwin et Sin,

1984). Les autres rangées de ^(z) sont obtenues par la même procédure.
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A. 2 Exemples

• Soit le système ]ss(z):

p^) =
[^(1+J^) .-1(1+>-1)
,.-l(l+jz-1) ,-1

fci = l n = Um ^[z-l(l + ^z-1) ^-1] = [l l] = ^i avec ^(z) = [z 0]

ky = l Ta = Hm z[z-l(ï + ^z-ï) z-1} = [l l] = ^2 avec ^) = [0 z}

TI = ^i (^1 et ^2 sont linéairement dépendants)

l\z).=^[-z z}

^(.),Pe(.) = [-J.^-1 0]

Donc k\ = l pour que lim^oo^l(z)-îPQ(z) = [-| 0] est finie non nulle. ^ et ^ sont
linéairement indépendants.

Finalement:
z 0^) -z2 z2

Soit le système suivant P^Çz) donné par:

z-\l+ï,z-1) .-l(l+i.-1)
p7(ï)=[:-Iiiî|:-i .-l

k,=l r,=^z[z-ï(ï+^z-ï) z-ï(l + ^-1)] = [l l] =6

fc2=l T2=Um4î-l(l+^-1) ^-1]=[1 l] =€2
Z— 00

Donc ^i = TI, calculons ^ {z)-î:

Avec k\ = l d'où

^), = zkU[0 z}-[z 0]}
= zkn-z z\

^),p,(.) = -l^-î ^-1]

^m^(.?(.) =-|[1 , l]
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Donc ^(z) = [-z2 z2}
^ = —j^i sont linéairement dépendants:

^(.), = {[-.2 .2]-(-|)[. 0]}

= ^[-.2+j. .2]

^(.?(.) = [|^2-1 j^2-1]

Donc fcj = l d'où limz-^oo^ (2)2^*(^) = [| |] est linéairement indépendant de ^i.
Finalement:

^)=[-^3;^2 ;3
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B Détermination du filtre de robustesse du PAG

La fonction de transfert en boucle ouverte est:

H = PM-1M+0 - F,F^+)-IF,

Soit y(H} l'équation caractéristique en boucle ouverte qui contient tous les pôles de H et î^(H)
l'équation caractéristique en boucle fermée.

Le système donné par la figure 5 est stable si toutes les racines de i^ÇH) sont à l'intérieur
du cercle unitaire

^(H) = y(H)det(I + H) = 0
Le système P étant stable, toutes les racines de y(H) = 0 sont dans le demi plan de gauche

ouvert à l'exception des pôles à l'origine introduites par le contrôleur intégral. Il s'en suit

que la stabilité en boucle fermé est déterminée par les zéros du déterminant de l'opérateur de,

rétro-action:

det(I + H)

le filtre est: F<^) = diag{-^^}

det(I+H) = det [l + PM-1M+[J - ^ 1_~^_, F,.A]-l( ^ 1_^_, )l}

= det {l + PM-1M^[(2 - 1)1 + (l - a*)(7 - ^F,,M+)]-1(1 - a*)/}

= det \I + PM-1M+(1 - ^)^\I + ^-(J - ^.M+)]-1}

= det^I+ 1—CÇ.PM-ÏM^[I + Î—CÇ(I- zïrM+)}~1}
Z ""• l • - ^ —

= de^{J+^-^(I-^M+)+^^PM-lM+^}

U+]^fa-^cM+)}-1}

= det ^{(1 - a*)J}{^-^Z + [(J - ^,M+) + PM-1M+^](^-J)}

{I+l^-(I-^rM}-ï}

det{^I + [(/ - ^M+) + PM-lzM^I}}
det{I+(^I)(I-z^M^} -'

On note que le polynôme du dénominateur est fini excepté en z = l. Cependant, M^.(l) =

J, F,.c(l) = J et chaque élément de M^. est strictement propre de fonction rationnelle en z et

i-^rM^ „. c^iz-»i ^Lci~~t est finie-

Seulement les racines du polynôme du numérateur de (49) donnent la stabilité. La recherche

des valeurs propres s'exprime par:

r-l[(J - zF,M+) + PM-^MJ(^-J)
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Le lieu des racines n'encercle pas —]-^T quand z traverse le contour de Nyquist dans le plan z

(Postlethwaite et MacFarlane, 1979). Donc, ce contour encercle l'extérieur du disque unitaire

du plan z. P et M sont supposées stables, seulement la singularité dans le cercle unitaire est

infinie quand z = l et finie dans les autres cas.

A z = l, le contour est:

z = l + eet<?, -2;<e<^=^e-^0

CL, ^ A,-{P(l)M(l)-l}l-e-"? =| \, \ ^e-ie = i^-le-'^-^

Sous la condition, -^ < y j < ^ Vj, et VC'L j croise l'axe réel à l'infini positif. Seulement la
singularité pour z = l, le CL est finie dans le plan gauche. Pour chaque M(z) satisfait (24),
donc, il existe un a* tel que:

le lieu des racines, ne croise pas l'axe réel à gauche de —-^; avec a* <. a < l.
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C Dérivation du contrôleur CMI multi variable pour le

modèle de Wood et Berry

Le modèle de la matrice de fonction de transfert du modèle Wood et Berry est de la forme:

M(.)=
&„ z-î b,^-4

AiiÇI Ai2(il
b-ilZ-8 J22Î-4

L Aîï[z) Aiî(z) J

avec Ai j == l — a, j z

Les constantes a,j et 6,-j sont données par les relations suivantes:

a,ij = e T'J

î,j=l,26<i = Kp,Al-a^

avec Tu = 16.7; ri2 = 21.0; ï2i = 10.9; r^ = 14.4

et Kp,, = 12.8; K^ = -18.9; K^ = 10.9; K^ = -19.4.

Le contrôleur Gç(z) est donné par:

G^z) = [M_(z)]-1

avec: M_{z)-1 = [M{z)}-lM+{z).
L inverse de la matrice de fonction de transfert du modèle est calculé par:

[M(.)]-1 = adj(M(z))
det(M{z))

L'adjoint de M{z) est:

adj(M(z)) = Aîî(z) Aiî(z)

-b^Z-9 (>H2-2

A2ï(z) Au(2) J

Le déterminant de M(z) est:

det[M(z)} =
b^b^z -6 6l2&2l^

-12

Se réduit à:

det[M(z)} ==

An(z)A^(z) Ai-i(z)An{z)

N,(z)z-G

Al^)A22(2)Ai2(-?)A2l(.?)

avec Nd(z) = bub^An^AnÇz) - bnb'nz-6Au(z)A^(z).
La matrice de la fonction de transfert du modèle inverse est donnée par:

[MW]- = i r0"/:^ eo"i!)ï
P^{z)z-2 Po^z)z4 (49)
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avec:

Ponw =

^) =

P^(z) =

p^} =

bî-iA^(z)Au(z)A'n(z)
~w~

-bi2Au(z)A-n(z)A-i2(z)

N^z}
-b2ïAu(z)Aîî{z)A2-2(z)

wbnAu(z)A'n(z}A-it(z)

w

(50)

(51)

(52)

(53)

Examinant l'équation (49), nous observons que le retard minimum de chaque colonne apparaît

sur la diagonale, donc la factorisation de découplage est une factorisation optimale avec pu =

lîPi2 = l,p2i =0 etpi-i = 3.

Ce résultat de factorisation de M.^(,z-) est:

M^(z) ==
,-î

0
0
.-4

M^.2 est sélectionnée pour extraire les zéros du système qui sont en dehors du cercle unitaire.

Une discussion a la section 1.2.1 montre que les zéros de M(z) contiennent les facteurs du

déterminant de M(z). Les racines de Nd(z) ont été calculées numériquement et elles sont
toutes dans le cercle unitaire

(-0.8990; -0.4499 ±j0.7783; 0.4483 ±j"0.7792; 0.9607; 0.9035 ±j0.0416).

Par conséquent M^y{z) est sélectionné à /, et

G,(.) = [M(.)]-lM^(z)

_P^(z) ^ P^{z}z-î
P^{z}z-4 P^{z}

avec Po,,(-2;) est donné par les équations (50), (51), (52), (53).
On remarque que le contrôleur est stable et réalisable.

57



D Colonne de distillation d'eau et d'éthanol

D.l Le chobc d'un contrôleur par la méthode CMI

Le modèle est le suivant:

&1^-3 BU-^-I
112M(2') = l À.'J-io Èl;-i

Aîl An

Le contrôleur Gc(-z) est donné par: Gc{z) = [M-(-2;)]~ avec [M-(z)}~lM^.{z).
L inverse de la matrice de fonction de transfert du modèle est:

wrl = adj{M(z))
det(M{z))

L'adjoint de M(z) est:

adj(M(z)) =
&^-1 -J^Z-1

—^U.^-10 BÎI --3
"An" ~A^'

Le déterminant se réduit à:

det(M(z)) =
Ndz-4

A\\A\-îA-i\Aîî

avec Nd = Bn.BsaAiîAîi - BnBuAuAmz'7

La matrice de la fonction de transfert du modèle inverse est donnée par:

p^ p^

avec

[M(.)]-1 =

Pou =

Pn,, = -

P^z-6 P^z

Bî'îA^AiîAn

Nd
B\-îAi\A-î-iAii

(54)

012

p^ = -

Nd
B'î\A\\Ai'iA\'î

"021

p^ =

Nd
BiïAîîAuAîi

N,

On examinons l'équation (54), nous observons que le retard minimum de chaque colonne est:

Pou = 2 poi2 = 2

POîl = 0 p0î2 = 0

avec \^ = 2 et X^ = 2. Ce résultat de factorisation de M^.(.z') est:

r3 0
M..W=|'o ."-'
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M^(z) est sélectionné pour extraire les zéros du système qui sont en dehors du cercle uni-

taire. Les racines de Nd(z) ont été calculées numériquement —1.3463;—0.8822;—0.2814 ±

j'0.7300; 0.4536 ± j'0.6161; 0.9383 ± j'0.0334; 0.8679; 0.6799; -0.2352
et toutes sont dans le cercle unitaire à l'exception d un qui est z\ w —1.3462.

^21_ o
1-21.;1-21.;

al+2{z) =| ' n'~ z-21
l-ziz

G^z) = [W]-IM^(Z)
Z—Z\ D Z-Zl

°11 \-Z\Z _-r0l2 1-212

h^-^z-9 P^^z-2
•iïZ ^î=^zz-212

Le résultat du contrôleur Gc('s) = [M_(^)]-l est stable et réalisable.
D'où l'expression du filtre de pondération, la matrice de prédiction désirée est:

F.c(^) =
.31-ziz

2-21
0

.31-212

2-21

ou

^,3(

F"(z>=r'?) À) j; k=1'2-

D.2 Le chobc du contrôleur par la matrice d5 "interaction"

Soit le modèle donné par l'équation (49):

w=
&1+62Z -z

-3 i>3 »-2

1+a^-12
Ci. ^-10 bs+brz-1 «-2
=î~A l+a42-l+asî-2

1+aiz-1
i'4+is.î-1 --10
1+aaî-

• Dans 'le cas d'un interacteur de type h, la transformation: h —+ z est:

z =
Ï+ah

h=
l — crz

h + (7 2 — (7

Cette transformation permet à la matrice "d'interaction" un découplage triangulaire du con-

trôleur, tout en minimisant le critère de la somme des carrés des erreurs de la réponse temporelle

en régime permanent.

• Interacteur du retard:

avec W=[z2 0]

avec ^{z) = [0 z2}
T2 = ^ - "i = ^ = &

k^=2 ri = Umz2Mi(z) = [0 64]

ky = 2 TÎ = Hm zîMi{z) = [0 6e]

i\z), = ^([Q z2}-a\[z2 0])

^2]= zk^[-a\z2
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avec k\ = l.

Finalement:

Um z^ \-a\zî z2}M(z] = [-^61 67 + be(a, - 04)]
2-»00 - - ... ' &4

^-r z\ °
^2{z) = | _6fi..,3

~îï-

• Intéracteur du zéro:
Nous utilisons la transformation 2 = î^- étant donné que nous avons un zéro en dehors

du cercle unitaire a w —1.3463.

M(^)=

avec

(i>l<T+i>2)+(6i+62<r)/i-l fî+gh-l\'-î b^Ï+ah-ï) f-j+gh-1'
(<7+ai)+(l+ai<7)/i-I \ /I-I+(T / (o.+a2)+(l+a2<7)/i-1 V h-l+ff

(i'4<r+65)+(i4+&5<r)A-1 fî+ah-ï\ïo fc,+fc,/l-l+fc,/i-2 /l+<r/i-1'
7^+"3)+(1+<*30-)'/>-I- V /l-T+<r y jfcl+iEs/l-l-l-fca/l-2 \A-l+<r

fci = 0-&6 + &7

kt = &6(1 + <72) + 2&70-

A-3 = &60' + &7<7'

Â-4 = <7 + (l4<7 + 05

h = 2<r + 2(705 + 04(1 + <72)

kg = l + Û4CT + 05<72

LÛT^ /L\ r&l<7+&2 l &3 l
ku =0 ri = Um huMi{h) == [-——;—^ ——]

/i-»oo -t' ' '• (7-(-QI 0-i (7+(X2<7"

^ = 0 T, = Um ftoM,(/Q = [6^^^
h->oo ~ " ' " a -\- 03 a'

CT&6 + bj l

CT2 + Û4CT + Û5 (T

Nous remarquons que les deux vecteurs TI et r^ sont linéairement dépendants:

(>l(7+i>2 l
(7+a.i ~as

i>4(7+6s l

&3 l
<r+a2 a

o-fcg'+îr l l -

<7+a3 ff10 (y2+a4(T+as <r

,1 t. ->^0/. /^l — ((>4<r+i'5)(<T+ai)

0.00032736878655 -0.00016966355487
-0.08262103385212 0.04281953224121

-252.3791
((>l<7+i>2)((?+a3)<77

(\h), = h^(W-a}W)
= ^([0 l]-aî[I 0])
= h^[-a\ l]

lim/i-too ^(h}M(h) est fini et non nulle et linéairement indépendant avec le vecteur ^i lorsque

k\ = l.
Finalement:

^) =
l 0

—a\h h

—Ot

l 0
11-(72 1-0-Z

l z—a z-o- J
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• Interacteur de l'opérateur h:

^) = ^whM

[-^s-
0 ] _ ^11-^-3 l -^ -3 | avec ^(1)=

°'ÎTÏ2

l 0
l-Ï-aî l

OBF(^) = [^)]-^M(I)
.-2

ftZ+-
\-az -^^îz

0
z-o «-l ^-<r „-!

l-<rz

avec 70 = ^ + aî % -252.4173; 71 = ^ - c^cr « -339.8131 et 72 = -^o- + "î » -252.4305.
• Contrôleur de l opérateur h:

Le contrôleur est donné par Gc.{z) = [M(z)]~ÏGBF(z) (avec l'annulation de la paire pôle /
zéro) ou

w = 9cn 9c^

5C21 9cu

avec

AuAsi ,B^A^(\ - az)z - B^A^^iz + 72)^ - 7o(^ - <^)}i

l - az L ^9h^

9hï2 = PQ\Î

9h2i

9h,

z — a

" - ^12i-az

Ai2A22^-l -B2lAu(l - <TZ)Z~7 + Bu Aîl {(7l -2 + 7î) - 7o(-? - 0')^~ }

l - az Nd

z-° _-2
22 = ro22r^i2

Les zéros du numérateur de g^i sont:

-1.34629; 0.867422; 0.927172 et 16.2047

avec les racines de An et A^i.

Les zéros du numérateur de g^ sont2:

-1.34629; -1.0935; -0.57048; -0.236171; -0.187155±j0.649696; 0.57285±j"0.505952; 0.867964; 1.09919
avec les racines de A^ et Ai 3.

Nous remarquons qu'il y a une simplification pôle/zéro (cr = —1.34629 des paramètres du

contrôleur Gç.

Nous remarquons que le contrôleur Gc(z) es^ réalisable et stable.

• La seconde transformation q —» z est:

z =
aq

q+cr-l
q=

(Ï-a)z
z — a

2calculé par le logiciel Mathematica
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permet à "l'interaction" un découplage triangulaire du contrôleur qui est optimale en rapport
avec le temps de stabilisation des performances temporelles.

M(z)=

(!>l<r+b2)+b3(<r-lk-1 /'l+(<r-l)t-1 \3 _b^S. _/ l+(<r-l)î-1 \
(<r+ai)+ai(<r-l),-l \ IT j (ff+«a)+03(<r-l)ï-1 \. "

(fc|<r+l>a)+l>s(<r-l)<l-1 /'1+(<T-1)<»-1 \ 10 _(6«<ra+bT<r)+br<'(»-t)î-1 __ f ï±i2=îîa^l\2
(<T+a3)+a3(ff-î)g-^ \ ff^^^^^^ ^^^ Y (<r3+a<ff+as)+(a,<T(»-i7+2a»(o-î))<t-l+aa(ir-l)3î-2 \ <r

• Interacteur du retard:

(W =
l 0

-o'îî 9

l
—0:

1(1-^)
l z—a

0
(l-<r)2

z—a

• Interacteur du zéro:

(W = .ba. ^

• Interacteur de l opérateur q:

^) = ^(^î(^)
z2 0

_»fi.^3_^i(i-<T)^3 ilr^li
i>4'

aî''_ Tz'-
z—o

,3 l avec ^(1) = 4&-"i l

et la matrice de transfert optimale en boucle fermée est:

GBF^} == [^)]-^M(1)
2 l 0

•Y3^+T4 ^_ z-a --1 _£=2_y-l
(l-<r)z ~ 'u(î-ï)ï* (l-<r)z'

avec 73 = ^ + aî(l - <r) « -592.1922 et 74 == -|fi- » 0.0382.

• Contrôleur de Popérateur q:

Le contrôleur en boucle fermée de la C MI avec interacteur de type q est:

Gc(^) = l g9u gnî
îs-cv~/ L ^21 9w

avec

9qu

Svu

9w

9w

AnAîi B^A^l - a~)z - B^AÎ^Z + 74 - 70(2; - o-)-z~1}

(T^) Nd

~0l2
z_a_,-l
1-<7'

AuA^z-2 -B2iAn(l - a)z-6 + BnA^^z + 74) - ^{z - a)z-1}

'022

l-a

p^z—^.-3

Na

1-(T'
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Les zéros du numérateur de §y^ sont:

-1.34585; 0.85836; 0.929017 et 9.39149

avec les racines de An et Asi.

Les zéros du numérateur de §g^ sont:

-1.34629; -0.938284; -0.271902 ± j'0.640503; -0.234; 0.514704 ± j-0.490275; 0.86977l; 1.08165

avec les racines de A^ et Ai 2.

Nous remarquons que le contrôleur Gc{z) est réalisable et stable.
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E Modèle colonne de distillation

P(^) =

0,0382-K).0533z-1 «-3 -0.0343-0.0324z-1 »-4
1-0.8907Z-.1
-0,4278î-1 «-3

l-0.8614.z-1
0.1583+0.1357;;-1 «-7

1-0.7351Z-1
•z

-3.2424-0.76212-1 «-10 2.4744+^5755ï-1 «-10 0.12382-l-0.1136z-2 ^.-1

-0.5121 10-3z-1 ^ -1
1-0.8955Z-1

-0.0013-0.00032-1 ^-2
1-0.86852-1

1-0.8845^-1 l-0.9123z
!=î—z

l-1.72152-l+0.733z
-=îZ-

Bïï(z) ..-3 Bi2(z) <.-4

iïï(ïT AÏ2(îT
B2l(2)--7 522 --4
Aîïjz)^ AM^)-
BsiW -io BsîW -\0 £33(2)^-2

-~3 ^l2l^J ^~4 J3i3 ^—2

iïï(ïT AÏ2(îT iïi(î)
B2l(2)__7 _B2^_~-4 .S23Czl«-2

Aîïjz)^ AM^ A23(î)'

As^y Asî(S)' AssW

E. l Le chobc du contrôleur par la méthode CMI

Dans le cas d'une modélisation parfaite (P(z) = M(z)), le déterminant du modèle M(z) se
réduit à:

det[M{z)} =
Nd{z)z -7

A^AtiA^A'î-iAi-iAîzAstA^'iAys

avec

Nd{z) = B\\A\'îA\3A'î\A^\{B'i'iB3,yA^A^ — ByiB-îg,A-î'îAyaz~ )

— B •H Au Ay'iA'isAsïÇB u B 33^32^3 ~ B^'îB^AuAysz )z

•}-B3ïA\iAîiA3îA33{BiîBi^Aî'îA\zz — B^BisAuA^z'

La matrice de la fonction de transfert du système inverse est donnée par:

P^z3 P^zî P^z3

wrï = P02ÏZ
-l

Z ^Oii Z022 023'

avec

Po^) =

L -POSI2 P032Z P033Z J

{-U'^Ï2Aï3'^-2Ï^-3ï(B-2'2B33^32^-23 ~ B^By'îA^AssZ

Na
A^AuA^A-i-iA^B^B^A^A^ — BsiB-isA^A^z'4)

"021 [Z) = - - ' - \r

N,
AnAï'îAïsA'îsA.ss^BîiBsîAsiA^z'4 — Bî-iBsiA^iA^)?03^) = ——^—^

AnA2iA22A23A3l(Bi2-033A32Ai3 — B^B^AuAysZ'6}P..M = -——^—^
AuA^Aî'iA'^A^B^B^A^A^ — BsiB^AnA^z )

Né
A'i\A\-iA'i-iAîs-A^{B\\B^A\-iA-s\ — B\-iBs\A\\Ay2z~1)

^) =

p»^) = -
Na

p^) = AnAîiAsiAsîA^B^BîsAisA'î'îZ — BisB^A^Aîs)

Nd

(55)

64



Po^) = -
AiîA-îîAyiAs-iA^B^B-isAï-sA'iï — BisB^AnA-QZ'3)

Nd

^033 (^) =
A^AîsA^AyîAss^BuB-î-îAî^A-iî — B'i\B\tA\\A-i-iZ~5)

Nd

En examinant l'équation (55), nous observons que le retard minimum de chaque colonne est:

Pu = 2, pi2 = l, pis = 2

P2Ï = 0, p22 = 2, p23 = l

P31 = 0, p32 = 0, p33 = 0

valeurs pour lesquelles À^ = 2,\^ = 2,X^ = 2 et qui mènent à la matrice diagonale de

M^):

MH(^) =

,-3 0 0
.-3

0 0 ,-3

M^.2 est sélectionné afin d'enlevé les zéros du système qui sont en-dehors du cercle unitaire. Les

racines de A^(-?) ont été calculées numériquement avec deux racines qui se trouvent à Pextérieur

du cercle unitaire3.

Les facteurs z\ w —1.4 et zi « 1.2 rendant [M(z)]-l instable. Donc M^ est choisie de façon

que z— z-i et z— Zî soit annulé par [M_(,z;)]- .

M+^) =

Z-Zl Z-Z1

l-Z^Z Ï-Z2Z

o rz}. rzî.
—z\z l—zîz

Q Z-Zl Z-Zl

0
0

0
1—ZlS 1—22Z J

G^z) = [M(z)]-lM^(z)M^).
On remarque que le contrôleur est stable et réalisable.

D où l expression du filtre de pondération, la matrice de prédiction désirée est:

E\..=

f F^(z) ^0 0
"0 F^(z) 0

0 0 F3k'3(z}
T3k<:\"/ J

; fc=l,2

avec ru = rzi = ï'31 = ^32 = l et riz = ^22 = 2.

Le filtre F,.c correspondant est:

^11,3 _ pll/.'t i /i i?ll/i\\ cill/li I'2.'i7" = ^r(^)+(i -^T(I))-/<^

F^ = ^(.)+(l-^2(l))^21^

F^3 = ^(.)+(l-^(l))^^l
|22(

-,22,3 _ pî'îf^\ j /i c'22n\\c122"2'2'c"" = 11'2'{Z)+(Ï -^T(l))^7

3calculé par le logiciel mathematica
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avec

i^-3 = ^(.)+(l-^l(l))^ll^

F,T3 = F,32(.) + (l - F^(l))F^^

F^(z) = (c-^-)3; m =6.2

^^ _ (Aoi)4-(Ao2)4 , Aoi(Ao2)4-Ao2(Aoi)4._i
'2~(z) = ~ —7—'<—~ + —'—r—~A —'——'?

T
AOI = e-ri2T; ri2i = 7.85

etAo2=e-ri2ï; ri22 = 8.94

Fî\z) = (c-^-)3; ï2i=6.9

F?2(z} = (Aoi)4-(A02)4 Aoi(Ao2)4-Ao2(Aoi)4^
AOI - Ao2 AOI - Ao2

T
Aoi = e-r2îT; T22i = 7.29

etAo2=c-T222; ï222 = 8.94

F^(z) = (e-^)3; r3i=7.01

F^{z} = (<T^)3; ï32=7.76
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