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Chapitre l

Introduction

Les robots utilisés dans l'industrie sont extrêmement précis. Mais ceci

est au prix d une sur-conception du robot afin d éviter toute vibration. Ils

sont donc massifs et exigent des moteurs puissants. Malgré tout, ils sont

relativement lents et ont une faible charge utile par rapport à leur poids. Un

robot industriel est dix fois moins efficace que l'être humain pour des charges

de zéro à dix kilogrammes (Rivin, 1988).
De plus, on a rapidement réalisé que ces robots extrêmement rigides ne

sont pas appropriés pour exécuter des tâches nécessitant un contact avec

l environnement. La moindre erreur dans la position génère une force de

réaction importante. Il faut donc rajouter des poignets souples afin d'absorber

l énergie de contact.

Les robots industriels sont utilisés dans des domaines précis. Ils sont en

général fixés solidement dans le plancher et les déplacer requiert un travail

important. De tels robots ne peuvent être utilisés pour la majorité des appli-

cations de la vie courante. Peut-on en effet imaginer un robot Puma monté

sur une base mobile et ramassant les ordures ménagères?

Il serait donc intéressant de disposer de robots plus légers. Ayant une

inertie plus faible, ceux-ci seraient moins dangereux. Entrer en collislon avec

un bras de dix kilogrammes laisse moins de séquelles que si le bras pèse 100

kilogrammes. Des robots légers seraient aussi plus rapides et disposeraient

d'une souplesse inhérente permettant des contacts avec l'environnement.

Par contre, un robot léger est moins précis à cause de la flexibilité non-

négligeable des membrures. Son modèle est plus complexe et à l'heure actuelle

aucun contrôle efficace n existe pour de tels robots.

l



2 CHAPITRE l. INTRODUCTION

Ce document se veut une introduction à la modélisation des robots flexibles

en utilisant la méthode de Lagrange (Piedbœuf,1992). Le chapitre 2 dé-

veloppe les équations nécessaires à la modélisation d'une membrure flexible.

On considère deux flexions perpendiculaires et une torsion. Le chapitre 3

présente un exemple de modélisation d'une membrure flexible en rotation

dans le plan horizontal. Ce document suppose que le lecteur sait modèliser

un robot rigide.

Ce texte est une première version composée pour faciliter la comprehen-

sion d un séminaire portant sur la modélisation et le contrôle des structures

flexibles. Je réclame donc l'indulgence du lecteur pour les fautes qui m'au-

raient échappé et pour les tournures de phrases trop abruptes. J'apprécierai

par contre, les commentaires que vous pourriez faire.



Chapitre 2

Modélisation cTune membrure

flexible

2.1 Introduction

La modélisation d'un robot rigide par la méthode de Lagrange consiste à

obtenir les énergies cinétique et potentielle ainsi que les forces généralisées.

Pour l'énergie cinétique, il faut connaître la vitesse du centre de masse de

chaque corps ainsi que la vitesse de rotation du repère attaché au centre de

masse du corps. Ces vitesses se calculent aisément en utilisant des repères

en mouvement ainsi que la récursivité . La seule source d'énergle potentielle

d'un robot parfaitement rigide est la gravité. Il faut donc calculer la position

du centre de masse de chacun des corps. Les forces généralisées d'un robot

n'ayant pas de contact avec son environnement proviennent uniquement des

forces appliquées par les moteurs. On constate donc qu il est possible d obte-

nir les énergies cinétique et potentielle d un corps i quelconque en supposant

qu'on connaît les positions et les vitesses du corps précédant (corps i — l).

On peut ainsi modèliser un corps type et utiliser ce modèle par la suite.

Dans le cas d'un robot flexible, le raisonnement est le même. On cherche à

modéliser une membrure flexible en supposant qu'on connaît les positions et

vitesses du corps précédant. Il faut donc établir l énergie cinétique et l énergie

potentielle d'une membrure quelconque.

Ce chapitre débute par une discussion sur l élasticité d une articulation

La vitesse du corps i peut être obtenue à partir de la vitesse du corps i — l.
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et la flexibilité d'une membrure. On introduit ensuite les hypothèses utilisées

pour la modélisation. Par la suite, on établit les relations cinétiques entre

un repère attaché à la base de la membrure et un repère attaché à une

position quelconque sur la membrure. A ce point, une section discute du cas

où des hypothèses moins restrictives sont utilisées. Cette section peut être

sautée dans une première lecture. On donne ensuite l'expression de l'énergie

cinétique et celle de l'énergie potentielle. Le chapitre se termine par une

discussion sur l amortissement dans les membrures flexibles.

2.2 Elasticité ou flexibilité

Les robots présentent deux sources de flexibilité: les articulations et les

membrures. Pour les articulations, on parle plutôt d'élasticité par analogie

avec un ressort.

L élasticité des articulations est généralement importante et elle existe à

divers niveaux sur tous les robots, rigides ou flexibles. Cette élasticité provient

du système de transmission utilisé pour relier le moteur à la membrure, par

exemple, un réducteur harmonique, une courroie, des engrenages. L'élasticité

de l articulation étant localisée à un point précis, un simple ressort linéaire

suffit à la modéliser (fig. 2.1).

Figure 2.1: Une articulation élastique

Par contraste, la flexibilité d'une membrure présente un caractère distri-

bue. C'est toute la membrure qui contribue à la déformation et un simple

ressort n est pas un bon modèle. Pour modéliser une membrure flexible, on
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considère la flexion dans deux directions perpendiculaires et la torsion le long

de l'axe de la membrure (fig. 2.2). Les déformations transversales v{x,t) et

/ / / / / / / /
/ / / / / / / z-

Figure 2.2: Une membrure flexible

w{x,t) ainsi que la torsion a{x,t) dépendent non seulement du temps mais

aussi de la position selon l'axe longitudinal de la membrure. Le modèle exact

d'une membrure flexible est donc représenté par des équations aux dérivées

partielles plutôt que par des équations aux dérivées ordinaires.

2.3 Hypothèses de modélisation

On fait les hypothèses suivantes:

l. La membrure flexible peut-être représentée par un modèle de poutre

d'Euler-Bernoulli, ce qui implique:

(a) les sections restent planes et perpendiculaires à l axe neutre;

(b) le cisaillement dû à l'effort tranchant est négligé;

(e) l'inertie de rotation d'une section est négligée.

2. L axe neutre ne s allonge pas.

3. Le matériau n'a pas d écoulement.

4. Les déformations sont petites (< 10 %)
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5. La vitesse de rotation est faible de façon à pouvoir négliger les termes

de vitesses angulaires au carré

L'utilisation d'un modèle d'Euler-Bernoulli limite la validité du modèle à des

membrures dont la longueur est beaucoup plus grande que l épaisseur. De

plus, le modèle n'est valable que pour les basses et moyennes fréquences.

Dans les cas où ces limites sont trop contraignantes, il faut utiliser le modèle

de Rayleigh ou celui de Timoshenko. Pour la majorité des robots flexibles, un

modèle d'Euler-Bernoulli suffit. L'hypothèse 2 implique que la déformation

longitudinale est négligeable par rapport aux autres déformations ce qui se

vérifie pour les robots flexibles. L'hypothèse 4 permet de considérer la défor-

mation comme étant d'ordre un (0(1)). L'hypothèse 5 revient à supposer

que la vitesse de rotation est d'ordre un (0(1)). Cela permet de négliger

les effets des forces centrifuges et de Coriolis. Le modèle est donc linéaire

selon la vitesse. Cette hypothèse permet une simplification importante de la

cinématique d une membrure flexible car on se limite aux termes d ordre un.

Cette hypothèse se vérifie pour des robots se déplaçant lentement et ayant

des membrures relativement courtes. Dans la section (2.5), cette contrainte

sera levée.

2.4 Cinématique

La cinématique consiste à obtenir la relation entre un repère 7?-;_i attaché

à la base de la membrure et un repère <?, situé à une position quelconque le

long de la membrure (fig. 2.3). A x = 0, l'axe neutre est tangent à l'axe î

du référentiel 7?-;_i; les repères '7?,i_i et <?; sont donc superposés. On suppose

que la position et la vitesse de l'origine de T?.,-!, ainsi que son orientation et

sa vitesse de rotation sont connues.

2.4.1 Position et vitesse linéaires

La position d'un élément rfm, situé l'origine du repère <?;, par rapport à

l'origine du repère 7?.;_i est:

i-l-
~T-R.^i,dm =

x

v -

w
(2.1)
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w / / / / / /
-, / / / ^/ -l

Figure 2.3: Une membrure flexible et ses repères

Le terme ^'•R.,^i,dm se lit comme étant la position de l'élément dm par

rapport à l origine du repère 7?.;_i exprimée dans les coordonnées du repère

7?.i_i. On suppose qu'une section de la poutre reste à la position x. La position

absolue d'un élément dm de la poutre située à x est donc:

f dm = T'TÎ.-i + ï'7Z,_i,dm (2.2)

avec r7î.,_^ la position absolue du repère 7î;_i.

La vitesse absolue d une section de la poutre s obtient en dérivant la

position (2.2) par rapport au temps. Etant donné que la position d'un élément

dm est définie par rapport à un repère ayant un mouvement de rotation, il
faut utiliser les relations du mouvement relatif.

r dm = T-7Z,_i + »'%,_,,dn, + ^7î,_i X T'7î,_i,dm (2.3)

où () indique la dérivée par rapport au temps et ()* indique la dérivée par

rapport au temps lorsque le repère est considéré comme fixe.

Des équations (2.2) et (2.3), il est facile d'obtenir la position et la vitesse

du repère tï.i. Il suffit de faire tendre x vers /,, la longueur de la membrure î,

dans (2.1).

2.4.2 Matrice de rotation et vitesse angulaire

De par l hypothèse du modèle d'Euler-Bernoulli, on considère qu'une sec-

tion de la poutre subit une rotation d un angle a autour de a-, d'un angle
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v' autour de z et d'un angle —u/ autour de y avec ()' indiquant une déri-

vée par rapport à x. En considérant les angles petits on a que cos 0 ^ l et

sîîiff c^. 0 lorsqu'on se limite à l'ordre un. L'ordre dans lequel on prend les

angles n'a donc pas d'importance. Ceci ne serait pas vrai si on avait considéré

les équations au deuxième ordre2.

La matrice de rotation de <S; à T?.»-! est donc:

l -V' -W'

v' l —a

w a l

»TC—1 —
t5,' - = (2.4)

De cette matrice, on obtient la vitesse angulalre du repère Si par rapport au

repère 7?.,_i de la façon suivante:

0 -a;,

^7î,_i,5, = 1^,

-^z ^y

0 -^
0

»7îi-l
t5, fy^-z\T^T-WY (2.5)

La vitesse angulaire w-ji,_ ^ s, s'écrit donc:

«-1.

"^7Z,_i,5; =

a
-w'

.'./

(2.6)

Cette vitesse aurait pu être déduite de la figure 2.3 par inspection car on se
limite à l'ordre un.

La vitesse angulaire absolue du repère <?, s'obtient en additionnant la

vitesse du repère 7^,_i à la vitesse angulaire donnée par (2.6). On obtient

alors:

^6, = ^7î,_i + ^TC,-i,5, ' (2.7)

La vitesse angulaire absolue du repère Tî, attaché à l'extrémité de la poutre

s'obtient en faisant tendre x vers /; dans (2.7).

2.5 Cinématique à Pordre deux

Cette section3 développe la cinématique d'une membrure flexible lors-

qu'on conserve les termes de deuxième ordre. Dans ce cas, le choix des co-

ordonnées est plus délicat tel que discuté par Hodges et al. (1980) . Si on

2Ce cas sera discuté à la section 2.5.

Cette section peut être sautée sans perte de continuité.
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utilise un ensemble d angles comme les angles d'Euler, la matrice de rotation

dépend de l'ordre dans lequel ses angles sont pris. Par exemple la figure 2.3

de la section 2.4 montre une poutre flexible avec a, v et w comme coordon-

nées. Pour les fins de l'exemple, ignorons a. La matrice de rotation Rg,'

du repère <?, au repère 7?.,_i en utilisant v' suivit de w' et en développant le

résultat aux ordres un et deux donne le résultat suivant:

0(1}«-r-' ^

0(2)

l
V'

w'

l

-V'

l
0

• K^'2

V'

w'

-w'

0
l

+w/2)

l
-V'

-\vn

0

-w'

—VU)

l - l,w'2

(2.8)

Si ['ordre de rotation est maintenant inversé, c'est-à-dire que w' vient avant

v , la matrice de rotation aux premier et deuxième ordres est alors:

l -V' -W'

v' l 0

w' 0 l

l _ ^v'2 + w/2) -V'

(2.9)

TC,-1wn 0(1)

0(2) _ 1,,/2- ïv'

w -v'w'

—w
0

l - \wa

Il n'y a pas de différence entre (2.8) et (2.9) à l'ordre un (0(1)), mais bien
à l'ordre deux (0{2)). On ne peut donc plus exprimer la position et l'orien-

tation du repère <?, sur la membrure flexible aussi simplement que dans le

cas linéaire. On utilise plutôt un vecteur r^[x,v,w, a) qui définit la position

de l'origine de 5, par rapport à 7?., ainsi qu'un vecteur 0,(x, v, u>, a) donnant

l'orientation de 5; par rapport à 'R,-\ (fig. 2.4).

Afin de déterminer ces deux vecteurs, j'utilise la torsion Kj; et les courbures

Ky et /Ça comme coordonnées tel que proposé par Johanni (1985). La relation

suivante donne une équation différentielle exprimant la matrice de rotation

Rg. , de <?i à 7?.,_i, en terme de K (Hodges et Dowell, 1974, Johanni, 1985)

s'it=

0 -K,

K, 0

K,

-2

—Ky

-K,
?5.
'-TC,-,

dR̂ ,-1

dx

dpSrt
dx

R^-1S'K

(2.10)
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Figure 2.4: Une membrure flexible et ses repères

où x est la distance le long de l'axe neutre et où les indices <?, dans 'K,

indique que K est définit dans <?,. Afin de résoudre l équation différentielle

dans (2.10), la matrice de rotation Rg ' -1 est développée à l'ordre deux:

RS. = -KO 4- -RI + RÎ

avec RQ une matrice Identité. Comme s'k caractérise la membrure flexible, il

comprend seulement des termes d'ordre un ou plus. L'équation différentielle

suivante est alors obtenue pour (2.10):

dR^ ^ dR^ _ ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^.^+ —— = "'k. + RI^'K + -Rî01^

0(1) 0(2) 0(3)
0(1) 0(2)

(2.11)

L'intégration des termes de même ordre de part et d'autre de l'égalité dans

(2.11) donne Ri and R^:

Ri = l s'Kd^+Ri{0)
,0

(2.12)
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J?2 = / Ris'ndx + ^(0)
,0

(2.13)

Dans notre cas J%i(0) et R^O) sont des matrices nulles car «S,- est surperposé

avec Tï-i-i pour x = 0. La solution de (2.12) donne pour Ri:

Rz =

rx _ fX

0 —, K^ f Kydf,
'0 JQ

•X ~ - ~ - fX

K^ 0 - / K^
Jorx ~ ^ Jo

Kydf, f K^ 0
fo ' ' Jo

(2.14)

Tandis que la solution de (2.13) donne pour R-^:

R^=

K^} - i ( i ^

f,0
f,0

rS
Kxdrj

'0

r^
K^df]

,0

rx ( ff,
Kydrj ) K^

/o \Jo

KA -KFKZ^) 2{£Kxd^
rx ( ((-

Kzd(, / / K-ydr] n^d^
/o \Jo

f,0
/;'0

rî
K^drj

'0

rî
K^drj

,0

K-xdÇ

Kydf,

Kydf, K-xd^

(2.15)

De par les hypothèses, une section de la poutre reste plane et perpendi-

culaire à l'axe neutre et la longueur de l'axe neutre reste constante. Mathé-

matiquement, ces hypothèses se traduisent par:

l-lr
TC,_i,5, _ jjTi,^= R•s,

l

0
and |r/| = l (2.16)

où (Y = d()/dx et r-iî,_ ,$ est le vecteur position de l'origine de 'R-i-i a,

l origine de Si tandis que les indices impliquent que T'-R,_i,.s, est définit dans

^.-1.
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L'équation (2.16) est une équation différentielle ordinaire qui peut être

résolue pour r^_ s,'-

^-/;<- ^+r(0) (2.17)

rTC,-i,5, = (2.18)

avec r(0) = 0. La solution de (2.17) donne:

x~[\\[i^zdr]) +K^K^) 1^
/; (^A,) ^/; j/; (/;«X) »A} ^
/; (/; -»,,,) d( + /; {/; (/; .^c) »,^} ^ ^

Afin de simplifier l écriture, les définitions suivantes sont utilisées:

•x /-Ï yr y^ _ /•r

v = / / K.zd'qd^ w = — / Kydr]d^ a = Kxd^ (2.19)
'0 JQ ' ~ JQ JQ ~ JQ

Dans (2.19) v and w représentent des flexlons pures tandis que a représente

une torsion pure. En fonction de v, w et a, la matrice de rotation -R.s. et

le vecteur position ^'7z,_i,.s, s'écrivent (Johanni, 1985, PfeifFer et Bremer,

1990):

RTZ.-i
•5,

^_^v'2+w'2) -v'- l a'w'dç, -ni'+ l a'v'd^
2V^ ' ~/ " ,JO.^~~ ^ " ' jft

v' - l aw"dS. l-^(î/2+a2) -a-/ v'w" df,
IQ ~ " ~ ' JQ

w' + l av" dç, a- l v"w df, l - ^(u/2 + a2)
'0 -'0

t-l.
'ï'7Z,_i,5, =

\rîk
.,2 i .../2~{v"+w'^d^

•X ^
v — / w"a dri d f,

'0 ./O
'x f^

w + / / va drj df,
'0 -'0

(2.20)

(2.21)
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La vitesse angulaire O?TZ, _, 5, du repère <S, par rapport au repère 7?-,_i

s'exprime à l'aide de la matrice de rotation RS, (2.20) ainsi que précisé

à la section 2.4 (équation (2.5)). En appliquant (2.5) sur (2.20) et en ne
conservant que les termes d'ordre deux ou moins, tout en rearrangeant les

termes pour mettre en évidence l'anti-symétrie de ù^ s,i on obtient la

vitesse angulaire suivante:

t-1.

~^n,-i,s, =

à + / (v'w" - w'v")d^
/0 r-.

-w' - l [av" - v'à'}d^
'.0

v' + l {w'a - aw")d£,
,0

°ù 0 = fi.

(2.22)

2.6 Energie et forces

2.6.1 Energie cinétique

En se rappelant qu'on néglige l inertie de rotation d'une section de la

poutre, l'énergie cinétique d un élément dm, de la membrure situé à la position

x s écrit:

^PTdm • Tdmdx (2.23)Tdm = 7;PTdm • Tdmdx

avec p la densité linéaire du matériau. Si on a supposé la vitesse de rotation

petite, il faut linéariser (2.23) à l'ordre deux par rapport aux coordonnées

rigides et flexibles. L'énergie cinétique totale de la membrure i s obtient en

intégrant Tdm de 0 à /, la longueur de la membrure. Cela donne:

T. = 7, i prdm • ïdmdx (2.24)
fo

T;

»

2.6.2 Energie potentielle

L énergie potentielle provient de deux sources: la flexibilité de la mem-

brure et la gravité. L énergie potentielle due à la flexibilité s écrit:

^•4 ff"" '"" a'l
El. 0

0
0

El.

0
0

0 GI.p J

w
a'

dx (2.25)
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avec E le module de Young, G le module de torsion, ly et 7^, les seconds

moments d aire selon y et z et Ip le moment polaire.

L'énergie potentielle due à la gravité s'écrit:

r'.

Vg, = - / /?flr • rdm^a"
,0

(2.26)

avec g le vecteur de l accélération gravitationnelle et Tdm la position d un

élément dm de la poutre telle que donnée par (2.2).

2.6.3 Fonction de dissipation de Rayleigh

L amortissement dans les membrures flexibles est un sujet complexe. Pour

cette raison, on choisit souvent des matériaux ayant très peu d amortissement

afin de pouvoir le négliger. Un modèle possible d'amortissement structural est

le modèle de Voigt-Kelvin qui donne la relation suivante entre la contrainte

et la déformation (Nashif et al., 1985):

a=E{e+K^) (2.27)

avec Ke le coefficient d'amortissement interne. Ce modèle représente assez

bien le comportement des matériaux à, basses fréquences mais a tendance à

sur-amortir les hautes fréquences.

La fonction de dissipation de Rayleigh s écrit alors:

fi,4f["" "" "']
EI^Ke

0
0

0
'^

0
yK'e

0
0

G Ip Kg

V" ~

w"

à'
dx (2.28)

avec K-e et Kg les coefficients d'amortissement interne en flexion et en torsion.

En général, on considère Kg w Ke-

2.6.4 Forces généralisées

En général, pour un robot flexible il n y a pas d actionneur agissant direc-

tement sur les membrures. L action se produit au niveau de l articulation par

l'intermédiaire du moteur. Les forces généralisées associées à une membrure

flexible sont donc nulles.



2.7. DISCRETISATION 15

2.7 Discrétisation

Jusqu'à présent aucune attention spéciale n a été portée au fait qu une

membrure flexible est un système à paramètres distribués. Cette caractéris-

tique se traduit par la dépendance des déformations v, w et a de l espace x

et du temps t:

v=v(x,t), w=w{x,t), oc=a{x,t)

La dynamique de la membrure flexible est donc représentée par des équations

aux dérivées partielles.

Dans le cas d'un robot, les coordonnées des moteurs et des articulations

sont discrètes4 tandis que celles des membrures sont distribuées. Le système

d'équations résultant est donc hybride, c'est-à-dire composé d'équations aux

dérivées ordinaires et d'équations aux dérivées partielles. Un tel système

présente certains avantages au niveau de l'analyse. Par contre, il est difficile

à utiliser pour la simulation ou le contrôle en temps réel.

Une approche plus pratique est de discrétiser spatialement les déforma-

tions en les exprimant en terme de séries. L expansion modale établit que

la réponse d'un système linéaire peut s'exprimer comme la somme infinie

de ses modes propres (Meirovitch, 1967). En pratique, les modes propres ne

peuvent être trouvés que pour des cas simples. On utilise donc des méthodes

approximatives. Ainsi, la méthode des modes supposés permet d'écrire:

v(x,t)=V^T{xWt) w(x,t)=w(f>T(x)wri(t} a{x,t)=a^T{x)^(t) (2.29).

v(f),vrjç^vv w(f),wr]ç^w a(f),ar] 6 ^a

Les vcf){x), w(f){x) et a(f){x} sont composés de fonctions admissibles qui satisfont

donc les conditions frontières géométriques. Ces fonctions sont des formes

qu'on suppose pour la membrure. Les ri(t) représentent les coordonnées gé-

néralisées discrètes. A une membrure flexible, on associe donc le vecteur de

coordonnées généralisées suivant:

9,

"T?

wrj
a,•ri

(2.30)

4Elles ne dépendent que du temps et pas de ['espace.

5Cette méthode s'apparente aux méthodes de Ritz.
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de dimension n j = i/y + v^ -\- Va.

En utilisant la méthode des modes supposés, une déformation est repré-

sentée par une somme pondérée des fonctions de forme où les facteurs de

pondération sont les coordonnées généralisées. La série converge pour un

nombre de fonctions suffisamment grand. Un choix judicieux des fonctions

de forme permet de réduire le nombre de termes dans la série ce qui présente

certains avantages pour le contrôle. Le nombre de modes à retenir dépend de

la plage de fréquences qui est excitée et de la différence entre les modes de

déformations réels et ceux supposés.

La contribution de chacun des modes varie selon les conditions et est

donc difficile à quantifier exactement. L'idée générale est de voir quel est

l apport d un mode supplémentaire au mouvement. Par exemple, une simu-

lation réalisée avec deux fonctions de forme est comparée à une autre pour

laquelle trois fonctions sont utilisées. Si la différence entre les deux simula-

tions est minime alors deux fonctions sont suffisantes. Par contre, une autre

simulation peut infirmer ce résultat. Si le système est excité à la fréquence

du quatrième mode, celui-ci va entrer en résonnance. Mais avec seuleçient

deux modes conservés, cette résonance n apparaît pas en simulation. Cette

méthode de comparaison a le désavantage de ne pouvoir s appliquer avant

de faire la simulation. Il existe certaines méthodes permettant de déterminer

l importance d un mode sans avoir à faire de simulation (Hughes, 1987, van

Woerkom, 1990).

Le nombre de modes à utiliser dans la méthode des modes supposés est le

facteur le plus important pour la validité de cette méthode. Il faut faire une

nuance entre l approximation des fonctions propres d'un système linéaire par

des fonctions approximatives et l'approximation du système par l'expansion

modale qui est une méthode exacte lorsque le nombre de modes tend vers

l infini. En effet, dans l expansion modale de l'équation aux dérivées partielles

linéaire, seuls les deux premiers modes peuvent avoir de l importance. Par

contre, pour bien approximer ces deux modes, il peut être nécessaire d'utiliser

trois ou quatre fonctions admissibles.

Exemple Considérons le cas d'une membrure en cotation (fîg. 2.5). La

membrure étant encastrée dans l'axe implique les conditions frontières géo-

métriques suivantes:

v{x=0,t} =0 et v'(.c =0,<) = 0
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Figure 2.5: Membrure en rotation

Un bon choix pour les fonctions V4>{x) est de prendre les modes naturels d'une

poutre encastrée sans charge à l extrémité. En supposant que pour la plage

de fréquences désirée, trois modes suffisent, la déformation v en un point

quelconque de la poutre est représentée à la figure 2.6.

Si des fonctions polynomiales avaient été choisies, il en faudrait probable-

ment plus pour atteindre une précision donnée. Remarquons que dans le cas

linéaire, le meilleur choix que l on puisse faire est de prendre les fonctions

propres du système. Il faut cependant qu'elles puissent se calculer.

D'autres méthodes existent pour approximer les déformations. Ces mé-

thodes sont basées sur la définition de polynômes par morceau par opposition

aux méthodes de Ritz qui utilisent une fonction définie sur toute la longueur.

Par exemple, Dancose et al. (1989) utilisent des splines cubiques tandis que

Truckenbrodt (1980) prend des B-splines cubiques. Il est aussi possible d'uti-

User la méthode des éléments finis (Gerardin et al., 1983, Levinson et Kane,

1981). Ces méthodes exigent en général un plus grand nombre de termes pour

bien représenter le système.

2.8 Conclusion

Ce chapitre a permis d'établir les relations de base pour modéliser une

membrure flexible. Le modèle est général car trois déformations sont consi-

dérées et le mouvement de la base de la poutre est supposé comme étant

quelconque. Les énergies et la fonction de dissipation de Rayleigh ont été

obtenues en fonction des déformations qui sont des variables continues sur

l'espace. Il faut donc susbstituer la discrétisation des déformations avant

d'appliquer la méthode de Lagrange.
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Modèle
mathématique V (x,t)

Figure 2.6: Déformation v en fonction des modes naturels d une poutre en-

castrée



Chapitre 3

Exemple de modélisation

3.1 Introduction

Ce chapitre présente la modélisation d'une membrure flexible en rotation

dans le plan horizontal. Seule la déformation dans le plan de rotation est

considérée. La première section présente le système modélisé et établit les

hypothèses. Dans la deuxième section, on obtient un modèle linéaire en con-

sidérant la vitesse de rotation petite. La troisième section discute du modèle

lorsqu'on ne fait pas l'hypothèse de faible vitesse de rotation. Cela implique

donc de considérer la cinématique au deuxième ordre. Cette section peut être

sautée dans une première lecture mais j encourage le lecteur à regarder le gra-

phique 3.2 qui montre ce qui se passe lorsqu on ne considère pas la vitesse

de rotation petite tout en se limitant au premier ordre pour la cinématique.

Le système devient instable à une certaine vitesse de rotation.

3.2 Le robot flexible modélisé

Le robot modélisé est présenté à la figure(3.1). En plus des hypothèses du

chapitre 2, on considère que la poutre est uniforme. La densité /?, le module de

Young £, le secon.d moment d aire 1^ et le coefficient d amortissement interne

Kg sont donc constants. Cette hypothèse simplifie le calcul des intégrales. La

poutre à une longueur /, A la base, le moteur applique un moment T. L inertie

du moteur est Im et son amortissement visqueux est fJ,m- Enfin, la poutre n'est

flexible que dans le plan horizontal, seule la déformation v{x,t) existe donc.

19
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ll

'Im' Pm

Figure 3.1: Membrure flexible en rotation dans le plan horizontal

Les référentiels suivants sont utilisés: un référentiel inertiel T et un réfé-

rentiel en mouvement 7?,i. Il n est pas nécessaire de considérer un repère Si

sur la poutre car les relations du chapitre 2 ont été obtenues en fonction des

vecteurs unitaires du repère attaché à la base de la poutre, ici Tî.-i.

3.3 Modèle linéaire

Un modèle linéaire est obtenu en considérant que la vitesse de rotation

de la base est petite. Cela permet de limiter la cinématique à l'ordre un. Je

rapelle l'importance de faire cette hypothèse lorsqu'on limite la cinématique à

l ordre un. Sinon le modèle obtenu présente la caractéristique peu intéressante

d'avoir ces fréquences naturelles qui diminuent lorsque la vitesse de rotation

augmente. Cette situation est évidemment impossible physiquement.

Le développement du modèle est suffisamment détaillé pour que le lecteur

puisse le refaire aisément . Etant donné que la discrétlsation n est nécessaire

que pour l application de la méthode de Lagrange, les énergies et la fonction

de dissipation de Rayleigh seront obtenues en utilisant la forme continue de

•la déformation v. Par la suite le Lagrangien sera écrit sous forme discrète.

1 C'est-à-dire qu'il n'a pas d'accélération.
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9= (3.1)

3.3.1 Cinématique

Les coordonnées généralisées du système sont:

«
[vr1.

avec:

vrj € 3T"

où Vv est le nombre de termes retenus pour discrétiser la déformation v.

Etant donné que la base ne se déplace pas en translation, la position

absolue d un élément dm est égale à la position par rapport à 7?.i. Elle est

donc donnée directement par (2.1):

T dm

x

v

0
(3.2)

L'indice l dans lr^n indique que le vecteur est exprimé en utilisant les vec-

teurs unitaires du repère 7?.i. La vitesse absolue de l'élément dm est (de 2.3):

ÏTdm = ÏT'dm + ÏWÏ x lrdm (3.3)

La vitesse de rotation du repère 7?.i est: lu»i = Oh] tandis que la dérivée de

^Tdm dans 7?.i s'écrit: V^ = vJi. L'équatlon (2.3) se récrit donc:

~fdm =

-0v

v+ x0

0
(3.4)

3.3.2 Energie et forces

L'énergie cinétique du moteur est:

Tm = ^ï-m.6' (3.5)

L'énergie cinétique d'un élément dm s'obtient de (2.23)

Tdm = 7.P T dm • T dm dx

= - (p02v2 + pvî + îpxQv + px2è2) dx (3.6)
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La linéarisation de l'énergie cinétique d'un élément dm à l'ordre deux par

rapport à 0 et v donne:

Tdm = ( ^pi^ + px6v + ^px202} dx
l
2' (3.7)

L énergie cinétique du système s obtient en intégrant Tdm sur la longueur de

la poutre et en y additionnant T^i'-

T = ^Im02 + l ( ^pV2 + px9v + ^px202} dx
'0

= ^Im+Çjè2+/^pxèv+^pv2)dx (3.8)

L'énergie potentielle du système provient uniquement de la poutre flexible.

Elle est donnée par (2.25):

v =^EI^ l v"2dx
2 JQ

(3.9)

Tandis que l amortissement provient du moteur et de la poutre. La fonction

de dissipation de Rayleigh s'écrit donc (de 2.28):

R = ^m0î + \EI^ f v"2dx
'0

(3.10)

La seule force externe est le moment appliqué par le moteur. Le vecteur

de force généralisée est donc:

Q= Qm

Qr,\

T
0

(3.11)

où 0 a la dimension de vrf.

3.3.3 Discrétisation

La discrétisation se fait en appliquant la méthode des modes supposés

(2.29):
v{x,t) = v(f)T(x)vri(t) (3.12)
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avec V4>^v'n € SRI/". Le Lagrangien s'écrit donc:

L = T-V

= ^ (im + ^} 02 + PS f' xv^Tdxvr, + \pvriT f' V^T dxvif
'0 Z JO

- ^EI^T IVWTdxvr] (3.13)
2 Jo

Tandis que la fonction de dissipation de Rayleigh devient:

R = \^02 + \EI^Vi]T f W/r^ (3.14)
fo

3.3.4 Dérivation des équations

Pour obtenir les équations du mouvement, il faut maintenant appliquer

les équations de Lagrange (Piedbœuf, 1992). Pour la poutre en rotation, ces

équations s écrivent:

±Aa^}-9é+SÊ.=Q. -1,2,...J+-. (3.15)
dt \Qq,) Qq, ' 9qi

avec les coordonnées généralisées q, données par (3.1).
Pour la coordonnée généralisée du moteur, 0, les différents termes de

(3.15) donnent:

QL _ (, , ^,, ^
90 K+ 0+p l xv(f>Tdxvrj (3.16)

,0

iS) = ('^Y^!:^ (3.H)
^ ° « f3-'8)

= ^m0 (3.19)Qè - ^mv

En remplaçant (3.17) à (3.19) dans (3.15), on trouve l'équation du mouve-

ment associée à 0:

Im + ppj 8 + PJ Xv^rdxvTÎ +^0=T (3.20)
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Dans le cas des coordonnées généralisées associées à la membrure flexible,

les équations du mouvement s'écrivent en une étape en appliquant les équa-

tions de Lagrange avec le vecteur vr) plutôt qu avec un scalaire. L équation

(3.15) se récrit:

d_(9L^_9^^9R_^
7t[^,)~^+^=o (3-21)

Les différents termes apparaissant dans (3.21) s écrivent:

9f- = pè f' xv(f)dx + p j1 v(f>v<f)Tdxvi] (3.22)
'0 •'0

Tt(^) = ^^^W^ (3.23)
^ = -E^f'W'Tdxvrj

,0

^ = EI^ f' VWTdxvr)
,0

(3.24)

(3.25)

En remplaçant (3.23) à (3.25) dans (3.21), on trouve l équation du mouve-

ment associée à VT]\

pQ f xv(j)dx + p f v(f)v<pT dxvr)
'0 ./O

+ EI^, l ' v(j)"v<p"Tdxvri + El, l vfj)"v(f)"Tdxvrj = 0 (3.26)
'0 -'0

Sous forme matricielle, les équations du mouvement (3.20) et (3.26) se

récrivent:

Mq + Bq + Kq = / avec q =
^

(3.27)

Les matrices de masse A/f, d'amortissement B et de rigidité K ainsi que le

vecteur des forces appliquées / s écrivent:

M =
An + ^ ^ // a;^T^
( " ' ^

p l xv<pdx p f V^Tàx
'0 JQ -l

(3.28)
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B =

K

/ =

P-m

0 EL

OT

0

0 El,

T
0

^e/_ W
'0

or

' V4>"v^dî
,0

dx
(3.29)

(3.30)

(3.31)

où 0 est un vecteur ayant la dimension de VT).

3.4 Modèle non-linéaire

Cette section2 discute du cas où la vitesse de rotation de la base n'est

pas petite. Il faut alors utiliser la cinématique à l'ordre deux pour obtenir un
modèle correct. C'est-à-dire un modèle qui reflète bien l augmentation de la

rigidité avec la vitesse de rotation.

3.4.1 Cinématique

La cinématique d'une poutre flexible à l ordre deux a été développée à la

section 2.5. La position d'un élément dm sur la poutre est donnée par (2.21).

Sachant que la base ne se déplace pas et ne considérant que la déformation

v, on obtient l équation suivante pour la position absolue d un élément dm:

r dm =

x-i l~v'2d^
,0
v

0
(3.32)

La vitesse absolue d'un élément dm s'obtient en appliquant (2.3). On obtient:

v'v'dS, - 0v

v+è(x-^^vl2d^'f dm =

0

(3.33)

2Cette section peut être sautée sans perte de continuité.
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3.4.2 Energie

Seule l'énergie cinétique va différer du cas linéaire. L'énergie cinétique

d un élément dm est:

Tdm = \p ( r w'd^} + pèv fx v'v'd( + \p'Qîvî + \pvî + pxèv
4 \Jo / Jo 2 2'

- ^pèv r vlî ^ + \pxîQÎ - \px'QÎ r v'î ^
2 Jo 2 2 ./a

•X

+ y [ l ^ ^ dx (3.34)

La Hnéarisation de l énergie cinétique à l'ordre deux par rapport à v donne:

Tdm = (\POÎVÎ + \pV'1 + pxèv + \pxî6î - \pxè2 lx v'2 d^} dx (3.35)
2 2 2 7o

Par rapport au cas linéaire (3.7), on voit que l'énergie cinétique en considérant

une grande vitesse de rotation comporte deux termes supplémentaires. Le

premier provient d un terme d ordre un dans la cinématique d'une membrure

flexible tandis que le deuxième résulte d'un terme d'ordre deux.

Etant donné que l énergie potentielle n est pas affectée par les termes

d'ordre deux, on peut écrire directement le Lagrangien sous forme discrète:

L = ^(lm+PL}è2+pè f'x^Tdxvr,+^T f'V^Tdxvr,
2 \ '" 3 j ' JQ ' ' 2' ' Jo

4-l^T f ^Tdxvr]-^p6îurfT f x fx v^'v<p'T d^dxun
2 Jo 2 Jo JQ

- ^EI,VT)T fv(f>"v(f)"Tdxvr] (3.36)
'0

3.4.3 Dérivation des équations

On peut maintenant appliquer la méthode de Lagrange. Pour la coordon-

née 0 du moteur, on obtient l'équation suivante:

Im + p^-} e+p f xv(f)Tdxvri + p6vr]T f v(f)v(t)Tdxvrj + 2pOvr]T f V^T dxv'r]
3 / Jo JQ Jo
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- p0VT]T 1x1 v(f)tv(f>'T d^dxvv] - 2pèvr{T 1x1 v^'v(f>'T d^dxvi] + ^0 = T
'o Jo Jo Jo

(3.37)
On constate que (3.37) possède des termes d ordre deux en vrj. Etant donné

qu'on désire une équation exacte à l ordre un seulement, ces termes peuvent

être éliminés3. L'équation du mouvement pour 0 se récrit donc:

^ + PFj 0 +p^xv(f)Tdxvri +^Ô=T (3.38)

On constate qu à l ordre un l'équation associée à 6 lorsqu on ne considère pas

0 petit est la même que pour le modèle linéaire (3.20).

Pour les coordonnées flexibles VT] l'équation du mouvement est:

p6 l xv(f)dx+p f v(f)v{l)Tdxvri-pè2 l'v(f)v(f)Tdxvîî+pè2 [ x /- v(f)'v4>IT d^dxvr)
f0 "'0 JQ JQ JO

+ EI^K, l v(f)"v^dxvf) + El, f v(f)"v4>la 'dxvr{ = 0 (3.39)
'0 .70

On constate que par rapport à l'équation du modèle linéaire (3.26), (3.39)

possède deux termes supplémentaires. Le premier:

-pè2 l ~ v<f)v(f)T dxvr]
,0

provient d'un terme d ordre un dans la cinématique. Ce terme diminue la

rigidité lorsque la vitesse de rotation augmente. Le deuxième terme:

+pèî l x l WT d^dxvr)
'0 -'0

est dû au terme d ordre deux dans la cinématlque et il augmente la rigidité

lorsque la vitesse de rotation augmente.

Afin d'étudier l'efFet de ces deux termes, on linéarise le modèle autour

d'une vitesse de rotation donnée. Ensuite on regarde la fréquence du premier

mode en fonction de la vitesse de rotation lorsque la cinématique est limitée à

l'ordre un et lorsqu'on la développe à l'ordre deux. Pour la démonstration, on

30n peut même dire que ces termes doivent être éliminé car si on voulait un modèle

exact à l'ordre deux, il faudrait développer la cinématique à l'ordre trois afin d'avoir un

modèle consistant.
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néglige l amortissement. La matrice de masse reste identique à (3.28) tandis

que le seul terme non-nul dans la matrice de rigidité (3.30) devient:

-pè2 l v(f)v<pTdxvr]+pè2 l x l~v(f)'v(f)'Td^dxvr]+EI, l v(f)"vcp"T dxvr] (3.40)
'0 ~ JQ JQ ~ ~ JO

La solution du problème aux valeurs propres:

(ù;2M - K)q = 0 (3.41)

donne les fréquences propres du système. En utilisant les valeurs suivantes:

E = 71 G'Pa, /? = 0,349 kg fm L =2,2 m, /, = 1,32 x 10-9 m4, on obtient

les équations suivantes pour le carré de la première fréquence:

c^(i) = 305.6-2.1602 (3.42)

t4(2) = 305.6+0.41802 (3.43)

où Uof^ est la fréquence lorsque la cinématique à l'ordre un est utilisée tan-

dis que u^,^ est la fréquence en utilisant la cinématique à l'ordre deux. Le

graphique 3.2 montrant le rapport u /a;j_ . est frappant. Lorsqu'on ne con-

sidère pas les termes d'ordre deux dans la cinématique, la fréquence diminue

et ^2/^J^Q devient même négatif. De plus on constate que l'efFet du terme

provenant de la cinématique à l'ordre un est assez marqué. Il ne peut donc

pas être négligé tel que mentionné par certains auteurs sauf si on ajoute

l hypothèse que la vitesse angulaire 0 est petite.

3.5 Simulation

- Afin de pouvoir simuler le système, il faut calculer les intégrales des fonc-

tions de forme. Notons que toutes ces intégrales sont indépendantes du temps.

Elles peuvent donc être calculées hors ligne une fois pour toute. Le vecteur

des fonctions de forme s'écrit:

"0=

h
^2

où Vy est le nombre de fonctions de forme retenu. Deux possibilités pour

construire les fonctions de forme sont discutées: prendre les fonctions propres

d une poutre encastrée sans charge ou choisir les splines cubiques.
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1.4

iném. ord. 2
ord.O

Çiném. ord. l
6 ord. l

Çiném. ord. l
6 ord. 0

4 6 8 10

Vitesse de rotation (rad/s)

Figure 3.2: Première fréquence d'une poutre en rotation en négligeant les

termes d ordre deux et en les incluant
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3.5.1 Fonctions propres de la poutre encastrée sans

charge

Ces fonctions sont les solutions de l'équation aux dérivées partielles sui-

vante:

- pv - EI^v"" = 0 (3.44)

VQ = 0 v'o = 0 v'i = 0 < = 0

Fonctions propres Les fonctions propres, solution de (3.44) et des condi-

tions frontières associées, sont:

v<l>i(x) = a,
A.a; . , \iX . ( \iX , \iX

sin — — sinh — + e, | cas — — cosh —— (3.45)

avec

,4 _ P^L4A4=
El,

où U{ est la fréquence naturelle du î mode en radians par seconde.

La constante e, apparaissant dans l'équation de v<f)i (3.44) est:

sin À. + sinh A;
c' = -—T—E-T— (3-46)

cas A, + cosh A,

Equation caractéristique Les valeurs propres À, sont les solutions de

l'équation caractéristique:

cosÀ.cosh \, + l = 0 (3.47)

Relations d'orthogonalité Deux relations d'orthogonalité permettent de

déterminer les valeurs des constantes de normalisation a;.

f' ^ .... _ ^ -.

pWjdx = S,, (3.48)
'0

EI^'^dx = ^S,j (3.49)
0

où Sij est le delta de Kronecker. Les deux conditions d orthogonalité étant

redondantes, la deuxième peut servir à valider les résultats.
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3.5.2 Splines cubiques

Les fonctions propres d une poutre encastree utilisées dans la section pré-

cédente sont définies sur toute la longueur de la poutre. Ceci implique donc

une fonction relativement complexe ce qui peut causer certains problèmes

numériques. Un moyen d'éviter cela est de définir les fonctions proposées par

morceaux. La poutre est alors divisée en un certain nombre d'intervalles et

un polynôme de degré réduit est utilisé pour chaque intervalle.

Une façon de générer ces polynômes est d'utiliser les splines cubiques

(e.g. Dancose et al., 1989, Gebler, 1987) ou encore les B-splines cubiques

qui permettent de réduire le nombre d'intervalles (Truckenbrodt, 1980). La

méthode des splines s'apparente aux méthodes d'éléments finis. La différence

est que les splines exigent la continuité jusqu à la dérivée seconde entre deux

polynômes alors que les éléments finis ne demandent que la continuité de la

dérivée première.

Cette section n a pas pour but d'exposer la théorie des splines ou des

éléments finis mais de donner au lecteur des fonctions de forme simples. Cela

permettra de solutionner les différentes intégrales du modèle sans trop de

difficulté.
Pour une membrure flexible de 0, 625 m de longueur avec p = l, 12 kg fm

et EIz = 218 Nm , Gebler (1987) propose les deux fonctions cubiques sui-

vantes:

VW = (x-^ (3.50)

"^= lœ'-K^ <3'51'

Gebler (1987) indique que ces fonctions donnent des résultats satisfaisants

pour un robot expérimental. Notons que ces fonctions sont définies pour un

seul intervalle, dont la longueur est la longueur de la membrure.

3.6 Conclusion

Ce chapitre a illustré la modélisation d'un robot flexible à l'aide de

l exemple maintenant classique d une membrure en rotation dans le plan

horizontal. La modélisation a été faite en utilisant la méthode de Lagrange.

Une comparaison des modèles obtenus en considérant la cinématique à l'ordre
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un et à l'ordre deux montre l'importance de considérer la vitesse angulaire

petite lorsqu'on utilise la cinématique à l ordre un.



Chapitre 4

Conclusion

Ce rapport à introduit la modélisation des robots flexibles en utilisant la

méthode de Lagrange. On a modèlisé une membrure flexible type en suppo-

sant qu'on connaît le mouvement de la base de la membrure. Lors du dé-

veloppement de la cinématique d'une membrure flexible, on a insisté parti-

culièrement sur l importance de développer la cinématique à l ordre deux si

les vitesses angulaires et les forces appliquées ne sont pas petites. La modé-

lisation a ensuite été illustrée sur une membrure flexible en rotation dans le

plan horizontal.

33
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