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0. SOMMAIRE

Le probléme de modélisation de la dynamique de systémes mécaniques composés de corps
rigides assujettis a des contraintes holonomes et nonholonomes est discuté. Fondé sur les
approches de Denavit-Hartemberg et de Kane, et sur les notions de coordonnées, vitesses et forces
généralisées, le développement que nous présentons est applicable & de nombreux systémes qui
doivent étre pris en ligne de compte dans l'automatisation industrielle avancée. Parmi ces systémes
il y a, a titre d’exemple, les manipulateurs a chaine ouverte ou a chaine fermée, les robots mobiles
et les ponts roulants. La modélisation de la dynamique d'un manipulateur plan avec deux degrés de
liberté, d’uh tracteur-remorque, et d'un robot mobile avec roues motrices indépendantes illustrent la

méthode.




1. INTRODUCTION

L'automatisation avancée de machines industrielles, comme les robots manipulateurs, les ponts
roulants, les véhicules de transport et les chargeurs-transporteurs, exige que divers problémes soient
résolus. Suffit de penser au probléme de la détermination des forces qui sont nécessaires pour
qu’une machine exécute une commande assignée, au probléme de faire qli’un véhicule emprunte un
chemin désiré, a la planification des tiches et a d’autres problémes semblables. A son tour, une
solution efficace a ces problémes exige une solide compréhension des relations qui existent entre
les forces et les couples appliqués a la machine, et les accélérations, vitesses, positions et
orientations qui s’ensuivent (voir par exemple, DeSantis et al. (1994, 1995)).

Ces relations sont étudiées en détail (sous la rubrique «modélisation») dans différents livres
d'introduction a la robotique (par exemple, Kane et Levinson (1983), Spong et Vidyasagar (1987),
et Craig (1989)), ainsi que dans des articles spécialisés (par exemple, Kane et Levinson (1985),
Nikravesh et al. (1985), et Saha et Angeles (1991)). Il n'est cependant pas toujours facile d'extraire
de cette documentation une réponse a certaines questions fondamentales soulevées par la
modélisation des systemes qui sont d’intérét en robotique. Comment peut-on formuler le modele
de la dynamique d'une machine industrielle? = Comment les contraintes holonomes et
nonholonomes interviennent-elles dans la description de ce modele? Pourquoi la dynamique d'un
manipulateur robotique posseéde-t-elle les propriétés structurelles que nous leur tenons pour acquis
(telle une forme spéciale pour le modele d'état, la propriété positive définie de la matrice d'inertie, la
relation spéciale entre la dérivée de la matrice d'inertie et la matrice de Coriolis et les forces
centripetes)? Dans quelle mesure la dynamique d'autres systemes mécaniques d'intérét partage-t-
elle ces propriétés? Par exemple les ponts roulants, les véhicules de transport et les véhicules de
chargement-transport-déchargement posseédent-ils ces propriétés? Dans quelle mesure les méthodes

de modélisation et les techniques de controle hautement raffinées mises au point pour les
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manipulateurs robotiques peuvent-elles étre appliquées a d'autres types de mécanismes? Avec
quelles modifications, quelle efficacité de calcul et quelles hypothéses physiques supplémentaires?
Le présent document a pour but de contribuer & répondre a ces questions en présentant une
méthode de modélisation systématique et unifiée applicable a divers systémes mécaniques (dont
ceux mentionnés ci-dessus). Fondées sur 1'approche bien connue de Kane et fortement influencées
par le récent ouvrage de Saha et Angeles (1991), les étapes de cette méthode sont élaborées de
facon a accentuer l'intuition et I'importance physique de méme que sa valeur du point de vue
pédagogique. En plus de concepts élémentaires que 1'on retrouve, par exemple, dans les chapitres 1
a 3 de Spong et Vidyasagar (1987), nous nous appuierons sur les notions de matrices jacobiennes,
de vitesses admissibles dans l'espace opérationnel et dans l'espace de configuration, de forces

généralisées et de coordonnées généralisées, de contraintes holonomes et nonholonomes.

2. CINEMATIQUE D'UN ENSEMBLE DE CORPS RIGIDES

Une machine industrielle peut étre vue comme un systéme mécanique formé de n corps rigides
dans un espace tridimensionnel. Nous associons & chacun de ces corps un repére a trois dimensions
et décrivons la position et I'orientation du i-¢me corps a l'aide du vecteur x;:= [¢;' &1, i=1,2.. n, ol ¢;
fournit les coordonnées de I'origine du repere du corps par rapport a l'espace opérationnel (souvent
appelé également espace Cartésien ou espace de travail) et &; décrit l'orientation du corps. & peut
correspondre a une matrice de rotation, un vecteur Euler, un triplet d'angles d’Euler, un quaternion
ou toute autre description appropriée d'une orientation (voir Annexe A).

Nous décrivons la vitesse du i-€éme corps par rapport a l'espace opérationnel avec un vecteur
vi = [vi' Qi']', ou v; représente la mesure, par rapport au repére du corps, de la vitesse du centre de
masse du corps et Q; la mesure de la vitesse angulaire. Nous associons la matrice de vitesse

angulaire a la vitesse angulaire €; :



‘Qiy Qix 0 . (1)

L'ensemble des positions et des orientations des n corps du systéme est décrit par le vecteur

composé

xX=0' %2 X'l 2)
I'ensemble des vitesses par le vecteur
vi=[v' vy Lvp'T. 3)
Dans la plupart des applications, les corps du systéme mécanique sont soumis a un ensemble de
contraintes de position et d'orientation. Ces contraintes (appelées contraintes holonomes) peuvent
souvent €tre modélisées au moyen d'un ensemble d'équations scalaires de 1a forme suivante
hi(x)=0, i=1, ..., p1. “4)
En supposant ces équations indépendantes, il suit que les valeurs admissibles de  peuvent étre
décrites en tant que fonction d'un vecteur de coordonnées généralisées (vecteur de configuration)
qeRP,
x=1(q). ®)
La dimension de q correspond généralement au nombre de degrés de liberté du systéme mécanique
et est égale a 6n-p;.
La présence de contraintes holonomes induit la présence de contraintes de vitesse. De fait, 4

partir des équations 4 et 5 (en se servant des formules de propagation établissant la relation de Q; &

la dérivée temporelle de &), il suit que les vecteurs v; peuvent étre exprimés comme suit

v, =Ju:(q)q, i=1-n. (6)




Dans cette équation, § est la vitesse dans I'espace des configurations; Ju(q) est une matrice 6*p (la
matrice jacobienne du i-€me corps), dont les colonnes (vitesses partielles holonomes) sous-tendent

le sous-espace des vitesses dans l'espace opérationnel, qui sont compatibles avec les contraintes

holonomes. Introduisant la matrice composée (de dimension 6n*p)

=" 2" oo ]’ 7

nous pouvons réécrire I'équation 6 sous la forme plus concise :

v=J, (q)q . ®)

Dans certains systemes (comme par exemple les véhicules de transport, les robots mobiles avec

roues et les ponts roulants), le vecteur de vitesse, v, est assujetti a des contraintes dont l'origine est

indépendante de la présence des contraintes holonomes. Ces contraintes supplémentaires (appelées

contraintes nonholonomes) souvent peuvent étre décrites par un ensemble d'équations de la forme
suivante :

gpv=0,i=1,.., 4. 9

En se servant des équations 5 et 8, I'équation 9 peut étre alors formulée comme suit :

H(q)q =0 (10)

H(q) := g (f (@) Jn(@) (11)
et
gt@)=[ 2:1(q)" &)’-.. gu(@)’T"-
En supposant que H(q) soit une matrice de plein rang, I'équation 10 suggére que § peut étre
représenté comme suit :
q=J,(q)o aeR {=p-1,, (12)
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ou o est le vecteur des vitesses généralisées; Jn, est une matrice de plein rang p* ¢ (matrice
orthogonale complémentaire de H(q), Saha et Angeles 1991) telle que
Hlpm =0. (13)

Avec l'introduction de la matrice Jacobienne (avec dimension 6n*¢)

V=T, Ty | (14)
des équations 8 et 12, il suit
v=Ja (15)
et, conséquemment,
v=Ja+Ja. (16)

Remarque 2.1. Les vecteurs des coordonnées généralisées q et des vitesses généralisées o ne sont
pas définis d’une fagon unique. Comme il sera illustré dans les exemples 2 suivre, un choix
appropri¢ de ces vecteurs émerge souvent d’une fagon naturelle 4 partir de considérations
physiques. Des lignes directrices (visant a faire que ce choix soit efficace au point de vue de la

simplicité des équations qui s’en suivent) peuvent étre retrouvées dans Mitiguy et Kane 1996.

Remarque 2.2. En analogie a J, les colonnes de I, (vitesses partielles nonholonomes) sous-
tendent le sous-espace des vitesses au sein de l'espace de configuration qui sont compatibles avec
les contraintes nonholonomes. Les colonnes de J (vitesses partielles holonomes et nonholonomes)
sous-tendent le sous-espace des vitesses dans l'espace opérationnel qui sont admissibles en vertu de

I'imposition simultanée des contraintes holonomes et nonholonomes.

Remarque 2.3.  Un manipulateur robotique peut étre vu comme un systéme mécanique formé d'un
ensemble ordonné de n corps rigides (segments). Chaque segment a deux segments adjacents, sauf

le premier qui est fixe (la base) et le dernier (le segment terminal), qui n'en ont qu'un. Le
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mouvement relatif de deux segments adjacents est une rotation autour d'un axe d’articulation (ou
une translation le long d’un axe d’articulation) qui demeure invariant par rapport a chacun des deux
segments. Il suit que le nombre de degrés de liberté du systeme mécanique est égal au nombre de
segments n. Les entrées du vecteur de configuration q sont alors généralement représentées soit par
les angles ou par les distances (variables d’articulation) qui décrivent le déplacement relatif de deux
segments adjacents. De plus, le manipulateur n’étant pas (en général) soumis a des contraintes
nonholonomes, le vecteur des vitesses généralisées o aura la méme dimension de q et il est en
général représenté par la dérivée de q. Les reperes a associer a chaque segment sont choisis en
observant un ensemble de régles cinétiques bien établies (formalisme de Denavit Hartemberg, Craig
1989, p. 77, Fu-Gonzales-Lee 1987, p. 36-37); les entrées de vecteur c¢; correspondent aux
coordonnées de l'origine du i-¢me repere; le vecteur & correspond généralement & la matrice de
rotation décrivant l'orientation du repere par rapport a I'espace opérationnel. Avec le formalisme de
Denavit Hartemberg, la fonction cinétique directe f(q) est normalement décrite en termes des
parametres de Denavit-Hartenberg et des matrices de transformation de base (Craig 1989, p.76). Le
calcul des vitesses, des accélérations, des matrices jacobiennes et de leur dérivées est effectué en
utilisant des formules de propagation des vitesses et des accélérations dont la simplicité est encore

une fois tributaire de I’efficacité offerte par le formalisme de Denavit-Hartemberg.

3. DYNAMIQUE D’UN CORPS RIGIDE

Soit f; la mesure relative au repeére du i-¢me corps de la résultante des forces appliquées au
i-eme corps; soit n; 1a mesure du moment résultant de ces forces relatif au centre de masse du corps.
En supposant que I’espace opérationnel soit un repére inertiel, le déplacement du centre de masse
(cdm) du i-me corps assujetti a I'application de fj et de n; est décrit a 1'aide de ’équation de Newton

(f =ma) qui donne



f, =S(Q;)m,v; + mV, (1)
ou m; est la masse du corps; le changement d’orientation du corps est décrit par de 1’équation

d’Euler (N =dH / dt; H:= moment _de_ quantité_de_movement) qui donne

n; = S(‘Q‘i)jigi + ini @)

1

ol j; est la matrice d’inertie massique relative au repére du corps translaté dans le centre de masse.

Remarque 3.1. La matrice d’inertie d’un corps relative & un repére C est donnée par les

expressions suivantes (voir, par exemple, le chapitre 6 de Craig 1989)

Ixx _Ixy _Ixz
Cy_
I= _Ixy Iyy _Iyz
—Ixz _Iyz Izz

L= [[ (v° +2")pdv

L= [[] xypav

ou p estla densité de masse par unité de volume et V est le volume occupé par le corps.

Remarque 3.2. Les équations 1 et 2 représentent le modéle dynamique du systtme qui est
nécessaire afin de concevoir un éventuel contrdleur. En fait, elles permettent de calculer la force f;

et le couple n; requis pour imposer au i-éme corps une accélération linéaire et angulaire spécifiées.

fonction-temps spécifiée de f; et ni. Tout particuliérement, avec le vecteur c; dénotant les

coordonnées relatives a l'espace opérationnel du centre de masse du corps, et avec & := R; dénotant

-10 -



la matrice de rotation décrivant l'orientation du corps, nous obtenons (le modele utilisé en

simulation)
. f,
v, =—= S(Qi )Vi (3)
m;
Qi = ji_l{ni —S(Qi)jigi “)
R, =RS(Q) &)
¢, =Ry, . 6)
En utilisant les notations
VX QX fX nX
vii=| vy (8 =1Q i ={f, [n;=In, |,
VZ QZ fZ z

en prenant comme hypothése que les axes du repere C coincident avec les axes principaux d’inertie

du corps rigide,
I 0 0
XX
‘1= 0 I 0
Yy
0 0 I
2z
et en observant que
0 Q. Q v, Qv +Q v,
SQvi= | L, 0 -Q v, = Qv —-Qv,
-Q, Q. 0 v, -Qv +Q v,

[0 -2, @ Jre] [u.-1,)9,92,]
S(Qi)jigiz Qz O —Qx Inyy = (Ixx - Izz)QxQz
-Q, Q0 |re. ] |d,-1,)2.9,

les équations (3,4) deviennent

-11-



Qv,—-Q v, f
=1Q,v,-Q,v, |+1/m|f (3"
Qv,-Qv, f

o] [a,-1,)29, /1, [ /1
Q, |=|(1,-L)RQ, /1, [+n, /1
Q L -1,)2,Q /1,| |n,/I, “’)

Remarque 3.3. Si I’on représente 1’orientation du corps rigide avec le vecteur {,:= [Oc B y]',
ou a,B,y dénotent les angles d’Euler (o =lacet, f§ =tangage et y =roulis), alors les équations

(5,6) assument la forme suivante

al |0 sylcB cylcef |Q,
B|=|0 cy -5y || L, (57
y 1 tanfB/sy tanfB/cy | Q,

x cocf casPsy —sacy cosPey +sasy v,
y|=|sacB  sasPsy +cacy sasPey —sasy | v, 6”)
z| | -sp cPsy cfey v,

ou I’on a posé [x y z]‘:= ¢;. Les équations (3°,4°,5°,6’) représentent le modéle d’état de notre

corps rigide. Dans ce modele, I’état est représenté par le vecteur

mesure relative a C de la vitesse angulaire du

corps/repere inertiel;

orientation du corps/repére inertiel;

mesure relative a C de la vitesse du corps/repére inertiel,

coordonnées/repere inertiel de I’origine de C, un repere solidaire avec le corps ayant origine

dans le cdm du corps;

-12-



I’entrée (action de contrdle) est représentée par le vecteur

1

w=| £ @ f n, n, n,

t

mesure relative 8 C du moment résultant de forces appliquées au corps;

mesure relative a C de la résultante des forces appliquées au corps.

Remarque 3.4. Pour des raisons qui deviendront claires un peu plus loin dans le texte, il est utile

de réécrire les équations 1 et 2 sous la forme plus concise :

MV, =-WM,v, + o, @)
ou M; est la matrice de masse étendue,
ml; 0,
M;:= ; 8
03 jl

W = ; , €)

wy, le vecteur force-couple appliqué au corps, est défini comme suit:

1

o:=[f n]". (10)

-13 -




4. DYNAMIQUE D’UN ENSEMBLE DE CORPS RIGIDES

L’équation 3.7 est valide pour i = 1,2,..n. Nous avons donc,

M,v, =-WM,v, + o0,

M,v, =-W,M,v, +®,

.................

ol M;, W et o; sont tels que définis par les équations 3.8-3.10. En introduisant les notations

M : = diag(M;) ¢
W =diag(W;) (2)
oo:=[(n'1 o, wn] B ?3)
nous pouvons alors écrire
Mv=-WMv+o. “4)

En se servant des équations 2.15 et 2.16, il suit
MJI& =-MJG—~WMJa+® . (5)
La prémultiplication par J' des deux membres de cette équation donne
I'MI& =-T'"MIo—-T'WMJo+J'o . (6)
En introduisant la matrice d'inertie
D(q) :=J'MI, @)
la matrice des forces de Coriolis et centripétes
C(q,o):=1T'(MI +WMJ), (8)
et le vecteur des forces généralisées

-14 -



=0, )
on obtient le modeéle dynamique
D(q)é = -C(q, o)+ 7. (10)

La relation entre les forces généralisées, les accélérations, les vitesses, les positions et les

orientations de I’ensemble des n corps peut se résumer par les équations suivantes

A=g,+g,T (1
q=17,(q)a (12)
%= f(@) (13)

ou
g0:=-D(q)" C(q,0)cx (14)

et
gw:=D(q)", (15)

Ces équations représentent le modéle d’état du systéme; le vecteur [0 q'] représente I'état du

systeme; T représente 1’action de controle.

Remarque 4.1. Le vecteur force-couple o peut étre pergu comme décomposable en

O=0,+0, (16)
ol @ (force-couple de contrainte) représente la résultante des forces et des couples qui sont
nécessaires pour que les contraintes holonomes et nonholonomes soient effectivement satisfaites;
, (force-couple actif) représente la résultante des forces et des couples qui influencent d’une fagon
explicite le mouvement du systéme. En supposant que les forces-couples relatifs aux contraintes
n'effectuent aucun travail, w, est orthogonal aux valeurs admissibles du vecteur de vitesse v, i

savoir,

-15 -



Vo, =0. a7n
De 1'équation 2.15, il suit
oT'w, =0 (18)
et, par conséquent, puisque cette derniere équation doit étre valable pour chaque o€ R ¢ ,
T'o, =0. | (19)
Cette derni¢re équation implique T:=J'®w =J'w,. En connaissant ®, on peut alors connaitre ¢,
d’o en intégrant les équations 11 et 13 on peut calculer q et donc . La résultante des forces de

contraintes o, elle peut étre calculée en utilisant 1’équation 4.

Remarque 4.2. Tel que lillustre la figure 1, le modéle d'état du systéme est formé d'une
composante dynamique (équation 11) ot un contrdle T peut toujours étre déterminé de sorte que ¢
ait une valeur arbitrairement spécifiée, suivie d'une composante cinétique, donnant la position et
l'orientation en fonction des vitesses généralisées (équations 12 et 13). Cette structure suggére que
le probléme de faire que y suive une trajectoire désirée puisse &tre résolu en deux étapes. Dans une
premicre étape, on considére ¢ ou o comme une action de contrdle auxiliaire et on détermine des
valeurs de ce contrdle auxiliaire qui permettent d'atteindre I'objectif désiré. Dans une deuxiéme
étape, on détermine le vecteur des forces généralisées qui est requis pour obtenir le contrble
auxiliaire. Lorsque & est choisi comme contrdle auxiliaire, cette méthode correspond 4 la méthode
de contrdle qui va sous le nom de «controle par régulation d’accélération » (formalisée par Luh,
Walker et Paul, 1980). Lorsque l'attention se porte plutdt sur o elle correspond a la méthode qui va

sous le nom de « contrdle par régulation de vitesse » (formalisée par Whitney, 1982).

Remarque 4.3. 1l est clair, depuis 1'équation 7, que la matrice d'inertie D(q) est symétrique,

définie-positive et inversible. Une autre propriété de cette matrice est représentée par sa relation
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spéciale avec la matrice C(q,0). Pour illustrer cette propriété, notons que pour chaque o€ R ¢ , Nous

avons

oI WMo = v'WMy = 3 v, WM,v, = ¥ v,S(Q)mv, + ¥ QS(Q,)j&,

(20)
=0.
De I’équation 8, il suit
o'C(q, erjou = 0T/ (MJ + WMT Jou = o'T' (M Jor = 1 a’{i JMJ}a
2 |dt
) 21)
=—a’'D ,

5 (q)o

et, par conséquent, la propriété recherchée
o’(D(q)-2C(q, ) o =0. (22)

Cette équation joue un réle important dans la conception et I’analyse des systémes de contrdle des

manipulateurs robotiques (voir, par exemple, la remarque 6.1, voir aussi Li-Slotine 1991).

Remarque 4.4. Lorsque le mouvement du systtme mécanique est limité & un espace
bidimensionnel (comme dans le cas d'un manipulateur ou d'un robot mobile planaires), la
complexité des €quations 1 & 10 est considérablement réduite. En particulier, les dimensions des
vecteurs i, Vi, £2i, V;, et oy se réduisent 4 3,2, 1, 3, et 3 respectivement. De plus, en mettant 1'espace
bi-dimensionnel en correspondance avec le plan xy du repére de I'espace opérationnel, les matrices

M; et W; deviennent

M, = (23)
[ 012 jzziJ

et
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0 -Q, 0
w=Q, 0 o0f. (24)
0 0 0

5. LA PROCEDURE DE MODELISATION
Le développement des sections précédentes suggére que le modéle de la dynamique d'un

systeme mécanique formé de n corps rigides puisse étre obtenu en adoptant les étapes suivantes:

1. Joindre un repére a chacun des n corps; représenter la position et l'orientation de ce repére par

rapport a I'espace opérationnel avec un vecteur approprié x,:= {c ;, E_,i/} :

2. En dénotant avec p le nombre de degrés de liberté du systéme, sélectionner un vecteur de

coordonnées généralisées g€ RP (cette étape tient compte des contraintes holonomes).

3. Identifier la fonction (cinématique directe) f(q) de sorte que

x:=[x1' xz'---xn']=f(q)- 1)

4. Déterminer les matrices jacobiennes Jy(q) qui lient les vitesses dans I’espace opérationnel 2 la

dérivée du vecteur de coordonnées généralisées. Plus particuliérement, Jy;(q) doit étre tel que

V= [Vi, QilJ =Ty (q) q (2)

ou v; est mesuré par rapport au repére du i-éme corps. Batir Ju(q):=[Jn1(q)” Jn2(q) ... Jna(q)’T.
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5. Sélectionner un vecteur de vitesses généralisées cER‘, ol £ est le nombre de variables
indépendantes requises pour spécifier la dérivée q (les contraintes nonholonomes entrent en
jeu); déterminer la matrice jacobienne Jun(q) qui nous permet de calculer la dérivée du vecteur

de coordonnées généralisées en fonction des vitesses généralisées

q= Jnh(q)a . 3)
6. Calculer
T =Ty T “)
et
. dJ
J=—. 5
a (5)
7. Déterminer
M :=diag (M) ©6)
W :=diag (W)) 7
ou
ml, 0,
M;:= (8)
03 jl
et
s(@) o,
W:= : ©)
0, s@)
8. Déterminer
(‘Oa::l:o‘)al, (DaZ, “'(Dan/:|' ? (10)

-19-




ol (y; est la résultante des forces-couples actifs appliqués au i-€me corps

O = [ 0] " (11)
9. Calculer D(q), C(q,0), g0, gw €t T
D(g): =JIMJ (12)
C(q0): =T MJ + WMJ) (13)
g:= D@ Clg.0) (14)
gv:=D(Q)’" (15)
T:=Jw. (16)

10. Le modele détat désiré de la dynamique du systéme est exprimé par

=g, +g,T (17)
q=7J,(q)c (18)
x=£(q) . (19)

6. LE CAS D'UN MANIPULATEUR ROBOTIQUE

Dans le cas d’un manipulateur robotique, les entrées du vecteur de configuration, g, sont
généralement représentées soit par l'angle ou par la distance caractérisant le déplacement relatif de
deux segments adjacents (variable d'articulation). Avec une telle représentation, les entrées du
vecteur de forces généralisées T coincident avec la mesure relative aux repéres de Denavit-
Hartemberg des forces ou des couples transmis par les actionneurs aux axes d’articulation (la
mesure le long de ces axes des forces et des couples attribuables & ’accélération de gravité, g, est
souvent tenue en ligne de compte en aitribuant a la base du manipulateur une accélération égale et
contraire a g).
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De plus, étant donné que les robots manipulateurs sont généralement exempts de contraintes

nonholonomes, nous obtenons ou:=q. Le modele d'état du robot manipulateur se présente alors

sous la forme

D(q)ét+C(q,0)0 =7 (1)

En sélectionnant les tri¢dres avec le formalisme de Denavit Hartemberg, I'exécution des étapes 4-9
est grandement simplifiée du fait que le calcul des matrices jacobiennes et de leur dérivée, ainsi
que I’écriture des équations de Newton-Euler, peuvent étre effectués a ’aide de formules de
propagation des vitesses, des accélérations et des forces. Il en suit qu’en pratique la modélisation
de la dynamique d’un manipulateur robotique est effectuée en exécutant le bien connu algorithme
itératif qui va souvent sous le nom de Luh-Walker-Paul (Craig 1989, p.200, Fu-Gonzales-Lee 1987,

p. 114, p.116).

En dénotant avec v, := [vy’ £,’]" 1a mesure relative & un repére inertiel de la vitesse (linéaire et
angulaire) du segment terminal (souvent solidaire avec 1’effecteur ou I’outil du manipulateur) et par
J. sa matrice jacobienne, nous obtenons
v, =14 2)

et
v,=T q+7.4. 3)

En supposant que J, soit une matrice inversible (comme c'est le cas pour les manipulateurs qu’on

appelle maniables), [’on a alors

g=J,"v 4)

§=1,"(v,-1,9) (5)
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et, de I’équation (1),

~1 -1

En introduisant les notations

il suit

(6)

(7

®)

9

(10)

En comparant les équations 7 & 10 aux équations de Newton-Euler pour un corps rigide, il est

naturel d’en faire référence en utilisant le terme de modéle dans 1’espace opérationnel du

manipulateur (voir Craig, 1989, p. 211). Dans ce modele, le contrdle du n-iéme segment du

manipulateur (et par conséquent de l'outil du manipulateur) peut étre vu comme équivalent au

contrdle d'un corps avec une matrice de masse variable dans le temps M,, soumis a I’influence du

vecteur des forces de Coriolis et centripéte V, et au force-couple .

Remarque 6.1. En prenant pour hypothése une compensation parfaite de la gravité, l'application au

systéme décrit par I'équation (1) de la loi de contrble «PD»,

T=-Ke-K;q,

-22.
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oll e := q - gp, qp est un vecteur assigné de R", Kp et Kp sont des matrices positives définies, fait

que

lim q(t) =qp.
t—> oo

Pour vérifier ce résultat, considérons la fonction de Lyapunov

V::—;—{e’er+q’Dq} ,

et observons que
dv 1., .
—=q'Ket+qd'Dg + —=q¢'Dg
at qh,e+qlq 2q q

et donc, en utilisant ’équation 6.1 et 11

av 1.
&Y K. g+ =D-C(q.q) ]a.
=4 Dq+q(2 (qq))q

A la lumiére de I'équation 4.22 et de la propriété définie - positive de Kp, ceci implique

dv

— =—4'K,.g<0

R R
et donc

lim V(t)=0.

t— oo

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

17)

Puisque K;, et D(q) sont des matrices définies positives, nous pouvons appliquer le théoréme de

Lasalle (Khalil, 1992, p. 117) et conclure que

limq(t) = qp.
t— oo

(18)

7. MODELISATION D’UN MANIPULATEUR PLANAIRE A DEUX DEGRES DE

Soit le manipulateur planaire a deux degrés de liberté de la figure 2 (une étude détaillée de ce

manipulateur est présentée dans de nombreuses références dont Craig 1989, p. 201-205). Les

étapes de la méthode de modélisation proposée évoluent comme suit.
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1. Un repére est attribué & chacun des deux segments du manipulateur; la position et l'orientation
de ces segments par rapport a I'espace opérationnel sont représentées par
X1::[X1 MA (I)l]' et Xz::[xz Y2 (Dz]' (1)

ol les symboles ont le sens qui leur est donné 2 la figure 2.

2. Le mouvement du segment 1 dans l'espace opérationnel en est un de rotation autour d'un
axe qui est invariant a la fois par rapport au segment et a l'espace opérationnel. De méme, le
mouvement du segment 2 par rapport au segment 1 est une rotation autour d'un axe invariant par
rapport a chacun des deux segments. Le nombre de degrés de liberté du manipulateur est donc égal

a 2. La position et l'orientation du manipulateur peuvent étre spécifiées par le vecteur de

configuration q:= [61 92] 'eR? 000, et 0, donnent la mesure de l'orientation des deux segments

(voir figure 2).

3. La relation entre le vecteur q et la position et l'orientation dans l'espace opérationnel est la

suivante
x1=£1¢ yi= 418 ®; =0, (2)
xp=Licr + Lacn y2= L1844 812 ©,=0,+6, 3)
ou
8; : = sinb; ¢ci: =cosb; 812 : = sin(0;+6;) Ciz2:=cos(0;+0 7). 4)

4. Les mesures (relatives au repere de l'espace opérationnel) des vitesses des deux segments sont
exprimées ainsi

X, = ~élslél y,=4c,0, d)1 = 61 5)
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X =-£50, y,=LcH D =0, )
X, = _£15161 _fzslz(éx +62) ¥, = Elclél +£2012(61 +92) (i)z =6 . (6)

T V1248,

De ces mesures, on obtient les mesures des vitesses des segments dans leur propre repére

vi=[0£6,]" @ =6, )
v, =080, (6o, +4,)0,+2,8,]" Q,=6,+6, . (8)
De ces équations, il suit
10 ¢ 1

Jhl - |i0 0 O:‘ (9)

ls, fic,t, 1
J'= : (10)

0 4, 1

5. Etant donné l'absence de contraintes nonholonomes, le vecteur de vitesses généralisées

coincide avec la dérivée du vecteur des coordonnées généralisées. Cela implique Jo, = L.

6. Des données ci-dessus, il suit

J'= (11)

et conséquemment

0 0 0 £c,0, —£5,6, 0

= : (12)
0 00 0 0 0
7. Cette étape donne
mI, 0,
M, = (13)
012 jl



M, = (14)
012 j2
[0 -6, 0
W=16, 0 0 (15)
0 0 0]
0 —(8,+6,) 0]
W, ={(6,+6,) 0 0| (16)
0 0 0

8. Reconnaissant les forces actives appliquées aux segments comme étant formées des couples

transmis par les actionneurs aux axes d’articulation et des forces attribuables i la gravité, on obtient

—1m, gs,
W, =| —m,gc, (17)
_Fl -T;, i
F—ngslzﬁ
W, =| —m,gCy;, |, (18)

ou I'y est le couple appliqué au segment 1 par I'actionneur placé a la base du manipulateur; I'; est le

couple appliqué au segment 2 par l'actionneur placé dans le segment 1.
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9. A l'aide des expressions ci-dessus, on calcule

D(q,0) =IMJ (19)
C:=IMJJ+J WMJ (20)
T=J'w, 2D
pour obtenir

m1€12+m2(312+ 622+2£1€2C2) 1’1’12([224— €1€202)

D= (22)
my(£ % + £14 5¢,) my 4,
—m2flfzszéz —-mzflﬁzsz(él + 92)
C= (23)
m,/,£,8,0, 0

I - (ml +m, )g£1C1 —m,g{,C,,
T= . (24)
I, -m,glc,,

10. Le modé¢le dynamique du manipulateur est le suivant :

T, = mzﬁi(é, + (32) + mzﬁlfzcz(Zél + éz) +(m, +m, )£70, — m,,0,s,67

—2m,4,/,5,0,6, +(m, +m,)gl,c, + m,gl,c,, (25)

[, = m,¢,£,,0, +m,£,0,5,07 +m, £5(8, +6,) + mygtyc,, .

ou, d'une fagon équivalente,

D[?l}: {—CP}G{E}}
0, 0, L]
ol (26)

G = ,:"(ml +m,)glc, - ngﬂzclzjl
-m,gl,Cy,

et les matrices D et C sont définies par les équations 22 et 23.
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Remarque 7.1. Le modele du manipulateur dans 1’espace opérationnel met directement en relation

I, avec la position de I’outil dans I’espace opérationnel. Dans ce cas la position de I’outil est

représentée par le vecteur [x2 yz]'. Pour obtenir ce modele, de la relation

. : 0, |
{)fz}:m(o,z)vz=Rof<0,2>fzz o=
Y2 % %

nous obtenons

d’ou

D[Jg]—l[)fz} = D[Jg]_1 Jf’[ﬁ} —C[Ql +G +[R]
Y2 9, 0, 19
et donc le modele dans I’espace opérationnel
L1 .0 6 I
I:._szjg .‘}J;’D— ! +G+[ 1} ,
y2 62 92 FZ

Remarque 7.2 Le probleéme d'asservissement en position dans l'espace des variables d'articulation

est de déterminer I, I'; de fagon telle que (9,9,)(t)—> (9, 9,,)(t) avec une dynamique de

l'erreur assignée.
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Le probleme d'asservissement dans l'espace opérationnel est de déterminer Iy, T’ de fagon telle que

(%X5,¥,)(t) = (X5q Y24 )(t) avec une dynamique de l'erreur assignée.

8. MODELISATION D’UN TRACTEUR-REMORQUE

Soit un tracteur (muni de deux roues a traction arriére et de deux roues de direction avant)
raccordé a une remorque (a deux roues arriére) au moyen d'un raccord vertical rotoide articulé
(figure 3; voir aussi De Santis, 1994a). Soit le mouvement du véhicule planaire, caractérisé par une
absence de glissement latéral des roues; soit les propriétés cinétiques et dynamiques du tracteur et
de la remorque symétriques par rapport a leurs axes longitudinaux; soit le contact entre les pneus et
la surface de mouvement ponctuel. De plus, soit I’angle définissant 1’orientation des roues
antérieures par rapport au tracteur (angle de direction) suffisamment petit pour que I’action de ces
roues sur la cinématique du tracteur puissent étre représenté en termes de 1’action produite par une

roue «médiane» située au centre de 1'essieu avant.

Les étapes de la procédure de modélisation évoluent comme suit.
1. Un repere est attaché au tracteur et a la remorque; les positions et les orientations de ces
reperes sont représentées par
Xr=[x1 y1 ©1] et x2:=[x2y2 ©,]' (1)
ou les symboles ont le sens qui leur est donné 4 la figure 3.

T & s +al
Lo LO IIIUUVUIILCUt I1C1

atif entre le camion et la remorque est une rotaiion autour d'un axe
invariant par rapport a chacun des deux corps. Etant donné la position et l'orientation du tracteur,

un seul parametre additionnel est alors requis pour établir la position et l'orientation de la remorque.

Cela signifie que la position et I’orientation de I’ensemble tracteur-remorque peut étre spécifiée par
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un vecteur de configuration q:=[x y ©® ®]'€ R*, oi x, y dénotent les coordonnées de l'origine du
repere attaché au camion dans l'espace opérationnel; © est la mesure de l'orientation du camion
relative a l'espace opérationnel; & est la mesure de l'orientation de la remorque relative au tracteur

(voir figure 3).

3. La relation entre le vecteur de configuration et les positions et orientations dans l'espace
opérationnel du tracteur-remorque est la suivante :
X=X yi=y 0,=0
et

X2 =X - ccos® - £ cos(O+P) Y2 =y - csin® - £ ,sin(0+d) 0,=0+®. (2

4. Mesurées par rapport a leurs repéres, les vitesses du tracteur et de la remorque (dans les

respectifs centres de masse) sont données par les vecteurs suivants :

Vi=[Var Ve Q1] V2i=[Vyz Vi Q3] 3)
ou
X, = CosOVy - sin®(vy,; - bQ:)
¥1=sin®vy; + cosO(vy; - bQ)
et

0,=9Q, )

X, =cos(@+®)v,, —sin(© + D) (vw2 - d(Q1 + CID))
/ / A (5)

Y, =sin(@+®@)v,, +cos(© + D) (Vo —d(&, + D))

6,0 +d. ©)

De ces équations, on obtient
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V, =CosOX +sin Oy @))

Vy =—8inOXx +cos Oy +bQ, (8)
et
Vs = €08(O@ + @)X +sin(O + @)y —cQ, sin P 9)
V2 = —sin(0 + @)X +cos(@ + P)y —cQ, cos® ~ £,Q, ~ £, b + d(Q1 + CI)) (10)
Il suit
[ cos® sin® 0 0]
Jy:=[-sin® cos® b 0], (11)
0 0 1 0
[ cos(©+®) sin(@+®) —csind 0]
Jpoi=|—sin(© + D) cos(@+®P) -e-ccos® —e| , (12)
0 0 1 1
et
Jhi= T2 (13)

S. En présence d'un mouvement exempt de glissement latéral et correspondant a un angle de

direction de 6, nous obtenons

Vv, =bQ, (14)
Q = Vi, :anﬁ (15)
4
&=~ fvzl {;sin®+(¢, +ccos®)tan 8} . (16)
1~2
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De ces équations et de 1'équation 4, il suit

) i cos©® i

P{

_ sin ©

y

= Vit tan & : (17)

6 2

b | _£,8in@+(4, +ccos®)tand
) L £1£2 n

Cette équation suggere le choix de o:= v, eR comme vecteur de vitesse généralisée. Avec ce

choix, on obtient

cos®
sin ®

T = tan & . (18)
'el

£, sin® + (¢, +ccosP)tan
i 4ty ]

6. En combinant les équations 10 & 13 et I'équation 18, on peut calculer

J=Ju Jon (19)
et
: d@J
I= +—( ) : (20)
dt
De ces calculs, il découle
I'= {1 btand tand cos®— csin®tand _dsin® cdcos®@tand ¢ sin(D+ccosCDtan8J @1
fI 1 Zl ’62 ZIZZ £l€2
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et

5 l:o b 1 csin® cdcos @ ccosCID:"
(1 El Zl flfz flfz

(22)

) lein(1>+ccos<btan8 dflcos(b—cdsintbtanﬁ Zlcos(D-csin(DtanS ,
+®!0 0 0 - - -
Zl Zlfz £1£2

ot @ est comme dans I'équation 16. Pour usage futur, nous trouvons utile d'exprimer J comme

suit :

J=A(q,8,0)®+B(q, 5, )8 (23)

Mq&@:P 0
4 ) 6ty

v€1 sin® +ccos®tand dél cos®—cdsin®tand él cos@—csinCIDtanSJ' 24)

et
B(q,S,OL):= 12 0 .ti i _csin® _CdcosdJ _ccosd y 25)
cos” 8 IS 2, 00, 0,
7. Cette étape donne
m,I, 0,
M, = (26)
0, j
m,I, 0,
M = @7)
012 j2
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0 0 o]
0 ~(d+0) 0]
W, =|(o+Q)) 0 0l . (28)
0 0 0

8. Reconnaissant les forces actives appliquées au véhicule comme formées des forces
longitudinales appliquées aux roues Fy; (voir figure 3), nous obtenons

[F,, +F, cosd

0, = F,sind (29)
asindF,
(Fu3 ]
o,=|0]. (30)

L0

9. En se servant des expressions ci-dessus, on obtient

D(q, §) =J'MJ 31)
Ci:=T'MA(q, §, o)) + J' WMJ (32)
Cy: =1 MB(q, §, o) (33)
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C(q,8,0,8)=C, +C,8
o1 = D! Cio
Bo2 .= -D~1 CzO(,

0= go1 + gozs

gwaanlJ’ 5

10. Le modéle de la dynamique du systéme est le suivant :

O = got + 802 O + guiFur + guFuz + guFus
q =Ju(q.9)
x=1(q),
ou Jy et f(q) sont comme dans les équations 2 et 18, et
8ul i = Zwa [cOSO sind asind 0 0 0]
Zu2:=8wal[l1 0000 0]
g3:=8wa[000100]".
En pratique, il est courant de poser

§=F,

(34)
(35)
(36)

(37)

(38)

(39)
(40)

(41)

(42)

(43)

(44)

(45)

ou F; est le controle de direction. Le contrdle de propulsion est généralement appliqué aux roues

arriere du camion et est représenté par
Fp = Fu2 .

Fu1 et Fys sont considérés comme étant des perturbations externes.
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Remarque 8.1. Le modele décrit par les équations 39 a 45 coincide avec celui présenté dans Ellis,
1965 et adopté par De Santis, 1994a. Il peut étre également vu comme un cas particulier du modele

plus général offert par Bolzern et al. 1995.

Remarque 8.2. Des équations 39 a 45, il est facile de modéliser la dynamique d'un véhicule
ordinaire, telle une voiture. Pour obtenir ce modéle, nous associons 2 chaque symbole Y& {J, M,

W, A, B} un symbole y.€ {J., M, W, A, B.} obéissant 2 la reégle suivante :

Yo = P33y 47)
ol
I3 03
P,:= . 48)
03 03

Nous modifions alors les équations 30 a4 46 en remplacant y€ {J, M, W, A, B} par le .

correspondant. Le modele qui en découle coincide avec celui utilisé par De Santis, 1995a .

Remarque 8.3. En posant

u;:=F,, (force de propulsion)

Uy = 5 (contrdle sur I’angle de braquage)

€1::E41
gzzzﬁz

(perturbations)

nous obtenons le modele
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o =gy(q,6)+ 8.:(q,0)u + guz(q,a)uz + ggl(Q:S)C1 + ggz(Qaa)gz

S-u
q = Jnh(q,0)x
x=f().

Tel que suggéré par le schéma bloc qui suit, ce modele peut donc étre vu comme constitué d’un

u
1} nous permet d’obtenir la vitesse

module dynamique qui a partir de I’action de contrble l:
)

généralisée [oc 5], plus un module cinétique qui a partir de la vitesse généralisée [a 5] nous
permet d’obtenir la position du véhicule ou bien dans I’espace opérationnel ¥, ou bien dans

I’espace des coordonnées généralisées q.

N o 4] [t d]

U,
> Module > Module >
—p . —> s —»
dynamique cinétique
(¢ ¢

Remarque 8.4. Les problémes souvent considérés en relation avec ce modéle sont du type
suivant :
i) déterminer a, 6 tels que pour t € [0, 1], q(t) soit tel que q(0) = A, q(1) =B, qtye pC

R* (planification de parcours);

ii) déterminer uy, u, tels
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Remarque 8.5. Dérivation de la contrainte non holonome.
Considérons la mesure relative 2 la remorque de la vitesse latérale du point, P, commun 2 la

remorque et au tracteur.

En voyant P comme lié a la remorque, et en tenant compte de I’absence de glissement latéral

dans les roues de la remorque, on a
Vie(P)= 0,8, =£,(¢+9,) .
En voyant P comme lié au tracteur, on a
Vi (P)=-9, ccosdp—v,,sin¢ .
En imposant v, (P) = v, (P), il suit
fz(d) + GI) = —ﬂlccpsd) ~ v, 8ind
o fhtccosd v

= —sin
) { . 2 )

h=-— fvzl (£ sing +(¢, +ccos¢)tand).

12
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9. MODELISATION D'UN ROBOT MOBILE AVEC ROUES MOTRICES

INDEPENDANTES

Le déplacement d'un robot mobile avec roues est souvent réalisé en utilisant une plate forme de
locomotion ayant une roue folle en avant et, en arriére, une paire de roues motrices coaxiales et
avec traction indépendante (Figure 5, De Santis — Hurteau 1990; De Santis 1995a). A chaque roue
motrice on applique un couple généré par un moteur qui est & son tour énergisé par une tension de
contrdle (Figure 6). Dans ce qui suit nous nous proposons d'obtenir le modéle mathématique
permettant de calculer la position/orientation de la plate forme en fonction des tensions appliquées

aux moteurs (Figure 7).

Pour simplifier notre démarche, nous prendrons comme hypothése un mouvement planaire,
une plate forme avec propriétés symétriques par rapport a I'axe longitudinal, un contact surface-
roue approximable avec un point, une absence de forces de résistance au déplacement de la roue

folle. De plus, nous utiliserons les notations suivantes:

X,y  :position du repere solidaire avec le mobile par rapport au repére fixe;
1 : angle d'orientation du mobile;

Vi, V3 : tensions de contrble appliquées aux moteurs;

Vy : vitesse longitudinale du mobile;
Vw : vitesse transversale;
Q : vitesse angulaire;

Fuy, Fu, : forces longitudinales appliquées au mobile par les roues matrices de droite (1) et de

gauche (2).

La procédure de modélisation présentée 2 la section 5 se concrétise comme suit:
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1. En négligeant la masse des roues, nous considérons le véhicule comme constitué d'un corps
rigide. Nous lui lions un repére avec axes u et w tel qu'indiqué a la Figure 8. La position et

l'orientation de ce repére peuvent étre représentées par le vecteur

-3

2. Le mobile n'étant assujetti & aucune contrainte de position/orientation, nous pouvons choisir

comme vecteur de coordonnées généralisées

e
1l
D < A

3. Larelation entre la position/orientation du mobile et le vecteur de coordonnées généralisées

est donnée tout simplement par la fonction identité

D <
Il
o)

4. La mesure relative au repére fixe de la vitesse du mobile est représentée par [x y 19] "t

relativement au repere li€ au mobile, la mesure de cette vitesse est représentée par le vecteur

[vu v, Q] . Larelation entre les deux mesures est donnée par

vy cosd sin®d Off x
vV, [=|—sin® cos® Of|y
Q 0 0 1|6

5. En prenant pour hypothése une absence de glissement latéral des roues motrices, l'on a

vw = 0. Il suit que I'on peut représenter la vitesse généralisée avec le vecteur o:=[v, Q] .

6. La vitesse du centre de masse (cdm) en fonction de la vitesse généralisée est donnée par
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Vie 10 v
Voo [=10 a [d}
Q 0 1
D'ou
10
J:=|0 a
0 1

7. Les matrices de masse et de vitesse angulaire sont données par

m O
M=|0 m
0 0

o o

0

ou m est la masse du véhicule et Jo est le moment d'inertie du mobile par rapport 2 l'axe vertical

passant par le c.d.m. du mobile; de plus,

0 -Q 0
W=1Q 0 0.
0 0 O
8. Le vecteur des forces actives est donné par
Fu, +Fu,
W, = 0
(Fu, —Fu,) ¢

ou Fu; et Fu, représentent les forces de propulsion appliquées par les moteurs aux roues
motrices.

9. Les matrices d'inertie et de Coriolis sont données par

o [1 00
p-rmi=[y ¢ 7]

o o8

0 0Ofl1 O
m 0
m 070 a :[O a2m+J}
0 I,|l0 1 0
11 suit

-42 -



1 Of|l0 Oflm 0 O{|1 O
C=JI'WMJ={0 0[]|Q O O0l/|0 m O[|0 a 2[
a 1]lo o ollo o 1,0 1
ol Valo -maQ’®
Q| |mav,Q
aQ’ 1 0
g o _maVuQ gw: m 1
2 0
J, +ma T, +ma’

10. Le modele d'état du mobile est donné donc par

Fu, + Fu,
m

V, =+ aQ?

Q

5 maQvu (Fu, —Fu, )¢
J, +ma’ J, +ma’

x=cosBV,

y =sintV,
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Afin de compléter le modele il nous faudra exprimer Fu; et Fu, en fonction de V; et V.

7

11. Proposons-nous d'obtenir le modéle d'état en fonction des tensions d'alimentation des

moteurs.

La relation entre Vi, V; et E, ,F, peut étre exprimées par les équations suivantes:

Vi=R.I; + K, (loi de ohm appliquée au circuit

induit de chaque moteur)

I =K,I; (relation entre couple moteur et courant d'induit)

Fui =T /R, (relation entre couple moteur et force motrice)

ou
R. : = résistance de l'induit du moteur;
Kby, K¢ : = constantes du moteur;
9; : = angle de rotation des roues motrices;
R, : = rayon d'une roue motrice;
I'i : = couple moteur.
11 suit
Fui = <\/1 —Kb 61) el:a
d'oli
K K. K
™ )
F, +F, = AR (V,+V,) AR (9, +9,)
FuI —Fuz = R 1; (Vl Vz) — (61 192)

En prenant pour hypothése une absence de glissement longitudinal des roues motrices, I'on a
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(191+1§2)R

= R,
2¢
d'ou
B +6, =20
Ra
b, = 240

RZI

Il suit

K 2K,K,V,
Ful+Fu2=(V1+V2)RI; - RbR¢2

Kl 2KK,0°
(E, ~E.)e=(V,-V,) R.R, RR’

En utilisant ces expressions dans le modele obtenu & I'étape 10, I'on obtient

V =g ZGK K
v a -

LV, +—L U,
R.R;m mR R,
oo ma Ve 2K K, ’Q s K¢ U,
Jo+ma® (J,+ma®)R.R, (J,+ma) R.R,
ol
U=V, +V,
U, = V-V,

Le modele du mobile peut donc étre représenté par:

Vu=——1-vu+Kv U, + aQ?
T T

v v
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Q=——Q+—20U, >
Ty Ty J,+ma
=0
Xx=V,cosd
y=V,sin9®
ol
R R,R’m

Koo R, e ReRi(J0+maz)
* 2K,/ 2K KA

Ce modele est représenté par le diagramme 2 la Figure 9.

En négligeant les termes quadratiques V,Q et Q2 et en utilisant la transformée de Laplace, nous
ghg q q p

obtenons le modele simplifié suivant:

K
V,(8) =——U(s)
1+stT

v

¢ composante dynamique du modéle

Qs) = —20_ 1 (s)
1+s7,

X=V,cost; composante cinétique.

y=YV, sinﬂ)
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Ce modele peut étre utilisé€ dans un grand nombre d'applications pratiques, tel que par exemples:

i) Conception d'un contrbleur de vitesse linéaire (cruise control);

ii) Conception d'un langage pour la téléopération du véhicule (exécution automatique de
trajectoires linéaires de circulaires);

iii) Conception d'un systeme de Navigation (localisation du véhicule; fusion des données);

iv) Conception d'un contr6leur d'asservissement en parcours (path tracking control).

CONCLUSIONS

La méthode de modélisation que nous avons présentée est applicable 2 divers systémes
mécaniques devant étre pris en compte lors de 1'automatisation industrielle, par exemple les robots
manipulateurs, les robots mobiles, les véhicules de transport, les excavateurs mécaniques, les ponts
roulants et autres machines semblables. Similaire a d'autres méthodes disponibles dans la littérature
(comme par exemple la méthode utilisée dans Kane Levinson, 1983; ou celle récemment offerte par
Saha et Angeles, 1991), cette méthode suit des étapes qui, tout en étant efficaces d'un point de vue
numérique, sont également particuliérement bien adaptées 4 une interprétation intuitive de leur
signification physique.

Cette méthode est un peu plus générale (puisqu'elle tient compte des contraintes holonomes et
nonholonomes a la fois) que les méthodes généralement proposées dans les livres d'introduction 2 la
robotique (par exemple, Craig, 1989; ou Spong et Vidyasagar, 1987). Elle permet d'exposer
similarités et différences qui caractérisent les modéles d'un systtme donné soumis 2 diverses
hypotheéses (par exemple, un camion a remorque se déplacant avec un mouvement exempt ou non
exempt de glissement). Elle permet aussi de comparer les propriétés structurelles et numériques de

modeles de différents systemes mécaniques fonctionnant en présence d'hypothéses semblables (par

exemple, un robot manipulateur, un camion a remorque, un excavateur mécanique ou un chargeur-
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transporteur de mine). D’autre part, son exécution peut en méme temps profiter des nombreux
algorithmes numériques disponibles dans la littérature (dont les formules de propagation des
vitesses, accélérations et forces) ainsi que dun codage assisté par ordinateur offert par des

progiciels symboliques comme Mathematica ou Maple.
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Figure 1. Structure du modéle dynamique
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Figure 2 : Manipulateur pianaire & deux degrés de iiberté
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Figure 3. Géométrie d'un camion a remorque
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Figure 4. Forces latérales et longitudinales exercées par les pneus
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Figure 9 : Modéle du Robot Mobile avec 2 roues motrices indépendantes
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SYMBOLES
n : nombre de corps rigides d'un systéme mécanique.

p1 : nombre de contraintes holonomes.
£ 1 : nombre de contraintes nonholonomes.

q : vecteur de coordonnées généralisées; aussi vecteur de configuration, vecteur de variables

d’articulation.

p : dimension du vecteur de configuration; aussi nombre de degrés de liberté du systéme

mécanique (en général : p=6n-p,).
o : vecteur de vitesses généralisées.
£ : dimension du vecteur de vitesses généralisées (en général : £= p-£1).
¢i : position dans I'espace articulaire du i-¢me corps du systéme.
& : orientation dans l'espace opérationnel du i-&me corps du systéme.
xi: =[ci' &' : configuration dans l'espace opérationnel du i-&me corps du systéme.
X:=[x1'"X2' ... Xa'] : configuration du systéme a n corps.
Vi : un vecteur décrivant la vitesse du centre de masse du i-eme corps dans I'espace opérationnel.
€2; : un vecteur décrivant la vitesses angulaire du i-éme corps dans l'espace opérationnel.
vi i =[vi' QT : vecteur de vitesses linéaires-angulaires du i-€éme corps.
vi=[vi'Vy ... w1 : vecteur de vitesses linéaires-angulaires de I'ensemble des n corps.

S(€2;) : matrice de vitesse angulaire associée a ;.

S(Q)=] 2, 0 -Q

W, : matrice de vitesse angulaire étendue
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W =diag(Wy),i=1, .., n.
h; : fonction décrivant une contrainte holonome.

H : matrice utilisée pour décrire une contrainte nonholonome.

1

gi : vecteur représentant une vitesse non admissible dans I'espace opérationnel.
Jh - matrice dont les colonnes forment la base du sous-espace des vitesses dans I'espace opérationnel
qui sont compatibles avec la présence de contraintes holonomes.

Jon : matrice dont les colonnes forment la base du sous-espace des vitesses dans l'espace de

configuration qui sont compatibles avec la présence de contraintes nonholonomes.

J:=JnJun : matrice dont les colonnes forment la base du sous-espace des vitesses dans l'espace
opérationnel et sont compatibles avec la présence simultanée de contraintes holonomes et

nonholonomes.

m; : masse du i-eme corps.

Ji : matrice d'inertie du i-&me corps par rapport au repére du corps translaté 3 son centre de masse.

—

f; : résultante des forces appliquées au i-&me corps.

n; : résultant du moment des forces appliquées au i-&me corps autour de son centre de masse.
o; : = [fi' n;']": force-couple résultant appliqué au i-me corps.

(0, : résultante des rapports forces-couples actifs appliquée au i-me corps.

M; : = masse-matrice étendue du i-€me corps

M : = diag(M;) : masse-matrice étendue du systéme.

W : = diag(W;) : matrice angulaire étendue du systéme.
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= [0 @, ...m,T : ensemble des vecteurs force-couple appliqués au systéme.
w;, : composante force-couple actif de » .

@, : composant de m généré par les contraintes holonomes et nonholonomes.
D(q) : matrice d'inertie du systéme mécanique.

C(q,o) : matrices Coriolis et centripéte.

T : vecteur des forces généralisées.

FIGURES
1. Structure du mode¢le dynamique
2. Manipulateur planaire a deux degrés de liberté
3. Géométrie du camion a remorque
4. Forces latérales et longitudinales exercées par les pneus
5. Géométrie d’un robot mobile
6. Plate-forme de locomotion
7. Modéle Mathématique du Mobile
8. Repere fixe et Repére mobile

9. Modele du Robot Mobile avec 2 roues motrices indépendantes
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ANNEXE A : ELEMENTS DE CINEMATIQUE

SOMMAIRE

Cet annexe présente un certain nombre de notions de cinématique qui sont fondamentales 2 la
description mathématique du mouvement d'un corps solide. Elles sont formalisées en utilisant
les matrices de rotation, le vecteur, angles et paramétres d'Euler, et en mettant en évidence les
principales propriétés algébriques, différentielles et d'interprétation physique qui caractérisent

ces éléments.

1. MESURE D'UN VECTEUR RELATIVE A UN TRIEDRE

Un vecteur, v, est un objet mathématique caractérisé par une direction et une amplitude.
Dans l'espace a 3 dimensions, v peut représenter une force, une vitesse angulaire ou linéaire, la

position d'un point, une direction, etc.... La mesure de v relative & un triédre A, indiqué avec la

notation [X] , » est donnée par un triplet de scalaires

VX
[v].:=] v, €]
VZ
ol vy, Vy, V, sont tels que
VX
v=[i § K]|v,|=vid+v,jtv.k, @)
v

1. 1. k étant les vecteurs directeurs de A.

-61 -



=

s o

Figure 1: Notion de mesure d'un vecteur relative a un triédre

Exemple 1. La vitesse d'un mobile A, par rapport 2 un mobile B est un vecteur que nous
dénotons avec le symbole v, . Pour représenter ce vecteur, nous pouvons en donner la mesure

relative a un triedre solidaire avec A, ou bien a un triédre solidaire avec B, ou encore 2 un triédre

C choisi d'une facon arbitraire. Ces mesures, dénotées avec les symboles [B ‘Y'A]A’ [B 'YA]B’
[B Y'A]C’ sont normalement différentes I'une de l'autre. Cependant, chacune d'entres elles
représente d'une fagon non ambigiie le vecteur ®v, .

Exemple 2: La position d'un point P par rapport a un triédre, A, est définie par la mesure,

- " . . IR o . N
[O A P] , du vecteur 0, P qui conjugue l'origine du triedre avec P. La position de P relative a un
A

g o ) . L.
autre tricdre B représente ia mesure du vecteur O, P, relative a B. 1l faut noter qu'en général

[OAP] " [OBP] ,et 0B # 0,b.
A B
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Figure 2: Mesure de la position d'un point

2. GRANDEURS INTERVENANT DANS LA DESCRIPTION DU MOUVEMENT D'UN
MOBILE

Etant donné deux triédres A et B, la position de A relative a B est définie par le vecteur

conjuguant l'origine de B avec l'origine de A, m . L'orientation de A relative a B est définie
par l'orientation des vecteurs directeurs de A par rapport & B. Cette orientation est souvent
représentée par le vecteur d'Euler 9y, ou (v, 9), un vecteur caractérisé par la propriété qu'en
faisant subir a un triedre C, initialement coincidant avec B, une rotation d'un angle ® autour du

vecteur unitaire v, 1'on obtient que C assume la méme orientation que A.

La vitesse linéaire de A relative a B est définie par I'équation

-2 ]

ou 040, estle vecteur qui donne la position de A relative a2 B. La vitesse angulaire de A relative

a B est définie par I'équation
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5 . BGA(At)}
Q] = lim | =221 (2)
"o, At—>0{ Aty

N

ou *@, (At) est le vecteur d'Euler représentant la variation d'orientation de A par rapport 3 B qui

s'est produite durant I'intervalle de temps (t, t + At).

Les accélérations lin€aires et angulaires de A par rapport & B sont définies par les équations

B drs
[ aA]B:a[ VA]B )

B drs
["aa, ], =5 [P ], @

3. MATRICES DE ROTATION

Une matrice de rotation est une matrice avec dimensions 3 x 3 qui décrit I'orientation d'un
triedre B par rapport a un triédre A. D'une fagon plus précise,

Rot(A,B)=[[n],.[0], [2],] M

o [n],,[0],.[a], représentent les mesures relatives & A des vecteurs directeurs de B. La

matrice Rot(A,B) est souvent appelée matrice des cosinus parce que ses entrées représentent les

cosinus des angles que les axes de A forment avec les axes de B.

Remarque 1: Dans certaines applications scientifiques (par exemple dans le contexte du

graphisme par ordinateur), la matrice de rotation est définie comme étant plut6t donnée par

Rot(A,B):=[[n], .[c],.[a],]' 2)

e =1 . . N .
ou “g 1aolo], 2] AJ représentent encore une fois la mesure relative a A des vecteurs directeurs de

B. Cette définition alternative reflete une préférence a opérer avec des vecteurs "lignes" plutdt

qu'avec des vecteurs colonnes.
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Remarque 2: Si [v], et[v], sont les mesures relatives & A et B d'un méme vecteur v, alors

[v]; =Rot (B,A)[v],

Démo: Soient i, jet k les vecteurs directeurs de B; n, o et a les vecteurs directeurs de A.

A

Figure 1: Relation entre les mesures [_\1] A\ ,[y]B d'un méme vecteur.

De la définition de [v], et[v], l'ona

v=[i i k|[v], 3)
v=[n o a][v], “)
Puisque,
Rot(B,A) =[n}, o], [a]] ®)
avec
n=[i j k][], 6)
o=[i j K][e], )
a=[i j X][al, (8)




il suit

[0 o a]=[i j k]Rot(B,A) )
et donc
[i i kK|[,=[n o a]lv],
=[i j k]Rot(B,A)[v],, 4o
d'od
[v]; =Rot(B,A)[v],. 11)

— ey
Remarque 3: Si [O A P] ,[OB P] représentent les positions relatives a A et B d'un point P, alors
A B
0,P 0,P
R (RN 2
1 1

ou T[B,A] est la matrice de transformation homogene définie par la position/orientation de A par

rapport a B (Craig, chapitre 2). L'on a

T[B,A]= lzm(f’i‘)); [OB SAL (13)

3.1 Produit, inversion de matrices
Soit 'orientation de B par rapport a A, de C par rapport a B, et de A par rapport & C
représentée par les matrices Rot(A,B), Rot(B,C) et Rot(C,A). Alors, les relations suivantes sont

valides:

Roi(B,A) = Roi(B,C) Roi(C,A)
)]
Rot(A,B) = Rot(B,A) " = Rot(B,A) '

Démo: Avec [X]A ’[X]B ,[y]c les mesures d'un vecteur v relatives a A, B, C,1’on a
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[v], =Rot(B,A)[v], ;[v], =Rot(B,C)[v]. ; [v]. = Rot(C,A)[v],. @

Il en suit

Rot(B,A)[v], =Rot(B,C)Rot(C,A) [v], pour tout [v],- 3)

Cela implique

Rot(B,A) = Rot(B,C) Rot(C,A),
4)
Rot(B,A) Rot(A,B) = L.

Remarque 1: 1l est souvent utile de représenter les relations d'orientation entre différents

reperes avec un graphe de fluence tel qu'indiqué a la Figure 2.

3.2 Exemples
Lorsque I'orientation d'un repére A par rapport a un repére B correspond a celle obtenue en
faisant subir a un repére initialement coincidant avec B une rotation d'un angle y autour de I'axe x

alors I'on a

1 O 0
Rot(B,A)=Rot(x,y):=|0 cosy -siny|. (1)
0 siny cosy

D'une fagon analogue, si l'on considére une rotation d'un angle f autour de l'axe y, oll une

rotation d'un angle o autour de l'axe z, alors 1'on a

cosfp 0 sinf
Rot(y,By=| 0 1 0 (2)
—sinf 0 cosP

cosot —sino. O
Rot(z,a)=|sina  coso 0| 3)
0 0 1
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/:/< |
D
A ( /
C
Rot(D,C)

g Rot(A,B) ’g L:E E l
Rot(B,C) Rot(C,D)
B C D

A

Figure 2: Graphe de fluence représentant les orientations relatives

d'un ensemble de repéres.

Ces matrices décrivent une rotation autour de l'un des axes principaux d'un triédre et sont
appelées matrices de rotation simples. Tel qu'il sera discuté plus loin, toute matrice de rotation

peut étre décomposée dans un produit de matrices de rotation simple, tel que, par exemple:
Rot(B,A) = Rot(z,Oc)Rot(y,B)Rot(x,y). 4)

3.3 Matrice de rotation et déplacement de rotation

Lorsqu'un triedre A subit un déplacement de rotation qui & partir d'une orientation initiale Ag
lui fait assumer une orientation finale Agy, ce déplacement peut étre représenté par la matrice de

rotation Rot(Ag, Afn). Si A subit une suite de déplacements de rotation représentés par les
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matrices Ry, Ry, ... Ry, l'orientation finale de A (Agy,) par rapport a son orientation initiale (Ag)

est représentée par la matrice

Rot (Ag, Afn) =R; Ry ... Ry (1)
si l'effectuation de la suite des rotations est décrite d'une facon relative; l'orientation finale de A
est représentée par

Rot (Ag, Afin) =Ry Ry ... Ry (2)

si l'effectuation des rotations est décrite d'une fagon absolue.

L'effectuation de la suite de rotations Ry, Ry, ... R, est décrite d'une fagon relative si, pour
chaque i =1, .., n, la i-éme rotation est décrite par rapport au triédre ayant l'orientation obtenue
en faisant effectuer a A les premiéres i-1 rotations. D'une facon plus explicite, lors d'une
description relative, nous avons

Rl = ROt(AO’ Al) ’ R2 = ROt(A], AZ)’ vee (3)

ou A; dénote un triedre ayant l'orientation que A assume aprés avoir subi les rotations

Rl, Rz, Ri.
Afin de déterminer la matrice qui décrit 1'orientation résultante de cette suite de rotations, soit

e
[OPO] , les coordonnées d'un point, Py , relatives & Ag, un triedre ayant l'orientation initiale de A.
A

Apres avoir subi la rotation Ry, A sera transféré dans A, Py dans P; avec

7] - [5¥] =[5

Ay Ap

([6—13?] = [SFO)] puisque Py a, par rapport a Aj, la méme position que Py par rapport & A).

Aj Ao

Apres avoir subi Ry, A; sera transféré dans A,, P; dans P,, avec

o%], - o] R [P -rr[oE],

Ay
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VeV . [ . — — N
En réitérant ce raisonnement, il suit que [O Pn] =R|R,- Rn[O Po] . D'ou,
AO

Rot(A,, Ay )=RR,R,.

(6)

L'effectuation d'une suite de rotations Ry, ... R, est décrite en termes absolus lorsque chaque

matrice R; représente le changement d'orientation qu'un triédre A subit relativement 2 un triédre

fixe, aprés avoir été soumis aux rotations Ry, ... Ry;. Afin de déterminer la matrice qui décrit

—>
l'orientation résultante de cette suite de rotations, soit [O PO] les coordonnées d'un point Py

Ao

relatives & Ay, un triédre ayant l'orientation originale de A. Apres avoir subi la rotation Ry, Py

sera transféré dans P; avec

[0 PI]AO =R,[0 PO]AO.
Apres avoir subi R, P; sera transféré dans P, avec

[0 PZ]AO =R,[0P, ]AO =R,R,[0P,]

Ag ’
Apres avoir subi Ry, Py sera transféré dans P, avec
[0B,], =R, R,R,[0 B, -
Il suit que la rotation résultante de la composition de Ry, ... R, est décrite par la matrice

Rot(Ap, Ay) n=R, ... R;.

Exemple 1: Soit R, et R; deux déplacements de rotation décrits par les matrices

100
R, =Rot(x,90°)=|0 0 -1

0 1 0]

R, =Rot(z,90°) =

S = O
—~ O O
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Si ces deux déplacements sont composées en considérant l'affectuation de la représentation
{R1, Ry} comme décrite d'une facon relative, la matrice représentant le déplacement de rotation

composé est donnée par

10 0o -1 0] [o -1 0
R,=RR,=[0 0 -1{[1 0 o|={0 0 -1]. (13)
01 0J0 0o 1] |10 o0

0 -10][1t 0o 0] [oo1
R,=R,R;=[1 0 0{l0 0 -1|=|1 0 0|#RR, . (14)
00 1/jlo1 o] |01 0

3.4 Vecteur d'Euler et matrice de rotation

L'orientation d'un triedre B par rapport & un triédre A est décrite par le vecteur d'Euler

w =19k, ot 9 est un scalaire et k un vecteur unitaire, lorsque 'orientation de B peut étre pensée
comme obtenue en imposant & un triédre initialement coincidant avec A un déplacement de

rotation autour de k d'un angle 9.

Figure 3: L'orientation de B est obtenue en faisant tourner A
d'un angle 0 (sens anti-horaire) autour de k
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Soit l'orientation d'un triédre B par rapport & A représentée par le vecteur d'Euler

x )

et par la matrice de rotation

I, Iy Iyg '
Rot(A,B):= [ru] =1, T, Il )
Ly Iy Iy

Les deux représentations sont liées par les relations suivantes:

kkvo+cd | kk,vo-k,sd |kk,vo+kso
[5]=| kk,vO+k,s8 | kk,vO+cd |k k,vO-ksd 3)
k,k,v0 -k s [k k vO+ks8 | kk,vO+cd

ou
vl = 1-¢cd
¢l = cosd 4)
s® = sind-
A l'inverse, I'on a
ﬁzArccos{r“””””_l} 0<9<180 (5)
[] 1 I — TIp
kif, = I, — Iy |. (6)
EYN > 3 > | 113 31
\/(r32"r23) +(1; — 1) +(t —132) Ly = I

Démo: 1) Du vecteur d'Euler 2 la matrice de rotation

Proposons nous de déterminer la matrice de rotation qui représente le déplacement produit

par une rotation dun angle U autour du vecteur k.  Soit le repére B tel que

Rot(A,B)——*Rot([g] A,ﬁ). En appliquant a un repére Rp initialement posé sur un repére

auxiliaire arbitrairement choisi Ra, une rotation de 9 autour de k, on aura
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Rot(R,,R;) = Rot([k], ,®) (7

Puisque Rp et B sont obtenus en faisant subir une méme rotation & deux repéres initialement
posés respectivement sur Ry et A, l'orientation de Rp relative 2 B est identique 2 I'orientation de

R relative a3 A. Il en suit

Rot(A,R,)=Rot(B,R, ). ®)
»g Rot([k]RA ,6) %
Rot (A,R4) Ra Rp
A Rod.8) 5 RUGR

Figure 1 : Matrice de rotation et vecteur d'Euler

En nous servant du schéma a la figure 1, nous pouvons alors écrire
Rot(A,B) = Rot([k], &) = Rot(A,R,, JRot{[k], ,®Rot(R,B)
= Rot(A, R, )Rot([k], ,®|Rot(R,,A) ©)

= Rot(A,R,, JRot([K], ,B)Rot'(A.R,).

En choisissant R4 de fagon a ce que I'axe x de Rx coincide avec 1'axe k, donc de fagon a ce que

[k], =|0|, l'ona

A

OO

Rot(A,R, ) =Rot(z,0;)Rot(y,B) (10)

ol o, et B représentent les angles de lacet et de tangage de k par rapport & A:
o :=angleentreleplanz xde Aetleplanzk

B : = angle entre le plan x y de A et le vecteur k .
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L'équation (9) devient alors
Rot([lg]A ,19) = Rot(z,oc)Rot(y,B)Rot(x,ﬂ)Rot(y,B)’Rot(z,oc)'. (11)

En utilisant la notation [k] [kx,ky,kz] 'ona

N

cosp=,ki+kl , sinp=k,
cosO, = kx/,/ki +k;

| V
» Y
B
: _ [ 2 2
o= ky/ Ktk a tangage,
inclinaison
X

Lacet, gisement

=

Figure 2 : Angles de gisement et d'inclinaison d'un vecteur par rapport a un triédre.

En se rappelant que

1 0 0
Rot(x,8)=[0 cd -so (12)
0 s co

cB 0 sP
Rot(y,f)=| 0 1 0 (13)
-sf 0 cP

co —sa 0
Rot(x,0)=|sa. co 0

lo o 1]

et en effectuant la multiplication de matrices qui s'impose, nous obtenons

(14)
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kkvo+cd  kk vo-ksd kk,vo+ksd
[]=] Kk vo+k,s0 Kk vo+cd  kk,vo-kso (15)
kk,vo-k,sd kk,vO+ksd kkvo+cd

11) De la matrice de rotation au vecteur d'Euler
A partir de

L, I, I kkvo+cd  kkvi-ksd kk vo+ksod
Ly T Iy |=kkvi+ksd kkvi+cd kkvo-kso|, (16)
L, I, I k.k,vo-k st kk,vo+ksd kkvo+cd

en observant que

Ty + Ty + 1 = K, + K} +k2 —c®+3c0 = 1+2c0, 17)
on déduit
® = arc cos_l{rll * r222+ B~ 1}, 9 €[0,7]. (18)

D'une fagon analogue, de

Iy =L =K,k vO+k s +k k,vO+k s0 =2k, s9 (19)
il suit
k, =22, 20)
250
de
;=1 =k k,vB+k s0 -k k,vO+k cd =2k sB (21)
il suit
k, = r—z-i;— ; (22)
de
1, — 1, =k,k,vO+k s0 -k k vO+k sO =2k sd (23)
il suit
O ¢
k,= —9—‘28—1912— . (24)

L’on peut donc conclure
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k, R
[k]A =k, |= 58 L3 = Iy (25)
k, Ly~ 1
or, d'une fagon équivalente
1 I =1

= > = | T3 ™ T | (26)
(raz —rza) +(r13——r31) +(r21 _r12) I =1y,

[, =
I

3.5 Matrice de vitesse angulaire

Soit un vecteur dEuleur 8v. Lorsque ¥ =AY << 1, nous pouvons utiliser I'approximation

1 -A%, AU,
rot((k],,®)=| A9, 1 -A®, (1)
-A%, A9, 1
ou
AGy = AD vy
AYy 1= AB vy 2)
A, 1= ADv, .
AD,
En introduisant la matrice S| A9, |, définie par I'équation
AU,
AB 0 -A9, A9,
S A8, |r:=| AB, 0 -AU, 3)
AS, -A%, A9, 0
ona
ﬂ' a N
au,
Rot([k],,A8) =1, +S4| A9, } )
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a

X

La matrice, S(a), associée a un triplet de scalaire a=|a, | par la relation

a'Z
0 -a, a,
S(a):=| a, 0 -a, &)
-a, a 0

est appelée matrice de vitesse angulaire. 1l s'agit d'une matrice antisymétrique (S + S' = 0) ayant

b,
la propriété que pour tout autre triplet b:=|b | ,ona
bZ
b
S(apb=|a, 0 -a|lb,|=|ab, - ab,|=aab. (6)
b

Remarque 1: Pour toute paire de triedre A et B et tout vecteur v l'on a
S{[v],}=Rot(B,A)S {[v], } Rot(A,B)- ™
Démo: Pour toute paire de vecteurs y et w 1'on a
[vAw], =S{{v],}[w], =Rot(B,A) [y A w],
= Rot(B,A)S {[v], }[w], ®
= Rot(B,A) S {[1], } Rot(, B) [w],
Cette égalité devant étre valable pour tout [w]g, il suit I'équation (7).

3.6 Loi de propagation des matrices de rotation

Soit l'orientation de B par rapport a A décrite par la matrice Rot(A,B)(t); soit AQp la vitesse

angulaire de B par rapport a A, et soient [AQB]A ,[AQB]B les mesures relatives a A et a B de
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AQB. La relation entre Rot(A,B)(t), AQB et R.ot(A,B) (t) est décrite par la loi suivante de

propagation des matrices de rotation

Rot(A,B) (1) =S {[*2,], } Rot(A,B) (1
(1)
=Rot(A,B) (1) s{[*2s], }-

Ces équations permettent de déterminer 1'orientation de B par rapport a A a partir de 1a mesure de

la vitesse angulaire A.QB. A l'inverse, de

S{[* 4], } =Rot(A,B)Rot'(A,B) (1

s{[*,] } =Rot(B,A)Rot(4,B) @)

elles permettent aussi de calculer la vitesse angulaire a partir de Rot(A,B) (t) et de sa dérivée.

Démo: Loi de propagation des matrices de rotation.

En indiquant avec {AﬂxAﬁyAﬁz] la mesure relative a A du vecteur d'Euler représentant la

rotation requise pour que le tricdre B passe de l'orientation Rot (A,B) (t) : = R(t) a 'orientation

Rot (AB) (t+At): =R (t+At)l'ona
R(t+At) = R(AR(t) = Rot(AD,, AD,, A, R(t). 3)
En appliquant la formule liant la matrice de rotation au vecteur d'Euler, il en suit
R(t+At) = [13 +s (a0, A0, Aﬁz])] R(t), )

d'ou
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L R(+A)-REY SUMX A®, AGZUR(t)

At — 0 At At — 0 At At At (5)
=5([*Q,], ) Rot(A,B), 6)
et donc
Rot(A,B)(t)=5{[*Q,], } Rot(A,B). (7)
D'autre part, de -
Rot(A,B)=5{[*2,] } Rot(A,B) (8)
nous pouvons écrire
Rot'(A,B) Rot(A,B)=Rot'(A,B)s {[*@,], } Rot(A,B)
=Rot(B,A)S {[*2,], } Rot(a,B) ©)
=S {[A'QB]B}
d'ou
s{[*Q,] }=Rot(B.A) Rot(,B). (10)

Remarque 1: 1I est intéressant de noter que lorsque la matrice R(At) est décrite en termes de

[A QB]A , alors
R(t+At) = R(At) R(t); (11)
lorsque décrite en termes de [AQB]B alors R(t+ At) = R(t) R(At) .

Remarque 2: Si le triedre C a une vitesse angulaire, “Qc, par rapport 2 A, alors

Q. ="Q +4 Q. (12)
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Démo: De Rot(A,C) = Rot(A,B) Rot(B,C), en utilisant la loi de propagation des matrices de

rotation nous obtenons
Rot(A,C)=S{[*Qc] } Rot(A,C) .
D'autre part, nous avons aussi

Rot(A,C)=Rot(A,B) Rot(B,C)+Rot(A,B) Rot(B,C)

d'ou, en utilisant encore une fois la loi de propagation des matrices de rotation

Rot(A,C)=S {[*@4], } Rot(A, B) Rot(B,C)+Rot(A,B) S { "], } Rot(B,C)

=s{[*a;], } Rot(a,C)+s {*Q ] } Rot(A,C)

=s{[*Qs], +[*2c], } Rot(A,C).

En comparant (13) et (14) nous obtenons
AQL = Q +P Q-

Avec A = C, cette équation implique
[AQA]A - [AQB]A +[BQA]A ’

et puisque [A QA]A =0, il suit

(13)

(14)

(15)

(16)

(17)

Lorsque une matrice Rot (A,B) est obtenue a partir de calculs numériques, il peut arriver

qu'elle ne possede pas la propriété d'orthonormalité qui devrait la caractériser. Une matrice X : =
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[Xj] est le meilleur approximant orthonormal d'une matrice assignée R : = [ r;; ], si X est

orthonormal et si elle minimise la fonction

D (xij - rij)2 =Trace(X-R)' (X-R)-

j

X peut étre calculée a partir de R en utilisant la formule X = (R R)** R,

Démo: Les conditions
1 Trace (X -R)' (X — R) minimale avec X X'=13
ii  Trace (R X") maximale, X X' = I3
i1 R X'symétrique, X X' =13
sont équivalentes.
De RX'=XR/ilsuit
RX'XR'=XR'XR'

RR'=(XR’

172 172

XR'=(RR)" —X=(RR) R".

3.8 Relation entre les dérivées des mesures d'un méme vecteur relatives a deux triedres

¢y

(2)

3)

: L d g
Soient [v]a , [v]s les mesures relatives a A et B d'un vecteur v, a[y] A E[X]B les dérivées

de ces mesures.
De
[v], =Rot(A,B)[v],

il suit
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%[X]A = R.ot(A,B) [v], +Rot(A,B) .C% [v]

B

=S ([A QB]A) Rot(A,B)[v], +Rot(A, B)%[X]B )

=s[*@,] [v], +Rot(A,B)%[X]B

et donc

“&'{[X]A =Rot(A,B) [[A.QB]B/\[V]B +%[X]B:l. (3)

4. ANGLES D'EULER (RPY)

Les angles d'Euler, (tangage, roulis, lacet) décrivent l'orientation d'un triédre B par rapport 2

un triedre A. IlIs sont définis comme suit.
Tangage (B, tangage pitch): angle que 1'axe x de B forme avec le plan xy de A;

Roulis (y, roulis roll): angle de rotation en sens horaire que B doit effectuer autour de son axe x

afin que son axe y devienne paralléle au plan xy de A;

Lacet (o, lacet yaw): angle de la rotation dans les sens anti-horaire que A doit effectuer autour

de son axe z pour que son axe X soit paralléle au plan défini par I'axe z de A et 1'axe x de B;

4.1 Relation entre les angles d'Euler et la matrice de rotation

Soit l'orientation de B relative a A, décrite par les angles d'Euler vy, B, o. La matrice Rot
(A,B) peut €tre déterminée en considérant le déplacement nécessaire pour qu'un triédre

initialement posé sur A assume l'orientation de B définie par les angles v, B et o

Afin de caractériser ce déplacement, considérons les étapes suivantes:
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i) Soit l'orientation initiale d'un triedre R' coincidant avec celle de A. Faisons subir & R! une
rotation Rot(z, o), (c. a. d.: une rotation autour de l'axe z d'un angle o). L'axe z de R!

coincidera alors avec I'axe z de A; l'axe x de R' sera paralléle au plan défini par l'axe z de A

et I'axe x de B;

ii) Soit R? un triedre avec orientation initiale coincidant avec R'. Faisons subir 2 R? une rotation
Rot (y, B). L'axe x de R? sera alors paralléle 2 I'axe x de B, l'axe y de R? parallele 2 'axe y de
R;

iii) Soit R® un triedre avec orientation initiale coincidant avec R2. Faisons subir 2 R? une rotation

Rot(x, 7). L'axe x de R® sera alors paralléle 2 I'axe x de B et l'axe y de R paralléle a l'axe y

de B.

En somme, R* a la méme orientation que B.

Le déplacement caractérisant l'orientation de B relative & A peut donc étre vue comme le
déplacement résultant de l'effectuation de la suite des trois rotations Rot(z, o), Rot(y, P),

Rot(x, v). Chacune de cette suite de rotations étant décrite d'une fagon relative, il suit
Rot(A,B) = Rot(z, ) Rot(y, B) Rot(x, Y) . ¢}
En utilisant les expressions de ces matrices, 'on obtient

cocP casPsy —socy casPey +sasy

Rot(z,a) Rot(y,B) Rot(x,y) =| socf soasPsy +cocy sosPcy —cosy 2)
—sp cfsy cfey
Rot(z oc) Rot(y, B) Rot(x,y) I
L o ]
Figure 1
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A l'inverse, en posant
Rot(A,B) =[r;] 3)

l'ona

B=A tan2(—r31,1/r12l +15 ) 1€ (-90°,+90°)

o= Atan2(r, /cB,r, / cp) 4)

Y =Atan2(ry, /cB,1,; / cB).
Remarque 1: La fonction ¢ = A tan2(y,x) coincide avec la fonction tan™ (y/x) excepté que la
valeur de ¢ est déterminée en utilisant le quadrant auquel le point (x,y) appartient

(-180° < ¢ < 180%).

Remarque 2: Si o, §,7<<1, alors l'on a

Rot(A,B) = Rot(z,0) Rot(y,B) Rot(x,y) = éc _106 —By =1,+S E (5)
B v 1 a
D'od, en utilisant la notation [*Q, ] =[2,2,9,].
a=g,
B=2, ©
=0
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4.2 Loi de propagation
Il est important de remarquer qu'en général (&,B,&)#(QXQYQZ). La relation entre la

vitesse angulaire et la dérivée des angles d'Euler peut étre obtenue en calculant la dérivée de la

* o o

matrice Rot(A,B) = Rot(z,o) Rot(y,B) Rot(x,y) (une matrice fonction de o,f,y,0,B,ety), et en

imposant que cette matrice soit égale a S Rot(A,B) ou bien égale 2

00RO

Z 1A

Rot(A,B) S suivant que (82x £, £2,) représentte la vitesse angulaire mesurée

oo o

Z1B

relativement & A ou bien 4 B.

Dans le cas ou (L2, £y £,) est la mesure relative au repere B de la vitesse angulaire de B par

rapport & A, nous pouvons écrire

Q
d X
E[Rot(z,oc)Rot(y,B)Rot(x,y)] = Rot(z,a)Rot(y,B)Rot(x,v) S 4| Q, (1)
Q
z |B
c'est & dire,
— socP — B casfp - o sosPsy + B cocPsy + y casPey — soisPey + B cocPey
—(;cco«:y +{( soisy +(Sccoccy
o cocP— BSBSOL + (;ccocsBsy + Bcocchy + y sasPey (;ccocsch +BsocPey — y soisPsy
—(Scsocsy —&sycoc +(3csocsy —{(cocc
—Bcb —PBsPsy +vcyep —PsBey —vcfsy |
cocP casPsy —socy cosPey +sasy 0 -Q, Q
=|socP sasPsy+cocy sosPey —cosy Q, 0o -Q | 2
-sp cPBsy cPey -Q  Q 0
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En comparant I'entrée 3-1 de la matrice & gauche avec l'entrée correspondante 2 droite, I'on a

oBsYQ, -, cBoy = —Pep 3)
d'ot

B=Qcy-Q,sy. “4)

En considérant 1'entrée 3-2, 'on a

\.(CYCB—BSBSY =Q,sB+Q,cPey

Y =0, tanfoy +Q, +9Q, tanPsy . 5)

En considérant I'entrée 1-1, 'on a

—o, socP — BcocsB =Q, (casPsy —sasy) - Q, (casPey +sosy) (6)
d'ou
-(;csoccB = (Q/cy —£?7sy)cocs8+£zz(c sY —s0isy ) o
-Q, (copPey +sasy)

c'est a dire,

. _ QZC'Y + QYSY .

o 8
b B )]
En réécrivant les équations (4,5,8) sous forme matricielle, on a
T lo L @
¢ B B ||
Bl={0 cy -8y || L, ©
]_Y _] 1 tanPsy tanfey 18, |
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5. PARAMETRES D'EULER

Soit l'orientation d'un triedre B par rapport a un triedre A représentée par le vecteur d'Euler
¢ r. La représentation de cette méme orientation en termes des paramétres d'Euler est donnée par
la paire (scalaire, vecteur) p : = (1), @)

N

ou

N =cos ¢/2 g:=sin¢/2 r. ' 1)
D'une fagon équivalente, la paire peut étre vue comme un vecteur avec 4 entrées (quaternion)

q:=M,q1 92, g3)
M :=cos ¢/2
qp : =sin ¢/2 1y qz:=sin ¢/2 1, q3:=sin¢/2r, . 2)

ou [ry 1y 1]’ dénote la mesure de r.

Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un quaternion p représente un ensemble de

paramétres d'Euler est que

| =m*+qq=n+q}+ai+qi=1. 3

5.1 Relation avec la matrice de rotation

En indiquant avec Rot(A,B) la matrice qui représente l'orientation de B par rapport 4 A, I'on a

1-2q5-2q; 2(q,9,-Mq;) 2(q,9;+ng,)
Rot(A,B)=|2(q,q, +Mmq;) 1-2q;-2q95 2(q,q9,-7mq,)|- @)
2(q1q3—-nq2) 2(Q2Q3+nq1) 1_2q12_2q§

Inversement, en utilisant la notation
Rot(A,B):= [rij] (5)

I'on a
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I =T

4=

4n
_h Tl
q, 4
3)
_hiTTp
43 an

1
11=5\/1+r11 +1y, + Ty

Remarque 1: Ces formules peuvent étre obtenues a partir de la relation liant la matrice de
rotation avec le vecteur d'Euler, en exprimant sin@, cos@ en fonction de sin@/2, cos@/2, et en

identifiant les composantes du quaternion.

5.2 Propriétés algébriques

Les parameétres d'Euler jouissent les propriétés suivantes:
i) Rot (AB)=1; <= (n,@) = (1, 03)

i1) Si (n,g) est le quaternion associé avec Rot(B,A) alors (1, — q) est le quaternion associé avec

Rot(A,B)’.
iii) En associant & un quaternion la notation complexe:
(n.gf=n+qi+q,j+ak (1)
et en définissant les produits des imaginaires i, j, k avec les relations :
1*¥i=k*k=j*j=-1
i*j=k; k*i=j ; j*k=i 2)
l'on peut définir le produit de deux quaternions
(meg,)=(119,) (n:-0,) @)
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en utilisant 1'équation
My + Qi+ + sk = (M 03,1+ Q1+ 0yk) (N + Qaid + Qo +dk) @)
Cela nous donne
(ny.a,)= ("M, ~ g 9,m9, + g, +5(g,)a, ). ®)
Si(n;, gi),1=1,2, 3 est le quaternion associé avec Rot;, et si Rot; = Rot; Roty, alors,
(m’ga):(nl’ﬂl)(nz’gz)' ©)
5.3 Loi de Propagation
Soit Rot(A,B) une fonction du temps, i.e. Rot(A,B) = Rot(t); soit (n,g) (t) le quaternion
associé avec Rot(t). La loi de ﬁropagation établit la relation entre (1,q) (t), sa dérivée (n, gj (t)
et la vitesse angulaire *Qp. Cette relation est donnée par

0 -Q -9, -Q,

e S

118
5 92 'S(Q) @)
Q

o
o

ou QA|[*Q,| représente la vitese angulaire de B par rapport & A, mesurée par rapport a B.
2 B |, TCP g p p

De 1'équation (1) nous obtenons

n
Q, -q;, 1 qs  —q q'
Q,1=2|-q, —q3 M 4y . (2)
Q, B R P R I
|45

Afin de démontrer la validité de 1’équation (1), observons que
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1'1 n n
| = Alim 0 (t+At)-| (1) (3)
q o q q
ou
n n n
(trag= ()| |(A) @)
4 1 1
n
ou (At) représente le changement d'orientation de B, par rapport & A, mesuré par rapport 2
1

B, qui s'est produit dans l'intervalle (t, t + At). Pour At suffisamment petit, ce changement

d'orientation de B est décrit par le vecteur d'Euler (A 9 1) avec

L Q

[t]; :=Ix, |:= ! Q, ;A8 =Q2+Q2+ Q2 At (5)

i N

ou [QIQZQJ représente la mesure realtive 4 B de la vitesse angulaire de B par rapport 2 A

[*2:1.)-

11 suit
n _rl
(At) = cos—éz-ﬁ—,sinézE I,
q LT
o 6)
1
=1, At 2,
2
Q?)
et d'ici
At i
M n  (n -7 [22:0]q
(tra)=] () [(A)=] ,, [ At
q q q 0 Q, |[+q-—5(Q)q




At i
n - [9192‘93] q
(t+At)- |(y)= A || A (7)
q P R et
. Q3 P

En divisant la derni€re expression par At et en considérant la limite pour At > 0, 'on parvient

alors a

= .

<
|

©0
I

©
|

0

—

(@) . ®)

O .

B | =
0D
Nat

Remarque 1: L'équation (1) nous permet de déterminer l'orientation d'un véhicule 2 partir de la

mesure de sa vitesse angulaire et de son orientation initiale.

Remarque 2: L'équation (2) nous permet de déduire la mesure fournie par un gyroscope a

composants liés lorsque le véhicule suit une trajectoire assignée.

5.4 Mesures d'un vecteur et paramétres d'Euler

Si [v]a , [v]s représentent la mesure d'un vecteur v par rapport & deux triédres A et B et si

l'orientation de B par rapport a A est décrite par le quaternion p = cosg + sinﬁ-q, alors

QL) = (os3+sin S a) Qo)) [cos2-sin ) ©

ol Q([v] N ), Q([V]B) , quaternions associés a [v]a et [v]g sont définis par les relations

(10)
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5.5 Avantages offerts par les paramétres d'Euler
Les paramétres d’Euler obtiennent les avantages suivants:

utilisé€s d'une facon routiniére dans les problémes de guidage automatique en aéronautique et

aérospatial (problémes périphériques a la robotique);

un grand nombre de problémes de contrdle de systémes robotiques (en particulier, guidage

autonome de véhicules) sont souvent solutionnés en utilisant la théorie des quaternions;

le calcul de l'orientation d'un triedre aprés un déplacement de rotation en utilisant les
matrices de rotation nécessite un nombre d'opérations (27 multiplications, 18 additions) qui

est plus grand que celui requis si on utilise des quaternions (16 multiplications, 12 additions).

simuler la dynamique d'un corps solide a partir de I'équation d'Euler N = IQ+S(Q)CIQ

avec l'orientation et la vitesse angulaire initiales assignées, en utilisant les matrices de
rotation, requiert un nombre d'opérations est considérablement plus grand qu'en utilisant des

quaternions.

5.6 Parametres de Rodriguez-Hamilton
Les parametres de Rodriguez-Hamilton offrent une représentation des orientations qui est

similaire a celle offerte par les paramétres d'Euler. En particulier la représentation de Rodriguez-

Hamilton d'une orientation caractérisée par le vecteur d'Euler 91 est donnée par les paramétres

Py
p, | = tan(®/2)[r] (1)
Ps

Relation avec la matrice de Rotation

1+p -p;-p;  2(pp,-Ps)  2(pips+Ds)
Rot =(1+p} +p;+p;)| 2(pp+ps) 1-pi+po-p: 2(pps—p.) )
2(pips—p2)  2(pops+pi)  1-Pi-p;+p;
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Relation avec les paramétres d'Euler

-1/2
n=(1+p; +p;+p3) 4,=Mp, 9, =NMp, q;="p;

Loi de propagation

p.l 1 1+ Pf PP, _2p3 PPt P, || L,
|2 :E PiP; tPs 1+p; P2P; =Py Q'y

Ps PiPs —P, Py +DP:Ps 1+ p§ Q,

-3 .

3)

(4)
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