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. Abstract

The exponential weighting function is used to extend the
least squares and generalized least squares identification techniques
of time invariant systems to the identification of time variant ones,
in the presence of measurement noises. Some properties of the solutions
are pointed out by theorical and experimental (simulations) studies.
The real time application of the above mentioned techniques is made
possible by the use of numerical iterative methods. An optimum value
of the weighting factor which corresponds to the best compromise between
the filtering of the measurement noises and the purSuit of parameters,

is shown to existe.



Sommaire

Une fonction de pondération exponentielle est utilisée pour
étendre les méthodes de Kalman et des moindres carrés généralisés a
1'identification des systémes linéaires variants, en présence des
bruits de mesures. Plusieurs propriétés des solutions sont dégagées
i laide d'études théorique et expérimentale (simulations). Ltutili-
sation des méthodes numériques itératives dans la recherche des
solutions rend possible l'application au temps réel des méthodes étu-
diées. Il est démontré qu'il existe une valeur optimale du facteur
de pondération correspondant au meilleur compromis entre le filtrage

du bruit et la poursuite des paramétres.



INTRODUCTION

Le probldme de l'identification des syst®mes est traité abondamment dans la
littérature depuis environ 25 années, Une rétrospective de ces traités [17 [37 [6]
montre qu'en général ils se rapportent 3 des systemes linéaires invariants, ‘L'ex-
tension des méthodes proposées & 1l'identification des systémes variants, un des
probl&mes principaux posés par la réalisation d'une boucle auto-adaptive, est en-

core peu exploitée,

Ce travail montre que l'introduction d'une fonction de pondération exponen-
tielle accordant plus d'importance aux mesures récentes dans le critedre de minimi-
sation est un moyen simple et efficace pour étendre la méthode des moindres carrés
généralisés (MCG) 4 1'identification des syst®mes variants. Un choix rationel d'un
facteur de pondération doit &tre effectué en fonction de son double rdle soit: le
filtrage des bruits de mesures et la poursuite des parametres, Le lecteur doit
étre informé que cette solution n'est pas exacte mais elle noﬁs semble €tre une

bonne approche.

I. EXTENSION DES METHODES DE KAIMAN [47 ET DES MCG [77 A L'IDENTIFICATION
DES SYSTEMES VARIANTS

I.1 Extension de la méthode de Kalman

Soit:

X entrée du systeéme et du modéle & 1l'instant iT
T période d'échantillonnage

Y; sortie réelle du systéme d 1l'instant iT

)

sortie mesurée du systéme & l'instant iT



W, bruit de mesure sur la sortie du systme & l'instant iT

z5 sortie du modeéle & 1l'instant iT.

Les équations aux différences du moddle et du syst®me 3 1l'instant kT

s'écrivent:

n

Ze = L (a3 x ;+b; 7 ) 1)
i=1
m

ou ass bi sont les parametres du modéle; P;» q; ceux du systemes. n est l'ordre

du moddle et m, 1l'ordre du systéme.

Le critdre quadratique de minimisation proposé répond 3 1' expression:

N Nk ¥ 2
E.= T @ [Fp=%5) , 0<esl (3)
k=1

avec N, le nombre d'échantillonnage, ¢ un facteur de pondération qui attribue plus

de poids aux mesures récentes,

La minimisation de (3) en fonction des param@tres ai et bi avec l'hypothese

de Kalman [4]

2

Vet = Feg » 121 4

permet 1'évaluation du modele 4 1l'instant NT, Cette solution s'écrit:

[ %o« ® | ] B T
¥y XYy r_ Yy
o (N) o (N) b, ® (N)
W = (- i - JP
ij ij 01i
. = " (5)
y X X X y x
® (N) ® (N) a, 0, (N)
%3 j $a J 01i
boes p— — - — —

i, j variant de 1 d n
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N Nk
® N = ¢ o ¢__d (6)
o 5 & =0 k-r k-s
C d c d
o, M = ao, (N-1) +Cy_ dy_o (7)
rs rs
L'équation (5) peut &tre mise sous une forme plus condensée:
* *
¢ x % = %0 (8)
avec G = [bi — ai], i variant de 1 3 n.
I.2 Extension de la méthode des MCG
L'équation aux différences du modéle est:
ByZg +ByZi e ¥BZ.  HAX . +HAX =0 (9)

dans laquelle les Bi et Aj sont des parametres du modéle d'ordre n. Dans le cas
d'un systdme linéaire invariant, le critére de minimisation de la méthode MCG

stécrit [77:

n 3% n 2
N- [.E By Tpg ¥ 2 Ay Xy N
i=0 =1 2
Ry = T e - T K. (10)
k=0 T B} k=0

1/u

En introduisant la fonction de pondération exponentielle on obtient la forme

quadratique:
N
N-k 2
E. = T o R (11)
k=0

La minimisation de (11) par rapport aux paramdtres conduit & un probléme aux va-

leurs propres généralisées:

[ % % 3% - = -

i (N) Y (N)

o) N) - E i oo o® N B.

* 33 N of 5 .

5 = 0 (12)

y X X x

N N A

cpd.]{,() wd&&() ”

s -t b
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i et j variant de 0 4 n, { variant de 1 4 n

5ij‘1e Kronecker d'ordre n + 1

La relation (12) peut étre mise sous la forme:

3*
® M (EN) G, = 0 (13)

avec G, = [B; ... A, i variant de 0 2 n, et £ de 1 4 n.

La valeur propre minimale de (12) correspond i la solution cherchée car EN est

~ minimum,

Etant données les propriétés de récurrence de 1l'équation (7) 1l'introduction
d'une fonction exponentielle ne requiert pas plus d!espace-mémoire que dans le cas
invariant., Ceci constitue un intérét pratique car il en résulte une économie sub-
stantielle de 1'espace mémoire par rapport i d'autre moyen d'adaptation comme par

exemple le traitement des données en bloc, la pondération exponentielle tronquée etcC...

II, ETUDE DE L'INFIUENCE DU' FACTEUR DE PONDERATION ¢ SUR LES PROPRIETES

STATISTIQUES DES SOLUTIONS [8]

La mise en évidence de ces propriétés est faite pour un systeme invariant.
L'ordre du moddle est égal & 1l'ordre du systdme. Ces hypotheéses écartent évidem-
ment les cas non stationnaires et non linéaires., On suppose que les bruits de

mesures sont des bruits pseudo-blancs de moyennes nulles:

O pour r # s
Vier * s ) ;E our r = s
i p

Ils sont de plus non corrélés i la sortie du systlme:

V. Y. = 0 ¥ r,s



sl

On suppose aussi que l'entrée du systdme est précisément connue, étant donné

qu'elle est générée par la calculatrice commandant le systeme.

II.1 Calcul des deux premiers moments des termes dus au bruit

D'aprds 1'équation (6) on obtient:

¥ %
yvy N N
N-k N-k
® N) = ¢ «a Vg Mgt B @ W W
rs k=0 k=0
N Nk N Nx
PR Yk—r Yk-s L Yk-s k-r (27)
k=0 k=0

Pour qu'une solution asymptotique existe (cas MCG) il faut que les deux derniers
termes de (17) soient nuls quel que soient r et s, et que le deuxigme terme soit
nul pour r différent de s, On Pose:

N
e, = lim g% oy-k

N4 k=0

ol j indique que ej provient du jleme €lément de la fonction aléatoire V;du bruit

Yk-r,j k-8, LLB)

de mesure. L'espérance mathématique de ej sur 1'ensemble de la fonction aléatoire

s'écrit:
M N
Ble) = Lim 5 T T o “ v . Vi o (19)
4 MAw  j=0 k=0 2 2
N Mo
N-k 1
E(e,) = £ o B 2 % e (20)
J =0 =0 M -r,j k-s,j
E(e.) = £ —.0 = 0 (21)
J l -«
car:
1 1 0 hypoth& (22)
im = I .V . = par hypo se
Mt M 40 k-r,j k-s,j
N .
lim % aN L L pour 0 < ¢ <1 (23)

N4 k=0 1=«
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Un calcul semblable permet d'évaluer la variance de ej (annexe I):
i

2
V(ej) = Y3 (24)

l—az

En procédant de la méme fagon on obtient des expressions sémblables pour les autres ter-

mes, par exemple:

N
Nk
f. = ¢ a X i Viees. (25)
J k=() _r’J _S’J
E(fj) = 0 (26)
2z 2
X. o V.
v(£,) = — (27)
J 2
1~ o
Et le terme diagonal:
N
b, = T & v . (28)
J 10 k-r,]
2
Vi
E(th.,) = 29
(h) == (29)
— —2
4 2
A \
V(hj) = = = 7 ~ (30)
l-o l-qo
IT.2 Propriétés statistiques de la solution de Kalman‘
I1,2.1 Moyenne de la solution
En séparant les termes dus aubruit, 1'équation (8) peut s'écrire:
+ =
[@aK A @aKT GK [§a0+'A @doj (31)

ol A Qad( et A@ao sont des matrices contenant des termes dus au bruit, Evidemment

en multipliant les deux membres de (31) par (1 -o) on ne change pas la solution Gy

n a:

[t ok Rl %~ PRa-go * ¥ag0] (32)



il

ol = (1-a xd (33)

x(l—obu u

On a ainsi d'aprds les équations (19) i (30)

vi. 0
. 0 \
E[AQ(I—Q)K] ={ o Vi - EE“‘k{JanZn (34)
0 0
E[A3 1 =o OT] L Ey,, (35)
(1-9)0 M4 1 x2n
t. u,, |
1] 1]
VIR k] = (36)
u. . 0
1]
== i)
i,j variant de 1 & n
V(A% 1 = [t % u u ]T (37)
- 01 On 01 On
ou:
. 212 1l-g
35 =S¥ 1% 1ig (38)
7 1.9 1 7 71
_ =g _ 1~ 1=g
s % e~ lte 775 *Y Tie (39)
B o lE Raw
uij = ﬂ.'ﬁ.1+a (40)

D'aprds les relations (34) et (35) et le fait que

3 6. = 3 41

*a-a)k Ce T *-a)o )
ol Ge est la solution exacte, on peut écrire:

he = ; 42

Gy G, + 16 (42)
on Nh‘ st oun vecteur aléatoire dont la valeur moyenne est biaisée par la valeur

quadratique dubruit de mesure et est indépendante du facteur de pondération a.



IT.2,2 Variance de la solution

Soit

+ G, =

21k + 2%(1-g)k] Ok (21 0)0 + 8310 (43)

1'équation matricielle d'un modéle du niéme ordre od & et 3 sont des
(1-a)K (1-)0

matrices constantes, Les caractéristiques de AQ(I—a)K et AQ(l_a)o sont définis

par les équations (34) i (40).

On pose:

T

D'apreés la regle de Cramer on a pour ¥yt

|§i +M>i
- ok (1-o)k! -

121k * 22(1-g) |

ou x est la matrice X

tl-ooK dont la kléme colonne est remplacée par X

(1-0)K (1-)0°

L'ordre du modéle étant égale & celui du systeme on a:

i -
B! Bagk! 4
s ] T ~ Bie

ol gie est la solution exacte, Ce qui donne si le niveau des bruits de mesure est

relativement faible par rapport & la sortie:

= i i
. Tt 20 »
- |_:.L + A |
Y-ax T “a-ok

En éliminant les termes en double produit uij Mg, ou plus dans le développement du

déterminant [27 on obtient:

15 | 3 Cc - z i

181 !+ I s P T B s W

N (1-g)K o1 ki "ok el =l i N Ni :
gy ~ n ) (48)

— n
+ C, . "
LI e pa



e

ij est le cofacteur de 1'élément (k,j) de Ekl-ooK
Iﬁj est le cofacteur de 1'élément (k,j) de pt
ﬂ.

étant la matrice E(l-d)K dont la iéme colonne est remplacée par ;(1—0)0

D'aprds les relations (34) et (35) il est évident que les estimés E(Ni) et
E(D) de Ni et D sont des constantes indépendantes de g. Puisque Ni et D sont 1li-
néaires par rapport aux termes uij dont les variances sont données par les rela-
tions (36) & (40) un calcul long mais direct donne comme expressions des variances

de N, et D et de la covariance de (Ni,D):

T
vuﬁ) C1 1+ (49)

v(D) 2 l1+¢

It
aQ

l-o
3 1+a

I
aQ

c(x;,D) (51)
ou Cl’ CZ’ C3 sont des constantes.

D'aprds ces derniéres relations un calcul approximatif de la variance de

g; [57 donne:

2
E“(N.) E(N.)
= 1 1—y i 1l—g i 1l-¢
vig.) = g + . B + 2 . C, == (52)
3
; l-g ' .
Vig,) = k; e (53)

ol ki est une constante qui dépend du niveau du bruit.

II.2.3 Simulation

Des simulations sur un cas particulier sont faites: soit le systime du

deuxilme ordre suivant:

1 2

4+ 0.3 2
1 - 1,185 z'J-r0.37 772

0.185 z~

G(z‘l) = (54)



..

Les moyennes des parametres sont calculés d partir de 400 évaluations:

_ , 400
gi = Z.TO .2 giJ’ 1= 1,2’3’4 (55)
=1
et les variances 4 partir de 100 évaluations:
100
Vig) = = T (g -8) (56)
i 100 2 ij ~ &

ol chaque 8 est identifié aprés 100 mesures,

L'erreur d'identification est définie comme:

EI = \Ayi -zi)z/ yi x 100 (57)

Y et z, étant les sorties réelles du systime et du modéle, l'excitation étant la
méme pour les modéles et syst®mes. Le niveau des bruits de mésure est défini de

la méme fagon. Pour les simulations EI est évalué sur 320 échantillons.

La figure 1 illustre l'erreur d'identification en fonction du bruit de mesure
pour différentes valeurs du facteur de pondération o. La courbe obtenue montre bien
que la moyenne de la solution de Kalman lors de l'introduction de ¢ est biais€e par
le bruit de mesure et est indépendante de o. La figure 2 représente la variance
du "parametre B(1) en fonction de g. On y voit bien :que la variance décroit avec

o comme prévu dans l'analyse théorique.

I1.3 Propriétés statistiques de la solution des MOG

I1.3.1 Moyenne de la solution

On a comme solution:

l-‘:‘(l-cﬂM = M’(I—CY)MW Gy = O (58)

on 6(1—0)M ¢st une matrice constante cte



T -

K]
=5 = 05 es :2_ E ° (59)
AQ(l-af)M = 8
0 0
— —1 (2n+1)x(2n+1)
On a par ailleurs:
[Q(l—a)M * M(l--cy)M.J s S W (60}

ol Ge est la solution exacte., Ce qui permet d'écrire:

G, = G, + M5 (61)

ol AGM est un vecteur aléatoire de moyenne nulle,

En comparant au niveau de simulation précédente la figure 1 illustre assez

bien ce résultat,

I1.3.2 Variance de la solution

La recherche d'une expression analytique approximative pour la variance de

GM est laborieuse. Une étude par simulation (tableaux 1 et 2) montre cependant

que la variance de GM est du méme ordre que celle de GK pour les valeurs de ¢ assez

grande (0.8 < o < 1). Pour les valeurs de o faibles la différence augmente avec le
niveau des bruits de mesures., Ce fait serait dd & 1'imprécision du calcul de la

valeur propre minimale. . Cependant l'existence d'une relation entre les coef-

cd cd
ficients de covariance pondérés o, (N) et non pondérés ® (N)
ar s s

cd cd 1— N j cd
Oy N = ¢ M- _ga R (N-3) (62)
rs rs =1 rs

permet d'établir un algorithme de calcul plus précis pour la valeur pro-
pre minimale. En conséquence cet algorithme pourrait méme conduire 3 une variance

8 «

de GM plus petite que la variance de GK
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ITI. IDENTIFICATION DES SYSTFEMES VARIANTS 81

IIT.1 Influence du facteur de pondération sur la poursuite des parameétres

L'étude est faite en absence du bruit de mesure et d'une fagon expérimentale
vu la complexité du probldme. Plusieurs simulations ont été faites, Les résultats
présentés aux figures 3 et 4 attestent qu'en absence du bruit de mesure une dimi-

nution du facteur de pondération rend l'identification aussi précise qu'on le veut,

I11.2 Identification en présence des bruits de mesure

La propriété précédenté est opposée 4 celle établie au paragraphe 11.2.2,
Le choix d'un facteur de pondération pour l'identification des systemes variants
en présence des bruits de mesure est ainsi un probleme de compromis entre le fil-
trage du bruit et la poursuite des paramdtres, Les figures 5 & 7 illustrent les
résultats obtenus i partir de différentes simulations. Pour un niveau de bruit
raisonnable le facteur de pondération permettant la meilleure identification de-
vient de plus en plus petit dans une variation de plus en plus rapide des parame-
tres (fig. 5). La figure 6 montre sous un autre angle le choix judicieux de q.
Pour une méme variation des parametres, une augmentation du niveau du bruit de
mesure commande un ¢ de plus en plus grand. La figure 7 montre que pour un g
adéquat la méthode des MCG permet une mcilleure identification que la méthode de

Kalman,



i B
CONCLUSION -

Ce travail met clairement en évidence plusieurs propriétés concernant la
solution des MCG et celle préconisée par Kalman lors de l'introduction d'une fonc-

tion de pondération exponentielle dans les criteres de minimisation,
En présence de bruit pour un syst®me invariant:

- la méthode des MCG procure une solution dont la valeur moyenne

est non biaisée, contrairement a la méthode de Kalman.
- La variance des solutions est d'autant plus faible que o est grand,
En absence de bruit pour un syst&me variant:
- les solutions sont d'autant précises que o est petit,
En présence de bruit pour un systéme variant:

- la méthode des MCG procure une meilleure solution que celle de

la méthode de Kalman,

~ il existe un compromis de o qui réalise d la fois la poursuite des
parametres et le filtrage du bruit. Cette valeur de w minimise

1'erreur d'identification donnée a 1l'équation (57) .

Avec la fonction de pondération'exponentielle une économie substantielle
de 1'espace-mémoire est acquise et le fonctionnement en temps réel de l'algorithme
d'identification est possible avec 1l'utilisation des méthodes numériques itératives.
Draprds les simolations ﬂun‘w:pourlnnnmdﬁle\hldcuxibmeorﬂrc(loprogrmﬁnecstécrit)
en Fortran et exécuté par la calculatrice IBM/360) un cycle dtidentification prend
environ 0,08 seconde pour la méthode de Kalman et 0,13 seconde pour la méthode des
MCG, ce qui donne la possibilité d'avoir un cyle de calcul compatible avec 1l'évo-

lution des syst®mes industriels.
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ANNEXE I

Calcul des variances des termes dus au bruit

Les calculs sont faits pour un terme diagonal., Pour les autres termes les

calculs se font de fagon identique.  Soit:

N
h, = lin 3 o “v. .
N+w k=0 »
2 2
= E(h,) - E (h,
k3 o .idme o, . o :
ol j indique le j élément de la fonction aléatoire V du bruit,
Nbeo ‘ N-1 N
2= r M soum o SN
J k=0 5 N4 k=0 4=k+l 2
2 2 2
h, = s Tl
J hlJ 2j
N
2 - 2(Nk) 4
Eﬁﬁ.) = lim v Z a( ) L
J M- j= >J —
N M v4
2 2(N=k) 1 4 .4
Ehj,) = I « LN Yk o 5
J k_:o j___.__ 2 l—'d
On a de la méme fagon:
N-1 N M
N- - 2
E(hZ') = 2 lim % Wk %‘ vi .
& Mo k=0 1=kl j=1 od ol
1 1 i
E(hzj) = 2 [ 5 - > 1 V3
(1-o) (1-) (1-o)

car les bruits sont indépendants d'un échantillon i 1l'autre et:

B ol T N-1 1 il
1lim z z o o = 2~ 2
N4 k=0 g=k+1 (1-¢) (1-0) (1=¢)
Les velations (A1.2) ) (A1.8) donnent:
€ "¢ i (8
, v? — v?
1 2 2 2 i
\Y (ll " Yy = + T - 1 v, -

J (-f) e (egdlie) * (d”

2
v

5]

(A1.1)

(A1.2)

(A1.3)

(A1.4)

(A1.5)

(A1.6)

(A1.7)

(A1.8)



-] 5=

—_ —
4 2
V. V.
V(hj) s 1 = 1
= T
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Alpha V[B(1) 1 V[B(2)] V{A(1)] V[A(2)]
Kalman M,.C.G, Kalman M.C.G,. Kalman M.C.G. Kalman M.C.G.
1.00 0.65x10™ 0.54x10™ | 0.57x10™> 0.46x10> |0.25x10™% 0.26x10™*]| 0.69x10™* 0.68x107*
0.90 | 0.35x107% 0.34x10~2 | 0.30x1072 0.29x1072 | 0.20x10™> 0.20x10™> | 0.42x10™> 0.42x10~>
0.80 | 0.78x107% 0.88x107% | 0.68x107% 0.77x107% |0.43x10™> 0.43x10™ 0.96x10—3.0.10x10-2
0.70 | 0.13x10~F 0.15x107 | 0.12x1072 0.14x1072 [0.71x10™2 0.69x10~> | 0.15x1072 0.16x107>
0.60 | 0.19x107 0.24x1071 | 0.20x107T 0.23x107 | 0.11x107% 0.10x1072 0.21x1072 0.22x1072
0.50 | 0.31x107F 0.37x107} | 0.35x107F 0.40x107" | 0.17x1072 0.17x10~2| 0.26x107 0.28x1072
Tableau 1: Variances des paramétres
(5% de bruit)
Alpha V[B(1)] V[B(2)1 VIA(1)] V[A(2)]
Kalman M.C.G. Kalman M.C.G. Kalman M.C.G. Kalman M.C.G.
1.00 |0.26x10~2 0.26x10~2 | 0.22x107% 0,17x10 0.94x10~% 0.10x10™° 0.24x10™> 0,28x10™°
0.90 |0.10x10™ 0.10x107* |0.87x107% 0.91x1072 0.73x10~> 0.81x10™° |0.12x1072 0.14x10™2
0.80 |0.18x107" 0.22x107F |0.15x107t 0.20x107" | 0.16x1072 0.18x10 "2 0.26x10~2 0.32x1072
0.70 |0.27x107F 0.37x107F | 0.24x107 0.40x10" |0.26x1072 0.26x1072 |0.40x1072 0.50x10™2
0.60 [0.42x10™ 0.63x107% 0.45x1071 0.76x107% 0.40x102 0.40x1072 |0.55x107 0.66x102
0.50 |0.64x10™" 0.98x107" {0.76x107F 0.98x107" 0.62x1072 0.62x10™2 |0.70x1072 0.79x10™2
Tableau 2: Variances des paramdtres

(10% de bruit)
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