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Résumé 

Le contenu de ce mémoire consiste en une description et une modélisation des 

écoulements fluides à surface libre. tels que les fleuves. les rivières ou les portions de 

côtes océaniques. Les écoulements décrits sont appliqués à des domaines de calcul 

tridimensionnels qui tiennent compte, dans la construction même du maillage :3-D. 

ainsi que dans L'écriture des équations de mouvement, de la variation de bathymétrie 

du domaine étudié. 

La modification d'un modèle bidimensionnel des équations en eaux peu profondes 

(Shallow Water Equation). consistant en lh tégra t ion  sur la r.crticalc dcs kquations 

générales du mouvement. est le point de départ de cette étude. Ce schéma est 

ensuite modifié sous forme d'un schéma multi-couches qui nous permet de modéliser 

des écoulements tridimensionnels sur des géométries plus complexes. 

Une analogie est faite entre les écoulements régis par les équations en eaux peu 

profondes (S. W. E. ) et un système d'équations d'Euler généralement utilisé en dy- 

namique des gaz. 

La discrétisation de ces équations utilise de manière explicite la technique de 

résolution communément nommée < la technique de division de la différence de flux 



--. 
V l l l  

(Flux-Difference-Splitting) ,, développée par Roe. Le modèle quasi-311. appliqué 

par couches. est ensuite utilisé pour mettre à jour les champs scalaires de tout le 

domaine. 

La discrétisation spatiale du domaine à étudier consiste en l'utilisation d-une 

méthode de  volumes finis appliquée à des prismes d e  base triangulaire, représentant 

l'élément de base d'une cellule de contrôle. 

La comparaison des résultats obtenus avec certains cas typiques pour lesquels 

il existe une solution analytique. ainsi que d'autres résultats d'observation. nous 

démontrent que suite à l'utilisation de cette méthode. l'implantation des vitesses 

intermédiaires u. LT, w obtenues avec le modèle 2-D par couches. peut être orientée 

vers la résolution quasi-3D sur des cas plus complexes. La vérification de la validité 

de cette technique de combinaison peut également se  faire sur des cas simples. telle 

qu'une couche classique d'Ekman. Ceci peut se traduire sur une configuration sim- 

ple, comme un bassin rectangulaire soumis à une condition de vent en surface. ou 

encore à l'imposition d'une condition d'élévation d'eau (condition d e  marée) su r  une 

ou plusieurs des frontières ouvertes du domaine. 

Le travail présenté ci-après vise à démontrer que le schéma numérique bidirnen- 

sionnel, étendu à sa version tridimensionnelle. basé sur une technique de volumes 

finis est. au moins, aussi précis que les autres méthodes existantes. tout en per- 

mettant des prédictions fiables avec moins de ressources informatiques. h travers 

l'introduction du  concept multi-couches et une meilleure définition du maillage du  

domaine. la résolution du système nous permet d'évaluer de façon plus rigoureuse 

les termes issus du  gradient de bathymétrie et donc une meilleure conservation de 

la masse, du momentum et  de l'énergie du système. 



Abstract 

This research consists of 3-D niultiple-level model to describe and compute free 

surface flows as applied to  rivers. lakes or sea shore parts. The starting point of this 

work is a modified two dimensional model used to  treat the S hallow FVater Equations 

(SbVE) in varying bed environments. Since the  vertical integration of the generaI 

basic equations (Navier-Stokes) to obtain a set of SWE is merely the same as  for a 

single constant layer. it is easy to extend this purpose of clepth integration over a 

multiple vertically averaged layers. Vertical integration of the mornentiim equations 

is considered so as t o  allow this two dimensional scheme to evolve in a multiple-level 

geometry, taking into account the contribution of vertical convective-flux resulting 

from the continuity equation. For SWE. as thus for a nearly horizontal Row which 

exhibits negrigible vertical acceleration, t his vertical convective-flux is ignored. In 

the two dimensional part. an analogy is made between flows governed by SWE and 

Euler system of equations, used in gas dynamics. 

This 3-D solution strategy follows four major steps: first explicitly computing 

the veIocity field a t  each level of the spatial domain, second evaluating the vertical 

convective-flux, the shear-stress a t  the interface of different layers. three the addition 

of the hydrostatic pressure coming from the layers (on top) facing a under-layer and 



finally add the Coriolis force to complete the system of mornentum equations. 

The spatial discretizat ion uses trianguiar-based elements and a finite volume 

method is applied to  solve the  governing equationç. The flow solver is based on 

Roe's Flux- Difference-Splitting ( FDS) solver, initially developed for solving inviscid 

compressible Aows. but well suited for other hÿperbolic type eqtiations. The data 

obtained from the experiments or analytical solutions For typical test cases have 

been used to evaIuate the performance of the method. It is observed that this 

method is able to  predict the  behavior of ciassical Ekman surface laÿer or a simple 

tide wave fixed on an open boundary of a rectangular domain. Finally. the restilts 

for the combined 2-D. 3-D mode1 allow us to say that this method is as efficient 

as other cIassical methods. like the rnethod of characteristics cornbined with an 

ot her 3-D integration or  finite elements techniques. Furt hermore. t his multi-level 

finite volume approach is robust. require Less computer resources than classical finite 

elements methods and makes easier the use of adaptive grids. 
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Chapitre 1 

Introduction 

L'avènement de l'ère informatique moderne nous permet aujourd'hui de modé- 

liser et de représenter des phénomènes physiques qui. il y a une vingtaine d'années 

encore. nécessitaient l'emploi de coûteux moyens expérimentaux pour corroborer des 

résultats mathématiques et théoriques. 

Dans le domaine de la mécanique des fluides que ce soit en aérodynamique 

ou en hydrodynamique. la simulation numérique se révèle comme étant la tech- 

nique la plus appropriée et la plus souple pour pallier à ces coûteuses campagnes 

d'expérimentations. Néanmoins ayant recours aux simulations numériques. souvent 

plus précises et suivant des modèles physiques et géométriques réalistes. les limites 

des ordinateurs actuels sont parfois très vite atteintes. 

Le contenu de ce mémoire traite de la modélisation et de la simulation numérique 

des écoulements à surface libre régis par un système d'équations décrivant un écoule- 

ment quasi-horizontal. incompressible et éventuellement inhomogène. 



-1 - 
La formulation la plus générale des équations de mécanique des fluides étant  

donnée par les équations de 3avier-Stokes. si l'on néglige les termes visqueux ap- 

paraissant dans leur formulation. nous obtenons les équations d'Euler. Ce sont les 

mêmes équations qui servent ici pour l'élaboration des différentes formulations e t  

discrétisations proposées dans ce mémoire. 

Tout comme certains auteurs décrivant sensiblement les mêmes systèmes d'équa- 

tions et plus particulièrement ceux ayant employé une méthode des caractéristiques. 

nous proposons ici une approche similaire. La formulation des principes de base sou- 

tendus par le schéma de Roe utilisant ces mêmes équations d'Euler sera brièvement 

mentionnée dans Ie chapitre 3. L'analogie entre les deux méthodes réside dans le 

caLcuI d'une succession de problèmes de Riemann sur des lignes ou des surfaces 

caractéristiques. suivant que l'on se trouve en deux ou trois dimensions. 

Dans la continuité de cette approche e t  pour décrire des écoriLements sur des 

géométries plus complexes. impliquant une topographie (bathymétrie) plus acci- 

dentée du fond d'un domaine. i l  est proposé d'introduire un modèle rniilti-couches 

représentant plus fidèlement les profils de vitesse, suivant les directions longitudinale. 

transversale et verticale. 

Les équations utilisées pour modéliser de tels systèmes sont les équations de  

Navier-Stokes moyennées par couches. où le vecteur vitesse de l'écoulement sera 

donné comme étant la somme d'une vitesse moyenne plus une fluctuation. Cette 

méthode introduit dans les équations de départ de  nouvelles composantes reconnues 

sous le terme générique de < contraintes de  Reynolds , qui prennent le caractère 

physique d'une friction. D'une façon plus générale ces contraintes sont la résultante 

du produit moyen de  deux composantes de fluctuation de vitesse. 



Sur la base des résultats obtenus avec le modèle bidimensionnel par couches 

utilisant les équations d'Euler et la technique de division de la différence de flux 

proposée par Roe. le calcul des grandeurs physiques caractéristiques. c'est-à-dire. 

les vitesses < u B et  a v , dans le plan horizontal, le frottement 4: T , à l'interface des 

couches ainsi que l'élévation du niveau d'eau de la surface libre a h  2. est ensuite 

orienté vers i 'intégation verticale par étérnentç de ces quantités. Éléments qui su- 

perposés. couche par couche. représentent une colonne d'eau partant de la surface 

libre jusqu'au fond. 

Cette opération est rendue nécessaire du fait que le champ de vitesse obtenu 

par couches ne traduit pas la véritable valeur pour tout le domaine étudié. Le 

développement principal réside dans l'intégration sur la verticale d'un champ de 

vitesse intermédiaire obtenu sur un domaine subdivisé en plusieurs couches. Les 

coefficients de viscosité turbulente. les forces de Coriolis ainsi qu'une condition ra- 

diative d'élévation du niveau d'eau sur une frontière ouverte ont été pris en compte 

pour le cas réel de  l'estuaire du fleuve St-Laurent. 

Plus loin noza ferons la description de Ia formulation numérique de la méthode 

employée pour résoudre le système complet. Cette méthode consiste à calculer de 

manière découplée certaines caractéristiques de l'écoulement. principalement le pas 

de temps. la vitesse d'élévation de la hauteur d'eau de chacune des couches ainsi 

que de la prise en compte de l'influence de la pression hydrostatique des couches 

supérieures sur les couches inférieures. La méthode de résolution pour les deux 

types de formulation (2D et quasi-3D) se fait de manière explicite. 

Le dernier chapitre de ce mémoire présente queIques cas typiques de valida- 

tion du schéma numérique et de la méthode utilisée. Ces tests représentent ce 



qu'il est commun de vérifier lors de toute utilisation d'un code numérique dédié à 

l'hydrodynamique. La comparaison est soutenue avec les résultats présentés par 

d'autres auteurs ou encore avec des solutions analytiques faciles à obtenir. 

Le cas classique de la réflection d'une onde de marée est appliquée à un do- 

maine rectangulaire. Vient ensuite le même genre de test. mais cette fois appliqué 

à une portion de côte océanique avec trois types de profil de bathurnetrie. Quelques 

cas de modèles de vent pour la validation de Ia formulation quasi-3D sont ensuite 

présentés. soutenus pour la comparaison, avec des solutions analytiques. En fin de  

chapitre. la description d'un cas réel donné par le basssin estuarien du fleuve St- 

Laurent débutant d e  Québec e t  allant jusqu'à l'embouchure sur l'océan. Quelques 

types de modélisation seront décrits. Ceux-ci consistent en l'imposition de con- 

ditions frontières et conditions initiales spécifiques pour reproduire correctement 

l'écoulement physique e t  la circulation du fluide au cours du temps. 11 s'agit es- 

sentiellement soit d'une condition d'élévation d'eau spécifiée sur une ou plusieurs 

frontières ouvertes du domaine. d'une condition de vent sur la surfacc libre du 

domaine ou encore de I'irnposition d'un champ de densité connue à la frontière 

sur l'océan que nous Iaissons se propager vers l'intérieur du domaine. Le shéma 

numérique doit être susceptible de fonctionner avec une combinaison quelconque de  

ces trois variantes. 



Chapitre 2 

Revue Bibliographique 

Plusieurs schémas numériques modélisant les systèmes hydr~dynarni~i ies  uti- 

lisant différentes formulations des équations en eaux peu profondes -Shallow I4-ater 

Equation (S.W.E.)- ont  été  développés depuis plusieurs années pour modéliser les 

écoulements à surface libre. tels que les rivières. les lacs. les estuaires. les régions 

océaniqi~es côtières etc ... 

Parmi tous ces schémas, on peut mentionner le travail préliminaire de 

STRELKOFF[25] et de TERZIDIS k STREL1<OFFp6]. qui les premiers ont fait 

l'analogie entre les éqiiations de dynamique des gaz et les équations de St-Venant en 

utilisant une méthode des caractéristiques p u r  décrire un système hydrodynamique. 

-\IIATSOUKIS[lï] utilise une combinaison de shémas 2-D. 3-D. faisant appel à une 

méthode des caractéristiques. Certains résultats, pour des cas typiques utilisés avec 

sa méthode de surfaces caractéristiques. ont servi de comparaison pour la validatiori 

du schéma numérique contenu dans ce rapport de maîtrise. 



Le présent travail fait appel i une technique de volumes finis s'inspirant de 

la méthode d e  Flux-Difference-Splitting, développée par ROEP1]1'20], régissant les 

systèmes d'équations hyperboliques en dynamique des gaz et étendu aux  équations 

en eaux peu profondes par ZHANG[27]. 

CHASSÉ[I], développe un shérna pleinement 3-D avec une décomposition Spa- 

tiale multi-couches suivant la profondeur du  domaine. Son shéma utilise une discré- 

tisation de différences finies ainsi qu'une technique combinée de résolution implicite- 

explicite pour certaines équations du système et  se montre très efficace quant à la 

modélisation d e  la circulation des courants et la prédiction des élévations du niveau 

d'eau dans l'estuaire du Saint-Laurent. 

II existe d'autres formulations bi-dimensionnelles décrivant l'intégration sur la 

profondeur des équations du mouvement qui utilisent un schéma aux différences 

finies, comme celui décrit par CXSULLI[S]. 

Pour représenter de manière plus précise les variations abruptes sur un domaine 

quelconque, SOLTLIS~3]['14], H.4ELTSER k a1.[8] proposent un maillage curviligne 

appliqué à la géométrie pour mieux suivre l'écoulement et les discontinuités pouvant 

apparaître, comme pour le cas d'un bris de barrage par exemple, ou encore un 

changement brusque de la direction de l'écoulement. 

La méthode des éléments finis est également très largement utilisée pour simuler 

ces écoulements, les travaux de DHATT & aI. [7] servent de support comparatif 

à la première validation présentée dans ce mémoire. Une autre formulation des 

équations en eaux peu profondes utilisant une méthode d'éléments finis e t  faisant 

intervenir un maillage adaptatif ( qui suit une onde d'élévation du niveau d'eau) aux 



frontières ouvertes du domaine, développée par SIDEN & LYNCH [%2][13], permet de 

modéliser fidèlement les éventuels débordements de fronts de mer, ou les élévations 

d'eau sur des domaines confinés, tels que les secteurs portuaires. 

Dans le contenu de deux articles importants, LYNCH & wERNER[15] ont 

abordé le problème tri-dimensionnel d'un domaine hydrodynamique sous la forme 

d'une linéarisation harmonique des équations en découplant les termes du rnomem- 

tum horizontal et de la variation verticale de la vitesse. Du fait de cette séparation, 

la solution 3-D du problème se ramène à un système 2-D moyenné verticalement, 

en résolvant une équation d'onde de type HELMHOLTZ (équation différentielle 

du 2 ième ordre) pour obtenir l'inconnue du système, c'est-à-dire, dans ce cas- 

ci, l'élévation d'eau. Dans une deuxième partie, les mêmes auteurs LYNCH Sc 

WERNER[16] présentent un algorithme semi-implicite à deux pas de temps pour la 

résolution des équations hydrodynamiques 3-D avec une technique de discrétisation 

sur des éléments prismatiques. Une transformation du domaine spatial (x, y,  z )  en 

un domaine de calcul (x, y, 5 )  permet aussi de tenir compte, dans le terme temporel 

des équations, de la vitesse de déplacement vertical du maillage dont les noeuds sont 

et restent parfaitement alignés sur la verticale. 

Une combinaison d'un schéma aux différences finies, utilisant une intégration 

temporelle en séparation de mode, comprenant deux couches et une transforma- 

tion de coordonnées du domaine spatial, est proposée par CHAU & JIN[5]. Leur 

méthode présente aussi l'originalité de tenir compte de l'introduction d'une longueur 

de mélange au niveau de l'interface des deux couches et donc d'obtenir une bonne 

résolution de la densité de stratification de l'écoulement. 

Un autre modèle multi-couches pleinement 3-D, celui de  KAWAHARA St al.[ll], 



fait appel à une technique d'éléments finis, prenant en compte non seulement l'élé- 

vation du niveau d'eau sur la frontière ouverte, une condition de vent en surface et 

les forces de Coriolis, mais également le débit des rivières adjacentes au domaine 

formé par la Baie de  Tokyo, pour vérifier la validité de leur schéma. Un traitement 

spécial est donné à la condition d'élévation sur la frontière ouverte pour éliminer 

complètement l'onde réfléchie de l'onde incidente. CHASSÉ[~], utilise une approche 

un peu différente en imposant une condition de type ORLANSKI[LS] sur la frontière 

ouverte avec l'océan pour mieux laisser irradier l'onde d'élévation vers l'intérieur du 

domaine. 



Chapitre 3 

Le modèle numérique 

3.1 Les équations en eaux peu profondes ( S  WE) 

Les équations en eaux peu profondes sont des approximations bidimensionnelles 

des équations de Xavier-Stokes. basées sur l'hypothèse d'une couche de profondeur 

relativcrnent uniformc pour laqucllc la variation des vitesses verticales est négligeable. 

Les équations bi-dimensionnelles peuvent s'écrire de la manière suivante : 

avec 



avec les variables dimensionneIles suivantes : 

t = temps [s]? 

u = vitesse dans la direction x [ m l s ] ,  

u = uitesse dans la direction y [mis], 

h = hauteur d'eau [.ml, 

Z = éié uation du fo.nd : la bathymétrie [ml, 

H = h + Z : Hauteur Totale [ml ,  

v = viscosité cinématique [ m 2 / s ] ,  

g = accélération de la pesanteur [ m / s 2 ] ,  

(... ..lT = transposée. 

Le coefficient de viscosité cinématique peut être assumé constant, ou bien calculé 

par la relation[lÏ] : 

v = CUgN2(u2 + v2) h2l3 

où Cu est une constante.(norrnalement C, = 1,167) 



Le système de coordonnées utilisé pour le développement des équations est 

montré a Ia figure [3.1] . 

Figure 53.1: Domaine spatial pour les équations S.W.E. 

3.2 Schéma Numérique de division de la 

différence de flux (FDS) de ROE 

3.2.1 Propriétés du schéma de ROE 1-D (unidimensionnel) 

Pour résoudre un problème de Riemann, la méthode de ROE[20] consiste à trou- 

ver la solution exacte au problème approximé de Riemann. 



Pour un système d'équations d'Euler unidimensionnel : 

la méthode de ROE propose une linéarisation du type : 

où A est la matrice jacobienne du vecteur flux f par rapport au vecteur de variables 

conservatives u. D e  plus. en décomposant le système d'Euler en plusieiirs problénies 

de Riemann, ROE[20] remplace la matrice jacobienne A par une matrice moyenne 
1 A dont les éléments sont localement constants. tel que : A = A (?(uL + UR)). où - 

u~ et  U R  sont respectivement les états de gauche et  de droite du fluide par rapport 

à une interface. Le système devient donc : 

où À(uL, uR ) doit satisfaire certaines conditions : 

1 )  A représente une transformation linéaire du vecteur u vers le vecteur f . 

3)  pour chaque état (uL, uR) ; nous avons : uR)- (uL - uR) = f - f . 
4 )  les vecteurs propres de A doivent être linéairement indépendants. 

Ces quatre conditions sont connues comme étant *: les propriétés u B. 

3.2.2 Propriétés du schéma de ROE 2-D pour les équations 

S.W.E. 

En considérant à nouveau le système d'équations (3.1)' (3.2) : le flux normal à 

l'interface des deux volumes de contrôle peut s'exprimer par : 



Figure 3.2: Interface d'un élément de contrôle 

où n, et n, sont les composantes du vecteur normal extérieur à l'interface : 

fi = (n,.ï  + n, .j ) alors F = ( n,.G + n,. H) . Par analogie avec le cas 1-D, on 
dF 

obtient la matrice jacobienne : A = - 
d f  ' - 

AF 
donc : A ( ~ L , ~ R )  = avec AF = Fr, - FR et A f = f - f R et nous 

pouvons réécrire : AF = AG.n, + A n e n ,  

Pour les équations SLVE? il est avantageux de construire un vecteur paramètre 

W, pour lequel les composantes de f  , G , H sont fonction quadratique des 

composantes de W. On pose alors : 

et  on définit également les valeurs moyennes suivantes : 



Les matrices de transformations sont déterminées en écrivant, 

0 Pour le vecteur f : B = - 
d W  

et A j  = B.AW 

dG 
0 Pour le vecteur G . on écrit : C - - 

' - d W  
et AG = C 1 . l W  = C1.B-'.A f 

avec G = [Gl, G2, G31 

Gl = bVl. W2 

Gz = W12 + fgCVI4 
G3 = kr/;.LV3 

6H 
0 Pour le vecteur H . on écrit : C - - 

' - d ~  
et AH = C,.AW = c,.B-'Af 

avec H = [Hl, H Z ,  H3] 

Hl = I/V1.1/V3 

Hz = LV2. W3 

H3 = + igW4. 

- AF 
Finalement la matrice jacobienne s'écrit : A = - = n,C,B-' + n,C,B-'. 

A f 
Les coefficients des matrices B, B-', C, ,  C,, sont présentés à L'Annexe 1. 

La matrice de transformation : A = (n,C, + n&,) B-' nous donne finalement, 



avec un = u.n, + v.ny et un = v.n, + u.ny 

Les conditions nécessaires 1) et 4). énoncées ci-dessus, nous assurent que la 

matrice À possède 3 vecteurs propres linéairement indépendants et par conséquent 

qu'elle est factorisable sous la forme : 

= 3 D s-1 

où D représente la matrice diagonale des valeurs propres de À . LI = diag ( X i ,  Az7 X3 ), 

S étant la matrice des vecteurs propres. 

Les valeurs propres (les vitesses des ondes caractéristiques) sont données par les 

A = 

racines du déterminant suivant : 

- 
O 

- 
n, RY 

c2n, - u,u -un, + v n ,  U n y  

- c2nY - u,u un, 2vny + un, 

les valeurs obtenues sont : 

A *  = u + c  X2 = U - C  AJ = U 

De même les matrices de vecteurs propres S et S-' sont données par : 

1 1 O C -  un n, ny 

S =  [ u + n ,  u - c n ,  ny  ] ~ - l = ~ [ c + U n  -nz -ny 

u + n y  u -my  -n, 2 ~ x 1 ~  3cny -Sm, 
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En utilisant l'information précédente et suivant l'état considéré du  fluide à gauche 

(L)  ou à droite (R), on évalue Ie flux F à l'interface de deux éléments par deux 

différenciations amont, soit : 

avec D(-1 G matrice des valeurs propres négatives. 

avec D(+) matrice des valeurs propres positives. 

En sommant les deux expressions, on obtient le flux moyen à l'interface : 

3.3 Technique et approche de la méthode des 

volumes finis 

La discrétisation des équations est menée de telle sorte que l'on considère les 

variables conservatives du flux f pratiquement constantes au niveau des cellules de 

calcul. La solution est avancée dans Le temps de manière explicite. 

L'intégration sur le volume, pour une cellule de contrôle-type V ,  , de  l'équation 

(3.1), se note comme suit : 



et nous donne à I'aide du théorème de la divergence, l'expression suivante : 

où I/, représente le volume d'une cellule et les grandeurs, f: et f, représentent 

les quantitésévaIuées au temps !+At et au temps t respectivement. S, représente 

la surface d'une face de Ia cellule. 

Les termes apparaissant dans la formule (3.4) sont calculés comme suit : 

r Les termes convectifs : ceux-ci sont calculés à I'aide de l'équation (3.3) ci-dessus. 

O Le gradient de bathvmétrie : en introduisant l'élévation du fond du domaine 

comme étant la moyenne algébrique de l'élévation de deux cellules voisines, Le 

terme R, au travers de L'interface d'une cellule est donné par (.Annexe V) : 

r Les termes dc diffusion : Ie processus de diffusion sera discuté ultérieurement 

suivant que l'on considère un schéma visqueux ou non-visqueux. Il est également 

à noter qu'une diffusion artificielle est introduite par le schéma de discrétisation de 

ROE. 

r Le terme de friction de fond : le terme de friction s'évalue directement. Celui-ci 

sera introduit implicitement dans la boucle de calcul de l'évaluation du flux fcn . 

Ce terme de friction provient du résultat de l'intégration, suivant l'axe Z , 

- r-, dz, du terme de viscosité turbulente verticale, ou plutôt de cisaillement, L"=' a; 
- du h 

noté : T - v ( )  . Cette int6graticm. bornée du fond jusqu'l la surface, nous 

donne normalement deux conditions frontières. Dans un premier temps, et  avant 



de considérer les cas multi-couches, nous d o n s  ajouter plus tard la condition de 

surface (condition de vent), nous ne modélisons que le terme de friction de fond qui 

s'écrit dans notre notation tensorielle : 

En prenant L'expression de  l'équation (3.4), le traitement numérique (voir Annexe 

II) de ce terme de friction, s'introduit comme suit dans la boucle de calcul des flux 

oh les incréments 6 f, résultants, de la division du flux à l'interface de deux éléments 

du domaine, de la solution sont donnés par les expressions suivantes : 

Le critère de stabilité : le pas de temps pour le schéma explicite est sujet à la 

condition CFL suivante : 

i l t  = C F L  . m a l (  m i n ( K ~ 1  S C L )  
S(lul + c )  

pour un schéma non - visqueux 

At = CFL .max  pour un schéma visqueux 

où la valeur maximale est prise par rapport à tous les côtés du domaine. Le CFL , 

généralement compris entre O e t  1 , est de 0 '8 pour toutes les applications. 



3.4 Conditions limites et conditions aux 

-SZ frontières ouvertes » d'un domaine 

Pour l'imposition des conditions aux frontières du domaine. il nous faut définir 

l'état de gauche e t  de droite du domaine en question. Nous allons donc considérer 

l'état de gauche à l'intérieur du domaine et l'état de droite comme étant la frontière 

elle-même. Pour un schéma non-visqueux. nous avions pour le flux à l'interface. 

l'équation suivante : 

où d'après la notation de ROE['Il], e t  je cite "la diflérence de J u z  entre deux états 

W L ,  W R  (le vecteur paramètre) peut toujours s'exprimer de manière unique com.me 

étant F R  - F L  = C crkXkek avec er;, les vecteurs propres de A; crk, la force des 
k 

ondes; et A/;, les valeurs propres de A, les vitesses d'ondes. Une linéarisation locale 

de notre matrice A permet de satisfaire la relation W R  - W L  = C a k e k  et on peut 
k 

alors obtenir au niveau d'une ligne ou d'une .surfnc~ cnrnctéristiqve. l'espression : 

F R -  F L  = I/:(WR- Gb), K.',, étant la vitesse de la caractéristiq~re." Dans notre cas, 

nous alIons ramener l'expression ci-dessus du flux à l'interface à : (a; + i)a, = O .  i 

allant de 1 à 3. avec a = D S - ' 3 f .  modifiant en cela la notation de ROE qui utilise 

Q = S-' Af. (Voir aussi Annexe IV). Nous avons donc pour, D, S-' et  Af : 

c - un n, 

[ c +  -nz Ily ] Af = 

Zcv, Zn, -2cn, 



ce qui après quelques développements, nous amène l'expression : 

rcAuh + uhilu + 2 h h 1  

A l'aide de cette expression. nous allons pouvoir extrapoler tous les types de condi- 

tions possibles sur l'état de l'écoulement aux frontières : 

O Ecoulement sous-critique à l'entrée : Pour ce type d'écoulement nous avons 

-c < u 5 O avec 0 1  = 1 et 0 2  = 03 = -1 et cela nous donne à résoudre 

?ar = O, ou plutôt CYL = O. Les cas triviaux a2 = O et a3 = O nous permettent de 

spécifier deux conditions sur ce type d'entrée. Généralement, il s'agit soit d'un flux 

spécifique, soit d'une élévation d'eau. 

0 Ecoulement su~er-critique à l'entrée : Pour ce cas, nous avons u < -c , 

les trois valeurs propres du système sont négatives. Trois conditions doivent être 

spécifiées à cet endroit . 

0 Ecoulement sous-critique à la sortie : Pour une frontière sous-critique sur la 

sortie c > u > O : al = a3 = 1 et a2 = -1 ce qui nous donne -al = Sa3 = 0 ,  

ou encore al = 03 = O . Cela a l'avantage de pouvoir être traité de  la même façon 

qu'une entrée sous-critique. 

Ecoulement super-critique à la sortie : Pour cette configuration u > c les 

trois valeurs propres sont positives. Le calcul du flux f est explicite dans ce cas-là 

et f ~ =  f~ - 



Nous devons porter une attention particulière à la résolution de al = O pour le 

cas sous-cri tique. 

Comme stipulé plus haut pour cet te configuration, deux types de conditions 

peuvent être imposées : soit. une hauteur d'eau, soit un débit. Si un débit est 

imposé, pour obtenir le ff ux spécifique correspondant, il suffit de diviser ce débit par 

la dimension de l a  frontière où Ie débit est fixé. 

Dans le premier cas. où l'élévation est fixée, nous avions al = O, ce qui nous 

donne pour cette expression : cAuh + uhAu + c2Ah = 0, en simplifiant par c et 

avec le terme central égal à zéro (voir en Annexe III), nous obtenons explicitement 
C 

la relation U R  = U L  - -Ah. 
h 

0 Dans le deuxième cas, si un débit est fixé, donc associé à un flux spécifique, 

donné par uRhR . Ia relation al  = O sera fonction de hR et La résolution de 
C 

l'équation U R  = UL, - -Ah fera appel à une méthode de Newton. En exprimant 
h 

cette équation sous forme adimensionneile (Annexe III), et en introduisant un pseudo 

nombre de Froude .F . celle-ci nous donne alors : 

U R ~ R  avec .F = FR = - - U L ~ L  , a =  F L = -  - 
C L ~ L  C L ~ L  

Les solutions possibles pour l'équation (3.6) polynômiale en a sont présentées 

sur les figures ci-après. Pour les courbes représentées en figures [3.3 a)]  et [3.3 b)], 



nous constatons que si l'expression 3 - FLa2 est plus grande que F ( a ) ,  l'équation 

(3.6) n'a pas de solution. Cela peut se produire si le débit devient trop important 

sur la frontière de sortie, il en résulte un écoulement supercritique à la sortie. Si cela 

se produit, nous utilisons un artifice de calcul pour limiter la valeur de FR à l'aide 

de l'expression suivante .FR = m a s  [F'a2 + F ( a ) ] ,  et une solution acceptable pour 

a  est ensuite obtenue en s'assurant que la dérivée de l'équation (3.7) est nulle : 

L'équation c$(a)' est donc résolue par une méthode de Newton en donnant une 

valeur initiale pour a  de telle sorte que 4 ( a )  > O . L'analyse nous a montré qu'une 

valeur initiale acceptable pouvait être prise comme le maximum entre 1 et FL . 

Tant que la valeur de la dérivée qi(a)' n'a pas convergé vers zéro, la sous-routine 

de Newton poursuit son processus. Une fois la boucle itérative achevée la valeur de 

FR est remise à jour avec Ia dernière valeur obtenue pour a , et  cela à l'aide d e  

I'expression FR = FLaZ  + 0(1  - aZ)&( l  + a 2 )  . 

1 Flux à l'entrée : (3 < O) 
Fig. a )  

 l lux à lu sortie : (F > O )  

Fig.  6 )  

Figure 3.3: Solution de l'équation (3.6) 



3.5 Présentation des éléments et description de 

la technique d'évaluation des hauteurs d'eau 

La construction du maillage du domaine se fait à l'aide d'un éditeur de géométrie 

ainsi qu'un mailleur 2-D (Geo. Mars) pour ce qui est cles frontières extérieures 

(coordonnées suivant .Y et Y) ainsi que du choix du type d e  c~uaclrilatères et de 

la taille de ceux-ci, une deuxième interface pour le logiciel (Callisto) reprend le 

maillage au complet à l'aide duquel on installe de façon automatique oii manuelle le 

nombre de points de fond (coordonnées suivant X. Y et 2)  clésirés. Une sous-routine 

d'interpolation linéaire se charge ensuite de calculer la véritable c liauteur d'eau de 

fond ,, h en chacun des points des sommets des quadrilatères. 

Triangle de base ( coord r y)  

.Uaiüage de fond 

Figure 3.4: Vue des éléments pour l'évaluation des hauteurs d'eau 
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3.5.1 Utilisation de ces interfaces pour une gestion multi- 

couches 

Pour pouvoir utiliser le même type de construction e t  de  définition de la géométrie 

d'un domaine, la même souplesse de modification du maillage de la surface libre de 

ce domaine et d'implantation des points de piquets d e  fond à l'aide des logiciels cités 

précédemment. nous proposons simplement d'intégrer. dans Le menu de définition 

des conditions initiales du problème. une variable supplémentaire relative au  nombre 

de couches dési rées. 

En fonction de  la bathymétrie du domaine considéré ( très accidentée ou pas ) 

nous allons donc pouvoir opter. sous-forme de pré-traitement. à partir de ce même 

menu. au  chois du schéma numérique de résolution désiré. SLVE ou multi- 

couches a. Une boucle de calcul se charge ensuite automatiqitcment de redéfinir 

la (les) zone(s), le nombre et la connectivité des différents éléments t,riangiilaires 

(par couche) et l e  type de frontières restant impliquées (entrée. sortie. solicle) sttiv- 

ant la profondeur des couches choisie dans Ia direction verticale c l i l  rlornain~. 

Dans le chapitre suivant nous aIlons faire l'analyse du modèle multi-couches. le 

descriptif des équations de base, ainsi que l'intégration suivant la verticale du do- 

maine de ces mêmes équations et donner les expressions semi-discrètes des nouveaux 

termes à considérer qui sont apparus dans la formulation. 



Chapitre 4 

Modèle mult i-couches 

4.1 Analyse du modèle 

4.1.1 Présentation 

Dans le chapitre précédent la modélisation des écoukmcnts. pour lesqiiels nous 

avons fait certaines approximations (accélération verticale négligeable). et l'intégra- 

tion sur la verticale de ces équations, nous a conduit vers les équations et l'utilisation 

d'un schéma numérique en eaux peu profondes. 

Pour une meilleure description des phénomènes qui peuvent être  présents sur 

la direction verticale, du fond d u  domaine jusqu'à la surface. comme les effets de 

cisaillement. la stratification des couches (effet de variation de densité, ici entre l'eau 

douce e t  l'eau saIée), les effets du vent en surface, la bathymétrie plus accidentée 

du fond du  domaine, en plus de  l'ajout des forces de Coriolis. nous avons choisi 



d'étendre le modèle bi-dimensionnel vers une résolution multi-couches. 

Cette alternative s'avère plus judicieuse qu'un modèle pleinement 3-D qui, lui, 

aurait été plus coûteux en temps de développement, en gestion d'espace et de 

ressources informatiques. En conservant la souplesse d'utilisation du modèle 2-D 

ainsi que la formulation mathématique des équations (par couches) qui reste sen- 

siblement la même, l'option multi-couches (quasi-3D) présente des capacités et des 

résdtats tout aussi précis par rapport à n'importe quel autre modèle 3-D. 

Les prédictions des courants de marée au niveau d'une structure tri-dimension- 

nelle se révèle d'une importance primordide dans les champs d'application, tels 

que la gestion de l'environnement et les techniques d'ingénierie hydrauliques, parce 

qu'elles sont capables de mettre en évidence les flux de courant principaux dans 

toutes les directions, horizontales et verticales et ne limitent plus l'analyse à la 

simple hypothèse des équations en eaux peu profondes. 

L'extension du modèle bi-dimensionnel (S.W.E.) vers un modèle multi-couches 

est un problè~ne relativement aisé à résoudre; la EormuIation mathématique de 

cette trançformation réside essentiellement dans l'implantation de nouvelles vari- 

ables dans la structure du schéma 2-D existant. Ces nouvelles variables sont par 

ordre d'importance, la somme des termes de pression hydrostatique des couches 

supérieures par rapport aux couches inférieures, les termes de flux-convectif verti- 

caux (négligés dans la formulation S. W.E.) et  les termes d e  cisaillement verticaux 

faisant intervenir la viscosité turbulente verticaIe ainsi que les termes dus aux forces 

de Coriolis, lorsqu'il s'agit de modéliser des domaines relativement grands. (Es- 

tuaire, portions de côte océaniques, etc ...) 



La capacité du modèle multi-couches de prédire certaines caractéristiques de 

l'écoulement est alors améliorée pour ce qui relève de la détermination des courants 

au niveau des inter-couches. Avec de telles prédictions, vérifiées dans cet t e  formula- 

tion, il est généralement beaucoup plus facile d'introduire, sous cette forme, d'autres 

équations de transport (sédiments, température, polluants). 

4.2 Équations du modèle multi-couches 

L'utilisation de ce type de modélisation et de formulation, suit celle proposée 

par KAWAHARA[ll] et les équations s'expriment d e  la manière suivante : 

4.2.1 Les équations de base 

Pour la continuité et les équations de momentum nous avons : 



où u, v :  w représentent les vitesses suivant les directions X ,  Y, Zl p la pression, p 

la densité, r,, les cisaillements suivants leurs axes respectifs, f la force de Coriolis. 

Remarque : Les termes surlignés en gras n'apparaissent pas dans la formulation 

des équations en eaux peu profondes (S.W.E.). Il est à noter que le paramètre de 

Coriolis est donné par la relation f = 2 w sin4 où w = 0.000084rad.s-' est la 

vitesse angulaire de la terre et 4 la latitude. Pour Ie cas typique du fleuve Saint- 

Laurent, la latitude moyenne est de 48.5"N. 

4.2.2 Intégration et discrétisat ion 

Ce sont ces équations de Navier-Stokes qui intégrées sur la verticale, nous don- 

nent les expressions discrètes par couches. Les flux des composantes des vitesses 

horizontales moyennées par couches sont données par les formules suivantes : 

où les indices T et B réfèrent respectivement au sommet et  au  bas d'une couche 

(k). Pour l'équation de continuité et les deux expressions de momentum des quan- 

tités conservatives h,  uh, vh nous avons, en omettant l'indice (k ) ,  les relations 

analytiques et semi-discrètes par couche : 

ah duh dvh -+- + - = O ,  (*) 
at ax ay 

(*) Pour ces différents termes, voir l'anneze VI (obtention des équations) 



Les expressions (4.7) à (1.9) constituent donc Ie système d'équations à partir 

desquelles nous allons dériver notre notation propice à la formulation de Roe. Les 

composantes surlignés en  gras ci-dessus forment ab-ec les termes de force de Coriolis. 

le vecteur des c termes sources S. 

II est à noter que  le terme de pression est séparé de  la manière suivante. voir 

aussi en Annexe \lr : 

p = p g j d r  = p g ~  avec H = h + ~ .  

1 dp  --- - 
3 H  1 i3p d H  

- -9Z - -9- suivant x et --- - suivant y 
P d.l a?I 

La hauteur H étant considérée au niveau des interfaces des couches(voir fig. 4-11. 

Ce qui résulte en  un gradient d e  pression à gauche [3ième terme des équations (4.8) 

(4.9)] et à droite [ l ier  terme à droite des équations (4.5) (4.9)J pour les expressions 

de rnomentum : 

1 
l'un égal à : v Pgh2  à gauche ; l'autre égal à : - g h V Z  à droite - 



Comme les équations (4.8) et (4.9) sont exprimées paT couche. il faut absolument 

considérer la pression hydrostatique des couches supérieures par rapport à celle où 

s'effectue le calcul. Dans cette présentation nous ne tenons pas compte, pour ce 

qui tient de la validation du schéma quasi-3D sur les configurations simples. des 

variations de densité des couches l'une par rapport à l'autre, nous ajoutons donc 

simplement le terme suivant au terme de gradient de bathymétrie : 

Les termes de cisaillement pour les couches de fond et de surface, sont donnés 

respectivement par : 

(k) (k) g!v2(u2 + v2)lI2 
- c j u h  : & = c j u h  avec c ~ =  food: - 

P P h"3 
[s-'1, 

avec CD : coefficient de traînée ( 1.5 x à 2.5 x 10-6 ) 

Si la condition de vent en surfacc ne s'applique pas, les termes associés à cette 

condition disparaissent des équations ci-dessus. 

Pour les couches intermédiaires le coefficient de viscosité turbulente verticale, 

(parfois signalé dans la littérature par A = ( ~ ) ) ) ,  et  noté ici fric . Nous avons utilisé 

la valeur 0.01 pour les cas présentés plus loin. Les termes qui sont associés à ce 

coefficient sont donnés par les expressions suivantes : 

( k )  
% B  

(k )  
- intermédiaire (Bot )  : - - fric ( U k  - U * - y  -8 = f rac . (yk - y*-y 

P P 



Pour les couches intermédiaires le coefficient de viscosité turbulente horizontale, 

généralement exprimé par ou encore A , ( ~ )  et A , ( ~ ) .  apparaissant dans le terme 

de diffusion. est considéré constant. Dans ce qui suit nous le noterons v, et vaut 

pour les cas présentés ci-apréç v = 0.01 m2s-'. 

Les termes de Aux-convectifs dans les expressions (4.8) et (4.9) sont approximés 

par les relations suivantes : 

où w(&) représente la composante verticale de la vitesse dans le kiim' volume de 

contrôle de la kiè"' couche. De l'équation de continuité nous obtenons l'expression 

de w( ' ) ,  la vitesse verticale de la couche ( l ) ?  en sommant la contribution des couches 

situées en dessous de celIe-ci. 



Schéma du domaine multi-couches 

Figure 4.1: Modèle multi-couches 

4.2.4 Approche « Volume Finis », quasi-3D 

Le système d'équations. décrit plus haut, peut se noter sous forme compacte : 

af a c  aH -+-+-- - - R + V -  Dif  - Bot - Sou 
at ax ay 

uh v  h O 

f =  [il G =  [ u ~ h . : ~ g h ~ ]  H =  [ UV* 1 .  1- [ g h . 6 ] 5  

vvh + igh2 gh- aç 



avec 

( k + L / 2 )  - ( u . W ) ( k - 1 / 2 )  ] - f u ( k ) h ( k )  - L Sor = [ ( u w )  - - ( k )  ] 
P Tr'ze 

1 So, = [ ( u w ) ( ~ + ' / * )  - ( c W ) ( k - 1 / 2 J  + 1~f21(*)h(W - - - (*) 1 
P 

Tx H 

et également U = [ u h , v h j T  

La formulation quasi-3D ne présente donc pas d e  changement fondamental par 

rapport à la formulation bi-dimensionnelle si ce n'est dans le traitement des condi- 

tions frontières sur chacune des couches et le rajout d u  terme source ( S o u ) ,  pour 

chaque élément d'une même couche suivant que ce même élément possède ou non un 

voisin identique (une image) sur les couches qui sont situées au-dessus ou en-dessous 

de  lui et dont les coordonnées spatiales suivant les directions X et Y sont identiques 

pour toutes ces couches. Nous obtenons donc un domaine discret formé d'une suc- 

cession de colonnes d'eau empilées l'une sur l'autre qui restent parfaitement alignées 

de la surface libre jusqu'au fond du domaine. 



Chapitre 5 

Validation des schémas 

numériques 

5.1 Modèles 2D 

5.1.1 Propagation d'une onde dans un canal rectangulaire 

En utilisant le schéma 2-D décrit ci-dessus, la première application étudiée porte 

sur la propagation d'une onde linéaire sur un domaine prismatique représentant un 

conduit fermé à une extrémité. La présente étude est comparée. ici. par rapport à 

celle fournie en référence[ï]. 

Nous considérons les conditions aux frontières suivantes : 

u = O  à x = x g  et h = a c o s  ( w t )  à x =  L 

avec a amplitude = 0,1  m. 



1 
w = 2 n f la fréquence périodique; f = et T la période d'une 

composante de marée, par exemple. 

Remarque : 11 existe différents types de composantes principales de Ia marée. 

dont Les plus usitées en modélisation sont les suivantes : 

1V2 dont la période en heures. T = 12.42h 

S2 dont la période en heures. T = 12,OOh 

Kl dont la période en heures, T = 23,93h 

O1 dont la période en heures. T = 25, Sfrh 

Figure 5.1: Configuration du maillage et 2 types de bathymétrie 



Les résultats présentés ci-dessous sous forme de tableaux et de graphiques ont 

été obtenus après 2 à 3 cycles d'une période d'une heure avec un At évalué 

automatiquement à I'intérieur de la boucle de calcul du pas de temps. Les résultats 

sont illustrés à partir de la figure [5.3] jusqu'à la figure [5.6]. 

Les fichiers de valeurs utilisées pour soutenir la comparaison par rapport à la présente 

méthode sont donnés ci-après pour les figures et les tableaux correspondants. Les 

types d'éléments utilises par G-Dhatt & a1.[7] ainsi que pour la présente étude sont 

illustrés sur la figure [3.2] ci-dessous. Nous avons choisi ici de  ne comparer qu'avec 

deux types d'éléments. Les auteurs cités utilisent une méthode d'éléments finis 

appliquée sur des triangles pour lesquels le calcul des variables caractéristiques de 

l'écoulement s'effectue à différents endroits de ces mêmes éléments. Leurs résultats 

soutiennnent parfaitement la comparaison avec les résultats présentés dans cette 

étude. 

T3B Présente méthode T6N 
Point de calcul de hauteur et de vitesse 
Point de calcul de vitesse 

b Vitesse normale au côté . Point de calcul de toutes les grandeurs caractéristiques 

Figure 5.2: Stockage des variables au niveau des éléments 



r Ghmparaison des résultats numériques (présente étude us. Dhatt & al.) et la 

solution exacte de  la propagation d'une onde linéaire : 

Présente méthode + 
Solution exacte +- - 

Dhatt T3B 
Dhatt T 6 N  .x. - 

O ,500 1050 t.500 2000 2500 3000 3500 4000 

Figure 5.3: Hauteur d'eau à t = 2, Oh , pente linéaire = l.10-3 

Tableau 5.1: Valeurs associées à la figure [5.3] 

(Tableau comparatif repris en référence [ï] pour les sections données en figure [5.1]) 

- -- 

1 Élément T3B 11 0,13641,1330 1 0,1254 1 0,1139 1 0,1000 1 

Sections 

Solution  acte 

Présente étude 

I 

0,1381 

0,1372 

3 

0,1265 

0,1347 

2 

0,1349 

0,1334 

4 

0,1145 

0,1132 

5 
- 

0,1000 

0,1000 



Comparaison des résultats numériques (présente étude us. Dhatt  Sc al.) et la 

solution exacte de la propagation d'une onde linéaire : 

Dhatt  T6iV -x- - 

Figure 5.4: Vitesse linéaire suivant l'axe X à t = S,25 h . pente = l.10-3 

Tableau 5.2: M e u r s  associées à l a  figure [5.4] 

(Tableau comparatif repris en référence [7] pour Ies sections données e n  figure [5.1]) 

Sections 

Solution exacte 0,0000 

Présente étude II 0,0000 

Élément T3B 0,0000 

Élément T6N 0,0000 i 
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O Comparaison des résultats numériques (présente étude us. Dhatt gG al.) et la 

solution exacte de la propagation d'une onde linéaire : 

Présente  méthode G- 
10.13 Solut ion exacte f - 

Dhatt T 3 B  * 
10.125 

Dhatt TGN ex- - 

10.12 

10.115 

10.1 1 

10.105 

Figure 5.5: Hauteur d'eau à t = 3, O h , pente = O 

Tableau 5.3: Valeurs associées à la figure [5.5] 

(Tableau comparatif repris en référence [7] pour les sections données en figure [5.1]) 

1 Élément T3B 11 0,1300 1 0,1280 1 0,1230 1 0,1130 1 0,1000 

Sections 

Solution exacte 

Présente étude 

4 

0,1130 

0,1132 

Élément T6N 

5 

0,1000 

0,1000 

1 

0,1310 

0,1309 

0,1300 

2 

0,1290 

0,1289 

3 

0,1230 

0,1229 

0,1280 0,1230 0,1130 0,1000 



0 Comparaison des résultats numériques (présente étude us. Dhatt & al.) et lu 

solution exacte de la propagation d'une onde linéaire : 

Solution exacte + - 
Dhatt  T3B % 
Dhatt  T 6 N  -x- - 

Figure 5.6: Vitesse linéaire suivant l'axe X à t = 2,25 h , pente = O 

Tableau 5.4: Valeurs associées à la figure [5.6] 

(Tableau comparatif repris en référence [7] pour les sections données en figure [5.1]) 

1 Solution exacte 11 0,0000 1 0,0230 1 0,0450 1 0,0660 1 0,0840 1 
Sections 

1 Élément T3B 11 0,0000 1 0,0225 1 0,0442 1 0,0646 1 0,0798 1 

1 

Présente étude 

- -. 1 Élément T6N 11 0,0000 1 0,0225 1 0,0443 1 0,0648 1 ;,id 

2 

0,0000 

3 

0,0237 

4 

0,0465 

5 

0,0675 0,0835 



5.1.2 Modèle de marée 

Le domaine en question représente un quart de cercle annulaire pouvant schéma- 

tiquement modéliser une île ou une portion de côte. Pour ce type de configuration. il 

existe également une série de solutions analytiques développées par LYNCH & GRAY 

[14] qui sont avec le canal rectangulaire, les tests Ies plus couramment utilisés pour 

valider un schéma numérique dédié aux équations en eaux peu profondes. Comme 

précédemment, le même type de démarche a été employé pour la configuration de 

Ia bathymétrie. Le front d'onde est fixé sur le rayon le plus grand R 2. 

Domaine et tvpes de  bathvmétrie : 

Figure 3.7: Vue du domaine : portion de côte 

Hauteur h : constante Hauteur It :pente linéaùe 

Hauteur h : quadrurique 

Figure 5.S: 3 types de bathymétrie 



Dimensions et confimrations des domaines res~ectifs : 

La bathymétrie variant suivant la loi h = ho rn , où ho est une constante, 

r est la distance radiale et n un entier, nous avons adopté pour le cas [5.8 a)] 

une profondeur constante de 9 mètres (30 f e e t ) ,  (n  = 0) : pour le cas [5.Y b)], 

une variation linéaire d'une profondeur de 6 mètres (20 f t )  à r = RI jusqu'à 

15 m (50 f t )  à r = Ra, (n  = 1) ; pour le cas [5.8 c)], une variation quadratique 

d'une profondeur de 3 m (10 ft) à r = RI jusqu'à 18,75 rn (62.5 f t )  à 

r = R2, (n  = 2) . Les autres paramètres de ces configurations sont les suivants : 

A r  = 15 km (5.104 f t )  

Ri = 4 0 r  R2 = 10Ar 

une période T = 12,4 h , avec a I'ampli tude = 0,03 m (O, I f t ) à r = R2 

Plusieurs tailles de maiIIage ont été testées, pour les figures qui suivent nous avons 

choisi d'en présenter deux types : Un premier maillage grossier de 7 points suivant 

la direction radiale, et un 2 ième maillage de 14 points suivant cette mëme direction. 

O 1 2 3 4 5 6 

Figure 5.9: Hauteur d'eau constante à HWT (High Water Time) 



Pour l'évaluation de la vitesse radiale sur le type de  bathymétrie, fig.[5.8 c)], nous 

avons choisi un 3 ième maillage de 28 points pour iilustrer le fait que plus on rafline le 

maillage, plus la solution numérique tend vers celle analytique (voir figure [5.12]). La 

figure [5.9J représente l'évaluation de la hauteur d'eau, pour une bathymétrie nulle 

: type a) ,  avec I'irnposi tion d'une condition d'élévation oscillante sur la frontière 

droite h = h + a.cos(wt). La solution analytique ainsi que les résultats numériques 

sont représentées pour les maillages fin et grossier, nous pouvons constater que les 

solutions sont confondues. Le fichier "mpn1" est la première solution obtenue sur 

le maillage grossier (7 points) avec un coefficient de Manning de iV = 0,015 . C'est 

la plus éloignée. Après calibration sur le même maillage, la solution "rnpn2" avec 

un coefficient !V = 0,025 se rapproche très bien d e  la solution analytique. C'est 

avec cette valeur de Manning !V = 0,015 que la solution sur le maillage fin (14 

points) a été obtenue. 

1 1 I 

Solution analgtique - - 
0.18 - mpll O - - 

mp/2 +- 

Figure 5.10: Hauteur d'eau à HWT pente linéaire 

Pour une bathymétrie linéaire : type b), figure [5.10], le coefficient de Man- 

ning est de N = 0,027 . La solution analytique correspond parfaitement à la 



solution numérique pour ce qui est du maillage fin fichier "mpl2" et grossier 

fichier "rnpll" . Il est à noter que [es dimensions données suivant l'espace d'ordonnée 

Y sont en pieds (ft) ,  ceci pour supporter une comparaison plus aisée avec les figu- 

res de MATSOUKIS[1C], ceci étant valable pour toutes les figures présentées. On 

rappelle que celui-ci utilise une méthode des caractéristiques et une combinaison de 

schémas numériques %il, 3-D, appliquée aux équations en eaux peu profondes. 

Solution analytique - 

0.16 
mpql O - 
"pq2 i- 

0.15 mpq3 Cl- - 

Fisure 5.11: Hauteur d'eait à HWT pente qiiadratiqiie 

Pour une bathymétrie quadratique : type c), figure [&il], la solution analytique 

correspond bien à la solution numérique fichier mpq3 pour le maillage fin. Le 

coefficient de Manning de ?/ = 0,022 . La solution du fichier mpq2 sur le maillage 

fin correspond à un résultat obtenu après 2 cycles de calcul. La solution du fichier 

mpql correspond au maillage grossier. Il est à noter que l'élévation maximale de 

la hauteur d'eau en ordonnée sous-estime, pour ce cas-là, de 0,005 f t  la valeur 

obtenue en référence [l'il. 



Sur la figure 15-12], la vitesse radiale est donnée en f t l s  et correspond à la 

vitesse le long d'un rayon r du domaine, lorsque l'élévation d'eau est maximum à 

la frontière r = R2 . 

Figure 5.12 Vitesse radiale : Domaine quadratique 

Le coefficient de  Manning est de iV = 0'03 . Pour les maillages plus grossiers 

(7  et 14 points) . les courbes se situent en moyenne 10 % au dessus de celles 

montrées en figure [5. 121. 



Modèle quasi-3D 

5.2.1 Modèle de vent 

Plusieurs études, qui traitent des modèles de vent et des modèles de  marée en 

hydrodynamique, peuvent être trouvées dans la littérature et Leurs auteurs pro- 

posent des résultats, autant expérimentaux que théoriques, faisant appel à différentes 

méthodes de résolution, ayant sensiblement la même précision pour ce qui tient des 

cas tests proposés pour la validation. 

Le cas d'un canal rectangulaire d'une profondeur de lOm, d'une longueur de  

1000 m et d'une largeur unitaire est un classique du  genre. Pour ce test une vitesse 

de vent en surface égale à 1Oms-' a été utilisée. Les valeurs des autres coeffi- 

cients des variables utiles sont celles mentionnées ci-dessous avec entre autre pour 

la couche de fond, un terme de friction de fond de  type quadratique (coefficient 

de Manning de 0,015). Pour la figure [5.13] ci-après nous comparons Ie résultat 

numérique obtenu. fichier olï2.o.ut , avec celui de la solution analytique ka,wa.exa 

donnée par Koutitas & 07Connor[12] et également présentée par Kawahara[ll]. 

L'expression normalisée de la vitesse horizontale suivant la profondeur adimen- 

sionnalisée du domaine est donnée par : 

Nous pouvons remarquer sur la figure 15-13] que les solutions, analytique e t  numérique, 

sont presque semblables. 
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Figure 5.13: Comparaison analytique et numérique du modèle de vent 

Figure 5.14: Vue 3-D du canal rectangulaire avec condition de vent en surface 



a La deuxième validation consiste en un bassin rectangulaire de grande taille 

dont les dimensions sont de 600 km * 1200 km pour une profondeur de 100 m . En 

l'absence de force de Coriolis et en présence d'un terme de friction de fond de type 

quadratique (Manning 0,03),  avec un terme de cisaillement en surface tel qu'exprimé 

ci-dessus et une vitesse de vent de 10 m s-' suivant l'axe le plus long (dans ce cas 

X), une solution andytique peut être dérivée qui ne dépend alors que de l'autre 

variabIe spatiale Y- et du temps t .  Elle est donnée pour ce qui est de l'élévation 

moyenne h(y. t ) ,  par la relation suivante (voir réf.[lO]) : 

47: * e - ( W 2 h )  (Zn+ 1 ) r y  
f ~ ( ~ . t )  = - C t )  sin 

ir P h R=O (2 ~2 + 1) &n+l L 

avec T ( k l  le cisaiIlement du au vent en surface donné pius haut compris 

entre O: 1 iV et 0'25 iV m-2 et égaiement k = 0,003 rn s-L pour le calcul de 

l'expression analytique. 

L e  résultat obtenu pour cette deuxième validation est visible sur la figure [5.1.5], 

où l'élévation d'eau en cm est donnée au point X = O, Y = 30 km du domaine 

considéré. 

La  troisième vaIidation représente le même bassin rectangulaire de dimensions 

plus réduites que le premier, ouvert sur la gauche de la figure [5.14] qui est considéré 

comme l'entrée du domaine et la droite du domaine comme une paroi réfléchissant 

l'onde de surface. La longueur du bassin est de 200 km, Ia largeur de 100 km et la 

profondeur est de H = 5Om . Le vent en surface est de IO ms-l et les valeurs des 

coefficients sont les mêmes que précédemment. 
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Figure 5-15: Élévation : solution 2D, analytique et numérique. 

Les 6 figures suivantes montrent, pour les deux premières, les champs d e  vitesses 

horizontales pour les 9 premières couches, figure [5.16], l'autre pour la couche de 

surface, figure [5.17], ainsi que les profiIs de vitesse au centre du bassin suivant les 

directions X et Y pour les 4 derniers graphes. Ces résultats, sans être parfaitement 

comparables à ceux obtenus par iLIATSOUTiIS[L7], qui utilise une méthode des car- 

actéristiques ainsi qu'une combinaison alternée d'un schéma numérique 2-D : 3-D, 

ils rejoignent la théorie d'Ekman qui énonce que pour ce cas-ci la vitesse moyenne, 

au centre du bassin suivant la verticale, est proche de zéro. Ces résultats probants 

démontrent que l'emploi de cette méthode de volumes finis est tout aussi propice à 

la modélisation hydrodynamique que toute autre méthode ainsi qu'à l'analyse sur 

des cas réels plus complexes. 



Figure 5.16: Norme de la vitesse sans la couche de surface 

Couleur suivant la vitesse dans la direction X e t  cela sur 9 couches 



Figure 5.17: Norme de la vitesse 

Couleur suivant la norme de la vitesse sur la couche de surface 
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Figure 3.15: Profil adimensionnel au point milieu suivant X 
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Figure 5.19: Profil adimensionnel au point milieu suivant Y 
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Figure 5.20: Profil en courbe s p h e  suivant X 

Figure 5.31: Profil en courbe spline suivant Y 
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La figure [5.22] représente l'élévation moyenne h pour le cas multi-couches (quasi- 

3D). Bien que pour ce cas-ci, il n'existe pas de solution analytique suffisamment 

précise en fonction de toutes les variables présentes (spatiales et temporelle). II 

est quand même possible d'obtenir une bonne approximation anaIytique de la solu- 

tion qui présente une amplitude plus grande que pour le cas 2D, due à l'impulsion 

donnée par les couches inférieures sur la couche de surface[lO]. En introduisant 

dans l'expression analytique un paramètre adimensionnel E = Az/kh qui dis- 

paraît lorsqu'on se trouve au niveau de la couche de  fond, cette élévation analytique 

est donnée par la relation : (voir réf.[lO]) 

:3 T (1 + ? & )  ( 
- )  &y)  = - - 

2 pgh (1 + 3 ~ )  Y - 7 

Élévation au ~oin t  X= O. Y= 30 km 

Sol. exacte 2 D 
Sol. num. 3 0  0. 

O 20 40 60 80 100 120 
Temps en heures 

Figure 5.22: Élévation : solution 2D, versus quasi-3D, (bassin 200*100*50). 

L'amplitude de l'élévation de la hauteur d'eau pour le cas-3D est plus importante 

au début de la résolution mais est amortie plus rapidement dans le temps par tes 

élévations répercutées des couches inférieures vers la couche de surface. 



5.3 Configuration réelle : Estuaire du fleuve 

Saint-Laurent. 

5.3.1 A propos du fleuve Saint-laurent 

"Le fleuve Saint-Laurent, si  proche de nous, illustre de manière exemplaire le 

drame universel de 1 éau. Au fil du temps, la technologie nous a éloignés de la réalité. 

et notre relation avec ce fleuve qui coule tout près de nous se limite bien souvent 

au seul usage domestique du robinet ou de la chasse d'eau. Pourtant l'attention 

tardive que nous portons aujourd'hui sur ce fleuve agonisant devrait au travers 

d 7inJormations, d'études et d e  connaissances nouvelles, nous permettre de mieux 

le comprendre, de susciter un regain d'intérêt, pour ce qui représente de manière 

silencieuse mais ô combien majestueuse l'un des éléments les plus essentiels de la 

uie. (Frédéric BA CI<) " [l] 

5.3.2 Origine du fleuve 

Sous l'effet de la fonte des glaces, la déglaciation, le niveau de l'océan se gonfle 

rapidement sous l'effet combiné de I'apport des eaux de fonte et de la dilatation 

thermique. Des zones de rencontre entre eaux douces et eaux salées se forment 

en  couches stratifiées et la v a l k  du fleuve Saint-Laurent est le résultat de cette 

dépression de la couche terrestre située en bordure de continent. [l] 



5.3.3 Quelques caractéristiques du fleuve 

Chaque fleuve possède son caractère propre, mais aucun n'est à la fois aussi 

changeant et aussi impressionnant que le Saint-Laurent. Ce fleuve nordique draine 

un bassin versant de 1 307 000 kilomètres carrés incluant cinq des plus grands lacs 

du monde. Il prend ses sources à plus de 4000 kilomètres à l'intérieur des terres et 

mesure près de 170 kilomètres de Iargeur à son embouchure sur l'océan et se situe 

entre le treizième et le dix-septième rang quant à sa taille (combinaison entre le 

débit, la longueur et la superficie du bassin versant), dans Ia hiérarchie des grands 

fleuves du globe. [l] 

Il est représenté. sur les trois figures qui suivent, la carte du bassin versant 

du fleuve St-Laurent, les courants océaniques ainsi que les courants de l'estuaire 

maritime. 
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Figure 5.23: Le bassin versant du Saint-Laurent 

Reproduction autorisée par les auteurs, Frédénk Buck & Claude Villeneuve, les 

éditions Québec/Arnérique inc., tirée du livre « Le Fleuve aux Grandes Eaux B. 
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Figure 5.24: Les courants océaniques 

Reproduction auton'sée par les U U ~ Ê ~ L L T S ,  Frédéric Buck k Claude Villeneuve, les 

éditions Québec/Amérique inc., tirée d u  livre « Le Fleuue aux  Grandes Eaux ». 



Figure 5.25 : Les cou .rants de l'estuaire maritime 

Reproduction autorisée par les auteurs, Frédén'c Back & Claude Villeneuve, les 

éditions Québec/.-tmérique inc.? tirée du livre « Le Fleuve aux Grandes Eaux B. 
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5.4 Calcul d'un champ de vitesse avec une con- 

dition d'élévation sur la frontière ouverte sur 

l'océan 

La modélisation tri-dimensionnelle pour ce cas complexe relève d'une impor- 

tance primordiale pour Ies différentes catégories de scientifiques et de personnes qui 

s'attachent à mieux comprendre les phénomènes qui s'y déroulent. Cette étude est 

donc plus versée dans l'analyse et la reproduction virtueIle de courants principaux 

qui s'opèrent dans le bassin géographique et hydrologique tout au  long de cet estuaire 

pris dans son ensemble, plutôt qu'en une description fine et détaillée des différents 

phénomènes observables par secteurs sur ce rnème estuaire. 

5.4.1 Explicatif 

Pour les figures suivantes. nous ai70ns considéré un découpage vertical par couches 

pour mieux tenir compte des variations abruptes de la topographie du fond de 

l'estuaire du S t-Laurent. Ici encore. il s'agissait de fixer une condition d'élévation 

sur la frontière ouverte du domaine et cela sur toute les couches et de la laisser 

pénétrer dans l'estuaire, tout en contrôlant l'évolution de la solution. 

Les champs de vitesses obtenus, tout en restant relativement qualitatifs pour 

cette étude de cas complexe, se montrent particulièrement probants et se comparent 

même très bien à certains résultats obtenus par CHASSE [4]. 

Pour les cinq figures suivantes, il s'agit donc d'un champ instantané de vitesses 



(u,  u,  .w),  obtenu a différents temps de résolution. Pour une durée totale d e  résolution 

d'approximativement 30 heures, un pas de temps de 5 min., nous pouvons constater 

qu'au début du processus de calcul la solution a tendance à évoluer par vagues 

et  présente la particularité de suivre les lignes principales d'iseélévation qui sont 

présentes au voisinage des lignes de courants les plus intenses. 

Toujours selon CHASSÉ, ces lignes de cophase sont inclinées par rapport à l'axe 

de l'estuaire et ce quelque soit le type de composantes principales d e  la marée 

(Mz, Sz, lil, Oi ). La variation temporelle d'une composante d e  la marée, 

quant à elle, s'exprime toujours selon un cosinus dont l'amplitude et la différence de 

phase dépendent du  point considéré à l'aide de l'expression suivante : 

Ei(x, y, t )  = A(x. y )  cos (wit + 4i(x, Y) )  

où 

E, (x ,  y, t )  = élévation de la composante i au t emps  t .  au point (x, y).  

Ai(x, y) = amplitude de la composante i au point (x, y).  

J, = fréquence angulaire de la composante i. 

4; = di f Jérence de phase de la composante i. 

L'inclinaison d e  ces lignes de courant épouse très certainement ce que l'on nomme 

Ia cophase (en degrés) dans la littérature océanographique et  ces inclina.isons signi- 

fient que les ondes de  marée pénètrent bien dans l'estuaire le long de la rive nord 

avant de toucher la  rive sud [4]. 

La circulation anticyclonique présente dans l'estuaire maritime commence à être 

visible au bout de queIques heures de calcul. 

Tout comme c'est le cas pour CHASSÉ, le resserrement des lignes de cophase 



dans l'estuaire supérieur correspond à une diminution de  Ia vitesse de propagation 

des ondes due à une diminution de la profondeur. A l'opposé, et pour des raisons de 

conservation de l'énergie, les ampli tudes de ces ondes doivent augmenter vers l'aval 

du fleuve e t  c'est effectivement ce que l'on observe. 

Les jets côtiers les plus forts, observables au niveau de la côte sud sur les fi- 

gures suivantes, ainsi que la circulation anti-cyclonique s'effectuant en amont d e  

l'embouchure sur l'océan, montrent que ceux-ci sont dus à un courant de remontée 

des zones profondes de la côte nord qui se combinent aux courants de surface déjà 

présents dans les zones moins profondes de la côte sud. 

Les plus fortes remontées sont bien évidemment rencontrées en tête du chenal 

laurentien, bien qu'il puisse y avoir une alternance des courants de remontée du haut 

vers le bas et cela en plusieurs endroits de l'estuaire maritime du fleuve. 



5.4.2 Maillage de surface du domaine 

I 

Figure 5.26: Vue des frontières du domaine de l'estuaire du  fleuve St-Laurent 



5.4.3 Découpage mult i-couches du domaine 

Figure 5.27: Vue du découpage multi-couches de l'estuaire du fleuve St-Laurent 
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5.4.4 Scénario temporel de l'évolution du champ de vitesse 

Figure 5.28: Premier intervalle de calcul sur l'estuaire du fleuve St-Laurent 



Figure 5.29: Deuxième intervalle de calcul sur l'estuaire du  fleuve St-Laurent 
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Figure 5.30: Troisième intervalle de calcul sur l'estuaire du fleuve St-Laurent 



Figure 5.31: Quatrième intervalle de calcul sur l'estuaire du fleuve St-Laurent 



Figure 5.32: Solution finale sur l'estuaire du fleuve St-Laurent 
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5.4.5 Vues des champs scalaires sur tout le domaine multi- 

couches 

vcpp.vu; VicesseX rmrrilillllll 
-1.2 -1 -0.85 -0.69 - 0 5 2  -0.36 -0.19 -0:021 0.14 0m3 0.47 0 . 6  0 . 8  

Figure 5.33: Champ de vitesse longitudinale 



Figure 5.34: Champ de vitesse transversale 



Figure 5-35: Champ de vitesse verticale 



Chapitre 6 

Conclusion et recommandations 

Ce mémoire de maîtrise traite de la formulation bi-dimensionnelle ainsi que d'une 

nouvelle approche quasi tri-dimensionnelle originale pour le traitement et la simu- 

lation d'écoulements à surface libre. tels que les fleuves. les rivières ou les portions 

de côtes océaniques. 

La formualtion bi-dimensionnelle des équations d'Euler propre à de  tels systèmes 

a été étendue vers une combinaison multi-couches permettant de mieux traduire les 

phénomènes physiques caractéristiques observés suivant toutes les directions Spa- 

tiales et propres aux grands domaines. Comme ce sont en fait les équations de 

Navier-Stokes qui régissent le comportement de ces systèmes à surface libre. i l  s'est 

avéré plus judicieux de transformer partiellement la formulation bi-dimensionnelleen 

rajoutant une combinaison d'expressions de termes sources à celle existante, plutôt 

que d'élaborer un schéma pleinement 3D. 

La méthode numérique utilisée est celle des volumes finis utilisant la formulation 
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développée par ROE 1'711 et largement utilisée en CFD. tout particulièrement cn 

dynamique des gaz. Cette méthode fait appel à la technique de \a division de la 

différence des flux au niveau de l'interface d e  deux cellules de calcul et Ie schéma 

évolue de manière explicite dans le temps. 

La validation de ces deux approches de résolution et de discrétisation a été 

accomplie sur des géométries simples, telles que le canal rectangulaire. le quart  de 

cercle annulaire représentant une portion de  côte océanique. et cela pour différentes 

configurations de bathymétrie et de conditions frontières. pour lesquelles il existe 

des solutions analytiques relativement aisées à reproduire. 

La validation de la discrétisation quasi-3D par couches a ensuite été éprouvée sur 

d'autres domaines simples avec la particularité du rajout d'une condition de  cisaille- 

ment (condition de vent en surface), ainsi que d'un terme de friction à l'interface 

des couches. La résolution effectuée couche par couche. avec Ie calcul d 'un pas de 

temps global à chaque itération. la prise en compte de l'influence d e  la pression 

hydrostatique des couches supérieures sur celles inférieures ainsi que des termes de 

fliix-convectif verticaux. nous a démontré la simplicité et la robustesse d'une telle 

approche par rapport à une formulation pleinement 3D. 

La capacité du modèle à s'appliquer à tout type de configuration est aussi 

représentée avec le calcul purement qualitatif effectué sur un domaine réel complexe 

bien connu, celui de l'estuaire du fleuve Saint-Laurent. 



C'ne des premières recommandations à faire dans le but d'améliorer encore cette 

approche de résolution. serait de développer une variante de cette technique d'intégra- 

tion et de discrétisation et  de la reformuler vers une cinématique eulérienne-lagran- 

gienne. oir l'intégration se ferait non plus sur un volume de contrôle fixe mais mobile. 

Cela permettrait de mieus suivre par exemple l'évolution de la  variation de vitesse 

de la surface libre. Une telle approche tridimensionnelle pour des problèmes hydro- 

dynamiques. utilisant une technique d'éléments finis. est donnée par D.R.LYNCH 

& F.WERNER [16]. 

Toujours pour gagner en temps de calcul, mais peut-être pas en  ressources infor- 

matiques, il serait également judicieux de transformer et de comparer la résolution 

explicite dans Ie temps de ce schéma à un schéma implicite de  résolution qui per- 

mettrait de s'affranchir du critère restrictif de contrôle du pas de temps. 

D'autres améliorations propres à chaque domaine modélisé peuvent être ap- 

portées pour ce qui a trait à un meilleur relevé topographique et  bathymétrique 

du domaine étudié ainsi qu'une technique d'adaptativi té d i i  maillage en fonrtian de  

l'évolution de l'erreur de la solution. ce qui implique une technique de remaillage 

dynamique en fonction du temps et de l'espace capable de traiter également les 

situations critiques d'assèchement ou de débordement du milieu fluide au delà de 

ses frontières initiales. 

Cette méthode s'avère d'une souplesse d'utilisation tout aussi aisée que d'autres 

techniques de calcul décrivant sensiblement les mêmes phénomènes. telles que Ies 

méthodes d'éléments finis, la méthode des caractéristiques ou toute autre combinai- 

son de schémas de résolution explicite-implicite, avec l'avantage de rester relative- 

ment simple dans la formulation et d'être avec cette méthode explicite quasi-3D, 



économe quant aux ressources informatiques utilisées. 

L'utilisation de ce modèle est susceptible d'intéresser différents secteurs d'activi- 

tés. comme par exemple les gestionnaires de ressources hydrographiques e t  hv- 

drologiques. les environnementalistes et autres observateurs des phénomènes liés 

aux ressources naturelles, comme les météorologues. les pêcheurs mais aussi toutes 

autres personnes concernées par les études d'observation e t  d'analyse des milieux 

fluviaux. côtiers ou océaniques. Ce modèle peut-être également utile pour Ie trans- 

port maritime qui se  doit de respecter des règles strictes de  navigation et doit donc 

parfaitement connaître la circulation des courants maritimes sur ces voies naviga- 

bles. Voies maritimes qui sont. elles. parfois sujettes à des modifications de fond 

dues au dragage et au  transport de sédiments ainsi qu'à l'hydrodynamique complexe 

du milieu. comme celui de  l'estuaire du fleuve St-Laurent. Le suivi et la surveiIlance 

de la dissémination de substances toxiques. la migration de substances biologiques. 

sont. en tenant compte de l'ajout de certaines caractéristiques a u  modèle actuel. 

des champs d'application possibles pour ce modèle hydrodynamique aux capacités 

variables et étendues. 

Pour finir, il serait également souhaitable de pouvoir coupler ce modèle de 

résolution hydrodynamique avec un modèle de turbulence atmosphérique. surtout 

dans les cas de modélisation de grands domaines, pour lesquels le simple fait du 

changement de direction de la contrainte de vent en surface, entraîne bien évidem- 

ment le changement des patrons de circulation du milieu fluide confiné. tels que 

les lacs. Les estuaires ou les milieux marins. Modèle de turbulence qui pourrait 

également s'appliquer a u  milieu liquide et tout particulièrement au niveau des inter- 

faces des couches, où l'introduction de la théorie de longueur de mélange peut- être 



proposée pour évaluer le terme de viscosité turbulente verticale dans un cas comme 

l'estuaire du fleuve Saint-Laurent qui a la caractéristique de présenter des couches 

fortement stratifiées [5]. 
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Annexes 

0 Annexe 1 

Coefficients des matrices utilisées dans le calcul des flux B. B-'. CL: C, : 

Après quelques calcuis et en utilisant la formulation d'une différentielle totale exacte 

pour chacun des éléments de ces matrices. on peut montrer que : 

2 CV, 

Ct; 

kt.; 

c, = cv, 

O O 

cv, O 

O cc; 

O 

CI; 
*J - - CV' 

iv3 - 
CV1 

1 - 
.J - 

1 $4,; --- 
2 rv, 

1 cri, 
2 Ck; 

5v3 - 
Cr, 

2cz 

-2 2 
, C 



Annexe II 

Développement e t  traitement mathématique du terme de friction : 

Dans la boucle de calcul du flux. il s'agit de vérifier l'équivalence des expressions 

1 
données par les équations (3.4) et (3.5) : En multipIiant 1-équation (3.4) par 

en arrangeant les termes. nous obtenons : 

l'incrément de flux est noté 6fc = I: j; (G + H - Di j  + R, ) nous obtenons 

finalement l'expression : 

vérifions ce résultat avec l'expression (2.5) : 

La première composante du vecteur flux. dans le 2ième terme à gauche d e  l'égalité. 

est nulle puisqu'elle correspond à l'équation de continuité, nous avons donc : 



0 Annexe III 

Développement mathématique des conditions aux frontières : 

Pour le cas où un débit est fixé sur une frontière. il nous faut résoudre l'équation 

suivante : 

cul = [cAuh + uhAu + c'Ah] = O 

en divisant par c et en regroupant les 2 premiers termes, nous obtenons 

L'écoulement est sous-critique à l'entrée. nous avons comme condition : 

-c 5 u 5 O . en divisant ici aussi par c chacun de ces termes. la relation devient 

u 
Pour -1 = - . l'expression de 01 = O est alors triviale : c A h  = O et cela nous 

C 

donne hR = hL . 

U 
Pour - = O . cela nous donne : 

C 

Dans le 1" terme h est donnée par sa valeur moyenne au sens de ROE h  = dmhRhL 

et l'équation se ramène à : 

C C 
Au = --Ah ce qui s'écrit finalement U R  = U L  - - A h  

h h 

C 
La forme adimensionnelle de l'équation U R  = ur. - -Ah s'obtient en définissant 

h 
tout d'abord : 



A h  = h~ - hL en changeant de signe e t  en divisant par h 

Ah hL hR ------ - 2 = 1 - a : et aussi 
h~ hL hL 

a2 
en reprenant l'équation ci-dessus et en multipliant chacun des termes par - . nous 

c L 

obtenons : 

ce qui donne en  simplifiant et en remplaçant les valeurs respectives : 

L ~ R ~ R  et finalement en introduisant un pseudo nombre de Froude 3 avec FR = - 
C L ~ L  

U L ~ L  
et F L = -  . nous obtenons. la relation suivante : 

CL h L 



S 6 

Annexe TV 

Le calcul des flux aux interfaces des éléments du domaine. s'effectue de manière 

simplifiée en considérant la relation suivante : 

et comme I F  = AA f = SDSk'Af nous pouvons écrire : 

OU encore : 

avec la relation cr = DS- ' l f  nous ramenons effectivement le calcul des Bus a u s  

interfaces au  seul traitement du signe (o = 1 DID-' ) de ces flux. comme il est décrit 

en ( Annexe III  ). 



a Annexe V 

Dans ce présent travail le terme de pression ghVH apparaissant dans Ies équations 

de momentum est séparé en deux. L-un V(gh2/'2) dans le terme de flux F et ['autre 

ghVZ dans le terme de gradient de bathymétrie R. 

X partir de l'intégration, sur un volume de contrôle. du terme de  pression et une 

séparation en deux du terme g h V Z ,  nous obtenons : 

où Zo est la valeur moyenne de  la bathymétrie pour un volume de contrôIe. Au 

niveau d'une interface entre deux cellules de contrôle. Zo correspond à la quantité 

Zr, introduite dans le texte. Le %&me terme de l'équation ci-dessus est négligé clu 

fait que lors de sa discrétisation et d'un développement e n  série de Taylor. il en 

résulte une expression du 4ième ordre, comme montré ci-dessoiis : 

avec l x  = x - xo cela donne pour, 

+ o ( l l ~ x l 1 4 )  

en développant encore une fois Z - Z0 en série de Taylor. et en effectuant le produit. 

nous constatons que le ler terme à droite de la dernière équation est nul. ce qui 

confirme la nature du 4ième ordre de cette expression : 



En appliquant le théorème de la divergence sur  cette expression simplifiée nous 

obtenons : 

en considérant maintenant Ia moyenne de l'élévation Z pour 2 cellules voisines 

ZR + ZL comme étant ., et en notant que gh = c2 nous pouvons écrire : 

avec AZ = Z R  - ZL nous obtenons finalement, 



Annexe VI 

Obtention des équations en eaux peu profondes à partir des équations générales du 

mouvement : 

La formulation des équations en eaux peu profondes fait appel aux équations suiv- 

antes : 

Conservation de l a  m a s s e  : 

avec : p = masse volumiq.ue 

Ü = vecteur .vitesse (u .  v. tu) 

D - d B i3 d 
e t :  - - - + u- tu-: Dt - d t  dx dy 

d i f férent ie l le  totale exacte a: 

L'eau étant considérée comme incompressible, nous obtenons : 

l'équation de cont inui té  : 

l 'équation générale du m o u v e m e n t  est  donnée par : 

où : w' = (0. 0 ,  w z )  : est le vecteur rotation de la terre. 

P : la pression hydrostatique 

t j  : l'accélération gravitationnelle. 

f: : les forces de friction agissant sur  le fluide. 



Ce qui nous donne pour Les trois composantes de mouvement : 

Ces équations de Navier-Stokes décrivent un écoulement. incompressible et ho- 

mogène. .& partir de ce système d'équations, et pour obtenir un système d'équations 

en eaux peu profondes ( écouiement quasi-horizontal ). la première hypothèse à 

faire, c'est de considérer que Ies termes d'accélération verticale ( 3ième équation 

de momentum ) sont négligeables devant l'accélération gravitationnelle et que les 
az1.w avw 

termes de flux-convectifs verticaux - et - pour la lière et 2ième équation de 
dl dz 

moment um sont négligés. 

La derniérc bquation dc momcntum se ramEnc alors à : 



Pour obtenir un système d'équations en eaux peu profondes : 

I n t é ~ ~ o n s  suivant la v e ~ t i c a l e :  

nous obtenons pour la lière équation de momentum, par exemple. et les deux termes 

de convection restants, les expression suivantes : 

1 
avec û = - j u à z  e t  B = - càz 

h h l l  

où les composantes u. v sont maintenant formées par une composante moyenne u, fi 

et un terme d e  fluctuation u r .  v r  respectivement. Cette intégration se fait à l'aide de la 

règle de LEIBNITZ pour gérer les termes de dérivées partielles sous le signe intégrale 

~ t .  entraîne l'apparition d'autres termes résultants. Pour traiter ces derniers termes 

et fermer le système d'équations, il faut donc faire appel aux conditions frontières 

suivantes : 

Condition f T ontiere cinématique e n  sur face  : 



Condition f rontiète cinématique au fond : 

QU encore = O 
r = Z  

Kous obtenons finalement le système d'équations suivant. formé de l'équation de 

continuité et des deux équations de mouvement. Notons que suite à l'intégration du 
820 

terme - de l'équation de continuité de départ. celui-ci s'est maintenant transformé 
d z  

en un terme temporel qui représente la vitesse d'élévation de la surface libre. 

Continuité : 

Mouvement suivant x : 

Mouvement suivant y : 

i h h  duuh dvvh - d H  
= -9- 

a dvh a auh 

d t 
+ -  + -  

dx 
+ -(Dr-) + -(Dy-) - f21 a?/ dy dz d r  dl/ 



Le t e r m e  de v ~ e s s i o n  : 

1 d P  --- i3H 
= - g z  avec H = h + Z 

P 8s 

Ce g ~ a d i e n t  de pression sera s e v a ~ e  e n  deux:  

1 
l'un égal à Vqgh2 dans  le terme de gauche des équations.  - 

Vautre égal à g h C Z  dans le terme de droite des équations.  

Les t e rmes  de cisaillement e n  s u ~ f a c e  et a u  fond  : 

iV : Coefficient de Manning 
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