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RESUME

La connaissance de la densité de neutrons dans le coeur d’un réacteur nucléaire
est essentielle a son exploitation, et plus précisement lors d’analyses de stireté et
dans la gestion du combustible nucléaire. La distribution de neutrons dans un
réacteur est modélisée par I'équation de transport de Boltzmann.

On résout ici ’équation de transport a l'aide de la méthode des éléments finis.
Le principe variationnel utilisé se base sur la fonctionnelle mixte-duale. Les com-
posantes paire et impaire du flux neutronique sont représentées par des polynoémes
dont on détermine les coefficients par recherche des extréma de la fonctionnelle.
Les composantes angulaire et spatiale de chacune des deux parités du flux sont
découplées par factorisation. La dépendance en énergie se traite a I'aide d’une
discrétisation multigroupe. Pour chaque groupe, on incorpore dans le terme de
source les diffusions provenant des autres groupes.

La composante angulaire de chacune des deux parités du flux s’exprime a l’aide
d’harmoniques sphériques {méthode Py). Cette opération permet d’éliminer I'effet
de rayon observé lorsque les directions des neutrons sont représentées sous forme de
valeurs discrétes (méthode Sy). On rend la fonctionnelle stationnaire en utilisant
une approximation Py d’ordre pair, et des conditions a la frontiére de Marshak
paires.

On choisit des polynémes de Legendre pour représenter la composante spa-
tiale du flux pair, de fagon & minimiser le couplage entre les différents termes.
Pour représenter la composante spatiale du flux impair, on utilise un produit de
polynémes de Legendre et de Lagrange dans les problemes a deux dimensions,
alors qu’en une dimension on emploie seulement des polynémes de Lagrange. Ceci
permet de forcer la continuité, de maniére que la dérivée du flux impair existe

partout. Les polyndmes de Lagrange sont modifiés pour minimiser le couplage



entre les termes.

En deux dimensions, on élimine certains termes de couplage entre les compo-
santes paire et impaire qui font état des disparitions de neutrons par déplacement.
Cette approximation, que 'on appelle NAS Py (Not As Simplified Py), implique
que la continuité du flux impair ne doit étre forcée que dans une seule direction
pour des expansions en harmoniques sphériques d’ordre ({,m) avec rn pair, et dans
'autre direction lorsque m est impair.

Les caractéristiques précédentes sont intégrées dans le programme Fortran TR-
MXDL. Celui-ci résout I’équation de transport pour des problémes a une ou a deux
dimensions et possédant les caractéristiques suivantes: sources fixes et/ou de fis-
sion, un ou plusieurs groupes d’énergie, réflexion ou vide aux frontieres et diffusion
isotrope ou anisotrope. Les conditions de réflexion sont traitées artificiellement en
dépliant la géométrie d’un c6té i I'autre de la frontiére réflective. Ainsi, TRMXDL
ne peut traiter de cas ou il y a réflexion des deux c6tés d’'une méme direction.

La comparaison des résultats avec ceux obtenus par d’autres programmes, no-
tamment TRNODL et INTPN, montre V'efficacité de 'approche choisie. En deux
dimensions, 'approximation N AS P, donne de trés bons résultats, et se compare
avantageusement a ’approximation SP,, par exemple. A des ordres plus élevés,
et toujours en deux dimensions, ['approximation N AS Py est plus grossiere et on
doit interpréter les résultats avec discernement. Néanmoins, la méthode NASP,
représente une correction avantageuse par rapport a la théorie de la diffusion pour
les calculs de réacteur & une et & deux dimensions. Son utilisation constitue donc
une alternative aux calculs de diffusion pour les problemes ou ’absorption est im-

portante par rapport a la diffusion.



ABSTRACT

The knowledge of the neutron distribution in a nuclear reactor core is essen-
tial to its operation. It is important, for example, in safety analysis and in fuel
management. The neutron distribution is modeled by the Boltzmann transport
equation.

In this memoir, we solve the neutron transport equation by using the finite
element technique based on the mixed-dual functional. The even and odd parity
components of the neutron flux are represented by polynomials whose coefficients
are determined by the functional extrema. The angular and spatial components of
each parity flux are separated by factorization. The energy dependence is treated
by solving the one group transport equation as many times as there are energy
groups. The source in each group contains the scattering from the other groups.

The angular component of each parity flux is expanded using spherical har-
monics ( Py method). This eliminates the ray effect that goes with discrete ordinate
methods (Sx methods). We find stationnary points by using an even Py expansion
and even Marshak boundary conditions.

We use Legendre polynomials for the even parity flux to minimize terms cou-
pling. A product of Lagrange and Legendre polynomials is used to represent
the spatial component of the odd parity flux in two dimensions, while only La-
grange polynomials are used in one dimension problems. The interconnectivity of
these polynomials insures the odd flux continuity and therefore the existence of
the derivative. The Lagrange polynomials are modified in order to maximize the
number of zero elements in the coupling matrix.

In two dimensions, some coupling terms between even and odd parity compo-
nents are eliminated. That brings the NAS Py (Not As Simplified Py) approxima-

tion, which tmplies that the odd flux continuity is forced in only one direction for
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even values of m in a spherical harmonics expansion of order ({,m). The continuity
is forced only in the other direction for odd m values.

The above characteristics are programmed into the TRMXDL Fortran code.
TRMXDL solves the transport equation for various problems such as: fixed and/or
fission sources, one or more energy groups, reflecting or void boundary conditions,
isotropic or anisotropic scattering. Reflective boundary conditions are treated ar-
tificially by unfolding the geometry along the reflective surface. Hence, TRMXDL
cannot treat problems where there are reflections on both sides along the sa.mé
axis.

Comparison with results obtained with other programs such as TRNODL and
INTPN shows that the chosen approach is valid. In two dimensions, the results
obtained with the NAS P, approximation show less difference compared with a
high order Sy method than the SP, approximation. For higher order expansion
and in two dimensions, the approximation is less precise and consequently less
reliable. Nonetheless, the NASP; method is still a good correction to diffusion
theory and can be used as an alternative to diffusion approximation in cases where

the absorption is important.
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INTRODUCTION

La connaissance de la densité de neutrons dans le coeur d’un réacteur nucléaire
est essentielle a son exploitation. Le calcul de la population de neutrons intervient
notamment dans les analyses de stireté et dans la gestion du combustible nucléaire.
Le calcul neutronique est également primordial lors du design du réacteur et de ses
composantes.

Le comportement des neutrons est modélisé mathématiquement par 1’équation
de transport de Boltzmann. Les calculs neutroniques du réacteur impliquent donc

sa résolution, sous I'une ou ’autre de ses formes.

Définition du probléme

Dans un réacteur, on caractérise un neutron a partir de sa position, de la di-
rection de son déplacement et de son énergie (ou de sa vitesse). Ces parameétres
décrivent le domaine dans lequel se trouve le neutron. La résolution de I'équation
de transport de Boltzmann permet de déterminer la densité de neutrons se trouvant
dans un certain domaine. L’équation de transport ne fait qu’exprimer le fait que la
variation de la population de neutrons en un point est égale aux neutrons apparais-
sant dans le domaine, moins ceux disparaissant du domaine. On s’intéresse ici au
cas stationnaire, c’'est-a-dire que la distibution de flux est constante dans le temps,
partout dans le réacteur. Par convention, on résout pour le flux neutronique, qui
se définit comme le produit de la densité de neutrons par leur vitesse.

Le bilan neutronique est effectué en considérant les diverses interactions que
subissent les neutrons. Ces interactions sont fonction des matériaux. La résolution
de ’équation de transport doit donc étre précédée d’une modélisation du milieu

dans lequel on désire connaitre la distribution du flux.



Méthodes de résolution de I’équation de transport

Meéme pour des milieux tres simples, il est tres difficile de résoudre I’équation
de transport de fagon analytique. Puisque, dans la plupart des cas, les milieux sont
trés hétérogenes, on doit avoir recours a des méthodes de résolution numériques.
Deux démarches sont alors possibles: 'approche déterministe et ’approche proba-
biliste. Parmi les méthodes probabilistes, on retrouve essentiellement la méthode
de Monte-Carlo. Elle consiste & suivre [’historique d'un trés grand nombre de
neutrons, en respectant les lois de probabilité, et & comptabiliser les événements
auxquels on s’intéresse. Cette facon de procéder permet de traiter des géométries
tres complexes. Cependant, elle est coiteuse en temps de calcul et donc on lui

préfere, dans la plupart des cas, une approche déterministe.

On peut distinguer les différentes méthodes déterministes, premiérement par
la forme sous laquelle se trouve 1’équation de transport: intégro-différentielle ou
intégrale. La résolution de ’équation de transport neutronique par discrétisation
de sa forme intégrale se fait habituellement & I’aide de la méthode des probabilités
de collisions [1, 2, 3|. Cette méthode, trés utilisée, a comme inconvénient d’étre re-
lativement lourde a appliquer numériquement, puisqu’elle implique habituellement
la résolution d'un systéme matriciel comportant des matrices pleines. La méthode

des probabilités de collisions permet toutefois de traiter des régions vides.

Les méthodes de résolution de la forme intégro-différentielle de I’équation de
transport se distinguent, quant a elles, par la représentation qui est faite de ses com-
posantes angulaires: ordonnées discretes ou harmoniques sphériques. La méthode
des ordonnées discrétes (ou méthode Sy) [4] consiste & discrétiser les composantes
angulaires selon certaines directions. Elle offre un bon compromis entre la précision
et le ternps de calcul. Cette méthode a cependant comme inconvénient d’introduire

des effets de rayons [5] pour des géométries a deux et a trois dimensions.

L'utilisation de méthodes dites Py [6, 7], ol les composantes angulaires du flux



neutronique sont représentées par une expansion en harmoniques sphériques, per-
met de pallier cet inconvénient. On peut employer différents types de discrétisation
spatiale pour résoudre les équations Sy et Py, le schéma de calcul le plus populaire
étant celui des différences finies.

La méthode des éléments finis [8] s’utilise également pour résoudre les équa-
tions Py. Un principe variationnel est alors appliqué pour résoudre habituelle-
ment I'équation de transport du second ordre pair (principe variationnel primal)
[9, 10, 11, 12]. Précisons qu’on a préalablement effectué une séparation des flux et
des sources en composantes paire et impaire. Un principe variationnel dual peut
aussi servir a trouver une solution a la fois pour les composantes paire et impaire
du flux [13]. Le désavantage de cette méthode est que le nombre d’inconnus peut
devenir relativement important. Plus récemment, des codes de calculs de réacteur
basés sur un principe variationnel mixte-dual ont fait leur apparition [14].

Dans 'industrie, les calculs de flux dans le réacteur s’effectuent habituellement
en résolvant I’équation de diffusion, équivalente 4 une expansion linéaire en har-
mouniques sphériques (équation P;).

Une approche qui offre un bon compromis entre les théories de transport et celle
de diffusion est la méthode SPy (Pn simplifié) [15]; les termes des équations Py en
une dimension sont généralisés en deux ou en trois dimensions. Cette approxima-
tion va chercher une grande partie de la correction de transport sur la théorie de la
diffusion, méme & des ordres peu élevés, et ce avec un effort de calcul comparable

3 celui nécessaire i la résolution de ['équation de diffusion.

Contribution du présent ouvrage

Dans le présent ouvrage, on résout ’équation de transport neutronique en ef-
fectuant une expansion en harmoniques sphériques des composantes angulaires du
flux et en employant {2 méthode des éléments finis pour la discrétisation spatiale.

On résout & la fois pour les composantes paire et impaire du flux, en utilisant un



principe variationnel mixte-dual. On se sert de la fonctionnelle de Kaplan et Davis
[16], qui est une généralisation de la fonctionnelle de Vladimirov [17].

On utilise des produits de polynémes de Lagrange et de Legendre pour représen-
ter les composantes spatiales. De plus, les termes des matrices résultantes seront
tous évalués analytiquement. Le choix de la forme des polynomes se fait de facon 2
simplifier les différents calculs et 4 minimiser le couplage entre les différents termes.

L’abandon de certains termes de couplage entre les flux pairs et impairs permet
d’éliminer certaines inconnues. Il en résulte une méthode semblable i la méthode

S Py, mais plus proche de la théorie de transport.

Organisation de la these

Le chapitre 1 présente ’équation de transport sous la forme intégro-différen-
tielle. Les sources et les flux sont séparés en leurs composantes paires et impaires.
Les différents types de conditions aux frontiéres sont aussi présentés, fermant ainsi
le systéme. Une description de la formulation variationnelle et de la fonctionnelle
utilisée pour résoudre les équations fait 'objet du chapitre 2.

L’expansion en polyndmes, des composantes angulaire et spatiale de chacun
des termes de la fonctionnelle, est fait au chapitre 3. Le chapitre 4 discute de la
méthode des éléments finis, tandis que le chapitre 5 décrit le programme informa-
tique TRMXDL. Ce programme est un code d’éléments finis, utilisant le principe
variationnel mixte-dual et permettant de résoudre ’équation de transport sur des
géométries cartésiennes & une ou a deux dimensions. Les résultats d’application de
la méthode, obtenus grice 3 TRMXDL, ainsi que les comparaisons avec d’autres
méthodes se trouvent au chapitre 6.

Finalement, les différentes conclusions ainsi que la méthode employée font

'objet d’une évaluation rigoureuse.



CHAPITRE 1

EQUATION DE TRANSPORT

Dans ce chapitre, on présente le systéme d’équations & résoudre, soit I’équation
de transport neutronique stationnaire, accompagnée de conditions aux frontiéres.
Le flux est exprimé selon ses composantes paires et impaires. On expose le tout
sans autres approximations qu'une discrétisation multigroupe en énergie. On se

limite cependant & des géométries cartésiennes.

1.1 Composantes paire et impaire

On veut connaitre la densité n de neutrons ayant une énergie située entre E et
E+dE, dont la direction se trouve dans un céne dﬁ, dans un volume &®r autour d’un
point r se trouvant dans un réacteur i I’état stationnaire. Conventionnellement, on
calcule le flux neutronique ¢ qui est donné par le produit de la densité de neutrons
en 7 et de leur vitesse:

o(7, 1, E) = v(E)n(F,§, E) (1.1)
Le flux est donc défini a I'aide de 6 variables: 3 coordonnées spatiales, 2 coordonnés
angulaires et 1'énergie. On élimine la dépendance directe en énergie en effectuant

une discrétisation multigroupe. Ainsi,

Eg—l

ool D) = [

g

dEo(7,, E) (1.2)

est le flux neutronique associé au groupe g. Les diverses propriétés des matériaux

dont on voudra connaitre la population neutronique devront avoir été préalable-
ment moyennées sur la plage d’énergie qui nous intéresse.

Le flux ainsi défini est solution de I’équation de transport 3 un groupe d’énergie:

(- Vo7, D) + Zo(Peo(F B) = Q1) + [ LU, (78 By ) (13)



ol L, et X,, sont la section efficace totale et la section efficace de diffusion du
groupe g et ou @, est une source produisant des neutrons dans le groupe g.

L'équation (1.3) est une forme simplifiée de 1’équation de transport de Boltz-
mann ou |'état stationnaire implique la disparition de la dépendance temporelle.

L’état stationnaire implique que le nombre de neutrons apparaissant dans le do-
maine (a droite de I'égalité) est le méme que le nombre de neutrons disparaissant du
domaine (termes de gauche). Rappelons que le flux est caractérisé par trois varia-
bles spatiales et deux variables angulaires. Le premier terme a gauche représente les
diminutions de flux par migration de neutrons hors du domaine (point 7, direction
(1), tandis que le deuxiéme désigne les pertes par collisions (absorptions ou diffusion
vers un autre groupe d’énergie). Le dernier terme a droite de I'égalité représente les
neutrons arrivant dans le domaine suite & une collision élastique. Finalement, on
a inclus dans le terme de source Q,(F, 1), & la fois les sources externes, les fissions
et les diffusions provenant des autres groupes d’énergie.

Pour un probléme comportant un nombre G de groupes d’énergie, on doit
résoudre G fois I'équation (1.3), les sources étant recalculées a partir des flux
obtenus aux itérations précédentes. Le couplage entre les groupes d’énergie se
fait donc & l’aide du terme de source. Afin de simplifier la notation, et puisque
la forme générale de I’équation de transport est la méme quel que soit le groupe
d’énergie, on laissera tomber l'indice g dans les équations.

En substituant  par —{! dans (1.3), on obtient;
~(@-Vo(, ~M)+2Me( —0) = QF D)+ [ PO -G D7 F) (1.4)

Si on s’'inspire des équations (1.3) et (1.4), on peut diviser le flux et le terme de

source en leurs composantes paire et impaire:

¢t (7 0) = S(o(7 0) + o(F, -1)) (1.5)

)

[ L XY

L) = (o7, 0) — (7, ~ D)) (1.6)

-

o~ (



- 1 - — ~
Q*(7Q) = (Q(F.Q) + Q(F, Q) (1.7)
- 1 — — ~
Q7(78) = 5(Q(F, Q) — Q(F, -0)) (1.8)
On factorise ensuite le terme de diffusion en composantes spatiale et angulaire

a 'aide d’harmoniques sphériques.

- - ca k - -
Z(F, - ) =k§2,¢(r’) Y. VML) (1.9)

h=-k

Les harmoniques sphériques sont définies de la facon suivante:

A Lok cos(Imle) P™ (1) pour m > 0

Y (Q) = VEELPA (i) pour m =0 (1.10)
220 (Al sin(jml) P™ ()  pour m < 0

avec comme relation d’orthogonalité:
/ LAY (DY) = 806 (L.11)
et possédant la propriété suivante:
P (-0) = (-1)'v™(Q) (1.12)
P,'""( 1) sont les polynomes de Legendre associés [18]. Il est a noter que ces derniéres
propriétés des harmoniques sphériques sont indépendantes du systéme de coor-
données chaisi.
En additionnant ou en soustrayant les équations (1.3) et (1.4) on obtient res-

pectivement:

(- Vo (7, 0)) + Ze ot (7 0)] = Q* (7 Q) (1.13)

et
(- Vot (7, Q) + E_[p~ (7, Q)] = @~ (+, ) (1.14)

ot les opérateurs L. [F(F,(1)] ne sont que:

o k . - -
EFED)] = Y (B0 - S 3 @) [Sov@)FHEE) (115)

k pair h=—k



- o k - — -
D= Y (B0 - T @) [EovH@)F(R ) (116)
h=—k

k impair
Il est & noter que les équations (1.13) et (1.14) ne contiennent aucune approxima-
tion, si ce n’est la discrétisation multigroupe en énergie. Avant de résoudre ces deux
équations, nous devons fermer le systéme d’équations en définissant les conditions

aux frontieres.

1.2 Conditions aux frontiéres

Considérons un parallélépipede de volume V ayant la surface S comme frontiere

et tout point ¥ = (z,y, z) a 'intérieur de V satisfaisant:
z-.<z<zy; y-Ly<y4y 2-ZzZz4 (1.17)

La surface S correspond donc a
S= 23: (82 + 5%) (1.18)
v=1
o S1, S et S3 sont définies respectivement par les plans z = zy, z = z4 et
y = y+. A chacune de ces frontitres, on associe un vecteur normal sortant 1\7;
Les conditions sur les surfaces S% (frontiéres) que nous allons considérer peuvent
étre de deux types: conditions de vide et conditions de réflexion totale.

Pour les conditions de vide, on a annulation du flux réentrant a la frontiére:

-

¢(7s,Qr) =0 (1.19)

ot (g correspond aux directions allant de 'extérieur du parallélépipéde vers l'in-
térieur.
Les conditions de réflexion s’expriment de la maniére suivante:

o(Fs, Q) = o(7s, 0 — 2(0 - N*)NY) (1.20)

qui correspond au fait que les neutrons de direction € sont réfléchis dans la direction

(1 —2(f - N)N 3 la surface v. Il s’agit ici d’une réflexion miroir.



On peut aussi exprimer ces conditions aux frontiéres en fonction des flux pair

et impair [16], [12]:
1. Vide a 7's € §%.
et (Fs, ) +o 7 ) =0 Q-Nr <o (1.21)
ot (75, Q) -~ (75,0) =0  Q-Nx>0 (1.22)
2. Réflexion totale & 7s € S¥.
o* (75, Q) = o*(7s, 0 - 20 - NY)NY) (1.23)

o™ (Fs5, 1) = o~ (Fs, 0 — 2(61 - N¥)N¥) (1.24)



CHAPITRE 2

FORMULATION VARIATIONNELLE

Dans cette section, on présente la fonctionnelle mixte-duale. A I'aide des
équations d'Euler associées & la fonctionnelle, on montre comment la recherche
des extréma permet de résoudre I'équation de transport. Finalement, on présente

les restrictions qui devront s’appliquer aux fonctions d’interpolation.

2.1 Principe variationnel et extrémum

On utilise la méthode des éléments finis pour discrétiser les équations (1.13)
et (1.14). La région d’intérét, ou I'on désire connaitre le flux, est divisée en sous-
volumes (éléments). Des fonctions d’interpolation sont utilisées pour évaluer les
flux et les sources sur chaque élément. Pour minimiser P’erreur sur les coeflicients

des polynémes d’interpolation, on emploie le principe variationnel suivant:
p

- (F[X+ 6 X] -F[X']) o @.1)

0 €

pour un ensemble de fonctions X = (X, Xa2,..., X.) et pour des variations ar-
bitraires §X. La fonctionnelle F doit étre choisie de facon telle que ot (7, ﬁ) et
o~ (7, ﬁ) en soient des points stationnaires par rapport a des variations arbitraires

Sp* (7, ) et 8o~ (7, ) (X = (¢%,97)).

2.2 Fonctionnelle mixte-duale

Une telle fonctionnelle a été introduite par Vladimirov [17], puis étudiée par

Kaplan et Davis [16]. La fonctionnelle mixte-duale correspond a la forme canonique
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de la transformation "involutory” de la fonctionnelle de Vladimirov, soit:
1 .
+ -1 = [ 2 T v AR
Flet, o] = 2j;d rf“dzﬂ{&p Q- V)
+ ¢ I et - I [p7]
- 2Q%* +2Q7¢7}

18 . = _2
+ 32 L[ P e

v=1
- 2R - N2 )
Ji o P2 B (22)

S, est I'un des 6 cotés du parallélépipede de volume V' constituant le domaine.

La fonctionnelle F est équivalente a la fonctionnelle F; de Davis [19] et 3 FF
de Kaplan-Davis [16]. Il a été démontré [19] que la fonctionnelle F est stationnaire
pour une approximation Py d’ordre pair ayant des conditions aux frontieres de
Marshak paires [6]. Une telle approximation s’obtient en faisant une expansion en
harmoniques sphériques de la composante angulaire du flux jusqu’a un ordre pair
(Chapitre 3).

On peut montrer (annexe A) que le couple ¢~ et ¢ est un point stationnaire

de la fonctionnelle (2.2) puisque les équations d’Euler suivantes sont satisfaites:

1. Pour une variation par rapport & la composante impaire (équations

(1.14) et (A.11)):
(@ -Vt 5) + -~ (7 D) = Q" (F.Q)
2. Pour une variation par rapport a la composante paire (équations (1.13)
et (A.5)):
(G- Ve (7.0) + ile* (7 D) = @*(7.9)
3. Condition de vide (équations (1.21),(A.12) et (1.22),(A.13)):

o* (75, Q) + o~ (75, 2) =0 i-N, <0
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-

ot (7, ) — o~ (75,8) =0 Q-N,>0

Les conditions de réflexion (équations (1.23) et (1.24)) ne font pas partie des
conditions naturelles que 'on vient d’énumérer et devront donc étre imposées aux
fonctions d’essai. Ceci équivaut a restreindre la classe de fonctions qui minimisent
la fonctionnelle & celles qui satisfont les conditions de réflexion. Nous verrons au

paragraphe suivant que 'on devra aussi forcer la continuité du flux impair.

2.3 Discrétisation en éléments finis

On désire solutionner I’équation de transport sur des géométries complexes. On
partitionne donc le domaine en "éléments” sur lesquels les propriétés nucléaires ont
été homogénéisées. Le parallélépipéde de volume V' est donc subdivisé en N zones
de volume V, appelées éléments finis. La fonctionnelle (2.2) devient donc la somme

de fonctionnelles zonales:

- N - -
Fle* (7, 0), o~ (7 Ol = 3 Felio? (7, D), 7 (7, Q)] (2.3)

e=1

ot F.lot (7, Q), oo (7, ()] est évidemment semblable en tout point & (2.2) soit:

Flgtwi] = 5 [ & [ ea{2H@ Ver)

+ o¥Ei o] — i T clel]
— 2Qte +2Q- ¢}

- %f:_/s:. &r ./;z..,.,<o dZQQ_',(p:z

v=l

13 »
T2 uz=:1 / %o & /ﬂ+.y>o AL (2.4)

ot Oy, =Q- 1\7;. ¢E et ST sont respectivement les flux et les sources a l'intérieur

de la zone e. Le changement de signe de la derniére intégrale vient annuler effet
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du changement des bornes d’intégration. Le nombre d’intégrales de surface pour
chacune des deux directions passe de 6 3 3. En effet, les intégrales sur la surface S¥
s’annulent lorsque £ - ¥ > 0 tandis que les intégrales sur la surface S% s’annulent
lorsque - N < 0 [19]. On ne considére ainsi que la face extérieure de chaque
surface.

Le partitionnement en sous-volumes a pour conséquence d'introduire de nou-
velles surfaces qui ne sont plus associées aux conditions de frontiéres extérieures.
Ainsi pour que (2.3) soit identique & {2.2), il faut que les termes de surfaces soient
nuls pour chaque interface de zone. De plus, pour que le gradient du flux impair
existe partout, il faut s’assurer que ®~ soit continue partout dans le domaine et
donc aussi aux interfaces, et ce, dans toutes les directions. Cette condition n’étant

pas assurée par la fonctionnelle, il faudra donc I'imposer aux fonctions d’essai.



CHAPITRE 3

EXPANSION POLYNOMIALE DES FLUX ET DES
SOURCES

On factorise les flux et les sources selon leurs composantes angulaires et spa-
tiales. Les fonctions d’essai sont donc constituées du produit de deux polynémes,
chacun représentant I'une des composantes. Le choix des polynémes est restreint
principalement par deux facteurs: continuité aux interfaces et continuité i 1'inté-
rieur des éléments. Les polynémes sont aussi choisis de fagon & faciliter les divers
calculs.

Dans ce chapitre, on effectue premiérement I’expansion et 'intégration des com-
posantes angulaires de la fonctionnelle 4 I’aide d’harmoniques sphériques. On mon-
tre comment une telle expansion, limitée au premier ordre, permet d’obtenir les
équations de la diffusion. Par la suite, on utilise des polynémes de Legendre et de
Lagrange pour représenter les composantes spatiales. Cela nous permet d’assurer,
seulement en partie toutefois, les conditions de continuité qui ne faisaient pas partie
des conditions naturelles de la fonctionnelle. On montre que cette approximation
constitue cependant une amélioration par rapport a I’approximation de la diffusion.

Pour simplifier les développements, la résolution de I’équation de transport est

limitée a des géométries a une ou a deux dimensions.

3.1 Expansion angulaire en harmoniques sphériques

On exprime les composantes angulaires du flux et des sources & |'aide d’har-
moniques sphériques. On obtient ainsi une bonne compatibilité avec les solutions
obtenues a I'aide de la théorie de la diffusion. Une telle expansion a aussi comme

avantage de ne pas souffrir des effets de rayons [20].
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3.1.1 Harmoniques sphériques

Les composantes paire et impaire du flux s’expriment de la facon suivante
lorsque I'on fait une expansion en harmoniques sphériques jusqu’a 'ordre L pair:

—-

(7 Q) Z Zcp,mY'" (@) (3.1)
(7)) = ;} Eosa,,,, ) (1) (32)

Les harmoniques sphériques ¥;™ sont telles que définies & 1’équation (1.10). Les
valeurs de m sont positives pour assurer la symétrie par rapport aux deux axes

principaux en espace (z et z). Les directions de ces axes sont données par:
(Y(§,), Y(§,)) = (cos b, cos $sin ) (3.3)

Notons que pour un probléeme a une dimension, seule la valeur m = 0 contribue.

En exprimant les flux sous forme de produits vectoriels, on obtient:
o* (7, 4) (FHFTYHA)
= (F TPV (D) (3.4)

e~ (FQ) = (7MY ()

= (g~ (MTPY (D) (3.5)

ou
Y"*‘(Q‘)T = (Yooa Yzoa Y21r Yzz"') (3.6)
Y- =, Y%L Y9, YL, VA Y (3.7)

et
PO)T = (¥, Y0, VL, 1, VL, V2, V2.0 (38)

Pp et Pr sont des matrices de projection qui permettent d’obtenir respectivement

les composantes paires jusqu’a 'ordre L et impaires jusqu’a l'ordre L — 1 d’'un
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vecteur d’harmoniques sphériques f"(ﬁ) [Is ont la forme suivante si par exemple

L=2:

100000
po_|000100
P=lo00001 0

000001

3
|
—
(=]
—
o
o
[==]
(==}

Pour la méme valeur de L, on a:

(W(ﬂ)r = (‘PO.O(F)’ (PZO(F)v ‘P2,1(F)7 ‘PZ.Z(ﬂ)

et
(& (T = (pro(M, er1(7)
Les matrices Pp et Pr ont donc les propriétés suivantes:

PpPg = I+
PP = I,

(3.9)

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)
(3.14)

ou [+ et I;- sont des matrices identité de dimensions d* x d* et d~ x d~ respecti-

vement et ou dt = (ﬁf}i et d- = H%l. Rappelons que I’expansion doit étre

limitée & un ordre L pair pour que la fonctionnelle mixte-duale soit stationnaire.

Les sources s’expriment de fagon analogue aux flux mais avec une expansion

infinte en harmoniques sphériques:

) !
QEN) = X X QL.(AY™(Q) = (§H@P)TP.Y ()

=0 m=0
l pair

o0 { - - -
QFEA = Y X Q.(OY(Q) = (@ @)TPY Q)

(=0 m=0
{ impair

(3.15)

(3.16)
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ou P, sont des matrices de projections analogues 3 Pp et Pr mais qui produisent

toutefois des vecteurs de dimensions infinies. Finalement, I’expression pour les

opérateurs I.[F(7, )] devient:

E4[F(70)] = [ SUPED) ) Era(IT) (3.17)

ou X4 , sont des matrices diagonales qui ont des termes non nuls correspondant a

k termes (X — X, ;) pairs ou impairs.

3.1.2 Intégration angulaire

En substituant les équations (3.4), (3.5), (3.15), (3.16) et (3.17) dans (2.2) (ou

(2.4)), on obtient:

Flo* (7,8), 0™ (7, O)]

% [ [ #2{2(o*@F PY@)

(G- V) (7 (T PY())

[ &8 (") PP ()

(o™ )T PT(X)) (V())7E4..(MT(D))
[ &8 (=T PID)
(o= PY (@) (FQ)TE_ (AT (D))
2 ((Q*(M)TPY (D))

((* ()T PY())

2 (@~ (MTP_Y (1))

(e~ (NTET (D) }

(e @TPE @)

(O PF@)’ (3.18)
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ol on est passé de trois 2 deux dimensions. (Le nombre d’intégrales de surface

était passé de 6 a 3 2 la section 2.3 lorsqu’on a montré que les intégrales de surface

étaient non nulles sur un seul des c6tés pour chacune des directions.)

Avant d’effectuer I'intégration sur tous les angles, nous allons introduire une

nouvelle notation. Ainsi,

Q-V) = ni+ni —iaa"
T\ "8z Tez) =

ou
(Q4,82) = (cos b, cos psin b)

ne sont que les projections sur les axes z et z et

a

(8.) = (57, 52)

Apres intégration sur les angles, 'équation (3.18) devient:

Fer e = 3 [[dr@ () 29 ()
+ 5 [ @O 2O
~ 3 [ @)z )
- L@ 2O
+ [ e (2T @
- 32 [, OV 2500 @
- 32 [, @O 2 ()
ou on a introduit les matrices suivantes:
Z(7) = PeA (P
ZH7) = PeZ..(Pp)T
Z:(7) = PEa-(PF

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)
(3.24)
(3.25)
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ZHM) = Pp(Py)T (3.2€)
Z-(") = P(pP)* (3:27)
ZB-,V(F) = P[A,,B.,(P[)T (328)

Les matrices symétriques A, et B, sont les mémes que celles de Marleau [12] et
sont décrites briévement a I’annexe B:
QY0 = AP (3.29)
B, = /ﬂ N (P& @ () (3.30)
ou @ est le produit externe de deux vecteurs.

On remarque que les matrices Z;(7), Z; () et Z; () sont des matrices carrées
de dimensions d* pour la premiére et d~ pour les deux autres. Les trois autres,
soit Z,(7), Z*(7) et Z~(¥) sont rectangulaires. La matrice Z,(7) est de dimension
d* x d~. Puisque Pp et P; projettent des vecteurs de dimensions infinies en des

vecteurs de dimensions d* et d~ respectivement, on peut écrire:

Pp(P)TV = V3 (3.31)
ol V; est formé des composantes paires jusqu’a l'ordre L du vecteur infini V. On
répete la méme opération pour projeter les composantes impaires.

On réécrit la fonctionnelle de la fagon suivante:
Fle el = L [ @O 200 (@
+ 3 @Oz OF
- 3 [ Oz e ()
- [ @ T aH
+ [ @ @@

> [, ar@ ) 23,78 (@)
2

N = N~

L e @O Z,@e @ 63
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ou QE(F) et Q';(F') sont limités respectivement a ’ordre L et L — 1.

3.1.3 Equation P,

On obtient les équations P, i partir des équations d’Euler-Lagrange, en faisant
une expansion des flux en harmoniques sphériques, premiérement jusqu’a l'ordre
L = 2, puis en négligeant les termes d’ordre supérieur & 1. On consideére le cas ot
les sources externes sont isotropes (Q(7, Q) = Q()) et o les sections efficaces de

diffusion sont linéairement anisotropes. A l’ordre 2 (et toujours en 2 dimensions)
on a & (7) = [poo(F) w2(F) en(?) en(@F, 7 = [pr0(7) ‘Pu(’-'.)]r = f(;) et

N
Z(F) = 55 . (3.33)
7
. 0 0 |
—g ?? -
Zf) = | 4 VB (3.34)
= 0
0 1
i 7
i _ B« 0
Zg(F) = K 2"} (3.35)
', 0 0 0
0 T 0 0
+ —
ZIA = | 5 o = o (3.36)
0 0 0 X
‘3 g
Z5:(F) = | 5 1] (3.37)
. 18
- F 3 0
L 8
(3.39)

ot Ly = E(F) ~ Z,,1(7) est la section efficace de transport.

En substituant les matrices ci-haut, la fonctionnelle s’écrit:

Flo* @ o] = [gdqr{%ﬁaooal‘r’m'*'%samazwu
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2 1
+ —=pnd 1 — —=pnd®
‘/]39920 Y10 \/E(Pm fu
1 1 1
+ —p Ot 4+ — s 5 + —=mO?
\/g(|921 1 \/g‘PZI Y10 \/5‘1022 @11

1 1
- Eztr()pfo - Eztr(pgl ~ ool

1 2 1 2 1 2 L 2
+ 5Tepha+ 5Tk + 380k + Tk |

1 3 3
- { ./}:.l_ dr (E‘P%o + Tg‘r’%l)

2
3 3
+ L‘ dr (g‘P%o + E‘P%l)

+

3 3
+ /L"'. dr (E‘Pgo + 599%1)

3 3 ,
-/L’ dr (169”10 + S‘Pu)} (3.40)

ou ¢ et Q) sont fonction de 7 seulement.

En cherchant un extrémum par rapport a g, on a:

d_ = / dzr{ 31(,010 + 3 !Pn) + E,,c,am Q} 0 (341)
P00
alors que des extréma par rapport & ¢y et ¢;; donnent:

dF a 1,
dpra /;d"r {—ﬁa poo Z:rtpm}

3 1 i 3
g¥o — ﬁ@m +/L:- Tl

fooe(
LI
3
+ /L dr (89910 \/g‘Pm) +[51 d"ﬁ‘[’m
0

= (3.42)
dF _ _1_ 2
don - [gd’r{—ﬁa oo — Et‘r‘Pu}
3 1
- _/ . d"_s‘Pu + f dr (gf{’u - ﬁ‘{’oo)
+ _/ <Pu + / ( TP — \}-9000)
= ( (3.43)

en annulant les termes d’ordre 2.
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Les trois intégrales de volume donnent donc les relations suivantes:

1
7 (319010 + azsau) + X0 —Q = 0 (3.44)
1
—*ﬁallpm —Eg,-(pm =0 (3'45)
1
—ﬁaz(poo - 2&‘,011 = 0 (3'46)
d’ou
_ _ 1 1
Yo = \/gzwa @Yaa (3.47)
1
= - 8* 3.48
¥11 \/§ a Yoo ( )
et
- 1 -
=V 35 V() + B(7é() = Q) (349)

qui est I'équation de diffusion, avec D = 3.
On trouve les conditions aux frontiéres de la méme fagon, mais en ne gardant

que les intégrales de lignes. On peut donc écrire pour L} et L!:

3 1
Z —_—— = 0 3.50
89010 ‘/§<Poo ( )
3
1—6-<pu = 0 (3.91)
et
i =0 (3.52)
T ‘
St =~ = 0 (3.53)
S‘Pu \/?:‘Poo = .

pour L2 et L?. En utilisant les équations reliant o1 et @1 & oo et G
respectivement et sachant que 1\7., V=8 pour v = 1,2, on obtient:

3 -

——NT . Vg + @oo =0 (3.54)

)

qui sont les conditions de Marshak pair d’ordre 1, en deux dimensions.
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Pour les conditions de Marshak impaires, le facteur 2 est remplacé par } [20].
Ce facteur vaut 75 pour les conditions de Mark [20, 7]. Les conditions de Mark
sont habituellement utilisées avec la méthode S, (ou les harmoniques sphériques
sont remplacées par des valeurs discrétes d’angles).

On se réfere habituellement aux conditions de Marshak impaires, simplement
en disant conditions de Marshak. La distinction entre les conditions de Marshak

paires et impaires provient de Davis [19].

3.2 [Expansion spatiale dans un réacteur homogéne

Pour éliminer toute dépendance spatiale dans la fonctionnelle, on approxime
maintenant les composantes spatiales des sources et des flux par des polynémes

spatiaux, et on intégre par la suite sur tout I’espace.

3.2.1 Changement de variables
Avant de choisir les polynémes, on effectue le changement de variables suivant:
_1 _ 1
Uy = A—I(z —2.) U= E(I —z.)
A]_ =21 — 2 Az =21 — T (3.55)

(a+22) zc= %(-7-'1 + z,)

Mlv—‘

2. =

Cela permet d’avoir des valeurs en abscisse et en ordonnée allant de —% al 3, et ce
quel que soit 1’élément.
Les opérateurs deviennent ainsi:

& = 3

1/2 1/2
/dzr = 5/1/2 ./ uz—/dzp
1/2
Ly dr = Ac(u'{-l) duu /dp
ev+pu) = (V+y—1mod2)+1
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ou mod est la fonction modulo, S = A;A; est la surface de la zone.

3.2.2 Continuité des flux d’un élément a Pautre

Le choix des polynémes servant a représenter les composantes spatiales de la
fonctionnnelle est premiérement dicté par les besoins de continuité. On a vu a la
section 2.3 que la continuité de la composante impaire du flux n’était pas assurée
par la fonctionnelle. On doit donc tenir compte de cette restriction dans le choix
des polynémes d’interpolation.

Idéalement, on aimerait utiliser un produit de polynémes de Legendre en z et
en T pour représenter les composantes paire et impaire du flux. La raison principale

est la relation d’orthogonalité suivante:
1/2
[ o QuPe(w) Pe(u) = b (3.56)
-1/2

oi Pi(u) et Pw(u) sont des polynémes de Legendre respectivement d’ordre k et
k'. Cette relation d’orthogonalité entre les polynémes de Legendre simplifie les
calculs et allege évidemment les matrices. Cependant, I'utilisation de polynémes de

Legendre n’assure pas automatiquement la continuité des flux entre deux éléments.

3.2.3 Flux impair

On choisit des polynémes de Lagrange de fagon a forcer la continuité du flux
impair. Les polynémes de Lagrange ont la propriété de pouvoir se connecter d’'un
élément a ’autre. La continuité est forcée par |'utilisation du méme coeflicient pour
multiplier Lg(u) dans un élément et Lg(u) dans le suivant, pour une expansion
d’ordre K. Toutefois, avant de se résigner a recourir & un produit de polynémes
de Lagrange comme représentation spatiale du flux impair, examinons de plus prés
les besoins en continuité.

On a vu 2 la section 2.3 que ¢~ devait étre continu pour que son gradient existe

presque partout. Le gradient correspond au premier terme de la fonctionnelle (3.22)



25

et plus particulierement & la matrice Z,. Le tableau 3.1 nous montre ies termes
non nuls de cette matrice dans le cas Ps. Un z suppose une dérivée par rapport
a r et un z, une dérivée par rapport 2 z. On remarque qu’en annulant les termes
correspondant aux flux pairs (! pair) dont la valeur de m est impaire, il ne reste,
pour chaque mode impair, que des termes non nuls dans la méme direction. On ne
doit alors forcer la continuité que dans une seule direction, quel que soit le mode !
impair.

Ainsi, pour un mode impair (/ impair) dont la valeur de m est pair, la continuité
ne doit étre forcée que dans la direction z. De méme, lorsque m est impair seule la
direction z a besoin de continuité. En négligeant ces termes de couplages, on n’'a

donc jamais besoin d'utiliser un produit de polynémes de Lagrange en z et en z.

Cette approximation, que nous allons effectuer, ressemble a celle que fait Larsen
avec ses équations SPy (simplified Py) [15]. On a cependant l'avantage ici de
négliger moins de termes (voir annexe D); on appellera donc notre méthode N A-
S Pn: "not as simplified Py”. L'ampleur de I’approximation augmente évidemnment
avec l'ordre angulaire. Elle demeure cependant toujours moins importante que
dans le cas des SPy. Notons que la méthode N AS Py, comme [a méthode 5Py, ne
suppose aucune approximation pour des géométries a une dimension car seulement

les modes m = 0 sont considérés dans ce cas.

Le flux impair se représente spatialement par un produit de polynémes de Le-

gendre et de Lagrange. On a:

( ‘_o J—O ‘Pl oL (“I)Pj(uz) \ ( @:P‘Ew \
Zfﬁ;l J—O ‘P1 1P (ul)Lj(uz) Lz 11
— P Z,_o ‘Ps oL (w1)Pj(uz) | Lp<P3 0
£4 (F) = K—l -0()03 1P (uI)Lj(uz) = L[‘PSI (3.57)
Z‘=o -1 ‘Ps zL (u1) P;(ua) Lp‘Ps 2

\ = /ot



26

ou

( Lo (1) Py (uz) \
L1 (1) Po(uz)

E p(u1, uz) = IZEI:((::))II::((::)) (3 .58)

L1(u1)P1(u2)

k LK(u1)1;K-1(u2) /

( Pa(u‘l)La(uz) \
PI(uI)Lo(uZ)

E[ (uh uz) = P;:(ﬁ?)lgf(oé:)z) (3 -59)

P]_(‘ul)Ll(U2)

\ Pr-1(u1)Lic(u2) |

On représente les sources impaires de la méme fagon, méme si aucune continuité

n’est nécessaire dans leur cas. On évite ainsi d’avoir a évaluer des intégrales du

type

/ L L (5)Pa(s)ds (3.60)
172 n m -

Notons que les polynémes de Legendre sont développés a un ordre inférieur (de
1) & celui des polynémes de Lagrange. Nous verrons en effet que les polynémes de
Lagrange seront dérivés une fois, alors que les polynémes de Legendre ne subiront
aucune dérivée. Il n'y aurait donc aucune contribution de la part des termes de
Legendre d’ordre supérieur.

Les polynémes de Lagrange utilisés sont décrits a 'annexe C. On montrera a
la section 4.2 pourquoi leur forme a été modifiée par rapport a la forme standard

que Y'on trouve habituellement dans la littérature.



3.2.4 Flux pair

Si on utilise un produit de polynémes de Legendre pour représenter la com-

posante spatiale du flux pair, celle-ci s’exprime de la fagon suivante:

K-1K-1

PLm(F) = 2 3 PimPilu1) Pi(u2)

i=0 ;=0

(3.61)

lorsque I’on fait une expansion jusqu’a ’ordre K —1. On effectue une telle expansion

pour chacun des modes pairs (! pair).

En exprimant vectoriellement le flux pair, on obtient:

Z}[;;}J ‘Pé)'.J(:)R (u1)Pj(uz) E TG00
FHF) = )3} ;}: ‘P%P“(ul)Pj(uz) — €T¢'2.o
bt | T2 et P(ur) Pi(ug) PTGy,

= (FT®Is)¢"

ou
00
( (Pl,m \
10
‘Pl,m
(K-1)o
= Im

Plm = 01
Qal,m

11
¥ m

\ ‘p(K-i)(K—l) )

Im

et
([ Po(w1)Po(uz) )
Py (u1) Po(u2)

Pre-(11) Py(u2)
Po(ul)Pl(u2)
P1(‘U1)P1(U2)

ﬁ(ula uz) =

\ Prc-a () Pic—s (u2) |

(3.62)

(3.63)

(3.64)
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L’expansion en séries des sources paires se fait de la méme facon, soit
QF (A = (P ® Ii+)@* (3.65)

Chacun des P;(u) est un polyndme de Legendre d’ordre : en u. Nous avons vu
4 la section précédente que I'expansion des polynémes de Legendre jusqu’a I'ordre
K — 1 était compatible avec celle faite & partir de polynémes de Lagrange jusqu’a
l'ordre K.

Puisqu’on a besoin de K points de collocation par élément (u;; ¢ =0, K —1), il
y a donc K™ inconnus par ordre angulaire pair, n étant la dimension spatiale.

Une description des polyndémes de Legendre se trouve 4 ’annexe C.

3.2.5 Intégration spatiale

L’utilisation des expansions précédentes permet d’écrire la fonctionnelle:

'F[‘10+a‘P—] = Z(‘)‘?‘-)Tzr,u‘la-

v=1

1 -
+ 5@ ([ 2P e F) 0256t
1 AT e ——
= 5(F) 2.8
- @7 ([P F) 01t
+ (@")TZ‘Q"
= 2 Z:((P TZr, ,u‘P
u—l
Y E(‘P r,+ U‘P (3_66)
u—l
ou ..
( z11fd2p(P ® LPau) szzfdz/’({)‘@ é%'au)
Zr,u = ZIIdQP(P ® LPau) 21212 fdzp(P ® L'fav) Tt (367)
[z ffp(fp ® LT) 0 ..
Ly = 0 2 [&Pp(Lr®LT) - (3.68)
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feuleoll) 0 .-
Z- = 0 [d&p(Li®@LY) ... (3.69)

r

zé?ufdp(ﬁp.d:.u ® Eg.:h,u) zé,zu fdp(EP.i.V ® E’E:t.u)

Zr.i.v = z.(zf}u fdp(fl,:t.u ® Eg.:!:,u) zlzi?y fdp(Ef.i.y ® E}:i,u) e (370)
et
= oL
Lo, = A,du,
- T(+1 —
L:i:.u = { é(iz’ ulz.) v=1
L(ul, :f:;) v=2

Les termes Z}’ correspondent aux éléments de la matrice Z,, (3.23), Z;’_ cor-
respondent aux éléments de la matrice Z7 (3.25), et Zg,, aux éléments de Zj,
(3.28).

On remarque que le type d’intégrale spatiale dépend du couplage entre les modes
angulaires. Nous allons examiner individuellement chacun des quatre types d'inté-
grale en commencant par la plus simple & évaluer, soit celle issue du couplage entre
deux composantes paires (flux ou source).

En observant I’équation (3.56) on voit immédiatement que
/ PpP® B = S (3.71)
ou [x2» est une matrice identité de dimension K2 x K2, et § est la surface de
’élément.
Le deuxiéme type d’intégrale provient du couplage entre deux composantes
impaires soit:
/ &?p(L, ® LT)
a=loulP

En définissant la matrice R telle que

/_11//22 Ln(8)Lem(8)ds = Rom (3.72)
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on obtient
/ &p(Lp ® Lp) = SR® I (3.73)
/ 2oL ®L;)=SIk®R (3.74)

On évalue ensuite les intégrales spatiales de la matrice Z,,. En introduisant la

matrice V ou

1/2 d
Vi = j_ 1y B Pal1) 3 L () (3.75)
on obtient alors
/ Eo(PRIT,) = AV Ik) (3.76)
[ EPp(PRIT,) = A(Ix®V) (3.77)

Les intégrales de types [ @p(F ® LT;,) et [ d®p(P ® LT,,) ne sont jamais évaluées,
puisque, de toute fagon, le terme angulaire (Z,,) qui les multiplie est supposé nul
{voir section 3.2.3).

Il ne reste finalement qu’a évaluer les intégrales de lignes de la matrice Z, .. ..

Elles sont de la forme [ dp(La sy ® Lat,) ot Ly est soit Ly ou soit Lp. On a
1

- » 1/2 - 1
Jdolass @ Eus) = [ duaalig,ua) (5, )

1/2 -

~ / 1 1
fdP(La.t.z ®Ll.,) = Alfllz d"lLa(uhii)Ef(uh £3)

Ces intégrales contiennent un terme de Lagrange que I'on évalue a +1/2. A cause
de la forme des polynémes de Lagrange utilisés, ces termes sont nuls, sauf lorsque
t = 0 ou : = K (points de collocation sur une frontiére), pour lesquels L;(£1/2) = 1
(voir 'annexe C). Les polynémes de Legendre ne s’annulent cependant pas a £1/2.

Les intégrales de lignes deviennent

]dp(Ep‘i'l ® Eg,i,l) = A g @1 (3.78)
f dp(Lp+2® Lhi,) = A1Pip®R (3.79)
[do(Lisn®ITs;) = 82R @ Py (3.80)

[dP(EI.iﬂ ®LT.,) =M1k ®Ix (3.81)
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ou lx est une matrice carrée de dimension K x K dont les éléments sont tous des

1, R est la matrice définie a I'équation (3.72), et

P(3)Po(3)  Po(3)Py(

) ‘e
eded)  pdiag

0| =

(3.82)

W=

Pg_1(3)Po(3) Pr1(3)Pa(3) -+
La fonctionnelle (3.66) ne dépend plus que des coefficients tp;“,’n Ceux-ci sont les

seuls inconnus du systéme, que l'on va résoudre au chapitre suivant en cherchant

les points stationnaires de la "fonctionnelle™.



CHAPITRE 4

ELEMENTS FINIS

Dans ce chapitre, on montre que certaines restrictions doivent étre imposées
sur la représentation polynomiale des flux pour permettre des réflexions totales
aux frontiéres ainsi que la continuité du flux impair. On exprime la fonctionnelle
l'aide de variables globales. On établit finalement le systéme d’équation & résoudre

en cherchant les points stationnaires de la fonctionnelle.

4.1 Fonctionnelle locale

Avec la méthode des éléments finis [8], on divise le domaine en sous-domaines
e = 1, N de dimension S., a I'intérieur desquels les sources et les sections efficaces
sont supposées constantes en espace. On a vu (équation (2.4)) que la fonctionnelle
s’écrivait alors comme une somme de fonctionnelles locales. Celles-ci s’expriment

a 'aide de (3.66), soit:

fe[‘P+v‘P-] = Z(‘E‘-(e))rze,r.u‘pﬁ-(e)

=l

+ (e Sl ® 25,57
— (O 25 (e)

— (@) Selic @ L G (e)
+ (T ()T2,Q(e)

—_ %Z((ﬁ-(e))rze,r,—.u‘a-(e)

v=1l

- %Z(me))fze.r.+.u¢*(e) (1)

v=1
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oit @*(e), g (e), §*(e) et §(e) sont les vecteurs formés des coefficients des ex-

pansions polynomiales des flux et des sources de ’élément e.

4.2 Continuité du flux impair

On utilise des polynémes de Lagrange afin d’assurer la continuité du flux impair
puisque celle-ci ne fait pas partie des conditions naturelles de la fonctionnelle. Pour
que le flux ¢~ soit le méme dans la zone e et dans la zone ¢’ i 'interface de deux
zones, il faut que

Ly -grmle) =L - gra(e) (4.2)
pour tous les modes impairs de I’expansion en harmoniques sphériques.

On choisit les polynémes de Lagrange L de facon que seulement une composante

de chaque vecteur de zone ¢~ (e) intervienne dans la relation (4.2):

1 ;=0
Lz = {5 430 (43)
I j=K
Li(1/2m) = { LIk (4.4
L’équation (4.2) devient alors
Fiom (€) = Fim(€) (4.5)

Pour le cas linéaire (K = 1), le choix des deux points de collocation est évident:
v = £1/2. Pour un ordre plus élevé, on doit évidemment choisir des points de
collocation intermédiaires. Ces points sont choisis de fagon & réduire le nombre de
termes non nuls de la matrice R (3.72) et aussi pour que les termes hors diagonale
de R soient anti-symétriques. Une description des polynémes de Lagrange ainsi

modifiés se trouve a ’annexe C.

4.3 Réflexion totale

Puisque les conditions de réflexion ne font pas partie non plus des conditions

naturelles de la fonctionnelle, on les impose en dépliant simplement la géométrie
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autour de la frontiére. Ceci revient a2 dupliquer les cellules de 'autre coté de la
frontiére, ce qui n’est possible cependant que s'il n'y a qu’une réflexion par direction
v. Des réflexions sur deux surfaces dans une méme direction nous obligeraient &
déplier la géométrie une infinité de fois.

Puisque la composante paire du flux n’a jamais de points de collocation sur
la frontiére réflective, on associe chaque composante de la géométrie dépliée & Ia
composante qui est son image miroir daas la géométrie originelle. On doit toutefois
tenir compte de la parité des harmoniques sphériques. Dans le cas d’une géométrie
a une dimension, on a

Fm(2) = (-1 G (—2) (46)

La relation précédente s’applique aussi aux composantes impaires du flux qui
subissent une réflexion totale. Cependant le cas est légérement différent, puisque
les fonictions d’essai représentant les flux impairs ont des points de collocation sur
les frontieres. On doit donc s’assurer de ne pas déplier les composantes (points de

collocation) se trouvant sur une frontiére
5 _— K= —_ 4 T
(Pl.m(e) - Sa!,m ( C) ( . )

ou 'élément —e correspond a la réflexion de [’élément e.
Le nombre total d’inconnus est toujours le méme quel que soit le nombre de

réflexions.
4.4 Variables globales

On veut exprimer la fonctionnelle (4.1) en fonction des variables globales et non
en fonction des variables locales g+ (e) et 7~ (e) comme elle est énoncée présente-
ment.

Le nombre de variables globales est évidernment inférieur a la somme des varia-
bles locales A cause de la continuité forcée de ™~ qui implique que certains incon-

nus du flux impair sont communs & deux éléments. En effet, si on désigne chaque
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élément par deux variables (r,s) correspondant a sa position selon les axes z et z,

on a pour [ impair:
Ki .
(Pl,f:l.’(rv 3) = ‘pll,‘t:x(r + 113)
i1

ein(r,s) = @in(rs+1)

ou

A
3
I
2

A
7]
A
2

et N,, N; sont les nombres d’éléments en z et en z. Certains inconnus sont donc

dépendants.

On exprime la fonctionnelle 2 l'aide de variables globales en se servant de deux

matrices de projection Gt(e) et G~(e) de maniére que

¢t(e) = G¥(e)g*
G

5 (e) = G(e)

La fonctionnelle s’écrit finalement

Flg*(eho(@] = @) Mey-b + 56" MG — (67 M5

- (‘15“")1'1‘4,;'"@‘+ +(@7) MG
1, - 1, -~
- F)VMzE — () MG S
ou on a défini les matrices suivantes:

2
My = 3 3 (G (e)Z.,.,G(e)

e p=l1

MP = S (G*(e)TSelx: ® ZF,G*(e)

I

M7 = (G ()T Z;,.G(e)

M} = Y(GH(e) Sl ® Lor

3

(4.8)
(4.9)

(4.10)

(4.11)
(4.12)
(4.13)

(4.14)
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M7 = (G ()72, (4.15)
Mf = ZX,:(G‘(e))TZ,,,*,,,G‘(e) (4.16)
My = 33 (G ZarmuG (o) (4.17)

4.5 Points stationnaires

Les points stationnaires de la fonctionnelle (4.10) s’obtiennent en la dérivant
par rapport & @t et & ¢~. Is correspondent & un minimum par rapport i ¢* et
4 un maximum par rapport & ¢~ [16]. On obtient les deux équations matricielles

suivantes:
My g™+ Mgt = M@+ (4.18)
(M7 + Mz + Mg +¢" My = —M;Q™ (4.19)

Ce systeme est résoulu i la fois pour ¢t et ¢~ et ce, pour chaque groupe

d’énergie.



CHAPITRE 5

PROGRAMME TRMXDL

Le programme TRMXDL (TRansport MiXte-Dual) résout les équations N AS-
Py pour des géométries cartésiennes & une ou & deux dimensions. TRMXDL est
copstruit de facon modulaire: lecture de la géométrie, assemblages des matrices sys-
témes et résolution du systéme matriciel. Méme si TRMXDL n’a été programmé
dans aucun environnement existant, sa modularité de méme que le format de ses
résultats intermédiaires rendent sa transformation éventuelle en modules TRIVAC

[21] relativement simple.

5.1 Aspects informatiques

TRMXDL est écrit en FORTRAN-77. Toutes les routines sont originales sauf
celles permettant I'allocation dynamique de la mémoire, de méme que celles ren-
dant possibles la lecture et I'écriture de données sur un fichier de type XSM [21].
Les données d’entrée, de méme que divers résultats, sont en effet sauvegardés
numériquement sur un tel fichier. Is deviennent ainsi accessibles par toutes les
routines, tout en ne prenant aucun espace mémoire.

Les routines d’allocation dynamique de la mémoire et celles permettant d’uti-

liser un fichier XSM proviennent de la librairie Fortran GANLIB [22].

5.2 Numérotation des inconnus

5.2.1 Géomeétrie A une dimension

Etant donné le découplage entre les variables énergétiques, angulaires et spa-

tiales, le nombre total d’'inconnus est égal au produit du nombre de points de collo-
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cation, par le nombre de modes angulaires, et par le nombre de groupes d’énergie.
On doit cependant tenir compte du fait qu'il y 2 toujours un mode angulaire pair
de plus que le nombre de modes impairs (ex.: ordre 4 — 3 modes pairs (00,20,40)
pour 2 modes impairs (14,30)). Rappelons également que I’expansion en polynémes
de Lagrange de la composante impaire du flux est faite & un ordre supérieur a

'expansion en polynéme de Legendre de la composante paire du flux.

On associe K points de collocation & chaque élément pour une expansion a
l'ordre K de la composante spatiale du flux pair. La position des points de colloca-
tion dans I’élément n’est guére importante puisque aucune continuité ne doit étre
forcée a l'interface des éléments. De plus, les intégrations spatiales sont effectuées
analytiquemnent. Pour illustrer le fait que la continuité du fux pair aux interfaces
ne doit pas étre forcée, on ne "placera” aucun point de collocation a I’interface
de deux éléments (figure 5.1). Le nombre total d'inconnus pour le flux pair, par
mode et par groupe d’énergie est donc égal au produit du nombre d’éléments par
K, lordre spatial.

A Pordre K, on a K + 1 points de collocation par élément, pour la composante
impaire du flux. Cependant, 'utilisation de polynémes de Lagrange pour forcer
la continuité du flux impair, implique que les inconnus sur les frontiéres seront
communs a deux éléments. Le nombre total d'inconnus pour le flux impair, par
mode et par groupe d’énergie, est donc égal a (NREG « K + 1), ot NREG est le
nombre d’éléments.

Dans TRMXDL, le flux est représenté par un vecteur unique comprenant 3 la
fois les inconnus correspondant i la composante paire du flux et ceux correspon-
dant 4 la composante impaire. Les inconnus sont numérotés premiérement par
groupe d’énergie, puis par région, ensuite par mode spatial et finalement par mode
angulaire.

La figure 5.1 illustre premiérement la numeérotation locale adoptée pour cha-

cune des deux parités du flux et pour une expanston spatiale & 'ordre 3, lorsqu’il
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n'y a qu’un seul groupe d’énergie. La numérotation globale pour chacun des
groupes d’énergie est aussi illustrée a la figure 5.1 dans le cas P,. Notons que
la numérotation des inconnus n’est pas critique pour des géométries 4 une dimen-
sion; la minimisation de la largeur de la diagonale de la matrice systéme est en
effet réalisée dés que la numérotation est effectuée en respectant ’ordre séquentiel

des éléments.

5.2.2 Géométrie A deux dimensions

En deux dimensions, il n’y a toujours pas de points de collocation sur les
frontieres dans le cas de la composante paire du flux, puisqu’elle est représentée
par un produit de polynémes de Legendre. Le nombre total d’inconnus servant
a représenter le flux pair est égal 4 K?, multiplié par le nombre d’éléments, par
le nombre de modes angulaires pairs et par le nombre de groupes d’énergie. Les
points de collocation sont montrés a la figure 5.2, pour un cas P, i une seule région,
en utilisant un ordre spatial quadratique.

Pour la composante impaire du flux, les points de rollocation ne sont pas les
meémes pour tous les modes. On a vu, i la section 3.2.3, que la continuité de o~
dans la direction u; ne devait étre forcée que pour les modes m pairs. On utilise
alors des polyndmes de Lagrange en u; et des polynémes de Legendre en u,. Les
points de collocation sont montrés a la figure 5.3, pour un cas P; a une seule région
(numérotation locale), en utilisant un ordre spatial quadratique.

La numérotation globale en 2 dimensions est faite en balayant la géométrie de
gauche a droite, puis de bas en haut. Comme pour les cas 3 une dimension, les
inconnus sont numérotés premiérement par groupe d’énergie, puis par mode spatial
et finalement par mode angulaire.

La numérotation globale, pour une géométrie comportant 4 régions, est illustrée
aux figures 5.4 et 5.5. A cause du manque d’espace, les deux parités du flux (pair

et impair) sont montrées séparément, méme si, comme en une dimension, les deux
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composantes font partie du méme vecteur.

5.2.3 Couplage entre les flux impairs

Les polynémes de Lagrange utilisés ont été choisis de fagon qu’il 0’y ait aucun
couplage sauf entre le premier et le dernier terme (Lo et Lg). Ces deux termes cor-
respondent a des points de collocation situés sur une frontiére entre deux éléments.
Les inconnus servant a représenter le flux impair peuvent donc étre séparés en deux
groupes indépendants: inconnus sur une frontiére et inconnus non sur une frontiére.
Il serait donc possible d’éliminer, par exemple, les inconnus qui ne touchent pas i
une frontiére, ceux-ci étant linéairement indépendants des autres inconnus impairs.
Cependant, ceci nécessiterait I'inversion partielle de la matrice M, ,_, ce qui serait
aussi couteux en temps de calcul que de résoudre pour I’ensemble des inconnus
de la composante impaire du flux. Pour cette raison, TRMXDL ne fait aucune

distinction entre les inconnus de la composante impaire.

5.3 Assemblage des matrices

5.3.1 Matrices locales

Les diverses matrices de couplages spatiaux et angulaires sont premiérement
assemblées selon I'ordre des expansions choisi.

Les matrices Z,,, Z, 1, et Z, . sont ensuite assemblées localement, c’est-a-dire
en ne considérant qu'un élément. On suppose alors un élément de surface unitaire.
Chacun des termes des matrices sera multiplié par la surface de ’élément (ou la
longueur de I’élément dans le cas des intégrales de ligne) lors de I'assemblage global.

L’avantage de procéder de cette facon est qu'il sera possible de modifier la
numérotation globale, sans avoir & réévaluer toutes les intégrales. Le fait d’évaluer
indépendamment les intégrales angulaires et spatiales permet également d’expé-

rimenter avec le choix des polynémes sans avoir & tout reprogrammer. On note
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toutefois que la numérotation est dépendante du type de polynéme utilisé pour

représenter la composante spatiale du flux.

5.3.2 Matrices globales

Cinq matrices globales sont ensuite assemblées en projetant les matrices Z, ,,
Zy sty €t Z,_, construites pour un élément, sur cinq vecteurs G, ce qui permet ainsi
de passer de la numérotation locale 4 la numérotation globale. Les cinq matrices
correspondent aux couplages entre les inconnus de la composante paire du flux,
ceux correspondant i la composante impaire dont la contribution est nulle entre
les éléments, et ceux dont la contribution est non nulle. La matrice systéme est

finalement construite a partir de ces cinq matrices.

5.3.3 Traitement des réflexions

L’assemblage de la matrice systéeme est dictée directement par les équations
(4.18) et (4.19). Les conditions de vide aux frontiéres sont traitées explicitement
dans 'équation (4.19). On a cependant vu que la fonctionnelle ne permettait pas
de traiter explicitement les conditions de réflexion.

On reproduit donc artificiellement les conditions de réflexion en dépliant la
géométrie d’un c6té a l'autre des frontieres réflectives. Ceci se fait en addition-
nant ou en soustrayant chacun des termes de la matrice systéme pour chacune des
réflexions. Les termes sont additionnés ou soustraits, selon la parité des modes
angulaires réfléchis.

Puisque chaque inconnu pair n’est couplé qu’avec lui-méme, chaque terme cou-
plant des éléments pairs entre eux est simplement multiplié par le nombre de
réflexions (+1 pour la géométrie originelle). On doit toutefois tenir compte de
la parité des harmoniques sphériques pour tous les autres termes de couplage.

Lors de I’assemblage des matrices de projection de la numérotation locale a

globale, on doit également tenir compte que les inconnus impairs sont symétriques
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autour de |'origine 0 (2 l'ordre 3 par exemple, Lg(—u) = Lj{u)), alors que les
polynémes de Legendre ne le sont pas.

Ajoutons finalement que, puisque les conditions de réflexions sont traitées par
dépliage de la géométrie, il est impossible avec TRMXDL de résoudre des problémes

avec réflexions des deux cotés d’une méme direction.

5.4 Résolution du systéme matriciel
On résout les équations multigroupes a l'aide de ’algorithme sujvant:

1. Calcul des sources fixes.
Les caractéristiques des sources fixes (s’il y en a) sont lues sur la géo-

métrie et sont affectées a chaque élément.

2. Calcul des sources paires (sources fixes et sources de fission).

Les sources de fission sont constituées de la somme, sur tous les groupes
d’énergie et sur tous les isotopes fissibles, du produit des composantes
paires du flux, par vZ;. On calcule aussi la valeur propre de I'équation,
soit k.ss. Cette valeur est donnée par la relation suivante:

kg = f_l :r ‘:;S Tt gt (r g)vEs(r g, 7) (5.1)

oy Tt ot (r, g)(E(r,g) — Zoo(rr9))

ol GG est le nombre de groupes d'énergie, NI F[SS, le nombre d’isotopes
fissibles et N REG, le nombre d’éléments.

3. Résolution des équations pour chaque groupe d’énergie.
Les sources de diffusion entre les groupes sont calculées et ajoutées aux
sources fixes et aux sources de fission. Elles s’obtiennent par produit des
flux de groupes {pairs et impairs) et des sections efficaces de diffusion.
Le systéme matriciel est résolu pour chacun des groupes. Des itérations

sont faites jusqu'a convergence de tous les groupes.



On résout les équations par décomposition LU, i I'aide d’une routine
de la librairie GANLIB. La matrice systéme a préalablement été com-
pressée (élimination des zéros de part et d’autre de la diagonale), avant

d’eétre soumise a la routine de résolution.

On résout simultanément pour les deux parités du flux. Une tentative
de résolution par itération alternative entre les deux composantes a été
faite. La convergence était alors beaucoup trop lente et la méthode fut

abandonnée.

. Calcul des flux de cellules.

. Calcul des sources paires et vérification de la convergence.
Les étapes 2, 3 et 4 sont reprises jusqu’a convergence ou jusqu’a ce que

le nombre maximum d’itérations soit atteint.
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CHAPITRE 6

RESULTATS NUMERIQUES ET COMPARAISONS

Des calculs sont faits avec TRMXDL sur des géométries 4 une ou & deux di-
mensions. Tous les cas simulés, sauf un, sont issus de la littérature.

Les diverses comparaisons avec des résultats connus permettent premiérement
de vérifier le bon fonctionnement du programme. Les divers tests sont choisis de
fagon a couvrir toutes les possibilités de calcul de TRMXDL: sources fixes et/ou
de fission, réflexion ou vide aux frontiéres, anisotropie de diffusion, etc.

Les différents tests permettent également de comparer la précision de la métho-

de. On cherche, entre autres, & vérifier la validité de 'approche N AS Py.

6.1 Géométrie i une dimension

6.1.1 Cas a 1 groupe d’énergie, avec source de fission

Les premiéres géométries analysées se trouvent a la figure 6.1. Elles consistent
en deux régions contenant un matériau fissile et entourées ou non d'un matériau
non fissile, selon la géométrie. Les propriétés physiques des matériaux sont données
au tableau 6.1. En simulant premiérement les géométries complétes (1D-A et 1D-
C), puis en appliquant une réflexion sur 'une des deux frontiéres (1D-B et 1D-D),
on vérifie que le traitement des réflexions est correct.

Les valeurs propres (k.ss) obtenues en utilisant différents ordres spatiaux et an-
gulaires sont données au tableau 6.2. On note premiérement que les résultats
obtenus i l’aide d’une réflexion sont identiques & ceux obtenus en utilisant la
géométrie compléte. On remarque également que la convergence est plus rapide en

espace qu'en angle (les valeurs P6-linéaire sont plus prés des valeurs P6-cubique



45

que ne le sont les valeurs P2-cubique). La convergence est plus rapide pour les
géométries C et D que pour les deux autres géométries, ou il y a plus d’absorption.

Des comparaisons ont été faites avec les résultats obtenus en utilisant le pro-
gramme TRNODL [12]. Les deux solutions semblent converger vers une méme
valeur lorsqu’on augmente 'ordre des expansions polynomiales. L’écart pour les
géométries A et B n’est que de 1 mk entre les solutions P6-cubique de TRMXDL et
P7-cubique de TRNODL. Le méme écart n'est que de 0.3 mk pour les géométries
CetD.

On remarque que les valeurs de k.;; de TRNODL convergent lorsqu’on aug-
mente ['ordre angulaire. Tel que prédit par Kaplan et Davis [16], la direction de la
convergence est donc opposée i celle de TRMXDL. TRNODL est en effet construit
a partir d'une fonctionnelle dont le point stationnaire correspond & un maximum
par rapport & @t (et k.ss). Le point stationnaire de la fonctionnelle mixte-duale
correspond plutét & un minimum par rapport & ¢*. Les solutions obtenues par les
deux méthodes encadrent la solution convergée. On peut donc imaginer un nou-
velle méthode basée sur la résolution de chacune des fonctionnelles en utilisant un
ordre peu élevé pour ’expansion angulaire en harmoniques sphériques; la solution
s’obtiendrait par une moyenne pondérée des deux solutions.

L’écart entre la solution obtenue a partir d'un calcul de diffusion fait avec BI-
VAC [21] et celle de TRMXDL est de 10 mk pour les géométries C et D. L'écart dou-
ble dans le cas des deux autres géométries. Il est normal que les écarts augmentent
entre BIVAC et TRMXDL (et TRNODL) lorsqu'’il y a beaucoup d’absorption,
puisque la loi de Fick, caractérisant la théorie de la diffusion, n’est alors plus vala-

ble.

6.1.2 Cas i 1 groupe d’énergie, source de fission et diffusion anisotrope

Le deuxiéme test de comparaison consiste & analyser la géométrie montrée a

la figure 6.2. Ce probléme, & un groupe d’énergie et avec diffusion anisotrope,



46

provient de Riyait [23]. On vérifie le traitement de I’anisotropie dans TRMXDL en
utilisant premiérement une section efficace de diffusion L,;, puis en résolvant pour
le cas isotrope ot &' = £ — &, B = B9 — T,, et £}, = 0.0 cm~L. Les sections
efficaces se trouvent au tableau 6.3.

On présente au tableau 6.4 les valeurs de k.fs obtenues pour différents or-
dres angulaires et pour différentes discrétisations spatiales. On a ainsi utilisé
premiérement, un maillage uniforme de 0.5 cm avec des polynémes linéaires (L3) et
cubiques (C5), puis un maillage uniforme de 0.25 cm, (L25) et (C25). Finalement,
la résolution du probleme a été faite en utilisant le maillage non-uniforme de la
figure 6.2 (CN).

On remarque premiérement que les résultats sont les mémes que l'on traite
'anisotropie explicitement ou implicitement, ce qui démontre que le traitement de
’anisotropie dans TRMXDL est correct.

Comme on 'avait remarqué avec les géométries précédentes (1D-A,B,C et D),
la convergence spatiale est plus rapide que la convergence angulaire. De plus, on ne
remarque aucun écart entre les solutions C25 et C5, ce qui montre que la solution
C5 est convergée spatialement. L’augmentation de I'ordre de I’expansion angulaire
en harmoniques sphériques nous rapproche de la valeur obtenue par Roy [24] et de
celle obtenue avec ANISN [25].

On observe un écart de 2 mk entre le k.s¢ obtenu a un ordre P (C25) et la
valeur 1.5774 obtenue avec ANISN (P;5 et Sig) et celle de 1.5772 obtenue par Roy
avec INTPN.

6.2 Géométrie a deux dimensions

6.2.1 Probléme de Fletcher

Le premier probléme & deux dimensions provient de Fletcher [9]. La géométrie

consiste en une région carrée ou 0.0 < z,y < 4.0 cm, dans laquelle se trouve une
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source fixe en 0.0 < z,y < 1.2 cm. Les plans ou z,y = 0.0 sont réflectifs tandis
que des conditions de vide sont appliquées sur les deux autres plans. Les sections
efficaces totale et de diffusion sont uniformes sur la région: £ = 1.0 cm™! et
2,% = 0.0 cm~L. La densité de la source fixe est de 1.0/1.44 cm~3. Les calculs sont
effectués en utilisant un maillage de 0.16 cm? et des polynémes spatiaux linéaires.
Les flux a z = y pour différents ordres angulaires sont donnés au tableau 6.5.

Etant donné qu’en utilisant des polynémes linéaires on obtient des flux plats
dans les éléments, les flux en z = y sont obtenus en moyennant le flux des régions
voisines du point d’intérét. Cela peut expliquer en partie les écarts observés avec
les résultats de Fletcher. On suppose par exemple que le luxen z =y = 0.0 e
est le méme qu’'en z = y = 0.2 cm, alors qu'il est évident qu'il est plus élevé. Des
polyndémes linéaires ne devraient étre utilisés avec TRMXDL que pour évaluer des
flux de cellules (lux moyens sur des éléments).

L’écart avec Fletcher est minimal 3 £ = y = 1.2 om, soit & l'interface des
deux matériaux. Les écarts relatifs augmentent lorsqu’on s’éloigne de la source.
Les écarts peuvent s’expliquer, en partie, par la discrétisation spatiale relativement
grossiére que nous ont imposée les ressources informatiques disponibles.

De plus, dépassé z,y = 1.2 cm, le milieu est purement absorbant et le flux
diminue alors tres rapidement. Rappelons qu’avec I'approche NAS Py, certaines
directions sont prévilégiées lors du calcul du couplage entre ¢t et ¢~. On doit ainsi
s’attendre & avoir de moins bons résultats loin des sources, pour des directions entre

les axes principaux (z =0 cm™l et y =0 om™1).

6.2.2 Probléme de Tomasevié

Ce probléme aux valeurs propres a été suggéré par TomaSevi¢ et Larsen [15].
La géométrie est constituée encore ici d’une région carrée avec 0.0 < z,y < 4.0
cm. Des conditions de vide sont appliquées aux frontiéres du haut et de droite et

des réflexions sont appliquées sur les deux autres frontiéres. La région centrale, a
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0.0 € z,y £ 1.2 cm, contient le matériau 1, caractérisé par les sections efficaces
suivantes: £ =10 em™, £, =0.9 em™ et vZ; = 0.2 em~'. Le matériau 2, dans
la zone extérieure, est caractérisé par la méme section efficace totale, par v, =0

et par X, = cX.

Le tableau 6.6 contient les écarts relatifs entre les k.ff obtenus avec TRMXDL,
en utilisant différents ordres spatiaux et angulaires, et ceux obtenus par une mé-
thode S, d’ordre 8 [15]. Des carrés de surface de 1.0 cm? ont été utilisés pour le

maillage.

On remarque premierement que, peu importe 'ordre angulaire utilisé, les écarts
avec les k.s; de référence (Ss) sont toujours inférieurs & ceux obtenus en utilisant
une méthode P,. Les écarts pour le cas NAS P, avec expansion spatiale linéaire

sont aussi moins élevés que par la méthode SP;.

L’augmentation des écarts avec ’ordre angulaire est attribuable & 'approxima-
tion définissant la méthode N ASP,. Rappelons qu’elle consiste a négliger certains
termes de couplage de la matrice Z, (tableau 3.1), de facon a ne devoir forcer
la continuité du flux impair que dans une seule direction i la fois (voir section
3.2.3). A l'ordre P,, 7 termes sur 20 (35%) sont négligés dans la matrice Z,. En
augmentant 'ordre angulaire, I'approximation NASP, devient plus importante.
Par exemple, 38% des termes sont négligés i 'ordre 4. L’angmentation de ['ordre
spatial produit également une augmentation des écarts relatifs avec le calcul Sg, ce
qui était prévisible puisque la discrétisation spatiale dépend du mode de 'expansion

en harmoniques sphériques des composantes angulaires.

Curieusement, seule expansion P, montre une augmentation (en absolu) des
écarts lorsque c augmente. On conclut donc que lorsqu'’il y a beaucoup d’absorp-
tion, TRMXDL donne de meilleurs résultats en 2 dimensions avec des expansions
angulaires faibles. Les résultats sont meilleurs lorsqu'il y a peu d’absorption pour

des expansions d’ordre élevé.
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6.2.3 Probléme anisotropique de Tomasevié

On reprend le probléme précédent, mais cette fois avec de la diffusion anisotrope.
On a X, = cT et I3 = 1cL pour le matériau 2. Les écarts avec les résultats
provenant de INTPN [24] se trouvent au tableau 6.7 pour les mémes valeurs de ¢
que dans le probleme précédent. Les maillages suivants sont utilisés de maniére
a rendre les résultats comparables: carrés de 0.0625 cm? pour INTPN, et pour
TRMXDL, des carrés de 1.0 cm?® dans lesquels on utilise une expansion spatiale
cubique.

Les résultats sont comparables & ceux obtenus au probléme précédent, ou la
diffusion était isotrope. Les écarts avec les valeurs de référence (INTPN) sont
légérement plus élevés. La sensibilité des écarts i la valeur de c est cependant

moins grande.



CONCLUSION

Les résultats présentés au chapitre précédent démontrent la validité de 'utilisa-
tion d’un principe variationnel basé sur la fonctionnelle mixte-duale, pour résoudre
’équation de transport neutronique, sur des géométries cartésiennes complexes i
une et a deux dimensions.

L’emploi de la méthode des éléments finis nous permet d’obtenir de bons ré-
sultats sans qu'on ait a faire un découpage trés fin des géométries a analyser.
L'utilisation d’harmoniques sphériques pour représenter la composante angulaire
du flux permet de diminuer le couplage entre les différents modes angulaires; il en
résulte des matrices moins denses. De plus, cela n'introduit pas d’effets de rayons.

Pour représenter la composante spatiale du flux impair, ['utilisation de polyné-
mes de Lagrange modifiés permet de découpler les termes n’ayant aucune contri-
bution sur les frontiéres des éléments et ceux ayant une contribution non nulle. De
fagon a économiser ['espace mémoire, cette maniére de procéder pourrait servir a
diminuer le nombre d’inconnus, au prix toutefois de 'angmentation du temps de
calcul (il serait, en effet, nécessaire d’inverser certaines matrices). Le recours aux
polynémes de Legendre permet, en plus de diminuer le couplage entre les différents
ordres spatiaux, d’avoir directement les flux intégrés sur les €léments parmi les
inconnus du systéme.

La comparaison des résultats d’application obtenus avec TRMXDL, avec des
résultats provenant d’autres méthodes, montre le bon fonctionnement du pro-
gramme dans la résolution de problémes variés: sources fixes et/ou sources de
fissions, réflexion ou vide aux frontiéres et diffusion isotrope ou anisotrope. La
méthode ne permet cependant pas de résoudre de problemes ot il n’ y a pas
d’absorption (X = L,), pas plus que les problémes avec des zones vides, évidem-

ment.
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Les résultats, pour des géométries & deux dimensions, sont meilleurs lorsque
Pexpansion en harmoniques sphériques est d’ordre faible. Ced s’explique par le
fait que certains termes de couplage entre les composantes paire et impaire sont
négligés. La méthode résultante, que l'on a baptisée NAS Py, se situe entre les
méthodes Py et SPy, quant & 'approximation faite. Puisque les modes spatiaux
dépendent des modes angulaires, on obtient également de meilleurs résultats lorsque
I'ordre spatial est faible. L’approximation NASP; semble donner de meilleurs
résultats que ’approximation SP,. Paradoxalement, pour une expansion en har-
moniques sphériques d’ordre 2, les résultats sont meilleurs lorsque la diffusion est
faible par rapport a ’absorption.

La méthode NASP, constitue une alternative valable aux calculs de diffusion
pour des géométries & une et i deux dimensions. En utilisant des polyndmes
linéaires, le nombre d’'inconnus par région est relativement faible et l'effort de cal-
cul devrait étre du méme ordre que pour les calculs de diffusion. La méthode
NAS P, permet d’aller chercher une partie de la correction de transport. De plus,
la méthode semble performante justement la ou les calculs de diffusion ne sont plus
valides, soit lorsqu’il y a peu de diffusion.

Certaines améliorations pourraient étre apportées & TRMXDL. Ainsi, puisque
la continuité de la composante impaire du flux n'est forcée que dans une seule
direction a la fois (selon que la valeur m du mode [, m de ’expansion en harmoniques
sphériques est paire ou impaire), il pourrait étre envisageable d'utiliser une méthode
ADI pour résoudre le systéme matriciel. Les itérations se feraient alors en alternant
entre les modes impairs dont m est pair et ceux dont m est impair et en résolvant
chaque fois pour le flux pair. On pourrait ainsi augmenter la vitesse de convergence
de la méthode. La compatibilité du systéme avec une méthode ADI reste cependant
a vérifier.

Tel que prévu, la convergence angulaire de TRMXDL est de direction opposée

a celle de TRNODL, puisque le flux correspond & un minimum par rapport a la
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fonctionnelle mixte-duale et & un maximum par rapport a la fonctionnelle de se-
cond ordre de parité paire (TRNODL). On peut donc imaginer une méthode de
résolution de 1'équation de transport basée sur la recherche des points station-
naires de chacune des deux fonctionnelles en utilisant un ordre angulaire faible.
La solution s’obtiendrait par une moyenne pondérée des deux résultats. Il faudrait
cependant étudier la convergence de chacune des méthodes, de maniére 2 en déduire
la pondération permettant d’obtenir la solution la plus juste possible.

Finalement, il serait intéressant que TRMXDL puisse résoudre des problémes
a trois dimensions. Il n'y aurait aucun probléme au niveau de la fonctionnelle,
puisque nous avons déja montré sa validité en trois dimensions. On devrait cepen-
dant reconsidérer ['utilisation d'un produit de polynémes de Legendre et de La-
grange pour représenter la composante spatiale du flux impair. Cette représentation
est reliée a 'approximation N AS Py, et il est loin d’étre évident qu’elle soit valide
en trois dimensions, méme a l'ordre P,. La programmation de la méthode en
trois dimensions devrait alors étre repensée depuis I’étape de la numérotation des

inconnus jusqu'a celle de la résolution du systéme matricel.
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Tableau 3.1: Continuité de la dérivée: matrice Z, (cas P;)

1 3 5

i —

00)] z x| 00o0o0]|0O0CO0U OGO G O

201 z x|z x 00 00 000 O
2] x z x z x 0 0 0 0 0 0 O

(22)} 0 x 0 x zx |00 O0TGOCGO O
(4001 0 o z x 00 z x 0 00O
41)] 00| xzx 0| x 2z x 000
42)} 00| 0x2zx|0x 2z x 00
43)J] o 0|00 =x2z |00 x 2z x 0
(44)] 0 0 0 0 0 x 0 0 0 x z x

1. z: terme non nul pour la dérivée en z

2. x: terme non nul pour la dérivée en x



Tableau 6.1: Propriétés physiques pour les géométries 1ID-A,B,C et D

Matériau ) P viy
(em) | (em) | (em) |
1 m 0.50 0.50 ]

2 0.50 0.45 0.00

Tableau 6.2: Résultats (k.ss) pour les géométries 1D-A,B,C,D

Géomeétrie linéaire | quadratique | cubique
1D-A.B P2 0.823009 | 0.828915 | 0.829238
P4 0.816618 0.823098 | 0.823433
Pé 0.815971 | 0.822258 | 0.822254
TRNODL P3 | 0.802145 | 0.820541 | 0.820813
TRNODL P5 | 0.802537 | 0.821011 | 0.821398
TRNODL P7 ] 0.802569 | 0.821056 | 0.821487
BIVAC 0.8000
1D-C,D P2 0.869266 | 0.870621 {0.870748
P4 0.867649 { 0.868826 | 0.868954
P6 0.867588 | 0.868626 | 0.868747
TRNODL P3 | 0.858035 | 0.868068 {0.868168
TRNODL P5 | 0.858273 | 0.868254 | 0.868408
TRNODL P7 | 0.858282 | 0.868262 | 0.868442
BIVAC 0.8583




Tableau 6.3: Propriétés physiques pour la géométrie 1D-RIY

Matériau b 2,0 2,1 I/Zf

(em7) | (en™) | (em™?) | (em™)

1 1.00 0.50 | 0.5000 1.0
2 1.20 0.60 | 0.1200 0.3
3 1.25 0.75 | 0.1125 0.0

Tableau 6.4: Résultats (k.ss) pour la géométrie 1D-RIY

Géométrie P2 P4 P6
L5 1.59816 | 1.58356 | 1.58151
C5 1.59694 | 1.58185 | 1.57950
L25 1.59724 | 1.58228 | 1.58001
C25 1.59694 | 1,58185 | 1.57951
CN 1.59694 | 1.58186 | 1.57951




Tableau 6.5: Flux (cm™2) & z = y pour le probléme de Fletcher

Position £ = y (cm) P2 P4 P6 Fletcher
0.0 0.537286 | 0.542688 | 0.546037 | 0.568331
04 0.516591 | 0.514863 | 0.517000 | 0.544784
0.8 0.450909 | 0.422399 | 0.414328 | 0.453374
1.2 0.164979 | 0.165957 | 0.165923 | 0.166535
1.6 0.017658 | 0.026745 | 0.029630 | 0.035268
2.0 0.006673 | 0.008540 | 0.008491 | 0.013791
24 0.002534 | 0.002828 | 0.002591 | 0.005767
2.8 0.000964 | 0.000955 | 0.000829 | 0.002538
3.2 0.000364 | 0.000318 | 0.000270 | 0.001162
3.6 0.000111 { 0.000099 | 0.00008C | 0.000548
4.0 0.000035 | 0.000044 | 0.000030 | 0.000264
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Tableau 6.6: Résultats pour le probléme de Tomasevié

c keps Erreur relative (%)
linéaire cubique
Ss P, P, Py P, P, B
0.99 | 0.92135 | -4.63 -091]|-1.45|-1.53|-1.31 | -1.90 | -2.00
0.95 | 0.86663 } -5.34 -0.92-159{-166|-1.35|-2.10 | -2.21
0.90 § 0.82022 | -6.21 -0.86 | -1.72 | -1.81 | -1.34 | -2.32 | -2.46
0.85 | 0.78763 | -6.99 -0.76 | -1.83 | -1.94 | -1.31 | -2.52 | -2.69
0.80 |1 0.76331 | -7.68 -0.66 | -1.91 | -2.04 | -1.26 | -2.68 | -2.89
0.70 | 0.72907 | -8.83 -0.44 | -2.01 | -2.17 | -1.16 | -2.96 | -3.22
0.60 | 0.70581 | -9.75 -0.22 { -2.06 | -2.25{ -1.06 | -3.16 { -3.49

1. Les résultats P, proviennent de la référence {15].

Tableau 6.7: Résultats pour le probléme de Tomaievié¢ avec anisotropie

c kegs || Erreur relative (%)
INTPN{ P, P, | B

0.99 | 0.76864 || -1.34 | -2.27 | -2.42
0.95 | 0.74210 || -1.35 | -2.36 | -2.51
0.90 | 0.71862 |} -1.31 | -2.47 | -2.62
0.85 | 0.70181 || -1.25 { -2.56 | -2.73
0.80 | 0.68925 )| -1.17 | -2.63 | -2.83
0.70 | 0.67195 || -0.99 | -2.74 | -2.99
0.60 | 0.66077 f| -0.79 | -2.81 | -3.10
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Numérotation locale

(P4, ordre spatial cubique)
Composante paire du flux

11293 415 16 7,8,9
4

= o ® —
1,4,7: mode 0,0
2,5,8: mode 2,0
3,6,9: mode 4,0
Composante impaire du flux
1&‘2 34 5,6 74)8
1,3,5,7: mode 1,0
2,4.6,8 mode 3,0
Numérotation globale
(3 régions, P2, ordre spatial quadratique)
2,3 4,5 8,9 10,11 14,15 16,17
———-——o—¢ - < - ® *—————0
1 6 7 12 13 18 19

Figure 5.1: Numérotation des inconnus - cas 1-D
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P2, ordre spatial quadratique

9,6,7,8 13,14,15,16
| o

1,234 9,10,11,12
o L

1,5,9,13: mode 0,0
2,6,10,14: mode 2,0
3,7,11,15: mode 2,1
4.8,12,16: mode 2,2

Figure 5.2: Numeérotation locale des inconnus pairs - cas 2-D
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P2, ordre spatial quadratique

3 7o 114
14 50 30
10 12
o o
6 8
2 4

1,3,5,7,9,11: mode 1,0
2,4,6,8,10,12: mode 1,1

Figure 5.3: Numérotation locale des inconnus impairs - cas 2-D



P2, ordre spatial quadratique

61,62,63,64 83,84,85,86
® ® L ®
69,70,71,72 91,92,93,94
57,58,59,60 79,80,81,82
® L ® L
65,66,67,68 87,88,89,90
11,12,13,14 33,34,35,36
[ ] L L L J
19,20,21,22 41,42,43,44
7,8,9,10 29,30,31,32
e ® ® L
15,16,17,18 37,38,39,40

Figure 5.4: Numérotation globale des inconnus pairs - cas 2-D
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P2, ordre spatial quadratique

65

101 102, 103 104

564, 5o 184 97 100
T4 7 % 98

55¢ o 74 954 99 ¢
51 _ 52 53 _ 54

64 25, 28 4, 474 50
24 2 46 18

1 2 3 4

Figure 5.5: Numérotation globale des inconnus impairs - cas 2-D



Géométrie 1D-A

66

1
] | | |
Vide I T —] Vide
-2 cm 0 cm 2 cm
Géométrie 1D-B
Réflexion | | Vide
0cn 2 cm
Géomeétrie 1D-C
2 1
Vide | { { { ; Vide
-4 cm -2 cm 0 cm 2 cm 4 cm
Géométrie 1D-D
2 : | I | <
Réflexion — i l Vide
Ocm 2 cm 4 cm

Figure 6.1: Géométries 1-D, 1 groupe d’énergie et source de fission
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Géométrie 1D-RIY

’ . [ [ .
Réflexion | T I I — i I % Vide
0.0 cmm 1.5 cm 40 cm 6.0 cm
1.0 cm 20 cm 3.5 cm 4.5 cm

Figure 6.2: Géométrie 1-D, 1 groupe d’énergie, fission et diffusion anisotrope



ANNEXE A

Equations d’Euler-Lagrange

Etant donnée une fonctionnelle F, on trouve les équations d’Euler associées en

appliquant le principe variationnel suivant:

i (J-'[)Z+es.f] —f[)?]) o (A1)

e—0

pour une variation arbitraire 6X. Dans le cas de la fonctionnelle mixte-duale, on

a:

—;-/Vdar[m 0 {2@*(6 - VT)

Pt It — 0 S T —2Q%et +2Q7 ¢}
L E/ d*r {/ 2 - N,)p™?
25 s, (@-¥,)<0

= - -2
e PO R } (A2)

Flet,o7]

+ o+

et X = (¢*,¢7).

On applique I'équation A.l premiérement sur la composante paire du flux.

Hm(F[80++€59°+7‘P']—F[‘10+’<P_1) =]jm(5_f_+) —0 (A.3)

e—0 € e—0 14

§F, = e /V &Pr Ld295¢p+(ﬁ-6<p-)+e L Pr [hdm&fz,,w
+ %ez‘/vdsr[h Q8T 6T _e'[vdar[m d*QQ bt
=0 (A.4)

On divise par ¢ et on prend la limite lorsque € — 0. Puisque 'expression obtenue

doit &tre vraie quelle que soit la variation 8%, I'intégration sur le volume donne

V- -Qu + S0t =QF (A5)
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On recommence, mais cette fois en appliquant une variation sur le flux impair.

lim (F[so*,so‘ + ebp] — F[‘P+1‘P_]) —lim (ﬁf-) —0 (A6)

e—0 € =0 €

Apres division par € et prise de la limite quand € — 0, on obtient:
0 = /V &r /4 &gt - VopT)
- A &Br /4, PO6o~T_o™ + L &Br /ﬂ L060~Q"
d2 =1 . "7 - -
+ 3 / & { /m'm@ 2 - V)=

~ @A - N,)p~ 8™ AT
Sl P )78 } (A7)
On applique !'identité vectorielle suivante sur le premier terme de la dernitre
équation: V - (c) = (V) - 7+ ¢(V - 9).
3 HO -V~ = — -0 .T,+
_/Vdr[brcpﬂcp (- $5p7) /;dar‘/;”dzfl&o (- T
5 rGe -
+ /V &Lr /hthV (o*(607) (A.8)
A T'aide du théoréme de la divergence de Gauss, la derniére intégrale devient:

/V &Pr /“Jzﬂﬁ-(ga"'ﬁ&p') = Z / vaﬂr{ /(ﬁﬁvkodzﬂ&,a‘(ﬁ-ﬁu)sf

/s «f‘nw-(ﬁ-ﬁyw} (A9)
(3-N.)>0
En réécrivant I'équation (A.7), on a maintenant:
- = 3 (0., .+
0 = /Vdr/hdzﬂ&p (- Tot)

+ Z/ LT {/m.mko LR - N, )o*bi0™
+ /( £ 2(f - ﬁ,)¢+&p-}
- /V &r /:, PU5~S_o + /V &r L £060-Q"

- /(ﬁ-m»o &2Q(Q - N,,)cp‘&p'}
=0 (A.10)



Pour une variation arbitraire 8¢, I'intégrale de volume donne
V- fi(p'*' +X_¢ =@

tandis que les intégrales de surfaces donnent les conditions de vide
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(A.11)

(A.12)

(A.13)



ANNEXE B

Matrices angulaires

B.1 Produits Q,¥™(0)

On donne les valeurs du produit 2,¥™({}), obtenues a partir des définitions de
Q, et de Y;"({2) telles que données par les équations 3.20 et 1.10. Un calcul détaillé
se trouve a la référence [12].

Le produit ;Y;™(}) s'évalue de la fagon suivante:

. _ _ Y™ (9
Q],Ylm(ﬂ) — (a.(ll,m.{—l.m),agl,m.l+1,m)) ( 1} 1( ~) (B.l)

YiT(9)

ou
agl.m;l+1.m) = o(l,m) (B.2)
agl,m;l—l.m) _ ag—l.mal.m) =o(l—1,m) (B.3)
(l-m+1){I+m+1)

- B.4
v(h,m) J I+ 1)(21+3) (B4)

Pour les cas 4 deux dimensions, on doit aussi évaluer le terme Q,¥;™({1):

inllm(ﬁ) _ (agl.m;l—l.m—l)’agl,m:l-l,m+1),agl.m;l+1,m—1)agl.m;l+1.m+l))

fivy x(®)
g (1))
(1)
YrQ)

(B.5)

Lorsque [m|=0ou|m*1|=0,0na

oL = Bu(l,0) (B.6)



a0 = ol —1,-1)
P = Syl -1)

g = (- 1,0)
Pour les autres contibutions, on obtient

agl.m;l-{—l.m:!:l) = tu(l, £m)

agl,m;l—l.m:tl) ag—l,m:!:l;l,m)

= ul-1,Fm-1)
w(l,m) = 1L1(l+m+1)(I+m+2)
’ T2 (20 +1)(21 +3)

B.2 Matrices B,

Les matrices B, contiennent des éléments ayant la forme suivante:

]

iml'm'
B,

_[) " dg [, AR (o, )Y (00 1)

1! ™ 1 ;
B = [dp [ du¥em)¥ e
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(B.7)
(B-8)
(B.9)

(B.10)

(B.11)

(B.12)

(B.13)

(B.14)

Les détails du calcul de ces intégrales sont donnés a la référence [12]; on ne présente

ici que les résultats.

Im.l'm! f% m=m’etl=l’
Bm™™ = ibl([, m,lI',m’) m=m'et! —[sont impairs
0 autrement
Im ‘m! % m=mfetl=r
BM™ = by(l,m,I',m') m —m' et —Isont impairs
0 autrement

(B.15)

(B.16)

ot by(l,m, ' =) = by(I,—m, ' —1). Les termes non nuls de b et by sont donnés

aux tableaux B.1 et B.2 pour des valeurs de [ allant jusqu’a 5.



Tableau B.1: Coefficients b, (I, m; ', m’)

/4
I',m

3,0

4,0
4,1
5,0
5,1

3,2

Elslésr& ak, .9‘"

]
E

|
B< &
3

27y/11

6311
512
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Tableau B.2: Coefficients by(I, m; ¥, m')

Im )}l m b, U',m' b, I,m’ by
00f 1,1 2 )31 L8 |33 =Y@
51 I | 53 =M |55 3/
1021 3 |41 LE [43 =W
—=+/15 =
LI 20 = |22 335 |40 =28
412 k]_/ziss. 4’4 —25205
10290 5
wlon B [ % | %
53 =Pl 55 =g
21030 =48 |32 F |50 =4E
52 MO |54 =S4
22131 P 33 FE |5 =
53 Mg | 55 =/mo
301 41 2 | 43 6D
31| 40 SRME | 42 BAED ) 44 D
312 411 -2043378 4’3 3—;3448@
33| 40 W | 42 =HHE | 44 LS
40| 51 |53 MR |55
4.1 5’0 -3{)96384!110 5’2 2581;]2.58 54 27v/154
R y 16384
4.9 51 :}‘gsauﬁ 5.3 % 55 19250
) ’ ? ? 32768
43 50 R | 52 HEE| 54 uEm
44 ] 51 B | 53 =T | 55 20510
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ANNEXE C

Polynémes de Legendre et de Lagrange

C.1 Polynomes de Legendre

Les polynomes de Legendre sont définis dans I'intervalle —3,1 de la fagon sui-

vante:
PQ(U) = 1
Pl(u) = 2\/§u
Pu) = %5(1211.2 -1)
Pi(u) = VT(20u® - 3u) (C.1)

(C.2)

Les autres termes se calculent & l'aide de ’expression suivante:

L EE3% 41 PE+3 k
Pepr{u) =2 m‘m‘upk(u) V1% 7 1Pk—1(u) (C.3)

pour k > 1. Ces polynémes satisfont la relation d’orthogonalité suivante:

/ 1:2 du Py () P (1) = S (C.4)

C.2 Polynémes de Lagrange

De fagon générale, on définit les polynémes de Lagrange d’ordre X, LE(u) de
la fagon suivante:
L¥w) = [I"(w - (C:5)
&

ou les K + 1 degrés de liberté sont représentés par des points de collocation (u;i =

0,K) ol ug = —1% et ug = . Le choix des points de collocation est fait de facon
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que les termes non diagonaux de la matrice R soient tous nuls, sauf les quatre coins

(couplages entre les termes Lg et Lg). On définit la matrice R de la fagon suivante:
1/2
Ry = f_ RACIAO (C.6)

Une description compléete des polynémes de Lagrange utilisés figure a la référence
(12].
On donne ici les éléments de la matrice R jusqu’a ’ordre cubique, de méme que

la valeur des polyndémes & +3.

1. Ordre linéaire (K = 1)

Lo(u) = -;——u (C.7)
L) = -;-+u. (C.8)
11 ]
_ |3 &
Ri=|?° (C.9)
6 3

Lo(u) 1 0
L]_(‘U.) 0 1

2. Ordre quadratique (K = 2)

Lo(u) = —%—u+5—;£ (C.10)

Li(v) = g—Suz (C.11)

Lo(u) = -§+u+5—2‘f (C.12)
b0 4

Ba=| 0 & 0 (C.13)
% 0 3



u=-1/2

u=1/2

Lo(u)

Ll (u)

Lz(u)

3. Ordre cubique (K = 3)

Rs =

Lo(u)

Ly(u)

Lz (u)

L;(u)

ojlocjol~

(C.14)
(C.15)
(C.16)

(C.17)

(C.18)

7



ANNEXE D

Dérivation des équations NASP2

On dérive les équations NASP, i partir des équations d’Euler-Lagrange as-
sociées 2 la fonctionnelle (3.22). On considére ici le cas ou les sources sont isotropes
(QfF, ) = Q(7)) et ot les sections efficaces de diffusion sont linéairement aniso-

tropes. De plus, on ne considére que deux dimensions spatiales (uy,u2). Dans ce

cas, on a
715 0
2 0
21(7-'.) — 15
0 -
0 0
0 %
0 -1
Z(F) = i
- 0
L0 7
(15, 0 0 0 |
0 = 0 o
Zs.+(ﬂ = 2
0 0 3 0
| 0 0 0 %Ej
15, 0
Z,-(1y = e
0 iz

o1, =X —Z%,0et &, =T —%,,. La méthode NASPy consiste & éliminer
les termes de Z, couplant les modes [ pairs ot m est impair. Pour P,, les termes

éliminés sont représentés par des ”—" dans les matrices Z,.
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En substituant ces matrices dans la fonctionnelle (3.22) et en ne gardant que les
intégrales de surface, on obtient une fonctionnelle qui ne dépend plus maintenant

que de I'espace (@(uy,uz)) soit:
F = /d‘z" ('—1 ©o0d p10 + R woad 11
s v3 V3
2 1 1
b B — —omPon + o
\/E‘Pm Y10 \/1—59020 "5 81 \/59922 P11
1 1 1 1
+ 5Zaph +5Te0 + F2¢n + 5505

2

1 1
- é'Etr‘Pfo - gztr‘Pfx - Q‘Poo) =0

En dérivant par rapport & g, on obtient:
%3 Y10+ 7 i + Lapoo = Q (D.1)

En faisant de méme avec les 2 modes impairs, on obtient les équations suivantes:

1 2
= ———08% g ~ —=—0" D.2
P10 V3% Poa NN P20 (D.2)
L 1 1
pu = - Vo o0 + *\/—1;5-5;-32 P20 — Eaz({’zz (D.3)

En répétant pour gz et pour @i, et en utilisant (D.2) et (D.3), on obtient:

Yo = I 552# (2V2[\/5§0oo + 2ip0]
- 36232[\/_<poo + 2(,020] + \/_8232[\/59020 - lpzz]) (D4)
on = : fzzw (6°@*[VBip00 + 2p20] ~ V30*8'[V3pm — wad])  (D.5)

On substitue (D.2) et (D.3) dans (D.1). Celle-ci s’écrit maintenant:

1
HVZ = 141 o292
R woo + Lap0 = Q@ + N (26 0 pag — 0°0% o0 + \/53262(,022)

Cette équation peut se réécrire de la fagon suivante:

2 1
—V2 8%0% 0y — Vigia Yoo —Q =0
3T, (9900 + \/-9020) \/—zh’ Y20 /5. P22 + Xawoo — @
(D.6)



80

Des équations N AS Py d’ordre supérieur peuvent étre obtenues de la méme fagon.
L’équation (D.6) a l2 méme forme que I’équation P, de Larsen et Tomasevi¢ [15], &
’exception du troisiéme terme et du quatriéme terme, supplémentaires dans (D.6).
La méthode NASP, est donc, & premiére vue, une meilleure approximation de
I'équation de transport puisque moins de termes de couplage entre les différents

modes sont négligés.
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