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RESUME

Soit P, la classe de tous les polynémes de degré au plus n. Il est bien connu

que si ||P| := maxy;j=1 |P(z){ et Mp(R) := mazx|;=p|P(z)| alors pour un polynome
quelconque P(:):= 3 »_,a,:* dans P, nous avons
HP|[ < nl[P]| (1)
et
Mp(R) < R"'|P|Il. R21. (2)
L égalité a lieu dans (1) et (2) si et seulement si gg = -+ =a,-; =0.

Nous obtenons tout d’abord des inégalités optimales de la forme " 7_g Axlai] <1
ot P € P, avec ||P|| = 1. En guise d’application nous obtenons un raffinement de
I'inégalite (1).

Etant donnés n. £ (0 < £ < n—1) soient ¢; x(n) et d, x(R) les plus grands nombres
possibles tels que || P'|{+ci x(n)lak| < n||Pl| et Mp(R)+dnk(R)lax] < R™||P]|. B 2 1.
pour tout P € P,. Les valeurs de ¢, x(n} pour k = 0.1.2 et de d,, x(R) pour & =0 et
1 sont connues depuis quelque temps. Nous étudions ces constantes pour les autres
valeurs de £ € IN.

Il a été démontré par T.J. Rivlin que si P(z) :=ag+a;=+---+a,z"et P(z)#U
dans |z| < 1 alors Mp(r)/Mp(l) > (%‘—')n pour 0 < r < L. Nous pouvons en dire
plus si a;/ag est prescrit. Des estimations précises sont connues lorsque le degré n
du polyndme est pair. Ici nous considérons le cas n = 3 et nous obtenons la borne
précise pour Mp(r)/Mp(R)., (0 < r.R < 1). lorsque @, est zéro. La forme de la

réponse suggere que le probleme est tres difficile pour n impair, n > 5.
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ABSTRACT

Let P, be the class of all polvnomials of degree at most n. If || - || denotes the
supremum norm on |z| = | and Mp(R) := max.|=g |P(z)| then for an arbitrary

polynomial P(z) := ¥ I ,a,=” in P, hold the inequalities

Pl < n|| P} (1)
and
Mp(R) < R*[|P||l. R21. (2)
with equality in both (1) and (2) if and only if @ = --- = a,_; = 0.

We first obtain optimal inequalities of the form Y ;_, Ailax| < 1 where P € P,
such that ||P|| = 1. As an application. we give a refinement of inequality (1).

Given n. k (0 < k < n—1) let ¢; x{n} and d. +(R) be the largest possible numbers
such that ||P'[| + cvi(n)lag] < nl|Pl| and Mp(R) + dns(R)lac] < R*[|PIl. R > 1. for
all P € P,. Values of ¢;x(n) for £ =0.1.2 and of d, (R) for k =0 et 1 are known
since some time. We study these constants for the other values of £ € IN.

It was shown by T.J. Rivlin that if P(z):=ag+ a1z + -+ anz" and P(z) #0
in |z| < 1 then Mp(r)/Mp(l) 2 (H")n for 0 < r < 1. One can say more if a,/aq is

2
<

prescribed. Sharp estimates are known when the degree n of the polynomial is even.
Here we consider the case n = 3 and obtain the sharp lower bound for Wp(r)/Mp(R).
(0 < r.R < 1). when a, is zero. The form of the answer suggests that the problem

is very difficult for odd n > 3.
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INTRODUCTION
Notons P, la classe des polynomes P(:) := Y"_,a,z de degré au plus n.
Ecrivons
1Pl = max[P(=)]
et
Wp(R) := lrflng!P(:)l
Plusieurs inégalités reliant ||P’||. Mp(R) et les coefficients ag. a;.....a,. & || P]| sont

connues. Parmi elles. une inégalité classique de Van der Corput et Visser [2] s'énonce

Yaollanl + 3 lasl® < IIPIP. PPy (0.1)
k=0
ce qui implique [20]
Jaol + lax] < |IPY] (0.2)
L'inégalité
laol + 3lael (11l k21 (03)

suit de I'inégalité plus générale [14. Exercice 9. p 172]
laof* + lae| < 1. k2>1 (0.4)

ou f(z):=¥>X,a,:" est holomorphe dans |z < 1 et |f(z)] £ | dans ce disque. [
est connu que le coefficient de |a;| apparaissant dans (0.3) ne peut pas étre remplacé

par un nombre plus grand. Le coefficient 1/2 dans l'inégalité [3. p.94]

1 -
laol + 5(axl + jail) < [[P]]. P eP, (0.3)

oul < k <Il.l>n+1—*kest afortiori meilleur possible. Cependant une amélioration
résulte dans (0.3) si nous tenons compte du degré de P. A ce sujet mentionnons un
résultat de Holland {13]: si P(z) = 1 + bz + -+ + b,=" est un polynéome de degré

< n tel que ReP(z) > 0 pour |z| < | alors

lbe| < 2cos (V ; ) (0.6)



ou v est le plus grand entier < n/k. Légalité dans (0.6) est possible. Maintenant.
appliquant (0.6) au polynéme p(z) = {||P]] — P(=)}{j|P|| — ap}~! ou. sans perte de

généralité. nous supposons aq positif. nous obtenons

- -1
|a0|+[2c'os (u+°)] ael < NIPI. k> 1 (0.7)

ce qui est une amélioration de (0.2) et (0.3). Les inégalités précédentes nous amenent
a considérer le probleme plus général d’établir une inégalité de la forme
S Al <Pl PeP. 03)
v=0
Plus precisément. nous trouvons au chapitre 1. pour des polynémes P(z) ou |P(z)| <
l pour |z| < L et n € {1.2.3.4}. le domaine de variabilité des composantes A, (1 <

v < n) telles que
laol + >~ Mla,| < [IPIl. P e P (0.8)
v=1

St P € P, alors selon un résultat bien connu de S. Bernstein [1].
IP'l] < nl|P]I. (0.9)
L'inégalité [17]
Mp(R) < R||P). R>1. (0.10)

est due a Riesz et est aussi bien connue. Dans (0.9) et (0.10) l'égalité a lieu si et
seulement si P(z) = a,z". i.e. si et seulement si les coefficients a,. v =0.....n — 1,
sont zéros. Etant donnés n € N et 0 < & < n — 1. soient ¢; x(n) et d,x(R) les

meilleures constantes possibles telles que
P[] + cialn)lax] < n||P] (0.11)

et

Mp(R) + dui(R)lax] < R™||P|l. R>1 (0.12)



pour tout P € P,.

REMARQUE. Dans (0.11) (et de fagon analogue pour (0.12)) dire que c¢;«(n)
est la meilleure constante possible signifie que pour tout ¢ > Q. il existe P. € P,.

P(z) =Tl _ga,(e)=". tel que ||PC|] + (cyk(n) + €) lar(e)] > n||P.]}-

Les constantes ¢;o(n).cy1(n). c1.2(n) sont connues. En effet [3. Corollaire 1]

2n
cro(l) = 1. croln) = pour n > 2.
n+2

Selon un résultat apparaissant dans {8]. ¢;1(1) =0 ¢;1(2) = V2 — 1. ¢1.1(3) = 7’3 et

pour n > 4. ¢y q(n) = n%’_’; (‘/'_-’_L"ni"-’_) - 1) est l'unique racine de 1'équation
16n —3(3n +2)z? — 1623 + (n + 4)* =0

dans (0.1). De plus. d’aprés un résultat qui se trouve dans [7], la constante ¢, ;(n).

pour n > 6. est l'unique racine de l'équation
64n — 64(3n + 1)z% — 162> + 16(3n + 7)r* —40z° — (n +6)z° =0
dans (0.1). Maintenant. que peut-on dire au sujet de ¢ x{n) si & > 37 Nous con-

sacrons le chapitre 2 a I'étude de ce probleme et a d’autres probléemes connexes.

En ce qui concerne d, x(R). les valeurs de d,o(R) et de d, ,(R) sont connues

depuis quelque temps. En effet nous avons. pour tout R > 1 [§].
deo(R) =(R*—R"?) st n2>2.

Quant a d,(R).
dia(R)=0. dyy(R) = R(J(R*+1)/2-1). d3,(R)=(R*-R)(VR?+R+1-1)

etsin> 4,
n n— 1 1
d,(R) = (R" - R"™?) (‘/Hﬁ?“ﬁ) i



Dans la section 3.1 du chapitre 3 nous étudierons le cas k > 2.

Une méthode. dite de convolution. sera utilisée afin d’étudier les constantes
cix(n). & > 3 et dui(R). & > 2 ainsi que pour établir l'inégalité (0.8°). Cette
méthode de convolution permet de ramener le calcul de certaines valeurs optimales

a celui de la détermination du signe de matrices hermitiennes.

Soient P € P, et 0 < r < 1. En appliquant (0.10) au polyndéme f(z) := P(rz)

avec R = 1/r nous obtenons

1 Iz® I\
Mp(1) = M, (;> < (;) My(l) = (;) Mp(r).
i.e.
Mp(r) > r"Mp(l) pour 0<r<l. (0.13)

Dans (0.13) l'égalité a lieu si et seulement si P(z) = ¢z" ol ¢ € €. Ceci suggere que
['inégalite (0.13) peut étre ameéliorée si P(z) ne s'annule pas dans [z| < |. En effet.

Rivlin [13] 2 démontré le

THEOREME A. Soit P € P,. Si P(z) #0 dans |z| < | alors

l+r

Mp(r) 2 ( )n Mp(l) pour 0<r<1l. (0.14)

L’inégalité (0.1{) est la meilleure possible: |'égalit€ a lieu pour des polynomes de la

forme (A + =)™ |Al = |yl

Des généralisations du théoréme A ont été considérées par Govil dans {11]. Apres

avoir remarque que (0.14) peut étre remplacé par |'inégalité quelque peu plus générale

l+r
R >
lp(r) 2 (1+R

) Mp(R) pour 0<r< R<I1 (0.15)

il 2 démontré le



Ut

THEOREME B. Soient P € P, et P(z) # 0 pour |z| < L. Si P/(0) = 0. alors

pour0 <r < R <1 nous avons

I +r\" 1
RY > Wp(R). .16
lpir) 2 (1 + R) | _ U=RIR=n)n (w)"-l [p(R) (0-16)
n 1+R

Alors que (0.15) est précise. I'inégalité (0.16) laisse a désirer. Nous avons réussi [13]

a la remplacer par

L+r
l + R?

n/2
Mp(r) > ( ) Mp(R) pour 0<r< R<1. (0.17)

Cette inegalité est précise pour n pair comme nous pouvons le voir en considérant

A

3

des polynémes de la forme (A + pz?)"2, |A| = |u|. En effet. nous avons le résultat

plus général suivant:

THEOREME C [15. Corollaire 1]. Si P(z) := ap + a;= + - + a,=" n'a pas de

z€ros dans |z| < 1. alors pour 0 < r < R < 1 nous avons

L+ 2[A|r + r?
1+ 2]MR + R?

n/2
Mp(r) > ( ) Mp(R). (0.13)

ou A = 2L,
neg
De l'inégalité (0.18) qui est précise pour n pair. nous pouvons facilement déduire

que si P appartenant a P, a tous ses zéros sur [—1.1]. alors pour tout R > 1,
RY2 4 p-12\
g;:g.;lP(J! > (———.) _rlrg-gllP(r)l

ol &r est I'ellipse dont les fovers sont —1. +1 et dont la somme des demi-axes est R.

Quelqu'un qui s'interroge quant a la valeur de la condition =P’(0) = 0" appa-
raissant dans l'énoncé du théoréme B trouvera ([21]. en particulier §6. [22]. [16])

persuasif. Nous aimerions ajouter que si P(z) := ¥ I_;a,z" satisfait les conditions



du théoreme A alors F(z) := P(z°) appartient a P,, et satisfait les deux autres

conditions du théoreme B. Donc en vertu de (0.17).si0 < r < R < 1 alors

n 1 n
Mp(r) = Me(VF) > (f:;) Me(VR) = (5 jR) Mp(R)

i.e. que (0.13) peut étre vu comme un corollaire de (0.17).

Il est naturel de chercher la version précise de (0.18) pour des polvnomes de
degré impair. Cependant. le probleme semble étre tres difficile. Nous n’avons pas la
réponse exacte. méme dans le cas n = 3. mais nous aurons quelque chose de non-
trivial a dire a ce sujet dans la partie 3.2 du chapitre 3. En utilisant un raisonnement
variationnel nous obtiendrons la version précise du théoreme C pour des polynomes

de degré 3 tels que a; = 0.



-1

CHAPITRE 1

INEGALITES OPTIMALES POUR LES COEFFICIENTS
D'UN POLYNOME

1.1 Enoncés des résultats

Comme nous |'avons mentionné précédemment. la forme que prennent les inéga-
lités (0.2), (0.3). (0.4) et (0.3) nous motive a étudier le probleme qui est de trouver,
pour des polynémes P € P, tels que |P(z)| < 1 pour [z] < 1. une inégalité de la

forme
n

> Mlad <1y (L.1)

v=0
[ci nous résolvons entierement ce probleme pour des polynomes de degre < 4. A

titre d"application nous donnons un raffinement de l'inégalité classique (0.9).

REMARQUE 1.1 Si nous appliquons (1.1) au polvnéme ="P(1/z) € P, nous

obtenons l'inegalite

n

Y Ankla| <Pl PEP,.

=0

Le cas n = 1 est trivial puisque
lao| + la| = || Pl.

Pour des polynomes de degré 2. 3 et 4 nous allons démontrer les résultats suivants.

qui contiennent tous comme cas particuliers les inégalités (0.5) et (0.7).

THEOREME 1.1 [6] §i P(z) = o + a1z + a22? alors

lao| + I1lar} + ralaa] < || P][, (1.2)



[v.4)

ou

0SI[Sl/\/§

et

9

Pour r, fizé. la valeur

s =1-2r]

est la meilleure possible.

REMARQUE 1.2 Dans I'énoncé du théoreme 1.1 et de fagon analogue dans ceux
des théoremes 1.2 et 1.3 qui suivent. nous entendons par ~meilleure possible™ que

pour tout ¢ > 0. il existe un polynome P.(z) = agl€) + ay(€)z + az(e)=* tel que

lao(€)] + £ilar(e)] + (L = 22,* + €)|aa(e)] > || B

THEOREME 1.2 [6] Si P(z) = ag + a;= + 22 + a3=° alors

lag| + z1]ay| + I2]as] + ralas| < ||P]]. (1.3)
ot
\/’5_—1
0<r < >
0 <L Vli-n—n
et

Pour z, et ry fixés la valeur
2y 2 -1
I3 =(1—.Z'1 — Iy —arr —-l'-_,)(l —.1'1)

est la meilleure possible.



THEOREME 1.3 [6] Si P(z) = ag + a1 + @227 + a32> + a4z* alors

lag| + zy]ay| + r2las] + rafas| + rylas] < || P (L.4)
ou
0<z < —
Ly < —.
=41 = ﬁ
0<r <€
0<r3< \/l —2r} — ry — 213 + 213 + 4riri — r; — 2z,
et

A

0< ;< ('..rg - ‘2J.'§ —Iy— 41‘;’12 —dr L3 — 3.1:% —2r,r3— .r§ +1)(1-= Qrf — 1)L
La valeur £ est la plus petite racine positive de l'équation
; 9.2 2 .
203 — 2 — (L + 4 r + (L= 32}) = 0.
Pour z,. r; et r3 fireés la valeur
93 9,2 2 2.2 9 2 9 p2 -1
oy = (2r3 — 2r; — r2 — driry —dryrpr; — 3y — 2nir3 — 13+ 1)(1 — 227 — 13)
est la meilleure possible.
Passons maintenant a la présentation des détails d'une méthode de preuve dite

de convolution. Celle-ci a déja été utilisée avec succes afin d'établir surtout des ine-

galités de la forme (0.11) et (0.12). Nous l'utiliserons plusieurs fois dans ce chapitre

ainsi que dans ceux qui suivront.
1.2 La méthode de convolution
Etant donné deux fonctions holomorphes

f(z2):= Z a,z’. g(z):= Z b,z (]z] < R)

v=0 v=0
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la fonction

(f=g)z):= z a,b,z¥ (jz| < K)

v=0
est appelée produit d’'Hadamard (convolution).

Soit B, I'ensemble des polynoémes g dans P, avant la proprieté que
If *gll < HSIl  pour tout f & P,.

A chaque f € P, nous associons un polynome f défini par

f(z) = "f(1/3).

Si g € B, alors || « g|{ < ||| pour tout f € P, et donc ||f =gl < |If]l = ||fI| pour
tout f € P,. qui a son tour implique ||f * || < ||fl| pour tout f € P, . i.e.. § € B,.
Donc
g € B, < ge€B,. (1.3)
Si f € Py alors n™' f'(2) = (f *g:)(2) ol g2(2) = L)oo 22* et R7T"f(Rz) =
(f=grl(z) ol gg =Y 0_o R*""=*. Donc pour démontrer (0.9) nous sommes ameneés
a vérifier que 9; € B, ie g: € B,.. De méme. afin d’établir (0.10) il suffirait de
montrer que g € B, pour tout R > 1. [l est donc important d'étre capable de
vérifier si un polynome ¢ dans P, appartient a2 B,. [l v a un procéde bien précis
pour le faire dans le cas ol g{0) # 0 ou {en vertu de (1.3)) si g(0) # 0. Pour la
présentation du procédé il convient d’introduire la classe BY des polynémes @ dans
B, pour lesquels Q(0) = 1. Nous avons la caractérisation suivante des polynomes

dans B? [19]:

LEMME A. Le polynome Q(z) := ¥"_,a,z". oit a9 = . appartient @ BY si et

seulement si la matrice
a Qg - Qp-)

@y Tnoy -+ Qo



11
est semi-définie positive.

Afin de déterminer si la matrice M(l.q;..... a,) associée au polynome Q(:z) :=
I + 7, a,z" est définie positive ou non. nous utiliserons le résultat suivant [10.

vol.1. p 337]. d’algebre linéaire:

LEMME B. La matrice hermitienne
ay 412 - Qn

ayy Q22 - din

Anr Qn2 - Qpn

est définie positive si et seulement si les mineurs principaur correspondant

ay; Gz - Gk
azy Qg - A

k=1.2 n
Qry Ar2 - Qg

sont tous positifs.

Avant de passer a la démonstration des théoremes [.I1. 1.2 et 1.3 nous allons
d’abord voir comment appliquer le Lemme A afin d’obtenir une démonstration in-
dépendante de (0.7). Nous supposons. sans perdre la généralité. que k = | car nous

obtenons le cas général en considérant le polynome

1

a 1 k k 2m1
ZP{:;‘;")za0+ak: + - Fag, = u=erp(———).
=1

Eodl
-~

En vertu du lemme A nous devons démontrer que l'inégalité
llao + brarz[] = [[P(2) * (L + &:2)]] < [[P]]
- _[ .. - -
est satisfaite pour tout P € P, si [h] < (2cosm) et qu’il existe b7 ou |67 >

-1
('ZCos ni‘l) tel que | + b7z & B2. A cette fin nous devons trouver les valeurs de b,




pour lesquelles la matrice M/ (1.6,.0.....0) est définie positive. Développant le mineur

principal d’ordre r

o6, 0
h 1 &
0 0 0 --- 1 b
00 0 --- 5 1

(1.6)

par sa premiere ligne nous voyons aisément qu’il satisfait la relation de récurrence

Dy=1. Dy=1-|b]%et
D.=D, - |b’D._y st 3<r<n+1.

dont la solution générale est

. (1+\/1—4|b1|?)r - (1—,/1-41@['-’)’
r=C - + ¢ - .

2 )

Calculant ¢, et ¢, telles que

(1 +/1 —4lb1i3) . (1 -1 —ubl;?) ,
C (453 " =

5 )

(1+\/1-4|b1|2) (1—\/1—4|b1|‘2) e
c + 2 = 1 =10

.) 2

nous obtenons

() ()

D, = - -
VAL 2 2
sil<r<n+1. Soit D, := h(]b]). Maintenant. A(u) = 0 si et seulement si

1+\/1—4u2)'*‘ .
[ -1 —du? -
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i.e. si et seulement si

= g7+l 1< ;< r
I~ Vi ia (b=y=m)
ou encore
\/1—4u'-’=(ei+"—l)/(e3+'f~r»1) (1<j<r)
Donc,
V1 — 4u? = itan—= (1<;<r)
r
l.e.
" -1
2 = (Lcos® == L<j<r). 1.7
u (cosr+l) (1<) <r) (1.7)

Donc les mineurs principaux D,. | < r < n + l. sont tous positifs si [b] <

..i-
- \—I . - -
('.’cosir) . Puisque costiy S coszim pour | < r < n+l alors | + b,z € B?

-\~ . . . . . - \~1
st |by] < (‘ZCos n;-Z) . De plus. il est clair qu’il existe 6] ou |67} > (ZZCosm) tel

que D, < 0. ce qui implique 1 + b= ¢ BY.
1.3 Démonstration des théorémes

Un fait intéressant a constater dans les preuves ci-dessous est que les valeurs op-
timales de r;.r,.r3 et ry sont obtenues (pour n = 1.2.3.4) en évaluant le mineur

principal d'ordre n + 1 i.e. dé¢(M(1.b;.....5,)).

Démonstration du théoréme [.1. En vertu des lemmes A et B nous étudions le
signe de la matrice M(1.b,.b;) dont les trois mineurs principaux sont

. 1= |6 et 1 =2]67 —|bf* + 2Re(b3b,).

Le premier mineur est évidemment positif et le second l'est aussi si [b;] < 1. Le

dernier mineur est certainement positif si

L= 2[by[* = [ba]* = 2[b1}*[bs] = (1 + [b2])(1 = [&g] = 2[b1*) > 0.



[4

Le. si|b] < 1 —2|b%. avec 1 —2|b;|* > 0. De plus. étant donné b; avec |b]| < 1/v/2
nous pouvons trouver un b3 avec [b5| > 1—2{65]* tel que 1 —2|67|>—|b3>+Re((57)%b;) <
0 et donc | + 6]z + b3=% ¢ BY. Ainsi.

IP(=) % (1+ b1z + 6,2%) || = llag + arbi= + azba2?|| < ||P|
si |6a] < 1 —2/by)?. avec |b] < 1/v/2 et la valeur 1 — 2|6,]? est optimale pour un b,

donné, ol |b] < 1/V2.

Voici maintenant la

Démonstration du théoréme 1.2. Nous étudions le signe de la matrice M(1.b,. b,. b3).
Ses mineurs d'ordre 1. 2 et 3 sont les mémes que ceux de M(1.b,.b,) et nous avons
déja étudié leurs signes lors de la preuve du théoreme 1.1. La valeur du mineur
d’ordre 4 est égal &

déL(M(L.by. b b)) = 1 =3|b)* + |by|* — 2Re(b385)
—2|ba[* + 1 Re(b%ba) + 4 Re(bybabs) + |baf?
—2{b1 6af” — 2Re(b1B"bg) — lb[* + |61 *lbs .
(1.3}
Comme fonction de arg b,. arg b,. arg by. l'expression (1.8) est minimale pour
arg by = 0.arg b = =.arg b3 = 0. Donc (1.3) est certainement positif si
L =3[0y * + [ba]* = 2061 [*[bs] = 2[ba]* — 4{by [*]ba] — 4]b1 [1ba]]ba] + bo]*
= 2(b[*[baf® = 2(by {16 1bs] — 1b3]* + [B1[*]bs]* > 0.
(1.9)
Le membre de gauche de (1.9) est une fonction quadratique de |b3] dont le discrimi-
nant est 4(1 —2[by|? — |62]2 — 2]b1]|b2])%. Grace a cette observation nous voyons que

dét(M(1.by.b.b3)) > 0 si
lbal < (L= [bu|* = {b2]? = [b] = 2[ba[62])(1 = [Bu]) 7"



avec
L= {61 = {6 — {bu] = 2by[]b2] > 0.
Donc
b < /1 = |by] = |bi]
avec
VU=l ~ ] > 0.
ie.

V-1

2D

16| <

: V3-1 1 ; 2
Maintenant remarquons que 5= < —= et /1 — |by| — [b1] < 1 — 2|5 ]° pour |6 <
V3/2. Se référant a la preuve du théoreme 1.1 ceci signifie que les conditions sur
|b1] et |b2| sont moins restrictives si nous examinons le signe des mineurs principaux

d'ordre 2 et 3. Il reste & démontrer que la valeur
(1= {6y * = 162]% = [by] — 214 [{b2]) (L — [B2])™"

est la meilleure possible pour n'importe quels b, et b, appartenant aux intervalles

précisés. Mais notre raisonnement montre clairement qu’il existe 65 tel que
“t -2 -2 TN =y —1
1551 > (L — 16717 — 1631° — 167} — 2167116211 — 1631)™".

1 21

i.e. que le polynéme 1 + b7z + 6322 + b3:° ¢ BY.

Nous passons a la

Démonstration du théoréme 1.3. Se référant a la méthode de preuve présentée
dans la section 1.2 nous sommes amenés a étudier le signe de la matrice M (1. b;, b,, b3, by).
Nous remarquons que le signe de ses mineurs d'ordre 1. 2. 3 et 4 a déja été étudié

précédemment. A l'aide du logiciel Mathematica nous obtenons

dét(M(1. by, by .b3.by)) =1 —4a® +3a* — 36 — 2%
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+ 26 =2 + 2% + & = &+ 247 + BPSP

+ 2a'd cos(w —4r) + (26°d + +a®b*d — 2b*d)cos(w — 2y)
— 6a°bd cos(w —2r — y) + (6a*b — 1a*b + 2a*b® + 1abc?

— 2a°bd*)cos(2z — y) + 2a*c*d cos(w + 2r — 23)

— 2bc%d cos(w + y — 2z) + 26°¢% cos(3y — 2=)

+ (tacd — 1adcd + tab’cd)cos(w — r — =) — da’c cos(3r — z)
— dabed cos{w+ -y — z)

+ (38abc + 1a’be — tab’c — 4abc®) - cos(z + y — =)

— Bab’c cos(r — 2y + =)
(1.10)

ol by = aerp(ir). by = bexp(iy).by = cerp(iz). by = dexp(iw).0 < a.b.c.d < 1. Il est
clair que la valeur minimale de (1.10) est atteinte pour x = arg b, = 0.y = arg b, =

7.2 =arg by = 0 et w = arg b, = 7. Substituant ces valeurs dans (1.10) nous

obtenons une expression quadratique en d = |b4| dont la racine pertinente est
ro=(l —3a® — b— 1a’b — 2b* + 26> — 2ac — labe - )1l —2a?=b)"L

Se référant a la preuve du théoreme 1.2. ol nous avons vu que b < /1 — a — a pour
q p

0<ax< —‘/;—,'—l nous obtenons que

1=2a*~b>0 si 0<a< (1.11)

“I%

avec ¥2=l < ‘/75 Donc la racine r est positive si son numérateur est positif. Ce

numeérateur est un polynome de degré 2 en ¢ dont la racine positive est

5= \/(I—Zaz—b)(].-—'_)bz)—a—'lab

51

F(b) := 26> — 207 — (1 + 4a*)b + (1 ~ 3a%) > 0.
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Puisque F(0) =1 =3a?>0pour0 <a < 715 et F(1) = —7a® < 0 nous voyons que
F(b) a une racine dans (0.1)si0 < a< 7‘5 De plus nous remarquons que si a. b et

c satisfont les conditions

0<a<71__3-. F(b)>0 et 0<c<\/(1~20-’b)(1—2b2)—a—2ab (1.12)

alors il existe d > r tel que (1.10) soit négatif.

Maintenant nous allons démontrer que les conditions (1.12) sont plus restrictives
que celles obtenues en considérant le signe des mineurs d'ordre < 1. Se référant

encore une fois & la preuve du théoreme 1.2. il suffit de démontrer que
F(V1—a—a)<0 (1-13)

et
s<(l—a®>=b—a—2ab)(l —a)™". (1.14)
pour 0 <a < = < 3&;—1
L'inégalité (1.13) est vraie parce que la plus petite racine positive de |'équation
F(VI—r—1r)=0est r =0.3019... > 715 Quant a l'inégalité (1.14) nous voyons

qu’elle est équivalente a
Gla.b) ;== ~ 2a+3a® +4a® —6a* — b+ 2ab + 3ab — 3a*b + tab®
~ 2a°b° - 3’6 + 26 — 1ab® — 24°b° — b
= (=1 +2a* + b)(2a — 3a> + b — 1a*b + b* — 1ab® - b°) < 0.
En vertu de (1.11) il suffit de trouver les valeurs de a telles que
g(b) :=2a — 3a® + b— 4a®b + b* — 4ab® — b°

soit positif. A cette fin nous remarquons que g’'(b) = 0 si et seulement sib=1—2a >0
avec 1 —2a > /1 — a—a. Ainsi g(b) est une fonction croissantesi0 < b < /1 —a—a.
Puisque par (1.13) /1 —a — a est plus grand que la plus petite racine positive de

F(b) nous obtenons



g(b) >g(0) =2a—3a>>0 s: 0<a<2/3.
ce qui met fin a la preuve du théoreme 1.3.

REMARQUE 1.3. Sia =0.5 =1 alors le numérateur et le dénominateur de la
racine r sont zéros. Dans ce cas notre raisonnement ne nous donne pas l'inégalité

correspondante |ag| + |as| + |a4j < [|P]]- P € P..
1.4 Applications dans P,

En dépit du manque de généralité de nos résultats nous aimerions signaler qu’ils
peuvent étre utilisés afin d'obtenir d autres inégalités polvnomiales. Dans cette sec-
tion nous allons en mentionner quelques unes. A cet effet nous avons besoin d’une

formule d’interpolation qui est contenue dans le

LEMME C. Pour tout P€ P,.n 22 et~ € R nous avons

ay + (nP{z) - :zP'(z) ~ 2ay)erp(i) + (zP'(z) — P{z} + ag)exp(2iv)
!

7\ © (2km+ )i | | . 22k7+
eop (727) & feon | - {212

L akr T L [(2kw )i
x {oln ﬁ} P (-e.rp{——rl—_—l—“ ]

La formule d’interpolation (1.15) s’obtient en appliquant le théoreme des résidus

3
|
—

(1.15)

a l'intégrale

: Plu) dw L x
— : . oup— x.
278 Jjwj=p (0 — 2)2w(wn~ ~ zn-le) p
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En vertu de (1.15) nous vovons que le polynome
Q(w) = ag + (nP(z) — zP'(z) — 2a0)w + (:P'(z) = P(z) + ao)u”
est borné par (n — 1)||P|| pour |w| < 1.|z|] £ 1. Appliquant le théoreme 1.1 a Q(w
nous obtenons le résultat suivant:
THEOREME 1.1° [6]. Soient P € P,.n>2et0<r < \_}? Nous avons, pour
2] < L
lag] + z|nP(z) — zP'(z) = 2ao| + {1 =22%)|zP'(z) — P(z) + ao) < (n— 1)|{P|]. (1.16)

Un fait intéressant a remarquer est que l'inégalité (1.16) appliquée a P(z) =
ag + a1> + a»z* € P, donne (1.2). Pour r = 0 nous obtenons de (1.16) l'inégalité

connue (8. p.93]
lag| + 2P (z) = P(z)+ aol £ (n = D||Pj]. n =2,
qui est un raffinement de l'inégalité classique (0.9).
D’autres inégalités du type (1.16) peuvent étre obtenues des théoremes 1.1. 1.2

et 1.3. Par exemple. en vertu du théoreme 1.2 et de la formule d’interpolation [9.

Lemme 1]

ap + ((n—=1)P(z)=:zP'(z)+ a,=" — 2ap)exp(i~)

+ (=P ") — P(z) = 2a,=" + ao)erp(2iy) + anz"erp(3i7)

)Lt =~ .)2’:« ¥
e.z'p( ) Z [erp{ -—-—+—'—L} {sin‘ r.+ '}
k=t =
L 2%r4+4) (2kx + )1
2 Y . }
X {om 3 _2)} P (-e.rp{——n — ]

ou P,. n > 3. nous obtenons le

I
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THEOREME 1.2° [6]. Soient P € P,.n > 3 et x,.z,.r3 comme dans le théoréme

[.2. Nous avons. pour |z| < 1.

lag| + z1{(n = 1) P(2) = = P'(z) + @, =" — 2aq|
+ |z P(z) — P(z) —2a,:" + ao| + z3la,="| < (n = 2)||P||. (1.17)

En appliquant l'inégalité (1.17) a P(z) = ag + a1z + a2z% + a3z € P; nous

obtenons (1.3).



CHAPITRE 2

RAFFINEMENTS DE L'INEGALITE DE BERNSTEIN

2.1 Une amélioration pour la dérivée seconde

Soit P € P,. L'inégalité (0.9) est susceptible d'une généralisation immediate. En

effet, en ["appliquant £ fois de suite nous vovons que si I < & < n alors
PP < n(n = 1)(n —2)---(n =k +1)||P]]. (2.1)

Maintenant. si l'inégalité n'a pas lieu dans (2.1) alors nous pouvons considérer le

probleme de trouver la plus grande valeur cio(n) telle que pour tout P € P,.
1P| + cea(n)laol € n(n — 1)(r =2) - (n = k+ DIIP|l, k=23 .

Dans le théoreme qui suit nous résolvons ce probleme pour & = 2.

THEOREME 2.1. Si P € P, alors
[|P"[| + canl(n)laol < nin — )P (2.2)

ot cap(n) =2(n —1)(2n = 1)/(n+ 1) sin > 1. Le coefficient de |ao| est le meilleur

possible pour tout n.

Démonstration. Nous divisons les deux cotés de (2.2) par n(n — 1) et exprimons
['inégalité ainsi obtenue comme ||Q * P|| < ||P||. Ensuite nous montrerons que
Q € B,. Remarquons que

[[P”|| + c2olaol = sup [[*P"(2) + Caol|
lel<e2,0(n)

et
l

P + B0} = Quls) « PL2)



RV
(SV]

ot
1 n
)= — ‘_‘ _ ~Y LT
Qa(2) n(n—-l){f;uy(u 1):* +&}.
Puisque
a— o )
z_:n(n—l) +n(n—1)~

nous devons démontrer. en vertu du lemme B et de (1.3). que l'inégalité
11Qs * P|| < ||P]| est satisfaite pour tout P € P, si la] < cag(n). A cette fin nous

devons trouver les valeurs de a pour lesquelles
M(n(n-=1).(n=1)(rn=2).(n =2)(n = 3)....2.0.a) (2.3)
est définie positive. Prenons le mineur principal d’'ordre n + 1 de (2.3) et
(i) soustravons sa (z + 1)**™ ligne de sa "™ ligne pour ¢ = 1.2.....n.

(i) Maintenant. pour ¢ = [.2.....n — L. nous soustrayons la nouvelle (i + )™ ligne

de la nouvelle :**™¢ ligne. Ensuite.

(iii) effectuons la méme opération mais cette fois-ci pour ¢ = 1.2.....n — 2. Finale-

ment.

{iv) apres avoir ajouté la deuxieme colonne a la troisieme. la nouvelle troisieme
colonne a la quatriéme et. en général. la nouvelle [*™ colonne a la ({ + 1)*™
colonne pour [ = 3.4.....n — | nous vovons aisément que la valeur du mineur

principal d’ordre n + 1 est

0 —2(2n-1) 0 0 a
—a 0 ~2(2n - 1) 0 0
-} 2+a 2 An—1)=2 —2n 2
- 2 (n=1)(n—2) nn—-1) =2rn-1)
a 0 (n—l)(n;—2)(n—3) n(n—l::(n—‘?.) n(n _ l)

.) -
= Z{22n— 1)} n {(—16 + 116n — 328n? + 452n° + 304n* + 830n°) +



2(8 — 28n + 28n°% - 8n®)Re(a) — (4 + n + 21 + 5n%)|el?}
An + BnRe(a) + Cplal?
An = |Ballal + Crlal?

v

0

\%

si |al < cag(n). Maintenant nous remarquons que les mineurs principaux d'ordre
n.n — l.....1 de (2.3) sont les mémes que ceux de M{n(n —1).(n — 1}(n = 2).(n -
2)(n — 3).....2.0) qui sont positifs puisque ||P”]] < n(n — 1)||P|| par (2.1). Il s'en
suit que [|P"]| + |a|lao] < n(n — 1)||P|| si la] < cz0(n). Si |af est juste un peu plus
grand que c¢sg(n) alors le mineur d’ordre n + 1 est négatif et donc @, ne peut pas
appartenir 4 BS. Par conséquent le coefficient de |ag| dans (2.2) est le plus grand

possible.

Nous avons essavé d appliquer la méthode de convolution pour résoudre le pro-
bleme pour d'autres valeurs de k. mais en vain. La difficulté réside au niveau de la
recherche des valeurs de a telles que la matrice associée au probleme en question soit

semi-définie positive.

Dans la section qui suit nous présentons le résultat principal de ce chapitre.

2.2 Inégalité asymptotique

2.2.1 Introduction et énoncé du résultat asymptotique

Des inégalités optimales de la forme
IP'l| + coxn)lax| < nl|P||. P € P, (2.4)

ont été obtenues pour k& = 0 et & = 1 dans [8] et pour & = 2 dans [7]. Le probleme

n'avait pas encore été résolu pour & € IN arbitraire. Pour les cas connus £ = 0.1.2
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I'inégalité (2.4) a été démontrée par la méthode de convolution. Ici nous étudions le
probleme pour les autres valeurs de k. La méthode de convolution sera de nouveau

un outil essentiel dans |'étude des constantes ¢, x(n).k > 3.

Afin de déterminer ¢; x(n) nous divisons les deux cétés de (2.4) par n et remar-

quons que
1 , .
= (1Pl + err(n)iacl) = sup ||Q* P||
n lal<ey k(n)

ou
n

Q) =Qus) = Y Loy

=t g7k T

et

Il suffirait alors de démontrer que Q, € B, si |a| < ¢, x(n). En vertu de (1.3) nous

démontrerons plutot que

n :
- . n—J) . k+a —k
Qa(z)=1+ > - =+ ="
=lg#k n
appartient a B? si [a] < ¢;x(n).
Dorénavant nous utiliserons la notation D(ae.ay.....a,) pour désigner le déter-

minant de la matrice M (aq.a.....a,).

Par le Lemme A. l'inégalité ||Q, * P|| < ||P|| est satisfaite pour tout P € P, et

lal < ¢1x(n) st et seulement si [a matrice

est semi-définie positive pour |a| < ¢;4(n). Maintenant par le Lemme B. voyons
c1.x(n) comme étant le plus grand nombre Ay(n) tel que tous les mineurs principaux
de (2.3) soient positifs pour tout a dans || < 44(n). Les mineurs principaux d ordre
inférieur a n — & ne dépendent pas de a et nous pouvons facilement voir qu'ils sont

tous positifs. En effet. considérons D(n.n ~ [.....j) pour 0 < j < n et

(i) soustrayons sa (i + 1)*™ ligne de sa i**™* ligne pour i = 1.2.....n — j. Ensuite,



(ii) soustrayvons la nouvelle (i + 1)*¥™¢ de sa nouveile i**™¢ ligne pour i = 1.2.....n —

j—-L

(iii) Développant le déterminant ainsi obtenu par ses lignes numeéros 1.2.....n— ) —1
nous obtenons

Din.n—=1....7)=2"""Yn +)).

qui est évidemment positif. Nous devons donc seulement étudier les mineurs princi-
paux de (2.5) d'ordre > n — k + 1. La détermination exacte de A¢(n). t.e. ¢;x(n),
lorsque 3 < & < n — 1 n'est pas aisée. Ici nous étudierons plutot son comportement

asymptotique lorsque n — . Plus précisément nous démontrerons le

THEOREME 2.2 [3]. Soit cix(n) la constante apparaissant dans (2.4). Pour
chaque k. la suite ¢, ;(n) tend vers une limite finie ¢ lorsque n — >c. La constante
ci. est. pour k > 2. la plus petite racine positive de ['équation

D(2.0.0.....0.z.—2r.r.0.0.....0) = 0.

h—y_/ ‘_\/‘_/
k Zeros k=2 Zeros

2.2.2 Démonstration du résultat asymptotique

La preuve du théoreme 2.2 est longue. Afin qu’elle ne deviennent pas accablante
nous la présentons sous la forme de lemmes.
Nous aurons besoin du résultat classique suivant. da & Laplace. qui sera utile pour

vérifier la relation de récurrence donnée dans ie lemme 2.3.

LEMME D. Le déterminant de la matrice 4 = [¢;]mxm €5t €gal @

4= 3 (—nXiatery "l ‘-p Y

.
1<i) <~<ip<m Jv o Jp Jv = Jp



pour n'importe quel choir de p colonnes 1 < j; <---< j, < m. [ci

Cion Cip 70 Gy
4 h - iP — Ciapg Ciypp 77 Cuagp
Jl e Jp
Cip.ll cipJE T ciplp
! ’ ’
et {ky kg k) = {120 om}/{k ke Ky )

Notre prochain lemme se lit comme suit.

LEMME 2.1. Pour0 <<k etn >2k—j+4 nous avons
D(n+l.n... k+l.k+ak=1.....j) =4D(n.n—1... k+2. k+1+a. k.....j+1) (2.6)
ou. dans le cas j = k. l'identité signifie
Din+l.n....k+lLbk+a)=4D(n.n—-1... k+2.k+ 1 +a). (2.6")

Démonstration. Bien que les deux déterminants dans (2.6) ne soient pas du méme
ordre nous pouvons les réduire 2 des déterminants du méme ordre par des opérations
élémentaires. La propriété de linéarité du déterminant est utilisée par la suite afin
d’'obtenir l'identité désirée. Voici les détails.

Prenons d'abord D{n.n — ...k + 2. k+1+a.h.....j+ 1) et
(i) soustrayons sa (i + 1)*™¢ ligne de sa i*™¢ ligne pour { = 1.2....n —J — L.

(ii) soustrayons la nouvelle (i + 1)**™ ligne de sa nouvelle /*™¢ ligne pour { =

1.2.....n—j = 2.

(ii1) ensuite remarquons que chacune des lignes numéros £ —j+2an —k -3 du
déterminant ainsi obtenu contient un seul élément non-nul et celui-ci est égal a
~2. Développant ce déterminant par ces lignes |'une a la suite de I'autre nous

obtenons. lorsque 0 < j < &k — 2. la formule



Dinin =1l k+2k+1+akoj+1)=2"0"20D e 1 cnv<aho+l
ou.pour |l < pu<k—-j +1.
-2 siv=p+1
a stv=p+k—j+3
Cuw =94 —2a siv=p+k—j+4
a siv=pu+k—j+3

0 sinon:

-2 stv=pu+1

a siv=p—k+j-1
Cuo =4 2@ siv=p—k+)-2
a siv=p—k+)-3

0 sinon:

l+a@ siv=%k—
l—a siv=k— +1

C2k-2;430 = § _
’ -1 siv=2k+]+2)

[ L sinon:
'j+u sit<v<k—y
k+1+a siv=~k—j+1
Coheer+2) = 4
2k~ +2). ) siu:k—j-{-'_)
| n—=2(k—-J)—1+v stk—j+3<v<2(k—j+2)

Lorsque j = k — 1 nous obtenons

Dinn—1....k+2.k+1+ak...jg+1)=

8]

=1



0 -2
0 0
on—k=5 a 0
—a a
l+a 1-—-a
ko k+l+a

0 0 o —2a
=2 0 a
0 =2 0 0
0 0 -2 0
I l 1 -1
k+2 n-2 n-1 n

Quant a D(n+l.n....k+1l.k+a.k—1....J) nous

(i) soustravons sa (¢ + 1)**™ ligne de sa ™€ ligne pour i = 1.2, ...n — j + L.

(ii) soustravons sa nouvelle (i + 1)¥™ ligne de sa nouvelle :**™¢ ligne pour i

1.2.....n — .

[V}
oL

(ii1) Maintenant. dans le déterminant résultant chacune des lignes numeéro k — j +2

an—k—1ala propriété que tous ses éléments sont nuls sauf un qui est égal

a —2. Si nous développons ce déterminant par ces lignes. I'une a la suite de

I'autre. nous obtenons. lorsque 0 < j < & — 2. la formule

D(n+ Lon ek + Lk 4ok = Lo j) = 20072600 (& Lo )]

oltc,, =co,sil<pu<2k—=2+3.1<v<2Ak—j+2)et
Fi3e2g H

4

J+v—1

k+a

k+1

L n—2{k—J)-3+v

Cak—y+2)w =

Dans le cas j = k — | nous obtenons

stl<v<k—)
siv=~hk—)+1
siv=k—j+2

sihk—J+3<v<2k—-j+2).

Dn+l.n....k+lk+ak—-1...))=



0o -2 0 0 a -2
0o 0 -2 0 a
ks | &0 0 -2 0 0
28 & 0 0 -2 0
l+a l—-a |1 R G
k=1 k+a@ k+1 n—-1 n n+l

Maintenant la propriété de linéarité du déterminant nous permet d’'écrire. lorsque

0<j<hk—2.

Din+1l.n. ... k+l. k+a.k=1....j)=4D(n.n—=1....k+2. k+1+a. k. ... j+1)+27H —2k+1).
k =7+ 1 zéros k — j) ~ 2 2éro03
¥l A
- - - <
a =2 Q a Q Q a ~2a a Q 0 ]
a 0 -2 Q Q 1] 0 o] 1] a ~-2a a Q o o
1] 9 a o] -2 9 [1] 0 V] D) 0 a =2a a
1} o 1] Q a -2 a Q [1] 1] Q 0 [t} a -2a
0 0 aQ 0 9 Q -2 ] a a 0 Q ] 0 a
o o} 0 [} Q '] a -2 [\) 4] 0 [+] [} [1] Q
-2a a 0 a 9 Q Q Q -2 g 0 0 a D] a
@ =2a a Q9 Q Q Q Q a -2 [1] a Q a o}
1] a =22a Q s} V] a Q 9 Q -2 1] Q Q o]
o] G 0 a =2a a Q [¢] [ 0 Q -2 o
1 1 1 i+a 1 -3 1 1 1 1 1 1 -1
-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 1 1 1 1 1 |8 1 1
(2.7)

(en précisant qu’il v a tout d’abord k—j+1 zéros sur la premiere colonne du deuxieme
déterminant apparaissant dans le membre de droite de (2.7)). Dans lecas j = &£ —1

nous avons

Din+l.n....k+l.k+ab=-1....j)y=4Dn.n—1l... k+2.k+1+a. k....J+1)
0 =2 6 0 a -2
0 0 -2 0 0 «
a 0 c -2 0 0
el (2.3)
—2a a 0 0 =2 0
l+a l—a 1 1 1 -1
-1 -1 -1 1 1 l
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Mais le deuxieme déterminant dans le membre de droite de (2.7) est égal a zéro. En

effet. si nous
(vii) soustrayons sa (2k — 2j + 4)"™ ligne de sa (2k — 2j + 3)**™¢ ligne.
(vill) ajoutons a sa (2k —2; + 4)'*™¢ ligne 1/2 fois la (k — j + 2)*™ ligne.

(ix) ajoutons & sa nouvelle (2k — 2; + 4)*¥™¢ ligne 1/2 fois la (k — j + i)**™ ligne

pour : =3.4.....k —j + 3.

alors tous les éléments de sa derniére ligne deviennent égaux a zéro et donc I'identité
(2.6) est vraie lorsque 0 < j < k—2. Si nous appliquons les opérations élémentaires
{vil). (vill) et (ix) avec j = & — . au deuxieme déterminant du membre de droite de
(2.3) nous voyons que |'inégalité (2.6) est vraie dans le cas j = & — | aussi.

La preuve de (2.6') est tout 2 fait analogue.

COROLLAIRE 2.1. Sin > 2k + 4 alors ¢y g41(n) < crx(n + 1).

Preure. Remarquons que c¢;.(n + 1) est le plus grand nombre R tel que les
determinants Din+ l.n,.. k+1l k+a k—=1.....50.0<j< ket Din+1l.n....k+
l.k+a) sont tous nonnégatifs pour ja| < R. Donc par le lemme 2.1. les déterminants
Dinn—1l.....k+2.k+1+a. k... j)1<j<ketDnn—1....k+2k+1+0a)
sont tous nonnégatifs si |aj < ¢ x(n + 1). Cependant D(n.n — 1....k + 2.k +
l +a.k.....1.0) n'est pas necéssairement nonnégatif pour |a| < ci(n + 1). Puisque
crix+1(n) est le plus grand nombre p tel que tous les mineurs principaux (incluant
Dinn—=1.....k+2.k+14+a. k... 1.0))de M(n.n=1....k+2.k+ 1 +a.k......0)

sont nonnégatifs pour |a| < p il s'en suit que ¢; 441(n) < crx(n + 1).

Maintenant. nous démontrons le lemme crucial suivant.
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LEMME 2.2, Soientn > 2k — j+ 1 et

_ Dinn=1....k+lk+ab=1...J) si0<j <k -1
rn.k.J(Q-a) = .
Din.n—1....k+1lL.k+a) si) =k
Alors
A e (@@ =2+ ))g; (e ') + g5 (a.T)
ou
D(2.0.0.....0.a. -2a.a. 0.0.....0 ) sij<k-2
N —r’ —
. — k-j ZE€ros k—;-2 z€ros 29)
%, (0. @) = D(2.0.a.-2a) sij=k—1 (2.
D{2.a) siy=+k

et ¢;-(a.@). un déterminant d'ordre 2(k — j + 2). est une ezpression de la forme
(Rea)or,(lal?) + v, (|al’) ot ok,. i, sont des polynémes. De plus. q; (. @) est

une erpression de la forme ni,(|la|?) ot ny, est un polynome.

REMARQUE 2.1. Par (2.9) il est clair que ¢; (a.@) dépend de k et de ; mais
non de n. Puisqu’il s'avere étre de la forme n; ;(|a|?). il ne dépend pas de I'argument
de a non plus. Nous verrons. lors de la démonstration du lemme que g¢;”(a.@) ne

dépend pas de n mais seulement de & et j.

Démonstration. Considérons rp i ,(a.@) et
(i) soustravons sa (i + 1)*™¢ ligne de sa ™ ligne. i = 1.2.....n — J.

(ii) soustravons la nouvelle (i 4 1)*™¢ ligne de sa nouvelle :*™ ligne.: = 1.2.....n—
J—1L

(iii) Remarquons maintenant que tous les éléments dans chacune des lignes numeéros
k—j+2an—k—2du déterminant résultant sont nuls sauf un qui est égal a
—2. Développant ce déterminant successivement par ces n — 2k + ) — 3 lignes
nous obtenons

—2k+1—3[[c

— N U
Tak,la.@) =27 soli<ww<2k—s+2)|
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- 3 I3 ’ -~ .
ou les éléments c,, sont les mémes que ceux apparaissant dans la preuve du

v

Lemme 2.1.
(iv) Ajoutons les lignes numéro k — j +2 & 2k — 2j + 2 a la (2k — 2j + 3)**™* ligne.

(v) Considérons maintenant rn,(@.c). Permutons la ™ ligne avec la ligne
numeéro 2k —2j — (i —3) pour i = 1.2.....k — j + 1. Dans le déterminant ainsi
obtenu permutons la /"™ colonne avec la colonne numeéro (2k — 27 — (I — 5))
pour | = 1.2.....k — j + 2. Maintenant. multiplions tous les éléments de la

(2k —2j + 3)“™e ligne par (—1).

(vi) Puisque rpx,(@.a) = rox,(a.@) nous pouvons écrire

S| r—

rn.k.j(a'a) = (rn.k._;(a' a) + rn.k.,l(a'.a))

et nous obtenons une autre formule pour r,,(a.@). Afin de l'écrire nous
devons introduire quelques notations. Soit D, , o5 := |[Vuu]i<uw<2(k-;+2)| OU

pour | S p <2k—-j +1).1<v <2(k—j+2)nous avons v, , =c,, et

I sil<v<k—j+2

T2%k-23+30 T . . .
-1 sihk—j+3<v<2Ak—-5+2):
n+a+y siv=k—-j +1
Mok-y4)e =y R+ a+) siv=k—j+4
n+j sinon.
De plus soit
0 ~2 0 0 —2a
0 0 -2
a 0 0 -2 0
Aniaz:=
—2a a 0 0 -2
1 1 1 -1 -1 -1
n+k—-1 n+k-14+a n+k—-1 n+tbk-1l n+k-1l+a n+k-1




0 -2 0 o
U 0 -2 0
nkaa -~ [ 1 1 -1

n+k+a@ n+k n+k n+k+a

En fonction de ces notations nous avons

-kt~ si0<j<k-2

JT7N v
rﬂ..k._}(a'a) = k-3, An,k.a.a_ si _] =k-1
gn—k-4 ' 77— b
= An..k.o.c? st ) =k

Par la linéarité des déterminants nous pouvons écrire. si 0 < j < k — 2.
ases(@.8) = 27570 {2 + g, (@.F) + g5 (- 3

ou 2q; (o.@) est le déterminant

k ~71 41 2603 k — ) =2 z2ét0s
” o — - "~
-2 ] 0 Q L] Q o] a —-2a a 3 Q Q 0
0 -2 Q Q D] 1] @ -2a @ Q Q
o 2 9 -2 a 2 Q b} n 0 s} B -2 x
] Q o Q -2 o Q 0 o] o} 4] [+] a -2a
o] Q 0 o] [} -2 Q 1] 0o 0 o ] /] a
o] Q 0 Q 0 [} -2 Q [t} ] 0 Q ] a
a Q [} 0 0 a 0 -2 g a 0 ] 1] Q
-2a a [} 0 4] Q [+] -2 1} a aQ a a
a -2a Q 3 Q Q a R -2 a 0 ] [¢]

3

3
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d’ordre 2(k — j + 2) et ¢;7;(a. @) représente

k—) +1 zéros k — 3 —2 zéros
” - ~ p— " ~
-2 0 Q L) [} =2a 2 1] a [+]
] a -2 1} b 2 =2a a 1] a Q
Q 0 [+} ] -2 0 ] ] 0 5} o 0 a ~2n a
Q Q 0 a 0 -2 9 ¢ ] 0 ] ) i a -2a
[} 1] 0 Q o 9 -2 ] a 0 b 0 i ] a
T o 0 0 o o 0 -2 ) 0 o o ) 0 0 ’
-2 a ] ¢} 5} s} [ ] -2 0 3} o 0 )] Q
3 -2 > o] 0 a 0 0 0 -2 "] o a 0 ]
0 3 —a 0 [5} 3} 0 b} [ 0 -2 0 5} 0 0
0 9 Q 3 =2a B3 0 (] 0 0 i} 0 0 -2 Q
1 1 1 1 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
0 ) 0 i i x Q b a [+ Q 0 o 0 0

qui est aussi un déterminant d'ordre 2(k ~ j + 2) (en précisant que sur la premiere

colonne des deux déterminants ci-dessus il v a tout d’abord £ — j + 1 zéros) . De
meéme.

D] -2 D] 1] -2a 0 -2 0 [s] -2a
(1] a -2 1] 1] a [+] Q ~2 [+] 1]
. a3 = an—k=5 n _ a [o} Q -2 Q a 0 1] -2 0 4]
nkg(a @) =2 Untk=b 1 3 3 o o -2 0 s 7 o o -2 o |
1 1 1 -1 -1 -1 1 1 1 -1 -1 -1
1 1 1 1 1 1 0 a Q Q a 4]
siy=k—1et
0 -2 0 a 6 -2 0 a
_ n—k—1 a 0 -2 0 a 0 =2
rnkjla,a) =2" “((n + k) - + )
S | Lolo—1 -1 | 1 1 -1 -l
| 1 1 i 1 || 0 0 «

s1) = k.

Maintenant nous démontrons (2.9). A cette fin nous

(vii) soustrayons la (2k — 2j + 3)*™ ligne de 2g; (. @) de sa ligne numéro (2k —
2j +4). Ensuite divisons la nouvelle (2k —2j +4)*™¢ ligne par 2. Puis ajoutons

la nouvelle (2k — 2; + 1)*™° ligne a la (2k — 2j + 3)*™ ligne.

(viii) Pour : = k —j + 4.k — j + 3.....4.3 permutons la ligne numéro (k — j + ¢)
avec la (k —j +(7—1))*™e ligne . Dans le déterminant ainsi obtenu effectuons

la méme opération pour t =k —j +4. b —j +3.....3. 4.
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(ix) Soustrayons la (I + 1)**™¢ colonne de la [*™ pour [ = 1.2.....k—j + 1. Ensuite,
pour | =2k —2j +3.2k —2j +2....k — j + 3 soustrayons la /**™¢ colonne de

la (1 + 1)iéme,

(x) Développons le déterminant qui en résulte par sa (k — j +2)'**™¢ ligne. puis par
sa (k — j + 3)*™ ligne successivement.

Dans le cas particulier j = k nous obtenons ¢; (a.@) = D(2.a).

(xi) Si 0 £ j £ k-2 alors nous ajoutons a la (£ — j)**™* ligne la ligne numéro
(k= j +1). Maintenant ajoutons la nouvelle i**™ ligne a la (: — 1)*™¢ ligne
pour i = k — j.k — j — 1.....3.2. Ensuite ajoutons la (k — j + 2)'*™ ligne 2 la
ligne numéro (k — j + 3) et ajoutons la nouvelle :**™ ligne a la (7 + 1)*™¢ ligne
pour i =k —j+3 k- +4...2k=25+ 1.

Dans le cas j = k£ — 1 nous ajoutons la deuxiéme ligne a la premiére. Ensuite

ajoutons la troisieme ligne a la quatrieme.

[ci se termine la preuve de (2.9).

Afin de démontrer que g; (a.@) est une expression de la forme k., (lef?) nous
considérons sa représentation donnée dans (2.9) et nous multiplions ses & — j + 1
premieres colonnes par a puis nous remarquons que chacune des £ — j + 1 premieres
lignes du déterminant ainsi obtenu a a comme facteur.

Pour démontrer que ¢;7,(a.@) est une expression de la forme (Rea)or,;(lal?) +

vk, (la]?) nous y effectuons les opérations suivantes. I'une a la suite de l"autre.

(1) Multiplions les £ — j + 1 premiéres colonnes de i, (. @) par a et lesk—j+1

premieres lignes par a.

(ii) Soustrayons la [“™ colonne de la colonne numéro ! + 1 pour { = 2k — 25 +

3ok~ +3.

(iii) Multiplions la (k — j + 2)**™¢ colonne par « et la (2k — 2j + 3)"*™¢ ligne par @.
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(iv) Ajoutons la (k — j + 4)*™ colonne a la (k — j + 5)%™e.

(v} Notons a;. 1.l = 1.2, ....2(k — j + 2) les éléments du déterminant ainsi obtenu.
Nous remarquons que @x—,+2).k—+1 = |@|%. @k—;4214-j4+4 = @ et tous les
autres éléments de la derniere ligne sont nuls. De plus as—2;+34-,43 = —Q
et tous les autres €léments du déterminant sont soit des constantes. soit des
constantes multiples de |a|*. Le développant par sa derniére ligne. puis dévelop-
pant le mineur de |«|? par sa (k — j + 2)**™¢ colonne et le mineur de a par sa

(k — j 4+ 3)"*™* colonne. nous obtenons
o= g2 (a.7) = |af* (@Aillal?) + Aa(lel) + o (@As(lal?) + As(le))

ou Aj. Ma. A;. Ay, sont des déterminants d'ordre 2(k — j + 1). Maintenant.
remarquons que les £ — j +1 premiéres lignes de ;. \,. A3, \; ont |a|? comme

facteur. Quant & A  sa derniéere ligne a aussi |a|*> comme facteur. Donc
g (a.@) = @Aj(Ja]) + As(lal?) + Aj(laf) + adi(lal?)

ou A. A3 A3 ] sont tous des déterminants et des polynomes en |al’.

Puisque g;” (a.@) est une quantité réelle nous obtenons
g (a.@) = (Rea)or,(iaf’) + vi,tiaf’).

Ceci complete la preuve du lemme 2.2.

Maintenant nous démontrons le

LEMNMIE 2.3. Le déterminant
gAN):=D(n.n-1...k+1.b=-ANk-1...J)

ne peut pas s'annuler pour des valeurs non réelles de \.
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Démonstration. Remarquons que g(\) = |A — AB|ou A = D(n.n—=1.....)) et

B=D(0,...0 .1. 0.....0 ). Il est connu que |4 — AB| = 0 si et seulement si le
—— e
n—k Z6ros  k-j 2€ros

svsteme d’équations
AX =ABX (e (A=-AB)X =0) (2.10)

a une solution non-nulle. Donc il suffirait de démontrer que si A est une matrice
hermitienne (ce qui est le cas ici) alors le svsteme (2.10) ne peut pas avoir de solution

non-nulle sauf si A est réel. En effet si
AX =ABYX
alors. multipliant les deux cotés par X' il vient
X'AX = \X'BX. (2.11)

Ensuite. prenant le conjugué nous obtenons

XI1X=\Xx*BX.

Maintenant si nous prenons la transposée des deux cotés et tenons compte du fait

que EB' = B. alors

o
—
18
—

X4 =1XYBX. (2.1
Maintenant. les équations (2.11) and (2.12) impliquent
(A-X)(X'BX)=0. (2.13)

Remarquons que X'BX # 0 pour tout X # 0. Sinon. se référant a (2.12). il existerait
X # 0 tel que X'AX = 0. Mais X AX est une forme hermitienne qui est définie
positive de telle sorte que XAV >0 pour tout .X # 0. Donc de (2.13) nous obtenons

1\ = :\_. i.e. 1\ e ER.
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Maintenant. nous devons trouver le plus grand disque centré a lorigine dans

lequel r, x,(a. @) est positif pour 0 < j < k. Par le lemme 2.2.
gtk (@) =2(n 4 nslel?) + vej(lal®) + Re(a)or,(jal?).

Donc rnx,(a.@) est certainement positif si son minimum. vu comme une fonction

de arg(a). est positif. i.e. si ['une ou l'autre des deux fonctions

faal2) = mes(3) + gy (Wi (27) + 20k5(27) - (2.14)

o

faalz) = mes(2°) 4 gy (vea(2) = 20k, (%)

est positive. En vertu du lemme 2.3 les racines de ces deux fonctions sont toutes
réelles. Soit ¢(n. k. j) la plus petite racine positive de la fonction appropriée. de telle
sorte que ro 4, (a.@) > 0 pour laj < ¢(n. k. j). D'autre part. pour tout o > c(n.k.j).
il correspond un nombre complexe a,. ou |a,| = o. tel que r 4 ,(a,.a;) < 0. Mais
alors par le lemme A le polynéme correspondant @, n’appartient pas a B9, ce qui si-
gnifie qu'il existe un polvnéme p € P, tel que ||p'|| +o|ak| > n||p||. Ainsila meilleure
constante possible ¢; x(n). dans (2.1). est donnée par c;x(n) = mino< <k c(n.k. ).
Quant au comportement asymptotique de ¢;x(n) nous invoquons le théoreme de
Hurwitz pour affirmer que lim,_ ¢(n.k.}) =: cfj) existe. De plus. le ¢; apparais-

sant dans ['énoncé du théoreme est ¢, = mingc,<k ci,’).

Finalement. nous allons démontrer que
. 0 o 1=
min ) = . (2.13)

0< <k

A cette fin nous avons besoin du lemme suivant.

LEMME 2.4. Soient k > 2 et

Fe(x) := D(2.0.0.....0.r. —2z.2.0.0.....0).
\-—Y-——/ _—/'
k Zeros k=2 2eros

Alors
FR(r) = Fict(x) Fegr (2) + 4pi(2) (2.16)



pa(z) := —4r3(6 + r°).  pa(r) := £2(16 + 84r? + 5t)

et si k > 4. pr(x) est le déterminant

k zéros k — 1 zéros

o ~ — —
L) 1] [+] ] [ 0 -2z ES Q [+] Q Q
2 0 0o Q Q 4] T -2z F Q [e] L]
bo] "] o] [+ 0 x -2z [} 0 0
9 0 2 0 0 ¢ Q Q z -2z r

a Q [} 0 2 [} o 0 0 o} x -2z

z 0 0 0 a 2 0 0 0 o o 0 :

-2 z [} Q [*] Q 2 [¢] 0 0 o] 4
-2z T 0 1] 0 0 2 B} 0 o] 0
0 x -2r 0 1] o 0 Q 2 1} 4] 1]
[:} 0 z Q 9 a 0 Q 0 ) o] 0
0 0 9 —~2r r 0 Q 2 0 [¢]
0 s} D] r -2z T a Q 0 Q 2 Q

(Précisons qu'apres les deux premiers éléments de la premiere colonne de pi(r) le

nombre de zéros est égal a k — [).

Démonstration. Etant donné une suite de nombres complexes a_,.....aq, .... a,.

le déterminant d’ordre (n + 1)
[ |

Qq a Tt Qpop Qg
a_, o trr Qpoy Gpeg
a_a a_, ctt QGpn-3 QAn-2
AQ_nty Q_pns3 " ap a;
Q-ny1 CG-n42 "+ Qo a;
G_pn QA_py1 -+ G ao

est noté
a. as. reel. dp_g. an

Dn-i—l Qo .
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Il est connu {12. Theorem 5.1] que

az. a3, . 4pog. an ag.  ay. o3 G2
Dn ag Dn ay
aQ, d-g. © 8—n—=3: G=n-=2 2. a_3. © G—n4l. Sen
ay. as. Gn-3- Gpn =2 ay. an. . Gpml- an
+ Dnoy 90 Dnta 0
@_1. a2 G—n+3: G—n42 G-y a2 © %—n4l: G%en
ay. a2 3n-2- Gn—]
= Dn{ a
a_jy. a_;. . @_n42. G—n41
(2.17)

Prenant a_, = @,. 0 < j < n. dans (2.17) nous obtenons

az. az. ---. dp_j. an

DZ

n a)
Q. @y. ---. An-3, An_3
+Dn-1(ao-al-. ---~an—2) * Dpyi(ao. a. e @p)

= Di(flo.a[...-.an_[).
(2.18)

Dans (2.18) prenons n =2k +3.a0 =2.a) = a2 = =+ "= a4, = 0.Qky2 = L. Qry3 =

—2r.ag+y = I.0u I est reel. agps = dpes = -+ = a, = 0. Si nous développons

ajz. dz. . Qp-i. an
Dn (1[
ag. @y. -+, Ap-3. An_2
par sa (k+1)**™° colonne et le déterminant ainsi obtenu par sa (k+ 3)**™¢ ligne nous
voyons que
as. dadz. -+, Ap_g. dn
D.| a = 4pu(2).

ag. @y. ---. Ap-3. Ap_3
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Ensuite. développant D,_;(ag.a;.@s. ....a,_3.a,_,) successivement par sa (k + 1)*™¢
et par sa (k + 2)*™° ligne nous obtenons
D._1(ag. a1, @, ....an_3.@n_3) = +F_ ().

De plus. il est évident que

Dn+1(flo-. A1,02. e Gp_1.8p) = Fk+1(-l')-
Finalement. si nous développons D,(ag.a;.@s.....a,_,.a,_;) par sa (k + 2)"™ ligne
nous vovons que

D.(ao.ay.as.....an_y,an-;) = 2Fi(1).
Donc (2.13) implique l'identite désirée (2.16).

-

Rappelons que c{.” est la plus petite racine positive du déterminant

D(2.0.0.....0.z.—2z.r. 0.0.....0 )
S — N e’
k—; Z6ros k—,-2 ZEros

qui est d’ordre 2(k — j) + 2: donc cf;’) = CLO_)J. Ainsi. afin de démontrer (2.15) il

suffirait de démontrer que

V< = 0573 < P =06320... < ¥ =2(V2 - 1)

<=2 (219

Cette affirmation est certainement vraie pour & < 3. Nous allons la vérifier pour

tout k& par induction. Supposons que (2.19) soit vraie pour tout k < kg mais que

CS:)-H > ci{;): en fait CL(;),,_I = c,(:;) par le corollaire 2.1. En vertu de (2.16) nous

obtiendrions pk(ci,o’) = 0. ce qui est une contradiction puisque. comme nous allons

le démontrer.

(—1)k_lpk(.r) >0 pour 0<r <2 (2.20)
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La preuve de (2.20) est basée sur le fait que pi(r) satisfait une relation de récurrence

donnée dans le

LEMME 2.5. Si £ > 4 alors nous avons

k-1
Piel(x) + 227y (2) — 22(4 — 2 )pra(2) + 4D _(—1)*Hp — )z *pp_, ()
u=3
+ =13k —2)* 1 = Q. (2.21)

Démonstration. Etape numéro 0. Appliquons le lemme D avec p = 2. j; = 1 et
J2 = k + 1. Tous les termes dans le développement s’avérent étre nuls sauf lorsque
la paire ordonnée (z;.¢;) est (1.h +2). (2.k+2). (K+2.k+3). (k+2.k+4). Nous

obtenons ainsi

pe(r) = =22%pr_y(z) + 234 = 2¥)pr_a(x) + (= 11273 - {

k — 2 zéros k ~ 3 zéros
”~ ~~ " ” " ~
2 L] ] o] [} T Q Q 0 0 Q
0 2 Q9 0 Q 9 -2z r [} Q
9 0 2 Q Q [¢] 4 -2z x 0 Q
Q9 '] ] ] 2 (1] v v J T -2z E +
a n Q n ] 2 0 b} a a r -2z
-4 2r 0 0 s} Q 0 0 [} 1] o Q
r -2r I 0 0 0 2 0 Q o} o] Q
a E -2z 0 Q 0 2 2 0 [} 0 1]
9 Q Q b4 -2z z 0 b} [} Q 2 1]
k — 2 zéros k —~ 3 zéros
” - T ” = —

e a Q 0 Q [} 3 [t} o] Q 0

Q 2 Q [} ] [} -2z F3 0 a

o a2 [} [s] 0 r -2z r 0 0

] 0o ¢ 0 2 ] [*] 0 ] z -2r r }

o Q J 0 2] 2 0 [} ] a x -2z

r ] a Q 1] [} 1} Q o a [ 0

£ =-2r z 0 Q ] 2 o o] G [} o

] x -2r Q a 1] a 2 o 0 o 0

[¢] 0 [¢] x —2r T 1] [} 1] 0 2 0
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qui. par la propriété de linéarité du déterminant. est égal a

—22%pg_y(2) + 234 — 2%)pralz) + (—1)F120%

k — 2 zéros k — 3 zéros
” - T~ ” - T
2 Q a L] Q a T 1] a 0 ]
) 2 a 0 0 0 -2z z 0 0 0 0
¢ 0 2 Q 9 a x =2r z 0] [}
Q a o] o] 2 4] [} Q Q T -2z z
a 1] Q 0 [0} 2 [+) o] [v] [} F -2r
-3z 2r Q [} Q 4] a [s] [\) Qo 0 a
T -2r x a 0 [} 2 2] g Q 0 Q
Q b d -2r Q a Q 0 2 Q 0 Q [}
V] Q [} T -2z F [v] [} 1] o 2 0

(Précisons que le nombre de zéros apres le premier élément de la premiere colonne

dans chacun des trois déterminants ci-dessus est égal a £ — 2).

] —2. Nous appliquons de nouveau le lemme D avec.

[SYEA]

Etape numérov.1 < v < [

cette fois-ci. p = 2. j; = 1 et j» = 2. Nous remarquons encore une fois que tous les
termes dans le développement s'avérent étre nuls sauf lorsque la paire ordonnée (i, i2)
est (1. (k+2)=20). (2. (k+2)=2v). ((A+2) =20 . (k+3)=2v). ((k+2)=2v. (k+4)—-2v).

Nous obtenons ainsi. aprés la v**™¢ étape.

p(r) = —22%pe_i(r) + (4 = r)pr-2(z)

—4 3 2 Py (2) = (2p + )2 _aguin)(2)} + (- 1) 20
u=l

k=2 + 1} 2éros k—2v+ 1) —1 28103
A - P ~

2 0 8] [s] Q 4 [} [} [} 9

0 2 4] 0 [s] 0 -2 z Q ] 0 0

Q 0 0 Q Q r -2r z Q J [}

0 aQ o qQ 2 o Q [} [} x -2z z .

o a [+] Q a 2 0 a 0 [+] z -2z
—2v + 3z v+ 1)z 2] 4] [s] Q 4] [s] ] a Q 4]

r -2r x Q Q a 2 0 Q o] 0 V]

a x —-2r Q 0 [} 9 2 Q Y] [¢] [1]

g o] a I =2 z ] [} [¢] o] 2 [}
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(Ici. précisons que dans le déterminant ci-dessus. le nombre de zéros apres le premier
élément de la premiére colonne est égal a & — 2(v + 1)).

Si k pair alors a la fin de ['étape v = [%] -2= f; — 2 nous obtenons

pi(z) = =20'pe_y(x) + L4 — 2¥)pr-a(r)

k

£

—4 Y 205 pe_urny(2) = u + D pr_oiy(2)}

u=l
2 0 0 r 0
0 2 0 -2r r

—2r%3 0 0 2 z =2
—(k=1)r (k=2)x 0O O 0
r —2r r 2 0

= =20pi_y(r) + r* (4 — £¥)pr-alT)

k

==

—4 Z (22 pr—2ueny(£) = (21 + 1) pr_agueny ()}

u=l

—4r# 73 (k= ) rp(r) + 223k = 2)).

Si k est impair alors a la fin de ['étape v = [%J -2= ﬁ? nous obtenons
olr) = —‘Zrzp(;_!(.ri + 12(4 - Iz)pk_g(r)

k=5

—4 Y 2pr () = (2p + DY pe sy (7))
u=1

2 0 0 0 = 0 0
0 2 0 0 -2z 0
0 0 2 0 r -2r r
+22%77 0 0 0 2 0 & -2
~(k=2)r (k=3)r 0 0 O 0 0
I ~2r r 0 2 0 0
0 I —2r r O 2 0

= =20°peoa(x) + (4 — r¥)pr_a(r)



k=3
2

—4 Y {2urt peuen(T) = 2p + D)oo (2)}

w=1

+4(3k — 2) 1

Les deux expressions que nous avons obtenues pour pi(r). 'une lorsque & est pair

et I'autre lorsque k est impair. peuvent étre exprimée comme (2.21).
[

Démontrons maintenant }'affirmation (2.20). Celle-ci est vraie si k = 2 puisque
p2(z) = —4r3(6 + 23) < 0 pour 0 < r < 2. Nous la démontrons par induction pour
tout £. Supposons que (2.20) soit vraie pour tout r telque 1 < r < kou k > 4. Par

le lemme 2.3.

(=1)*'pp(x) = (—U“'?-rzpk Hz) + (=152 (4 = 2%)pe—a()

AT = D2 (1) + (3K — 2)23

u=3

qui est > 0si 0 < r < 2 par ['hypothese d’induction.

Ceci complete la preuve du théoreme 2.2.
2.3. Un résultat complémentaire
Dans cette section nous utilisons la méthode de convolution afin de démontrer le

THEOREME 2.3. Soit P € P,. Si0 < r < r(n) alors

|2P'(2) = za, ™| < (n — 2)||P)| (2.2

(S
o
o

ou z(n) est la plus petite racine positive du polynome
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3 5
{(n—r)z ) (1 =2rp(l =)~ ¥

J=0 2]

(23

g
S
&
1

(S0

— {(n+1l)r—n) (l_QI)J(l_I)n—;’j—l

g

=0 2_}+ }.
+ (—l)n+l.1'"'+l}.

Démonstration. Remarquons qu’apres avoir divisé (2.22) par n — r cette inégalité

s'exprime sous la forme

HP = Qi< ||Pl|
ou
N —n—l J . n
Q(~)—§)n_x- + "

En vertu du lemme A et de (1.5) il s’agit maintenant de trouver les valeurs de r pour

lesquelles .
n—j,
n—r

Qalz) =1+
=1
appartient a B? ou. de facon équivalente. trouver les valeurs de r pour lesquelles la

matrice
Mn—z.n—-1.n-2..21.0) (2.23)

est semi-définie positive. Au lieu de faire appel au lemme B nous allons plutét utiliser
un autre critere a cette fin. celui de trouver les valeurs de r pour lesquelles les valeurs
propres de (2.23) sont positives.

Les valeurs propres A de (2.23) sont les racines de I'équation F(n.z + A) = 0 ou

Fin.r):=D(n—-r.n—-1.n-2...2.1.0). (2.24)



Celles-ci sont toutes réelles (voir la preuve du lemme 2.3). Si ri(n).k =0.1.....n
sont les racines du polynome F(n.r) alors les valeurs propres Ay(n).k = 0.1.....n
de (2.23) ont la forme

A(n) =zp(n)—z (x> 0). (2.23)

Maintenant. si nous démontrons que tous les r;(n) sont positifs alors nous pourrons
affirmer en vertu de (2.25) que tous les A;(n) seront positifs si r < mingcr<n T(n)-
Pour étudier le signe des ri(n). £ = 0.1.....n nous sommes obligés d'écrire F(n.r)
plus explicitement. A cette fin. prenons la matrice (2.23) et effectuons sur ses lignes
les opérations élémentaires suivantes dans le but de la triangulariser. Partons plutot

avec (2.24) et

Jiéme

(1) soustrayons sa (! + 1)**™¢ ligne de sa : pour: = 1.2.....n.

(i1) De la nouvelle (i + 1)**™¢ ligne soustrayons sa nouvelle /™ ligne. pour i =

1.2.....n—1.

(iti) Etape 1. Dans le déterminant que nous venons d obtenir posons y; := dp4q.2(=
1). 21 := a,413(= 2). Maintenant soustrayons ¥ fois la troisiéme ligne de la
+1. T S
(n + l)zéme‘

Etape 2. Posons y; := ani1a (= 3 -
\

2-2r

.Ul) . 22 1= @ni (=3 —y;) dans le

déterminant résultant. De la (n + 1)“™* ligne soustrayons 2 fois la quatrieme.

Etape v. 3 < v < n — 2. Dans le déterminant obtenu a ['étape précédante

POSONS Y, '= Cns1pa1(= Zumt — T2Ym1)e 3y = Gngruga(= (v + 1) = Yuor)-

Ensuite soustrayons  fois la (v + 2)*“™ ligne de la (n + 1)téme.
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A la fin de la (n — 2)**™¢ étape nous obtenons

-z -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
I 2-2r I 0 0 0 0 0
0 I 2-2r I 0 0 0 0
0 0 I 2-2r .. 0 0 )] 0
F(n.x) =
0 0 0 0 2 -2 r 0 0
0 0 0 0 r 2—-2r r 0
0 0 0 0 r 2-2r I
0 0 0 0 0 0 Yn-1  n_1
2=2r

oU Yn-y = In-2 — Yn2 €L 5 =(n —I) = yn_a-

I

(iv) Ajoutons la deuxieme ligne a la premiere. Ensuite soustravons r fois la nouvelle

premiere ligne de la deuxieéme.

(v) Etape 1. Se référant au déterminant résultant posons a; :=as; (= (r —1)(z —
2)). 3y := as3 (= r(2 — r)). Puis de la troisieme ligne soustrayons i fois la
deuxieme.

Etape 2. Posons dans le déterminant obtenu précédemment

Q) 1= dag (:: 2-2r — 21.1-) .o 1= asy (: r— 5). Soustravons ensuite =
- ay ag - az

fois la troisieme ligne de la quatrieme.

Etape v. 3 < v < n — 2. Dans le déterminant obtenu a l'étape précédante

posons

— — . Syt e— — v-1 bl
Q, 1= Quyre+l | = 2-2r - =*=r -3u = Gy (5T (_l) PO
Dy —1 M a2-ap -1

Puis nous soustrayons = fois la (v + 1)*™ ligne de sa (v + 2)%“™.
. . . 5 Ino
Etape n-1. Apres avoir posé a,_; := @nn (= 2-2r — —ur) .

dp =2
o— — n=-2_ """ Yn—
Jnol 1= Qg (- r+(-1) S102-an_2 a

n-1

) soustrayons . fois la n*™ ligne
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Il -2 -1 -1 -1 ..~ =1 -1 ~1 -1
0 o h r r - r r x
0 0 an  3n == == = =2 ==
- - ay [ 37 a [> 2% [> 37
3 3 :3 3
0 0 0 a3 33 afc; afa; ayag ofa;
F(n.x) =
—- n=4 _n-3 - n—=4 _n-3
0o 0 0 o0 o0 Gnez Ja-az S o=
0 0 o 0 0 0 an-2 Fn-e S
0 0 0 0 0 0 0 an_ In-1
0 0 0o 0 0 0 0 0 3,
=0102"'On_13;_1 (2.26)
ouog =(r—1)(r—-2).3=r(2-r)etpour2<k<n-—1.
Ji-
ap = (2 —2z) - 22t (2.27)
(2798
o
Je =1+ (=11 (2.28)
a1Gr-- Gy
- . o
J)n—l =cao T Yn—-1 (2'29)
Qo
hoy=[(n—=1I) = Ynos (2.30)
Si
2 —2r
Yk = Sko1 — Y- 2<k<Sn-1) ot zm=(k+1)—yw (2<k<n-2)

avec yo = 0.y; = 1.z = 1.z = 2 nous obtenons

=1 =1 =2 — (z = 1 + /1 = 21)F*! + I(k-{- 1)
ol WssrEs PR

Maintenant si

W= aaycar (1<k<n—1)
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alors en vertu de (2.27) et (2.28) nous voyons que < satisfait la relation de récurrence

-

e = (2= 29y + 27l = (-1 2<k<n-1)

avec 79 :=1 — .7 = a; = (r — 1)(xr — 2). dont la solution générale est

2-3r+(2-a)Vi -2z e &
S (1— 1 -2
” W eST I+ r)
-24(2- {1 -2 —r)*H
L3241y Qmr-vico + 2 koo

—9
/-2 -2z )
(2.32)
Maintenant en vertu de (2.26). (2.29) et (2.30) nous obtenons
I 1Yn—
Qn-y
= ‘.'n—2{((n - J") - yn—'l)an—l - n—lyn—l}
= ({n—I)=Yn=2)tn=1 — TYn-1Tn-2 *+ (—1)n+ll'"+l n—1-
(2.33)

Substituant (2.31) et (2.32) dans (2.33) et faisant appel au logiciel Mathematica. il

vient.

F(n.r) = 4\/—1___5[{(1 —r)—vVI=-2}{(n—r)V1 =2z 4+ (n+ 1) —n}

+{(l-r)+ V]I =2z} {(n-1)V1l -2z —(n+ 1)z +n}

1._.__( n+1 n+l /1—).1‘]
[

- l{("—f) = 2ep( - ey
2 2 2

=0

H

w3

(2
- ((n+1)r—n) Z ( " )(1_21.)1(1_1,)n-21-1
=0 2_]"{‘1

+ (_1)n+ll,n+l}.
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Rappelons que nous voulons démontrer que toutes les racines rq. Iy, .... L, de F(n.r)
sont positives. Mais ceci est maintenant clair puisqu’en vertu de (2.34) nous avons
F(n.—|z|) > 0. Donc si £ < ming<k<n I alors de (2.23) toutes les valeurs propres

Ax(r).k = 0.1.....n sont positives. i.e. la matrice (2.23) est définie positive.



Ut
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CHAPITRE 3

QUELQUES RESULTATS CONCERNANT LE MODULE
MAXIMUM D'UN POLYNOME

3.1 Un résultat asymptotique
3.1.1 Introduction et énoncé du résultat asymptotique

Soit P € P,. Dans [3] la méthode de convolution a été utilisée afin de trouver.

pour k = 0 et £ = 1. le plus grand nombre d,+(R). R > 1. tel que
Mp(R) + dni(R)|ax| < R"||Pl| pour tout P e P,. (3.1)
Rappelons (voir l'introduction) que si n > 2

d.o(R)= R — R*? (3.2)

, / 1 1
do1(R) =(R* - R*%) ( 1+ 2 E) .

Ici nous allons étudier le probléme pour les autres valeurs de & € IN. Plus précisément

etsin> 4

nous montrerons que d, (R} s'écrit toujours sous la forme
(R" — R"*)(1 — fi(R))

ou fr(R) > 0 ne dépend pas de n. Un probléme intéressant consiste alors a étudier
le comportement asymptotique de f;(R) lorsque R — <.

Afin de déterminer d,, +( R) nous divisons les deux cotés de (3.1) par R™ et remar-

quons que

1
E(-L[P(R)W"dn.k([z)lakl) = sup [|@=* P
|°|<‘1n.k(R)
ou A f
e (. ~ RO R+a
Q(~)—QQ(~)-— Z Rn-J‘I’ R" ~ .

=1, ¥k
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Il suffit alors de démontrer que @, € B, si |a| < d,x(R) ou. de facon équivalente.
nous pouvons démontrer que Q, appartient a BY si la| < di(R).
Par le Lemme A, ['inégalité ||Q, = P|| < ||P|| est satisfaite pour tout P € P, et

la| < d,ix(R) si et seulement si la matrice
MR RV RMUR* +a R R*.R.1) (3.3)

est semi-définie positive pour {a| < d,x(R). Maintenant par le Lemme B. d, «(R)
peut étre vu comme étant le plus grand nombre &, (R) tel que tous les mineurs
principaux de (3.3) soient positifs pour tout a dans [z| < £,4(R). Les mineurs
principaux d’ordre inférieur a n — & ne dépendent pas de a et sont tous positifs en
vertu de (0.10). Ainsi ce sont les mineurs principaux de (3.3) d'ordre > n — k + 1
que nous devons étudier de plus prés. Cependant. tout comme pour la constante
cre(n) (3 £ k < n). la détermination de la valeur exacte de £, 4(R). i.e. d,x(R). est
difficile et nous étudierons son comportement asymptotique. Pour étre plus précis

nous démontrons le

THEOREME 3.1 [{]. Soit d,«(R) la constante apparaissant dans (3.1). Sin >
2k + 2 alors
doi{R) = (R" — R*)(1 - fi(R)). R>1.

ou0 < fi(R) <1 est indépendant de n. De plus

) _ 5 s .
lim_Rf(R) _cos(k+_2). k> 0.

3.1.2 Résultats auxilliaires

Pour la démonstration du théoreme ci-dessus nous aurons besoin de quelques ré-

sultats auxilliaires qui sont présentés dans cette section.



LEMME 3.1. S5i0<j <k <n. alors

%) (a€Q) (3.4)

dﬂ.k.J(R:a) = Rn—"-‘.ldn—l.k—l.J—l[R: R

ou

dug,(R:a) = D(R".R"™'. ... RMUR* + a R RY).

La preuve du lemme ci-dessus est immédiate. Appliquant (3.1) de maniére récursive

nous obtenons le

COROLLAIRE 3.1. Si0<j < k< n dlors

a

dugy(Ria) = RITHG,_ o(R: R

).

Comme autre conséquence du lemme 3.1 mentionnons le

COROLLAIRE 3.2. Sin > k alors
doi(R) < R*—R": R>1. (3.3)
Démonstration. 1l suit du lemme 3.1 que
dnk(R) < Rdp_y 4-1(R) pour 1<k<n. (3.6)

Appliquant (3.6) de fagon récursive. puis utilisant (3.2). nous obtenons (3.3) si n >

k+2. Les cas n = k+1 et n = k sont évidents puisque dy o(R) = R—1 et dog(R) = 0.

Notre prochain lemme est crucial pour l’étude du comportement asymptotique

de d, «(R). Sa preuve est analogue a celle du lemme 2.3.

LEMME 3.2. Sotent 0 < j <k <n.R>1. Les racines A de | 'équation

( doi,(R:A) =0



ot
[J1}

sont reéelles.
3.1.3. Démonstration du résultat asymptotique

Rappelons qu’afin d'étudier le comportement asymptotique de d, 1( R) nous sommes
amenés a étudier le signe des mineurs principaux d’ordre > n — k + 1 de la matrice

(3.3) ou. en vertu du corollaire 3.1. celui de la matrice
M(R™. R, R R+~ R"..R.R) (3.7)

oum=n-—j.s=k—j.v=a/R. Alaide d'opérations élémentaires nous allons
réduire le déterminant de (3.7) & un déterminant qui est plus facile a manipuler et

qui nous conduira au résultat désiré. Prenons (3.7) pour s > 3 et
(1) soustrayons 1/R fois sa (i + 1)*™ ligne de sa /**™¢ pour { = 1.2.....m. Puis
(ii) pour i = 1.2.....m divisons la i**™ ligne by R% — 1.
(iii) Dauns le déterminant ainsi obtenu soustrayons 1/ R fois la ({ + 1)*™* colonne de

sa [*™ pour [ = 1.2....m.

(iv) Remarquons maintenant que pour m > 2s + 2 chacune des lignes numeéros s+ 2
a m—s—1 du déterminant résultant contient un seul élément non nul et celui-ci
est égal a R™~2. Développant ce déterminant par ces m — 2s — 2 lignes l'une
a la suite de 'autre donne

D(R™. R™'..... R R 4+ R R*.R.1)

= Rim-2(m-2s=2(p2 D™ [eu)licuvgrstas (3.8)

ou. pour 1 < pu < s.

[ Rm-2 siv=yp
—7/R(R* ~ 1) siv=p+s+1
Cuw =9 (RP+1)~/R¥R*-1) siv=p+s+2
-1/R(R* - 1) siv=p+s+3
| 0 sinon:




[ pm-2 siv=s+1
s, = 4 —v/R(R*—1) siv=12s+2
~/(R*=1) siv=2s+13
L 0 sinon:
pour s +2 < pu<2s+ 2.
’_7/3(32-1) siv=p—-s-13
(R*+1)5/R*(R*~1) siv=p—35-2
Cuw =14 —7/R(R*-1) siv=p—s—1
R™? siv=yu
| 0 sinon:

(ici. et dans ce qui suit. il n'v a pas de termes si v < 0).

4
-F/R siv=s
¥ siv=s+1

Cis+3.0 = <

R™ siv=2s+3

0 sinon.

(v) Dans (3.8) posons ~ = 3(R™ — R™~?). Ensuite

(vi) divisons la i**™¢ ligne par R™™* pour / = 1.2.....2s + 3. Puis factorisons R
des colonnes s + 1.s + 2 et 2s + 3. Ensuite nous effectuons la méme opération
mais cette fois sur les lignes s + 1.5 +2 et 2s + 3. Le déterminant ainsi obtenu
est de la forme F(|3|?) ou F est un polynéme. Pour le voir. multiplions tout
simplement les s + | premiéres colonnes par J puis divisons les s + 1 premiéres
lignes par la méme quantité. Son minimum est donc indépendent de arg(3).
De plus. remarquons qu'il est indépendent de n. Maintenant. si nous divisons

la derniere ligne par R? — 1 alors
D(R™.R™'..... R R+~ R R%.R.1)

— Rma_m—4:—2(R2 _ 1)m+l'[c:‘_u]|l$#-"s2s+3 (39)



ou. posant r := |J|,

R?
-1
C,l.u =<{ R2+1
-R
| 0
pour2 < pu<s—~1.
(2
-R
Cuw =4 R*+1
-R
| 0
(@
-R
c,, =94 R*+1
-1
| 0
(1
, _ -1
Cotrw = |
| 0
(2
Copze =9 1
| 0

(V1]
-1

siv=1

siv=3s+42
siv=s5+3
siv=s5+41

sinon:

siv=yu

stv=p+s5+1
siv=p+s+2
siv=p+s+3

sinon:

sly =3
siv=32s+1
sty =32s54+2

stv=2s5+3



pour s +3 < u<2s+1.

U
C‘.!J+2.u =

’
C2s+3.u =

—Rr? siv=p—s5—3
(RE4+1)z2* siv=p—s—2
—Rz? siv=p—s—1
R? stv=yu

0 sinon:

<

\

—Rz?
(R? + 1)x?

92
—.r"

r?

R*/(R*-1)
0

siv=s—1
siv=s
stv=s5+1
siv=2s5+2
sinon:
siv=s3s
siv=s+1
sty =2s5+3

sinon.

A cette €tape de la preuve nous pouvons affirmer que

dai(R) = (R* = R™™%) 01(:51& X R).

[]]
v 4]

(3.10)

ou X, x(R):=1 - f,x(R) est la plus petite racine positive de (3.9) et X, +(R)

est indépendant de n. Soit mingc;<x X, x(R) =: 1 — fi( R). de telle sorte qu'en

vertu du corollaire 3.2. 0 < fi(R) < 1. ol fi(R) est indépendant de n.

Nous allons maintenant étudier le comportement asymptotique de fi(R). A

cette fin prenons le déterminant dans (3.9) et

(vil) soustrayons sa ™€ ligne de sa (s+ ¢ +2)"*™ ligne pour i = 1.2.....s. Ensuite.

pour ces mémes valeurs de ¢ divisons la (s + { + 2)'**™¢ ligne par R.

(viil) Soustrayons la nouvelle (s + 1)*™¢ colonne de la nouvelle (2s + 3)*¥™¢ colonne.

Puis nous divisons la i*™ ligne par R? pour { = 1.2.....s. Dans le déterminant



ainsi obtenu multiplions la (2s + 3)**™¢ colonne par R. Ainsi

D(R™. R™ ' .. .R*t R+~ R"'....,R%.R.I)
= R™m R - )™ [ liguwganss. (3.11)
ou )
1 siv=1
~-1/R? siv=s+2
¢, ={ (R2+1)/R* siv=s+3
-1/R siv=s+41
\ 0 sinon:
pour2 < pu<s
( 1 siv =y
-1/R sitv=p+s+1
c.,=9{ (R*+1)/R siv=p+s+2
—1/R siv=p+s5+3
0 sinon:

(1 siv=s+1

Cortw =94 —! str=2s4+2
{ 0 sinon:
r -r? siv=1
c:+2_y=4 1 siv=s5+2
{ 0 sinon:
.
Y siv=1
—r* siv=2
" ) I/R siv=s+2
c =
T “1/R siv=s+3
1 siv=s++4
0 sinon.
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on Y:=R(r?—1)+r?/R. Pour s ++ < pu <2s + 1.

( 9

—r° siv=p-—s-13
Y str=pu—s-—2
~r? siv=p-s-1
C::_,,=< l siv=p-—1
~-1/R siv=y
l stv=p+1
| 0 sinon:
[ 2 stv=s—1
} siv=s
—r*/R siv=s+1
c:_:,+2_,,:J l siv=2s+1
—1/R siv=2+2
41 siv=2+3
L 0 sinon
([ —r? siv=s
o ) r’ siv=s+1
i Rl—1)+R/(R*—1) siv=12s+3
| 0 sinon.

(ix) Dans (3.11) posons r = 1 — (¢/R). En vertu du lemme 3.2 les racines du

polvnome (3.11) sont réelles. Par le théoreme de Hurwitz.

Jdim Rf,k(R) =t d,.
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ou d, 4 est la racine positive. la plus proche de 1. du polynome limite

4 4+ zéros 3 2¢r04
P - — ”~ - ~
1 9 ¢ Q Q Q o] 1 8] Q a a Qo
0 1 Q Q G D] 0 Q 1 4] Q 0 e
a 0 L] 1 [} 0 0 ¢ Q o] ] Q
o o] 0 Q 1 0 a 1] ] o o] Q
] 4] a i} a 1 aQ 1] Q o] [} -1 Q (3.12)
-1 9 1] Q o] Q 1 0 Q@ 2] Q Q0 a
=2 -1 9 9 "] ] Q Q 1 (1] Q o ]
-1 -2 -1 ] 0 o] u] 1 14 1 0 ] Q
9 -1 -2c 0 0 [ 0 0 1 0 [1] 0 0
0 0 1} -2c -1 a s} ] 0 Q o] 1 [+}
1} Q¢ -1 -2c 1] ] 0 Q 0 1 [t} 2
9 a 0 -1 L Q ] Q [o] aQ 2 2¢

que nous notons G(c) {en précisant que le nombre de zéros apres le premier
élément de la premiére colonne est égal a s). Ce polyndme est égal a 2c si
s=0.a4c—1)sis=1etas(c - 2)sis=2. Notre objectif maintenant
est de calculer la valeur de d;.. A cette fin nous simplifions le déterminant

apparaissant dans (3.12) en

(x) lui soustrayant sa (s +{+2)“™ colonne de sa ™. pour { = 1.2....,s. Nous re-
marquons maintenant que les lignes numeéros | a s du déterminant ainsi obtenu
ont exactement un seul élément non-nul. celui-ci étant égal a 1. Nous dévelop-
pons le déterminant par ces lignes 1'une apres 'autre et dans le déterminant

d’ordre s + 3 résultant nous

(xi) soustrayons sa (s + 1)*™¢ colonne de sa s*™°. Finalement. développant le
d- - o l. . ' .) ‘éme l
éterminant par sa premiere ligne et ensuite par sa (s + 2) colonne nous

obtenons

G(c) =252% . D(c. 1. 0.....0 ). (3.13)
N e

k—j—1 zéros

Mais le déterminant apparaissant dans (3.13) n’est rien d’autre que (1.6) ou 4, = !

v

et r =k —j+ 1 En vertu de (1.7) G(c) = 0 si et seulement si ¢ = 2cos(k_1—+2),



by

k—)+2

0<v<hk-—j+2. Alnsi d,; = 2cos( ). Donc

. o T
i, RAAP) = gy =200 (5

ce qui complete la preuve du théoreme 3.1.

3.1.4. Quelques remarques

Dans cette section nous présentons des résultats supplémentaires qui sont des

conséquences de la preuve du théoreme 3.1.

Puisque la quantité mingg;<i X, x( R). apparaissant dans (3.10). est indépendante

de n, nous obtenons

dot1k(R) = Rdoi(R). n>2k+2.
Ce résultat en conjonction avec (3.6) donne

dok(R) S dpx-1(R). n >2k+2

['ne autre constatation intéressante est celle qui fait un lien entre d, ((R) et la

constante ¢ apparaissant dans '’énoncé du théoreme 2.2: écrivons (3.1) sous la forme

Mp(R) — Mp(l) dni(R) R -1
+ —= < Pll. R> 1
1 a1 |l < T lIPll
Nous allons montrer que limgp__, d';i“_(f) =: vy existe. au moins pour n > 2k + 2.

Ainsi, pourvu que .\1,',(1) existe nous obtiendrons
Mp(1) + wila| < n||P]|. (3.14)
Il suit de (3.10) que pour n > 2k + 2,

o= 2 R 1 < =) 1 1 "
vy -Rlinl(orsrljlgk.\J.k(R)) -Orsnjlgk(ginl.’i}.a(ﬁ))
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silimp_ X, +(R) existe pour 0 < j < k. Mais si nous multiplions la derniere colonne
de (3.9) par R? — 1. ensuite faisons tendre R vers 1. puis développons le déterminant
ainsi obtenu par sa derniere ligne nous voyons que limp_; X, x(R) =: u"ij) est la

plus petite racine positive de 'équation

D(1.0.0.....0. —z.2r. —r. 0.0.....0 ) =0.
[ — e, e

k—) ZEros k—;—2 ZEros
. . 1 ) P L - ‘ ..
Mais mingc;<k u'LJ) = L/’,(c) (voir (2.13)) et nous déduisons que ¢} = c;. Ainsl.

appliquant (3.14) au polynéme P(pz). p > 0. nous obtenons le résultat suivant.
Soient P € P,.n > 2k +2. et p > 0: si Mp(p) existe alors
pMp(p) + cilak|p® < nMp(p).

ot ci est la constante définie dans le théoréme 2.2.

3.2. Inégalités avec contraintes sur le polynéme
3.2.1. Préliminaires et énoncés des résultats

Afin de présenter notre résultat concernant les polynomes de degré 3 nous devons
introduire certaines notations et faire quelques observations. Soit g(R) :=4 — 3R +
SR? —8R3—1R5. Alors

, 3
g(R)=(=3+16R)—24R° —20R* <0 pour 0 < R< T
Ecrivant ¢’( R) sous la forme
25 _, 21
§(R)=-3(1-5R+ =) + R~ S R' - 20R'
nous vovons que

g(R) = -3 (1 - gR)2 +R(1 - 2%3—2033)

9
R(l - :J}R—-ZORC‘)

IN

3
< 0 pour IE<R<3<:.
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Ainsi ¢'(R) < 0 pour 0 € R < . i.e. g(R) décroit lorsque R croit sur [0.2c).
Puisque

g(0)=4>0. ¢(l)=-3<0
nous déduisons que g a un et un seul zéro positif R,. Un calcul numérique montre
qu’il est égal a 0.379614379.

De plus. soit A(R) :== 1+ R — R* + 2R3 — 6R*. Puisque h"(R) = —=2(1 —6R +
36R%) = =2 {% + (% - 63)2} est négatif. h a soit deux zéros réels soit aucun zéro
réel. Mais

h(—1) < 0. A(0)>0. A(l)<O
et donc k a un zéro dans (—1.0) et un zéro dans (0.1). Notons R. (= 0.767591879)

I'unique zéro positif de A.

. 2-R+./(2-R)(24+3R+3R3 .
Pour chaque R € (0.1]. soit A\(R) := +\/(2“+;f,{;;3 *3”)  Nous constatons que

AR) 2 R si et seulement si
1-3R+3R*-3R*~1R* > 0.
i.e. sl et seulement si
0<R<R,.

Ainsi

R si0< R< R
A(R) := min{R.MR)} = 3t =
MR) siRi<R<1.

En outre. nous pouvons facilement voir que

. 1 sid< R<A.
AdR) :=min{l.\MR)} = (3.15)
MR) siR.<R<1.

De plus. pour R € (0.1}. soit

( 1+ (1 ~4a®)r? + 2ar3
r.aj .= .
Hra) = T T 1a) R + afe

OSrSI).

N o—
.

(OSaS

et

r+R~ R1Z-r?R:(r2+RI+rR+r2RZ) .
+ho /R )rZR(; ibdlianstia si0 <r <A(R)
cp(r) = -

& |

sir=0.



Remarquons que cgr(r) < % pour 0 < r < A.(R).

Pour 0 < r.R <! soit

L+ 1473
o(R:r) := - .
B = e T
Alors 82| = oy (2 — 3R — R%) a un zéro positif Ry ~ 0.396071637.

LEMME 3.3. Si R < R <l alors pour R<r < I:

; {l+r2 1+r3} 1+ r?
min

I+RE T+ R 1+R

Preuve. Si Ry < R < 1. alors o(R: =) = +oc, o(R:0) < 0. o(R:1) <
0. o(R:R) =0. 3_0[,-:}2 <0 et o(R:+oc) = —oc. Donc o(R:7) <0 pour r € (R.1].

ar
Si R = Rg, alors o(R:—x) = +. o(R:0) < 0. o(R:1) < 0. o(R:R) =
0. 3_‘: =R = 0. %‘ or < 0 et o(R:+oc) = —o<. Donc. nous avons de nouveau

o(R;r) < 0 pour r € (R.1].

Notre résultat peut maintenant s'énoncer comme suit:

THEOREME 3.2. Soit P(z) := ag + a2:* + a3:® différent de zéro dans |z| < 1 et
R un nombre donn€ dans (0.1). Si0 < R < R. alors

Mp(r) u(r.cg(r)) pour 0<r<R _
2 X 5 (3.16)
Mp(R) min {ll:—‘;; 11:};3} pour R<r<I.

St R, =0.767591879... < R < R, = 0.879614879... alors (R < A(R)) et

Mp(R) = | 132 si R<r<1

Mp(r) { p(r.cp(r)) st 0Sr<R (3.17)
1+R?
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SiR, < R<1 alors (\(R) < R) et

p(r.cr(r)) st 0<r < AR)

Mp(r) 2 ‘ i
Mp(R) 29 ik si MR)<r<R (3.18)

Licd si R<r<l.

Ces estimations sont toutes les meilleures possibles.

Le théoreme 3.2 est I'analogue du théoreme C pour des polynomes de degré 3 tels
que A = 0. Nous aurions aimer considérer d autres valeurs admissibles de ) := =
mals nous n'avons pas vu la possibilité d’obtenir des résultats précis.

REMARQUE. Soit Ry (= 0.396071637) ['unique racine positive de l'équation

2 - 3R — R® = 0. Faisant référence a (3.16) nous vovons que pour chaque r dans

(R.1).
1+ L+ 1+r2
_ - < R<R..
mzn{l+R? 1+R3} T o Re<RLR

Comme cas particulier du théoréme 3.2 nous avons le

COROLLAIRE 3.3. Soit P{z) := ay + a,=* + ay=° différent de z€ro dans |z} < 1.

1+{1-4a?)r?4+2ar’
2(1=a)(1+2a) * Alors

De plus. pour0<r<letl0<a<

o l-

.soett yy(r.a) =

Mp(r) S { pi(r.e(r)) pour 0<r< 1%3[1__:1

Mp(1) Lc? pour L‘““S/—ﬁﬁr< l.

1+v/13

Preuve. Voir (3.18) et remarquer que A(1) = &

COROLLAIRE 3.4. Si P(z) := ag + a32* + a33° est different de zéro dans |z] < 1

alors
2

2
Mp(R) < (1 + RT> |ag] pour 0 < R < 1.



Preuve. Remarquons que ag(0) = % et donc

nr(r.ag(0)) =

.:.l% —_—

L+ (1=
1

1+ 2+ &
L

JFE

Nous démontrons aussi ['analogue L? du corollaire 3.4.:

THEOREME 3.3. Si P(z):= ap + a2:® + a3=> est différent de =z€ro dans |z| < 1.

alors

-t

(5= [ |PRee 2d9>1/2< Lt Bllaof st A= (3.19)
%/.,I (Re”) ] VIt Rl si R2 1. .

Pour chaque R la borne est atteinte.
3.2.2. Un lemme
Pour la preuve du théoreme 3.2 nous avons besoin du lemme suivant.

LEMME 3.4. Soit P,(z) := (1 + (a + ib)z)(1 + (a — ib)z)(l —2az)ou 0 <a <
b=V1—a® Alors pour0 < p < | et pour tout 9 réel.

1D |

|P(pe)| < |Pa(—p)| = 1 + (1 = 4a?)p* + 2ap’.

Preuve. Nous avons

Palpe®)F = |(1+ape®)? + 8202 3(1 — dapcosh + 4a?p?)

= |1 + 2ape? + p*e*?|*((1 — tapcosh + 1a’p?)



63

= |1 + 2apcosb + p>cos20 + i(2apsinb + p*sin28)|(1 — tapcosh + 1a*p?)
= (1 +4a’p® + p* + dapcesh + 2pcos26 + tap®cosh) -
(1 — tapcost + +a’p?)
= {1 —2p° +1a’p* + p* + (1ap + 4ap®)cosh + 4p*cos?0} -
(1 — tapcosh + 4a’p*)
- I*2p2+4a2p2+p4+4a2p2—8a2p4+1604p4+4a2p6
+(8ap® — Lap® + 4ap® + 16a3p®)cosh
+(~16a*p* + 4p*)cos*8 — 16ap°cos®8
= 1—=2(1 —4a*)p® + (1 — 8 + 16a*)p* + ia*p®
+4ap>(3 — p® + 1a*p*)cosh + 4(1 — 1a®)p*cos’d — 16ap3cos®6.
Donc. |P,(pe'®)| < |P,(—p)| si et seulement si
1a2p%(3 = p* + 4a®p*)(1 + cosb) — 4(1 — 1a*)p*(1 — cos®8) ~ 16ap>(1 + cos6) < 0.
i.e. si et seulement si
tap®(3 — p* + 4ap?) — 4(1 — 1a?)p*(1 — cosf) — 16ap>(l — cosh + cos?8) < 0.
Posons cosf = ¢t et définissons
A(t) := dap*(3—p* +4a’p?) —1p> +16a°p* — 16ap® + (4p* — 16a’p* + 16ap’)t — 16ap°t>.
—4d2+4ap 1~4a2

Maintenant A'(t) =0 &t = [T qui est inadmissible si p < 52*. Donc pour

p < [—';li nous devons vérifier le signe seulement en ¢ = I:

ALY = 1ap’(3 - p? + 1d?p?) — 16ap®
= tap’{-1 - (1 - 4d*)p’}
< 0.

. —dq? . . —4a?
Si p > =2 alors le maximum de A(t) est atteint en ¢ = Lodedies o

A (1_‘4;‘_&) = dap’(3 — p? + da?p?) — 4p* + 16a’p* - 16ap®
ap



69

p(l —4a? + 4ap)®  p(l — 4a* + 4ap)?®
2a {a
= —4p*{(1 = 4a®)(1 + ap®) + ap} + ﬁ-(l — 4a” + 1ap)?

= J‘ﬂa{—[sap((l — 1a%)(1 + ap®) + ap) + (1 — 4a? + 4ap)?}
= fa{—lsap(l — 4a?) — 16a*(1 — 4a®)p* + (1 — 4a?)?

+8ap(l - 4a?)}

I — 4a? ) )
= (—-Eﬂ{—&zp — 16a’p* + (1 - 4a*)}
<0

puisque p > 1‘;—’;”3-

3.2.3. Démonstrations des théorémes

Démonstration du théoréme 3.2. Sans perdre la généralité nous pouvons supposer

P(0) = 1. Nous devons minimiser

Mp(r)

< 1. <
VIr(R) 0<R<I1 0<rcl)

lorsque P varie dans la classe F3 des polynomes de la forme

3 3
H(l-%—(,,:). (.| €1 pour 1 <v <3 Z(,',,zo

v=l1 v=l

Etape I Soit P € F3. Si a € [0.2x) est tel que Mp(R) = |P(Re')| alors pour

0<r<l. 4
."[p(r') _ .‘[P(Y') > IP(T'ela)l

Mp(R) ~ |P(Rew)| = IP(Rew)I:

. ta .
donc nous chercherons la borne précise pour HF,L{%;Q—))“ lorsque P varie dans la classe
F3 et nous espérons que pour n'importe quel r € [0.1) donné le polynéme extréme

atteigne son module maximum sur |z| = r au point re*e.
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Etape II. Soit P(z):=[I2_,(1 +(,=) appartenant 2 F5. Sir € [0.1).6 € [-7.7)

sont donnés et [(,| < L.|¢k| < 1. 1 £ j <3 alors. pour é positif et petit.

(1 + (¢, — wyre®) (1 + (G + w)re?)
P = (G~ w)ReP) (1 + (G + w) Re¥)
est une fonction holomorphe de w dans |w| < § et elle est différente de zéro dans
ce disque. Donc son module minimum dans |w| < é ne peut pas étre atteint en
w = 0. Ceci signifie que si P, est obtenu de P en changeant (, en (, ~ w et (;

en (; + w alors pour tout § > 0 petit nous pouvons trouver w de module & tel que

16 . [ . . . 18 .
%%a))‘ sera plus petit que ’%}) . Ainsi. en recherchant 'infimum de %2_‘7)7 .ou

0<R<1.0<r<l. 8¢€[—x.7)sont donnés et P varie dans la classe F3, nous
pouvons supposer qu a l'exception de possiblement un zéro simple dans |z| > 1 le
polynéme P a tous ses zéros sur |=| = L. Il s’en suit que nous n’avons qu'a considérer
les deux cas suivants:

Cas (i) |G = |Gl =[Gl =1

Cas (ii). |G| = || = 1.]Gf < L.

Etape Ill. Cas (i). En vertu de la condition (;+ (2 +(3 = 0 le polynéme f doit étre

- ’ 3 . - - .6
de la forme 1 + =3¢3*. + € [0.2%/3). [l n’est pas nécéssaire d estimer ,f((;:,a)]

pour
tout § € [—x.x): il suttit de considérer § = —~ puisque P(pe~"") = | + p° = Mp(p).
. Mp(r) _ 1472
Donc dans ce cas nous avons oR = 1+
Cas (ii). De nouveau. en vertu de la condition {; + (; + (3 = 0. le polynéme P

doit etre de la forme
(1 + (a+ib)ze™ )1 + (a — ib)ze™)(1 — 2aze™) (3.20)

oul<acg 1; b=\1—a’. 0 <~ < 2x. Par le lemme 3.4. Mp(p) = |P(—pe‘?)|
pour 0 < p < 1. Donc

1 + (1 —4a®)r* + 2ar3

= = r. .
[T — 1R roae -~ MRlna)

Mp(r) | P(-re?)
Mp(R) | P(—Re®)
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Maintenant nous allons minimiser la quantité up(r.a) par rapport a a. La dérivée
partielle de pp(r.a) par rapport a a. qui est égale a

0 (r.a) = —(R ) 8r23202_8(r+R)“+2(r2+rR+Ri’+,.‘2RZ)
aa#R .a) = r {1+(1—402)R2+2aR3}2 .

s annule si et seulement si
1r?R%® —4(r+ Rla+ R*+rR+ (1 + RY)r* =0,

i.e. si et seulement si

(r+ Ry £ \/(r + R)?? = PR*{R* + rR + (1 + R*)r?}

a =
2r2R?

(3.21)

Maintenant remarquons que

r+ R+\/(r+ R —r2RY{R? + rR + (1 + R?)r?}

2r2R?

>

N —

et donc le signe positif dans (3.21) est inadmissible. En outre,

+ R - R)? —r*R*{R*+ rR+ (1 + R?*)r?
en(r) im LRV R 2 PRAR R4 (L4 RV
R 2R

1
5)
sl et seulement si
(r+ R —r*R{R*+rR+(1l+ R} >2(r+R- r*R%)?,
r+RP=rRYR+rR+(1+ R} > (r+ R + MR =20 R*(r + R),
Ar+R)>2r’R2+ R2+rR+r2.
2R— R*+ (2—- R)r — (1 4+2R*)r* > 0.

l.e. si et seulement si

2— R+./(2= R)* + 42 - R)R(1 + 2R?)
r< T3 =: \(R).
Si0 < R < R.. alors par (3.13). MR) > 1. Alors cr(r) < % pour 0 < r <1

et puisque %pg(r.a) a seulement un zéro (simple) au point a = cg(r) la fonction



-1
(8]

tr(r.a) a soit un minimum en cg(r) soit un maximum en cg(r). Afin de voir si c’est
un minimum ou un maximum nous pouvons vérifier le signe de la dérivee en a = 0.
Celle-ci est négative si r < R et positive si r > R. Cela signifie que i;qq(r a) <0
sur [0.ca(r)) sir < Ret Zup(r.a) > 0 sur [0.cr(r)) si r > R. Donc pg(r.a) a un

minimum en cg(r)sir < R et un maximum en cr(r) si r > K. Danslecasr > R

nous avons minyug(r.a) = min {ﬂg(f’.O).ﬂR(f’. %)} = min {ll-:;; . 1‘:;; } Donc (3.16)

est vrale.

Maintenant. soit R. < R < R,. Dans cecas R < A(R). Si0 < r < \(R)
alors cp(r) < ! et pg(r.a) a ou bien un minimum ou un maximum en a = cp(r).

Remarquons que

<0 sir<R

7]
=—pR(r.a) )
da e=0 | >0 si R<r < AR).

Cela signifie que si r < R alors pg(r.a) décroit lorsque a croit de 0 a cp(r): de plus.

si R <r < A(R) alors ppg(r.a) croit lorsque a croit de 0 a cg(r). Ainsi

> u(r.cp(r)) sir<R

#alr-a) > min {/‘R(T.O).#R(r' %)} siR<r<AMR).

En se référant au lemme 3.3. min {pR(r 0). pup(r.: )} = l‘%’;— si R<r < AR).
Si A(R) < r < 1 alors cp(r) > % et Zpup(r.a) ne change pas de signe pour
€ [0. %] Puisque %pn(r.a) est positive en a = 0. la fonction ug(r.a) doit étre

croissante pour a € [0. %] et donc pg(r.a) 2 pg(r.0) = 1‘:‘;2 si R<r<1.

Finalement. soit R, < R < 1. Alors A(R) < R. Si 0 <r < MR) alors cp(r) < 3
et upr(r.a) a soit un minimum soit un maximum en cg(r). La dérivée de ug(r.a)
étant négative en a = 0. la fonction pg(r.a) doit avoir un minimum en cg(r), t.e
pr(r.a) 2 pp(r.cp(r)) si0 < r < A(R).

Si M(R) < r < R alors cg(r) > % et %pn(r.a) ne change pas de signe pour

a € |0, %] Puisque %;zn(r.a) est négatif pour ¢ = 0. la fonction up(r.a) décroit



lorsque a croit de 0 & 3. Donc u(r.a) > pg(r. 3) = 11:,':3 siA(R)<r< R

Si R <r <l alors cp(r) > ; et Z ptp(r.a) ne change pas de signe pour a € [0. }].

- A=
W A ——
)

Mais pour @ = 0 le signe de %pn(r. a) est positif et donc gpg(r.a) croit pour a € [0.

l.e. son minimum est atteint en a = 0. ce qui signifie que pg(r.a) > pg(r.0) = ::R,

dans ce cas.

Passons a la

Démonstration du théoréme 3.3. Choisissons A > let + € [0.2x) tel que P(\e'2)

ait un zéro en = = | et ses deux autres zéros se trouvent dans |z| > 1. Ecrivons
1 . . 2
a—P(/\e”:) =(1=2)1 =G 1 =G2)=1 + baz” + bz (3.22)
0

ou |(3] £ 1.]¢3} € 1. Remarquons que (; + (3 = —1. Donc nous pouvons supposer

que
(Go=—a+ib. (3=-1+a-ib.

ou a € [0.3]. Puisque [(3] < I nous avons

—
(W]
(V]
w2

~—

b’ < 2a —d°.
De (3.22) il s’en suit que
by =G+ G+GE=-1+0G b=-0GG
Alnsi.

b2 + [63* = {1 = GGal? + 126G

= |l =(—~a+ib)(—l+a—ib))] +{(—a+ib)(=1+a—ib)?

= |1 —{a(l —a)+ 6 +ib(2a — 1)}]* +]a(l — a) + b* + ib(2a — 1)[?
= | +a*l —a)*+ b =2l —a)+ 2%l —a) — 26> + b6*(2a - 1)*

+a*(1 = a)? +b* + 25%a(1 — a) + b(2a — 1)?



= 1+42{a*=2¢>+a* + 636 + 2" — 2a + 1)} —2a(l — a) — 26°

< 14+2d* =2a(l —a) par (3.23)
= 1—2q(l - 2a)
< L

Puisque by} = /\2:%%. |bs]| = A3% nous voyons que

2

lasi* + las|® < (162 + [bs[*)]ao|? < [aof*.

Maintenant nous remarquons que

([aglz'f‘lagl!)m si0 < RS 1

|az* R* + |aa[*R® < . .
(lasf* + las]>)R® sil < R< x

et donc

lao]* (1 + RY) si0O<R<1

jaol® + |aa|* R + |as[*R® < ) X
lao(1 + R®) sil<R< x.

Ceci est équivalent a (3.19).



CONCLUSION

Nous espérons que les problemes résolus dans cette these indiquent clairement
la portée ainsi que les limites des méthodes utilisées. Par exemple. nous pouvons
appliquer la méthode de convolution a d'autres problemes ou intervient la norme
“sup” mais il n’est pas toujours facile de vérifier que la matrice M (by.b;.....5,) qui
en résulte soit semi-définie positive. A titre d’exemple. supposons que nous voulions

déterminer le plus grand nombre positif c,o(r) tel que pour tout P € P,.
PN + cuo(n)la) S n(n—1)---(n—v+ D[|P]|. » 23,

Nous pouvons facilement écrire le polynome @, tel que

1
nn—-1)---(n—v+1

)HP“”II +cuolaol = sup  {|@ = P

lal<c2.0(n)

mais de trouver les valeurs de o telles que Q € B?. i.e. de trouver les valeurs de a

pour lesquelles la matrice
M(nn=1)---(n—=v+1l)(n=1}(n=2)---(n—-v).---.0.a)
soit semi-définie positive n'est pas aisé.

En travaillant sur les problemes étudiés ici. d’autres problemes sont apparus na-

turellement. Nous aimerions en menttonner quelques uns.

Le théoreme 2.2 peut étre utilisé afin de calculer rapidement des valeurs numeériques

de la constante c;. Cette constante est la plus petite racine positive de

D(2.0.0.....0.zr. -2r.r. 0.0.....0 ) =0
N —’ S —r’
k-, Z€ros k—j-2 ZETOS

pour j = 0. i.e. qu'il est suffisant de calculer la racine d un seul polynome (et non
de k + 1). Par exemple. ¢, = 0.6320... est la plus petite racine positive du polynome

64 — 19212 + 80z — 2. De méme ¢z = 0.5731.... ¢y = 0.3466.... ¢c; = 0.3324... .



Pouvons nous prétendre que lim_.. ¢, = 1/27

En ce qui concerne le polynéme pi(r) apparaissant dans le lemme 2.4. il v a évi-
dence empirique qu'il est de la forme (—1)""".1'2&]+1 -qk(z). ol gx(z) est un polvnéme
de degré pair dont les coefficients sont tous positifs. Si nous pouvions effectivement
le vérifier alors cela impliquerait (—1)¥~!p;(z) # 0. pour tout r # 0 (et donc pour

0 < r < 2) ce qui est une étape importante dans la preuve du théoreme 2.2.

Afin de démontrer que lim,_. c;(n) existe nous avons utilisé le fait que le déter-
minant r, x ,(a.@). comme fonction de arg(a). atteint son minimum pour arg(a) =0
ou arg(a) = = (voir (2.14)). Il serait intéressant de vérifier que la valeur minimale

est en fait atteinte pour arg(a)=(k+ )+ 1)7.n > 2k — j + 3.

Au sujet de l'inégalité apparaissant dans le corollaire 2.1 nous pensons que les

inégalités plus fortes
(1) ck1(n) < cx(n)
(1) ep(n) < cp(n+1)

sont vraies. Bien sur. (i) et (ii) impliquent ci41(n) < ci(n + 1), ce qui est notre

corollaire 2.1.

Concernant le polynéme F(n.r) apparaissant dans la section 2.3. nous avons

essavé de 'exprimer de facon plus compacte. Nous croyons que

n+l IRY 23 . 1 2 . L 1on=-k+1
(=1 2n -k + DY{n* = (k- )n+ k}2
Fln.z) =2 (2n — 2k + 2) k!

k=0

",

ce qui n'est toutefois pas démontré dans cette these.

La méthode utilisée pour traiter le cas n = 3 (voir section 3.2) devient beaucoup

plus compliquée. méme pour n = 5. Notre raisonnement devra étre modifié et de



nouvelles idées seront nécessaires afin de résoudre le probleme pour des valeurs de n
impairs arbitraires.

La solution dans le cas n = 3 suggere (voir corollaire 3.3) que le polynome
extrémal dépend de r. méme lorsque R est égal a 1 et qu’il ne prenne pas une
forme simple. Nous ne pouvons méme pas faire de conjecture quant a la borne pour

Mp(r)/Mp(1) lorsque n est impair et > 3.



P~
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