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Résumé

Au début des années 80, la convergence de travaux en génie (traitement des si-
gnaux), en mathématiques {analyse harmonique) et en physique (mécanique quan-
tique) donna naissance a la théorie des ondelettes. Durant cette méme période, Gilles
Deslauriers et Serge Dubuc (avec d’autres) mirent sur pied I'interpolation itérative.
Plus tard, au début des années 90, lorsque les ondelettes atteignirent leur maturité, le
lien entre les travaux sur ’interpolation itérative et les ondelettes devint incontourna-
ble. Maintenant, de nombreux chercheurs au Québec, en Alberta, aux Etats-Unis, en
France, en Israél, en Scandinavie et a Singapore travaillent sur ’interpolation itérative
pour ses applications en informatique (graphisme) et en génie (modélisation). Pour-
tant, malgré tout, peu de chercheurs ont construit des ondelettes a partir de schémas
d’interpolation itérative. C’est ce que 'on a voulu faire.

D’une part, on a observé et démontré que des ondelettes bien connues, les on-
delettes biorthogonales de Cohen-Daubechies—Feauveau sont en fait les dérivées d’une
famille de fonctions (dites fondamentales) obtenue par I'interpolation itérative. Cette
meéme famille de fonctions fondamentales fut adaptée a l'intervalle par Mongeau au
début des années 90. Utilisant ces faits, on a adapté ces ondelettes a 'intervalle. On
peut alors traiter toutes les régions bornées sur la droite.

L’interpolation itérative se généralise trés bien dans un contexte multidimension-

nel. Il était donc naturel de vouloir en faire des ondelettes multidimensionnelles et
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pour pouvoir travailler sur des applications, il fallait, par exemple, travailler sur des
régions rectangulaires du plan. C’est ce que I'on a fait dans la derniére partie de cette

thése. A titre d’illustration, on a appliqué ces nouvelles ondelettes au traitement de

quelques images.
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Abstract

In the early 80’s, the convergence of research in engineering (signal processing),
mathematics (harmonic analysis), and physics (quantum mechanics) gave birth to
wavelet theory. At the same time, Gilles Deslauriers and Serge Dubuc (and others)
came up with iterative interpolation. It is only later, in the early 90’s, when wavelet
theory became a mature subject, that the link between iterative interpolation and
wavelets became obvious. Now, many researchers in Québec, Alberta, France, U.S.A.,
Israel, Scandinavia and, Singapore are working on iterative interpolation for its appli-
cations in Computer Science (graphics) and in engineering (modelisation). However,
few researchers have worked on building wavelets from iterative interpolation schemes.
This is what we wanted to do.

On the one hand, we have discovered and shown that some well-known wavelets,
the Cohen-Daubechies—Feauveau biorthogonal wavelets, are in fact, the derivatives of
a certain family of functions (called fundamental) obtained by the iterative interpola-
tion scheme. This same family of functions was adapted to the interval by Mongeau
in the early 90’s. Using these facts, we adapted these wavelets to the interval. We
can then handle bounded regions of the real line.

Iterative interpolation can be easily casted into a multidimensional context. It
was therefore natural to try to build multidimensional wavelets from some iterative

interpolation schemes and, in order to apply them, it was necessary to be able to
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work, for example, on rectangular regions in the plane. We have done this in the last

part of this thesis. We have included an example of an image analysis by means of

these new wavelets.
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Liste des notations

On note {z] le plus grand entier inférieur ou égal a z.

Par convention, on dit qu’un polyndéme en x du N°® degré est un polynéme de la
forme "N a,z™ ol ay peut étre nul.

On définit une B-spline du N°® degré comme le résultat de N convolutions de la

fonction indicatrice de I'intervalle [0, 1], X[0,1}, avec elle-méme. Rappelons que

lsiz€ A
xa(z) =
0 autrement

On définit la norme d’un opérateur {ou d’une matrice) A par
Al = sup {l|Az]| : ||z|| = 1} .

On voit que || 4ull < [IA] Jull

Soit f est une fonction mesurable par rapport a la mesure de Lebesgue (notée p)
sur X; on définit la p-norme [|f]|, = (Jx If[pdy)l”p pour 0 <p<oo. Sip=2,0na
un espace de Hilbert avec produit scalaire {f,g) = [y fgdu.

On utilise la normalisation suivante de la transformée de Fourier :

FN©O=F@) == [ e (@)de.

2

9
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Cette normalisation est unitaire : ” f ”2 = || fll;- La transformée de Fourier inverse est

donnée par la formule

£ 1 b iz
Fla)= o= [ e .

Dans L*(R), on dit que & et ¢ sont des fonctions biorthonormales (ou biorthogo-

nales) si

/w ‘5(3)45(1' —k)dz = (50,1: Vk € Z.

Soit deux suites de fonctions {fi}, et {gi},; on dira que les suites sont biorthonor-

males si

o0
[ fe(@)al@)de = 6 VE € Z.
-0
Dans ce contexte, on dit que la fonction f est la fonction primaire et que f est la
fonction duale. Soit ¢ et v deux fonctions (de L?(R)) satisfaisant

/w¢($)1/:'($+k)da:=0‘v’kez,

-—0Q

alors on dit que ¢ et ¥ sont orthogonales et on note ¢Lp.

Soit V un sous-espace fermé de L?; on dit que les ¢ € V forment une base de
Riesz de V si
AlAI® < K f001” < BIAN
k

pour tous les f € V avecoo > B> A > 0.



Introduction

L’objectif de cette recherche était d’utiliser 'interpolation itérative (de Lagrange)
pour construire des ondelettes bien adaptées a l'intervalle. En effet, en pratique,
que ce soit pour résoudre des équations différentielles ou pour traiter des images,
il y a toujours des bords. FEn général, les ondelettes échonent prés de ces bords :
perte des moments nuls et de l'orthogonalité. TLes chercheurs, en se basant sur un
théoréme d’Yves Meyer [17], ont rapidement compris qu’avec un schéma d’orthonor-
malisation dc Gram Schmidt, on pouvait orthonormaliscr (ou biorthonormaliser) la
restriction de ces ondelettes a 'intervalle. En pratique, pour ce faire, il faut calculer
numériquement des tableaux de coeflicients (coefficients de Gram-Schmidt). Il y a
deux désavantages évidents a cette approche : I'ntilisation de coefficients ne peu-
vant étre caleulés que numériquement manque d’élégance mathématique et pour le
programmeur, c’est un embarras.

D’un autre coté, il existait un schéma d’interpolation de Lagrange sur U'intervalle
(appclée interpolation mixtce) dont les cocfficients sont des nombres rationcels. Puisqu’on
avait. montré que les dérivées de la fonction fondamentale de Deslauriers-Dubuc don-
naient les ondelettes biorthogonales de Cohen~Daubechies-Feauveau [9], il était ten-
tant de croire que les dérivées du résultat de l'interpolation mixte donneraient des
ondelettes adaptées a l'intervalle. En fait, il a fallu généraliser I'interpolation mixte

et redémonirer certaines de ses propriétés, mais dans ’ensemble, 'opération fut un



SuCces.

Malheureusement, on ne peut généraliser ces idées an plan autrement que par le
produit cartésien. On a alors vouln savoir s'il était possible, de fagon pratique, de
construire des ondclettes avee les schémas d’interpolation multidimensionnels [7]. On
a vonln maintenir une approche simple et limpide. 1l existait, sur la droite réelle, un
schéma dit de relévement [23]. 1l avait ’élégance recherchée et la puissance nécessaire;
on s’en est donc inspiré. Rapidement, on a compris que I’on pouvait. transformer par
relcvement tous les schémas d’interpolation itérative contenus dans [7] ct [20] cn
ondclettes. Cependant, on voulait aussi pouvoir traiter les bords {(comme on Pavait
fait sur la droite) et avoir des schémas non séparables (ne résultant pas du produit
cartésien). Il se trouve que les schémas rectangulaires présentés dans [20] constituaient
alors le seul choix vraiment approprié. On a poussé ce travail sufisamment loin pour
en arriver a des applications intéressantes comme on I'illustre brievement avec du
traitement de I'image. Les ondelettes non séparables étant plutot rares, on considére
que ce dernier chapitre est intéressant et prometteur.

Cette these comporte trois parties divisées en quatre chapitres. Au premier
chapitre, on rappelle quelques résultats connus de la théorie des ondelettes et de
I’interpolation itérative. Au second chapitre, on simplifie la dérivation des ondelettes
biorthogonales de Cohen-Daubechies—Feauveau en passant par I'interpolation itérative
de Lagrange. Ce faisant, on définit les ondelettes de Cohen-Daubechies-Feauvean

b-adiques. Au troisieme chapitre, on adapte les ondelettes biorthogonales de Cohen-



Naubechies—Feauvean a 'intervalle. Fn effet, bien souvent,, en pratique, les signaux on
les fonctions sont définis non pas sur tout ’axe réel, mais sur un intervalle compact. 1l
cst donc nécessaire d’introduire de nouveaux filtres (filtres de bords). Par un nouvcau
schéma d’interpolation itérative sur ’intervalle, on arrive rapidement et simplement
a ces filtres de bords. Au quatrieme chapitre, on construit, a titre d’exemple, certains
schémas d’interpolation itérative dans le plan pour définir de nonvelles ondelettes

non séparables. On conclut ce dernier chapitre avec une application au traitement de

Pimage.



Chapitre 1

Théorie des ondelettes discretes et

de I'interpolation itérative

1.1 L’interpolation itérative

Avant d’en arriver anx ondelettes, il est utile de présenter rapidement une appli-
cation particuliere des schémas itératifs : Pinterpolation itérative. Soit V un espace

vectoriel (par exemple V = R").

Définition 1 On dira que {4k}, ci ez €5t une subdivision réguliére de V si les
ensembles croissants de points V; = {z;4},cq C V sont tels que U;V, =V, V; C Vi

ct qu’il cxiste unc transformation lincaire T telle que T'(V;) = Viqy.

1.1.1 L’interpolation itérative de Lagrange

On rappelle bricvement les schémas d'interpolation b-adique présentés dans [6]
{b > 1 est un entier). On appelle nombres b-adigues les nombres réels de la forme
k/b ol k et j sont entiers. On dira que z;4 = b~7k forme la subdivision b-adique. Si j

est le plus petit entier tel que z = k/b’ pour un entier k, on dira que z est un nombre
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b-adiquc dc profondeur j. Etant donné unc fonction y définic sur les entiers. on veut
prolonger cette fonction aux nombres b-adiques. Pour des entiers » et n, satisfaisant
0<r<b,y(n+r/b) cst définic par p(n + r/b) ou p cst le polynéome de Lagrange

du (2N — 1) maximal tcl que p(k) =y (k) Vken - N+ L,n+ NINZ=1In,,:

kelh'.vv

ou
ety -k (T = J)
ety -k (k—J)

Li(z) =

On peut itérer cette construction a tous les nombres b-adiques.

Si on fixe b et N, commencgant avec y (k) = 650, on obtient a la limite, la fonction
fondamentale Fy »n_;. On appelera cette fonction fondamentale, la fonction fonda-
mentale de Deslauriers—Dubuc. On 'appelle parfois la fonction de Deslauriers—Dubuc
ou fonction de Dubuc.

On écrira parfois £y 2n -1 = Fan—1 pour simplifier la notation, en particulier lorsque
b = 2. On peut toujours prolonger F,on.; anx nombres réels parce qu’elle est uni-
formément continue sur les nombres b-adiques qui forment un ensemble dense de R.
De plus, étant donné un entier positif k, il existe un entier Ny suffisamment grand tel
que N > Ny = Fyan—1 € CF. En d’autres mots, on accroit la régularité de Fyany
en augmentant N. On voit que ce schéma d’interpolation permet la reconstruction

exacte des polynémes du (2N —1)° degré.



I.a fonction fondamentale satisfait

Fb.2k+1 (t) = Z Fb,2k+1 (Tl/b) Fb,2k+l (bt - Tl) .

Appliquant la transformée de Fourier, on obtient

Foakr1 (€) = poakts (€) Fransr (£/0)

ol

Poaksr (§) = Y Fyopr (n/b) €™,

Ce dernier polynéme trigonométrique est un exemple de ce que l'on appelle un

polynome caractéristique.

Définition 2 On dit que p(£) est le polynéme caractéristique d’une fonction f si
f(BE) = p(bE) f(€). Dans le cas ou un schéma génére des fonctions ayant toutes
le méme polynéme caractéristique, on dit qu’il s’agit du polynéme caractéristique du

schéma.

Remarque 1 En pratique, on peut souvent remplace l'interpolation itérative de La-
grange classique par d’aulres schémas différentiables qui permettent la reconstruction
exacte des polynomes d’un certain degré. Par exemple, on peut utiliser de nombreur

schémas M-band [13].



1.1.2 L’interpolation itérative en général

Définition 3 Soit {‘Tj’k}j,kez unc subdivision régulicre du plan. On dira qu’un cn-
semble de fonctions ¢ valeurs réclles définics dans le plan {Fji}; cp cst un ensemble
dc fonctions fondamcentales associées a la subdivion {.Tj’k}j.k st pour un j donné on a

Fip(xj0) =y VR, € Z.

Notons qu’un tel ensemble suffit a définir un schéma d’interpolation sur la sub-
division en question. Fn effet, pour j fixe, si a chaque point z;; on associe une
valeur y;x, ¥j = Yrez ¥5.rFj e est une fonction interpolante. La réciproque est aunssi

vraie : un schéma. d’interpolation linéaire sur une subdivision admet des fonctions

fondamentales.

Définition 4 On dira qu’un schéma d’interpolation est un schéma d’interpolation

itérative st les fonctions fondamentales du schéma satisfont la relation

Fic(z)= Z hikeFizra{z) V3, k€ Z
leZ

ot les coefficients h; i sont véels. De plus, le schéma d’interpolation itérative est
stationnaire st hjx1 = hiy Yk, 1 € Z. Si les coefficients hj.1 ne dépendent que de la
différence k — 1, le schéma est stationnaire el homogeéne.

Pour un schéma stationnaire et homogéne, on peut ramener Loutes les fonclions
fondamentales a une seule fonciton et on dit que cette fonction définit a elle seule le

schéma d’interpolation.
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Exemple 1 Soit l'interpolation itérative dyadique de Lagrange du troisiéme degré.
Dans ce cas, on e z;; = 277k et les fonctions fondamentales F; sont toutes con-
struites a partir d’unc scule fonction (la fonction fondamentale) d’aprés la relation

Firlz) = F(2z —k) et on a comme filire

Fla)=- L2291y pioyy 4

9F (2z+1) F(2r+3)

16 16 (1.1)

Le filtre, noté (—1/16,0,9/16,1,9/16,0, —1/16) cst appclé filtrec de Lagrange du troisiéme

degré. C’est un eremple de schéma stationnaire et homogéne.

1.2 Les multirésolutions b-adiques

Unc multirésolution b-adique [5] cst unc famille de sous-cspaces fermés {Vj} ..,

décroissants,

LL.cvhcvicWww oV Ve ..,

tels que UjezV; = L? (R) et N;czV; = {0} avec f € V; & f (b)) € Vi.

Soit maintenant deux multirésolutions b-adiques {V;},, et {V} }jez et deux fone-
tions d‘échelle biorthonormales ¢ et ¢ avec 2{b—1) fonctions {yn,..., ¥p_1} et
{J)l, R @b_l} oll ¥y est biorthonormale & ¥, et orthogonale & ¥ pour [ #* k (k
ct ! étant des cntiers allant de 1 a b — 1). On appelle ¢ (resp. 5) unc fonction

d’échelle parce que {¢(- —n)}, ., (respectivement {%( - n)}nez) doit former une

base de Riesz pour V} (resp. V). Les ondelettes sont biorthonormales (u‘;k, 1;1> = i



9

et elles doivent étre orthogonales aux fonctions d’échelle <1/)k, «;> = <¢5, 1;&) =0Vk=

1,..., b— 1. Toutes ces fonctions doivent admettre des filtres, c’est-a-dire

P(E) = m(E/b)(£/b),
7 (€/b)  (€/6),

-0
o
N

I

Dr(€) = gr(E/b)P(E/b),

Pk (€) = Gu(E/b)@(E/b)

Vk =1,..., b—1. Les ensembles de fonctions {¢, (- —n)} 4 et {1/:;‘ (-— n)} <z

sont des bases de Riesz pour les espaces I'Vé‘ et Wé‘: supplémentaires de ¥, dans V_; :
Voai=W & "Vo] B u/g—l

el de l70 dans f"_l :

r‘:r
—
il
P
c‘t
S
—{
i
ol
e
o
-
-
o3
L

On appelle les fonctions {t (- — ”)}nez et {l/jk (= n)}nEZ des ondelettes (respective-

ment primaires ct duales).

Définition 5 On dit qu’une ondelette 1y a N moments nuls si

[ "4 (z)dz = 0
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pour n = 0,..., N — 1. On peut vérifier que toutes les ondelettes ont au moins un

moment nul [5].

Définition 6 L’ensemble des ondelettes primaires et duales forment une multirésolution

biorthogonale.

Exemple 2 On peut vérifier que Uon peut utiliser les B-splines du N¢ degré comme
fonctions d’échelle ot les V; correspondant sont les espaces de splines avec pour neeuds
les nombres b-adiques de profondeur j. De plus, on monlre que U'espace Vo d’une

maultirésolution duale & la multirésolution des splines est

Vo = span {F,,(N) (-—-m):n¢€ Z}

ol F,)(N) est la N¢ dérivée de la fonction fondamentale b-adique. On peut se conva-
incre de ce résultat par l'intégration par parties et en observant que la N¢ dérivée
d’une B-spline de N¢ degré est une combinaison de fonctions de Dirac sur les entiers.

Dans le cas dyadique, cela méne aur ondeleties biorthogonales de Cohen—Daubechies—

Feauveau.

1.3 La fonction de corrélation

Notons F7 , la fonction de corrélation du couple (d:, qb).

tr,(y) = /i$($)¢>($ —y)dz.
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On peut vérificr que pour des fonctions biorthonormales @ ct ¢, F: g (k) = dio pour
tout entier k. La fonction de corrélation de deux fonctions biorthonormales est donc

la fonction fondamentale d’un schéma d’interpolation.

Lemmel Si ¢, ¢ € L2, P \/2_7T¢ (€)é (€

Dans la suite, on suppose que & et ¢ sont des fonctions biorthonormales de L? (R)

3(6) = mol(E/b)B(E/b), (1.2)
i (£/b) 6 (€/D) . (1.3)

SRY
>
Il

Lemme 2 Si ¢ ct ¢ satisfont lcs identités 1.2 ct 1.3, ng) satisfait unc identité si-

milaire,
F5,(6) = p(&/b) Fy 4 (¢/b)
ou
p(€) = T (€) 7o (£) (1.4)
Preuve.

Fr(6) = VEra(0s(©)
= 5 (€/b) o (£/b) V2B (£/b) (€£/b)

= g (£/b) o (/) Fy, (€/6) ™
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Exemple 3 Soit unc fonction d’éehellc dc Daubechics ¢ = ¢ =P, (Il cziste unc
version b-adique des ondelettes de Daubechies mais on ne considére que Uoriginale ot

b=2 [12].) Le filtre de la fonction d’échelle nydP** est :

- N
ma (§) = (1—*_;—5) L(¢) (Strang-Fiz)

<

o |L(£)|? = L (£) satisfait la relation
L(¢) = P (sin?¢/2)

ol

val N—14k | |
Py (y) = Z vy,
k=0 k

puisque l'expression 1.4 donne

‘ N-1 N-1+4k%
pan—1 (€) = cos?V /2 5 sin?* £/2. (1.5)

k=0 k

On sait que la fonction de corrélation correspondante F,, 4 est une fonction fon-
damentale de Uinterpolation itcrative de Lagrange ([5, scction 6], [21], [22]); cn fait

Frone = Fan-i.

Exemple 4 Soit des fonctions d’échelle biorthonormales de Cohen-Daubechies-Feauneau

& et ¢ (i.e. @ =n¢ et @ :N,IV% [2, section 6]). On définit lentier n = (N+ ]V) /2
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(N + N cst toujours pair par définition). Les filtres sont

nmo(€) = e "/ 2cosM /2, (1.6)
1| n—1+k%

~mo () = e_{‘5/2cosﬁ§/2z sin?* £/2 (L.7)
k=0 k

ot K =1 si N est impair et kK = 0 5i N est pair. En multipliant ces équations. on

obtient
~n—1 n—1 + k
775 (€) . 5 70 (€) = (cos £/2)V N 3 Sin* £/2 = pon—y (€) -
k=0 k
On voit quc

Pen—1(§) = N5 (§) y 5 Mo (§) -

Ainsi, on a

Foni (y) = [ 338 (@) né (e —y)do (1.8)
(voir I'équation 1.5).

Exemple 5 Il est intéressant de mentionner que d’autres fonctions d’échelle que l'on
ne traite pas ici partent de la méme fonction de corrélation c’est-a-dire la fonction
fondamentale de Uinterpolation iérative de Lagrange. Les ondelettes symétriques et

compleres de Lina [16] en sont un eremple.
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Chapitre 2
Dérivées de la fonction
fondamentale de
Deslauriers—Dubuc et les
ondelettes b-adiques de

Cohen—Daubechies—Feauveau

2.1 L’interpolation dyadique des moyennes de Donoho

Domnoho {10] a construit unc famille dc multirésolutions duales a la fonction de
Haar. L’idée de hase de la construction de Donoho est ’interpolation des moyennes.

Soient {mqk},cz, on cherche & trouver une fonction f satisfaisant

k1
‘/k f(z)de = mopg
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pour k € Z. Soit N un entier pair; pour chaque k € Z, on trouve I'unique polyndéme

du N°€ degré p(z) satisfaisant
41
[ ple)de = mo,

pour | =k — N/2 ...,k + N/2. On définit cnsuitc

k+1/2
Mgk = /A P(-T)d-"«'

k+1
my2kt1 = / p(z)dz.
k+1/2

En procédant dc la sorte, on peut calculer {m; .}, ., pour j aussi grand que 'on veut.
Si mor = 5’:,0’ on déﬁnit

20
@n(x) = jljg}, :4; M kX [2-7k,2-1(k+1)] (T)

ou la limite est prise au sens de L? (R). On vérifie que ¢, est une fonction d’échelle

satisfaisant

k+1
/k wn (Z)dr = bk

telle qu’elle permet la reconstruction exacte des polynémes du n® degré.
Les ondclettes duales présentées dans [10] sont les dérivées premicres des fonctions

fondamentales de l'interpolation itérative de Lagrange (F,) (appelées aussi fonctions
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fondamentales de Deslauriers-Dubuc). En effet, il montre que

d
d—x_Fﬂ-l-l (z) =pn(z+1) — pn(x)

Il observe aussi [10, section 3.2.2] que 3,4 et ¢ ont les mémes filtres que les
fonctions d’échelle de Cohen-Daubechies-Feauveau [2, section 6] notées | s, Ls% et
1'7& En fait, on sait qu’il existe un résultat plus général. Par exemple, aprés un

changement d’échelle, on a :

~ avN
) o —— '~
NRY ™ TN NeN-1
olt \ &t est une ondelette de Cohen-Daubechies-Feauveau. On montre ce résultat

N.N

(voir théoreme 3).

2.2 Ondelettes de Cohen—Daubechies—Feauveau
b-adiques
Soit. y¢@ la B-spline du N€ degré, on a

dN N N ‘
()= (=1)'6 (= ~ 1+ [N/b)) (2.1)
=0 L’



T . . | N s .
On supposc quc N cst choisi suffisamment grand pour que Fy 5, € C". Dérivons

’équation 1.8 N fois' :

dv dN
dg AR (y) = /NNcD () ggw N (2 —y)de (2:2)
N N 5
= X ()™ 5 (y+1—[N/B)).
=0 l

Donc, on peut prendre

= N
NP, (2) = aFI(V+)N (b2~ k) (2.3)
onk=1,..., b—1 et a €R/{0} est un coeflicient de normalisation. En effet, par

I’intégration par parties, on peut voir que

/N¢3($)FJ(\,+)]V ,(bx —k)dz =0

puisquc Fy 5 (bn —k) =0 pourn € Z ct k= 1,..., b—1. Finalement, il cst

pratique de choisir

a=1/|F, ),

On pent calculer les filtres correspondants : voir les tableanx 2.1, 2.2 et 2.3 on

I'on a choisi a =1 et b =3 (voir aussi la figure 2.5).

1L’équation 1.8 demeure valide dans le cas b-adique.



En général, on peut choisir?

3 < [ N—1+% |
n® (@) =3 Fog (@—k=r—[N/2])
k=0 N -1

puisque l'intégration par parties permet de vérifier que
[ w9(@)y 56 (@ = n)dz = do,n

(en utilisant I’équation 2.1). Si on écrit D™'f(z) = [Z_ f(s)ds et n%(z) =

N T - . . rd e
L“—iLD‘A § (z), on peut obtenir les ondelettes primaires par la formule générale

w0k (2) =n9° (b — k) = 3 no (o —n) [ ny® (by — )y 5 6 (y = n) dy

n
oi k=1,..., b—1 puisque y¢°(bx —{) et Nﬁz,zk sont biorthonormaux.

. . “" , ~
Remarque 2 On peul mainlenanl voir que N Y el par conscquernl N.ﬁybk onl un

support compact. Voir la preuve de la proposition J.

2Si on exige que les fonctions N @ soient localisées alors on vérifie que cette formulation est

unique.



2.2.1 Cas dyadique

La transformée de Fourier de I’équation 2.2 est

. N N ~
(N) _ V(- [N/2)) o
Fyiioa (O = Z l (-1 e N (E).

Notons gn (£) la fonction définie par

FO (O = aw (&) 6 (6).

L’équation 2.4 donne une formule pour gy (£),

N N \ Nt .
v () = > (—1)NH gmie(=1+N/2)
=0 l J
v N
= z[[\v’/Q} Z (_1)N+1 2_‘
l=0\ l

avec z = e~*. On peut calculer que

an (€) = (-1 M2 (1 _ z—l)N
= (=N /2 (Z% _ 2_15)1\1

= (=2)N e*¢/25inN ¢/2

19



avec £ = 1 si N est impair et £ = 0 si N est pair.

Cohen, Daubechies et Feauveau ont choisis les filtres d’ondelettes suivants

v (é) = Nt (€+ m)e .

Ny (E) = nmo(E+m)e™.

On est spécialement intéressé par le filtre de 'ondelette duale,

Ny (§) = i"e™8/%e™ cosM ("c—;’z)
= (—1)V %% e/ 25inN £/2

= (=)Ao Nemitgy (¢).

Donc. on a:

VAP(E) = (—VBaN ekl (er9) | 25 (e/2)

A N/2] =N —it/: ';‘\7\ "
(—l)[ /]2 N =it /2 Fj(\,r.,.)ﬁ_] (5/2)

La transformée inverse donne une formule explicite.

Théoréme 3 Soit N suffisamment grand tel Fyy 5 | € CN, si Nﬁz;i; cst unc ondelctte
biorthogonale de Cohen-Daubechies—Ieavveau et si FL’:L , et la N dérivée de la

fonction fondamentale de !'interpolation iteérative de Lagrange du (N + N - l)e degre



alors

Wi (@) = ()M (22 - 1)

Ce résultat aide a comprendre comment la régularité et la forme des ondelettes
N4 varient selon N et N (voir les figures 2.1, 2.2, 2.3 el 2.4). Par exemple, on voil
pourquoi lorsque I'on accroit N pour N fixe, la forme de , 5% demcurc la méme pour

N grand (voir [5] p.271).

Il reste @ montrer comment on pecut écrire N.ﬁ‘z (la fonction d’échelle duale de
Cohen-Daubechies-Feauveau) comme la N¢ dérivée de la fonction fondamentale de
Deslauriers—Dubuc. Cependant, puisque 'on prend N dérivées, il est entendu qu’une

telle formule ne sera pas unique.

Proposition 4 Soit N suffisamment grand tel que Fyifio. € CN; on a
. o [ N-14k ) |
NG EDY Fyorio (@—k—r—[N/2]).
k=0 N’ -1
Preuve. Soit
v o | N-1+% ) _
fug(@) =3 FM (@ =k =k - [V/2).
k=0 N =1

Premiérement, il faut montrer que f ~ (z) € L% (R). Puisqu’il s’agit d’une fonction



Figurc 2.1: Fy(x)
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Figure 2.2:

LFy (z) =109 (2



Figure 2.3: %Fg (z) = _2-2’81;/; (%)
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continue, il suffit de montrer qu’elle admet un support compact. Pour ce faire. on

observe que

N-1+k
gn (k) =
N -1

est un polynéme du (N —1)° degré sur N en k. En effet, si N > 2, 0n a

C(N—14k) % x (k+1)

L’interpolation itérative de Lagrange du (N +N - 1)e degré préserve les polynémes
du degré correspondant et les fonctions fondamentales ont tonjours un support com-
pact. En conséquence f, 5 () doit avoir un support compact.

On peut maintenant prendre la transformée de Fourier de f NN

w [ N—1+k —

— . ~
fN.i\'l (€) = Z FHr+[N/2] FJ(V+)1V_1 (€)
=0 A;' —1
ol z = e™*. Si on substitue le deuxieme membre de la formule 2.5 pour F,(VAQN_I (£),
on a
Fu (€)= a (&) x i (€)

ou

o | N—-1+k

aff) =av(§) L g,
k=0

N -1



av(€) = ()N A1)

- z-—[N/'Z]—x (1 _ Z)N

ce qui est la série de Taylor de (1 — z)_N . Donc, pour z#1

Voo N-1+k
(1-2) XZ ' =1.
k=0 N—-1

En conséquence, o (§) = 1 pour £+£0 ce qui est suffisant pour écrire que dans L2,

Fuii (6) =y 59 (©)

Il ne reste plus qu’a prendre la transformée de Fourier inverse pour obtenir le résultat. ll

2.3 Conclusion

Bicn que ce qui précede reposc sur des idées bien comprises {voir par excmple
[15]), cette dérivation des ondclettes biorthogonales de Cohen Daubcechics Feauvcau
rend plus limpide certaines de leurs propriétés. En particulier, puisque la régularité
de 'interpolation itérative de Lagrange est connue [6], la régularité des ondelettes cor-

respondantes est antomatiquement établie. On obtient aussi un algorithme différent
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pour calculer ces fonctions. On sait [6] que I’on peut calculer les dérivées des fonctions
fondamentales exactement sur les nombres b-adiques d’une certaine profondeur en un

nombre fini d’opérations par la formule
FO (k/67) (b7 = 3T F (n/b)) F© (k — n).

Notons que 1’on peut calculer F() sur les entiers en utilisant les propriétés de I'interpolation
itérative de Lagrange [6].

Il serait intéressant d’étudier d’autres schémas d’interpolation itérative C* et de
voir quels types d’ondelettes pourraient en résulter (par exemple : les filtres AM-band
mais aussi d’antres cas on la transformée de Fourier échoue a cause du manque de
symcétric). Ces travaux sont liés au schéma dc rclevement de Sweldens [24]. Dans
le chapitre qui suit, on montre que ces idées menent a la construction d’ondelettes
sur 'intervalle sans ’utilisation d’un processus de Gram-Schmidt en faisant usage
de certains schémas d’interpolation itérative sur l'intervalle (voir [19] et [10]). Ceci
est possible puisque malgré les apparences, la transformée de Fourier n’est pas un
élément essentiel de ce travail. En utilisant la remarque 1, il suffit de choisir un
schéma d’interpolation itérative qui vit sur la subdivision choisie. Par exemple, ceci

pourrait mener a des ondelettes sur des subdivisions irrégulieres.

Remarque 3 Notons que dans le cas dyadique, on peut faire une partie de la suite

en utilisant la formule de commutation de Lemarié [15, Proposition 2]. Il est aussi



possible de généraliser directement les résultats de Lemarié.

Tableau 2.1: Quelques filtres triadiques (b =

3) (z = e)

N | N | filtres primaires (o) | filtres duale (% .x"0)
1 z z2 . S 29_v
1 3 §+3+ 3 8120 slzz +81z+ 81~
+§~2 + 23 1 _.. — ’5
- 81°% 81 81~ 1<
1 z z° _ 8 49 _ 13
1 3 st3+3 72928 + 7292 729z 729_25 72924
+ 62 + 7T -4 52 “89 oy 63
3 233 2432 243 " 729 6
: —— — 72492 1729 2_ 729 "'2 782t 5%
P> )] _ = FA £ £ —_ —_
212 lgatot3+g2+52 7z‘3+9:2+9z+ +
+_.,2 4.3
T 7 1 yi T2 - 2;‘ T 3
L - { — — — — —
214 9:2 t+5; t3 55 +3%2 2436 81z5 27:° 24323
JA0 422 57 22 70710 2
8122 81z T 97 81~ 1~
—333_1l.4_ 2,54 7 .6
243~ 27T~ 81~ 243~

Tableauw 2.2: Quelques filtres d’ondelettes primaires triadiques (b= 3)

| N | N | filtres NN
) ) 4 8 4 _14. 40 .2 S5 .3 10_4a )
e o s T e T T S A
2 —_— - _— v _— —
BE ezt~ mi—me T332 a2+ 52
R I [ S— |- ————y 300 2 117
~ iré -52 - 9?; P -3 25 T‘)gz 9 T 43~
__JE __ﬁ 7 4 _Eg - A4 . 7 __ T8
2a3% + 513 + 759% 729% 7432 729% T29%
11 T 28 7T IT 35
72955 72924 94323 729:2 729z 81 243~
Y UV PR PN (D SR s S s W S S
243~ 9« 729~ 729° 243~ 729~ 729~




Tableau 2.3: Quelgques filtres d’ondelettes duales triadiques (b = 3)

N | filtres zm,
I [1—2z
z— 22
2 11—-2z+4 22
z—2z2 4 33

Figure 2.5: Polynémes caractéristiques des fonctions d’échelles pour N = N = 2 (le

polynéme dual cst en pointillé et ’ordonnéc cst en £)

30
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Chapitre 3

Une famille d’ondelettes
biorthogonales sur I’intervalle
obtenue par un schéma

d’interpolation itérative dyadique

3.1 Interpolation itérative sur 'intervalle

3.1.1 Interpolation mixte généralisée

Il existe déja une généralisation de ’interpolation itérative de Lagrange sur ’intervalle
appelée interpolation mizte [19). On peut utiliser la dérivée de ces fonctions inter-
polantes pour obtenir les ondelettes de ’interpolation des moyennes sur Pintervalle
(voir [10] ot Donoho construit une multirésolution duale & la multirésolution de Haar).
Pour généraliser cette idée aux splines d’un degré arbitraire, il faut introduire une

nouvelle famille de schémas d’interpolation qui généralisent I'interpolation mixte.
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[ B

L’interpolation mixte se définit simplement. Soit {yo} kefon] UD ensemble fini de
valeurs a interpoler. Soit N un entier positif. On définit y, 2t = yox pour tous les
k € [0,n]. Soit k € [N,n — N —1], on trouve pi {z) lc polynéme du (2N — 1)° degré
tel que pi (1) = yoypour | = k—N+1,...,k+N. On définit alors y; 2641 = pi (k + 1/2).
On définit ensuite le polynéme py (z) comme étant le polynéme du (2N — 1)¢ degré
tel que po (!) = yoy pour [ =0,...,2N — 1 et on pose y; 2141 = po ({ + 1/2). On traite
le bord de droite de la. méme fagon. Ceci forme un schéma. d’interpolation itérative
dont les fonctions résultantes ont la méme régularité que le schéma d'interpolation
itérative de Lagrange du méme degré [19]. Dans la suite, on note y;x = y(k/27).

Soit N > 2 un entier : le cas N =1 est traité en détail dans [19]. On choisit un

autrc enticr N > N, pair si IV cst pair ct iinpair si NV cst impair. On sait quc N+N cst

pair. On définit douc A" = N',f,'ﬁ (on utilise cetle nouvelle notation pour éviter toule
confusion dans la suite). On suppose aussi que N est suffisamment grand pour que
les fonctions résultant de 'interpolation itérative de Lagrange par des polynémes du
(J—V+ N — 1)e degré ait au moins une régularité OV (exemples: pour N =1, N >3
ct pour N = 2, N> 4). Soit j un cnticr arbitrairc suffisamment grand (27 > F\T),
étant donné une fonction y définie sur les nombres dyadiques de profondeunr j sur
Pintervalle [0, 1], on trouve un prolongement de cette fonction sur tous lcs nombres
dyadiques. Il faut choisir N — 1 valeurs pour chacun des bords qui symbolisent les

valeurs des N — 1 dérivées & chacun des bords correspondants; notons ces valeurs

N- N-
{df}k=ll et {d{? }k=11 ou les lettres G et D représentent le bord de gauche (z = 0) et



celui de droite (z = 1). Lorsquen — K +1>0etn+ K <n, y(277n+2771) est
définie par p (277n + 2777!) oli p est le polynéome de Lagrange du (1'{’_ + N - 1)e degré
tel que p(277k) = y(277k) Vhk € [n — K + 1,n + K]NZ. Autrement,sin— K +1 < 0,
on utilise toujours la valeur p(2~7n + 27/-!), mais ’on définit le polynéme p comme
le polynéme du (!'T-i- N — 1)e degré tel que p(277k) = y(277k) Vk € [O, N] NZet
tel quepour k=1,..., N—1,ona ;};’%p(ﬁ) = d§. On traite le cas n + K > 27 d’une

fagon symétrique. On peut itérer cette construction.

Remarque 4 Par construction, les polynomes du (I—V + N - 1) ‘ degré sont préserves,
c’‘est-a-dire que si la fonction y choisie 4 'origine était un polynéme p du (JT—I- N — 1) ‘
. G N-1 D N-1 ‘e, \ sy s
degré (avec les valeurs {dk }k_] et {dk }k_] obtenues des dérivées a chaque extrémité),
le prolongement de y par l’algorithme correspondra exactement au polynéme de départ.
Cctte propriétc permettra de construire des ondclettes duales ayant N moments nuls

(les ondclettcs primaires auront N moments nuls).

Exemple 6 Soient N =2 et N = 4. On donne un exemple du schéma d’interpolation

décrit plus haut. Pour 1 <k <2 —2, on a

3Wik-2 _ 2Yik-1  Tyjk

Y= ok 256 128
75Y5,641 _ 255 k+2 | 3Yik+s
128 236 256

Les filtres du bord de gauche sont (les filtres du bord de droite sont obtenus par
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symétrie) :
35 . 1715 35
Yi+11 = 5552 df + 3o7a Y0 T gg¥in
35 + 7 _ 5 A
T 956992 T 192¥43 T 1024 ¥4
et
15 . 165 45
Yitr3 = —5ep27dy — Toog¥io T g7 ¥
B 59
256772 T 64 Y2 T 1gg ¥
Exemple 7 Soicnt N = 3 ¢¢ N = 5. On donnc un autre czemple du schéma

d’interpolation décrit plus haut. Pour 2 <k <2 —3, on a

5 49 245
Yrkr2kel = T ohagYik=s T goggYik-2 T g Yik-1
1225 1225 245
to0agYik T 5gag Yiktt T gpag Uikt
49 5
+

207§yj’k+3 - myj.kw-

Les filtres du bord de gauche sont (encore une fois, les filtres du bord de droite sont

obtenus par symétrie) :

7 45 7
Y1t = 95600 %"  Tessa W T 51

105 315 300013
~2028%% T To2a ¥ T J09600 ¥5°




Yi+1,3 =

_|_

el

Yj+15 =

5397 o 63
+20480d‘“ 2048 ?
27 L 189 35
T 256007° T 16384 ¥4 T 512940
95 o5 133693
2048 %72 T 102491 T 409600y3’°
3TN o o
ig=i _ —d 4
T20480 1 ¢ T T 2048 %2
3 625 625
1024 7%~ 16384 74 T 1536970
L1875 65 15883
2048 %%~ To24 ! 49150""1"’
805
d('..._‘/ d(y —J
ta006™ > 5038 ’)048

3.1.2 Régularité

35

On utilisc la linéarité du schéma d’interpolation (voir [19] pour unc preuve si-

milairc d’un résultat moins

dyadiques de profondeur j (2¢ >

général). Soit y unc fonction définic sur les nombres

N) de I'intervalle; par abus de notation, on note

aussi y son prolongement a tous les nombres dyadiques par le schéma. Soit P 'nnique

polynéme du (N + N - 1)'e degré satisfaisant

dk

P (0) = df
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pour k=1,..., N—1tel que P(277k) = y(277k) Vk ¢ [O,N] M Z. On définit g sur

les nombres dyadiques de profondeur j par
g(277k) =y (27%k) — P (277k)

pour tous les k. On peut prolonger g sur tous les nombres dyadiques en supposant
que d§ = 0 et d? = 0 Vk. Onay = P + g sur les nombres dyadiques. Notons
que par construction, pour k = 0,..., N, on a g(277k) = 0. Par induction, on
peut montrer en se contentant d’appliquer a la lettre le schéma. que ceci est, vrai pour
j' > j, cest-d-dire que pour k=0,..., N,onag (2‘j'k) = 0. En d’autres mots, au
hord de gauche (x = 0), le prolongement de g 4 tous les nombres dyadiques se fait
uniquement par les polynémes de Lagrange. Par symétrie, ceci est aussi vrai au bord

dc droite (x = 1). On a donc établi le résultat suivant.

Proposition 5 Le schéma d’interpolation mizte généralisée par polynémes du (N +N
degré admet la méme régularité globale que le schéma d’interpolation itérative de
Lagrange correspondant, c’est-a-dire qu’une fonction prolongée a tous les nombres
dyadiques par linterpolation mizte généralisée a un prolongement de régularité ('™

sur les réels si N est suffisamment grand.

On sait que pour & =0,..., N>N >2, onag (Q‘j'k) = 0. Puisque g est C
(uniformément sur les nombres dyadiques), on a %g(O) =0pourk=1,..., N-1.

On peut faire la méme chose au bord de droite (x = 1). On a donc la proposition

_1)“
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suivante.

Proposition 6 Soit y une fonction prolongée par le schéma d'interpolation mixte
T a1Vt pYN-1 .,
généralisée; les valeurs {dk }k_l et {dk }k—x sont les dérivées de y correspondantes
auz bords, c’est-a-~dire
dk

dz*Y

dk
Zﬁy(l)zdg

(0) = df

pourk=1,..., N—-1.

Remarque 5 Fn général, on ne peui écrire une fonction interpolante y comme la
restriction & Uintervalle d’une fonction interpolante de l’interpolation itérative de La-

grange. Dans ce sens dong, i s’agit d’un nouveau schéma d’interpolation.

Définition 7 Tout comme avec l'interpolation itérative de Lagrange, il est possi-
ble de définir les fonctions fondamentales de Uinterpolation mizrte généralisée. Soit j
fizé. Pourk =0,..., 27, on note F;, le prolongement sur Uintervalle de la fonction
Fip(1/2) = &g tel que df = dP =0 pourl=1,...,N=1. Pourk € {1,..., N -1},
on note F;_; le prolongement sur Uintervalle de la fonction Fj; (1/27) = 0VI € Z tel
que d = 1 (autrement dit : df = dP =0 pour!=1,..., k—1Lk+1,..., N—1
etdP =0 pourl=1,..., N—1). Pourk € {l,..., N—1}, on définit les F; 1,

d’une fagon similaire. Symboliquement done, on traite les dérivées auz bords comme
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des neuds supplémentaires. On peut montrer que ces fonctions fondamentales sont

localisées, c’est-da-dire que support I C [Q_j (k - N) ,279 (k + IV)] .

3.2 Analyse multirésolution sur 'intervalle

3.2.1 B-Splines

On se rappelera que 1’on peut définir nne B-spline du N¢ degré comme étant le
résultat de N convolutions de la fonction indicatrice de I'intervalle [0, 1], xj,1}, avec

elle-méme. On définit donc

No{z) =X *r * X[o,1) (z).

~
N convolutions

Les fonctions {y¢(2’z — k)} ;. générent une multirésolution dans L? (R).

Soit unc fonction f : R — R, on dit quc floy5: [0,1] = R cst la restriction de f
a lintervalle [0,1] si f () = fip1){x) pour tous les z € [0, 1].

On introduit la quantité « définie par £ = 1 si N est impair et £ = 0 si N est pair.
On retient les 2/ + N — 1 B-splines sur R dont le support rencontre l'intervalle [0, 1]

({nve (2z — k) i-:-l[(;/[%ﬁ]l—s) et on prend leur restriction a 'intervalle [0,1] :

Nk (2) =277 NPy (2jx - k) .
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On a alors une multirésolution dans L?[0,1]. 1l vient

1 N N
NPk = N5 > N®jt1.2k4n—-1

=0
™ n

ou par définition N n<-(N/2+1-r) = 0 €t NPj (m>2:_14[n72) = 0.

3.2.2 Fonctions d’échelle duales

Les fonctions d’échelle de Cohen—Daubechies—Feauvean formant une multirésolution
biorthogonale avec les splines [2] dans L? (R) et peuvent s’écrire

~CDF N N-1+k dN
NP () = (1) X TN F(z+k+r+[N/2)

k=0 N___l

X0 N _— 1 + l\‘,’ dN
= —F(z—k—-x—~[N/2
> o F(z =k~ [N/2])
= N -1
ou F est la fonction fondamentale de 'interpolation itérative de Lagrange avec des
polynémes du (N+ N — 1)e degré. K =1 si N est impair et K =0 si NV est pair.
On généralise cette formule a l'intervalle en utilisant les fonctions fondamentales

définies précédemment (interpolation mixte généralisée). Pour I = —[N/2] +1 —



40

Kyoowy 22—1+[N/2].0n a

_ /2 27 —1-r—[{N/2] N-1+4+% ™)
N,ﬁ‘ﬁj,l (x) = 2 Z Fj.l+k+n+[N/2] (z)

N-1
+21/2 3 dP FG) ()
m=1

v-ton-N/2} [ N—14+k

]\l
= Di/2 2—de Fj,1+k+n+[N/2](‘T)

dzN

=0 N-—1

o N=-1 .dNF. (a:)
/2 D o-N. 27 4m

+20% 37 dp, 2N

m=1

avec la convention que Y_i<; est automatiquement nulle. On remarque que l'on a

2/ + N — 1 fonctions duales, car 2[N/2] + k — 1 = N — 1. On définit les dpP, par la

formule
dm N-—-1+k
dkm

D __ ojm
dl,m - 2

N-1
[k=21 —l—x—[N/2]

C’est une conséquence directe du fait que les fonctions {Fj.}, permettent la
reconstruction exacte des polynémes du (E + N — 1)e degré, que les fonctions { N K,q;j,k}k

permettent la reconstruction exacte des polyndmes du (JT — 1)e degré.

Théoréme 7 Soit j suffisamment grand : 2/ > AN + 2N + 2. Les NN‘%J',; sont alors

biorthonormales aux nd; i, ¢’est-a-dire

/ol N¢j'k (‘z) N,Ngi.f (:I:) dz = 51:,1-
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Preuve. On supposc quc 27 > 4N + 2N + 2. Les df,, furent choisics pour quc les

NN ®ii soient symétriques, c’est-a-dire

N,ﬁ¢i=l (z) =N.N $j—(l—1z).

~ Y2 —2N-N-1

Les fonctions d’échelle du centre { N, ﬁqﬁj,;} ne sont pas affectées par les bords

I=2N+N+1
et 'on retrouve donc les ondelettes biorthogonales de Cohen-Daubechies-Feauvean.
Pour montrer la biorthonormalité, il suffit donc de considérer le bord de gauche
(x=0:1=-[N/2],..., 2N+ N +1).

Pour [ = —[N/2] +1—k,..., 2N + N + 1, rcmarquons quc

dk

EAr’ﬁaj.l(()):0p0urk=0’___’ N—1.

Ceci permet d’ignorer les termes de bords lorsque I’on intégre par parties. En effet,
lc choix des df,, implique quc les fonctions ﬁajv,’ soicnt localiséces, c’cst-a-dirc que
pour j suffisamment grand (27 > 2N + N — 1), les N.}VQZJ'J pour { = 0,..., 2N +
N -+ 1 sont identiquement nulles dans un voisinage de ¢ = 1. (La dérivée N® du
résultat d'un schéma permet la reconstruction des polynomes du (1?\7 + N — l)e degré
(ﬁ +N-12 N) et les fonctions fondamentales sont localisées, voir remarque 7).

Notons ﬁ&fPF les fonctions d’échelle de Cohen Daubechics Feauveau ct y¢SpF les



B-splines sur R. Pour simplifier la notation. on écrit !

ZCDF /2 - N—1+k Lagrange
NFOE =2 Z iktetivy2 (2) 5
par intégration par parties on a
kg = Lm N(i’ngF(x)N,ﬁ &5F (z) da
oo | N-1+4+k
= (=1)V2il? 3
0L N=-1
20 dN
CDF Lagrange
[ (2o wo52° @) P28 )

mais d%w N@EEF () n’est qu'une combinaison de masses de Dirac :

dV CDF (N+1/2); NN n J
7 NSRS (2)=2 3 (=1)" 6 (22 — k —n — [N/2)) (3.1)
=0\ n

On pcut donc remplacer les fonctions fondamentales F;_‘,?gm"g" par Fj; puisquc lcs

masses de Tirac apparaissant dans cette derniere équation ne pergoinent que les

111 s’agit d’une somme localement finie parce que F£297%"9¢ est une fonction & support compact.
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valeurs anx nombres dyadiques de profondeur 7. On a donc la formule

oo N-1+%
&y = (—D)N22%
k=0 N_l

) dN
/ (dl.N Nk (z )> F kiniinyz) (2) da

—00

1 ~
= [ Nl By (@) da

qui cst valide pour k = —[N/2] +1 — &,..., 29 — 1 4 [N/2] (tous les k). Ceci qui
termine la preuve. B
3.2.2.1 Les filtres des fonctions d’échelle duales

Pour N < [ < 2/ — N. on utilise le filtre de Cohen-Daubechies-Feauveau, par

cxcmple pour N=4ct N=2, I’équation d’échellc cst donnée par

Bil 3 ~ 3 - 1~
\/45 = ﬁ'¢j+1.2l—4 ~ 6—4¢j+1.21-3 - §¢j+1,21—z
19 ~ 45 ~
+6‘L,I¢j+1,2l-—1 + -62%41,21
19 ~ 1~
+5’Z¢j+1,21+1 - -8‘</5j+1,21+2

3~ 3 ~
~ g o123 + ﬁ¢j+1,21+4-
Sur les bords, on a N + [N/2} — 1 + & filtrcs & calculer (par symétric, il suffit de
considérer le bord de gauche (z = 0)). Pour calculer les filtres on utilise essenticlle-

ment le fait que le schéma d’interpolation est itératif. Les filtres sont localisés ou de
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longueur finie, c’est-a-dire qu’il existe un entier M indépendant de j bornant uni-
formément la largeur des filtres. La localisation provient essentiellement du fait que

le schéma d’interpolation permet la reconstruction des polynémes du (.7\7 + N — 1)e

degré (N +N -1 2> N).

FILTRES DE BORD (N =4, N =2) On suppose que 2 > 4N + 2N + 2. On

ne donne les filtres que pour le bord de gauche (@ = 0) (c’est suffisant par symétrie).

=

5 ~ 5 ~ 1 -~
= —m¢j+1.o + 25—6¢j+1,1 + l_é‘é“¢j+1,2

9 ~ 67 ~
_ﬁfﬁjﬂﬁ - 51—2¢j+1,4

S
W

ks

19 ~ 45 ~ 19 ~
+a¢j+1,s + -6—4"¢’j+1,6 + 6—4'¢j+1,7
1~ 3 -~

3 -
—gPit1s @'%’H,g + m%‘ﬂ,loa

bia2 41 - 41 5 13 ~
V2 T Tegtime  gggtina g
31 ~ 187 ~
+T2—8¢j+1’3 + %fﬁﬁm

19~ 1~ 3~
+6—4</>j+1,5 - §¢j+1,6 — a¢j+l,7

3 -
+m¢j+1,s,
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245 -

D1 241 -~
ﬁ = 1 36 ¢J+1.0 + 768 ¢J+l 1+ — 334 ¢7+1 2
1 7 93 3 ~
+%¢j+1.3 512¢3J+14 64<Pj+1.s

3 ~
+-12—8¢>j+1,6,

et

93 ~
= 128¢,.+1o+64¢;+11

V2
s 15~
¢j+l'3

_—33¢j+1,2 - "62

15 ~
128 128 Pt

3.2.3 Ondelettes duales

On a 27 ondelettes duales données par

N/2 . d/V
1)[ ”21'N+’/2d,L,NFj+1,2k+1

Nk = (
les fonctions F dépendent bien sir de Vet de NV

2La dépendance sur NV est ici implicite
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pour k =0,..., 2/—1. On peut montrer par intégration par parties que < N ,r,izj,k,N ¢j.l> =

0 et I’on remarque que

- -1 )[N/2] 21-N N N N
N NVik = —__\/5 Z (1) N NPi+1,2k4n-[N/2}41—x -
n=0 n

Proposition 8 Les ondelettes , 5i);x auront N moments nuls

1 ~
/0 N.vajvk (:II) z"dr =0

Preuve. Fixons j. Par I'orthogonalité des ondelettes, on a <N j;,sz,k,N qu';) = 0 ce qui
suffit donc pour obtenir les moments nuls parce que les B-splines {x;,}, permettent

la reconstruction des polynoémes du (N — 1)° degré.

3.2.4 Ondelettes primaires

La construction des oudeleties primaires {'¢f]~,k},::___ul ne pose pas de probleme. Soit
le filtre des ondelettes primaires de Cohen-Daubechies—Feauveau {thF}, C’est-a-dire

que

2]
CDF __ CDF ;CDF
¢k -th-mbj+1.1-
=0
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l

L.

Figure 3.1: Ondelette duale 55%,0 pour 7 quelconque

4
el

Y
3

4

Figure 3.2: Ondelette duale 3'57@]-,1 pour j quelconque

5
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n

A N
0 1 2 3 4 5 6

Figure 3.3: Ondelette duale 3,511;_,-'2 pour j quelconque

Il suffit de prendre

Yok = Bix — D (Biur Vi) Bt (3.2)
!

. 2241 -1 ;¢ ~ N\
ou Y3, = Z;;—[-I*;};:]/i]l—ln hf_%icﬁj_,_l',, On peut calculer <¢j,;, U’j.k) d’une fagon efficace

puisque

_ 21+ (N/2]-1 5
(Gintin) = 2 kS5 (i bisim)
m=—{N/[2]+1-k
2414 [N/2]-1 _
= Z hSlD—};khl.m
m=~[N/2l4+1-x
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1 N A r

Q 1 2 3 4 S 6

o
L

Figure 3.4: Ondelette duale 3,51;3',3 pour 7 quelconque (correspond a l’ondelette de
Cohen Daubcechics Feauveau)
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s T IH1LIN/2l-1 T 7 PP , . : -
ou Qjk = Zf:-[j\-l[/z]/ﬂ—n by 9;41,4- Par délinition (équation 3.2), on a automatique-

ment

<">[)j,k7 51,1) =0 Vk,!

d’on

<¢j,z,lzj,k> = <1/)_;,1a17’j,k> Vk, L.

Maintenant, on a

< - > (_1)[1\’/2]21—Ni N CDF

Piptik) = ——m—— 3 (-1)" 21— (N /241

FNER ) \/5 Pt . 2k+n—21—[N/2]+1
= (Sk,l

pour k£, =0,..., 2/ —1. Les ondelettes {11’1-,,}, et {&j,k}k sont donc biorthonormales.
Proposition 9 Les ondelcttes ¢;; ont N moments nuls.

Preuve. Fixons j. On sait que les fonctions {(5j,k}k génerent par des combinaisons
. . vl e , . L
linéaires tous les polynémes du (.l'\/ — 1) degré et, en méme temps, on a <zpj‘k, <pj'1> =
0.m

3.2.4.1 Exemple de filtre (V =4, N = 2)

Pour2< k<2 —3,ona

Yk 3, 3 1
7%" = m@j-f—x,zkha + 6—4¢j+1,2k—2 - §¢j+1.2k—1



19 45
Y —~@it1,2k + 6 — @j41,2k+1

19 1

—§¢5+1,2k+2 - —¢>j+1,2k+3

3
+64 @i+1,2k+4 T 198 ——=@;+1,2k+5+

et pour k=0et k=1, on arespectivement,

V2

-
&

X

35
= —ggditrot 1536¢"+“
241 | 53
_%(PH-I.Z - m‘%‘u.s
41 67
3844’J+1 14+ 1536 ———j41,5

3
—%‘PJ-H,G 512¢J+11

45
= 6—4¢j+1,0 519¢3+11

105 345 |
)56¢J+1 2+ ‘Sﬁq)j-{-l,B
31 53 .

_m¢j+l,4 - gﬁ%‘ﬂ,ﬁ

9
956 ¢3+1 6+ 51,)CDJ+1 T

Le bord de droite est traité de facon symétrigue.



3.2.5 Remarque

1] existe déja une adaptation des ondelettes hiorthogonales de Cohen—Daubechies—
Fcauvcau a l'intervalle [4] obtenuc par unc approche similaire a celle introduite par
Yves Meyer {17] (restriction & L?(0,1) de la base sur L2 (R)). Cette adaptation est
différente de la nétre (voir remarque 5). Une des principales différences est que nos

filtres peuvent. étre calculés symboliquement.



Chapitre 4

Ondelettes non séparables dans les
régions rectangulaires du plan avec

filtres interpolants

4.1 Imtroduction

Les ondelettes ont eu certains succeés dans ’analyse de fonctions ou de signanx
définis sur la droite. Il existe de nombreuses généralisations au plan, mais dans la
plupart des cas, il s’agit simplement du produit cartésien de deux schémas sur la
droite réelle ou bien encore, on se limite au cas dyadique. De la méme facon que 'on
arrive a construire des ondelettes sur I'intervalle, on obtient, par le produit cartésien,
des ondelettes sur des régions rectangulaires.

Quclques chercheurs ([23], [14]) ont montré comment on pcut construirc des
multirésolutions d’ondelettes a partir de schémas itératifs et interpolants comme
Iinterpolation itérative de Lagrange sur la droite {6] par un relévement. On montre

qne cette méme approche fonctionne sur les schémas d’interpolation itérative dans le
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plan ([7], [18] et [20]).

En 1990, une technique simple fut découverte pour généraliser les schémas de
I'interpolation itérative de Lagrange sur la droitc a 'intervalle [18]. On a utilisé cette
technique dans un contexte plus général (voir le chapitre précédent). On montre
ici comment ces mémes arguments élémentaires peuvent généraliser certains schémas
d’interpolation itérative dans le plan a des régions du plan. On pourrait appliquer
cette approche dans R”™ pour n arbitraire.

On obtient donc des ondelettes dans des régions rectangulaires du plan. Les
applications pour de telles ondelettes sont multiples : géophysique, équations aux
dérivées partielles et traitement des images. I ’utilisation d’un filtre interpolant per-
met ’application de Ualgorithme & trous (algorithme rapide) [5]. De plus, les filtres
que ’on calcule sont plus courts que ceunx que Pon obtiendrait avec le produit cartésien,

d’ot1 un algorithme plus rapide. On obtient aussi des ondelettes dérivables.

4.2 Les filtres rectangulaires non séparables

Définition 8 On dira d’une fonction f dans le plan qu’elle est séparable s’il existe
deur fonctions fy ct fy telles que f(z,y) = fi(=z) fo (y). Si {F;i} cst unc famille de
fonctions fondamentales sur la droite, Fji g (z,y) = Fji (z) Fji (y) définit un ensemble
de fonctions fondamentales dans le plan. De plus, si les fonctions fondamentales sur la

droite appartiennent a C™ (R) la nouvelle famille {F;x,} appartient aussi ¢ C™ (R?).
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5
c = —d,e-ﬁ—{-g.
1
! 35— 9

les monomes de la forme z™y™ pour m +n < 3, m,n € N sont préservés :

Z E""F (z — k,y — 1) = a™y".
(k)G

L'un dcs cas particulicrs (¢ = 9/16,b = -1/16,¢=0,d =0, c = 81/256, f = —9/256,
g = 1/256) correspond au produit cartésicn du schéma itératif de Lagrange. Les
autres cas sont des schémas non séparables. On sait que certains de ces schémas sont
différentiables (voir [20]), que la régularité maximale est atteinte dans le cas séparable

et qu’aucun de ces schémas n’appartient & C'? (R?) [11].

Lemme 10 La fonction fondamentale F' de 4.1 satisfait la condition de Coifman [5],

//m"‘y"F(m,y)dxdy =0

pour 0 <m+n <3, m,n €N. Et il est peut-étre utile de souligner que

//F(m,y)dmdy= 1.
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Preuve. Notons § = (£,,£:) et p la mesure de Lebesgue. La transformée de Fourier

de I’équation 4.1 est

)

&) = (Zw(y) e"“) F(T¢)
YeG

~

= ]7w(€)F(T£)

Il suffit alors de remarquer que

0m+n
3§43

(Pu (§) = 1) i£={o,o) =90

pour m + n < 3, ce qui implique

am+n

733

(F(£)) le=to0) =0

pour 0 < m+4n < 3, d’on la condition de Coifman. Quant a la masse, on sait que F

est continue et a support compact. 1)’autre part, on peut. écrire

1= F(x-vy)

veG

et intégrer sur un sous-ensemble compact du disque fermé A" = {x eR?: x| < ra}.

1l vient.

/F(x) dx x #{y € G : support (¥¢'(- —y)) N K#0} > p(K) > /F (x)dxx#(GNK),



ou #A est la cardinalité de Pensemble A. On voit que lorsque p (A') — oc.
# {y :support {F (- —y)} N K#0} — # (G N K)

puisque le support de F est compact et donc

u(K)

Remarque 6 On voit que notre construction s’applique a des schémas similaires qui
préserve les polynomes du (2N — 1)° degré et dont les fonctions-poids ont pour support
le carré [-N + 1/2, N - 1/2] x[-N +1/2, N — 1/2]. En cc scns, on nc traite quc les
filtres minimaux. Le cas du troisiéme degré est sans doute {'un des plus intéressants
parce qu’il permet la différentiabilité avec le plus petit support posssible. Dans les
ezemples qui suitvent, on s’en tient souvent au cas N = 1 pour sa sim-
plicité. Il a ét€é facile de calculer quelques-uns des autres cas, mais la présentation
des résultats cxige des tableaur énormes. Han cf Jia [11] ont donné unc certainc

caractérisation de la régularité de ces schémas a support minimal.

4.2.2 Traitement des bords

On suppose maintenant que P'on veuille adapter ces schémas rectangulaires an

demi-plan (@ > 0). On choisit ce cas en premier pour illustrer notre méthode. Sur ce
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demi-plan, il faut préserver les monémes z™y"™ pour m + n < 3. Par lindarité. si ces
monoémes sont préservés, les polynémes du troisieme degré le sont aussi.

Il existe diverses approches plus on moins heureuses face a ce probléme. On
veut en choisir une qui permette d’éviter le plus possible le calcul a posterior: des
coefficients. On aimerait généraliser les travaux déja effectués sur la droite pour que

la généralisation a R™, pour n arbitraire, soit naturelle (dans la mesure du possible).

4.2.2.1 Exemple sur la demi-droite

Soit unc suitc de valeurs {y;},_o . corrcspondant & z = k quc I’on veut intcrpoler
sur [0,00). §’il s’agit dc généraliscr lc schéma d’interpolation itérative de Lagrange
dans le cas du troisieme degré, on commence par trouver I'unique polynéme P du
troisieme degré tel que P (k) = y, pour k£ =0, 1, 2, 3. A partir de ce polynéme. on
peut prolonger Ia suite {yx},_o, . en posant y_, = P(—k)pour k=1,2, 3, .. Sur
cette nouvelle suite, on peut appliguer le schéma d’interpolation itérative de Lagrange
pour obtenir une fonction interpolante y. Finalement, en prenant la restriction sur
[0, 00), on obticnt unc fonction ayant la méme régularité que Pinterpolation itérative

de Lagrange qui interpole la suite {yx};_o,

Remarque 7 On préserve alors les polynomes du troisiéme degré. On suppose en
effet qu’a la suite {yi},_o, . correspond un polynéme p tel que p(k) = yx pour k =
0,1,2,3, ... En particulier P = p et donc, puisque le schéma d’interpolation itérative

de Lagrange préserve les polynomes du troisiéme degré, la fonction interpolante est le
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polyndome p.

Remarque 8 Ce schéma est itératif et stationnaire. Fn fait, on pourrait montrer
quc c’cst le schéma introduit dans [19]. Soicnt les valcurs y;i caleulées aur points
Tk = k/20. I suffit d’établir que y;i = P (k/27) pour k=3,2,1,0, —1, ... ce

que l’on peut vérifier directement.

Exemple 8 On peut ici briévement illustrer le résultat de Sweldens [23] pour le filtre

de linterpolation linéaire : (é, 1, %\) Sur la droite, la multirésolution est donnée par

(bik = Fix)

Bt ok .
Di4+1,2k-1 <»25.7+1.2l:+1
Qi = ———— + djpr2k + s

F

, —Qi41.2k , ¥ Djt1,2k42
Vik = —7% + Djr1,2k41 — -
12 ¥ Bi+1,26-1 4 Pj+1,2k N Biv1,2k41  Pitiontz
v 4 2 2 2 4 b

i = —Pi+1,26-1 _ Pi+1,2k n Pir1,241  Pi12k42  Pit12k44
” 4 2 2 2 4

<

Si Uon introduit un bord (région x > 0), il faut de nouveaux filtres en k = 0 (pour

quc les polynomcs soicnl priservis),

Pit11
$i0 = @jt10+ J‘) )

"$j+1.0 T 5]'-!'1.2
Yo = —s Tt Git1,1 — 5 =,
Fio = 3fit10 | Piti1 _ Pitra
70 4 2 4
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hio = —Pj+10 4 Pit1n _ Pirrz  Pitra
W 2 2 4

F4

Incidemment, on retrouve ici un cas particulier de l'adaptation des ondeleties biortho-
gonales de Cohen Daubechics Feauveau [2] a Uintervalle présentée dans cctic thésc

(évidemment).

4.2.2.2 Application dans le demi-plan (cas simple)

Cette idée se généralise aisément. Dans le demi-plan, il suffit de procéder ligne
par ligne. Comme on 'a fait sur la droite, on suppose que I’on a une suite de valeurs
{yr} ki€z. ko & interpoler; on peut trouver les uniques polynémes du troisieme degré
(voir remarquc 6) P tels que P (k) =y pour k=0, 1, 2, 3. Unc fois quc ’on a ces
polyndmes, on peut prolonger la suite des y;; en posant y_x; = P,(—k) pour k =1, 2,
3,... Sur ce nouvel ensemble de valeurs, on peut appliquer le schéma. d’interpolation
itérative {du troisieme degré) choisi et prendre ensuite la restriction de la fonction
intcrpolante résultante y sur le demi-plan (z > 0). On a la méme régularité que
le schéma choisi ct les polynémes sont évidemment préservés car si p(x,y) cst un
polynoéme du troisieme degré avec les variables & et y alors p(x, k) est un polynéme

du troisieme degré avec x comme variable si k est, fixe.
Lemme 11 e schéma décrit plus haut est itératif.

Preuve. Tl est itératif essentiellement, puisque les polynémes P, dépendent. linéairement.
des valeurs {yx,i};_0, 23 Quant au reste de la preuve, il s’agit d’une vérification di-

recte du schéma.
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{ri}riez, k>0> O n’a pas (cn géndral) un schéma stationnairc ct cc qui cst pire, les
fonctions fondamentales Fj; n’ont pas nécessairement un support se rétrécissant ex-
ponentiellement (de ’ordre 277) lorsque j — o, ce qui peut poser certains problémes
an niveau de la stabilité des algorithmes.

Pour contourner cette difficulté, on peut utiliser une approche stationnaire. Au
lien de ne calculer qu’une seule fois les polynémes P, on calcule, a chaque itération
7, un nouvel ensemble de polynomes P;;. Par la suite, on se contente d’appliquer
le filtre interpolant a ce demi-plan complété mais en ne conservant que les valeurs

sur z > 0. Notons y;x, la valeur interpolée au point {277k,2771}. Alors F;; est le

polynoéme interpolant. de 'ensemble

{(0,9500) (L, 95,0,0) 5 (2,95,20) » (3, ¥5,34) }

ce qui permet d’écrire

Pii(—1) = 4y o0 — 6y + W20 — Yiz-

Tl se trouve en fait, comme on peut le vérifier, que c’est la seule valeur nécessaire

P;; (—1)) étant donné le support des fonctions-poids pour le cas du troisieme degré.
s P g
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En effet, seul le calcul des valeurs interpolées ponr

(k1) e Q@=1{(0,2¢+1),(1,29),(1,2¢+1): g€ Z}

doit étre fait différemment (on doit tenir compte du bord). Si & 'origine, les données
Yk, sont dcs mondmces Yokt = K™ pour m +n < 3 (ct & > 0) alors les polynomes
scront dc la forme Py, (z) = ™" ct donc, sur 'ensemble du plan, on associc au point
(k,1) la valcur k™{™ ct, puisquc lc schéma d’interpolation sur le plan préserve de tels
mondmes, on a forcément y; 4 = (k/2)™ ({/2)". Par la suite, on généralise le résultat
a tous les y; . par récurrence puisque le schéma. est. stationnaire. Ce schéma. préserve
donc les polynémes du troisieme degré.

Loin du bord, on applique I'algorithme d’interpolation donné par

Yi2k2l = Yj-1.k:

Yizktr,2+1 = €(Yimkd + Yimtht 10 + YimLkitt T Yimtkrit1) (4.2)
FAYi—1h-1,0 + Yimr20 F Yimth=1041 F Yjmtht2041)
+f (Yj=1ki=1 + Yjmt g2 + YieLk+1,l=t + Uit ktt,0+2)

+9 (Yj-th-1,0-1 + Yi—tkt2i+2 F Yim1kt2iot T Yjm1k=1042) 5
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Yizker,2l = @(Yjo1kd + Yjothr1d) + DYt k10 + Yot k42,1 (4.3)
FC (Yimrk-1,=1 + Yjmth42,-1 F Yim1,b=1,+1 + Yim1 h+2,0+1)

A (Yot kit + Yotk 1ot F Yiot kit F VoL k1041 )

et

Yizk2t+l = @(Yi—tkt + Yjmrpit1) + O (Yjmtki—1 + Yict kie2) (4.4)
+e (Yj—rh-1,-1 + Yimt k=142 + Yimtht+1i-1 + Yim1,k+1,i+2)

+d (Yi—1,k-10 F+ Yim1 k1,041 F Yjm1kt1,0 + Yjml ket 1,041) -

On a maintenant les cas particuliers suivants pour tenir compte du hord z =0 :

Yivasr = (e +4f) (yj—100 + Yimr0041) + (€ = 6F) (Yi-1,00 + Yj-1,1041)
+5F (Y120 + Yimr,2041) — F(Yj—130 + Yi—1,3041)
+ (f +49) (¥j-100-1 + Yj-1,0+2)
+(f —69) (Yi-1,00-1 + Yi-1,1,042)

+5g (Yj—1,20-1 + Yj—1,2042) — G (Yj-1,31=1 + Yj-1,3,0+2)

Yiozivr = (a+4d) (yj-100 + Yi-1,00+1) — A {Yj=1.10 + Yi-1.1,1+1)

+4d (Yj—120 + Yi-1,2041) — d(Yj-1,30 + Yj—1,3,041)
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+ (b + 4¢) (Yi—1,00-1 + Yj—1.0+2)
—5¢ (Yj-1,0,0-1 + yj-1,1,1+2)

+4c(Yj-1,20-1 + Yi-1,2042) — c(Yj-1,30-1 + Yj-1.2,42)

et

yiaa = (a+4b)yj100+ (a —6b)y; 1,1,
+5byi_1,20 — by;i_1,3,4
+(d +4¢) (Yj-104-1 + Yj—1,0,041)
+(—6c+ &) (yj—1,0,0=-1 + Yim1,0,041)

+5¢{yj-1,20-1 + yj-1.2.l+1) - C(yj—1,3,1—1 + yj—1,3,1+1)-

Remarque 9 [l va sans dire que les fillres sont les mémes, a une transformation

pres, lorsque lon considére l"une des régions {x < k}, {x > k}, {y < k} ou {y > k}.

4.2.3 Ondelettes et relevement

Avant de traiter des régions plus générales, on verra dés maintenant comment
on constrnit les multirésohitions d’ondelettes. On se limite & 'un des cas les plus
élégants, c’est-a-dire que 'on exige que les denx multirésolutions aient le méme nom-
bre de moments nuls (ce que l’'on a dans le cas orthogonal). Dans [14], cet exemple

correspond au cas o P = Q.
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Définition 9 On a vu que pour chaque valeur interpolée y;ii. il existe une rela-
tion avec les valeurs de litération précédente {yj_iks},, pessant par un cnsemble
de coefficienis. Par exemple, yj2x2 = yYj—1ki- On appelle cette relation un filtre
intermdédiaire. Dans lcs cas stationnaires, a chaguc paire (k,l) on peut associcer un
unique filtre intermédiaire. Par abus de notation (y; = {Y;kt};,), on note un filtre

Yikt = Fikt (yj—1) ou, dans le cas stationnaire, yjri = fri(y;j-1).

Définition 10 Le polynéme caractéristique du filtre (en autant qu’il consiste en une

somme finic) cst le polynome trigonomdtriguc

Pk, (67 C) = e—ikf—iIkaJ ({eimf'*‘inc }m,n) ’

Définition 11 On définit le filtre d’une fonction fondamentale dans son ensemble
par la relation

Fikg = m;ei(Fipt)

ou, dans le cas stationnaire,
Fiki=me (Fia) .
On note le polynéme caractéristique correspondant

Poi (£,C) = e~ k62, ({eim$+inc}m n) _
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Lemme 12 Dans le cas stationnaire, le polynéme de la fonction fondamentale est

Pri(6,¢) = 14+ € % paryr 2140 (26,20) +

€ payr,21 (26,2C) + € pararer (26,2€) .

Preuve. On vérifie cette relation en interpolant y;.: = d¢0dip a Paide des filtres

intermédiaires. Les valeurs y;4, doivent correspondre au filtre my ;. B

Exemple 9 Lc cas N = 1 admet un filtre minimal naturel séparable (Fj i = my  (Fj1)) ¢

1 .
mei (Fig1) =1+ 5 (Fip2k-120 + Fivrzesr,2 + Fipokzion + Fiaeoien)

1 ) |
37 (Fia1,2e-1,20-1 + Fit1 26412001 + Fipa2k+1,20-1 + Fig126—1,2041) -

Sous forme matricielle, on a

111
14 2 4
m—= 1 1 1
2 2
111
[ 4 2 4 |

En particulier, on a

oy Uikt T Yk Yok T Y1,k 1,041
Saks1,2041 (y:-!) = 1 )

Yi—1,k0 + Yj—1 k+1
. f2k+1,2£(yj—l)= . 5 2 + ,
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Yi—1.k0 + Yi—1,k0+1
Jok2101 (yj—l) = =2 > 2 .

<

En général, les polynomes caractéristiques sont un bon outil théorigue.

Lemme 13 Soient deur polynémes caractéristiques py et p,. On peut écrire P, =

pspg comme le polynome caractéristique de la fonction de corrélation

corr (y) = [ (x)g(x—y)dx

alors, dans le contexte rectangulaire, les fonctions associées f el g sont respectivement

1. biorthonormales, c¢’est-a-dire que corr (k,l) = 60010 pour k,l entiers, si
Peorr (€,C) + Peorr (§+ 7, () + Peorr (6, + 7) + Peorr (E + 7, + 1) = 4, (4.5)
2. orthogonales, ¢’cst-a-dirc que corr (k,l) = 0 pour k,! enticr, st

Pcorr (S,C) +Pcorr ('§+ 77’4-)+Pcorr (§,C+7T)+Pcorr (£+7T,C+7T) = 0. (46)

Preuve. Il s'agit d’une version particuliére d’un résultat général (voir [5] ou [13]). H

Dans la suite, du moins dans le contexte des schémas rectangulaires, on écrit

S(pQ)=p&0+pE+7m.0)+p& +m)+p(E+7,(+m) (4.7)
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pour simplifier la notation.

Définition 12 Soit un terme trigonométrique t,, (€,() = €P+%; on vérifie directe-

ment que

S (tP-q (‘f’ C)) = 4tp,q (‘fs C) 6Pmod‘2,06q mod 2,0

et done, on dira que t,, est pair si pmod 2 = gqmod 2 = 0 et impair autrement.

4.2.3.1 Dans le plan

Sl n’y a pas de bord, il n’y a que 3 filtres intermédiaires hormis celui associé
avec la relation trivialc yj k.21 = Yj—1,4 €'cst-a-dirc fori12041, far+r.20 €t fai 2041 (VOIr
respectivement les équations 4.2, 4.3 ct 4.4). On pcut dirc que chacun de ces filtres
correspond a une ondelette comme on le verra. D’abord, pour fonction d’échelle
primaire, on prend la fonction fondamentale ¢; ) = Fj ) associée au point x;.; =
(279k,2771). Ce choix est certainement sensé puisque les fonctions fondamentales
satisfont unc condition d¢ Coifman (voir remarque 10). On prendra pour ondclettes
primaires

1
d)J(IL)l = Fjt1,26+1,2041 — Zf2k+1,'z!+1 (F3)»
@) 1 ,
1/)',1:,1 = Fj+1,2k+1.21 - Zf2k+1,21 (FJ) )

1
1/)(,3)3,1 = Fji1.2k2141 — Zfzk,21+1 (Fj) .



On pose

\yjlplq = ¢J.+1’P’q - fPaq (¢j+1'2"2‘) .

Avant méme de définir aj'k‘(, fixons les ondelettes duales par
~0 ~
"/’J(',k),l = Wj2k+1,2041,

~(2) -
‘:b‘,k,l = lI’j,2k+1,2h
3 _ T

Yikd = U, 26,2141

ef. maintenant, on écrit,

~ 1 =~ .
Dikt = Pitr,2k2l + TNk (‘I’J) : (4.8)
Remarque 10 Le facteur 3 dans léquation qui précéde est naturel : il provient de
la subdivision rectangulaire (voir remarque 15).
Tl est sans doute utile d’illustrer ces formules par un exemple simple.

Exemple 10 On choisit lc cas linéaire (voir cxemple 9) ct Uon éerit les filtres sous

forme matricielle (cette représentation est plus limpide, mais imprécise). Les filtres



des ondelettes primaires sont donnés par les matrices

1
zlj‘k), -

Y, —

Jiky

3
P —

Les filires des ondelettes duales sont donnés par les matrices

(1
1/)3(-,13,1 —

=1
64

=1

32

|

—
(<]

8~

Bl

=1
4

o

pt

.tau.l1

|I
_-

16

[

1
—

0

1

1
-

mli
—

=1
3=

l
&L

o

-

a-l'
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=1
2

¢(3k)1" 1

=1
2

Finalement, le filtre de la fonction d’échelle duale est donné par la matrice

a1 0 —% 0 -5
0 & 1 & 0
aj,k,z—-)_ilul_i
32 8 16 8 32
0 & b & 0
e

On observe que ¢; ) est séparable, mais $j,k,, ne l’est pas (voir figures /.1 et {.2). La

multirésolution biorthogonale est donc non séparable.

Proposition 14 {qb, 5,@1'),1;} forme une multirésolution biorthogonale.

Preuve. Commencons par montrer que les ondelettes duales sont orthogonales a

ces fonctions fondamentales. On voit que le polynéme caractéristique des ondelettes

dualcs cst (voir définition 9)

eIl Pp,g (2¢, 2¢)
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-3t .

Figure 4.1: Contours du polynéme caractéristique de la fonclion d’échelle primaire

(¢)






~1
1

pour (p,q) € {(1,1),(1,0),(0,1)}. Par le lemme 12, on a

Py, (5’ C) e—pE—ig{ = iPEtigl + ‘31'(10—1)5+i(<1—lJCP%_H'zl_F1 (25’ 20 +

T 100 (26, 20) + PO gy 00 (26,20)
ct donc, puisque pn ., (2£,2() cst pair Ym,n,on a
S (Piy (&, ¢) e7E00C) = dp, , (2€, %)

pour

(p7q) e {(171)7 (170) ,(05 1)} ‘
(L’opérateur S est défini a I’équation 4.7.) D’autre part, on obtient que

S (Pet (6:€)Ppa (26,20)) = S(1 X ppg (26,2¢))

= 4ppq (2€, 2()

si (p,q) € {(1,1),(1,0),(0,1)}. En utilisant le lemme 13, on conclut que z;;j_Lgbj dans
L2
Une fois ce résultal établi, le reste devient plus facile. ¥;L¢; implique que

‘I’j,:ak,:al = U, on a

<¢~5j,k,1,¢j,m,n> = <<5j+1,2k,2z + %mk.l (‘1’1) , ¢j,m,n>



= (‘Pj+l,2k.2h S'Dj,m.n> .

Mais comme

§(1+Pa(€0) = S (Pu(6:¢)) =4

ct puisque Py cst récl et qu’il s’agit d’un filtre interpolant (d’ol la dernicre égalité),
on a que Jj el ¢; sonl biorthonormales dans L2,
Pour montrer quc lcs ondclettes sont biorthonormalcs, on utilise le fait que Fj Ly;

dans L?. Prenons par exemple
1 >(- e
<¢.§'vk)vl’ "[)511)71Q> = <FJ+1'2k+1'21+1’ ¢§11)7|Q>

et finalement le résultat est obtenu puisque fp 4 (dj41.2-2.) L Fjs1,2k+1,21+1 Par la dualité
des fonctions d’échelle. Tes autres cas se traitent avec les mémes arguments.
Il faut maintenant montrer que t,a'JJ-_LaSj dans L? et encore une fois, pour simplifier

la notation, on prend un cas particulier. En utilisant les propriétés déja établies, on

- 1 ey 3 1 7
<¢J‘-_‘,Z,,, j,m,n> = <Fj+1,2k+1,21+1 = g fanan (F3) s &it12mzn + 7Mmn (\I’J)>
1 —~
= 3 <Fj+1,2k+1,2l+1,mm,n (lDJ)>

1 -
_Z <f2k+l,21+1 (F]) 3 ¢j+l,2m,2n>

Mo n (S2k+1,02141,-) = Sfokt1,2041 (5m,.5n,-) =0
) = 0.




En effet, la derniére équation n’est qu’une question de notation :
Mmn (02k41,02041,) = Fron (28 + 1,20+ 1) = forar 2041 (0, 0n,.) -

.es autres cas se pr nt de la. méme fagon.
I tres cas se pronvent de la. méme facon. B

Proposition 15 On peut vérifier que
/m"‘y"wj(-fk)‘, (z)dzdy = 0.

/ "y g (o) dedy = 0

pour Kk =1,2,3, 0 < m+n <3 et Vy,k,I. De plus, ¢ satisfait dans tous les cas la

condition de Coifman,

//x’“y“(pj, (z,y)dzdy =0

pour 0 <m4+n <3, m,n €N

Preuve. N’abord, puisque Fj; est une fonction interpolante permettant la recons-
truction des polyndmes du troisieme degré, et par 'orthogonalité des ondelettes duales
et des Fjx;, on a les moments nuls de ¢ ’( ) . Les moments nuls de wj k | permettent a

Icur tour d’éerire que pour 0 < m+n < 3, m,n € N, (voir équation 4.8)

[/x"‘y"%, (z,y)dzdy = _//$"Ly"<~f5j+1,2k.2l(J”y)dxdy

= //m'"y”@],“(‘)a:,Qy)da;dy
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— 2-—m——n-—2 //wr"y1‘¢j,k,l (:r,y)d:l:dy
par changement de variables. On a donc
//:v"‘y"g)j'k (z,y)dzdy = 0.

On obtient les moments nuls des ondelettes primaires par un raisonnement similaire

du fait que

[ #2(2) dudy = 0
par la seule présence du facteur ;. B

Remarque 11 [/n résullat général permet d’affirmer qu’en autant que Uon a des
filtres finis biorthogonauz avec des ondelettes ayant au moins un moment nul, la

multirésolution correspondante est dans L? (voir par ezemple [1]).

4.2.3.2 Dans le demi-plan

Il suffit d’utiliser les formules pour {¢, ¢7,¢, 1;} données a la section précédente.

Seul le schéma d’interpolation doit étre adapté. Quelques problémes vont apparaitre :

1. Les fonctions d’échelle ne satisferont plus de condition de Coifman aux bords.
Pour comprendre rapidement pourquoi c’est naturel, prenons pour exemple la
splinc lincairc fondamentale sur la droitc ® (® (k) = 8¢ 0). Cette fonction satis-

fait f x® (x)dx = 0 par sa symétrie. Si ’on veut la restreindre 2 la demi-droite,



-3
]

on a [;° z®(z)dz = § au bord et donc la condition de Coifman est perdue.

2. A cause de cette asymétrie, en général, les ondelettes primaires vont perdre aux

bords tous leurs moments nuls (sauf un).

On pourrait certainement corriger ces problemes en modifiant ces filtres, mais on
introduit invariablement d’autres asymétries. Dans les applications, en prenant les

ondelettes duales comme filtre d’analyse et le filtre primaire pour la synthese :

£ = S o) b + S S e,
k.,

J=Jo k,I,r

on peut souvent contourner le probleme de facon efficace. Comme le filtre de la
fonction d’échelle primaire est le plus court, c’est le meilleur choix a faire méme

lorsque 1’on ne tient pas compte des bords (primaire — synthese, dual — analyse).

Remarque 12 Puisque la fonction d’échelle primaire préserve les polynémes, méme

au bord, les ondeleties duales conservent le nombre de leurs moments nuls.

Exemple 11 FEncore une fois, a titre d’illustration, on présentera ici exemple du
filtre linéaire. Comme les filtres 4 droite du bord ont déja é1€ présentés, il ne reste plus

qu'a faire la liste de filtres au bord x = 0. La fonction d’échelle primaire correspond
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au filtre normal trongué (dans le cas du troisiéme degré ce n’est plus vrai) :

11

2 4
Gioa=Fioi—= |1 1.

11

2 4

Les filtres des ondelettes duales ne sont pas affectés par le bord. Les filtres des on-

delettes primaires sont simplement tronqués

i (1)
50,0

(2)
P, — =t I =t =1
Viod s 8 8 16 |’
-1 =1 =1 =1
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-1 _1
16 732
-1 _1
8 16
(3) .
Vior = T _L
75,0, B 16
1 _ L
8 16
b _ L
16 32
Le filtre de la fonction d’échelle duale est
. -
S L
—8 O 64
1 A
s 1 0
bios— | m 1 _3
ol 32 8 32
1 L
s 1 U
5 1
| 64 0 64

Dans ce cas particulier, puisque les filtres d’ondelettes duales sont les mémes au bord.
la condition de Coifman sur ¢ est toujours valide au bord, mais cela n’est pas vrai en

général.

Proposition 16 {qﬁ, 5,;3),:5} forme une multirésolution biorthogonale.

Preuve. 1! suffit d’observer que le lemme 12 ne supposait pas ’lhomogénéité et donc,
on n’a pas a montrer 'orthogonalité (@E, Ld)j). Le reste de la preuve demeure valide

méme au sein d’une région du plan. B



4.2.3.3 Régions du plan avec coins & angle droit

Il faut d’abord poser quelques contraintes sur la région que 'on peut choisir. Mais
comme on 'a vu, il suffit en fait de pouvoir calculer les fi.; pour que les ondelettes
se fassent automatiquement. L’adaptation aux contours se fait donc sans douleur.

On ne considére ici que des régions ayant des coins a angle droit. Avec ce que I'on
a fait précédemment, on peut traiter les bords du type z = constante on y = constante
il ne reste donc qu’a calculer les filtres dans le coin. Il faut poser I’hypothése que la
distance entre ces coins est suffisante pour que I’on puisse vraiment les séparer. Cette
distance, en nombre de nceuds le long du contour, dépend du degré du schéma choisi.
Pour un schéma du (2N — 1)° degré cette distance est de 2N — 1 nceuds comme on
pourrait le vérifier directement.

Deux cas se présentent : un coin convexe oun un coin concave. Un coin convexe
a un angle intérieur de 90° alors qu’un coin concave a un angle intérieur de 270°.
Dans les deux cas, on peut prolonger les valeurs a interpoler y;; & tout le plan par
des polyndémes du (2N — 1)° degré (du troisiéme degré), mais seulement dans le cas
convexe, on a vraiment un choix naturel puisque ’on peut alors faire un lien avec le

cas séparable (produit cartésien).

Remarque 13 FEncore une fois, sauf dans le cas séparable, on ne peut montrer la

régularité des fonctions interpolantes sur le contour de la région.
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COIN CONVEXE Soit un ensemble de valeurs & interpoler {y;xi};50.50- ED
utilisant des polynémes du troisieme degré (ou du (2N — 1)° degré), on peut prolonger
ces valeurs pour (k < 0ct !> 0) ou (k> 0 ct { <0). I ne reste plus qu’a considérer
la région (k< 0ct!<0). On veut que lc prolongement soit tcl que dans lc cas
séparable, on retrouve le produit cartésien du schéma introduit dans [19]. 1I faut donc
que tous les mondmes de la forme z™y™ ot m,n < 3 soient préservés. On obtient
ceci en trouvant P, Punique polynéme de la forme 3=, nc;y @ma7™y" interpolant les
valeurs '{yj’k,l}osk.lss aux points {33:,"};'{}05‘:‘153. A 'aide de ce polynéme, on prolonge

{y;ri} cn posant ;) = P(x;1) pour (k <0ct! <0).

Remarque 14 Ce schéma préserve les polynomes du troisiéme degré et dans le cas

séparable, les monomes de la forme x™y"™ on m,n < 3.

Dans le cas du troisieme degré, il n’y a que deux filtres intermédiaires a calculer

(par symétric). On a lcs rclations :

yirg = (e+8f +169)yj—1,00 + (¢ —2f —249) (yj-1,10 + Yj-1,0,1)
+(5f +209) (yj-1,20 + Yj-1.02) — (f +49) (Wi-1,50 + ¥i-103)
+(e —12f +36g) yj-1,11 + (5 —30g) (yj—12.4 + ¥i-1,1,2)
+25gy;-1,22 + (69 — ) (yi-131 + ¥j-1,13)

=59 (Yj-1,32 + ¥i-1,23) + GYi-1.32
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et

Yine = (a+4b+ 16¢c+4d)yij—100 — (20c + 5d) yj-1,10
+ (6¢ + 4d) yj—1,20 — (4 + d) Yj—1,30
+(a — 6b— 24c+ 4d) y;_1.0,1 + (30¢c — 5d) yj—1.1,1
+ (4d — 24¢) yj-112 + (6c — ) yj—113
+ (56 + 20¢) yj-1,20 + 5c (Yj-131 — Yi—1,23) — (dc + ) yj_120

+c(5Yj-1,31 — 4AYj-1,32 + Yi-1,32 + 20cy;j—1,22 — 25Y;-1,2,1) -

Dans le cas linéaire, il n’y a pas de nouveaux filtres a calculer.

Proposition 17 Dans le cas séparable préservant les polynémes du (2N — 1)° degré,
on rctrouve le produit cartésicn d’un schéma de Uinterpolation mirte sur la droite [19].
On montre ainsi que dans le cas séparable, le schéma conserve la régularité du schéma
de Lagrange du (2N — 1)° degré partout dans la région. Cela erplique d’ailleurs les

choiz que l'on a faits.

Preuve. Il existe un schéma de support minimal unique préservant les monomes
de la forme z™y™ tels que m,n < 2N — 1 sur une région rectangulaire. Pour le
montrer, il suffit de vérifier que 'on peut utiliser cette senle propriété pour calculer
les polyndmes intermédiaires. Comme le produit cartésien de I'interpolation mixte
préserve les monémes z™y" tels que m,n < 2N — 1 tout comme d’ailleurs cette

adaptation (dans le cas séparable), il s’agit du méme schéma. ll
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Exemple 12 On donne les filtres d’ondelettes et de fonctions d’échelle pour le cas
linéaire au coin. La fonction d’échelle primaire correspondra au filire normal tronqué

(dans le cas du troisiéme degré ce n'est plus le cas):

ETE
oo -

®i00 = Fio0 —

B free

Les filtres des ondelettes duales ne sont toujours pas affectés par les bords. Les filtres

des ondelettes primaires sont

(1) 16 16 16 32
Yioo ~ :

=l =1 =1 =1
| 1 16 16 32 J
=1 -1 =1 =1
(2) 16 16 16 32
®i00 = ,
=t 7 =1 =1
| & 8 B T16 |
- -
=1 _ 1
16 32
=t _L
(3) 8 16
¥io0 = .
T _L
8 16
=1 _ 1
| 8 16 ]
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Le filire de la fonction d’échelle duale est

[ 5 ;
T 64 0 64
Pioo— | 1 L
@500 5 15 O
55 1 _5
| 64 8 64 |

REGULARITE Ilest important d'insister sur le fait que ces problémes de régularité

n’apparaissent que sur le contour avec la multirésolution primaire.

Proposition 18 Soit Q° lintérieur de la région choisie Q; on peut imposer ¢; .1 €

CR(Q°) et donc z,’uj(fk), € CR(Q°) pour R € N aussi grand que l'on veut.

Preuve. Seule la régularité du schéma d’interpolation est en cause. On sait qu’il
cxiste des schémas sur la droite qui préservent les polynoémes du (2N — 1)° degré,
dont la fonction-poids admet pour support [-N +1/2, N —1/2] tcls que pour N
suffisamment grand, ils appartiennent & Cf (R) (schémas itératifs de Lagrange [6]).
Le support des fonctions correspondantes est [1 — 2N,2N — 1]. Le produit cartésien
d’un tcl schéma cst admissible (voir remarque 6). On retient un schéma séparable
appartenant & C® (R). Soit {ym..} les valeurs & interpoler et {y;m..} le résultat apreés
j itérations. Pour N fixé, F},, . appartiendra & C*(R) si son support est contenu

dans Q°. En fait, on a, comme on peut le vérifier,

Fimn(x)=F (2"&: - m) F (Z'iy - n)
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ou F est la fondamentale du schéma. itératif de Lagrange. Puisque la fonction inter-

polante est de la forme

Yi (X) = YimmnFlmom (X)
m,n

et que pour ¢ > 0, il existe 7 suffisamment grand pour que
support (Fjmn) € [—¢, ¢]° Vin,n.

En autant que dist(xo,9f2) > ¢, on a que y € CR(xp). On conclut que y € CR(Q°)

en laissant ¢ = (0. W

4.3 Traitement de 'image

La prisc cn compte correcte des bords (en utilisant les ondelettes duales comme
filtre d’analyse) et la non-séparabilité du schéma pourraient donner un traitement
efficace de I'image. On a utilisé le cas linéaire (ondelettes ayant 2 moments nuls)
décrit plus haut ponr manipuler des images.

En informatique, on peut représenter une image en teintes de gris comme une
matricc de nombres entiers. Si 'on y applique ces filtres (voir figure 4.3), on peut
représenter les coefficients obtenus sous formes d’images. Mathématiquement, on part

de la. matrice de I'image 1, ; et on la représente comme un élément de V; par la somme

t(x) =Y tkadok (X).
k1
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Notons ¢ {x) = ¢ (x) et

X) = X Porkib-rki (X)
i

ou

P1ki = <L,¢—1,k.z> .

On pent alors écrire

e(x) = L—l(x)'*'zzq—l),u’/’(ml( )

r=1 k[
= ZP 2.k1P—2,10 ( +ZZ€1_“, “,(x)
r=1 k,l
+ Z > q(—rl),k,l"/’(—rl),k,l (x)

r=1 k|

on

P2kt = <L-1, 5-2,k,1> s
b= (L)

Insistons sur le fait qu’aucune intégration numérique n’est nécessaire, et que les pro-
duits scalaires se réduisent & des sommes finies.

Lors de la synthese, en ne retenant que les coefficients d’ondelettes les plus signi-
ficatifs, on obticnt un schéma dc compression [5]). En pratique, on a cssayé d’éliminer
tous les coefficients d’ondelettes & 'intérieur d’un écart-type. De plus, on a itéré

I'analyse sur deux échelles pour un taux de compression de 30 % {voir figures 4.4 et
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4.5). Soit e( ) I’écart-type de I’ensemble {qJ“}“ et soit

z st |z| > ey)

7 (z) = ,
0 autrement

alors on calcule

r=1 £k,

+3.3eN (qgl)kl) lb—ucz( )

r=1 k.

3
Fx) = 3 peakatorrt (X)+ 3 3 (a00) 00k (%)
k!

Les coefficients ¢f ; forment I'image compressée sur deux échelles.
La figurc 4.3 illustre la décomposition d’unc image (photo du mathématicicn
Lebesguce) sclon les cocflicients d’ondclettes ct les cocflicients des fonctions d'échelle.

On peut additionner les quatres images du bas pour reconstruire exactement, I'image

originale.

La figure 4.1 est une photographie du mathématicien Fourier et la figure 1.5 est

le résultat du schéma de compression.

4.4 Conclusion

On a généralisé la construction d’ondelettes dans le plan a la subdivision hexago-

nalc réguli¢re (voir [3] ct [7]), mais la rotation cffectuée par la transformation lincaire



Figure 1.3: Nlustration d’une décomposition par ondelettes
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Figure 1.1: Tmage a traiter



Figure 4.5: Image compressée
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T utilisée pour définir la multirésolution requiert 'utilisation alternée de deux types
de filtres aux bords. Pour cette raison, cette approche est a son meilleur dans le cas
rectangulaire.

Ce schéma de compression d’image a été présenté pour illustrer la multirésolution.
On voit avec intérét que la diffusion visuelle de la compression obtenne par les
ondelettes non séparables élimine presque tout le treillissage habituel (blocking en
anglais).

L’utilisation de filtres interpolants est certainement une approche intéressante
pour le traitement des bords comme ’on a pu le voir : aucune analyse numérique fut
nécessaire. Fin combinant les propriétés des ondelettes primaires et duales, on arrive

de plus a obtenir les propriétés nécessaires pour la plupart des applications.
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Conclusion

Alors que la recherche en théorie des ondelettes s’oriente vers les multiondelettes!
et les subdivisions irréguliéres, les filtres interpolants joueront un réle de plus en plus
important. D’une part, ils permettent certaines simplifications mathématiques, par
la. simplicité évidente des équations utilisées. Fnsuite, les filtres interpolants ménent
souvent a des algorithmes plus rapides (algorithmes a trous). Ce second avantage
est moins important avec les ordinatenrs modernes, mais la recherche de la simplicité
mathématique est tonjours importante.

Les résultats présentés ici servent de base a des travaux qui rendront les ondelettes
encore plus utiles anx ingénieurs et aux scientifiques. En effet, comme on rend les
ondelettes accessibles a la totalité de la communauté scientifique (& l'image de la
théorie de Fourier), on doit chercher constamment & améliorer la présentation de la
théorie. La dérivation originale des ondelettes biorthogonales de Cohen-Daubechies-
Fcauvcau (voir [2]) est asscz pénible ¢t néeessite unc bonne formation mathématique.
La dérivation présentée ici, en plus d’étrc plus générale que la version originale (2]
(parce qu’en base b), est plus concrete et donc plus facile & assimiler par les scien-
tifiques en général. FEnsnite, Padaptation des ondelettes pour le traitement des bords,

alors que simple en principe, devient assez lourde pour que la plupart des logiciels

1Les multiondelettes utilisent plus d’une fonction d’échelle alors que les ondelettes en utilisent
une seule.
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commerciaux 'omettent. En effet, le calcul des filtres de bord numériquement. est
une incitation a laisser de coté cette amélioration. L’approche de cette these pro-
posc unc solution plus facilc a vendre aux informaticicns (notons cn passant quc
ce fait n'est pas sans importance puisque les ondelettes biorthogonales de Cohen-
Daubechies-Feauveau sont trés populaires). Finalement, la construction d’ondelettes
non séparables dans le plan n’est pas courante dans la littérature. Ces ondelettes
sont pourtant importantes, notamment. dans le traitement d’images. La complexité
du probleme et le manque d’outils mathématiques poussent les chercheurs a se con-
tenter du produit cartésien. Comme on 1’a montré, en utilisant des filtres interpolants,
on arrive a des dérivations qui ne sont guére plus compliquées que celles obtenues par
la. produit cartésien. On observe de plus que le traitement des bords avec des filtres
interpolants, méme dans le plan, est plus facile.

Notons que I'utilisation de filtres b-adiques est un sujet de recherche fort excitant
en soi. L’ensemble des chercheurs en théorie des ondelettes prévilégient les ondelettes
en base 2. Ce choix est certainement raisonnable, mais I'argument selon leque! ce choix
s'tmpose parce que les ordinateurs fonctionnent en mode binaire parait assez faible.
Par exemple, I'utilisation de la base 2" pour n entier permet aussi de prendre avantage
du codage binaire. On considere qu’il est fort possible que les ondelettes biorthogo-
nales de Cohen-Daubechies—Feauveau, telles que présentées ici, soient performantes
pour b différent de 2 dans certaines applications. On pense notamment a ’étude de

certaines courbes fractales {en base b) ou de certains systémes chaotiques.
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Alors que cette these repose sur des outils mathématiques bien connus, elle pose un
regard nouveau sur la théorie des ondelettes. On pense que l'interpolation itérative
jouera un réle croissant dans la théorie des ondelettes et on a fourni ici quelques

arguments dans ce sens.
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