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RESUME

L objectif de cette thése est d’explorer une technique de codage convolutionnel avec
décodage itératif sans entrelacement afin de proposer des solutions simples aux problémes

de la complexité et de la latence du codage et du décodage Turbo conventionnel.

Le décodage Turbo conventionnel exige, a chaque itération, ['utilisation
d’entrelaceurs et d’un algorithme de décodage symbole par symbole. Les algorithmes de
décodage symbole par symbole habituellement utilisés dans le décodage Turbo sont basés
sur I'algorithme du maximum a posteriori et sont généralement complexes. De plus, la
latence engendrée par le décodage Turbo augmente avec la longueur des entrelaceurs et du
nombre d’itérations requis pour atteindre une probabilité d’erreur par bit donnée. Le
décodage 2 seuil est aussi un algorithme de décodage symbole par symbole mais, il offre
une faible complexité comparativement & d’autres algorithmes de décodage symbole par
symbole. Le décodage 2 seuil constitue alors une alternative de choix afin de réduire la
complexité du décodage Turbo. Une solution proposée dans cette thése repose sur une

méthode de décodage itératif basée sur le décodage a seuil.

La présence de I’entrelacement au codage et au décodage Turbo conventionnel permet
de maintenir I’indépendance des observables dans tout le processus de décodage. Afin de
réduire la latence du décodage Turbo, la solution proposée dans cette thése consiste a
€éliminer ces entrelaceurs dans tout le processus de codage et de décodage Turbo.
Cependant, tout en considérant un décodage a seuil a chaque itération, la contrainte

d’indépendance des observables doit étre satisfaite. Pour résoudre ce probléme, des codes
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convolutionnels doublement orthogonaux sont définis. En utilisant ces nouveaux codes,
les équations de contrdle de parité générées par le décodage a seuil itératif sont
orthogonales sur deux itérations consécutives et par conséquent, les observables sont
indépendants sur les deux premiéres itérations. On définit au sens large des codes
convolutionnels doublement orthogonaux lorsque la condition d’indépendance des
observables n’est pas complétement satisfaite. Avec une définition au sens strict, les codes
convolutionnels doublement orthogonaux satisfont entiérement cette contrainte

d’indépendance.

L’analyse du décodage a seuil itératif pour des codes convolutionnels doublement
orthogonaux définis au sens large apporte des solutions permettant d’améliorer les
performances d’erreur. Une solution retenue consiste a pondérer les équations de controle
de parité par des coefficients appropriés qui minimisent la probabilité d’erreur par bit a la
derniére itération. Pour de forts rapports signal a bruit, les résultats de simulation montrent
que ces coefficients peuvent tous étre ajustés a3 une méme valeur sans engendrer une
importante dégradation des performances d’erreur comparativement a des ajustements ou
les coefficients ne sont pas identiques. Pour la plupart des codes convolutionnels
doublement orthogonaux définis au sens large, les résultats de simulation démontrent que
des gains de codage additionnels d’environ 0.5 a 1.0 dB sont possibles en utilisant des
valeurs de coefficients de pondération identiques. Cette méme analyse s’applique au
décodage a seuil itératif des codes convolutionnels doublement orthogonaux définis au

sens strict. De cette analyse, on y conclut qu’a de forts rapports signal a bruit, une
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pondération des équations de contrle de parité n’apporte aucune amélioration des
performances d’erreur. Cependant, pour de plus faibles rapports signal a bruit, des

améliorations substantielles des performances derreur sont possibles avec une

pondération adéquate des équations de contrdle de parité.

Une analyse des performances d’erreur du décodage a seuil itératif pour des codes
convolutionnels multiplement orthogonaux définis au sens strict indique qu’au-dela de la
double orthogonalité, des améliorations marginales des performances d’erreur sont
obtenues. Cette analyse montre aussi qu’aprés seulement trois itérations, les codes
convolutionnels doublement orthogonaux définis au sens strict atteignent le gain

asymptotique de codage.

Des codes convolutionnels doublement orthogonaux récursifs sont aussi définis. Une
méthode de décodage itératif appropriée est développée et explorée. Des résultats de
simulation montrent que I’utilisation de cette technique de codage et décodage procure de
trés bonnes performances d’erreur. Par exemple, les résultats de simulation indiquent,

qu’avec des codes convolutionnels doublement orthogonaux récursifs définis au sens

strict de taux de codage égal a 1/2, une probabilité d’erreur par bit d’environ 107 avec un

rapport signal a bruit de 1.3 dB est atteignable.

Des comparaisons des techniques de codage et de décodage développées dans cette
thése avec les techniques de codage et de décodage Turbo conventionnelles montrent que,

pour des rapports signal a bruit supérieurs a environ 3 dB, les codes convolutionnels
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doublement orthogonaux offrent de nombreux avantages. Pour une méme probabilité
d’erreur par bit, le décodage itératif de ces nouveaux codes est moins complexe et sa
latence est généralement plus faible comparativement a d’autres techniques de codage et
décodage Turbo. Les techniques de codage et de décodage développées au cours de cette

thése sont particuliérement appropriées pour des systémes de communication ou de fortes

contraintes de délai sont imposées.



ABSTRACT

The object of this thesis is to explore a new coding and iterative decoding technique
without the use of interleaving and propose some practical solutions that circumvent the
complexity and the latency shortcomings of the usual coding and Turbo decoding

techniques.

The conventional Turbo decoding techniques use interleavers and symbol by symbol
decoding algorithm. The usual symbol by symbol decoding algorithms such as the
maximum a posteriori or MAP decoding algorithms suffer from a substantial
computational complexity. Furthermore, the Turbo decoding latency increases with the
length of interleaving and the number of iterations needed to achieved a given bit error
probability. Threshold decoding is also another type of symbol by symbol decoding that is
less complex than the other type of symbol by symbol decoding algorithms. Hence, it
appears to be a very attractive alternative to the other type of symbol by symbol decoding
algorithms. In this thesis, a proposed solution to the complexity shortcomings of usual
Turbo decoding is to use the threshold decoding technique as the heart of the iterative

decoding procedure.

One of the key aspects of Turbo decoding is the use of interleaving at both coding and
decoding. The presence of interleaving ensures that the observables used in the iterative
decoding procedure are independent. In order to decrease the latency of conventional
Turbo decoding, the solution proposed in this thesis is to eliminate the interleavers at both

encoding and at decoding. However, using threshold decoding at each iteration step, the



independence constraint on the observables must be satisfied. This problem is solved by
defining the new convolutional self doubly orthogonal codes which are threshold
decodable. The parity check equations generated at each iteration step of the decoding
procedure are then orthogonal over two consecutive iteration steps. This means that the
observables used at the second decoding step are independent. The convolutional self
doubly orthogonal codes are defined in the wide sense if the condition allowing the
independence of observables is not completely satisfied at the second iteration step.
However, with the use of convolutional self doubly orthogonal codes defined in strict
sense, all observables used at the second iteration step are independent.

From the analysis of the iterative threshold decoding for convolutional self doubly
orthogonal codes defined in the wide sense, some modifications of this decoding
procedure improving the error performances are proposed. One of these modifications
consists in the use of weighting each parity check equation by appropriate coefficients
which minimize the bit error probability at the last iteration step. The simulation results
show that for high signal to noise ratio, all coefficients can take the same value without
degradation of error performances as compared to the use of different coefficient values.
For many convolutional self doubly orthogonal codes defined in wide sense, coding gain
improvements of about 0.5 to 1.0 dB are obtained using this modification. Furthermore,
for convolutional self doubly orthogonal codes defined in the strict sense, at high signal to
noise ratio, the use of weighting does not improve the error performances but, for lower
signal to noise ratio values, substantial improvements in error performances are also

possible with the use of appropriate weighting coefficients.
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The error performance analysis of iterative threshold decoding without interleaving
using the convolutional self multi-orthogonal codes defined in the strict sense is
presented. This analysis shows that beyond the double orthogonality, only marginal
improvements in error performances are obtained. This analysis also indicates that for
convolutional self doubly orthogonal codes defined in the strict sense, only three iterations

are needed to achieve the asymptotic coding gain.

The recursive convolutional self doubly orthogonal codes are also defined. An
appropriate iterative decoding method is developed and explored. Some simulation results
show that the use of the recursive convolutional self doubly orthogonal codes defined in

the strict sense provides very good error performances. For example, a bit error

probability of about 10° at a signal to noise ratio of 1.3 dB may be achieved with a
recursive convolutional self doubly orthogonal codes defined in the strict sense having a

coding rate of 1/2.

Some comparisons of the coding and iterative decoding techniques developed in this
thesis with usual coding and Turbo decoding techniques show that for signal to noise ratio
values higher than 3 dB, the use of convolutional self doubly orthogonal codes provide
many advantages. For the same bit error probability, the decoding procedure of these new
codes is less complex and its latency is lower than the other Turbo decoding techniques.
The new coding and iterative decoding techniques developed in this thesis are particularly

appropriate for many communication systems where severe delay constraints are imposed.
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CHAPITRE 1: INTRODUCTION

La remarquable théorie de Shannon précise que si les symboles d’information sont
transmis a travers un canal avec un taux de transmission inférieur a une valeur limite
appelée capacité du canal, en utilisant un code correcteur d’erreurs approprié, il est
possible d’atteindre une probabilité d’erreurs arbitrairement petite [1]. Cependant, la
théorie de Shannon ne donnent aucune indication sur la maniére de construire ces codes.
Depuis la publication des résultats de Shannon, un nombre considérable de travaux ont
porté sur la recherche de codes et sur le développement de techniques de décodage
pratiques. Les résultats de ces travaux ont permis d’améliorer de fagon efficace la fiabilité
des communications a haute vitesse. Sur un canal discret sans mémoire ou le bruit est
gaussien blanc et additif, plusieurs techniques de codage et de décodage permettent de

communiquer de maniére fiable avec des rapports signal a bruit £,/V, correspondant au

taux de coupure R,. Cependant, pour la plupart de ces techniques, lorsque le taux de
codage r,, est supérieur au taux de coupure, c’est-a-dire lorsque R <7 <C,ouCestla

capacité du canal exprimé en bit par symbole codé, les performances d’err=ur se dégradent
rapidement ou encore, la complexité et la latence engendrées par ces techniques

deviennent trés grandes.

Plusieurs techniques de codage et de décodage ont été développées afin de surmonter
ces difficultés. Par exemple, une approche souvent utilisée est basée sur la concaténation

sérielle d’un code convolutionnel de taux de codage r faible avec un code en bloc ayant



un taux de codage plus élevé, les deux codeurs étant séparés d’un entrelaceur de grande
taille [2], [3].

Plus récemment, une technique de codage utilisant une concaténation paralléle de
codeurs convolutionnels systématiques et récursifs (CPCCSR) a été proposée par Berrou
et al. [4]. L’ utilisation de ces codes permet d’opérer a des taux de codage, r,, nettement
supérieur au taux de coupure, R, s’approchant méme de la limite théorique prédite par le
théoréme de la capacité de Shannon [1] et ce en utilisant un décodage de complexité
raisonnable. Ces codes sont décodés en utilisant un processus itératif de décodage ou a
chaque itération, un algorithme de décodage symbole par symbole est utilisé.

Le codage CPCCSR est généralement constitué de deux codeurs convolutionnels
systématiques et récursifs séparés par un entrelaceur. Comme la Figure 1.1 le montre, la
séquence d’information est codée deux fois. Le premier codeur utilise la séquence
d’information pour générer une premiére séquence de symboles de parité alors que le
deuxiéme codeur utilise une version entrelacée de la séquence d’information pour

produire une deuxiéme séquence de symboles de parité.

Informatior. >,
u Parité p( D)_Perforation
gl Codeur 1 m »
I

I I

gt Entrelaceur|_g.{ Codeur 2 l

u . L 3 )_ 4

Parité P

Figure 1.1 Schéma de principe d’un codeur CPCCSR



Le décodage des codes CPCCSR est essentiellement basé sur une procédure itérative
de décodage dite «Turbo». La Figure 1.2 montre le schéma de principe du décodage
«Turbo». L’idée principale est de décoder itérativement chaque code constituant en
utilisant un algorithme de décodage symbole par symbole tout en s’assurant qu’a chaque
itération, les observables sont indépendants. Cette condition d’indépendance entre les
observables qui est essentielle au fonctionnement du processus itératif de décodage est
satisfaite grice a I’utilisation de I’entrelacement des observables 4 chaque itération. A la
premiére itération, les observables sont statistiquement indépendants alors qu’aprés
quelques itérations, puisque les mémes observables sont réutilisés, la corrélation entre

ceux-ci augmente n’entrainant que des améliorations minimes des performances d’erreur.

Valeurs de ['information extrinséque

Valeur a priori u ‘/

Lyfw) Lo+l (@ Le oA®) Letw

Symboles /

ge':l!;onnauon | Décodeur I[—g» Entrelaceur P Décodeur 1_Z g, Détaceur

Ly !
~ LC)'P' ’

($4]
Ly P
Délaceur
Symboles L Cf Décision
de parité
regus

Figure 1.2 Schéma de principe du décodage «Turbo»

L’algorithme de décodage de Bahl (BCJR) [5] modifié par Berrou et al. {4] permet un

décodage itératif des codes CPCCSR. L’algorithme BCJR consiste a décoder symbole par

symbole I’information codée en déterminant le maximum a posteriori (MAP) de chaque



symbole d’information. La complexité de ’algorithme BCJR, évaluée a environ quatre
fois celle du décodeur de Viterbi [5] rend difficile la réalisation matérielle du décodeur.
Certains efforts ont été déployés notamment par Pietrobon [6], [7], [8], [9] afin de réduire
cette complexité et permettre une réalisation matérielle raisonnable. Cependant, cette

réduction de la complexité engendre aussi une réduction des performances d’erreur.

D’autres algorithmes de décodage symbole par symbole peuvent étre utilisés dans le
décodage Turbo. Par exemple, 1’algorithme SOV A (Soft Output Viterbi Algorithm) [10]
donne des performances d’erreur semblables a celles obtenues avec I’algorithme BCJR
mais, avec une complexité moindre [11]. Un autre exemple de décodage symbole par
symbole est le décodage a seuil. En effet, Riedel et Svirid [12], [13] proposent une
méthode permettant d’utiliser le décodage a seuil dans le décodage Turbo. Les codes
utilisés par les auteurs de [12] et [13] sont obtenus a I’aide d’une concaténation parali¢le
de codeurs non-récursifs. De plus, les codes constituants doivent étre orthogonaux et
systématiques afin que le décodage a seuil puisse s’appliquer [14]. Lorsqu’une
concaténation paralléle de codeurs non-récursifs est utilisée, les développements
théoriques de Benedetto [16], [17] montrent que [’entrelacement contribue peu a
I’amélioration des performances d’erreur. Toutefois, I’entrelacement continue d’agir de
maniére a fournir a chaque itération des observables faiblement corrélés. D’autre part,
lorsque les codes convolutionnels sont récursifs, l'auteur de [16] montre que
I’amélioration des performances d’erreur est inversement proportionnelle a la taille de

I’entrelacement.



La taille des entrelaceurs utilisés au codage et au décodage Turbo produit une
augmentation de la latence. De plus, cette latence dépend aussi de I’algorithme de
décodage utilisé. Par exemple avec I’algorithme BCIJR, il est nécessaire d’attendre la
réception compléte de la séquence de symboles codés avant que le décodeur puisse
générer sa premiére décision. Par conséquent, une augmentation de la taille des
entrelaceurs et du nombre d’itérations requis permettant d’atteindre une probabilité

d’erreur donnée engendre nécessairement une augmentation importante de la latence.

1.1 Définition du projet

Dans cette section, on définit ce projet de recherche. Les motivations et les
problématiques de recherche sont tout d’abord exposées. Par la suite, les objectifs

principaux sont expliqués en présentant les approches de solutions.

1.1.1 Motivations et problématiques de la recherche

Malgré la grande capacité de correction des erreurs caractérisant les codes CPCCSR,
la réalisation pratique du décodage Turbo présente un certain nombre de problémes. Parmi
ceux-ci, la complexité et la latence du décodage Turbo sont souvent les problemes qui
dominent. Par exemple, dans des systémes de communication ou le délai de transmission
est un paramétre critique, la grande latence engendrée par la présence des entrelaceurs
dans le décodage Turbo devient un inconvénient majeur. Pour des systémes de
communication a4 haut débit d’information, assurer une communication fiable tout en
considérant les contraintes de complexité et de délai de transmission est présentement un

des problémes principaux de conception. Réduire la compiexité et la latence tout en



maintenant des performances d’erreur acceptables est la principale raison qui a motivé la

poursuite de cette recherche.

1.1.2 Objectifs principaux

Ce projet de thése se consacre tout particuliérement aux problémes de réduction de la
latence et de la complexité des processus itératifs de décodage. La grande complexité du
processus de décodage Turbo qui dépend principalement de I’algorithme de décodage
utilisé a pour effet de limiter le taux de transmission binaire. De plus, la latence engendrée
par le décodage Turbo limite aussi I’application de cette technique de décodage itérative a

des systémes de communication a trés haut débit.

Cette thése a pour objectif d’explorer une procédure de codage et de décodage itératif
qui réduit la complexité et la latence des techniques traditionnelles de codage et décodage
Turbo tout en maintenant des performances d’erreur acceptables sans avoir recours a

I’entrelacement.

Le décodage Turbo nécessite, a chaque itération, I’utilisation d’un algorithme de
décodage symbole par symbole. Le décodage a seuil étant aussi un décodage symbole par
symbole, il constitue une alternative intéressante aux autres algorithmes de décodage
habituellement utilisés dans les techniques de décodage Turbo. En effet, la faible
complexité mesurée en nombre d’opérations a effectuer par le décodeur a seuil permet une
réalisation matérielle simple [18], [19]. Pour résoudre le probléme de complexité associé

au décodage Turbo, I’approche proposée est de considérer un décodage itératif basé sur le



décodage a seuil.

La présence d’entrelaceurs au codage et au décodage Turbo engendre une latence
souvent importante. L’entrelacement permet de maintenir I’'indépendance des observables
dans le processus de décodage itératif Turbo. Dans cette thése, on y propose une approche
permettant de réduire cette latence. Elle consiste a éliminer les entrelaceurs au codage
ainsi que dans tout le processus itératif de décodage. Evidemment, cette approche doit
tenir compte de la contrainte qui consiste a maintenir |’indépendance entre les observables
a chaque itération mais, sans avoir recours a des entrelaceurs dans tout le processus itératif

de codage et de décodage.

Pour résoudre ce probléme, on doit définir un sous-ensemble de codes convolutionnels
qui satisfont les contraintes pour qu’un décodage itératif a seuil sans entrelacement soit
applicable. Les codes convolutionnels pouvant étre décodés par I’algorithme de décodage
a seuil, sont des codes convolutionnels orthogonaux CSOC (Convolutional Self
Orthogonal Codes) [2], [14], [15]. Pour maintenir I’orthogonalité et donc {’indépendance
sur deux itérations sans avoir recours a un entrelaceur, il est nécessaire d’ajouter des
propriétés aux codes convolutionnels orthogonaux. Ces propriétés consistent a augmenter
le niveau d’orthogonalité des codes. Les codes obtenus sont appelés «codes

convolutionnels doublement orthogonaux» (Convolutional Self Doubly Orthogonal

Codes, CSO%C)'.

+. La terminologie francophone n’étant pas encore établie pour cette nouvelle technique de codage. nous
utiliserons dans tout le reste de cette thése ia terminologie anglophone.



Dans ce projet, on définit les conditions pour qu’un code convolutionnel systématique
soit doublement orthogonal. Deux définitions de la double orthogonalité d’un code
convolutionnel sont données. Une définition au sens large est tout d’abord obtenue. Les
codes résultant de cette définition se nomment codes convolutionnels doublement

orthogonaux définis au sens large (Convolutional Self Doubly Orthogonal Codes in Wide

Sense, C802C—WS). Ces codes étant définis au sens large, a la deuxiéme itération de
décodage, la contrainte d’indépendance des observables n’est pas complétement
respectée. D’autre part, une définition des codes convolutionnels doublement orthogonaux
au sens strict (Convolutional Self Doubly Orthogonal Codes in Strict Sense, CSO?C-SS)
est obtenue. Avec cette deuxiéme définition, la contrainte d’indépendance des observables
de la deuxiéme itération est satisfaite. En se basant sur la structure des codes a faible
densité de parit¢é [20] (Low Density Parity Check Codes, LDPC), des codes
convolutionnels doublement orthogonaux récursifs définis au sens large et au sens strict
(Recursive Convolutional Self Doubly Orthogonal Codes in Wide Sense et Strict Sens, R-

CSO?C-WS, R-CSO?C-SS) sont obtenus. De plus, un nouvel algorithme de décodage

approprié aux codes CSO?C-WS et R-CSO?C-SS est élaboré.

Les problémes inhérents au décodage des CSO?C et I’analyse de ce processus itératif

de décodage sont alors considérés. Des solutions pratiques sont élaborées pour résoudre

ces problémes. L’évaluation des performances d’erreur des CSO?C est faite tout d’abord

au moyen de simulation. Par la suite, une analyse théorique des performances d’erreur du

processus de décodage itératif a seuil des codes CSO?C est proposée.



1.2 Contributions

Les travaux de recherche réalisés dans le cadre de cette thése ont permis d’apporter les

contributions suivantes.

. Elaboration d’une nouvelle méthode de codage et de décodage itératif sans

entrelacement de faible complexité et de faible latence.

. Définitions au sens large et au sens strict des codes convolutionnels doublement

orthogonaux.

. Amélioration du processus de décodage itératif a seuil sans entrelacement des codes

convolutionnels doublement orthogonaux définis au sens large.

. Analyse du décodage itératif a seuil sans entrelacement et conclusions originales

concernant I’ utilisation des codes convolutionnels doublement orthogonaux définis

au sens strict.

. Définitions au sens large et au sens strict de nouveaux codes convolutionnels

récursifs doublement orthogonaux.

. Analyse et développement d’un nouvel algorithme de décodage des codes

convolutionnels récursifs doublement orthogonaux définis au sens large et au sens

strict.

. Conclusions originales qui résultent des comparaisons entre les techniques de

décodage itératif des codes convolutionnels doublement orthogonaux et la

technique conventionnelle de décodage Turbo.
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1.3 Organisation de la thése

Cette thése contient sept chapitres. Aprés ce chapitre d’introduction, le chapitre 2
décrit les éléments fondamentaux du décodage a seuil des codes convolutionnels
orthogonaux (CSOC). Le décodage a seuil en quantification ferme et le décodage a seuil a
sortie pondérée sont alors abordés. Une définition de I’orthogonalité simple des codes
CSOC est donnée. On y présente aussi la notation qui sera utilisée tout au long de cette

thése.

Le processus itératif de décodage a seuil a sortie pondérée sans entrelacement est

décrit au chapitre 3. Les définitions des codes convolutionnels doublement orthogonaux

(CSO®C) au sens large et au sens strict sont déduites de la structure de décodage itératif a

seuil sans entrelacement. Par la suite, trois structures possibles de décodage itératif des

CSO?C-WS sont décrites. Chacune de ces structures impose des conditions particuliéres
sur I’indépendance des observables utilisés dans le processus itératif de décodage a seuil.
Une amélioration possible de I’algorithme de décodage itératif a seuil pour des codes
CSO?C-WS est alors présentée. Cette amélioration consiste a pondérer les équations de
contrdle de parité de chaque itération par des coefficients. Une méthode expérimentale et
une approche basée sur les réseaux de neurones sont élaborées afin de déterminer les
coefficients de pondération appropriés qui minimisent la probabilité d’erreur a la derniére
itération. Par la suite, le décodage itératif a seuil des codes CSO*C-SS est abordé.

Finalement, dans la demiére section de ce chapitre, des comparaisons sont faites entre les



i1

codes CSO2C-WS et CSO?C-SS en fonction de la latence et des performances d’erreur

que leur utilisation procure.

Au chapitre 4, on présente une analyse des performances d’erreur du décodage itératif

a seuil pour des codes convolutionnels multiplement orthogonaux définis au sens strict

(CSOMC-SS) sans entrelacement. Une nouvelle approche de calcul de la probabilité
d’erreur par bit du décodage a seuil a sortie pondérée des codes CSOC est tout d’abord
présentée. Cette méthode d’analyse est basée sur le calcul de la fonction de densité de
probabilité d’un opérateur «add-min». Une extension de la méthode d’analyse élaborée
pour le décodage a seuil a sortie pondérée permet d’obtenir une analyse de la probabilité
d’erreur pour M itérations de décodage a seuil a sortie pondérée. Cette analyse est
essentiellement basée sur I"hypothése que le code utilisé est multiplement orthogonal sur

au moins M itérations consécutives. Quelques comparaisons des résultats de cette analyse

avec ceux obtenus par simuilation des codes CSO?C-SS permettent d’apporter des
conclusions sur I'utilisation des codes convolutionnels multiplement orthogonaux définis

au sens strict.

Dans le chapitre 5, une définition des codes convolutionnels doublement orthogonaux

récursifs (Recursive CSO?C, R-CSO%C) est donnée. Cette définition résuite de
I’équivalence entre les codes en blocs doublement orthogonaux [21], [22] et les codes a
faible densité de parité introduits par Gallager [20). Un algorithme de décodage itératif

semblable a celui utilisé pour les codes a faible densité de parité est alors élaboré. Des
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résultats de simulation des codes R-CSO?C définis au sens large et au sens strict sont

présentés.

Une analyse de la complexité et de la latence du décodage itératif a seuil sans
entrelacement est présentée au chapitre 6. Les résultats de cette analyse sont comparés a la
procédure de décodage Turbo conventionnel. Certaines conclusions sont alors obtenues a

partir de ces comparaisons.

Finalement, le chapitre 7 conclut cette thése en présentant un résumé des principaux
résultats obtenus au cours de ce travail de recherche. Des recommandations relatives a des

recherches futures sont présentées a la fin de ce chapitre.
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CHAPITRE 2: PRELIMINAIRES

2.1 Décodage a seuil en quantification ferme pour les codes

convolutionnels

Dans cette section, on décrit tout d’abord, le modéle simplifié du systeme de
communication numérique en quantification ferme. Suivra ensuite, une description du
processus de codage et décodage en quantification ferme des codes convolutionnels

systématiques orthogonaux (CSOC, Convolutional Self-Orthogonal Codes).

Sans perte de généralité, nous limitons notre discussion a des systémes de

transmission codés dont les codes sont systématiques de taux de codage égala r. = 1/2.

De simples modifications apportées a leur structure mathématique permettront une

généralisation a des codes systématiques de taux de codage, r. = b/v, b<v, v>I. Le

modeéle simplifié du systéme de communication en quantification ferme est illustré a la
Figure 2.1. Ce systéme est constitué d’un codeur de canal, d’'un canal discret sans
mémoire et d’un décodeur. Le canal discret et sans mémoire comporte un modulateur
BPSK, un canal physique et un récepteur optimal dont la sortie est quantifiée sur 1 bit.
Dans ce cas, le canal discret résultant se nomme canal binaire symétrique (BSC, Binary

Symmetric Channel).
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Canal binaire symétrique
r=-- - - A - -

Décodeurt—»

Figure 2.1 Modéle simplifié du systéme de communication numérique avec canal BSC

Soit U = (ug, u, ...) la séquence de bits d’information & I’entrée du codeur ou u; est
un bit d’information, u; € {0, 1} etou I'indice i, i = 0, 1,2, ..., représente {'instant de
transmission. Cette séquence d'information est fournie a I'entrée du codeur de taux de
codage r.=1/2. Celui-ci génere a sa sortie, la séquence codée C = (cgy, ¢y, ...). Les
éléments ¢; de la séquence C sont constitués du bit d’information u; suivi du symbole de
parit¢ p; ce qui revient & ¢; = (u,p;), i =0,1,2,.... La séquence de parité
P = (pg,p), --.) est générée par le codeur en effectuant des opérations modulo-2 sur un

ensemble fini de bits d’information.

Les vecteurs de symboles codés, c; = (uppy).i= 0, 1,2, ..., sont transmis dans un

canal binaire symétrique. A la sortie du canal, on observe donc la séquence de symboles

codés contaminée par une séquence d’erreurs binaires E = (e, e,...). Le vecteur

et e, =¢,

» gz u
d’erreur e; = (e; pe; 1) est formé des deux éléments e, ; = e; ;

l
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i=0,1,2,... qui affectent le bit d’information u; et le symbole de parité¢ p;
respectivement. Le canal étant quantifié a 2 sorties (quantification ferme), le premier

o2 .. u -, .
élément binaire, e; , est égal a:

" 1 avec une probabilité (y,)
< , 2.1)
! { 0 avec une probabilité (1-v,)
et représente I’erreur sur le bit d’information u;. De la méme maniére, |’erreur ef .
affectant le symbole de parité p; est donnée par:
I avec une probabilité (y,)
= (2.2)
{0 avec une probabilité (1 -y,)

Lorsqu’une modulation BPSK est utilisée pour transmettre 1’'information dans un

canal réel dont le bruit additif est blanc, gaussien. de moyenne nulle et de spectre de

densité de puissance bilatéral égal 4 Ny/2, v, représente la probabilité de transition du

canal binaire symétrique exprimée par [23]:
Yo = Q(f2r E,/N,) 23)

ot O(x) = -;— fexp(—%z) do etou E, représente I’énergie par bit d’information. Ici,
7.1
X

le taux de codage est r. = 1/2 de sorte que (2.3) devient v, = O( /Eb/N o) - Par

conséquent, la sortie du canal est representée par la séquence C = (¢, ¢},...) ou
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¢; = ci®e‘. et ot @ représente 'opération d’addition modulo-2. Les vecteurs de
symboles codés regus du canal et présents a I’entrée du décodeur sont donc dénotés par
¢; = (u,p;) o
u; = u,.@e:.' (24)
et
b, =p®e. (2.5)
Observant la séquence regue C, le décodeur produit a sa sortie une estimation de

chacun des bits d’information, 1'4,., i =0,1,2,...,de laséquence décodée U.

Dans cette section, le décodage a seuil pour des codes convolutionnels systématiques
orthogonaux, CSOC, (Convolutional Self-Orthogonal Codes) en quantification ferme est

considéré. Nous limitons ici notre étude aux codes convolutionnels orthogonaux

systématiques de taux de codage r. = 1/2 et de mémoire m [14]. Le décodeur a seuil

comportant une réplique exacte du codeur, il convient de décrire en premier lieu le

processus de codage convolutionnel des codes CSOC [2], [14], [15].

2.1.1 Codage

Pour un code systématique de taux de codage r. = 1/2, le processus de codage
consiste a produire a chaque instant i le symbole de parité p; correspondant a chaque bit

d’information u;. En général, un code systématique de taux de codage r_ = 1/2 est
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complétement spécifié par un vecteur de connexions g = (gq, &5 ---» &) » OU g est un
élément binaire pouvant prendre la valeur 0 ou 1. Tel que montré a la Figure 2.2, une

composante g, = | signifie que la kéme cellule du codeur est connectée a I’additionneur

modulo-2 tandis que g, = 0 signifie qu’il n’y a pas de connexion entre la Kéme cellule du

codeur et I’additionneur modulo-2. Considérons maintenant les J composantes non-nulles,
J<m, 8a,8ay -+ &q, du vecteur de connexions g ou @, <a,<...<a,. Un code
convolutionnel systématique peut étre aussi spécifié par I’ensemble des valeurs entiéres
a;, J=12,..J. Tel qu'illustré a la Figure 2.2, a; = k signifie que la jieme

composante non-nulle du vecteur de connexions, g, représente une connexion entre la

K™ cellule du codeur et I’additionneur modulo-2. Le symbole de parité, p; est alors
construit en utilisant le bit d’information courant, u;, et une sélection particuliére de

(/-1) bits d’information choisis parmi les (m — 1) autres bits d’information qui ont

précédé u; et qui résident dans le codeur. Ceci s’exprime comme suit :

J
Pi= DDu_yi =01, (26)
j=1

ou le symbole @ représente la somme modulo-2 sur les deux valeurs binaires O et 1. Pour
qu’un code soit complétement orthogonal (2], il faut que les J(J—-1)/2 différences

positives, (aj—al),j =12,...,J, 1 = 12,...J, j>I, appartenant a |’ensemble des



différences des valeurs entiéres, {(aj-al)} , soient distinctes entre eux. La valeur

maximale des a s J = 1,2,...,J, dénotée par o, est égale a la mémoire m du codeur.

Le bit d’information u; et le symbole de parité p; forment le vecteur de symboles
codés c¢; qui sera transmis sur un canal binaire symétrique. La Figure 2.2 montre deux
exemples de codeurs convolutionnels systématiques orthogonaux de taux de codage

r.=1/2 avecm=3etJ = 3 etm=6 et J = 4 respectivement. A 1a Figure 2.2 (a), les

différences sont (a;-a,) = 2; (a;-a;) = 3; (a,-a;) = | alors que pour le
codeur de la Figure 2.2 (b), P'ensemble des différences est (ay-a;) = 2;
(@g-a,) = 5;(ay~a)) = 6;(a;-a,) =3;(a;-a) =4;(ay,-a;) = 1.1lest
clair que la condition d’orthogonalité de ces codes est satisfaite car toutes les différences

(a - ;) sont distinctes.



u.
i
u, e D D D \
/' Pi
D: Elément de délai
g = (1101) ¢; = (",‘sp,')
a, = O,cz2 = 1,013 =3
m=a; = 3
(@)
lli
—
uj
D Di—p{ DI D D D
4.@‘ p‘.
D: Elément de délai >
cj = (uppi)
g = (1100101)

al=0,a2=l,a3=4,a4=6
m=a4 =6

(b)

Figure 2.2 Exemples de codeurs CSOC, r=1/2. a) m=3, /=3, b) m=6, /=4
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2.1.2 Décodage

L’algorithme de décodage a seuil pour les codes convolutionnels est une procédure
dite algébrique. Cette technique de décodage se distingue de celles de Viterbi et
séquentielle pour les raisons suivantes. Les techniques de décodage de Viterbi ou
séquentielle sont basées sur des considérations probabilistes et non pas algébriques. De
plus, le décodage a seuil produit une décision finale sur le bit d’information courant en ne
considérant que les symboles codés regus sur une longueur (m + 1) plutdt que sur la

séquence entiére de symboles codés recue comme c’est le cas pour les techniques de

Viterbi et séquentielle.

L’algorithme de décodage a seuil est basé principalement sur le calcul des symboles

de syndrome. Le décodeur reconstruit le symbole de parité, p';, a partir du bit
d’information regu 4; et le compare au symbole de parité p; correspondant requ du canal.
Les résultats de ces comparaisons forment les symboles de syndrome, s;, lesquels sont

stockés dans un registre de longueur a ;. Les symboles de syndrome sont combinés entre

’ . . N , o . e e s . . U
eux pour déterminer, selon une simple régle de décision majoritaire, une estimation, é;,

du symbole d’erreur ayant perturbé le bit d’information courant u;. L’estimation, &;, du

bit d’information courant est donc obtenue en effectuant I’opération &; = u; ® é:.‘. La

décision est donc &; et naturellement, il y aura une erreur si i, # u;.

Soit un code convolutionnel systématique orthogonal, CSOC, ayant un taux de codage
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r. = 1/2. Au récepteur, on forme les symboles de syndrome s, en calculant la somme

modulo-2 p, ® p',. La Figure 2.3 illustre le principe du calcul des symboles de syndrome

au récepteur.
iy g, | Code délai o, —
— ’
m= o, Pita,
ﬁi+aJ si+n, S:

Registre des !

Fw > Syndromes

Figure 2.3 Schéma de principe du calcul des symboles de syndrome

Chaque symbole de syndrome correspond alors a une équation faisant intervenir le bit

d’information, u,, le symbole de parité, p;, ainsi que (/- 1) autres bits d’information
requs du canal. Le symbole de syndrome, s,, ;, se trouvant dans la Kéme cellule du

registre des syndromes a l'instant i = 0, 1, 2, ... s’écrit comme suit :

J
Sivk T ﬁi+k® Eiiﬂk—u,’ k=01,..m (2.7)
=1

En combinant les équations (2.4) a (2.7), on obtient pour chacun des (m+1)

symboles de syndrome la relation suivante :



J
Lok® Dl o k=01 m 2.8)
j=1

Un ensemble de J équations de parit¢ {4, ,,4; 5, ...,4; ;} est orthogonal au
symbole d’erreur e?, si chaque équation de parité inclut le symbole e;‘ et que les autres

symboles d’erreur n’apparaissent qu’une seule fois dans I’ensemble des J équations de

.. T . N . s . .. . .
parité. Pour obtenir I’estimation &;, on utilise une régle de décision basée sur une logique

majoritaire :
Choisir é:.‘ = | si et seulement si plus de | J/2])" équations de parité A kit
k=1,2,..,J, orthogonales a e:.‘ sont égales a la valeur 1; Choisir é:.‘ = 0 autrement.

Pour un code convolutionnel complétement orthogonal, les J équations de parité

orthogonales a e:.' s’écrivent, en se référant a (2.8), de la fagon suivante:

J

A u
Al(,"'sx+a. efﬂzk@e $E 1+a, @ Eeﬁ-q,
i=1 J=k+1

k=12,..,J,i=0,12,.. 29

Le code étant complétement orthogonal, il est clair que chaque équation de parité 4, ;

estégaleas; . a Les J équations données par (2.9) constituent les équations de contréle

t. Lx] représente la partie enti¢re du réel x, i.e. le plus grand entier < x
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de parit¢ d’un décodage défini [29] car, elles font intervenir les symboles d’erreur,

u

€iva,-q, dont les différences (ak—aj) sont négatives. Cependant, la valeur de

Pestimation &;, 4, _o . (@;—a;) <0 étant connue a I'instant courant i, elle peut étre

introduite dans les équations 4, ; afin de réduire I’effet des symboles d’erreur € g —ar
Y & )
(a k““j) <0 qui interviennent dans (2.9) et par conséquent, d’améliorer la probabilité

d’erreur [29]. Ce décodage avec rétroaction de la décision (« feedback decoding »), {2],

[14], [29] s’effectue alors sur une longueur de contrainte (m+1). Les équations de contrdle

de parité 4, ; utilisées dans ce décodage avec rétroaction de la décision s’écrivent alors

comme suit :

i i+a

J
= u .
Ai = e neei ® e:"*’u.—a,@ E(e?+u,—u,$e?+a,—a,) (2.10)

ou la derniére somme de (2.10) :

J
u U
E(eii-a,-a,@eﬁa.—a,)
Jj=k+1
correspond alors a une rétroaction de la décision. Si celle-ci est «idéale», c’est-a-dire

u _ U

(e, a-a," ivo,- a/), alors la derniére somme de (2.10) est égale & zéro de sorte que

I’on obtient:
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A= b o @l Ee;‘m‘_ k=1,2,.,J,i=0,1,2,...  (211)

a

Les équations de parité exprimées par (2.11) correspondent bien a la définition d’un
ensemble de J équations de parité orthogonales a e:.‘. Par conséquent, pour un ensemble
donné de J équations de parité 4 ki I’algorithme de décodage a seuil utilise la régle de
décision suivante:

. . U . .
Choisir é i = 1 si et seulement si

J
> 4> T. 2.12)
k=1

. . U
choisir é; = 0 autrement

ou T est le seuil de décision égal a [ //2 ] pour une décision optimale. Le nombre total de
symboles d’erreur contrdlés par I’ensemble des J équations 4, ;. k= 1, ..., J, données par
(2.11) représente la longueur de contrainte effective, ng, [2]. Puisque ng symboles

d’erreur sont contrdlés par les J équations Ay ; avec cette régle de décision, le symbole e:f

sera correctement déterminé si 7=|J/2 | symboles d’erreur ou moins parmi les ng

symboles d’erreur prennent la valeur binaire 1. La quantité | //2 | représente donc le

pouvoir de correction des erreurs du canal. Le décodage a seuil détermine la valeur binaire

du symbole d’erreur e:.‘ en ne considérant que la premiére longueur de contrainte (o + 1)
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de la séquence codée regue. Par conséquent, pour un décodage a seuil, le pouvoir de
correction ¢ sera dicté par la distance minimale, d,,, du code convolutionnel de la mani¢re

suivante {2]:

d -1
t=1 2 2.13
[2J @.13)

Sachant aussi que pour un décodage a seuil ce pouvoir de correction est [ J/2 ], il s’en
suit que la distance minimale d’un CSOC est :

d,=J+]1 (2.14)

Notons qu’en général, si le code n’est pas complétement orthogonal. mais
orthogonalisable, on peut encore former un ensemble de J équations de parité
orthogonales, en construisant des combinaisons linéaires des symboles de syndrome [14].
Cependant, dans toute la suite de cette thése, seuls les codes complétement orthogonaux

ou CSOC sont considérés. Pour un CSOC, le schéma de principe d’un décodeur a seuil

avec rétroaction en quantification ferme pour un code r, = 1/2 est illustré a la Figure

24.
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~ Codeur +a,
“i+a, | (CSOC) '
— Pita, )
=1/2 rélroqc:'to.n
m,r. de la décision
Pi+ «, Si+a, Registre des syndromes

- —
\u Sr*tx, 1ra, :"’“: sl*a,

Figure 2.4 Schéma de principe d’un décodeur a seuil en quantification ferme

2.2 Décodeur a seuil a sortie pondérée (ou a sortie non-quantifiée)

Dans cette section, nous décrivons le processus de décodage a seuil en quantification
pondérée pour les codes complétement orthogonaux. Pour simplifier I’analyse. on suppose
que la sortie du canal est non-quantifiée, c’est-a-dire que les entrées du décodeur

correspondent aux sorties non-quantifiées du canal.

L’algorithme de décodage a seuil, initialement proposé par Massey [14] et amélioré
par la suite par Wu [24], [25] permet d’obtenir une estimation de la probabilité a
posteriori (PAP) des bits décodés. L’estimation de la PAP donne une mesure de la
probabilité que la décision sur le bit d’information courant est correcte. De plus,
I’architecture d’un décodeur a seuil en quantification pondérée proposée par Lavoie et al.
[18] et simplifiée par Gagnon et al. [19)], utilise une approximation de la probabilité a

posteriori (APAP) [26]. L’ensemble du développement de I’algorithme de décodage
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itératif exposé dans cette thése est basé sur ces derniers résultats.

2.2.1 Modéle du canal de transmission

Avant d’aborder le processus de décodage a seuil non-quantifié, il est nécessaire
d’apporter quelques précisions concernant le canal de transmission. Dans la section
précédente, le canal de transmission était du type binaire symeétrique. Les entrées et les
sorties du canal étaient alors binaires (0 ou 1). Dans ce qui suit, nous considérons le
modéle d’un systéme de communication utilisant un canal non-quantifié. Ce modele est

illustré a la Figure 2.5.

Signalisation antipodale:
Canal
yﬂ Codeur & X = Zcif-l X o Equivalent _L Décodeur
Gaussien
j=12 f ‘
N U

Figure 2.5 Modéle d’un systéme de communication avec un canal non-quantifié

La séquence de symboles codés C est transformée en une séquence de symboles

antipodaux représentée par X = (x,, x,, ...). En suivant la méme notation que dans ia

section précédente, les €éléments x;, i = 0,1, ..., sont formés des symboles antipodaux

X, = x;' etx; , = rf’ . La transformation antipodale est obtenue selon la relation:
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xj=2¢,~-1,j=12e i=01l. (2.15)

Avec cette notation, chaque élément x; de la séquence X est exprimé par:
x; = (5, x0) = (Qu;-1),2p;— 1)) (2.16)

ou tout comme a la section précédente, u; et p; représentent, 3 I'instant i, le bit

d’information et le symbole de parité respectivement. La séquence X se présente a |’entrée
du canal gaussien équivalent. Tel qu’illustré a la Figure 2.6, ce canal équivalent gaussien

est constitué d’'un modulateur BPSK, d’un canal physique et d’un filtre adapté.

Canal équivalent Gaussien

| N A I |

| Physique I

| == |
_X_IL’ Moduisewr 2(0) U, :
I |

| I

| n(t) |

| I
Y filtre adapté et [
-  échantillonneur [ |
I |

b - - e _—— - J

Figure 2.6 Modéle du canal équivalent Gaussien

Ainsi, la séquence X est modulée BPSK pour former un signal z(f) qui est transmis
dans un canal physique. Dans ce canal physique, le bruit, n(r), est additif, blanc et

gaussien de moyenne nulle et de spectre de densité de puissance bilatéral (V,/2) W/Hz.
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Le signal recu r(¢) s’écrit donc r(t) = z(¢+) + n(t). Le signal r(r) est démodulé en
utilisant un filtre adapté qui produit a sa sortie la séquence ¥= (yg,»,.--) 04 yg,»,--.

sont des variables aléatoires gaussiennes. Cette séquence représente alors la sortie du

canal équivalent gaussien.

Chaque élément y;, i = 0,1..., est composé des deux valeurs y, | = y:.‘ et

Yia = }f,’ , Ol y:.‘ et y,p sont donnés par les deux relations suivantes:

yi = x:.‘+n:.' .17
=L+ (2.18)

desorte que Y= (yg,,---) = (UgoYp) G M) --2) -

La séquence X de symboles codés transmis est donc modifiée par une séquence de

bruit N = (ny,n,...) ol n; = (n:.', rrf) et ou n:.‘ et nf sont les éléments de bruit

ajoutés a x:.‘ eta .\‘:’ respectivement. Les éléments de bruits n:.‘ et nf sont des variables

aléatoires réelles et gaussiennes de moyenne nulle et de variance V,/2.

La séquence ¥ est fournie au décodeur qui génére a sa sortie une séquence de bits

d’information décodés /.
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2.2.2 Décodage a seuil et probabilité a posteriori (PAP)
Pour simplifier la description de la structure du décodeur non-quantifié supposons un

code orthogonal de taux de codage r, = 1/2 et ayant J équations de parité. La

description de la structure du décodeur a seuil non-quantifié est basée sur une variante de

la structure du décodeur a seuil en quantification ferme présentée a la section précédente.

Dans [14], Massey définit deux types de structures de décodeur a seuil: Type [ et Type

II. A la section 2.1.2, nous avons considéré une structure de décodage que Massey [14]

appeile Type [. Le décodage de Type I utilise les J équations de parité A i

. . .. . u
Jj=12,...,J, pour obtenir une décision sur le symbole d’erreur courant €. Les

développements présentés dans cette section concernant la structure du décodeur a seuil

avec PAP utilisent une variante de 1’algorithme de Massey que I’'on nomme Type II. Cette

variante permet d’obtenir directement une estimation, #;, du bit décodé. Dans ce cas, la
régle de décision fait appel a un ensemble de (J + 1) équations Bj' iJ=0,1,...,J.Les
équations Bj' i»J = 1,2,...,J, sont obtenues a partir des équations A X du décodeur de
Type [ en éliminant [e symbole ; des équations 4 i alors que B, ; = u,. En se référant
a I’équation (2.7) de la section précédente, les équations de parité A4 i i j=12,...,J,

i =0,1,2,...,avec rétroaction s’écrivent:
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-1
Aj,i_pﬂ-a E i+a, - a.e E 1+a' a‘ (219)
=j+1
o tout comme 4 la section précédente, u, et p, représentent respectivement les symboles

d’information et de parité en quantification ferme regus du canal. On définit les équations

Bj comme la somme modulo-2 des symboles regus du canal en quantification ferme

appartenant a I’équation A j=12,..,J,i=012, ..., mais en excluant le
symbole u;:
B ; = Aj".@z'c‘
j-1 J
=Pira,® Wiy g, ® 20, - (2.20)
= k=j+1

Pour le cas particulier j = 0, on définit I'équation B, ; = u; = u‘.@e:.'.On montre qu’a

partir de I’équation (2.10) et du faitque u; = u; ® e;‘, les équations Bj‘ = 02,00,

s’écrivent aussi comme suit [14]:

= u Y
B, = u;® Eeim’_m oo ® E(e'w @ ) T 2,
k=1 el
i=0,1,2,.. 2.21)

Notons que le bit d’information a I’instant i, u;. est présent dans chacune des (J+ 1)

équations Bj i» J=0,1,...,J, et tout comme les équations 4 chaque symbole

L
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d’erreur n’apparait qu’une seule fois dans I’ensemble des (J + 1) équations Bj ;- Les
équations Bj ; forment donc un ensemble d’équations de syndrome modifiées

orthogonales au bit 4;. Il importe de signaler qu’ici les équations B}. ; e sont pas des

équations de contréle de parité proprement dites mais, plutdt d’« inversion de parité ».

Dans ce qui suit, on décrit I’algorithme de décodage a seuil non-quantifié en utilisant
les équations Bj ; Plutdt que les équations A4 i Dans le but de minimiser la probabilité

d’erreur moyenne a la sortie du décodeur, I’algorithme de décodage détermine la valeur du

bit d’information 4 décoder u; en lui assignant la valeur binaire £ de sorte que la

probabilité conditionnelle:

Priu; = E.,I{Bj.‘.}},i =012,... Q.

[S8]
(84
(3]
A

est maximisée.

Ainsi, il est clair que la régle de décision devient: Choisir it; = 1 si et seulement si

Priu; = 1|{B; ;}} 2 Priu; = 0|{B, }} (2.23)

i; = 0 autrement.
En prenant le logarithme de part et d’autre de la relation (2.23) et en réarrangeant les

termes, la régle de décision s’écrit aussi : Choisir i ;= Lsiet seulement si

Priu.= .
riu; ”{Bf"}})zo (2.24)

L(u;|{B; ;}) = 'ﬂ(p,{,,i =0|{B; ;}}
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ou L(u il {Bj, ;1) est le logarithme du rapport de vraisemblance (LRV) de u; conditionné

sur I’ensemble {Bj ;1 - Signalons que la valeur absolue de cette derniére, lL(u ,.I {B ; i} )| .

représente la fiabilité de la décision. Puisqu’il y a orthogonalité intrinséque des équations

d’inversion de parité, les symboles d’erreur qui interviennent dans les équations B ; ; sont

indépendants. Ainsi, en utilisant le théoréme de Bayes, le LRV donné par (2.24) s"écrit:
J P(B |u= 1) P(B, II" Pu=1)
= +In| —————— |+ In| =———1| (2.25
LGaiftB; ;b = Z' [P(B e 0)} In (P(Bo e O)J n(P(u,; 0)} (2.25)

P(uz=1)

La valeur de In( Pa, )J que !'on dénote aussi L(x;) représente I'information a

priori. En général les probabilités de transmettre u;= | et u;= 0 sont égales a 1/2 de
sorte que L(u;) = 0. Des simplifications peuvent étre apportées a (2.25) en considérant
les observations suivantes. Selon I’équation (2.21), on remarque que Bj_ ; prend la valeur
binaire 0 lorsque u; est égal a 0 et que le nombre de symboles d’erreur de valeur binaire

«I» dans I’équation B.

i est pair ou lorsque »; = 1 et que le nombre de symboles

d’erreur de valeur binaire «1» dans Bj ; est impair. Il est évident que Iinverse est aussi
vrai, c’est-a-dire que Bj ; = | siu; = 0 etque le nombre de symboles d’erreur de valeur
binaire «1» dans B; ; est impair ou lorsque u; = 1 et qu’il y a un nombre pair de

symboles d’erreur de valeur binaire «l» dans Bj ;- Définissons maintenant
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yj".°= (1-p; ), j=0,....,J, i=0,1,... comme étant la probabilité¢ d’avoir un

nombre impair de symboles d’erreur de valeur binaire «1» dans Bj ; excluant le bit

d’information u;. Il s’en suit alors que:

P(B; = O|u;=1) = P(B; = l|u=0) = v; ; (2.26)
P(B; ;= O|u;=0) = P(8; = l|u;= 1) = p; (227
A partir de (2.26) et (2.27), I'équation (2.25) devient [14]
J

L(ui|(B; 1) = ) (2B, ;= D)w; ;+ 2By ;= D)wg ;+ L(uy) (2.28)
j=1

ol les facteurs de pondération ou de poids w; ; sont donnés par w; ; = ln(;’&-'],
5

J = 0,...,J . Notons que la valeur de y,, ; représente la probabilité de transition du canal
pour le symbole u; telle que définie par (2.3). La valeur du poids w i € définit comme
étant le LRV de I’équation Bj ; excluant le bit d’information u; et représente la fiabilité

de I’équation Bj, i

2.2.3 Calcul des poids

Massey [14] définit les poids w ;i €N supposant que [a rétroaction de la décision est

1. , + e u — a4
idéale, c’est-a-dire (e; rap-a," Cita,—q,

)- Selon la technique utilisée dans [14], les
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poids Wi d = 1,2, ...,J sont donnés par I’équation suivante:
P i P{(B; ;Du)=1}
w,.=In 'Ll]= ‘l"( Y =-L(B;, . ®Du,
It [Yj,i P{(Bj,i9“1)=0? ( i, P
j-1
= _ u u u
£ ef+u)—a,®e€+a,|yi+al_al9 --"y"+ul_au_l,a)/?+al (229)
k=1
ouj=1,2,...,J,tandis que pour Wo, i» 0N obtient:
_ p0.i - _ uf u 9
Wo,i = In ;— - —L(Bo,i®uj) = _L(ei y,-) (2.30)
0,

Le lemme suivant permet d’obtenir une expression des poids w; ; en fonction du

LRV de chaque symbole d’erreur qui intervient dans les équations d’inversion de parité

B; ; excluant le symbole d’information u;.

Lemme. Soit ey, ep, .. e  un ensemble de variables aléatoires binaires
statistiquement indépendantes telles que P(e;, = 1|y,) = 1 - P(ey, = Oly,). Alors la
probabilité Vi d’avoir un nombre impair de variables aléatoires e;; = | est donnée par :

! J
v = 5|0 [ ]t -2PCey = 1) 231)
k=1

Le lecteur trouvera la preuve de ce lemme dans [14]. Sachant que le LRV du kieme
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symbole d’erreur e;; a I’instant / est :

P(ey = ILVU‘))
L(e = ln(————— (2.32)
Iklylk) Pe; = 01y
la probabilité P(e;, = 1]y;) s’écrit comme suit :
exp{L(ey,|v;)}
P(‘-’u = ||)’1k) = l (2.33)

1+ exP{L(euP’M)}
En considérant la probabilité donnée par (2.33), I’application du lemme précédent au

calcul des poids w X donnée par (2.29) permet d’écrire :

-L(¢, o L(e!
w. . = 2atanh| tanh 2’

=1 u
Jntanh[ AL d '*“"“'))] (2.34)
k=1

Yita)

Jri

ou L(e;" y;‘) et L(e‘;J | ﬁ ) sont les LRV de e;‘ et e‘f respectivement. Les valeurs des LRV

L(e;'l y;‘) et L(ef | ﬂ ) sont obtenues en considérant {e canal équivalent gaussien présenté

a la section 2.2.1. Pour une modulation BPSK, le LRV du symbole d’erreur € i s’obtient

de la fagon suivante. Lorsque la valeur du symbole codé xy, k=1 et 2, transmis a I’instant
=0, 1, 2, ..., prend la valeur -1, le symbole d’erreur binaire correspondant e est égal a 1 si
la valeur obtenue i la sortie du filtre adapté échantillonné a I’instant /, yj;, est supérieure a
0. De la méme maniére le symbole d’erreur ey est aussi égal a 1, lorsque x;=1 et que

yu<0. Par conséquent, on peut écrire la relation suivante :
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exp( EWial* l)zJ
N,
Pley = Llyg) = — - (2.35)
exp( E,,(Iy,'d *h ]+ exp( Ec(ly,' kl D ]

My No

En suivant le méme raisonnement, on détermine la probabilité conditionnelle

Pley = 0lyy) = 1 - P(ey = 1|yy) comme suit :

2
eXP( Eebid -1 )
N,
P(ey = Olyy,) = . (2.36)

i 9
E +1) E -1)
exp[ c(lyl. kl ) J+ exp[ C(I'yl. kl ) )

N N

o o

Le LRV du symbole d’erreur € k> k=1,2,al’instant / = 0,1, 2, ... s’obtient en
combinant (2.35) et (2.36). Pour une modulation BPSK, le LRV du symbole d’erreur ¢ Lk

est donné par [14]:

[ Ple = Ny )
Lee, g7 1) ln[P(e o) <! _ 2.37)
1k Ik exp[ Ec(ly,'kl—l))
No
E
=‘4xf§LV:,k|

ou y;  est la sortie du filtre adapté correspondant au symbole x, . et ou I’énergie par

symbole codé E_ = r_E, dans lequel E, est I’énergie du bit d’information et r est le
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taux de codage. Ici, r, = 1/2 de sorte que E, = (1/2)E,. En combinant (2.34) a

c
(2.37), il est clair que les poids w; ; sont positifs.
Jusqu’a présent, nous avons considéré que les termes de la rétroaction n’intervenaient

pas dans le calcul des poids w (e Toutefois, puisque la valeur pondérée obtenue a la sortie
du décodeur, L(u ,[ { Bj /1), I <i, représente une estimation améliorée du bit u,, elle peut
étre utilisée en rétroaction dans le calcul des poids LINE L’utilisation de cette rétroaction

dans le calcul des poids w i devrait alors contribuer a I’améliioration de | estimation des

autres bits d’information [19]. Si I'on se réfere a I'équation (2.21), I’équation (2.34)
devient alors:

ICA

1+(1,

~L(¢, ; -1 -L(e" u
Wj,i =2a tanh( 5 y’o+ al)]ll-ltanh( ( ‘+al—;l|y‘+al"at)) (2.38)

k=1

u U
tanh(‘L(ei Ty ) T4z m))

2
k=j+1

En reprenant le méme raisonnement que précédemment, on obtient que le LRV

L(e! Deé

P, Ha’_a‘) = “IL(“Hu,-a.I{Bj.i+u,—a.})|’-’ <k, ce qui représente la

fiabilité de la décision sur le bit décodé a la sortie du décodeur (voir Annexe [).
2.2.4 Définition de ’opération «add-min»

Pour simplifier davantage ia complexité du décodeur a seuil non-quantifi€. une

approximation du LRV du bit d’information a décoder est introduite en utilisant
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I’opération «add-min» [26]. Cette approximation a pour but de simplifier le calcul des

poids w i A I’annexe II, on montre qu’une approximation du LRV de la somme modulo-

2 de deux variables aléatoires binaires indépendantes £, et £, s’obtient par :

-LE ~L(§
~L(E, DE,) = Zatanh(tanh(—-—z—l))tanh(—z—z-)))
= sign{L(E,)}sign{LEDImin{|LE | LED)}  (239)
En utilisant I’approximation obtenue en (2.39), nous définissons maintenant I’opération

«add-min» représentée par |’opérateur ¢ comme étant:
L(§)) 0 L(Ey) = -sign(L(§,))sign(L(&,))min(|L(E,)|, [L(E,)]) (2.40)
Le casou il y a N > 2 variables aléatoires binaires indépendantes, &, , €ys . Ep» (2.40) se

généralise facilement de la maniére suivante :

N N
L) = D' [ signceen min (1) @41)

i=1 i=1
Une approximation des poids w; ; est alors obtenue par I’application de I’opération add-

min. Dans ce cas, puisque les poids w; ; sont positifs, il est alors clair que

I’approximation par 1’opération add-min revient simplement a prendre le minimum des

LRV des symboles regus du canal qui composent I’équation B i [26]:
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E j-1 J
‘vj._'iz‘;Nch 0 G4yt Lv,+a o] EIL(uHaI_a.l{Bj'Ha}_q.})'
k=1 k=j+1
(E,
ST (A N KT PR )
k=»j

(2.42)

En tenant compte du fait que les poids w; ; sont strictement positifs et que les termes

(281.' ;— 1) de I’équation (2.28) ne représentent que les signes des LRV L( Bj_ ilui), on

peut écrire:

L(u|(B, D) =h, = i+ z e ELw o Zn,m o

k=1 k=j+1
J
Z (2.43)

ou, ici, on a supposé que le terme a priori de u;, L(u;), est égal a zéro. Le terme Vi i
représente la valeur approximative de chaque équation B .. Les résultats de simulation

obtenus dans [18] et [19] démontrent la validité de cette approximation obtenue par
I’opération add-min. La Figure 2.7 illustre, pour le code J=4 de la Figure 2.2 (b), le

décodeur a seuil a sortie pondérée avec rétroaction utilisant I’opération add-min.
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Figure 2.7 Décodeur a seuil non quantifié utilisant I’opération add-min

2.2.5 Décodeur a seuil et valeur extrinséque

Le décodeur a seuil a sortie pondérée génére une valeur réelle servant a la décision
finale sur le bit d’information u;. Cette valeur réelle correspond au LRV du bit
d’information u; conditionné sur un ensemble fini de valeurs réelles observées 4 la sortie

du canal équivalent gaussien. Le décodeur a seuil a sortie non-quantifiée est donc une
version sous-optimale de I’algorithme de décodage MAP (Maximum a posteriori) [14],

(28], [29]. Un décodeur de symbole utilisant 1’algorithme MAP détermine une valeur

réelle (non-quantifiée) correspondant au LRV, L(i,) = L(u,-| Y). Pour un code

systématique, cette valeur se subdivise en trois termes [28]:
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L(i) = L(8)+Ly; +L(u) (2.44)
Ainsi, ce décodeur utilise, lorsque disponible, une valeur a priori L(u;), une valeur L oy;.‘

provenant du canal et une valeur extrinséque L (&;) [28], [4]. Pour le décodage a seuil, la

sortie non-quantifiée devient une approximation de L(&;). Par conséquent la sortie non-

quantifiée du décodeur a seuil se subdivise aussi en trois termes. En utilisant la méme

notation que dans [28], I’équation (2.28) devient:

L(a) = L(u|{B;}) = L) +Ly; + L(w) (2.45)

¢

J
ou la valeur extrinseque est donnée par L (it;) = Z(ZB. i l)wj jetoul, = 41V'
’ ’ 0

i=1
La valeur extrinséque L ¢(#;) ne dépend pas de I'information reque u; et représente |’effet

’ . Uu s o = 1y
des symboles d’erreur orthogonaux a e; sur la valeur de la décision finale #;.

On montre alors que le décodeur a seuil a sortie non-quantifiée ou pondérée offre une
structure permettant son application dans un processus itératif de décodage [30]. En effet,
la valeur de I’information extrinséque pourrait étre utilisée dans une itération subséquente
comme mise 2 jour de I'information a priori que I’on a supposée jusqu’ici nulle. Ainsi, la
premiére itération utilise I’information du canal en supposant que I’information a priori
est nulle. La deuxiéme itération utilise la valeur de |’information extrinséque comme
nouvelle information a priori en plus d’utiliser I'information du canal. Le processus

itératif continue de la méme maniére jusqu’a ce qu’aucune amélioration des performances
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d’erreur ne soit possible pour toute itération supplémentaire. Dans les chapitres suivants,
nous développons davantage le rdle de la valeur de I'information extrinséque dans le
processus de décodage itératif a seuil a sortie non-quantifiée utilisant des codes

doublement orthogonaux.
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CHAPITRE 3: PROCESSUS ITERATIF DE DECODAGE A

SEUIL A SORTIE PONDEREE SANS ENTRELACEMENT

La technique de décodage « Turbo » conventionnelle présentée dans [4] et [28] est
généralement de grande complexité. Dans le but de réduire la complexité du processus de
décodage « Turbo » conventionnel, les auteurs de [6] et [32] ont apporté des
simplifications aux algorithmes MAP et SOVA. En plus de la grande complexité
engendrée par |'utilisation de ces deux algorithmes de décodage, la technique « Turbo »
conventionnelle a aussi I’inconvénient d’introduire une latence importante dans tout le
processus de décodage. Cette latence est due a la présence des entrelaceurs au niveau du
codage et du décodage, au nombre requis d’itérations pour atteindre une probabilité
d’erreur spécifique ainsi qu’'au délai engendré par le décodage proprement dit.
Evidemment, cette latence correspond a un délai temporel pouvant limiter le type
d’application. Dans des applications teiles que les communications sans fil, le délai de
transmission est un critére important de performance a4 minimiser. Cette latence implicite
a la technique « Turbo » conventionnelle peut diminuer les possibilités d’applications de
cette méthode de correction des erreurs du canal.

Dans cette section, on présente une autre technique de codage et de decodage itératif
de faible complexité et ayant une latence réduite. Cette nouvelle technique consiste a
utiliser un codage convolutionnel orthogonal pour lequel, le décodage a seuil est
facilement applicable. Le choix du décodage a seuil est dicté par sa faible complexité et

par le fait que tout comme les algorithmes MAP et SOVA, c’est une technique de
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décodage symbole par symbole. Cette technique de décodage itératif se distingue des
autres méthodes conventionnelles de décodage «Turbo» [4], {13] car, elle ne nécessite
aucun entrelacement ni au codage et ni au décodage. Le codage de I’'information est
effectué par un seul codeur et chaque itération du processus de décodage ne nécessite
qu'un seul décodeur sans aucun entrelaceur. Par conséquent, on peut espérer une
réduction de la complexité et de la latence de ce processus itératif de décodage.

A chaque itération du processus de décodage « Turbo » conventionnel, le logarithme
du rapport de vraisemblance de chaque symbole d’information décodé est déterminé en
utilisant un ensemble d’observables indépendants. Cette condition d’indépendance des
observables dans ce processus de décodage est obtenue par |’entrelacement (délacement)
des symboles d’information. Une augmentation de la taille des entrelaceurs et une
procédure d’entrelacement adéquate entrainent une diminution de la probabilité d’erreur
[31], [32]. Cette amélioration des performances d’erreur est quasi proportionnelle a la
taille de I’entrelacement [16]. Evidemment, le processus de décodage a seuil itératif sans
entrelacement nécessite aussi cette condition d’indépendance entre les observables.

Pour obtenir cette condition d’indépendance sans introduire un entrelacement au
codage, des propriétés supplémentaires sur le code sont nécessaires. Les codes

convolutionnels doublement orthogonaux (en anglais, Convolutional Self Doubly

Orthogonal Code, CSOZC) respectent ces conditions d’indépendance des observables sur
au moins les deux premiéres itérations du processus de décodage [33-36]. Grice aux

conditions d’orthogonalité implicites a ces codes, ceux-ci peuvent étre facilement décodés

par I’algorithme de décodage 4 seuil. La propriété de double orthogonalité des CSO?C
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contribue a la réduction de la complexité et de la latence du décodeur, tout en conservant
un caractére indépendant entre les observables utilisés dans tout le processus de décodage
[33]. Evidemment, cette nouvelle notion de double orthogonalité des codes
convolutionneis pourrait se généraliser aussi au concept de multiple orthogonalité des

codes convolutionnels.

3.1 Décodage a seuil itératif a sortie non-quantifiée

L’application itérative de I’algorithme de décodage a seuil peut se faire sans avoir
recours a des modifications majeures de |'algorithme de décodage a seuil. Le processus de

décodage itératif utilisant le décodage a seuil a sortie non-quantifiée peut étre décrit

J
comme suit. La valeur extrinséque LE,")(&,-) = Z \uj(.“i) de I'itération () est formée
j=1

d’une combinaison de la sortie du décodeur a I'itération (u-1), a I’instant i dénotée

)\.f.“_ h , avec des symboles de parité recus du canal. Par la suite a I'itération (u), le

décodeur combine la valeur extrinséque Lg") (i1;) avec le symbole d’information recu, y:-'

pour produire a la sortie la valeur non-quantifiée A.E“ ) La Figure 3.1 illustre le principe du
décodage itératif a seuil a sortie non-quantifiée pour M itérations. En se référant a (2.43),
la sortie non-quantifiée, lgp ) , de I'itération p et a I’instant i s’écrit comme suit:

J

j-1 J

Zw) _ u -1 )

A=yt Z y€+a,° E)"Ha,—-a.o Ekiﬂx,—a, G.1)
j=1 k=1 k=j+1
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Figure 3.1 Schéma de principe du décodage a seuil itératif a sortie non-quantifiée sans
entrelacement pour M itérations

ou les termes entre parenthéses correspondent aux J équations de contréle de parité

modifiées, tyj(. “i) , de I'itération p lesquelles s’écrivent comme suit :

j-1 J
(n) _ (r-1) )
‘Vj,i - y'e"'a/o E}‘H'“;"ato 2 ; z'i"*a,—u, 3.2)
k=1 k=j+1

de sorte que,

J
A =y S =y Wy 63)
j=1
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3.2 Définition des Codes Convolutionnels Doublement Orthogonaux

L’application récursive de (3.1) pour les deux premiéres itérations, c’est-a-dire pour

p=1 et p=2 donne pour I’étape de décodage nu=2, le résultat suivant :

) _ _ (),
y Z%, = ¥+ 1P
Jji=1
J
(2)
+Z +0.o zkli-q -0, 0
=1 k=j+1
Jj-1 J
Z l+a Q‘ Z +ﬂ. -a,+ta,
k=1 =l {»k
-1 M
Ey”'(“ a,)-{(a,-a) 0 Exl"'(a a,)-(a,-a,)
g=1lq%j g=1+1

(3.4)
La condition d’indépendance entre les variables observées sur les deux premiéres
itérations doit étre respectée. Cela revient aussi a maintenir I’orthogonalité sur les deux
premiéres itérations du processus de décodage. Ainsi, pour s’assurer que |’équation (3.4)
soit bien une fonction de variables indépendantes, des conditions supplémentaires sur
I’ensemble des valeurs entiéres {a;} décrivant le code convolutionnel sont nécessaires.
Ces conditions supplémentaires a satisfaire sont décrites par la Définition 1.
Définition 1. Un code convolutionnel de taux de codage r. = 1/2 est doublement
orthogonal, si les trois conditions suivantes sont satisfaites :

1) les différences (a. i~ Q) sont distinctes;
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2) les différences de différences (o ;o ) —(a g~ 1) sont distinctes des
différences;
3) les différences de différences (a - () —(a g~ ;) sont distinctes;,
pour les toutes les combinaisons des indices (j, k. I, q), j2k, 1 2q,1 2k, q#].
On peut montrer que la condition 3 de la Définition 1, implique les deux premiéres

[21]. Les conditions / # k et ¢ #j appliquées a la deuxi¢éme somme de valeurs réelles et

la troisiéme somme addmin de (3.4) permettent d’éliminer toutes répétitions des symboles

de parité yf’ + o, €t des symboles d'information J; (a, - @) - (a, - @)

3.2.1 Définition des codes convolutionnels doublement orthogonaux au sens large

Avec le codeur de structure simple considéré jusqu’a présent, il est impossible
d’obtenir des éléments différences de différences, (aj—ak)—(a q—al), qui soient
complétement distincts. En effet, toutes les permutations inévitables des indices & et ¢
produisent les mémes éléments différences de différence : (aj—ak)—(aq—al) =
(aj—aq)—(uk—u,). Ces répétitions d’observables ne peuvent étre éliminées du

processus itératif sans I’apparition de problémes de propagation des erreurs dans le reste
du processus de décodage. Pour éliminer ces répétitions du processus itératif, plusieurs

équations (.“ .) d’une itération donnée ne peuvent plus étre considérées dans
q Vi, i [ pe P

1’évaluation de la valeur de I’information extrinséque L(e“)(i‘l ;) du symbole décodé a cette
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itération pu. D’autre part, on notera qu’avec un décodage a seuil en quantification ferme
(décodage a logique majoritaire), au moins (J/2+ 1) symboles de syndrome doivent
étre observés pour éviter tout probléme de propagation des erreurs ou de convergence. De
la méme maniére, on en déduit qu’il faut aussi observer a chaque itération au moins

(J/72+1) équations \uj(."‘.) pour que le processus de décodage itératif utilisant le

décodage a seuil a sortie non-quantifiée puisse converger. Si I’on retient cet argument, il
serait impossible de déterminer des conditions favorables sur les indices (j, &, /, g) pour
que le processus de décodage itératif converge pour un code CSO?C de taux de codage
r. = 1/2 . Nous dirons que le processus de décodage itératif converge lorsqu’une

amélioration des performances d’erreur est possible par I’ajout d’une itération
supplémentaire.
En présence de ces répétitions inévitables et indésirables d’observables a la deuxiéme

itération du processus de décodage, les codes convolutionnels alors obtenus sont appelés

codes convolutionnels doublement orthogonaux au sens large (CSOC-WS,
«Convolutional Self-Doubly Orthogonal Codes in the Wide Sense») et sont décrits par la

Définition 2.

Définition 2. Un code convolutionnel de taux de codage r. = 1/2 est doublement
orthogonal au sens large, si et seulement si les indices de position {c;} sont tels que :
(aj —a;)- (aq —a,) sont distincts pour tout (j, k, 1, q), j#k,1=q,l#k q=j sauf

pour les permutations inévitables.
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3.2.2 Construction des codes CSO?*C-WS

En utilisant la Définition 2, une recherche de codes CSO?C-WS a été effectuée par les

auteurs de [37], {22]. Puisque la longueur de contrainte, ct;, du code représente la latence
d’une itération du processus de décodage, les codes CSO?C-WS doivent étre construits de
sorte que la valeur a; soit minimale. Pour ce faire, les méthodes proposées dans [37], {22}
passent toutes par deux étapes : la premiére est la génération d’un ensembie valide de
valeurs entiéres {a,, a,, ...,ot;} respectant la Définition 2 et la seconde est la réduction de
la longueur de contrainte (span), a,; Pour des codes CSO2C-WS, la procédure de
réduction adoptée dans [21] et [22] utilise les propriétés suivantes : toutes opérations
d’addition et de multiplication appliquées sur {a,, oy, ...,0;} conservent la propriété
d’orthogonalité d’ordre 2. La procédure de réduction consiste alors a effectuer des
opérations élémentaires modulo 7 ou », un entier, décroit graduellement jusqu’a ce que la

plus grande réduction de la longueur de contrainte a soit obtenue.
La géométrie projective [2], [39] généralement utilisée pour générer des codes CSOC
peut étre aussi étendue a la recherche des codes CSO?C [37], [38]. Il a été démontré dans

[38] que les J entiers a, i = 1, ..., J, qui décrivent un code CSO?C-WS s’obtiennent en

déterminant les J=p*+1 exposants possibles des points d’une ligne n, + n,a définie dans

une géométrie projective PG(4, ps) ou p est un nombre premier et ou s est un nombre

entier qui satisfait la relation J=p°+1. Cependant, méme en appliquant une méthode de



(span) minimale.

Tableau 3.1: Résultats de la construction de codes CSO*-WS [21]

Codes

Codes

01243741
04174041

043 139 322 422 430 441 459
0182937 137320416 459

0 13 102 146 393 454 459 461
02768315 359 448 46|

022 73 87209 427 473 474

0 147 265 387 401 452 474
09 44 82 110 342 451 475
024 133 365 393 431 466 475

01177095100
05308399100
02137297102
053089100102

0921 395584 767871 899 912
01341 145328517 891 903 912
02 140 267 304 822 858 916 943
02785121639676 803 941 943

0 34 48 60 386 743 836 935 979
044 143 236 593 919 931 945979
04155191216 330 857 969 999

0 30 142 669 783 808 844 995 999

0 101 118 269 459 944 1021 1025 1044
0 1923 100 585 775 926 943 1044
0723241419 740 980 1034 1046

0 12 66 306 627 805 1023 1039 1046

01971 177215228
01351 157219227228
0!1383196201229
028 33 146 216 228 229
011474178227 231
0453157217230231
015141193216232
016 3991 227 231 232
012 54 71 200 223 232

0932161 178 220 232

10

02793 503 600 1247 1646 1714 1825 1835
010 121 189 588 1235 1332 1742 1808 1835
052 144 186 564 667 1120 1748 1814 1863
049 115743 1196 1299 1677 1719 1811 1863
092104 176 339 1311 1325 1738 1845 1876
031138 551 565 1537 1700 1772 1784 1876
0 176 200 338 577 1375 1401 1844 1871 1876
0532475501 1299 1538 1676 1700 1876

52

réduction de la longueur de contrainte, les résultats obtenus avec cette méthode algébrique

montrent que les codes ainsi générés n’ont pas toujours une longueur de contrainte, o,

En effet, I’application d’une méthode basée sur I’utilisation d’un paramétre aléatoire
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aussi présentée dans [21] et [22] permet une réduction substantielle de o en plus d’une

augmentation de la vitesse d’exécution de I’algorithme de recherche comparativement a la
méthode algébrique. Le Tableau 3.1 donne quelques-uns des meilleurs résultats présentés

dans [21] obtenus par la méthode pseudo-aléatoire.

3.3 Décodage itératif des codes CSO?C-WS

L’algorithme de décodage itératif a seuil donné par (3.4) ne peut pas étre appliqué
directement sans avoir recours a certaines modifications. En effet, la condition g #/ ne

peut étre respectée sans introduire une propagation des erreurs. Cela s’explique en faisant
appel au méme raisonnement utilisé a la section 3.2 pour démontrer que les répétitions des

observables ne peuvent étre complétement éliminées du processus sans propagation des
erreurs dans le reste du processus de décodage itératif. Cette condition g # j doit donc étre
éliminée du processus de décodage.

Dans ce qui suit, on décrit deux structures de décodage, lesquelles dépendent de la
condition /# k. La premiére structure de décodage ne fait pas intervenir cette condition
l#k alors que la deuxiéme approche consiste a appliquer directement I’algorithme de

décodage tel que décrit par (3.4) mais sans la condition g # /.

3.3.1 Premiére structure de décodage (Structure 1) : sans la condition /= k

En se référant a (3.4), on remarque que les J symboles de parité, yf +q,» SON utilisés
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au plus J fois lorsque / = k. De plus, pour chaque permutation possible des indices k avec

q et j avec [, les symboles d’information provenant du canal, y:.' p— sont
/)

+Q,—Qq’
utilisés au moins deux fois. Le processus de décodage itératif a seuil est décrit par
I’équation suivante ou contrairement a (3.4), les deux conditions /= k et q#; ne sont

pas appliquées, c’est-a-dire :

J
2 ),
A = z =y +L (i)
. )
+Z +mO El”“ —a,
=| k= j+l
J=1 J
u
E yi+a,—a. Z ita,-a, +a;
k=1 Z
Q)
2)?,+(a —a)-(ag-ap ° Ekx’f(a @) - (@ - ;)

q=1+1
3.5)

En considérant un code simplement orthogonal (CSOC), tous les symboles

d’information provenant du canal, seraient répétés au moins

U}
yi+o.,-a,+a,—a,’
J(J-1)/2 fois. Puisqu’il y a (J(/-1)/2)+1 symboles d’information, y;, o -ay

distincts et J symboles de parité distincts, seulement (J(J - 1)/2 +J+ |) termes seraient
distincts a la deuxiéme itération. Par conséquent, méme avec la Structure 1 ot moins de la

moitié des observables présents a la deuxiéme itération du processus itératif sont distincts,
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les codes doublement orthogonaux produisent de meilleures performances d’erreur que les
codes simplement orthogonaux. Cela s’explique facilement par le fait qu’avec des codes
CSO?C. la corréiation entre les observables a la deuxiéme itération en est réduite par
rapport a la situation ot des codes CSOC sont décodés itérativement. La Figure 3.2
montre une comparaison entre des résultats de simulation pour des codes /=6, CSOC et
CSO?C utilisant la Structure 1 de décodage. Ces résultats de simulation démontrent
clairement I'avantage des codes CSO?C sur les codes CSOC et ce, tout particuliérement

aprés la deuxiéme itération. La Figure 3.2 indique que pour une probabilité d’erreur par bit

de 2><10-4 obtenue a la deuxiéme itération, le code CSO*C donne un gain de codage

supplémentaire supérieur a 0.3 dB par rapport au code CSOC.

10°
10"
_ [tération | CSOC
L =" Ttération 1 CSO’C
g
E 10°{ Itration2CSOC ~ ~
o
2 [tération 2 CSO’C
5 10%; .
2
Q.
1054~ -
106 v —
2 2.5 3 4.5 5

35
EyN, (dB)

Figure 3.2 Comparaison des performances d’erreur entre des codes J=6. CSOC et CSO*C
pour les deux premiéres itérations
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3.3.2 Deuxi¢me structure de décodage (Structure 2) : avec la condition /= &

Avec cette deuxiéme struciure de décodage, les répétitions indésirables des symboles
e, ve . u ere o s
de parité, )f,’ va, et d’information y; a-a, provenant du canal sont éliminées par la

condition /#k tandis que les symboles d’information provenant du canal,

u
yi+a,—-a,+u,—u,’

sont utilisés au moins deux fois. Cette seule condition implique qu’a
chaque itération, J résultats intermédiaires doivent étre produits et mémorisés avant d’étre
utilisés a I'itération suivante. Quoique le nombre nécessaire d’éléments mémoires dans le

processus de décodage soit augmenté d’un facteur J, la latence demeure inchangée. Seule

la complexité est affectée par un facteur J. Méme si seulement J - 1 équations ‘V,('“,') sont

utilisées a chaque itération, la convergence de I’algorithme de décodage est assurée car,

plus de Ia moitié des équations \uj(.“i) sont alors utilisées a chaque itération. La Figure 3.3

illustre une comparaison des performances d’erreur obtenues par simulation en utilisant

les Structures | et 2 de décodage pour un code J=6 CSO?C. Quoique les résultats de
simulation montrent une différence marginale entre les itérations de chaque structure, on
remarque qu’a la deuxiéme itération, les performances d’erreur obtenues par la Structure 2
sont faiblement inférieures a celles obtenues en utilisant la Structure 1. Par contre, & la
quatriéme itération, la situation inverse se produit : les performances d’erreur obtenues par
la Structure 1 sont faiblement inférieures a celles de la Structure 2. Cela signifie que la

présence des répétitions indésirables provoque une convergence rapide mais, vers de
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moins bonnes performances d’erreur que lorsque ces répétitions sont éliminées.
Cependant, I’amélioration marginale des performances d’erreur apportée par la Structure
2 ne justifie pas P’accroissement de la complexité par un facteur de J. Dun point de vue
pratique, une implantation matérielle devrait alors se faire a partir de la Structure 1. Pour

cette raison, tous les résultats de simulation produits dans cette thése sont obtenus en

utilisant la Stucture 1.

10 T \2 :
-
[ —e— J:6,CSO2C-WS, Stucture | z
i, -—e— }=6, CSO2C-WS, Strucrure 2 '
| f
~ 10° Itération 1 i
%
- Itération |
§ i
& 107k - ArAtIOM E - - NN - . .

10

Eb/MNo (dB)

Figure 3.3 Performances d’erreur pour un code J=6 CSOZC-WS utilisant les structures 1
et2
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3.4 Amélioration de I’algorithme de décodage a seuil itératif pour des
CSO’C-WS

Pour améliorer davantage la convergence du processus de décodage itératif vers de
meilleures performances d’erreurs, une modification est apportée a I’algorithme de
décodage itératif décrit par (3.1). La difficulté majeure de cet algorithme itératif de

décodage est de maintenir les équations \u?;.) orthogonales dans tout le processus itératif.

(n)

Evidemment, si les équations y L demeurent orthogonales dans tout le processus itératif

de décodage, celui-ci devient une fonction de variables indépendantes et la corrélation

entre les observables est nulle. Comme nous I’avons vu précédemment, avec |’utilisation

des codes CSO%C-WS, les relations (3.2), \pf‘"j) , de la deuxiéme itération (u=2) ne sont

pas complétement orthogonales. Ceci empéche le processus de décodage de converger

vers les meilleures performances d’erreur dictées par le pouvoir de correction du code.

Une solution a ce probléme consiste a pondérer par des coefficients a}p ) les relations

(»)

données par (3.2), y; It lesquelles contiennent des termes corrélées. Il en résulte, a

chaque itération, une amélioration de la fiabilité de la décision puisque I’importance d’une

(n)

équation y; ; comportant des termes non-orthogonaux est réduite devant d’autres qui

contiennent moins de termes non-orthogonaux. Cependant, comme nous le verrons plus

loin, un plus grand nombre d’itérations est nécessaire pour atteindre la convergence du

processus itératif. En introduisant les coefficients de pondération, a}" ) ,J=0,1,...,J,dans
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I’algorithme décrit par (3.1), le LRV lgu ) obtenu a I’itération p et a instant / devient :

AW = ol + Y aMy (3.6)

) U (w)_ )

=

Avec la premiére structure de décodage (Structure 1) décrite précédemment, sans

I’ajout de ces coefficients, le nombre d’erreurs corrigées est généralement plus élevé a la

premiére itération alors que les itérations suivantes apportent peu de corrections

supplémentaires. Par exemple, avec un code CSO2C-WS de taux de codage r .= 172,

J = 6, les résultats de simulation donnés a la Figure 3.4 montrent qu’aprés la troisiéme

itération, il n’y a pas d’amélioration significative des performances d’erreur. ¢’est-a-dire

que ce processus de décodage a convergé vers sa valeur maximale.

1.0e-01 4

£1.0e-024 - -

par bit (Pb)

Probabilité d'erreur

1.0e-05 1

1.0e-03 4

|.0€-04- A

Itérafion 2

Iration3etd .

Itération 1

1.0e-06

45

Figure 3.4 Résultats de simulation pour un code CSO?-WS, /=6, aj‘.“’ = 1,/=0,..., 6,

pu=1,..., 4
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En introduisant les coefficients a; a 'intérieur de chaque somme réelle de (3.5) et

toujours en considérant la Structure | pour les deux premiéres itérations, 1’algorithme de

décodage s’écrit maintenant :

(2) (2) ey 2
A= ag yit Z i Wi
ji=1

J
- (2) ¢ (2) )
) yl Z a([) +a° Zoz'ﬁ'a, - 0
j=r k=j+1

Jj-1 J
(1) 4 1)
Zo aO yl"‘a -, Zal M‘*a,-a;‘*a,

=1

1)
z)y”'“ - ta- 0 an-a —atoy-a,

q=1+1

0

3.7
Le probléme qui se pose alors consiste 4 déterminer la valeur de chaque coefficient,

}(-“) , associé a chaque relation w(“ ) de sorte que la probabilité d’erreur a la derniére
itération M soit minimale. Pour résoudre ce probléme d’optimisation, il faut tout d’abord

comprendre le role que jouent les coefficients dans le processus itératif de décodage a

seuil. Pour des codes CSO?C-WS, on note que la corrélation augmente rapidement aprés
la deuxiéme itération. On pourrait alors conclure que les coefficients doivent étre ajustés
de maniére a ne contréler que le niveau de corrélation entre les variables observées a
chaque itération. Cependant, il n’est pas suffisant de considérer la corrélation comme le

facteur dominant dans I’amélioration de la fiabilité sur la décision finale car, minimiser la

corrélation ne signifie pas pour autant que les relations ly](.“,-) ont pu étre maintenues
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orthogonales dans tout le processus de décodage. La fiabilité de chaque décision dépend
aussi de la qualité du canal, c’est-a-dire du rapport signal a bruit £,/N,. Pour de trés

faibles valeurs de E;/N,, méme en supposant un code parfaitement orthogonal sur M

(u)

itérations, les relations v, ; Ppeuvent étre fortement perturbées par le grand nombre

d’éléments bruités qui les composent de sorte que leur fiabilité en est diminuée.

3.4.1 Analyse en quantification ferme du processus de décodage itératif

Dans le but de fournir une explication adéquate de ce qui se produit sous les conditions
exposées a la section précédente, il est préférable de faire appel a un modele du processus
de décodage en quantification ferme. En se référant a la relation (2.8) du chapitre 2 et en

suivant le méme principe du décodage itératif qui a conduit a (3.1), les J symboles de

W(K)

syndrome s, , 7=1, ..., J, de I'itération (p) orthogonaux au symbole d’information ¥;

courant s’écrivent comme suit :

s =i ﬁ+a€BZe““") m=l, .. J (3.8)

1+(x
Jj=1

ou dans (3.8) la rétroaction de la décision est considéré idéale, c’est-a-dire qu’aucune
propagation d’erreur n’est possible par le biais de la rétroaction de la décision. D’autre
part, nous supposerons dans tout le reste de cette analyse que le code est parfaitement
orthogonal pour les M itérations du processus de décodage. Sous cette condition, le code

est dit multiplement orthogonal au sens strict d’ordre M. A la section 3.5, nous
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reviendrons sur cette notion de code au sens strict et au chapitre 4 le principe de
multiplement orthogonal au sens strict d’ordre M sera nécessaire afin d’évaluer et

d’analyser les performances d’erreur du décodage a seuil itératif a sortie non-quantifiée.

(u)

L’équation (3.8) s’obtient facilement en modifiant les symboles de syndrome s,

normalement calculés a partir du symbole d’information 1"45"‘ -D provenant de I’itération
précédente :

(W) _ W ~(H-1) o -

Siva, = Siva, OU ® u, (3.9)

La Figure 3.5 illustre la structure de décodage a seuil itératif en quantification ferme a
I’itération () correspondant a I’équation (3.8). Notons cependant que contrairement a
I’équation (3.8), le schéma de la Figure 3.5 inclut la rétroaction de la décision. En utilisant

la méme procédure qu’au chapitre 2, (3.8) s’écrit aussi en fonction des symboles d’erreur :

n-1
Sy = e, @ ® W (e, @eh ) ) (3.10)

ita, i+a,-a,
J=1

Un symbole de syndrome égal a la valeur binaire 1 indique que le symbole d’information

regu courant #; est possiblement erroné. Pour qu’il y ait, & chaque itération, amélioration

des performances d’erreur, il faut que le nombre de symboles de syndrome de valeur
binaire 1 puisse diminuer & chaque itération. Puisque chaque symbole de syndrome de

I’itération (u) dépend de la valeur des symboles de correction, é(-“_ D

i+a,-a décidés a
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yeae  ur .y . . R -
I’itération précédente (u-1), une erreur sur I’estimation du symbole eg'i o )_ o, entraine
" /a
une propagation d’erreur aux itérations suivantes.
- u,
» Délai -
a;-a, E; l
+
A (u- b S
ny —p ) s "‘
»| Délai _.@ 1 F i
_| Codeur

P.q,

Registre des syndromes

~+

Figure 3.5 Structure en quantification ferme du processus de décodage a seuil itératif

Pour éviter ce probléme de propagation, il faut s’assurer de n’introduire que des

symboles décidés, & ")
n— &,

= | ayant la plus grande fiabilité possible. Pour maintenir
les décisions a leur plus grande fiabilité, il suffit de placer le seuil de décision a sa valeur
la plus élevée. On montre dans [14], que la valeur optimale du seuil de décision qui
minimise la probabilité d’erreur est | J/2 | . Cependant, cette valeur ne garantit pas que

I’erreur est corrigée avec la plus grande fiabilité. Avec un seuil de décision égala J-13la

premiére itération, on impose que les J symboles de syndrome indiquent tous une erreur
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sur le symbole d’information courant ir; pour décider que celui-ci est erroné. L incertitude

sur la décision est par conséquent réduite a sa valeur minimale et les valeurs des symboles

s(u-1)

y . . o . . - ege . s A
d’erreur, é; ra,—a, fournies a la seconde itération sont d’une grande fiabilité. A la

deuxieme itération, la valeur du seuil peut étre réduite a (J-2) de maniére 4 maintenir une
faible incertitude sur les décisions mais, tout en corrigeant suffisamment d’erreurs pour
permettre la convergence du processus de décodage. De la méme maniére, a chaque
itération, le seuil de décision est réduit jusqu'a sa valeur optimale |J/2 | . La régle de
décision utilisée a chaque itération s’écrit :

J

Choisir éf." Y = | siet seulement si Zs'?:)“ >T™ autrement éf,“) =0,

n=1

™=wu-). M =-2).... ™0 =2y, .. 1 = u2)]

De cette fagon. chaque symbole de syndrome devient un indicateur d’erreur fiable
améliorant ainsi la fiabilité de la décision finale. Ce concept se vérifie théoriquement en
calculant la probabilit¢ d’erreur a chaque itération du processus de décodage en

quantification ferme et en supposant un code multiplement orthogonal d’ordre M au sens

strict. La probabilité d’erreur Pg") de I’itération (p) s’obtient par :

J J l
Pf,") _p Zs.(u) S 7 ef=0l(1-y)+P Zs'(“) <7 e;= lyy, (3.11)

i+a, i+a,
n=1 n=1
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ou I'on rappelle que la  probabilit¢ de transition du canal

Y, = P{e:.‘= 1 } = Q( JE s/ N,). Les détails des calculs permettant d’évaluer (3.11) sont

fournis a I’ Annexe VI. La Figure 3.6 montre, pour un code J=20 multiplement orthogonal

d’ordre M=10 au sens strict, comment a chaque itération (i) la probabilité d’erreur ng)
évolue en fonction de E/N, lorsque le seuil de décision de chaque itération est égale a la

valeur optimale [J/2] (Figure 3.6a) et lorsqu’un ensemble de seuils de décision

décroissants est utilisé (Figure 3.6b).
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J=20, 10 itérations, quantification ferme, seuils fixes J/2
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Figure 3.6 (a) Seuils fixes ™= J/2], k1,2, ..., 10, (b) Seuils décroissants
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La comparaison des derniéres itérations de chaque systéme montre, pour de faibles

valeurs de Ey/N,, une amélioration importante des performances d’erreur lorsqu’un

ensemble de seuils de décision décroissants est utilis¢é méme si le code est parfaitement

orthogonal sur les M=10 itérations de décodage. Il est évident que pour un code CSO*C-
WS, cette amélioration est limitée par la présence d’une corrélation entre les observables.

Les coefficients de pondération dans le processus de décodage a sortie non-quantifiée

servent a maintenir I’orthogonalité des relations \uj(.”,.) dans tout le processus de décodage

et tout comme le fait ’ensemble de seuils décroissants dans le cas d’une quantification
ferme, ils servent aussi a conserver la fiabilité des observables a leur valeur maximale tout
en assurant la convergence du processus de décodage itératif.

Toutefois, une solution analytique au probléme de maximisation de la fiabilité des
observables dans le processus de décodage a seuil itératif a sortie non-quantifiée sembie
impraticable puisqu’elle demanderait une étude de I’interdépendance des observables
dans tout le processus de décodage itératif. Dans cette thése, deux autres approches de
solutions sont examinées. La premiére méthode est une technique dite expérimentale et la

seconde fait appel a des concepts s’inspirant des réseaux de neurones.

3.4.2 Méthode expérimentale

Cette méthode consiste a varier les coefficients aj(."l ) pour une valeur spécifique de

Ey/N,, et ainsi déterminer, par simulation, les valeurs optimales aj(-") qui minimisent le
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taux d’erreur binaire, TEB. Une solution simple est d’assigner a tous les coefficients,

a](.") J=0,1, .., Jetu=1,2, .., M, une méme valeur a, c’est-a-dire :

o) = a,j=0,1,...Jetu=1,2,... M (3.12)

Par conséquent, (3.6) s’écrit de la fagon suivante :

J J
oopngon-drge] oo
j=1 j=1

Pour un rapport signal a bruit £y/N,, fixe, des résultats de simulation sont obtenus en

faisant varier la valeur du coefTicient de pondération a. Cette expérimentation a été menée

pour plusieurs codes CSO’C-WS de taux de codage 7, = 1/2 indiqués au Tableau 3.1. Par

exemple, pour le code CSO%C-WS, J=8, r. = 1/2 spécifié par I’ensemble des valeurs
entiéres {aj}={0, 43, 139, 322, 422, 430, 441, 459}, les Figures 3.7 et 3.8 indiquent trés
clairement qu’il existe une valeur de a* qui minimise le TEB pour une valeur spécifique
de E/N, ot 8 itérations sont utilisées dans les deux cas. A partir des résultats montrés aux
Figures 3.7 et 3.8, on observe qu’une valeur de a = 0.3 est nécessaire pour atteindre un
TEB minimal & un rapport signal a bruit £,/NV, = 3 dB mais, qu’une valeur a = 0.2 permet

un TEB minimal pour un E/N, =4 dB.
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Figure 3.7 Variation du coefficient a pour un code CSO?C-WS, /=82 E/N,=3dB
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Figure 3.8 Variation du coefficient a pour un code CSO*C-WS, /=84 EyYN,=4dB
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Ces résultats de simulation indiquent aussi une sensibilité faible du TEB minimal en

fonction de la variation du coefficient a sur une plage de variation de E,/N,, relativement

grande. Par conséquent, le coefficient de pondération a varie trés peu en fonction du

rapport signal a bruit £,/N .

1.0e+00

CSO’C-WS, 1=8, { 043 139322 422430 441 459)) =10~~~

1.0¢-01 : : : . : =02, =
1.0¢-02 1
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®
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Probabilit¢ d’erreur par bit (Pb)

1.0e-06 4

1.0e-07
1.5

[SE

2.5 3 3.5
EyN, (dB)

Figure 3.9 Comparaison entre le processus itératif sans |’ utilisation des coefficients et
celui utilisant le coefficient optimal a* = 0.2

Toujours pour le méme code CSO?C-WS, J=8, des résultats de simulation sont
obtenus pour a* = 0.2 et a = 1.0 (sans coefficient) ou, encore une fois, 8 itérations sont
utilisées. Ces résultats de simulation sont comparés entre eux et sont reportés a la Figure

3.9 o1 I’on observe que pour un TEB de 1074, le processus itératif utilisant un coefficient

optimal a* = 0.2 procure un gain d’environ 0.75 dB comparé a un processus itératif sans



A

coefficient (@ =1.0) et ce pour un rapport Ey/N, de 3.0 dB. De plus, avec un coefficient

optimal a* = 0.2, un plus grand nombre d’itérations est nécessaire pour atteindre la
convergence comparativement a un processus sans ces coefficients. Cet accroissement du

nombre d’itérations engendre aussi une augmentation de la latence totale du processus de

décodage. Des coefficients de pondération de la plupart des codes CSO*C-WS donnés au
Tableau 3.1 ont €été obtenus en utilisant cette méthode expérimentale et les résultats de

simulation utilisant ces coefficients de pondération sont fournis a I’ Annexe III.

3.4.3 Approche par réseaux de neurones

- P . rd » 3 - hd
Dans la section précédente, le probléme de déterminer les coefficients optimaux a}" )

pour le cas simple ou tous étaient égaux a une valeur a* spécifique a été considéré. Le
probléme qui nous concene maintenant est de déterminer un ensemble de coefficients
optimaux ol ceux-ci peuvent étre différents. Il est clair qu’utiliser la technique précédente

devient trés colteuse en temps de calcul dii au trés grand nombre de valeurs possibles que

peut prendre simultanément chacun des coefficients aj(.'l ), Ainsi, dans le but de réduire le

temps de caicul et d’exécution du processus d’optimisation, une méthode plus efficace est
nécessaire. Toutefois, on observe que le processus itératif de décodage a seuil décrit par
(3.6) est similaire a un réseau de neurones. Généralement, chaque neurone appartenant a

un réseau de neurones est décrit par la relation suivante :
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x® - f[zakj(") X I)J G

k

ou Xj("l ) estle /"™ neurone de la couche i et oui f{.) est une fonction non-linéaire d’une

seule variable [40). La relation (3.14) est une fonction non-linéaire d’une combinaison

(-1

linéaire des variables X, alors que (3.6) est une combinaison linéaire des fonctions

non-linéaires \yj(.“,.). En examinant attentivement la relation (3.6), on constate rapidement

que chaque fonction \p(.“‘.)

; représente le ;™ neurone d’une couche p d’un réseau. Pour

déterminer les meilleurs coefficients de pondération, il est alors possible d’utiliser une des
nombreuses techniques d’apprentissage disponibles dans la littérature portant sur les
réseaux de neurones [40]. Dans cette étude, 1’algorithme de rétropropagation du gradient
est choisi pour sa simplicité méme si sa vitesse de convergence est assez lente et nécessite
un petit pas d’adaptation pour éviter I’instabilité [41]. Notons que ces coefficients de
pondérations peuvent étre optimisés avant une implantation matérielle du décodeur itératif
si le canal de transmission est invariant dans le temps ou étre ajustés dynamiquement pour
un signal regu en présence d’évanouissements.

Comme nous I’avons déja mentionné, le critére d’optimisation est le TEB minimal

pour un rapport signal a bruit E,/N, donné. Cependant, puisque le TEB désiré est
typiquement petit, de I’ordre 105 ou méme 1077, I’ajustement des coefficients pourrait se
faire trés rarement. Si I’on accepte I’hypothése que la sortie du décodeur, l.EM), ala

demiére itération M, suit approximativement une fonction de distribution gaussienne,
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réduire le TEB ou déterminer le maximum de vraisemblance est équivalent 3 minimiser

I’erreur quadratique moyenne, EQM, de la sortie. Sachant que les symboles transmis sont

M

dénotés par x:f' , FEQM, dénoté par obtenu a la sortie du décodeur de la derniére

itération M est :

3

M = {xﬁ“’-x;‘} (3.15)

ou {.} signifie une moyenne temporelle. L’algorithme de rétropropagation de I'erreur
souvent utilisé dans les réseaux de neurones est adapté a ce probléme d’optimisation sans

contrainte. Quoique cette procédure d’optimisation ne garantit pas que les resultats

. - ’ - *
obtenus représentent les vraies valeurs optimales des coefficients de pondération a}") .

elle fournit néanmoins une solution quasi-optimale.

3.4.4 Algorithme de rétropropagation de I’erreur adapté au décodage itératif a seuil

Dans cette section, on présente I’algorithme d’optimisation utilisé pour minimiser sans
contrainte I’erreur quadratique moyenne, EQM, a la sortie du décodeur a seuil a la
derniére itération M. Notons que dans cette procédure d’optimisation, les termes de la
rétroaction de la décision présents dans (3.2) ne sont pas considérés. c’est-a-dire que I’on
suppose qu’ils n’introduisent aucune erreur dans le processus de décodage. Evidemment.
cette supposition n’est pas toujours réaliste, tout particuliérement a de faibles rapports

signal a bruit, E;/N,, ou les erreurs de transmission sont les plus fréquentes.
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Cette procédure d’optimisation est basée sur l’algorithme de rétropropagation de
I’erreur souvent utilisé dans les réseaux de neurones [40]. Les détails du développement
menant a cet algorithme sont donnés a I’ Annexe VII. Pour une séquence d’information de

longueur L, I’EQM donné par (3.15) devient :
2 | L~1 ,
A, FA
EM - {Af“’—x;‘} = Z O (3.16)

On définit aussi |’erreur instantanée Sf.m a litération M et a !'instant i de

transmission comme suit :

g = A MD_ G.17

En utilisant I'algorithme de rétropropagation de |’erreur. on détermine les valeurs

(n)*

optimales des coefficients de pondération a; telles que :
o™
(3.18)
aa™
J

Puisque I’algorithme de rétropropagation de 1’erreur est une procédure itérative. le résuitat

désiré est obtenu aprés plusieurs itérations ou lorsque la convergence de 1’algorithme est
atteint. A I’Annexe VII, on montre que, BE(M)/ 6aj(.p ) ,pourj=1,2, ... J, s'obtiennent

par les relations suivantes :

M 5 G 1) (w)
(u) LZ Z 5:':-1‘!',”,4-1 pu=1,2,.. .M 3.19)
i=
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alors que pourj =0, BE(M) uagu ) , on trouve les relations suivantes :

2 - (M- p)a,
(p) ZZ Z Sy =12, M (3.20)
i=0

ou les termes \u(p ) dans (3.19), sont donnés par (3.2). Les valeurs de Sft),. =012,

(M-p)a,;,p=1,2,.., M-1, sont les erreurs instantanées propagées a I’itération p et elle
sont obtenues par :

(M-p-1a, (p+1)

oL
1
sf‘i’, Z: af’j*,;’ ’(*)" , (3.21)
ah
k=0 i+l

1=0,1,2,.,(M-way,u=1,2, .., M-I

('p+|)

ou la valeur de 8“0 est donnée par (3.17). Le résultat de la dérivée est aussi

6?\.

donné a I’Annexe VII. La mise a jour des coefficients de pondération a( J=0.1,2,.

Jetp =1, 2, ., M, se fait a chaque itération de I’algorithme de rétropropagation de

erreur selon la régle delta (40], [41]:

(n) (n) (n)
a; " «a; +Aaj 3.22)

ou Aaj(-") »u=1,2, .., M, représente ’incrément nécessaire pour la mise a jour des aj("l )

s’obtient de la fagon suivante :
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L-1(M-p)a, )
() . _
_n-z Z ﬁltle!"‘+l’ i=4L2,..,J
n) _ i=
i 3.23
! "l(M u)a, ( )
(B) u .
—nLZ Z LRy j=0
i=0

Dans (3.23), 0<n <1 est le pas d’adaptation de I’algorithme de rétropropagation de
’erreur. Les relations (3.22) et (3.23) sont appliquées de maniére itérative jusqu’a ce que
I’algorithme atteigne la convergence pour une séquence codée transmise auquelle s’ajoute
une séquence de bruit. Dans cette étude, le choix du critére de convergence est le suivant :

IEEM) - Ef‘ f)l, <& ou lorsque le nombre maximal d’itérations est atteint. Dans ce critére

de convergence, Ef M) , représente le EQM de I’étape de décodage M obtenu a I'itération 1,

de Ialgorithme de rétropropagation de I’erreur. La valeur € doit étre fixée la plus petite

possible pour s’assurer de la convergence de I’algorithme d’optimisation et a été évaluée

expérimentalement a environ 10°%. Toutefois, le nombre maximal d’itérations de
I’algorithme de rétropropagation de I’erreur doit étre suffisamment grand pour assurer un
résultat le plus fiable possible. Pour chaque cas traité dans cette thése, ce nombre maximal
d’itérations a été déterminé de maniére expérimentale. Les meilleurs résultats obtenus ont
montré qu’un nombre maximal de 5 itérations était suffisant. Pour améliorer davantage les
performances, ’algorithme de rétropropagation de I’erreur est répété en utilisant a chaque
fois, les coefficients de pondération obtenus a I’étape précédente et une nouvelle séquence

codée transmise auquelle s’ajoute le bruit du canal. Toujours de maniére expérimentale, le
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nombre de répétitions de I’algorithme de rétropropagation de I’erreur a été déterminé pour
donner les meilleurs résultats compte tenu du temps d’exécution du processus
d’optimisation. En moyenne ce nombre de répétitions est d’environ 20.

Puisque cet algorithme converge lentement, la valeur du pas d’adaptation, n, est
choisie comme étant la plus petite possible mais, tout en tenant compte d’un temps de
calcul acceptable. Ce pas d’adaptation n a été aussi déterminé expérimentalement pour
chaque cas traité et de fagon générale, sa valeur se situe dans I’ordre de grandeur de 0.1.
D’autre part, la longueur L de la séquence d’information peut aussi influencer les résultats
de ’optimisation. Pour réduire I’influence de L sur les résultats, il suffit de choisir L le

plus grand possible. Pour un temps de calcul acceptable et des résultats fiables, la
longueur L de la séquence d’information a été fixée a L = 10° bits d’information. Avec

cette longueur de séquence, on peut espérer atteindre des TEB d’environ 107 4 10 avec

suffisamment de précision.
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Figure 3.10 Résultats de simulation pour un code CSO?-WS, J = 8 utilisant des

coefficients de pondération obtenus par I’algorithme de rétropropagation de I’erreur

La Figure 3.10 montre des résultats de simulation d’un code J=8, CSO?C-WS utilisant
I'algorithme de rétropropagation de I’erreur pour déterminer les coefficients de
pondération sous-optimaux pour un point d’opération de E,/N, = 3.0 dB. Pour ce code, Ia
procédure d’optimisation a été appliquée pour chaque itération montrée a la Figure 3.10.
Les valeurs des coefficients de pondération obtenues par cette procédure sont données
dans le Tableau 3.2 pour 5 itérations. Les coefficients des deux derniéres itérations
peuvent étre fixés a la valeur 1.0 sans introduire une réduction des performances d’erreur
puisque, par hypothése, a ces deux derniéres itérations, la double orthogonalité est

pratiquement atteinte.
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Tableau 3.2 : Coefficients de pondération pour le CSO?-WS, J = 8 de la Figure 3.10

Equations
itérations 0 1 2 3 4 5 6 7 8
1 0.398789 | 0.277387 10.247278(0.293361 | 0.055445 | 0.214385 [ 0.216243 | 0.217340 | 0.218382
2 0.140025 | 0.274598 |0.244374 |0.228919) 0.266262 | 0.276888 1 0.277108 | 0.278195 {0.0.279358
3 0.122809 | 0.259570 [ 0.226189 | 0.208575| 0.245274 | 0.256188 | 0.256905 | 0.258776 | 0.260965
4 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 10 1.0 1.0 1.0
5

1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 10 | 10 1.0 1.0

3.4.5 Sensibilité des performances d’erreur aux imprécisions des coefficients de

pondération

Avec la méthode expérimentale, il a été déterminé que la sensibilité des performances
d’erreur aux variations du coefficient de pondération a* était faible sur un grande plage de
variation du rapport signal a bruit £,/N,. Il peut étre aussi intéressant de vérifier cette
sensibilité lorsque les coefficients sont ajustés en utilisant [’algorithme de

rétropropagation de I’erreur. La Figure 3.11 montre un résultat de simulation pour un code

CSO’C-WS, J=6 dont les coefficients de pondération sont ajustés selon I'algorithme de
rétropropagation de |’ erreur sur quatre itérations de décodage. Sur cette méme figure, sont
superposés d’autres résultats de simulation du méme code ou chaque coefficient de

pondération est affecté par une perturbation aléatoire de distribution gaussienne de

moyenne nulle et de variance s? = 0.01. On définit un coefficient de variation dénoté par
CV comme étant le rapport s/u de 1’écart-type s de la perturbation avec la moyenne u des
coefficients de pondération dans tout le processus de décodage itératif. Par exemple, pour

le code de la Figure 3.11, CV = 5/u = 0.1/0.35456 = 28.2 %.
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Figure 3.11 Sensibilité des performances d’erreur aux variations des coefficients de

pondération pour un CSO?C-WS, J=6, CV=28 %

On note qu’une perturbation légére des coefficients de pondération entraine une
dégradation des performances plus importante pour les premiéres itérations. Par exemple,
la premiére itération de la Figure 3.11 subit une dégradation des performances d’erreur
supérieure 4 0.5 dB. Cette dégradation devient moins importante pour les itérations
ultérieures. On remarque qu’a la derniére itération, seulement une trés faible dégradation
des performances d’erreur d’environ 0.1 dB se produit. Evidemment, cette dégradation est

plus importante lorsque la dispersion de la perturbation autour de la moyenne » augmente.

Toujours pour le méme code CSOZC-WS, J=6. les Figures 3.12 et 3.13 illustrent bien ce

qui se passe lorsque le coefficient de variation CV augmente. Les plus fortes dégradations
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des performances d’erreur surviennent avec un CV=70.5%. Cependant, méme avec un CV
de prés de 40 %, une dégradation de seulement de 0.3 dB se produit. Cela démontre que ce

systéme de décodage itératif est peu sensible aux imprécisions des coefficients de

pondération.
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.“é
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g
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=
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Figure 3.12 Sensibilité des performances d’erreur aux variations des coefficients de
pondération pour un CSO?*C-WS, /=6, CV=39.48 %
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Figure 3.13 Sensibilité des performances d’erreur aux variations des coefficients de

pondération pour un CSO*C-WS. /=6, CV=70.5 %

3.4.6 Performance de ’algorithme de rétropropagation de I’erreur

Une comparaison des résultats de simulation montrés a la Figure 3.10 avec ceux de la

Figure 3.9 obtenus pour le méme code mais, utilisant des coefficients de pondération

égaux, montre que pour un TEB d’environ 107, seulement 5 itérations sont nécessaires

lorsque I’algorithme de rétropropagation de i’erreur est appliqué alors qu’il en faut 8 pour

atteindre le méme TEB lorsque a](."’ = a* = 02,/=0, 1,2, ...J.p= 1. 2. ... M. Dautre

part, on remarque que pour de plus forts rapports signal a bruit et avec un décodage itératif
ou les coefficients sont tous égaux, les performances d’erreur sont meilleures d’environ

0.2 2 0.3 dB comparativement a un décodage itératif utilisant des coefficients ajustés selon
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la méthode basée sur les réseaux de neurones. Ce comportement s’explique par le fait que
les coefficients de pondération obtenus par la méthode basée sur les réseaux de neurones

sont, dans ce cas-ci, optimaux pour la seule valeur E;/N, = 3.0 dB alors que dans I’autre
cas, la valeur a*=0.2 est optimale pour au moins 3.0<E,/N_ <4.0 dB ou 8 itérations

sont utilisées.

D’autres résultats de simulation utilisant des coefficients de pondération ajustés par
I’algorithme de rétropropagation de I’erreur sont présentés a 1'Annexe [V.
Malheureusement, il fut trés difficile d’obtenir des résultats pour des codes avec /> 9. En
effet, le temps d’exécution et la complexité de mise en oeuvre de cette méthode

augmentent rapidement avec J. A titre d’exemple, le Tableau 3.3 montre les temps

d’exécution pour des codes CSO?C-WS, J=6 a 8.

Tableau 3.3 : Durée d’exécutions de 1’algorithme d’optimisation

J=6 =7 J=8
{temps (heure) 8.97 64.6 236

Une comparaison des performances d’erreur du processus de décodage itératif
utilisant des coefficients de pondération ajustés selon I’algorithme de rétropropagation de
Perreur avec ceux obtenus avec la méthode expérimentale indique trés peu de différence.
Le temps d’exécution et la complexité de mise en oeuvre de la méthode utilisant la
rétropropagation de I’erreur sont relativement trés importants par rapport a la méthode
expérimentale. Compte tenu de ces derniéres observations, il apparait trés clairement que

la méthode expérimentale demeure Ia plus efficace.
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3.5 Définition au sens strict des codes convolutionnels doublement

orthogonaux

Les codes convolutionnels doublement orthogonaux au sens large présentés a la
section 3.2.1 ont pour inconvénient d’introduire dés la deuxiéme itération du processus de
décodage des répétitions indésirables d’observables. L’effet immédiat de ces répétitions
est de limiter la convergence du processus itératif vers de faibles performances d’erreur.
Des coefficients de pondération sont nécessaires pour diminuer les effets néfastes
engendrés par ces répétitions. Evidemment, I’introduction de ces coefficients ne se fait pas
sans une augmentation non négligeable de la complexité du processus de décodage. Dans
le but de réduire ces répétitions indésirables, une structure paralléle de codage est définie
dans laquelle chaque symbole d’information est connecté a un seul symbole de parité
d’une séquence de parité donnée. De cette fagon, les équations de parité formées au
décodage ne font plus intervenir les mémes observables puisque toutes permutations des

indices sont maintenant éliminées. Sous cette nouvelle condition, le code convolutionnel
doublement orthogonal est alors défini au sens strict (CSOzc-SS). Le code est alors
spécifié par une matrice de valeurs entiéres de dimension Jx J et le taux de codage

r. = 1/2 devient J/2J. Chaque entrée de cette matrice, o représente la position du

,n
j*™e symbole d’information dans le régistre 4 décalage du codeur connecté au n’™
symbole de parité. Ce processus d’encodage consiste a générer a la sortie du codeur les

symboles de parité de la fagon suivante :
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Pni= n=1,2,..,J4,i=0,1,2, ... (3.24)

k=1

"k, -0,

La Figure 3.14 montre un exemple d’un codeur convolutionnel doublement orthogonal au

sens strict de taux de codage r. = 3/6, /=3, spécifié par la matrice [a ; ] suivante :

005
[o,]= 1130 (3.29)
520

e -
i e
S e - D

AA (% {

Uri uyj uz;

W — O
WO
(=X=2%N

P P2 P3i

Figure 3.14 Exemple d’un codeur convolutionnel doublement orthogonal au sens strict,
J=3,r.=3/6

En suivant un développement semblable a celui qui a conduit au résultat donné par

(3.4), on obtient a la deuxiéme itération :
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J J J
@) _ 2)
l"" yj’ i * Z )};’ i+ Q) . 0 Zo lkv (i"'(ai.n—al.n)) OZO y:, (i+(a/ n-al.n)) *
n=1 k= Lk=zj k=1 kzj :
(@, =) <0 (9, - n) 20
J J
u
Z ),:’(i+“j,n_(ak.n‘ab.x))° Zoy['(,'.p.(ai‘n_au)_(a"’_ah)) ¢ (3.26)
s=1 L= 1,1k
s#n (a,,—a,,)20
J
) . .
2) lL (it (@, . —ae,)—(a;, - ) J=L2 =2,
= 1,l=zk

(o, -a,,)<0
A partir de (3.26), la définition des codes doublement orthogonaux au sens strict
(CSO?C-SS) est la suivante.
Définition 3. Un code convolutionnel systématique de taux r. = J/2J = 1/2 est
doublement orthogonal au sens strict si, les éléments de la matrice (@ ). satisfont aux

conditions suivantes :
1) les différences, (a; -y ), sont distinctes,
2) les différences de différences, (@; ,-0 ,)-(0; -0k o), sont distinctes et,
3) les différences de différences sont distinctes des différences.
pour toutes les combinaisons des indices j,n,s € {1,2,...,J} avec s#n, k#j et

k=l.

Gréce a la Définition 3, aucune répétition n’est possible a la deuxiéme itération et le

décodage s’effectue sur un ensemble d’observables indépendants. Ainsi, comme nous le
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verrons a la section 3.6, aucune modification de 1’algorithme de décodage n’est

nécessaire. Il faut aussi noter qu’avec les codes CSO?C-SS, la latence pour une itération

de décodage est proportionnelle 4 la valeur maximale max {a, ,} qui représente aussi
1sknsJ 7

la longueur maximale des registres a décalage du codeur. Puisqu’il y a J registres a

décalage, la latence d’une itération est donnée par Jx max {a, ,}. Minimiser cette
I1sk,nsJ™

derniére valeur est alors le critére principal utilisé dans !a recherche des meilleurs codes

CSO?C-SS [21], [22).

3.5.1 Construction des codes convolutionnels doublement orthogonaux au sens strict

Cette section résume trés briévement les méthodes et les résultats présentés dans [21]
et [22] concernant la construction des CSO?C-SS. Comme c’est aussi le cas pour les

CSO2C-WS, la construction des CSO?C-SS requiert deux étapes : génération des codes et
minimisation de la longueur de contrainte. Quoiqu’il soit toujours possible d’utiliser la
géométrie projective [38], une méthode utilisant un paramétre aléatoire s’avére encore une
fois plus efficace [21], {22]. La méthode de minimisation de la longueur de contrainte du
code aussi proposée dans [21] est basée sur la technique développée par W. W. Wu [24].
Cette méthode consiste & effectuer des opérations arithmétiques simples sur les lignes et
les colonnes de la matrice initiale [a;,]. La procédure de minimisation est exécutée de

maniére itérative jusqu’a ce que les plus grands éléments de la matrice [a;,] résultante

soient aussi petits que possibles. Les codes CSO?C-SS étudiés dans cette thése sont
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fournis aux annexes de [21].

3.6 Décodage a seuil itératif des CSO?C-SS

Le décodage itératif des codes CSOZC-SS se fait simplement par I'application de
I’algorithme itératif décrit par (3.26). En utilisant cette structure paralléle du codeur et en
respectant les conditions données par la Définition 3, un décodage itératif efficace est
possible puisque les observables sont indépendants sur au moins, les deux premiéres
itérations. Cela implique naturellement que la corrélation entre les observables devient
trés faible. Par conséquent, I’usage de coefficients de pondération devrait étre inutile.
Cette affirmation se vérifie facilement par simulation en reprenant la méthode
expérimentale exposée précédemment pour les codes CSO’C-WS. Les résultats de
simulation pour un code /=8 CSO?C-SS présentés a la Figure 3.15 indiquent clairement
que pour un rapport E,/N, = 3 dB, aucune amélioration des performances d’erreur n’est
possible pour des coefficients de pondération supérieurs a 0.3. Ce résultat se vérifie aussi

pour de plus forts rapports signal a bruit. En d’autres mots, pour de forts rapports signal a

bruit, les performances d’erreur que procurent les CSO?C-SS sont insensibles aux
changements des coefficients de pondération. Par conséquent, il n’est plus nécessaire

d’avoir recours a une pondération des équations d’inversion de parité, 5“} ;» par des

coefficients.
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Figure 3.15 Variation des coefficients de pondération a pour un code /=8 CSO’C-SS,
EyYN,=3dB

La Figure 3.16 montre les performances d’erreur en fonction de Ey/N,, pour le méme
code J=8 CSO?C-SS. On observe que pour des rapports signal a bruit Ey/N, (i.e.
E,/N,>4.0 dB), aprés trois itérations, aucune amélioration des performances d’erreur

n’est possible. D’autre part, est-il possible d’améliorer davantage les performances
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d’erreur pour de plus faibles rapports signal a bruit £,/N,, ? Pour répondre a cette question,

il suffit de reprendre la méthode expérimentale mais, pour de faibles valeurs de Ey/N,,.
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Figure 3.16 Résultats de simulation pour /=8, CSO’C-SS. r. = 8/16

La Figure 3.17 montre un exemple d’un résultat obtenu avec cette méthode
expérimentale appliquée a un code J=8, CSO’C-SS, r. = 8/16 pour un rapport signal a

bruit £,/N,=2.0 dB. On observe trés clairement que pour un coefficient de pondération a =

1.0 la probabilité d’erreur aprés 6 itérations n’est que de 3 x 1072 alors qu’avec un

coefficient a* de 0.4, la probabilité d’erreur obtenue aprés 6 itérations est d’environ

. 2x 10~ soit une amélioration d’environ deux ordres de grandeur.
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Figure 3.17 Variation des coefficients de pondération a pour un code J=8 CSO*C-SS.
EyN,=2dB

La nécessité de ces coefficients de pondération a de faibles valeurs du rapport signal a
bruit E,/N, se justifie par les mémes arguments apportés a la section 3.4.1 et par le fait
qu’en présence de bruit de grande puissance, les performances d’erreur sont fortement

affectées par la non-orthogonalité des équations wj(.“ n) ; aprés la deuxiéme itération (u>2).

A I’ Annexe V d’autres résultats de simulation des codes CSO?C-SS sont fournis pour des
valeurs de J allant de /=2 & 10 et ou pour certains codes, des coefficients de pondération

ont ét¢ obtenus par la procédure expérimentale.
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3.7 Discussion et conclusion

Les codes convolutionnels doublement orthogonaux définis au sens strict ont une

longueur de mémoire supérieure a celle des codes doublement orthogonaux définis au

sens large. Pour de forts rapports signal a bruit, les CSO?C-SS ne nécessitent que trois ou

quatre itérations de décodage avant d’atteindre la convergence alors qu’il en faut plus de
huit pour des CSO’C-WS. Généralement, aprés avoir atteint la convergence, les
performances d’erreur que procurent les codes CSO?C-SS sont meilleures que celles

obtenues avec des codes CSO?C-WS. Le Tableau 3.4 montre, pour un rapport signal a

bruit £,/N, = 3.5 dB, une comparaison des performances d’erreur que procurent les codes

définis au sens large et au sens strict en fonction de leur latence respective évaluée aprés

convergence. Comme {’indique le Tableau 3.4 et la Figure 3.18, pour une méme valeur de
J, les codes CSO?C-SS procurent de meilleures performances d’erreur que les codes

CSO’C-WS. Cependant, cette amélioration des performances d’erreur se fait

généralement au prix d’une augmentation importante de la latence.
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Tableau 3.4 : Comparaison entre sens large (WS) et sens strict (SS) pour E;/N, = 3.5 dB

CSO’*C-WS CSO’C-SS
—
Lat./It. Lat. tot. Lat/It Lat. tot.
J . Nb. It. . Pb . Nb. It. . Pb
(bits) (bits) (bits) (bits)
_ =
6 180 8 1440 8xi10™ 363x6 4 8712 4x1073
7 228 8 1824 | 3.5x10§ 1102x7 4 30856 | 1.1x107
8 459 8 3672 | 12x10°5| 2660x8 4 85120 | 4x10%6
9 912 8 7296 3x10°6 || 5707x9 4 205452 106
10 1835 8 14680 | 1.3x10°6 3 372780
12426x10 [ ~ ~ 4x10”7
4 497040
11 2843 8 22744 10°6 - - —e ——
12 4951 7 34657 | 3x107 || — | — | -
3

10— T FTTITTTIIITITT RIS ,

HETYL esoPews

Probabilité d’erreur par bit, Pk

10 10° 10 10
Latence totale (bits)

Figure 3.18 Comparaison entre les performances d’erreur des codes CSO’C-WS et
CSO?C-SS en fonction de leur latence totale aprés convergence, £y/N,=3.5 dB

A de plus faibles rapports signal a bruit, la situation est différente. Par exemple, la
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comparaison faite précédemment est reprise pour un rapport signal a bruit £,/N, = 2.5 dB
et est montrée au Tableau 3.5 ou certains résultats sont reportés a la Figure 3.19. A partir
des résultats illustrés a la Figure 3.19, il est clair que les codes CSO?C-SS offrent des

performances d’erreur supérieures a celle obtenus avec des codes CSO’C-WS. On

observe une différence un peu inférieure a un ordre de grandeur entre les performances

d’erreur des codes CSO2C-SS avec J=6 et celle des codes CSO>C-WS avec J=10. Cette

différence augmente au fur et a mesure que la valeur de J des deux types de code

augmente. Notons que dans le cas du code CSO’C-SS. J=10. un ajustement des

coefficients de pondération 3 une valeur de 0.6 a été nécessaire pour obtenir une

probabilité d’erreur de 5x10° pour un E;/N, =2.5 dB.

Tableau 3.5 : Comparaison entre sens large (WS) et sens strict (SS) pour £,/N, = 2.5 dB

CSO’C-WS CSO’C-SS
I
J Lat.Jlt. Nb. It. Lat: tot. Pb La.t/It Nb. It. Lat: tot. Pb
(bits) (bits) (bits) (bits)
6 180 8 1440 1x1073 363x6 6 13068 | 3x10°*
7 228 8 1824 | 4x10” || 1102x7 6 42284 | [x10”
8 459 ) 3672 | 4x103 || 2660x8 6 127680 | 3x10°S
9 912 8 7296 | ix103 || 5707x9 6 308178 | | 5x10°5
10 1835 8 14680 | 1xj03 || 12426x10 6 745560 | sx106
T 2843 8 | 22748 | 300 | — | — | — | —
12 4951 10 49510 | gx107 - — — «-—4"
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Probabilité d'erreur par bit, Py(E)

] 0 4 1 0 5
Latence totale (bits)

Figure 3.19 Comparaison entre les performances d’erreur des codes CSO’C-WS et
CSO?C-SS en fonction de leur latence totale aprés convergence, E;/N, = 2.5 dB
Selon ces derniéres observations, en présence d’un canal de transmission trés bruité,

c’est-a-dire lorsque le bruit du canal est de grande puissance, il est préférable d’utiliser un

code CSO?C-SS. D’autre part, pour un rapport signal a bruit plus fort, un code CSO?C-
WS procure de trés bonnes performances d’erreur compte tenue de sa faible complexité et
latence.

Dans ce chapitre, une méthode de décodage itératif sans entrelacement a été présentée.
Cette technique étant basée sur les principes du décodage a seuil, des propriétés
supplémentaires d’orthogonalité du code s’avérent nécessaires pour s’assurer d’une

indépendance des observables dans le processus de décodage itératif. Pour les deux
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premiéres itérations, imposer I'indépendance des observables nécessite que le code
convolutionnel soit doublement orthogonal. Le codage et le décodage itératif se fait alors
sans faire intervenir d’entrelacement. Nous avons vu que ces codes convolutionnels
doublement orthogonaux se définissent de deux fagons : au sens large et au sens strict.
Selon la premiére définition, la propriété de la double orthogonalité du code est
partiellement satisfaite de sorte que le décodage s’effectue sur un ensemble d’observables
dépendants. Cette dépendance des observables est causée par la présence de répétitions
inévitables et indésirables des variables et cela, dés la deuxiéme itération. Des coefficients

de pondération associés a chaque équation d’inversion de la parité s’avérent trés utiles

pour améliorer les performances d’erreur des codes CSO’C-WS. Les codes
convolutionnels doublement orthogonaux peuvent étre définis au sens strict en faisant
appel a une structure paralléle du codeur. Avec cette définition, aucune répétition
d’observables n’est possible a la deuxiéme itération. Le décodage s’effectue alors sur un
ensemble d’observables indépendants jusqu’a la deuxiéme itération du processus. Au-dela
de la deuxiéme itération, des répétitions d’observables se produisent ce qui ameéne le
systéme de décodage itératif a converger plus rapidement. Pour de faibles rapports signal
a bruit, des coefficients de pondération sont aussi nécessaires pour améliorer davantage les
performances d’erreur. De fagon générale, tous les coefficients de pondération peuvent
étre ajustés a la méme valeur sans engendrer, a la derniére itération de décodage, une forte
dégradation des performances d’erreur. Evidemment, il est toujours possible de
développer des méthodes plus puissantes d’optimisation des coefficients de pondération a

la condition de disposer d’un systéme de calcul de grande puissance.
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CHAPITRE 4;: ANALYSE DES PERFORMANCES D’ERREUR

DU DECODAGE A SEUIL ITERATIF SANS ENTRELACEMENT

Dans le chapitre précédent, les codes convolutionnels doublement orthogonaux ont été
définis au sens large et au sens strict. Le décodage d’un code convolutionnel doublement
orthogonal se fait itérativement sans entrelacement en utilisant un décodage a seuil.
Puisque le code est doublement orthogonal, il est clair qu’il se produit a toutes les
itérations (u>2) des répétitions d’observables. Par conséquent, la corrélation augmente
entre les observables et les performances d’erreur s’en trouvent diminuées. Pour un code
défini au sens large, ces répétitions sont nombreuses et affectent grandement les
performances d’erreur. Des coefficients de pondérations sont alors nécessaires pour
compenser les effets indésirables de ces répétitions. Pour des codes définis au sens strict,

ces répétitions d’observables sont plus rares de sorte qu’une amélioration des

performances d’erreur est possible par rapport aux codes CSO?C-WS mais, au prix d’une

augmentation de la longueur de contrainte. Sauf a de faibles rapports £,/V,, le décodage

des CSO?C-SS ne nécessite pas de coefficients de pondération.
Dans ce chapitre on propose une méthode permettant d’analyser et d’évaluer les
performances d’erreur du processus itératif de décodage a seuil a sortie non-quantifiée

[57]. Afin de simplifier I’analyse, on introduit de nouveau, le principe de codes

convolutionneis multiplement orthogonaux définis au sens strict (CSOMC-SS). Ce

principe a déja été introduit et utilisé au chapitre 3 dans le but d’analyser le comportement
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du processus itératif de décodage a seuil en quantification ferme. L’ordre (M) de la

multiplicité des CSOYC-SS étant supérieur ou égal au nombre d’itérations du processus
de décodage, on pose |’hypothése que les variables aléatoires présentes dans le processus
de décodage sont indépendantes a chaque itération. Cependant, il importe de noter qu’une
telle extension de 1’orthogonalité (d’ordre M>2) n’est habituellement pas nécessaire pour
obtenir de bonnes performances d’erreur. Notons aussi que jusqu’a présent aucun de ces
codes de multiplicité d’ordre M supérieur a deux n’a été recherché. Toutefois, cette
analyse devrait fournir un moyen de prédire adéquatement la probabilité d’erreur par bit,

vers laquelle le processus itératif de décodage a seuil a sortie non-quantifiée converge

lorsque des codes CSOC-SS sont utilisés.

Dans la premiére section de ce chapitre, la méthode d’analyse est exposée en ne
considérant qu’une seule itération. Selon I’hypothése précédente, un code CSOC s’avére
alors suffisant. La détermination de la fonction de densité de probabilité de la variable
aléatoire qui résulte d’une opération addmin effectuée sur d’autres variables aléatoires
constitue la partie la plus importante de cette méthode d’analyse. Cette fonction de densité
de probabilité est développée pour le cas général d’un opérateur addmin de J entrées ou
chacune de ces entrées suit une distribution gaussienne. Dans la seconde section de ce

chapitre, une extension de cette méthode d’analyse a un processus itératif de décodage

sans entrelacement est présentée en considérant des codes CSOYC-SS oi1 M est supérieur

ou égal au nombre d’itérations du processus de décodage. Les résultats obtenus

théoriquement avec des codes CSOMC-SS sont comparés a ceux obtenus par simulation



99

en considérant cette fois-ci, des codes CSO’C-SS. F inalement, des conclusions sont

présentées a la derniére section de ce chapitre.

4.1 Probabilité d’erreur par bit du décodage a seuil a sortie non-

quantifiée pour des CSOC

La probabilité d’erreur par bit du processus de décodage a seuil a sortie non-quantifiée

s’évalue difficilement car les estimations du symbole d’information a décoder fournies par
les équations d’inversion de parité, y ;. i» i€ sont pas identiquement distribuées [14]. Pour
cette raison, les procédures habituelles permettant de manipuler des sommes de variables
aléatoires indépendantes telles que la borne de Chernov ou le théoréme limite centrale ne
peuvent pas étre, selon Massey [14], applicables. Dans [14], I’évaluation numérique de la
probabilité d’erreur est essentiellement basée sur I’ utilisation de fonctions d’énumération.
L’approche considérée dans ce chapitre consiste a poser I’hypothése que les
estimations fournies par les équations d’inversion de parité, Wi i quoiqu’elles ne soient
pas identiquement distribuées (i.d.) sont toutefois indépendantes et quasi-identiquement
distribuées. Le théoréme limite centrale procure donc une bonne approximation de la

fonction de distribution de la variable aléatoire A;. Cette approximation est tout
particuliérement intéressante a de forts rapports signal a bruit £,/N .

La probabilité d’erreur par bit du processus de décodage a seuil pour un code CSOC

s’obtient, selon la régle de décision donnée par (2.24) comme suit :
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P,(E) = p{kiZle:f= -1 }p{x;‘= —l}+P{li<0|x;‘= 1}P{x}‘= 1} (4.1)

ou ’on rappelle que .r:f représente le symbole d’information transmis a I’instant i et ou la

variable A; est donnée par (2.43). Puisque P{x;‘= —1} = P{x = } =1/2, la
probabilité d’erreur par bit (4.1) devient :
e L °
Py(E) = 5 I f(hx"= —l)dl+3j fi(Ax"= T)dn (4.2)
0 g

ol fk(k|x" k), =1 ou -1, est la fonction de densité¢ de probabilité de la variable

aléatoire A conditionnelle 4 x = k. Notons que I’aspect temporel est éliminé dans (4.2)

car le processus aléatoire décrivant A, est, par hypothése, stationnaire au sens large. Par

= 1} sont égales et donc la

symétrie, les probabilités P{A2>0|x"= -1} et P{A <0|x"

probabilité d’erreur par bit, P;(E), devient :

o 0
Py(E) = J‘fx(llx% Ny = j £ 0"
0 -0

Puisque A s’obtient par une somme de variables aléatoires indépendantes, sa fonction de

= 1)dA (4.3)

densité de probabilité (FDP) conditionnelle, fl(l|x"= k). k=1 ou -1, se détermine en
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effectuant la convolution multiple des FDP conditionnelles de chaque variable aléatoire

qui appartient a la somme donnée par (2.43) :

Lx"= k) = £, (Mx'= ©)® ... 8 f, (A<= b ® /, AA|x"= k) (4.4)
ou ® représente I’opération de convolution, fw,("’ jlx"= k) est la FDP conditionnelle de
v =1, 2,..,J,etou fy .,(y“lx“= k) est la FDP conditionnelle de la variable aléatoire y*

représentant le symbole d’information courant regu. Pour une transmission a travers un

canal a bruit blanc gaussien et additif, j:v .(y"l.r“= k) est une fonction de densité de

s gy . L. . . 2
probabilité d’une variable aléatoire gaussienne de moyenne £ et de variance S, = N,/ 2:

exp{—(y" - k)z/ 20';7'.. }
£.0"x"= k) = 4.5)

21‘!0’2.
y

La convolution multiple qui intervient dans (4.4) peut étre difficile a évaluer car, il est
d’une part nécessaire de connaitre les FDP fw ( \pjlx"= k) et d’autre part, la complexité de
]

calcul de cette convolution muitiple augmente avec J. Les variables aiéatoires faisant
partie de fa somme (2.43) ne sont pas identiquement distribuées. Toutefois, elles ont des
distributions semblables et la somme (2.43) a tendance & se distribuer seion un fonction
gaussienne. Comme le montre la Figure 4.1, cette assertion se vérifie facilement par
simulation. Des résultats de simulations ont montré que la forme gaussienne de la

distribution est peu sensible aux valeurs de £y/N,,.
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Figure 4.1 Simulation de la FDP de A d’un code /=6 CSOC, E;/N,=2.0dB, x*=1.0

Cette observation nous permet donc d’écrire |’approximation suivante, issue du

théoréme limite centrale :

exp{—(l - X)Z/ 20’%}
L= k)= (4.6)

-, . .
ou A et o) représentent la moyenne et la variance de A respectivement. La valeur

moyenne A s’obtient par la somme des valeurs moyennes des variables aléatoires qui

. composent la somme A :
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J

. J J
i=Eyu+Z\iju=k =y"+Z\,|7j..=k+Z\7j 4.7

j=1 j=1 j=1

avec k=1 ou -1, et ol \E s’obtient en calculant I'espérance mathématique de y;

conditionnelle a x“= k. Le canal étant a bruit blanc additif et gaussien de moyenne nuile,

u S . U M . .
la moyennede y conditionnelle a x = k donne nécessairement la valeur de k. Puisque le

code est supposé orthogonal (CSOC), toutes les variables aléatoires sont indépendantes de

. 2 . . . . .
sorte que la variance o) s’exprime aussi comme étant la somme des variances des

. L. . . 2 .. .
variables aléatoires qui composent la somme A. La variance o, s'écrit donc :

B} N
o} = E yu+2wj-—k =k =L+ Yol (4.8)

y) — 2
ou o;l, = E{(wj-\uj) l(x"= k)}. En se référant a (4.3), et en ne considérant que la

condition x"= 1, la probabilité d’erreur par bit, Py(E), s’obtient approximativement par

I’expression suivante :

0
P,,(E)~ I {O‘ 2) }dx Q( ) (4.9)

20’,L Oy

:uw
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®

2
ou O(z) = 1 Iexp{—% }df. Dans le but d’évaluer (4.9), (4.8) et (4.7), il est nécessaire

J2n

-
-

de connaitre la FDP de chaque variable aléatoire ;- Cette variable aléatoire qui

représente une estimation du symbole d’information a décoder s’obtient, comme le montre
(2.43), en utilisant un opérateur addmin de J entrées.
4.1.1 Fonction de densité de probabilité d’un opérateur addmin a deux entrées

Dans cette section, on développe une expression de la FDP. £,(9). de la variable

aléatoire y qui résulte d’une opération addmin sur deux variables aléatoires. La variable
aléatoire y s’écrit en posant V=2 dans (2.41) de la fagon suivante :

N
= )" ] signceEn, min (L&)

i=1

<
|

9

[ Tsienceen min tirep)s (4.10)

i=1

ou chaque variable aléatoire z; suit une distribution gaussienne de moyenne m; et de

variance cs'l2 .Tout d’abord, posons F q,((p) = P(y <¢) comme étant la fonction de

répartition de la variable y. La nature de () impose la division du probléme de la

détermination de fw((p) en deux parties : le cas ou ¢ 20 et celui ou ¢ <0. Considérons

tout d’abord le premier cas ou @ > 0. En se référant a (), définissons la variable aléatoire

binaire Sg = -sign(z,)sign(z,). Ainsi, s, prend la valeur +1 ou -1 en fonction des
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signes de z; et de z;, On peut aussi définir I'ensemble d’événements
4" = {w<olp=20} quis’écrit, en se référant a (), de la maniére suivante :

A" = i <ot 0 {5,204 U {jzs S0} N {5,203 U
{-|z||$(p}m{sgSO}u{—lzzls(p}m{sgsm 4.11)
ou dans (4.11) I'ensemble {ngO} = {(z;20)N(z;20) v ((z; 20) N (2, £0))}
et ou son compiément est I’ensemble :

(5,50} = {((z, S0} N (2, S0 U ((z, 20) " (2, 20))} (4.12)

Puisque ¢ > 0., il est aussi possible d’écrire la relation suivante :

{~lz)| <@} n {sg<0}u {~|zs] @t 0 {5550}
= {{-z| <o} vinfsol}nis, <0} = {5,<0} (4.13)
de sorte qu’en remplagant (4.13) dans (4.11), I'’ensemble d’événements 4 ® sereduita:

A" = (| <o} U {|zg S@E N (5,20} U {5, <0} (4.14)
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Une représentation graphique de I’ensemble A" dans un plan z,z, est montrée a la Figure

42.

Figure 4.2 Représentation graphique dans le plan 2z, de I'ensemble A ’

Considérons maintenant le deuxiéme cas ou ¢ <0. Comme précédemment, en

utilisant (), on définit I'ensemble des événements 4 = {y <@|p <0} de la maniére
suivante :

A = {{[z|2-9} N {]z5| 2-0}} 0 {50} (4.15)
La relation (4.15) se vérifie facilement sachant que pour @<0 et sgSO,

min{|zl|, IZZI} > = |z,| >-¢ et [22| 2 -¢. La Figure 4.3 montre une représentation

graphique des points appartenant a I'ensemble A~ dans le plan z,z,.
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Figure 4.3 Représentation graphique de 4~ dans le plan z;z,

La fonction de répartition F \u((P) = P(y < @) s’obtient en utilisant les deux relations

(4.14) et (4.15) de la maniére suivante :
+
Fw(q;) = ) 4.16)

Lorsque ¢ >0, on remarque, a partir de la Figure 4.2 et de la relation (4.14), que la

probabilité P(A +) se transforme pour devenir :

i

P4y =1 —P{;} .17

[-P{(zy 2-0)N(z,29)U(z; 20) N (2, <-9)}
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De plus, puisque les événements (z; £-9) N (z, 2 @) sont disjoints des événements

2, 29) N (2, <-@) et que les variables aléatoires z| et z; sont indépendantes, (4.17)

devient :

P(A+) = 1-[P(z) £-0)P(2,29) + P(z| 2¢9)P(z, £ -9)] (4.18)

De la méme maniére, selon la représentation graphique de la Figure 4.3 et la relation
(4.15), la probabilité P(47) s’exprime comme suit :

P(A)) = P(z)2-9)P(z,2-9) + P(z, SQ)P(z, 5 ¢) (4.19)

Ainsi, pour obtenir la FDP, £ (¢), la dérivée de (4.17) doit étre déterminée. En combinant

les équations (4.18) et (4.19) 4 (4.17) et en prenant la dérivée, on trouve :

[ dP(zy <-¢) dP(z529)
'TP(‘Z 20) - P(z) S—p)—— -
dP(z, 2 dP(z, < -
M[)(:‘-’S_‘p)_[’(;l th)_(_?'__(_p), 51(4)20
_d _ do do
fy(@) = =F,(9) = 1
do dP(z, 2 -(p)P N s > dP(z, =) .
—— P2, 2> -@) + P(Z, 2 ———
20 (252-9)+P(z; 2-9) 70
dP(z, < ¢) dP(z;<0)
—dl(p----i’(z2 S@)+P(z, < (p)—j(p——, sip<0
(4.20)

Les deux variables aléatoires z; et z, suivent une distribution gaussienne de moyenne m,

. 2 . R cqe
et my et de variances o) et 03 respectivement. Par conséquent les probabilités
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nécessaires a I’évaluation de (4.20) peuvent étre obtenues. Pour ¢ > 0, on calcule les deux

relations suivantes :

—¢ ( )2 @+m
Z;—m
P(z;<-0) = — expl———1" gz = 0 ! (4.21)
> 2 ¢
,/21w; ’ o 20, !
et
s | (g-m)’
zZ—-m -m
! exp Sl M dz; = Q((p 5 1] 4.22)

P(z;29) = = 3
[2na? %, 20

Dans le but d’évaluer (4.20), les dérivées de (4.21) et (4.22) sont obtenues et sont données

par les relations suivantes :

,
+m +m,)”
iQ haid | l exp (o2 m) (4.23)
d(P O'l 2 p] 2
./271:0’, o

Pour le seconde partie de (4.20), c’est-a-dire, lorsque ¢ <0, on obtient aussi les trois

relations suivantes :

® 2
! (=z;-m)) (‘ ?- ’"1)
P(z,2 - = exp{ ———me V(fz, = (424)
(z,2-9) = I a — A
27[0{ -9 !
P 2
-z,—m;) -¢+tm
= l €xpy— 1 2 I dz[ = Q[ = 1] (4.25)
{
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-¢ptm —oxtm)”
¢ ! 2no 20’1

En remplagant (4.21) a4 (4.26) dans (4.20), la fonction de densité de probabilité de la
variable aléatoire @ qui résulte d’une opération addmin entre les deux variables aléatoires

gaussiennes z, et z, devient,

2 2 )
(ol -m)~| ol +m; :
I exp ,’ 1_[ 0 i, sip20
2 ‘)0,"' A Uj
2n; 207 Jj=tjel
S (@) = (4.27)
9
- (ol m) . lpl -
Y| Asewi——1 [T o=
2 267
1=1|2R0; O Ji=tj=l
1 ol +m)’| 4 (lol+m
, II 1], sip<0
2 70'2 Gj
L 2xo; 2% =

4.1.2 Généralisation de la fonction de densité de probabilité pour un opérateur

addmin a J entrées
Dans cette section, une expression générale de la FDP, fw(<p), qui résulte d’une

opération addmin sur J variables aléatoires est déterminée. Selon (2.41), la variable

aléatoire y s’écrit comme suit :
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J J
W= Ez, = (-')Hl[l_lsign[z[l]"g,"S Al (4.28)

=1 =1
Afin d’obtenir cette fonction de densité de probabilité, reprenons tout d’abord

I’exemple traité a la section précédente ou le nombre d’entrées de I’opérateur addmin est

J=2. Nous avons déterminé, a la section 4.1.1, les probabilités P(A4 +) =1- P(A+) et
P(A7) nécessaires au calcul de la fonction de répartition F w((p). Pour chacune des deux

variables aléatoires z; et z5 que constituent les entrées de I’opérateur addmin, on peut

définir les deux probabilités suivantes comme étant des fonctions de ¢:

pi(®) = P(z;29),i=1,2 (4.29)

g (o) = P(z;£-9),i=1.2 (4.30)
Les probabilités P(Z+) = I—P(A+) et P(A") données par (4.18) et (4.19) peuvent
s’écrire en fonction de (4.29) et (4.30), ce qui donne :

P(A') = P(z) S—0)P(z,29) + P(z, 2 9)P(2, <—¢) (a.31)

q,(0)p5(9) + p(9)g,(9)

et

P(A) = P(z; 2-90)P(z,2-9) + P(z, S©)P(z, < 9) 4.32)

= P1(=9)P2(-9) + 4, (~9)q,(-9)
Il est maintenant utile de définir une variable auxiliaire aléatoire binaire H (@) qui

correspond a la ™ entrée z;, i=1, 2, comme suit :



. 112

1, siz;2¢

H(o) = { (4.33)

0, siz;<-¢

Avec cette variable aléatoire binaire, on forme une fonction d’énumération g.(W, @) de

forme polynémiale dont le coefficient de W " h=Ooul,estla probabilité que la variable
aléatoire H (¢) soit égale & h. Cette fonction d’énumération s’écrit alors comme suit :
g(W,9) = P,’(‘P)W+ q,9) (4.34)

ou W est une variable «muette» dont |’exposant indique la valeur que prend la variable

aléatoire H (). Puisque les variables aléatoires z; sont statistiquement indépendantes, les
variables aléatoires F/ (@) le sont aussi de sorte que I'on peut former la fonction
d’énumération G(W, ¢) qui correspond a la somme des variables /(o). Cette fonction
d’énumération G(W, @) s’obtient en effectuant le produit g,(W, 9)g,(W, ¢). ce qui

donne le polyndome de degrée 2 suivant :

G( Wv (P) = g](Wv q))gZ( Wv (P)
2 .
= Y bW = by +b (@)W + by(®) (4.35)
i=0
= p (OO + (P (9)45(9) + 7,(@IP2(@))W + ,(9)5(0)
Dans cette fonction d’énumération donnée par (4.35), le coefficient de Wt h=0, 1, 2,

représente la probabilité que la somme H (@) + H,(9) = h. On remarque rapidement
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que ['expression donnée par (4.31) correspond au coefficient b,(¢) dans (4.35) et

s’obtient facilement par :

il G(1,9)-G(-1,9) _
b(e) = P(A") = LLAZCELO) = § () (436)

i impair
De la méme maniére, la probabilité P(4 ) donnée par (4.32) s’obtient a partir de (4.35) en
effectuant la somme des coefficients de la fonction G(W, —¢) ayant un indice pair. Par

conséquent, on obtient :

P(A) = by-9)+ by(-9) = LL=DTOCL0) = §rp gy (437)

i pair
En utilisant ces deux derniéres relations, (4.36) et (4.37), Ia fonction de répartition F w((p)

peut étre déterminée par :

IR CRO
F (p) = (4.38)
\U((P G(l!_(p)+G(_lr_(p) (p<0
2 ’ -

La FDP, fw((p) , S’obtient, comme auparavent, en effectuant la dérivée de F' W((p) dont le
résultat est :

G'(lv(p)-G(—lr(p) (P>0
= 2 ’ ) (4.39)
1 ® =1 60,-9)+G-1-0) 0<0 '
: . <
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ou G'(W, o) signifie la dérivée de G(W, @) par rapport a ¢. On peut montrer facilement
que (4.39) donne le méme résultat que (4.27). Il est aussi possible de déduire a partir de

(4.39), la FDP fw((p) , dans le cas ou J > 2 en généralisant (4.35) comme suit :

J J
Gw,) = [Je.0) = ) bW’ (4.40)

i=1 i=0
ou g,(W, p) est donnée par (4.34) pour i=1, 2, ..., J. Cela provient du fait que le résultat

d’une opération addmin sur J variables aléatoires s’obtient aussi par une cascade de J-1
opérations addmin effectuées sur deux variables aléatoires. Par exemple. considérons une
opération addmin a trois entrées. Le résultat de cette opération peut €tre obtenu par une

cascade de deux opérateurs addmin de deux entrées comme Villustre la Figure 4.4.

Figure 4.4 Opérateur addmin a trois entrées réalisé a partir d’une cascade de deux
opérateurs addmin a deux entrées

La sortie du premier opérateur addmin de la cascade, identifiée par y, est combinée,
dans un deuxiéme opérateur addmin avec I’entree z3 pour produire la sortie désirée y3. La

fonction de distribution de la sortic dénotée par y, est donnée par (4.16) et par
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conséquent, la fonction de distribution de la sortie w3 s’obtient aussi en se référant a

(4.16), c’est-a-dire :

Fy (0) = @41)

ol P3(2+) et P5(4) sont données par :
-+
Py(4) = P(y,<-0)P(z;29) + P(y,2@)P(z35-¢), 920 (4.42)

P;(A-) = P(yy2-9)P(z;2-0) + P(y, < @)P(235¢), <0 (4.43)
En se référant a (4.16), on trouve les probabilités P(y,<-9) = F y,(-0) et
P(y,2¢9) = 1 -F w»“p) avec @ 20 dans les deux cas. En utilisant (4.32), la fonction

F w~(_¢) est égale a la probabilité P(4) donnée par (4.37) dans laquelle on remplace ¢

par - pour obtenir la relation suivante :

Fy(-9) = b3(@) + bytg) = L2 2CC1L0) (4.44)
2 2
= %[H&-(W. ?) +I_[g,-(W,cp) , ©20
=1 w=1 (=1 W=-1

De plus. selon la relation (4.16), la probabilité¢ P(y,2>¢) = I—F%((p) est égale a

1-(1-P(A)) = P(A") lorsque ¢ 2 0. Cette probabilité s'écrit aussi en utilisant une

fonction d’énumération semblable a (4.36) :
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P(A") = b,(0) = G(l,w);G(—l,w)

2 (4.45)
%[ng,-(W, ?) Hg,(W ?) ] 020
=1

i=1 W=l i=1
En remplagant (4.44) et (4.45) dans (4.42) et en utilisant les deux définitions (4.29) et
(4.30) avec le fait que selon (4.34), g;(W, @) = p;(9)W +q5(¢). la probabilité P3(.71 +)

devient :

3
Py(A') = 5[1‘1&("» o -]l } 920 (4.46)
’ w=-1

w=1 71

Dans le cas général d’un opérateur addmin a J entrées, on détermine par induction la

probabilité P J(Z +) de la maniére suivante :

J
PAA) = %[]'Ig,-(w,w) ]'[g (W, ) } 920 (447)
. |

_ll-l =

Pour ¢ <0, la probabilit¢ P J(A') s’obtient en suivant le méme raisonnement qui a

conduit a (4.47) de sorte que :

J
Psa) = 5| [Tew. - ]'[g,(W @) | es0 448

i=1 — i=1
W= W=-1
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Ainsi, en se référant a (4.41) mais, pour un opérateur addmin de J entrées, la fonction de

répartition F %(cp) est:

( J J
—+ 1
1-PA) = 15| [Jaw 0| -[Je#. o ., 920
= w=11% W=-1
F,(®) = ; ;
pady = sl [Jew-o|  +JJew-of | eso
{ i=1 W= i=1 W= i

(4.49)

Finalement, la fonction de densité de probabilité pour un opérateur addmin de J entrées est

la dérivée de F %((p) par rapport & ¢. Si chacune des Jentrées z;, i = 1, .... J, de ’opérateur

addmin suit une distribution gaussienne de moyenne m; et de variance o; , la FDP, f%((p)

s'écrit de la maniére suivante :



2
exp —'—2—-

118

2

+exp ——2——

(B 1E)

. i 2a; . (lwl -my  (lel+m;
.= . o J J
i=1 J=tj#i

2

2noi
2 2
"(|‘P| - m“) —(I‘P' +m,’)
—eXpq +cxp —————

) 2 ) 2 J

20; S; (Itpl -m; ol +m;
- — + >
= I I 0 5; o s . 920
“9; j=Nj=i
(4.50)

f\v (¢) =
J 2 2
(ol -m,) ~(lol +m))

exp 3 + exp .__’——

J 2 ; J
26; 2c; lpl -m; tol +m;
1 ) ¢ i +Q i
2 2 o; 9;
na; j=Vj#i

"~

2
ol +m))
+exp —T-

2 J
25, 20, [ Q{lwl - m,-) (Iml + "'i]]
+ R - +0
> I | G, o,
n . o J J
J=hLj#i

» 9s0

Les Figures 4.5 et 4.6 montrent deux comparaisons entre la fréquence relative de y

obtenue par simulation et la fonction de densité de probabilité de y dans les deux cas ou J
=2 et J = 3. Ces résultats sont obtenus en supposant que chaque entrée z; de I’opérateur
addmin a une moyenne et une variance unitaire. La grande similitude qu’il y a entre les

résultats de simulation et ceux obtenus théoriquement permet de valider I’équation (4.50).
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Figure 4.5 Comparaisons entre les résultats de simulation et la fonction de densité de
probabilité donnée par (4.50) pour /=2, o la moyenne et la variance des variables z; sont

égalesa |
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Figure 4.6 Comparaisons entre les résultats de simulation et la fonction de densité de
probabilité donnée par (4.50) pour /=3, ou la moyenne et la variance des variables z; sont

égales a |

4.1.3 Evaluation de la probabilité d’erreur du décodage a seuil pour des CSOC

Tout comme I'indique (4.9), afin d’évaluer la probabilité d’erreur par bit que procure

le décodage a seuil d’un code CSOC, il est nécessaire de déterminer la valeur moyenne A

et la variance ci en utilisant les deux relations (4.7) et (4.8). La moyenne A dépend des J
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valeurs moyennes i J=1, ..., J, lesquelles s’obtiennent comme suit :
@«
— u_ _ u_
;= E{\yjlx l} jlpjfwllx.(tpl.\' Vde; 4.51)
-®

. 2 . . . ..
La variance o; est donnée par la somme des variances de chaque variable aléatoire y s

. . 2 . . ve s .
J=1, ..., J. On calcule donc les variances a, J=1, ..., J, en évaluant I'intégrale suivante :
!
a

2 — 2| u_ _ 2. u_ — 2 s
oy, = B (y= ) "= 1h = et (olx"= Ddo;- [ (4.52)

-

Dans (4.51) et (4.52), la fonction f‘ , IY.((p].wc“= 1) représente la fonction de densité de
it

probabilité conditionnelle 4 x“= 1 de la variable aléatoire y; résultant du ji€me opérateur

addmin ayant un certain nombre 7 d’entrées. Chacune de ces n entrées est représentée par

. . . . 2 .
une variable aléatoire gaussienne z; de moyenne m; et de variance o;. La fonction

.((plx"= 1) se déduit directement de (4.50) en posant que les variables aléatoires z;

/,

v,ix

correspondantes aux symboles d’information regus, y¥, sont toutes de moyenne m; = 1 et

de variance 0? =Ny/2. D’autre part, pour un code CSOC de J connexions, les variables

aléatoires z; qui correspondent aux symboles de parité requs, )¥, ont une moyenne

J+1 . 2 . P . yas .
m; = (-1) et une variance o; =N,/2. Finalement, en se référant a I’équation de
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décodage donnée par (2.43), d’autres entrées du jéme opérateur addmin peuvent provenir
de la rétroaction de la décision. Il peut devenir difficile d’évaluer directement la moyenne

et la variance des variables aléatoires z; correspondantes aux termes de la rétroaction de la

. . . ap = 2 .
décision car, elles doivent étre égales aux valeurs A et o; respectivement. Pour les codes

convolutionnels orthogonaux ayant un nombre de connexions J élevé, I'approche utilisée
dans (42] qui consiste a considérer le décodeur avec rétroaction de la décision comme une
machine séquentielle stochastique ne peut étre appliquée, le nombre possible d’états du
décodeur étant tres grand. Pour résoudre ce probléme, deux autres approches sont
considérées.

La premiére approche consiste a utiliser une procédure de décodage modifiée dans

laquelle les termes de la rétroaction de la décision A (aj—ak)<0 sont

i+a,—-a,°

u

remplacés par les symboles d’information requs y;, —a,
)

ou (aj -a,)<0. Cette

procédure de décodage connue sous le nom de décodage défini [44] se décrit par

I’équation de décodage suivante :

J i-1 J
_u u
b= D Fa® Wb 0 XVire-a 4.53)
j=1 k=1 k=j+1

Méme si le décodage a seuil défini procure de moins bonnes performances d’erreur
que le décodage a seuil avec rétroaction de la décision [42] [44], son analyse des
. performances d’erreur conduit a I'obtention d’une borne supérieure sur la probabilité

d’erreur du décodage a seuil avec rétroaction de la décision. En considérant une procédure
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de décodage défini, les variables aléatoires z; qui correspondent aux symboles
. . u . _ .
d’information y; ra,—a, 00 (aj—ak) <0, ont une moyenne m; = 1 et une variance

2_
La seconde approche consiste a utiliser une procédure itérative de calcul pour

. . * 2 . R . . . L.
déterminer les valeurs A et ¢, lorsqu’un décodage a seuil avec rétroaction de la décision

est considéré. Cette procédure de calcul débute a la premiére étape en posant les valeurs

I (0 _=~ I R 2 .
initiales A" =X ,,r et o, =0y, ol Ader et Oy, Sont obtenues selon la premiére

approche alors qu’un décodage a seuil défini était utilisé. Par la suite, la moyenne et la

variance des entrées des opérateurs addmin correspondantes aux termes provenant de la

. . e . > 2
rétroaction de la décision, A , (aj -a,;) <0, prennent les valeurs Az, et Oy

ita -a,
. s _(k
respectivement. A chaque étape k=1, 2, ..., de la procédure de calcul, les valeurs de A.( ) et
2
o;(., sont mises a jour en utilisant (4.51), (4.52) et finalement (4.9). Cette procédure de

S0 (k=1

calcul est appliquée jusqu’a ce que la différence |— —

< ¢ ou € doit étre ajusté a
clm Gl“' n

une valeur suffisamment faible pour que le calcul soit fait avec une précision satisfaisante.

Il importe de noter que les intégrales que comportent les deux équations (4.51) et
(4.52) sont évaluées numériquement. Les deux Figures 4.7 et 4.8 montrent des
comparaisons entre des résultats de simulation et les résultats obtenus selon les deux

approches considérées dans cette section. La Figure 4.7, illustre cette comparaison pour un
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code CSOC, J/=6. Comme mentionné auparavant, I’utilisation de la premiére approche qui
fait appel a un décodage défini procure une borne supérieure qui a tendance a se reserrer
lorsque Ey/N, décroit. La grande similitude entre les résultats de simulation et ceux
obtenus par le calcul utilisant la deuxiéme approche ou le vrai décodeur a seuil avec
rétroaction de la décision est considéré, confirme la validité de cette méthode. Comme le

montre la Figure 4.8 ot un CSOC, J=10 est utilisé, a de faibles rapports signal a bruit,

E /N, la probabilité d’erreur calculée selon la deuxiéme approche devient supérieure a

celle calculée selon la premiére approche. Ce dernier résultat est en contradiction avec
I’hypothése qui stipule que le décodage a seuil défini procure des performances d’erreur
pires que celle du décodage a seuil avec rétroaction de la décision. Cela signifie que pour
de grandes valeurs de J, a de faibles rapports signal a bruit, £,/N, et sous I’effet de la
rétroaction de la décision, 1a procédure de calcul itérative utilisée ici ne semble pas valide.
Cependant, la cause exacte de la divergence de cette procédure de calcul demeure une

question ouverte qui pourra étre traitée lors de travaux futurs.
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2 25 3 s 4 a5 5
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Figure 4.7 Comparaisons entre les résultats de simulation et les deux méthodes de calcul
pour un code CSOC, J=6
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: 3
EyN, (dB)

Figure 4.8 Comparaisons entre les résultats de simulation et les deux méthodes de calcul
pour un code CSOC, J=10

4.2 Extension : Evaluation de la probabilité d’erreur pour M itérations

de décodage

Dans cette section, on y présente une extension de 1’analyse précédente dans le but
d’évaluer les performances d’erreur du processus itératif de décodage a seuil. Les codes
utilisés dans ce cas sont convolutionnels et multiplement orthogonaux au sens strict. Cette
analyse est particuliérement utile pour prédire le point de convergence de la probabilité

d’erreur que procure le processus itératif de décodage a seuil utilisant des codes
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convolutionnels doublement orthogonaux définis au sens strict, CSO?C-SS. La méthode
d’analyse proposée ici, repose sur le principe suivant. Il s’agit principalement d’appliquer
de maniére récursive, la méthode développée plutdt a la section 4.1. Nous utilisons alors

comme hypothése, qu'a [’itération courante, p, toutes les entrées identifiées par

l(-p—l)

i+, -a dans (3.1) et qui proviennent de !’itération précédente (u-1) sont distribuées

. . ~(p-1 . 2 .o .
selon une fonction gaussienne de moyenne 7\.(” ) et de variance Cyw-n- L’équation

(4.9) initialement prévue pour une seule itération devient alors pour I'itération (p) :

0

() _ (w2 —(1)
AW 3
PIE) s = |exp G -2 ) law - Q(c};—) (4.54)
/21!0’;“,, ’o 2°;<m AW

i(l‘l)

ou et O, sont évaluées en utilisant (4.7) et (4.8). L’anaiyse présentée ici, est

uniquement basée sur la deuxiéme approche exposée a la section précédente. L’effet de la
. . .- s e . .o . =(R) 2
rétroaction de la décision est donc considéré dans I’évaluation de A et G, €n

utilisant une procédure itérative de calcul.

4.2.1 Comparaison des résultats analytiques et de simulation
Une comparaison des résultats de cette analyse obtenus pour un code CSOMC-sS,

J=5, avec des résultats de simulation pour un code CSO?C-SS, J=5 est montrée a la Figure
4.9 ou six itérations de décodage ont été effectuées. Les résultats de simulation concordent

bien avec ceux obtenus par I’approche analytique. En plus de valider I’analyse, ces
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résultats démontrent que la double orthogonalité du code convolutionnel est suffisante

afin d’obtenir de bonnes performances d’erreur. En effet, comme le montre la Figure 4.9,

pour de forts rapports signal i bruit, les derniéres itérations des deux codes CSOMC-SS et

CSO?C-SS procurent sensiblement les mémes performances d’erreur.

10 ¢

- G

Probabilité d'erreur par bit, Py(E)

10°L- Analyse. it3 et 6; -} R NL

T v LI I

Bi’SK non-codée

Simulation, it. |

Analyse, it. |

Simulation, it. 2

A

Simulation, it. 6 et
analyse, it. 2

L 1 1

25

3 35 s 45 5
Ey/N, (dB)

Figure 4.9 Comparaison entre les résultats analytiques obtenus pour un C soMc-ss, /=5

et les résultats de simulation pour un code CSO?C-SS, J=5

Sur cette méme figure, est aussi illustré le gain asymptotique de codage, G,.. d'un code

convolutionnel orthogonal produisant J équations de controle de parité. Le gain

asymptotique de codage, G, d’un code CSOC s’obtient de la fagon suivante [2] :
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G, = 10log IO(rcd’m_n) = 10log m(rC(J+ 1)) (4.55)
Pour un taux de codage r. = 1/2 et J=5, on trouve G, = 4.77 dB. Les résultats montrés a la

Figure 4.9 indiquent qu’avec un code CSO*C-SS et un grand nombre d’itérations. les
performances d’erreur peuvent s’approcher trés prés de la limite du code donnée par le
gain asymptotique de codage. Ces résultats indiquent aussi que I’orthogonalité multiple
permet au code de converger plus rapidement que lorsque I’orthogonalité n’est seulement
que d’ordre 2.

.1
10 3 T T t T T

BPSK non-codée

Simuliio/n it. 1
10* £ E
oL Amalys&it2 \ N\ . Analyse, it. |

Probabilité d'erreur par bit, Py(E)

1%L RO _ .

_, §G$g?(';‘c9'- de Simulation, it. 2 :

0 Analysé, it.6 -

L T S e 5

- Simulation, it. 6 :

sl . L . '
1025 3 35 4 45 5 55
Ey/N, (dB)
. Figure 4.10 Comparaison entre les résultats analytiques obtenus pour un C sotc-ss,
J=10 et les résultats de simulation pour un code CSO’C-SS, /<10
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Des résultats similaires sont obtenus pour J=10 et sont montrés a la Figure 4.10. Sur

cette figure, le gain asymptotique de codage G, est de nouveau tracé pour un code

orthogonal J=10. On remarque que les comportements des codes muitiplement
orthogonaux et doublement orthogonaux observés pour une valeur de J faible se

retrouvent aussi pour des valeurs de J plus grandes.

4.3 Conclusion

Une méthode permettant d’analyser les performances d’erreur du processus itératif de

décodage a seuil a été présentée. L’ utilisation des codes CSO*/C-SS permet de simplifier
I’analyse. Grace a I’orthogonalité d’ordre M définie au sens strict. les observables utilisés
dans le processus de décodage itératif sont indépendants a chaque itération. Cette analyse
repose essentiellement sur 1’hypothése simplificatrice que la valeur approximative du
MAP déterminée a la sortic de chaque étape de décodage se distribue selon une
gaussienne. Cette hypothése a été vérifiée expérimentalement a I’aide de simulations. La
fonction de densité de probabilité d’une variable aléatoire qui résulte d’une opération
addmin effectuée sur un ensemble de variables aléatoires est nécessaire a 1’analyse des
performances d’erreur du décodage a seuil. Cette fonction a donc été développée en
faisant appel a des fonctions d’énumération.

Compte tenu des résultats présentés dans ce chapitre, on a pu montrer que pour de
fortes valeurs du rapport signal a bruit, I’orthogonalité d’ordre deux défini au sens strict

suffit pour atteindre la limite du code donnée par le gain asymptotique de codage.
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CHAPITRE 5: CODES CONVOLUTIONNELS DOUBLEMENT

ORTHOGONAUX RECURSIFS (R-CS0%C)

La technique de codage et de décodage développée jusqu’a présent dans cette thése
utilise des codes non-récursifs et systématiques doublement orthogonaux car. ils sont
appropriés au décodage a seuil et ils peuvent étre décodés par une procédure itérative. Au
chapitre précédent, il a été démontré qu’une définition au sens strict de 1'orthogonalité

d’ordre deux suffit pour qu’un code atteigne sa limite de performance d’erreur dictée par

le gain asymptotique de codage. Pour un code CSO’C-SS produisant J équations de
contrdle de parité. le processus de décodage ne permet pas d"améliorer. a chaque itération.
la fiabilité de chaque symbole de parité regu. Par conséquent. les meilleures performances
d’erreur qu'un tel code puisse atteindre sont limitées par la valeur du gain asymptotique de
codage donnée par 10/og (7 tdpin) OO dpyiy=(J+1). La faible complexité jumelée aux
bonnes performances d'erreur que procure une telle technique de correction d’erreurs
constitue une motivation a approfondir davantage les variantes de cette méthode de
codage et de décodage correcteur d’erreurs.

Des codes en blocs doublement orthogonaux définis au sens strict (en anglais. Block
self-doubly orthogonal codes in strict sense. BSO?C-SS), ayant un taux de codage J/
(K+J), K=1, 2, ....J. peuvent étre aussi obtenus en utilisant la méme approche décrite dans

[21] et [22]. Comme il est mentionné dans [38] et [21], ces codes BSO’C-SS sont

équivalents aux codes a faible densité de parité (en anglais. low-density parity-check
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codes LDPC), [20]. Le caractére quasi-cyclique des codes BSO’C-SS permet la
construction de codes CSO?C-SS de taux de codage r, = JI(J+K). Le processus itératif de
décodage proposé par Gallager [20] permettant de décoder les codes LDPC peut donc étre

utilisé pour le décodage des codes CSO’C-SS. Une analyse du processus itératif de

décodage de Gallager montre que la fiabilité de chaque symbole de parité requ peut étre
améliorée a chaque itération du processus de décodage., si le code CSO*C-SS est récursif.

Par conséquent. il devrait en découler que [ utilisation d’un code CSO’C-SS récursif,

devrait conduire & unc amélioration des performances d’erreur comparées a celles

obtenues avec un code CSO>C-SS non-récursif. Cependant, comment appliquer un
décodage itératif basé sur la probabilité a posteriori (PAP) a un code systématique récursif
et ainsi obtenir une amélioration des performances d’erreur ? Le présent chapitre répond a
cette question en faisant appel a la notion de code dual et aux techniques de codage et
décodage introduites par Gallager [20].

Un bref rappel concernant les codes en blocs a faible densité de parité (Low Density
Parity Check), LDPC est tout d"abord présenté a la section 5.1. Dans cette méme section.
un paralléle est aussi fait entre les codes LDPC et les codes doublement orthogonaux. A la
section 5.2, la technique de codage utilisant des codes convolutionnels orthogonaux
récursifs, R-CSOC, est exposée. Un algorithme de décodage pour ces codes est par la suite

développé. Les définitions de codes convolutionnels doublement orthogonaux récursifs au

sens large R-CSO’C-WS et au sens strict, R-CSO*C-SS sont alors obtenues. Finalement,

basées sur des résultats de simulation, des conclusions sont présentées a la section 5.3.
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5.1 Equivalence entre les codes a faible densité de parité et les codes

doublement orthogonaux

5.1.1 Codes en blocs a faible densité de parité

Un code bloc a faible densité de parité (Low Density Parity Check. LDPC) dénoté par
(n, j, k) est spécifié par une matrice de controle de parité de longueur n correspondant
aussi a la longueur du code. Dans cette matrice, il n’y a que j éléments de valeur 1 par
colonne et k > j éléments de valeur 1 par ligne. Le code bloc obtenu avec cette structure a
un taux de codage (n-nj/k)/n = 1 ~j/k. c’est-a-dire que la dimension du bloc de
symboles d’information présent a I’entrée du codeur est n(1-j/k) alors que la dimension du
bloc de symboles codés est n. Cette matrice de contrdle de parité se subdivise en j sous-
matrices de mémes dimensions n/k x n. Chaque colonne d’une sous-matrice ne doit
contenir qu'un seul élément de valeur 1. Un exemple d’une telle matrice pour un code (20.

3. 4) est donné au tableau ci-dessous [20].
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1111 0000 0000 0000 0000
0000 1111 0000 0000 0000
0000 0000 1itt 0000 0000
0000 0000 0000 1itl 0000
0000 0000 0000 0000 1111
1000 1000 1000 1000 0000
0100 0100 0100 0000 1000
0010 0010 0000 0100 0100
0001 0000 00t0 0010 0010
0000 0001 0001 0001 0001
1000 0100 0001 0000 0100
0100 0010 0010 0001 0000
0010 0001 0000 1000 0010
0001 0000 1000 0100 1000
0000 1000 0100 0010 0001

Les deux méthodes de décodage présentées dans [20] utilisent essentiellement des
procédures itératives de décodage. La premiére méthode de décodage constitue un
décodage symbole par symbole en quantification ferme. Ce décodage qui est semblable a
celui expliqué a la section 2.1.2 consiste a former. pour chaque symbole codé regu, toutes
les équations de contrdle de parité. La valeur binaire d’un symbole codé regu est modifiée
si plus d'un certain nombre tixe de ces équations de contréle de parité ne sont pas
satisfaites. En utilisant ces valeurs modifiées des symboles codés. toutes les équations de
controle de parité sont recalculées. Cette procédure itérative est répétée jusqu’a ce que
toutes les équations de controle de parité soient satisfaites.

La deuxiéme approche de décodage proposée par Gallager [20] consiste en une
procédure itérative de décodage a sortie pondérée. Elle est aussi obtenue par I'extension

de la méthode de décodage en quantification ferme. Cette procédure est donc semblable a
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celle décrite au chapitre 3 avec la seule différence que les équations de contrdle de parité
qui contiennent le symbole codé courant a décoder ne sont pas inclues. Quoique cette
procédure de décodage soit appliquée a des codes en blocs, elle est aussi fortement
similaire a celle décrite a la section 3.3.2 ou la condition particuliére / # k dans (3.4) était
imposée. Rappelons que cette condition sert a exclure 1’équation de contrdle de parité qui
introduit des répétitions de certains symboles de parité et d’information.

Comme nous I'avons vu aux chapitres 2 et 3. une telle procédure itérative nécessite
que les équations de controle de parité excluant le symbole a décoder soient
indépendantes. La matrice de contréle de parité du code (20. 3. 4) de I'exemple précédent,
comporte les propriétés nécessaires pour ’application d’une telle procédure de décodage
sur au moins deux itérations. Un ensemble de symboles codés jumelé a un ensemble
d’équations de contrdle de parité peut donc servir au décodage d’un autre symbole codé
qui n'est pas directement relié a ces ensembles de symboles codés ct d’équations de
contréle de parité [20]. C’est aussi ce que fait en partie le décodage itératif des codes
convolutionneis doublement orthogonaux.

Il importe aussi de noter que I’algorithme proposé par Gallager dans [20] pour le
décodage des codes LDPC s apparente a un autre algorithme appelé «belief propagation»,
BP [45], [46], [48]. [49], [50]. L algorithme «belief propagation» a été introduit pour la
premiére fois par Mackay et Neal dans [45] comme algorithme de décodage. Cette
approche a été aussi exploitée par F. Kschischang et al. dans [49] alors qu’ils appliquent
I’algorithme BP au décodage Turbo conventionnel et au décodage des codes LDPC.

Cependant. I’étude de I"algorithme «belief propagation» et son application au décodage



Turbo et au décodage des codes LDPC dépassent le cadre de cette thése. De plus, les
développements des algorithmes présentés dans ce chapitre sont obtenus de maniére
indépendante au développement de I’algorithme «belief propagation». Cependant, le
lecteur trouvera a I'Annexe VIII un résumé de I’algorithme de Pearl ou BP ainsi qu'une
bréve description de [algorithme de Gallager.

Plusieurs résultats expérimentaux dont ceux de MacKay [50] ont montré que les

performances d’erreur des codes LDPC s’approchent de la limite prédite par Shannon [1].

Par exemple. avec un code LDPC de longueur n = 10° et de taux de codage 1/2. les

résultats de simulation présentés dans [51] indiquent qu’une probabilité d’erreur par bit de

10 est possible avec un rapport signal a bruit se situant a 0.13 dB de la capacité.

5.1.2 Codes en blocs doublement orthogonaux

Des codes en blocs doublement orthogonaux peuvent étre aussi obtenus par extension
des codes convolutionnels doublement orthogonaux ¢n effectuant une opération modulo
un entier fsur |'indice temporel i dans les équations qui décrivent le codage et le décodage
des codes convolutionnels doublement orthogonaux [38]. De cette fagon. il a été démontré
dans [38] et [21] que ces codes en blocs doublement orthogonaux, lorsque définis au sens
strict présentent aussi les mémes caractéristiques d’indépendance que celles des codes
LDPC. La procédure de génération des codes convolutionnels doublement orthogonaux au
sens strict a donc pu servir a la génération de nouveaux codes en blocs a faible densité de
parité de parité ou LDPC. Les méthodes de recherche de ces codes et les résultats obtenus

sont présentés dans [21], [22]. Leur taux de codage est de la forme KAK+J)),ou K =1, ..., J
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et ou J représente. comme auparavant, le nombre d’équations de controle de parité
orthogonales au symbole a décoder. De plus, leur propriété cyclique permet aussi de les
considérer comme des codes convolutionnels doublement orthogonaux au sens strict de
taux de codage K/(K+J). Comme nous le verrons a la section suivante, les principes de
codage et décodage LDPC établis par Gallager ainsi que I’extension aux codes
doublement orthogonaux au sens strict de taux de codage K/(K+J) seront trés utiles pour

définir des codes convolutionnels doublement orthogonaux récursifs au sens strict.

5.2 Définition et décodage des codes R-CSO*C

, . . . . 9
La définition des codes convolutionnels doublement orthogonaux récursifs. R-CSO-C,

fait intervenir la notion de code dual [2]. Pour chaque code linéaire C généré par une

matrice de génératrice G. il existe une matrice H teile que le produit G-H = 0. Cette
relation provient du fait que chaque ligne de la matrice G est orthogonale a chaque ligne
de la matrice H. Cette matrice H que |'on appelle matrice de contrdle de parité a été

particuliérement utile au chapitre 2 ou la technique de décodage a seuil a été présentée.

Les combinaisons linéaires des lignes de la matrice H forment un autre code dénoté ct

que 1’on appelle code dual du code C généré par une matrice G. Ainsi. pour tous mots de
ct T _ . . .. .
codesveCetweC .onaque v-w = 0.La matrice de contrdle de parit¢ H d’un

code linéaire C devient alors une matrice génératrice du code dual ct.
Pour un code convolutionnel de taux de codage b/v. la matrice génératrice G peut

s’écrire de maniére compacte en utilisant une matrice de connexions G(D) dont I'élément



a la position (k. ), k=1, 2 ... b et [ =1. 2 ... v est un polynéme g; (D). Un codeur

convolutionnel non-systématique peut toujours étre transformé sous une forme
systématique par de simples opérations sur les lignes de la matrice d'origine. Méme si les
deux codeurs sont différents. ils générent le méme code. La réalisation d’un codeur
convolutionnel systématique obtenue a partir d'un codeur convolutionnel non-
systématique impose des connexions de retour sur ies registres a décalage du codeur
systématique. Dans ce cas. le codeur convolutionnel est dit systématique et récursit. Par

exemple. supposons un code convolutionnel non-systématique de taux de codage

r. = 1/2 généré par une matrice G(D) donnée par :

G(D) = [g,(D) gy(D)] (5.1)
Ce codeur peut étre converti en un codeur convolutionnel systématique et récursif de la
maniére suivante :

gz(D)

G*(D) =
g(D)

La matrice de controle de parité H(D) comrespondante a G*(D) est telle que
G*(D)-H T(D) = (0. Cette matrice H(D) peut alors s écrire comme suit :

H(D) = [g,(D) g (D)) (53)

Cette matrice H(D) génére aussi le code dual c* ducode C généré par G*(D). Si le code

généré par G*(D) est récursif. le code dual fom généré par H(D) peut étre non-récursif.
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Cette remarque devient particuliérement intéressante pour obtenir un décodage PAP des

codes récursifs et systématiques. En effet, I’algorithme de décodage PAP impose comme

restriction, que le code soit systématique et non-récursif. Le code dual CL généré par
H(D) étant non-récursif, un algorithme de décodage permettant de décoder un code
convolutionnel orthogonal récursif peut alors étre facilement déduit a partir de
I’algorithme de décodage a seuil ou PAP. Dans les sections qui suivent. cette notion de
code dual servira a définir des codes convolutionnels récursifs doublement orthogonaux
au sens large. R-C SO’C-WS et par la suite ceux au sens strict, R-CSO’C-SS. La définition
de ces codes doit étre telle qu'un décodage itératif PAP soit applicable. ¢’est-d-dire que
ces codes doivent aussi obéir a certaines propriétés d orthogonalité. Nous utiliserons donc
la méme procédure qui a mené a la définition, au chapitre 2. des codes convolutionnels

orthogonaux et au chapitre 3. des codes convolutionnels doublement orthogonaux.

5.2.1 Codes convolutionnels orthogonaux (d’ordre 1) récursifs (R-CSOC)
La matrice de connexions G(D) d’un codeur convolutionnel orthogonal récursif de

taux de codage r.=1/2 est de la méme forme que (5.2). Par conséquent. la matrice de
contrdle de parité sans rétroaction H(D) correspondante est donnée par (5.3). Tout
d’abord, dénotons par JU. le nombre de coefficients non-nuls de g1(D) et par S le

nombre de coefficients non-nuls du polynéme g-(D). Le générateur g5(D) est alors décrit

par les JP exposants 3; de D qui correspondent aux coefficients non-nuls de gy(D). c’est-

a-dire :
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‘,(.’.)
g,(D) = Z@ pP (54)
j=1

Cette définition de go(D) est équivalente a la définition de I’ensemble des J valeurs

entiéres o; qui spécifient un codeur CSOC. De la méme maniére, le générateur g(D)

représentant la partie récursive du codeur est décrit par les A" exposants €; de D qui

correspondent aux coefficients non-nuls de g(D) :

s
g(D) = Y& D" (5.5)
j=1

Avec ces deux définitions, (5.4) et (5.5), un code R-CSOC est complétement spécifié par

les deux ensembles des positions de connexions {B;} et {g;}. Sans perte de généralité. on

pose que $;=g;=0. De plus, pour s’assurer de conserver la causalité du codeur [43], il faut
que € 2P e La séquence (D), de symboles d'information s'écrit sous forme
polynomiale comme suit:

UD) = u,+uD+u,D+ .. (5.6)

ou u; représente le symbole d’information a I'instant i. Le produit U(D)G(D) forme la
sortie du codeur C(D) = [AD) P(D)] ou P(D) représente la séquence de symboles de

parité qui exprimée sous forme polynomiale donne :

2 -
P(D) = p,+pD+p,D" + ... (5.7
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ou p; représente le symbole de parité a I’instant i. En suivant cette procédure de codage, le
symbole de parité. p;, s’écrit comme suit :
Ja) J“)

Pi= Du_;® Dop, . (58)
k=2

i=1

Considérons tout d’abord le cas ol la sortie du codeur, C(D), est transmise sur un canal
binaire symétrique. Le vecteur R(D) = [[/(D) i’(D)] tormé des séquences regues de
symboles  d’information U(D) = & o T D+ iy D+ ... et de  parité
P(D) = p o rP D+ ﬁzDz +... est présent a l'entrée du décodeur. L’élément
i,=u®e; représente le symbole d’information requ a l'instant /i et ['élément

i i !

p;® ef représente le symbole de parité regu a I'instant /. Les symboles ef.' et ef

=
n

sont les symboles d’erreur correspondants aux symboles d’information u; et de parité p;

respectivement. A la premiére étape de décodage. la séquence de symboles de syndrome

S(D} est calculée en effectuant le produit suivant :

r - o 282(D)
S(D) = R(DYH (D) = {U(D) P(D)|| -
[ ] g(D)
= U(D)g,(D) + P(D)g (D) (mod 2) (5.9)

Le symbole de syndrome a {"instant i s’écrit alors comme suit :
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J(Z) J(l)
5w Xy ® Wpi_, (5.10)
j=1 k=1
A linstant (i + p P =12, S le symbole de syndrome donnée par (5.10) devient :
fZl J(n
Si+B, = u; ® Zeung,_g,@ Eﬁ;+p,-g, CRY
J=1 k=1

j=l
Pour que le symbole de syndrome s, | B, formé a la premiére itération du processus de

décodage n’utilise que des symboles codés regus indépendants, les deux conditions
d’orthogonalité (d’ordre 1) suivantes doivent étre satisfaites :

1. Les différences {f,- B j} , [ # . sont distinctes :

2. Lesdifférences {B,~€,} sontdistinctes.

On déduit alors de (5.11) un ensemble de /2 symboles de syndrome orthogonaux au
symbole d’information regu a':i. De la méme maniére. a 'instant (i +¢;),/=1. 2, e S,

le symbole de syndrome formé a la premiére itération devient :

J(Z) J‘”

Siee, = Pi® Qi @ YOp,,. . (5.12)
j=1 k=1
k=l

Deux conditions supplémentaires sont nécessaires pour que (5.12) soit une équation de

variables indépendantes. Ces deux conditions sont :

3. Lesdifférences {€,~¢€;} . /# k, sontdistinctes ;
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4. Les différences {g,- B j} sont distinctes.

La condition 4 est identique a celle de 2 puisqu’ici. toutes les différences positives et
négatives sont considérées. Les A 1) symboles de syndrome obtenus par (5.12) forment un

autre ensemble de symboles de syndromes orthogonaux au symbole de parité requ p;. En
dénotant par {8j}\el , I'ensemble {ej} excluant I’élément ¢, il est clair que les

conditions 1 a 3 reviennent aussi a respecter les conditions d’orthogonalité d’ordre | sur

I’ensemble {Bj} (URE> j}\al . Cette derniére remarque suggere que [’on peut générer des
R-CSOC de taux de codage r. = 1/2 a partir de codes CSOC non-récursifs de taux de
codage r. = 1/2. Il sutfit alors de partitionner en deux groupes distincts. { Bj} et {€ j}\s, .
I’ensemble initial {« j} qui spécifie un code CSOC. On remarque aussi que la structure

d’un code R-CSOC nécessite deux générateurs. Les codes CSOC de taux de codage

r. = 2/3 nécessitent aussi deux générateurs qui sont spécifiés par des ensembles
disjoints {ﬁj} et {sj} . Si ces deux ensembles {Bj} et {aj} décrivant un code CSOC, r,

= 2/3 respectent les trois premiéres conditions données plus haut, alors ces deux

générateurs peuvent étre utilisés pour former les deux générateurs d’un code R-CSOC de

taux de codage . = 1/2. Notons que se ne sont pas tous les codes CSOC, r. = 2/3 qui
satisfont les trois conditions sur {8 j} et {sj} . En effet, il suffit simplement que les deux
ensembles de différences {f,-B j} et {g,-¢,} soient disjoints pour qu'un code

convolutionnel . = 2/3 soit orthogonal.
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Tout comme il a été fait a la section 2.2.2, il est possible de modifier les équations

(5.10), (5.11) et (5.12) pour obtenir des équations d’inversion. Deux ensembles
d’équations d’inversion peuvent étre définis. Le premier ensemble, {B;’ ,}, =12, ..,
J? d’équations d’inversion est orthogonal au symbole d’information u; tandis que le

deuxiéme ensemble d’équations d’inversion, {B‘,9 ‘.}, [=1.2, ... JY, est orthogonal au

symbole de parité p;. Ces deux ensembles d’équations s’obtiennent de la maniére

suivante:
S
u o _ - _
Bl i=5i+p,®u = ZEB Ui-p,- B,@ Ep'“'ﬁr €
k=1
ja:[
J(H
-4 ZQ":*B 5® DO ;=12 S (5.13)
Jj=1 k=1
j=l
J(Z) J(I)
Bf,i = 5.5,9P; = E[‘i+8,-ﬂ,@ Z®ﬁi+e,—s.
j=1 k=1
k2l
S
- QE l“E Be Zeefa-e, €y .12192~-"!jl) (5'14)
k=1
k=l

La procédure utilisée & la section 2.2.2 qui a mené a la définition de I"algorithme de
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décodage a probabilité a posteriori (PAP) peut étre appliquée aux deux équations (5.13) et

(5.14). L algorithme de décodage doit déterminer la valeur du bit d"information a décoder

u; en lui assignant la valeur binaire § € {0, 1} de sorte que la probabilité conditionnelle:

Pr{ui=i_ {B;f,}}.i =0,1,2,...:53=0,1:/=12 ... (5.15)

soit maximale. D autre part. la valeur d’un symbole de parité p; peut étre aussi déterminée

a partir de I'ensemble des équations {Bf i} orthogonales a p;. La maximisation de la

probabilité conditionnelle suivante permet de déterminer la valeur du symbole de parité p;:

Pr{p,=a_ {B‘zi}}.i =0,1,2,...:5=0,1:/=1.2, ... A" (5.16)

La procédure décrite jusqu’ici permet donc une correction des symboles de parité.
Cette procédure s apparente aussi a [ algorithme de décodage proposé par Gallager pour
les codes LDPC. La maximisation de (5.15) et (5.16) méne a Ialgorithme de décodage
d’un code R-CSOC. Cet algorithme est principalement décrit par les deux équations

suivantes :

J(:) J{Z) fl)

}«.E‘”(l‘) = y:.‘+ Z Ey:“LBI_B:o By?*ﬁl_e‘ (5.17)
[=1lj =1 k=1
j:[
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J(Il Jl:l J(l)
Uiy = u
S CESADND AP )3TV (5.18)
1= 11j= k=1
k=l

Les deux quantités kE ! )(u) et lf- : )(p) représentent les approximations du logarithme du

rapport de vraisemblance (LRV) des symboles d’information et de parité u; et p;
respectivement, obtenues a I'itération 1. [l importe de signaler que les deux équations
(5.17) et (5.18) ne font pas intervenir une rétroaction de la décision comme c’est le cas
pour le décodage a scuil décrit aux chapitres précédents. Les deux équations (5.17) et
(5.18) prennent donc la forme d’un décodage défini [44] et sont aussi du méme type que

celles qui décrivent le décodage probabiliste des codes LDPC [20].

5.2.2 Codes convolutionnels doublement orthogonaux (ordre 2) récursifs au sens

large

Pour obtenir une définition des codes convolutionnels doublement orthogonaux
récursifs au sens large, R-CSO*C-WS. il suffit d’appliquer la méme procédure utilisée a la

section 3.2 qui a conduit a la définition des CSO*C-WS. Aiinsi. I"application récursive des

deux équations (5.17) et (5.18) donne, a I'itération p, le résultat suivant :

Ve FE S
- -l 4 -
lflp)(l) = y;‘+ Z Zo l?‘ )(‘ + Bm _Bn) o 2 k(p}l l)(‘ + Bm_sq) (5.19)
m=1l{n =1 g=1

nEm
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jl) J{~) J(')
. 1
S GRS AN DIV -B)Ek(“ ive,-s)| (520
m=1lln=1
g Em

Les conditions de la double orthogonalité s obtiennent en posant pu=2 dans (5.19) et

(5.20), ce qui donne :

e S SO
@), _ ¥
A, )=y + Z 2 Yi+B,-B, Z EVH([S,, B -8, -8) °
m=1|n=| =11y =1
nzm lzn=j=l
S
p
Zo‘bi‘“(ﬁm_ﬂn)_(sh_ﬁl)
k=1
S s S
E —‘/ijrafe‘,*‘ Z E}’H(B,Ae) B, -0 Z‘”w(p,-s) (8- €)
q=1 f=11j=1
lzqgl k=/
(5.21)
SN S S
Q). _ u u M
A‘p (1) _yp+ Z E VI"’S —B,, Z Zo}i‘(’(sm_pu)-([}]-ﬂl)o
m=1|{n=1 =lj=1
len~j=l
Jql)

Z)yf*(em—ﬁn)—(sa—ﬂf) 0
k=1
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jl) J(l} j!) J(l)
u
2 y?+s,,—aq+ Z Eyi-{*(Em—Eq)’(Bl—sl)o Zoyi(e,.—e,)—(e.-e!)
g=1 I=1]j=1 k=1
q=m leq L k=l

(5.22)
A partir de (5.21) et (5.22). on déduit les conditions pour que lf‘:)(i ) et RLZ )(i ) soient

des équations de variables indépendantes. Ces conditions de double orthogonalité des

codes convolutionnels récursifs sont les suivantes :

l. (B, -B,), n=m, sontdistincts (orthogonalité d’ordre 1) :

2. B,-B,)- (Bj -B)).n=m et j=I[ . I+ n sont distincts (orthogonalité d’ordre
2);

3. (B,—-B,)- (sj -B).nzmet j=[ .[#n sontdistincts (orthogonalité d’ordre 2

entre {f,} et {eq} ):

e

B,-¢ q) distincts (orthogonalité d’ordre | entre {B, } et {¢ q} ):

W

- (B, - sq) - (ﬁj —€;) sontdistincts (orthogonalité d’ordre 2 entre {B, } et { eq} ):

[=))

. (Bm - eq) - (g, —¢,;) sontdistincts (orthogonalité d’ordre 2 entre { B, 1 et €, 1)

~J

. (€, —¢€ q) . ¢ # m, sont distincts (orthogonalité d’ordre 1) :

®

(g, - eq) ~(g,—€) .q#met k=! sontdistincts (orthogonalité d’ordre 2).

La condition 2 implique nécessairement la condition 1 et de la méme maniére la

. condition 8 implique la condition 7. Les conditions 3. 5 et 6 représentent les conditions de
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double orthogonalité entre les ensembles {B, } et {€ q} alors que la condition 4 conduit a

une condition d’orthogonalité d’ordre 1 (simplement orthogonal) entre les deux ensembles
{Bp! et {e q} . Tout comme pour les codes CSO*C-WS, pour toutes les conditions de
double orthogonalité (conditions 2, 3, 5 et 8), le probléme de permutation et donc de
répétitions indésirables de certains symboles codés se pose a la deuxiéme itération de
décodage. Certaines répétitions peuvent étre évitées alors que d’autres ne le peuvent pas.
Les deux conditions, /#n et g=/ introduites dans les équations (5.21) et (5.22)

permettent d’éliminer les répétitions évitables de certains symboles. Cependant. d autres

répétitions de symboles demeurent car. elles sont produites par des permutations

inévitables d’indices. Par exemple, en se référant a (5.22), avec k= / et g # /. le symbole
de parit¢ )’ spéte au moins (/') =2) fois. L'ajout des deux
e parite i+ (En~E,) - (- /) se reépete oins 2) fois. L'ajout de

conditions /= n et ¢ #/ permettent, comme I'indique la procédure de Gallager [20], de
réduire la corrélation entre les observables puisqu’a une itération donnée, les équations qui
contiennent le symbole a décoder sont aussi exclues. Les conditions énumérées ci-dessus
représentent alors les conditions nécessaires pour qu’un code convolutionnel récursif et

systématique de taux de codage r.=1/2 soit doublement orthogonal au sens large. Elles

sont aussi équivalentes aux conditions de double orthogonalité d’un code J=(fz)+.}(1)-l),

CSO%C-WS, r.=1/2, spécifié par I’ensemble fa;} = {B, v {eq}\e1 . L*algorithme de

décodage des codes R-CSO?C-WS se décrit alors de la fagon suivante :
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ETAPE 1 (initialisation)

Iltération I: Pour chaque instant i, h= 1,2, ... SPetv=1.2... /D évaluer

Ju) Ju) J(l)
Q)] u -

l h(l) Z Eyi+BI_B/O B‘V?"'Bl'st (5.23)

=11 =1 k=1

l#h j=li
J(:) J(:) J(l)
(l)

i) =+ Z EJ’?WI—B,(’ )3 . (5.24)

I=1{j=1 k=1

lzv k=l

ETAfE 2 (Procédure itérative)

ltération p, n=2. 3. .... M : Pour chaque instant i, h = 1. 2, ... Setv=12 ..,

évaluer
Jq:) J(.
! - ~e
M =i Y ol Ve, - Z};&‘ i+ By—g,)| (529)
m=1|ln=1
m=#=h n=+m
J(Ii J(') J(l)
M) =+ Y 2* Dive,-B) YOal Dire, —e)|  (526)
m=1l|ln= q =1
m#v q:m
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ETAPE 3 (Décision finale)

a) Pour chaque instant / et a I'itération p, p=M, évaluer

J(Z) J(Z) Jll)
M,.. _ u (M-1) . M-1), .
A =y Z Zoxu‘m (i+B,-B,)0 Z“;w )(1+Bm—sq) (5.27)
m=1ln=1 qg=1
n¥Em
(M), sy .
b) Décision :si A, "(i)20 alors &1, = 1.sinon i1; = 0.

L algorithme décrit par les relations (5.23) a (5.27) est similaire a celui présenté dans
[46] et [47] ou I'on présente une méthode de décodage itératif de faible complexité des
codes LDPC. Les différences entre ces deux algorithmes résident surtout dans le fait que
les codes LDPC sont des codes en blocs alors que les codes considérés dans ce travail sont

convolutionnels.

A partir d’un code CSO’C-WS ayant un taux de codage r. =2/3 obtenu par une

recherche a l'ordinateur. un code R-CSO’C-WS. J=4. r.=1/2 satisfaisant les huit

conditions pour qu'un code convolutionnel systématique et récursif soit doublement
orthogonal a été déterminé. La méthode utilisée pour la génération des codes est
essentiellement basée sur une géométrie projective. Puisqu'aucune méthode
d’optimisation n’a été appliquée ici. le code obtenu n’est pas nécessairement de longueur

minimale. Ce code specifié par les deux ensembles {f;} = {0. 958. 959. 973} et {g;}={0,

200, 1113. 1659} a été simulé en utilisant I"algorithme décrit par les relations (5.23) a

(5.27) et les résultats de simulation sont montrés a la Figure 5.1.
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1N T T T g 1 T ~ 1
J=4 CSO2C-R/WS 5 iterations, décodage défini |:]

................... P e e i
' . .

Probabilité d'erreur par bit, Py(E)

10 : 3 ' 1 : 7 ' : J
3 3.2 3.4 3.6 3.8 4 4.2 44 46 48 5
EyN, (dB)

Figure 5.1 Résultats de simulation d’un code R-CSO?C-WS, J=4. r.=1/2 obtenu avec un
décodage défini PAP itératif

Comme nous I’avons mentionné aux chapitres 2 et 4, le décodage défini procure
généralement de moins bonnes performances d’erreur que le décodage a seuil ou PAP
avec rétroaction de la décision. L’introduction d’une rétroaction de la décision a chaque
étape de décodage se fait facilement en apportant une simple modification de I"algorithme
décrit par les équations (5.23) a (5.27). Cette modification consiste a remplacer, dans les
équations (5.23) a (5.27), tous les termes dont leur indice temporel est ( i+f) avec < 0,

par le terme de la rétroaction de la décision correspondant. En utilisant le méme code R-
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CSO’C-WS, J=4, r.=1/2 que précédemment, des résultats de simulation ont été obtenus

avec un décodage avec rétroaction de la décision a chaque itération. Ces résultats qui sont
présentés a la Figure 5.2 montrent en effet une amélioration substantielle des
performances d’erreur par rapport celles obtenues avec un décodage défini a chaque
itération. Par exernple, pour un rapport signal a bruit de 5 dB, on observe une amélioration

des performances d’erreur d’environ deux ordres de grandeur.

e 4 . 10 terations '

Probabilité d’erreur par bit, Py(E)

Ey/N, (dB)

Figure 5.2 Résultats de simulation d’un code R—CSOzC-WS, J=4, r.=1/2 obtenu avec une
. procédure itérative de décodage PAP avec rétroaction de la décision
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D’autre part, une amélioration d’environ 1.3 dB pour une probabilité d’erreur par bit
P,,(E)=IO‘3 est possible en introduisant une rétroaction de la décision a chaque étape de

décodage. Ces deux résultats de simulation montrent aussi qu’environ 5 a 6 itérations sont

nécessaires pour atteindre la convergence du processus.

5.2.3 Codes convolutionnels doublement orthogonaux (d’ordre 2) récursifs au sens
strict

Les principes établis a la sections 5.2.2 et qui ont conduit a la définition au sens large
des codes convolutionnels doublement orthogonaux récursifs peuvent étre étendus afin

d’obtenir une définition au sens strict des codes convolutionnels doublement orthogonaux
récursifs, R-CSO”C-SS. Les codes en bloc doublement orthogonaux définis au sens strict
et de taux de codage r. = K/(K+J) présentés a la section 5.1.2 peuvent €tre aussi
considérés comme des codes convolutionnels doublement orthogonaux au sens strict de
taux de codage K/(K+J). Les matrices de connexions qui les représentent peuvent étre a
leur tour considérées comme la transposé des matrices de contréle de parité de codes
récursifs. Si un code est récursif alors sa matrice de contrdle de parité doit étre sans

rétroaction pour qu’un décodage PAP soit applicable. Dans ce cas, la matrice de contrdle

de parité sans rétroaction génére aussi le code dual non-récursif correspondant au code
d’origine récursif. De plus, il est possible de construire des codes R-CSO*C-SS ayant un

taux de codage r_=J/2/=1/2 a partir de codes CSO2C-SS de taux de codage équivalent a

r.=(2))/(3Jy=2/3. Par conséquent, les matrices de contrdle de parité transposées, HT, des
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codes R-CSO?C-SS doivent avoir comme dimension 2./ x J. Les matrices de connexions

qui spécifient les codes CSO’C-SS de taux de codage J/(K+J) présentées dans [21]

respectent aussi les conditions pour qu'un code convolutionnel systématique et récursif

spécifié par une matrice HY soit doublement orthogonal.

5.2.4 Définition des codes R-CSO*C-SS

La matrice de contréle de parité transposée. H'. qui spécifie le code, R-CSO*C-SS
ayant J équations de controle de parité a comme dimension 2Jx J. Pour faciliter la
représentation du code, la matrice transposée H I st divisée en deux sous-matrices, B et E

de méme dimension J x J. La matrice H' s'écrit alors comme suit :

H = H 2 (5.28)

L’élément B; ; de la premiére matrice. B. représente la position, dans le registre a décalage

qui contient ces symboles d'information. du /™ symbole d’information connecté au

kieme symbole de parité. Ces éléments B; ; de la premiére matrice. B représentent donc les
connexions de la partie dite «directe» du codeur récursif. De la méme maniére, |I'élément

€; 4 de la deuxieme matrice. E représente la position. dans le registre & décalage contenant

les symboles de parité. du %™ symbole de parité connecté au K™ symbole de parité. Les

éléments €; ; de la deuxiéme matrice, E représentent alors les connexions de la partie dite
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«récursive» du codeur. Notons que puisqu’une valeur €;,=0 signitie la position d’un

symbole de parité pris a I’instant /, cette valeur signifie aussi que ce symbole de parité

n’est pas connecté a d autres symboles de parité. Chaque symbole de parité obtenu au

codage s’écrit alors de la maniére suivante :

J J
Pri= DDuy;p, ® Y0p, . n=l2o)

k=1 m = |

Emn>0

(5.29)

La Figure 5.3 illustre un exemple d’un codeur R-CSO>C-SS. J=2. obtenu par les matrices

B et E suivantes :

™

I
==3
e =y

e

M

[
I
= 2

Pa;

Figure 5.3 Exemple d’un codeur R-CSO*C-SS, J=2. r =112

Evidemment. cette configuration n’est pas minimale puisqu’il serait toujours possible

de combiner les registres a décalage utilisés pour les symboles de parité avec les registres
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a décalage utilisés pour les symboles d’information. Le symbole de syndrome associé¢ au
ne™e symbole de parité peut étre déduit directement de I’équation (5.29). A la premiére

étape de décodage, on obtient pour le symbole de syndrome s,(i) a I’instant i, 1’équation

suivante :
J J
$50) = B, i ® DD iy ;g | ® D3I R (5.30)
k=1 m =1 '
em.n>0

Deux ensembles de symboles de syndrome peuvent encore étre définis a partir de (5.30).

Dans le premier ensemble. les symboles de syndrome sont orthogonaux au symbole

d’information &, ; et sont obtenus par :

J J

Sali+B) = 4, 9P, (;15,)® E”k.ﬁ(a,..—ﬂ._n)@ ngﬁm,wB,.re,.”)
k=1 m =1
k=1 Emn>0

(5.31)
oul=1,2,..,J,etn=1,2, ..., J
D’autre part, dans le deuxiéme ensemble, les symboles de syndrome qui sont orthogonaux

au symbole de parité p, ; s’obtiennent comme suit :

J J
sn(i + s[, H) = pl, i e pnv (‘ + 8.',.n) @ E l.‘kv i +(5Ln - Bhn) @ Eﬁm, i+ (sl,n - em.a) ’(5'32)
k=1 m = |
m=l
Emn>0

I=12,...J,n=1,2,....J € n> 0
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et

(i) = By ;@ E“k: 5, @ EBPm: o L2 (5.33)

m =1

Eu:>0
Notons que (5.33) qui décrit le symbole de syndrome a Iinstant i est identique a (5.30). Il

y a donc au plus (J+1) symboles de syndrome orthogonaux a p, ;, et J symboles de

syndrome orthogonaux a 17[‘ ;- Un algorithme de décodage PAP pour les R-CSO?C-SS

s’obtient facilement en suivant la méme procédure qui a mené a I’algorithme de décodage

pour les R-CSO’C-WS. A la premicére itération, 1’algorithme de décodage PAP se décrit

par les deux équations suivantes :

J
(), .\ _
A 1) = 3y Z ni+ B, ZO-VI(H»B 8.0 Z‘)yp i+B-en.| ©39
n=l m = |
kel Emn>0
=12,..J

(Do
l l(') [’ E’vkl Bus 0 Z i —Ep ¥

m=1

Em: >0
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3
u
D Voiven® Dkive-p® DV iven-c.. (5.35)
n=1 k=1 m=1
€,,>0 m=l )
) Ema>0
=1,2,..,J

Une définition au sens strict des codes doublement orthogonaux récursifs qui utilise
une structure paralléle pour le codage, s’obtient en effectuant une application récursive
des deux équations (5.34) et (5.35). L ensemble des conditions nécessaires pour qu’un
code convolutionnel récursif soit doublement orthogonal au sens strict inclut toutes les
conditions nécessaires pour obtenir un code CSO’C-SS non-récursif de taux de codage
J/(K +J). Cependant, quelques conditions s’ajoutent aux conditions nécessaires qui ont
mené a la définition d’un code CSO?C-SS non-récursif de taux de codage J/(K+J). Ces
conditions supplémentaires qui sont au nombre de deux, sont les suivantes :

I. Pourlouslesi:j,srnzs e . #0,-1,2,...,J

r.n crn,

2. Pourtous les i #/, €, n ats’”n, € n? 0,i=1.2,..,J

Ces deux conditions signifient que tous les éléments €, #0 qui composent une
ligne, r, de la matrice E doivent étre distincts et tous les éléments €, , # 0 qui composent

une colonne, n, doivent étre aussi dinstincts. En utilisant la méme procédure qui a mené a

I’algorithme de décodage des codes R-CSO?C-WS, on obtient, pour les codes R-CSO*C-

SS, I'algorithme de décodage suivant :
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ETAPE [ (initialisation)

ltération I Pour chaque instant i, h=1,2, ... Jetp=1,2. ... J,[=1,2, ..., J évaluer

J J J
nwy .. _ u u
kuilvh(l) B ylvi+ Z 'yf’!i+Bl.no Zoykvi+ﬁl.n—ﬂ‘.no Zo},l';l,i‘{‘ul."—sm,,
n=1 k=1 m =1
n$h k=l Em,n>0
J
1 .
=Lt Y Wl (5.36)
n =1
nzh

J J
ay ... _
lp.l.p(l) _yzl'+ Z)yl/:.i"ﬁuo Zoyﬁz.i-e..,/ +
1

k=1 m =
en,l>0
J J J
u
Z Zoyk'i+€/.n- Bl_n o Zo'/;nv i+ € n=CEmn O}”;”‘:+E,‘"
n =1 k=1 m=1
nzp,g,>0 m#lg,,>0
J
- ay .. mn .
=YLtV 0D 7 z Wy, 1, n(i) (5.37)
n=1
nzp,g,>0
pour p=0 :
J J J
n ... _ u
lp’LO(l) B )/?'i.*. Z Zoykvi+sl_n—ﬁl,:'° Zoy’;n'i+el."_sm‘no}’i‘f+€,."
n=1lk=1 m=1
€,>0 m=zl¢g,,>0
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J
nit Z ‘pp 1, n(’) (5.38)

n=1
€.>0

ETAPE 2 (Procédure itérative)

Itération p, p=2. 3. ..., M-1 : Pour chaque instanti, h =1, 2, ... Jetp=1.2, .. J [= 1.2,

.., J, évaluer

J
l‘(pl h(’) = it Z k,(ppno("*-ﬁl n)o Blukn ('.'*'Bl.n_Bk,n)<>

neh k={

(k-1
Z A’p m, nll +Bl.n"sm.n)

m =1
Ema>0
J
=yt ) W) (i) (5.39)
n=1
n+h
(u) — -1
Mot = 3] Z”“uu (=B )0 Z)l("m,)(l— DIN
m=1
En.l)o
J J
(n- m-1),.
Z kpn0(1+8[n E}"u,k,n(‘+al,n—ﬁk,n)o
n=1 k=1

nzp,g ,>0
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J
(n-1)
E)"p,m n( sl,n_em.n)

m = |
m=zlg,,>0

J
= i) o)+ Y wir) ) (5.40)
n =1
n:plsl,u>o

pour p=0 :

J
)"2.11).0(0 = }'f.i‘&- Z l(un0(1+el n)<> Eku k. n (l+81n—Bk n)<>

k=1
E,.,,>0
(n-1)
Z A'p m, n(l+el.n"8m.n)
m=1
m=z=leg,, >0
J
w .
=)+ Z Wt o) (5.41)
n=1
£.,>0
ET::!EE 3 (Décision finale)

a) Pour chaque instant / et a ’itération p, p=M, évaluer :

J
A M M
SHORSTIS W L G A8 T Z‘ykf,knwm Ben) @
n=1 k=1
k=1
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J
M-1),.
za)lp,m,n (’+Bl,n-8m,n)

m =1

Emn>0

J
A .
=yt Z \uf,'?,,(t) (5.42)

n=1
F o (1‘4’) . A — . A —
b) Décision :si A, /()20 alors it; ; = 1,sinon &1, ; = 0.

L’algorithme décrit par (5.36) & (5.42) est aussi similaire a celut utilisé par Gallager
pour décoder les codes LDPC et est par conséquent semblable a celui décrit dans [46].
Evidemment, comme on le remarque, cet algorithme est aussi basé sur un décodage défini
utilisant la probabilité a posteriori.

Dans le but de valider ce principe de codage récursif et cet algorithme de décodage, un
code R-CSO’C-SS, J=5, r.=1/2 a été déterminé a partir d’une matrice, H’. de contrdle de

parité¢ de dimension 2/xJ = 10x 5. Cette matrice. H'. obtenue par Baechler et

présentée dans [21] est la suivante :
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0 299 0 142 1135
0 320 146 107 794
0 679 5 977 172
87 333 0 106 310

T - H _ | [0 418 60 123 99

- - (5.43)
0 945 210 90 92
1135 0 552 192 0
39 296 0 1003 97
387 198 193 0 0
(132 208 1073 3 0]

L -

Notons que cette matrice représente aussi un code CSO’C-SS, J=5. de taux de codage

r. = 10715 = 2/3. En utilisant ce code spécifi¢ par la matrice H' donnée par (5.43) et

I’algorithme de décodage décrit par les équations (5.36) a (5.42). des résultats de

(

simulation ont été obtenus. Une pondération des équations

| .
_p(i) par des coefficients

(n)

a, | » etdes équations \pt‘,)’ ,(i) par des coefficients at*)

pln 3 ¢été considérée dans ces
simulations. Ces coefficients ont été déterminés selon la méme méthode qu’utilisée

précédemment pour des codes CSO?*C-WS et CSO’C-SS. Les meilleures performances

d’erreur sont obtenues en fixant tous les coefficients af‘“; ,=0.6 alors que tous les

coefficients a(p )

.1, demeurent a la valeur 1.0. Les résultats de simulation montrés a la

Figure 5.4 indiquent qu’aprés 16 itérations, une probabilité d’erreur d’environ 3 x 107

est possible avec un rapport signal a bruit £,/N, = 2.5 dB.



Probabilité d'erreur par bit, Py(E)

2 205 21 215 22 225 23 235 24 245 25
EyN, (dB)

Figure 5.4 Résultats de simulation pour le code R-CSOC-SS. J=5. r=12

Cependant, pour des rapports signal a bruit £, /N  inférieurs a 2.0 dB, le processus de

décodage itératif converge difficilement. Par exemple, pour une valeur de £,/N = 2.0

o e - -2
dB, méme apreés 50 itérations, la probabilité d’erreur se stabilise autour de 9 x 10 ~.
Toutefois, de meilleures performances d’erreur sont obtenues en apportant des

modifications aux codes R-CSO?C-SS. I1 s’agit de réduire le nombre de connexions dans

la partie récursive du codeur laquelle est spécifiée par la matrice E. Il en résulte de cette
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réduction, une diminution du nombre de symboles d’erreur qui interviennent dans les
calculs des symboles de syndrome effectués a chaque itération. Par conséquent, méme si

le pouvoir de correction du code semble réduit, a de faibles rapports signal a bruit, £;/N,,

les symboles de syndrome qui correspondent a un symbole de parité donné sont moins
affectés par les erreurs du canal de sortes qu’ils demeurent de bons indicateurs d’erreur
pour ce symbole de parité. Méme a de faibles rapports signal a bruit, la convergence du
processus de décodage vers de meilleures performances d’erreur devrait alors étre

possible. Evidemment. I'élimination compléte de la rétroaction du codeur (i.e. E = 0),

revient a définir un code CSO?C-SS. Quoique la validité de ces affirmations devrait étre
vérifiée théoriquement. les résultats de simulation qui suivent indiquent que ces
modifications apportées a la matrice E permettent effectivement des améliorations

substantielles des performances d’erreur.

Pour le code R-CSO*C-SS. J=5, spécifié par la matrice HT de I’équation (5.43),
plusieurs configurations de la matrice E ont été vérifiées par simulation. A chaque essai.

une connexion par symbole de parité est retirée en conservant au moins une connexion par

symbole de parité. Par exemple, pour ce code R-CSO’C-SS, J=5. les meilleures
performances d’erreur ont été obtenues en modifiant la sous-matrice E de la fagon

suivante :

0 945 0 0 92
1135 0 0 0 0
E=10 0 0 10030 (5.44)
0 0193 0 0
0 0 0 o0 o]
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Dans cette configuration de la sous-matrice E, une seule connexion est conservée par

symbole de parité. D’autres configurations qui n’ont pas été explorées peuvent aussi

donner de bonnes performances d’erreur. La matrice de controle de parité transposée, H',

pour ce code devient alors:

0299 0 142 1135
0 320 146 107 794
0 679 5 977 172
87 333 0 106 310

0 418 60 123 99
Hrz[s]_ ! ]

= = (5.45)

[0 945 0 0 92
135 0 0 0

0
0 0 0 1003 0
0 0193 0 0
(0 0 0 0 o]

Les résultats de simulation présentés a la Figure 5.5 montrent les performances

d’erreur pour le code R-CSO’C-SS. J=5. spécifié par la matrice de contrdle de parité
transposée donnée par (5.45). L'utilisation de coefficients de pondération a été aussi

considérée dans ces simulations. Les meilleures performances d’erreur sont encore une

()

= : (n)
ul, =0.6 et que tous les coefficients a

fois obtenues lorsque tous les coefficients a b L, n

demeurent 4 la valeur 1.0. Ces résultats de simulation indiquent que pour un rapport signal
a bruit, £,/N  d’environ 1.25 dB, une probabilité d’erreur par bit de 10 peut étre

atteinte aprés 39 itérations. On observe aussi que I’ajout d’itérations supplémentaires

permet d’améliorer davantage les performances d’erreur. En effet, pour une probabilité
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d’erreur par bit de 10, un gain supplémentaire de codage d’environ 0.05 dB peut étre

obtenu entre la 39°™€ et la 50%™€ jtération. Il est clair que d’autres configurations de la
sous-matrice E sont possibles, lesquelles procurent des performances d’erreur similaires a

celles montrées a la Figure 5.5.

[T S
Itération 50 o . L.l N D U
I B . : N

Probabilité d’erreur par bit Py(E)

EyN, (dB)

Figure 5.5 Résultats de simulation pour un R-CSO?C-SS. /=5, re=1/2.
matrice de retour modifiée

. Bien que ces résultats de simulation ne fournissent pas de moyens permettant
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d’expliquer théoriquement ces améliorations de performances d’erreur, ils démontrent la
validité du principe de la réduction du nombre de connexions dans la partie récursive du
codeur.

Quoique les performances d’erreur que procure cette technique de codage et de
décodage itératif soient intéressantes, elles sont obtenues au prix d’un grand nombre

d’itérations et donc d’une augmentation assez importante de la latence. Par exemple, ce
processus de décodage itératif appliqué a ce code récursif R-CSO?C-SS, J=5, introduit 4
I’itération 39, une latence considérable de 39 x 1135 x 5 = 221325 bits. D’autre part,
une comparaison de ces résultats de simulation avec ceux d’un code csozc-ss, J=10,
révéle que pour une probabilité d’erreur par bit de 10, ce code R-CSO’C-SS, J=5
procure un gain supplémentaire de codage d’environ 1.75 dB par rapport a un code
CSOZC-SS, J=10 de longueur 12426 bits. Notons qu’avec ce code csozc-ss, J=10,
quatre itérations sont nécessaires afin d’atteindre une probabilité d’erreur par bit de 10°C.
Par conséquent, une latence de 4 x 12426 x 10 = 497040 bits est introduite par le
décodage d’un code CSO?C-SS, /=10 de longueur 12426 bits. Quoique cette latence est
environ deux fois plus grande que celle introduite par le décodage du code récursif, ces
deux valeurs de latence sont dans un méme ordre de grandeur.

L’effet de la présence d’une rétroaction de la décision a chaque étape de décodage a

été aussi vérifié par simulation. Les résultats de simulation montrés a la Figure 5.6

illustrent I'effet obtenu lorsqu’une rétroaction de la décision est introduite a chaque étape

de décodage pour le code R-CSO?C-SS, J=5 spécifié par la matrice de contrdle de parité
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transposée donnée par (5.45). On constate une dégradation des performances d’erreur par
rapport a ’utilisation d’un décodage défini. La convergence est atteinte plus rapidement
avec un décodeur avec rétroaction de la décision qu’avec un décodage défini. Il ne suffit

que de 135 itérations pour que le processus itératif de décodage atteigne la convergence.

tiiiii, —e— J=5 CSO2C-R/SS, 15 iterations, decodage avec feed-back |

.......................................................................

RN S

|

L

| ; ‘

i BN :
: AN ~ .

s U

| / .

| ,

i _

[tération 15 &“ .

Probabilité d'erreur par bit Py(E)

2 2.5 3 35 4 45
EyN, (4B)

Figure 5.6 Résultat de simulation montrant I’effet d’une rétroaction de la décision a
chaque étape de décodage du processus itératif de décodage d’un code /=5, R-CSOC-SS,
r.=1/12

Cette dégradation des performances s’explique possiblement par I'introduction de

. corrélation entre les observables a chaque itération. Elle peut étre aussi une conséquence
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d’une faible propagation d’erreurs introduite par la présence de la rétroaction de la
décision a chaque itération. Une propagation d’erreurs se produit lorsque le nombre
d’erreurs introduites par le canal de transmission est supérieur au nombre d’erreurs
corrigeables par un seul décodeur avec rétroaction de la décision [44)].

Pour que le processus de décodage itératif puisse converger, il faut nécessairement que
le nombre d’erreurs introduites dans chaque symbole de syndrome puisse diminuer d’une
itération a 1"autre. Sans aucun doute, une propagation d’erreurs a la premicre itération
provoquera une propagation d’erreurs aux itérations suivantes. Avec un décodage défini et
donc sans rétroaction de la décision, la possibilité d’une propagation d’erreurs est réduite
de sorte que le processus de décodage itératif a une plus grande facilité a converger et ce,

méme 4 de trés faibles rapports signal a bruit.

5.3 Conclusion

Dans ce chapitre on a présenté une autre technique de codage utilisant des codes
convolutionnels doublement orthogonaux récursifs. Ceux-ci sont encore définis au sens
large et au sens strict. L’aspect qui ressort le plus avec I’utilisation de ces codes récursifs
et cette méthode de décodage itératif est certainement le fait que, non seulement la
fiabilité des symboles d’information peut étre améliorée a chaque itération mais aussi,

qu’il en résulte a chaque itération, une amélioration de la fiabilité des symboles de parité.
Selon les résultats de simulation présentés ici, les codes R-CSOIC procurent de trés

bonnes performances d’erreur et ce, tout particuliérement avec des codes R-CSO*C-SS.

Cependant, on a pu constater qu'un nombre important d’itérations est nécessaire pour
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atteindre ces performances d’erreur. De plus, il semble que les performances d’erreur
dépendent largement du nombre de connexions dans la partie récursive du codeur.
Notamment, on constate qu’une réduction du nombre de connexions de la partie récursive
du codeur procure une amélioration substantielle des performances d’erreur. Cette

remarque pourrait donc servir de ligne directrice pour la recherche des meilleurs codes R-

CSO?C-SS. La comparaison entre un décodage utilisant une rétroaction de la décision a
chaque itération et un décodage défini révéle que ce dernier fournit de meilleures
performances d’erreur et cela, méme a de trés faibles rapports signal a bruit.

Le probléme de I'implantation de ces codes dans des systémes de communication

n’entre pas dans le cadre de ce travail. Cependant, il est intéressant de noter que la chute

rapide de la probabilité d’erreur obtenue avec ces codes R-CSO?C-SS peut poser un
probléme de stabilité pour les circuits de controle automatique de gain et de verrouillage
de phase utilisés dans la plupart des récepteurs numériques. En effet, une variation du
rapport signal a bruit aussi faible que 0.1 dB provoque une dégradation des performances
d’erreur d’environ deux ordres de grandeur lorsqu’un code J=5, R-CSO*C-SS, r.=1/2 est

utilisé.



173

CHAPITRE 6: ANALYSE DE LA COMPLEXITE ET DE LA

LATENCE DU DECODAGE ITERATIF SANS

ENTRELACEMENT

La faible complexité du processus de décodage itératif des codes CSO’C devrait
améliorer I'efficacité des systémes de communication a haute vitesse. En particulier, on
peut cibler des applications ol une contrainte de délai est imposée. Par exemple, dans un
systéme de transmission de la parole, le délai de transmission limite la dimension des
blocs d’information transmis a environ 200 bits [52], [53]. De plus, la complexité dépend
essentiellement de la quantité de mémoire requise pour I'implantation matérielle des
algorithmes de décodage itératif. Dans cette optique, les techniques de codage et de
décodage qui ont été développées dans cette thése doivent étre comparées & d’autres
techniques de correction d’erreurs. Les comparaisons sont faites en fonction de la
complexité, de la latence et des performances d’erreur.

Les calculs de complexité sont réalisés en considérant le nombre d’opérations a
effectuer pour décoder un bit d’information. Quant a la latence, elle est évaluée en
fonction du nombre de bits que le processus doit attendre avant de délivrer la décision
finale sur un symbole d’information donnée. Le temps de traitement requis pour chaque
bit ne sera donc pas considéré car, ce temps dépend d’une réalisation matérielle

particuliére du processus de décodage. On y compare les processus de décodage a seuil

des différents types de codes CSOZC (sens large, sens strict et récursif au sens strict) avec
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d’autres techniques conventionnelles de décodage itératif « Turbo». Une de ces techniques
de décodage itératif «Turbo», qui utilise entre autres un décodage a seuil des codes
convolutionnels orthogonaux, CSOC, mais, cette fois-ci avec entrelacement [12] sera tout
particuliérement considérée. Dans ce dernier cas, le code est obtenu par une concaténation
paralléle de deux codeurs convolutionnels CSOC.

A la section 6.1, la complexité définie en nombre d’opérations élémentaires est
déterminée pour le décodage des trois types de codes CSO2C-WS, CSO?C-SS et R-
CSO?C-SS. Par la suite, 4 la section 6.2, on y compare tout d’abord les complexités et

latence des techniques de décodage itératif a seuil de quelques codes CSO’C-WS et

CSO?C-SS avec la complexité et la latence du décodage itératif a seuil d'un code obtenu

par concaténation paralléle de deux codeurs CSOC. Par la suite, les résultats des calculs de

complexité et de latence du décodage des codes CSO?C-WS et C SO*C-SS sont comparés
a la complexité et a la latence du décodage Turbo d’un code obtenu par une concaténation
paralléle de deux codeurs convolutionnels systématiques et récursifs (CPCCSR). Dans ces
comparaisons, les codes CPCCSR utilisent un entrelacement de petite taille. Finalement,

une comparaison est aussi obtenue entre la technique de décodage itératif d’un code R-

CSO?C-SS et celle d’un code CPCCSR ayant une grande taille d’entrelacement.

6.1 Calculs de la complexité et de la latence du décodage itératif des
CSO?C sans entrelacement

Les calculs de complexité de chaque algorithme de décodage développé dans cette
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thése sont obtenus en fonction du nombre d’opérations nécessaires par bit décodé que ces
algorithmes de décodage doivent effectuer a chaque itération. Le calcul de la latence
engendrée par ces processus de décodage itératif, a déja été traité a la section 3.7 et a la
section 5.2.4. Rappelons que la latence du processus de décodage telle que définie dans ce

travail s’exprime en nombre de bits. Dans ce qui suit, on décrit la complexité et la latence
de I’algorithme de décodage itératif pour les trois types de codes suivants: CSO’C-WS,

CSO?C-SS et R-CSO?C-SS.

6.1.1 Complexité et latence du décodage itératif des CSO’C-WS

Comme décrit au chapitre 2 et utilisé au chapitre 3, I’algorithme de décodage a seuil
utilisé pour les codes CSO?C-WS est basé sur un décodage a rétroaction de la décision. Le
calcul de complexité est fait ici en déterminant le nombre d’opérations élémentaires que le
décodeur doit effectuer par itération et pour chaque bit décodé. Les codes CSO?’C-WS
considérés dans ce calcul de complexité sont de taux de codage r.=1/2, ont une mémoire

de longueur m=a; et produisent, au décodage, ./ équations de syndromes.

6.1.1.1 Calcul du nombre d’opérations add-min a deux entrées par itération

Pour un décodeur a seuil a rétroaction de la décision, J opérations add-min de J entrées
sont nécessaires. Chaque opération add-min de J entrées peut étre décomposée en (J-1)
opérations add-min de deux entrées. Ainsi, au total, le nombre nécessaire d’opérations
add-min de deux entrées par itération est J(J/-1). Ce nombre d’opérations add-min peut

étre réduit en utilisant une architecture semblable a celle décrite dans [19] ou les termes de
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la rétroaction sont combinés aux symboles de parité requs (voir Figure 2.7). Dans ce cas,
le nombre d’opérations add-min de deux entrées nécessaires par itération et par bit
d’information décodé devient (J(J-1))/2+(J-1) soit une réduction qui tend vers 50 % pour
une valeur de J élevé. Notons aussi que chaque opérateur add-min de deux entrées peut se

décomposer en deux opérations : addition modulo-2 et minimum.

6.1.1.2 Calcul du nombre d’additions de deux valeurs réelles

A chaque itération, le décodeur a seuil doit effectuer une somme de J+1 valeurs
réelles. Par conséquent, pour chaque somme de (J+1) valeurs réelles, J additions de deux

valeurs réelles sont requises.

6.1.1.3 Calcul du nombre de multiplications de valeurs réelles

Pour une pondération des équations y;; et du symbole d’information courant, le

nombre de multiplications de valeurs réelles requises est (J+1) par itération. Cependant,
comme il a été démontré au chapitre 3, les coefficients de pondération sont généralement
tous identiques de sorte que, le nombre de multiplications requises par itération se réduit a
une seule opération de multiplication.

Le tableau 6.1 résume le nombre requis de chaque type d’opératior. que le décodeur a
seuil a rétroaction de la décision doit effectuer a chaque itération et ce, pour chaque bit

d’information décodé.
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Tableau 6.1: Décodage a seuil 4 rétroaction de la décision pour des CSO*C-WS

Tvpe d’opération Nombre d’opérations par itération et

ype ¢ope par bit d’information décodé
Addition mod-2 (HI-D)/2+(J-1)
Minimum (min) (J-1)2+(J-1)

Somme réelle J

Multiplication (J+1), si coefficients de pondération

distincts
1, si coefficients de pondération
identiques

La latence du processus de décodage itératif a seuil dépend de la longueur de la
mémoire du codeur CSO?C-WS. Ainsi. pour chaque itération, la latence L (s qu'introduit
le décodeur a seuil est égale a a;. La latence totale Lp 5 ror du processus de décodage

itératif a seuil s’obtient simplement en multipliant le nombre total d’itérations, M, par la

valeur oy : Lpys.701= Ma,.
6.1.2 Complexité et latence du décodage itératif a seuil des CSO*C-SS

Le taux de codage des codes CSOC-SS considérés dans cette thése étant de la forme
J/2J = 1/2, le nombre d’opérations par itération de décodage a seuil pour ces CSO*C-

SS devient J fois plus grande que la complexité du décodage des codes CSO*C-WS de

taux de codage r.=1/2. Cependant, puisque J bits d’information sont décodés & chaque

itération. la complexité de I’algorithme de décodage itératif a seuil pour les codes CSO’C-

SS calculé en nombre d’opérations par itération et par bit d’information décodé demeure
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identique a la complexité de I’algorithme de décodage itératif pour les codes CSO’C-WS.

Contrairement aux codes CSO?C-WS, il a été déterminé au chapitre 3 qu'il n’est

généralement pas nécessaire d’appliquer une pondération des équations de parité pour des
codes CSO*C-SS. Dans de tels cas, aucune opération de multiplication n’est requise. Un

résumé des calculs de la complexité du décodage itératif a seuil pour des codes CSO’C-SS

de taux de codage r.=J/2/=1/2 est donné au tableau 6.2.

Tableau 6.2: Décodage a seuil a rétroaction de la décision pour des CSO*C-SS

Nombre d’opérations par itération et par

Type d’opérations bit d’information décodé
Addition mod-2 (JJ-1)2+-1)
Minimum (min) (J-1)/2+(J-1)
Somme réelle J
Multiplication (J+1), si coefficients de pondération dis-

tincts

1, si coefficients de pondération identiques
0, si aucun coefficient de
pondération

En ce qui concerne le calcul de la latence de chaque étape de décodage. on trouve

aussi une latence proportionnelle a la taille de la mémoire du codeur CSO*C-SS, r=J/2..

Puisqu’il y a J registres a décalage, la taille maximale de la mémoire d’un codeur C SO*C-

SS est donnée par m = J x l":‘::" {< ‘j,‘k, ) ou les valeurs ay , sont les entiers qui spécifient
sKns

le code CSO?C-SS. Evidemment, la latence totale Ly s ror du processus de décodage
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itératif s’obtient toujours en effectuant le produit de la taille de la mémoire du codeur avec

le nombre total d’itérations M : L 4g ror=mM.

6.1.3 Complexité et latence du décodage itératif des R-CSO*C-SS

Dans le but d’évaluer la complexité de 1’algorithme de décodage des codes R-CSO*C-
SS, on se référe aux équations (5.36) a (5.42) qui décrivent I’algorithme de décodage.
Comme auparavant, la complexité de [Ialgorithme utilisé dans ce cas dépend

essentiellement de la valeur de J. Elle est aussi fonction du nombre d’éléments non-nuls

dans la sous-matrice E qui spécifie les connexions de la partie arriére du code R-CSO?C-
SS. Nous avons constaté au chapitre S que les meilleures performances d’erreur sont
obtenues lorsque le nombre d’éléments non-nuls constituant la matrice E est petit. En
particulier, pour le code R-CSO?C-SS, J=5 présenté 4 la section 5.2.4, chaque colonne de
la matrice E comporte un seul élément non-nul. Evidemment, si tous les J2 éléments de la
matrice E sont non-nuls, la complexité de I’algorithme pour ce code est maximale.

Tout d’abord, définissons le nombre d’éléments €, ,, non-nuls dans la colonne n de la

. o9 . r
sous-matrice E par J; et le nombre d’éléments €, ,, non-nuls dans la ligne m par J,_ . En

utilisant ces définitions et en se basant sur les équations (5.36) a (5.42), on détermine la

complexité de Ialgorithme de décodage pour les codes R-CSO?C-SS. 11 suffit alors de
déterminer le nombre nécessaire d’opérations «add-min» et «addition» par itération et par

bit. Cependant, pour tenir compte de la condition €,, >0 qui apparait dans les équations

(5.36) a (5.42), des bomes supérieures sur les nombres d’opérations «add-min» et
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«addition» sont calculées. Les résultats de ces calculs sont montrés au tableau 6.3.

Tableau 6.3: Complexité de I'algorithme de décodage itératif pour les codes R-CSO*C-SS

. nombre de add-min (2 entrées) nombre d’additions
Paramétres e . . N ;
par itération et par bit par itération et par bit
L —
(u) 0 , J 0
u Ln J=J+ Z J:
n=1
Worl i) BE LA 0
*3 Z PRSI I
=ln=t -1
(1) J 0
v /o(’) 1
,. J=1+ _7 z
b 40 0 JJ-1)
« (B} J
pul oli) 0 sJ+ Zf,,,
m=|
A J
Ap 1ol 0 S% Z _/m
m=1
Total (u=1 a (M-1)) s J v 1) o
2 (1) <S+ J
sJ -1 +—7—- ZIJ: + Z'Jr *’-lZl Z|J ] mle m
n= m= =in=

De plus, en considérant une pondération des équations v*) () et v*) (. letn=1.2,

(n) (n)

.. J, par des coefficients a,,et a4 In> le nombre nécessaire de multiplications par

itération est 2. Cependant. comme c’est le cas avec le code R-C SO?C-SS. J=5 utilisé au

(n)

u 1 n SODt identiques alors que tous les coefficients

chapitre 5. tous les coefficients a

(u)

a, | n prennent la valeur 1. Par conséquent, avec ce code, le nombre de multiplications
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par itérations se réduit a J2. Finalement, la latence engendrée par le décodage des codes R-

CSO?C-SS dépend uniquement de la longeur de la mémoire du code qui est déterminé par

m=Jxmax {B, ,.€ ,}- Si le nombre d’itérations est M, alors la latence totale
1sknsJ™ ’

engendrée par tout le processus de décodage itératif devient mAf bits.

6.2 Comparaisons avec d’autres techniques de décodage itératif avec

entrelacement

Dans cette section, on analyse quelques comparaisons entre les codes CSO*C
présentés dans cet ouvrage et d’autres techniques de codage et de décodage Turbo. Ces

comparaisons devraient permettre d’identifier les domaines d’applications les plus

appropriés pour la technique de décodage itératif a seuil des codes CSO’C. Ces
comparaisons sont effectuées en fonction de la latence, la complexité et des performances
d’erreur que produit chaque technique de décodage.

Les décodeurs constituants utilisés dans le processus itératif (Turbo) peuvent étre
réalisés selon différents algorithmes. Par exemple, les aigorithmes de Bahl ou SOVA
(Soft-in Soft-out Viterbi Algorithm) peuvent étre utilisés comme décodeur élémentaire.
D’autre part, le décodage a seuil peut étre aussi considéré comme algorithme de base dans
le décodage Turbo conventionnel [12]. Dans ce demier cas, une concaténation paralléle de

codeurs CSOC avec entrelacement est nécessaire.
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6.2.1 Comparaisons entre le processus de décodage a seuil itératif sans entrelacement

et le processus de décodage a seuil Turbo avec entrelacement

Le tableau 6.4 montre quelques comparaisons entre le décodage de codes CSO’C-wS

et le décodage Turbo d’un code utilisant une concaténation paralléle de deux codeurs

CSOC [12]. Dans ces comparaisons, les deux codes CSO?C-WS utilisés ont des valeurs de
J=6 et J=7. Le lecteur trouvera les résultats de simulation de ces deux codes a I’annexe ['V.
Les deux codeurs CSOC constituant la concaténation paralléle sont de taux de codage

r.=2/3, =1, 2 et ont une valeur de /=4 [12]. Le taux de codage global de la concaténation
paralléle devient alors r.=1/2. L’entrelaceur utilisé par les auteurs de [13] et [12] a une

taille de 1000 bits et est de type aléatoire. A chaque itération. le bloc d'information
courant doit étre entiérement décodé par le premier décodeur de I’itération courante avant
que le second décodeur de cette méme itération puisse utiliser la version entrelacée des
valeurs pondérées obtenues a la sortie du premier décodeur. Puisqu’un entrelaceur et un
délaceur sont utilisés a chaque itération, la latence de chacune d’elle est au moins de 2000
bits.

Comme il a été mentionné par les auteurs de [13] et [12], la complexité de leur
algorithme dépend aussi du nombre d’opérations «add-min» et «addition» que requiert
chaque itération. Les auteurs de [13] et [12] déterminent le nombre d’opérations add-min
requis par chaque décodeur d’une itération. Evidemment, ce nombre dépend aussi de la

valeur de J. Lorsqu’un code CSOC, J=4, r. =2/3, i=1, 2 est utilisé, ce nombre est égal a

28. Cependant, ce nombre d’opérations add-min déterminé par les auteurs de {13] et [12],
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Tableau 6.4: Comparaisons entre un décodage Turbo CSOC avec entrelaceur et CSO*C-

WS
Latence
_ Additions Add-mii Multiplication: Latence
EyN,=4dB (par itération) | (par i!e’rnli:n) (par :étalicm)s (bits/it.) :‘;‘:;‘)
J=4 CSOC, r.=2/3,=1,2 16 56 - 2000 | 12000
Entrelacement N=1000
bits, itération 6,
PyEy=1.5x107, r =172
(Résultats provenant de [12])
J=6, CSO’C-WS, 6 20 7 84 336
itération 4, Py(E)=3x10"
J=7, Cso2c_wsg 7 27 8 190 760
itération 4, Py(E) < 107

ne tient pas compte d’un décodage utilisant une rétroaction de la décision. En considérant
un décodage avec rétroaction de la décision, ce nombre d’opérations «add-min» devrait

augmenter. Puisque deux décodeurs sont nécessaires a chaque itération, le nombre
d’opérations add-min requis par itération devient 2x28 = 56. Finalement, les

comparaisons sont obtenues en fixant le rapport signal a bruit £,/N 44 dB. A ce rapport

signal a bruit, une probabilité d’erreur d’environ 107 peut étre atteinte avec ces deux
types de techniques de décodage.

Comme on |’observe a partir des résultats montrés au tableau 6.4, la latence engendrée

par le décodage itératif des codes CSO?’C-WS est beaucoup plus faible que celle

engendrée par le décodage Turbo des codes CSOC utilisés en concaténation parall¢le. Il

faut aussi rappeler que la procédure de codage utilisant des codes CSOC étant de type
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convolutionnel, celle-ci est insensible a la taille d’un bloc d’informations puisque le

codage et la transmission des symboles codés peuvent se faire de maniére continue.

Contrairement au codage CSO?C, le décodage Turbo de codes utilisant une concaténation
paralléle de codeurs convolutionnels nécessite que les symboles d’information soient
transmis par bloc dont la taille est généralement égale a celle des entrelaceurs.

Le tableau 6.5 montre d’autres comparaisons entre le décodage Turbo de codeurs
CSOC en concaténation paralléle et le décodage itératif de codes CSO*C-SS. Les codes

constituant la concaténation paralléle sont les mémes que précédemment. Seule la taille de

I’entrelaceur est augmentée a une valeur de 9990 bits [12]. Le code CSO?C-SS utilisé
dans ces comparaisons a une valeur /=8. Les résultats de simulations pour ce code sont

donnés a I"annexe V. Comme auparavant, les comparaisons sont faites en fixant la valeur

de Ey/N, =4 dB.

Tableau 6.5: Comparaisons entre un décodage Turbo CSOC avec entrelaceur et CSO*C-

SS
EUN. =4 dB Additions | Add-min |Multiplications| Latence L:;'::e
¥ (par itération)| (par itération.) | (par itération) | (bits/it.) (bits.)
— =
J4CS0C. . =23, =1, 2 16 56 o 19980 | 119880
Entrelacement V=999 bits, Itération
6. Py(EY~10'®
r=112
(Résultats provenant de [12])
J=8. CSO*C-SS, 8 35 ———e- 21280 | 63840
ltération 3. Py(Ey=10"

Les comparaisons montrées au tableau 6.5 indiquent que le nombre d’opérations par
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bit et par itération nécessaire au décodage d’un code CSO?C-SS est plus petit que celui

requis pour un code utilisant une concaténation de deux codeurs CSOC, J/=4. Quoique les
probabilités d’erreur obtenues avec ces deux méthodes soient semblables (environ 107),

le code CSO*C-SS, /=8 requiert un nombre inférieur d’itérations a celui nécessaire pour la

concaténation paralléle de deux CSOC, J=4. Par conséquent, sachant que la mémoire du

code CSOzC-SS, J=8 est de 8 x 2660 = 21280 et que trois itérations sont nécessaires, la
latence devient 63840 bits. D’autre part, la latence par itération engendrée par le décodage
du code CSOC avec entrelacement est de 2 x 9990 = 19980 bits. Puisque six itérations

sont nécessaires, la latence totale introduite par le processus de décodage itératif du code

obtenu par la concaténation des deux codeurs CSOC, /=4 est de 119880 bits. Le décodage

du code csozc-ss, J=8 engendre donc une latence substantiellement inférieure a celle du

décodage Turbo des codes CSOC considérés ici.

6.2.2 Comparaisons entre le processus de décodage a seuil itératif sans entrelacement

et le décodage Turbo conventionnel

Une comparaison juste et équitable des performances des codes CSO?C définis au
sens large et au sens strict avec les performances de la technique de décodage Turbo
conventionnel peut, dans certains cas, s’avérer difficile. Les difficultés se posent surtout
au niveau des différences qu’il y a entre les types d’opérations utilisés par ces deux
techniques de décodage. A I’origine, I’algorithme de Bahl (BCJR) [5], [4] utilisé dans le
décodage Turbo détermine le MAP (maximum a posteriori) du bit 4 décoder. Cet

algorithme MAP nécessite plusieurs calculs d’exponentielles et requiert plusieurs
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opérations de multiplications et de divisions. On peut montrer que la complexité de
I’algorithme de Bahl original a une complexité d’environ 3 a 4 fois celle du décodage de
Viterbi [5]. Bien sir, une réduction de cette complexité fiit possible en transformant
I’algorithme MAP dans un domaine logarithmique [6]. Cette modification a pour
conséquence de transformer les multiplications en additions et les divisions en
soustractions. Toutefois, pour résoudre le probléme du calcul de sommes de fonctions
exponentielles, des approximations sont faites en définissant une opération E comme suit
(6]:

In(e™ +e ™) = min(x,y) - In(1 + e-ly—xl) =min(x,y) = xEy 6.1)
L algorithme résultant de ces simplifications permet de déterminer le logarithme du
rapport de vraisemblance (LRV) du bit d’information a décoder a un instant i donné. Cet
algorithme appelé log-MAP est donc entiérement décrit par I’utilisation de I’opérateur E

(6], [54]. Les résultats des calculs de la complexité de 1’algorithme log-MAP ont déja été

obtenus par Osseiran [54]. Le tableau suivant résume ces résultats.

Tableau 6.6: Complexité de 1’algorithme log-MAP [54]

Type d’opération | Nombre d’opérations par décodeur
Addition 6x2" -1
Soustraction 4x2™+1
Opération E 5x2™-2

On observe que la complexité de 1’algorithme log-MAP dépend essentiellement de la

mémoire m de chaque codeur constituant qui est en général inférieure a 5. Elle peut aussi
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dépendre de la taille de I’entrelaceur car I’entrelacement requiert des opérations de lecture
ou d’écriture en mémoire [55}. Cependant, dans cette analyse, ces opérations de lecture et
d’écriture ne sont pas considérées. Notons aussi que la complexité montrée au tableau 6.6
n’est valable que pour un seul décodeur utilisant 1’algorithme log-MAP. Puisque deux
décodeurs sont utilisés a chaque itération du décodage Turbo, cette complexité doit étre
multipliée par 2 afin d’obtenir la complexité d’une seule itération. Quant a la latence
d’une itération de décodage Turbo conventionnel, elle dépend de la taille N, des
entrelaceurs (délaceurs) et de 1’algorithme de décodage. Chaque bloc transmis correspond
a une séquence de symboles codés de longueur N. Les symboles codés appartenant a une
séquence de longueur V sont continuellement transmis a travers le canal de transmission
en utilisant, par exemple, une modulation BPSK. A chaque itération du décodage Turbo,
les symboles codés regus sont retardés d’un délai correspondant a la latence engendrée par
les deux décodeurs et les entrelaceurs (ou délaceurs) avant d’étre réutilisés a I’itération
suivante. La latence introduite par chaque entrelaceur ou délaceur est alors de N bits.
Puisque chaque décodeur d’une itération doit attendre que la séquence d’information soit
complétement regue avant de fournir sa premiére valeur de sortie, la tatence totale d’une

itération est donnée par:

Lrurbo = 4N bits/itération (6.2)

Au tableau 6.7, on compare la complexité et la latence de quelques codes CSO*C-WS

et CSOZC-SS avec la complexité et la latence d’un systéme de codage et de décodage

Turbo. Le codeur utilisé avec le décodage Turbo est formé d’une concaténation de deux
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codeurs convolutionnels systématiques et récursifs (CPCCSR) de mémoire m=4 et dont
I’entrelaceur de type aléatoire a une taille V=400 bits. En utilisant une perforation du code,

le taux de codage devient r.=1/2. Le nombre nécessaire d’opérations de chaque type est

évalué en tenant compte du nombre requis d’itérations pour atteindre la convergence du
processus de décodage Turbo. En utilisant le méme algorithme de décodage log-MAP
implanté par Osseiran [54], des résultats de simulation pour le code CPCCSR, m=4 et
N=400 ont ét¢ obtenus. A I’aide de ces résultats de simulation, le nombre d’itérations
nécessaire permettant a ce code d’atteindre la convergence a été évalué a cinq itérations.
La latence exprimée en nombre de bits est aussi évaluée en fonction de ce nombre
d’itérations.

Le code convolutionnel doublement orthogonal défini au sens large utilisé ici a une
valeur J égale a neuf et utilise sept itérations avant d’atteindre la convergence. Un code

convolutionnel doublement orthogonal défini au sens strict avec J=8 est aussi considéré

dans cette comparaison. Pour chacun de ces deux codes CSOC, le nombre total de chaque
type d’opérations et la latence totale sont aussi déterminés en fonction du nombre
nécessaire d’itérations de décodage. La courbe de la Figure 6.1 permet de comparer ces
trois méthodes de codage et de décodage uniquement en termes de leurs performances

d’erreur.
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Tableau 6.7: Comparaisons de la complexité et de la latence de quelques codes CSO%C

avec celles d’un code CPCCSR, m=4, N=400

addition | S5 |Opération £ | addmin multiplication Latence
traction .
(total) (total) (total) (total) totale (bits)
(total)
— = —— —
J=9, CSO’C-WS 63 e 308 7 6394
7 itérations Coefficients identiques
J=8, CSO?C-SS, 24 -—-- RO 105 ————e- 63840
3 itérations (48) (210) | (aucun coeflicient | (177680)
(6 itérations) requis)
Turbo, m=4, N=400, 5 950 650 780 comann ———— 8000
itérations, r.=1/2

Probabilité d'erreur par bit, Py(E)

k.. =8, CSOC-SS
[tération 6 -~ Tg¢"" 711111 =8, CSO’C-SS

J=9,CSOPC-WS .. i L
Itération 7 o

\

v s L T I I I I I I I I I I LIt Il Il a e
N e LTI TTTTT

Itération

Itération §

m=4, N=400, . ... NN SR |

....-......,._.._.,.-..___..-...._; ................... \.ﬁv -

X N |

’OJ | 1 L t N |
2 25 3 15 4 45 5

EyN, (dB)

Figure 6.1 Comparaisons des performances d’erreur de quelques codes CSO*C

avec un code CPCCSR, nm=4, N=400
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Le jumelage des résultats présentés au tableau 6.7 avec les résultats de simulation

illustrés a la Figure 6.1, nous permet de faire les observations suivantes. Tout d’abord,

pour un rapport E, /N supérieur a 3.3 dB, les courbes de la Figure 6.1 indiquent que le

code CSO?C-WS, J=9, fournit de meilleures performances d’erreur que le code CPCCSR

m=4, N=400. De plus, selon les valeurs inscrites au tableau 6.7, on remarque que le

décodage du code CSO?C-WS, /=9 requiert un nombre d’opérations nettement inférieur a
celui nécessaire pour le décodage du code CPCCSR utilisé dans ces comparaisons. On

observe aussi qu’une latence de 6394 bits est introduite par le décodage (aprés sept

itérations) du code CSO’C-WS, J=9 alors que le décodage Turbo du code CPCCSR. m=4,

N=400 introduit une latence de 8000 bits aprés cinq itérations. Méme si le décodage du

code CSO*C-WS, J=9 nécessite sept itérations de décodage a seuil, la latence totale
introduite par ce décodage itératif a seuil demeure inférieure a celle du décodage Turbo du

code CPCCSR utilisé ici. La Figure 6.1 montre aussi une comparaison entre un code
CSO?C-SS, J=8 et le méme code CPCCSR, m=4, N=400. A des rapports signal a bruit
E,/N,, inférieurs a 3.6 dB, les performances d’erreurs des deux codes sont proches. Plus
précisément, on observe que le code CPCCSR procure un gain de codage supplémentaire
d’environ 0.1 dB par rapport au code CSO?C-SS, J=8 lorsque le nombre d’itérations est de

6. Cependant, pour de plus forts rapports signal a bruit, le code CSO*C-SS, J=8 offre de

meilleures performances d’erreur avec seulement trois itérations. Quoique le nombre

nécessaire d’opérations au décodage du code CSO2C-SS, /=8 soit inférieur a celui requis
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par le décodage du code CPCCSR, le gain de codage que procure le code CSO?C-SS, /=8

s’obtient au prix d’une augmentation de la latence. En effet, la latence introduite par le

décodage du code CSO?C-SS, J=8 est de beaucoup supérieure a celle engendrée par le

décodage du code CPCCSR, m=4 et N=400.
La Figure 6.2 montre d’autres comparaisons de la latence des codes CSO?C-WS et

CSO*C-SS pour différentes valeurs de J avec celle des codes CPCCSR utilisant

différentes valeurs de N. Ces comparaisons sont obtenues en fixant le rapport signal a

bruit £, /N , a une valeur de 3.5 dB. On observe sur cette figure que, pour une probabilité

d’erreur de 3 x 10-6 , le décodage du code CSO?C-WS, /=9 engendre une latence totale
d'environ 7 x 10° bits alors que pour le décodage Turbo du code CPCCSR utilisant un

entrelaceur de taille N=1024, la latence totale est de 2 x 104 bits. On remarque aussi de

fagon générale, que pour une méme probabilité d’erreur, le décodage des codes CSO%*C-
WS introduit une latence environ 2 a 3 fois plus petite que celle introduite par le décodage

Turbo. Par contre, pour des codes CSOZC-SS, la latence est supérieure a celle engendrée

par le décodage Turbo.



192

Probabilité d'erreur par bit, P,

4
0 Latence (bits)

Figure 6.2 Comparaisons de la latence de quelques codes CSO*C-WS et CSO’C-SS
avec celle des codes CPCCSR

A la suite de ces observations, il apparait clairement qu’il existe des codes CSO*C
définis au sens large et au sens strict permettant d’atteindre de trés bonnes performances
d’erreur dépassant celles des codes CPCCSR utilisant une petite taille d’entrelacement.
Toutefois, la plupart des codes CSO?C étudiés dans cette thése ne peuvent offrir ces
performances d’erreur sur une plage étendue de rapports signal a bruit. On ne peut donc
pas affirmer de fagon catégorique que les codes CSO?C-WS et CSO’C-SS procurent de
meilleures performances d’erreur que les codes CPCCSR avec une complexité et une

latence réduite et ce, pour de grandes variations de E,/N . En revanche, pour des
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rapports E,/N  élevés, les codes CSO’C-WS offrent généralement de trés bonnes
performances d’erreur avec une complexité et une latence faible.

Il peut étre aussi intéressant de comparer les codes R-CSO?C-SS avec les codes

CPCCSR conventionnels. En se référant au tableau 6.3, on détermine la complexité en
nombre d’opérations que nécessite le décodage itératif du code R-CSO?C-SS. J=5 utilisé a

la section 5.2.4 et dont la matrice H” est :

I 7
0299 0 142 1135
0 320 146 107 794
0 679 5 977 172
87 333 0 106 310

T H _ | Lo 418 60 123 99 |

0 945 0 0 92]
1135 0 0 0 0
0 0 0 1003 0
0 0193 0 0
L0 0 0 0 0

(6.3)

Comme il a été¢ montré a la section 5.2.4, en utilisant ce code et I'algorithme de décodage
itératif décrit a la section 5.2.4, une probabilité d’erreur de 10> peut étre atteinte avec un

rapport signal a bruit £,/N_ un peu inférieur a 1.3 dB (environ 1.27 dB) et ce, aprés 30
b Yo

itérations de décodage. Ce code R-CSO?C-SS, J=5 peut donc étre comparé a un code
CPCCSR dont la taille de I’entrelaceur est élevée. Les résultats de simulation des codes
CPCCSR obtenus par Berrou et al. et présentés dans [4] sont donc utilisés dans cette

demniére comparaison. Ce code CPCCSR utilise un entrelaceur bloc ayant une taille de
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256x256=65536 bits et une concaténation de deux codeurs convolutionnels systématiques
et récursifs chacun de mémoire m=4. Pour atteindre la convergence, les auteurs de [4]

montrent, a I’aide de résultats de simulation, que 18 itérations sont nécessaires. Avec ce
nombre d’itérations, une probabilité d’erreur de 1073 est possible avec un rapport signal a

bruit E,/ N de seulement 0.7 dB. Notons que la limite théorique prédite par Shannon se
situe a un rapport signal a bruit £,/N | = 0 dB. Cependant, avec ce méme code CPCCSR,

il est possible d’atteindre une probabilité d’erreur de 10 avec des rapports £ p/ N, se

situant entre 1.0 et 1.7 dB lorsque seulement 3 4 6 itérations sont utilisées. La Figure 6.3

reproduit les courbes des performances d’erreur en fonction de E,/N _ obtenues par

Berrou et al. [4].

Turbo, m=4, ::
o1 N=65536.
[tération 3

P N=65536,
t--  [Itération 6

Probabilité d'erreur par bit Py(E)

ebNo ) 0

Figure 6.3 Comparaison du code CPCCSR, m=4, N=65536 avec le code R-CSO’C-SS,
J=5
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Sur cette méme figure, on y montre aussi les résultats de simulation du code R-
CSO*C-SS, J=5 lorsque le nombre d’itérations égal a 30. Cette comparaison indique que
pour un rapport £, /N | se situant autour de 1.3 dB, le code R-CSO’C-SS, J=5 procure de

meilleures performances d’erreur que le code CPCCSR proposé par Berrou et al. [4]. Afin
de compléter cette comparaison, le tableau 6.8 indique le nombre de chaque type
d’opérations effectuées par chacune des deux techniques de codage et de décodage

considérées dans cette comparaison.

Tableau 6.8: Comparaisons de la complexités et de la latence du code R-CSO*C-SS. J=5
avec celles d’un code Turbo m=4, N=65536

addition | ™ lopérauon E| addmin | ™™ | Lytence
al) fraction tal) (total) plication totale (bsts)
(tor (total) (tota (totab)
==
J=5, R-CSO*C-SS, 930 O N 1320 150 | 170250
30 itérations
Turbo, m=4, N=65536, 570 390 468 e | eeeeee | 786432
3 itérations, r =172

Selon les résultats des calculs de complexité montrés au tableau 6.8, il apparait trés

clairement que la complexité du décodage itératif du code R-CSO’C-SS, J=5 est plus
élevé que celle du code CPCCSR. Toutefois, la présence des entrelaceurs et des délaceurs

dans le processus de décodage de ce code CPCCSR engendre une latence beaucoup plus
importante que ceile introduite par le décodage itératif du code R-CSO’C-SS, J=5. [l est
important de préciser que la complexité réelle d’une réalisation matérielle d’un algorithme

de décodage de type Turbo ou itératif dépend non seulement du nombre d’opérations



196

élémentaires mais, elle est aussi fortement déterminée par la taille de la mémoire
nécessaire. La taille de la mémoire requise par le processus de décodage est donc

proportionnelle a la latence engendrée par I’algorithme de décodage itératif. Il est alors

évident, selon les résultats présentés dans cette comparaison que le code R-CSO?C-SS,
J=5 ne nécessite seulement que 21.6 % de la quantité de mémoire requise par le décodage

itératif du code CPCCSR, m=4 et N=65636.
6.3 Conclusion

Pour conclure ce chapitre, I’utilisation des codes CSO?C-WS semble particuli¢rement
appropriées aux situations ou le rapport E,/N  est relativement élevé. En effet, les
comparaisons entre les différentes techniques de codage et de décodage itératif montrées
dans ce chapitre font ressortir cette particularité des codes CSO*C-WS. Pour de plus
faibles rapports E,/N, les codes CSO?C-SS procurent des performances d’erreur
proches de celles que procure un code CPCCSR ou les deux techniques de décodage
nécessitent environ le méme nombre d’opérations a effectuer. Toutefois, la latence
introduite par le décodage itératif des codes CSO?C-SS devient importante devant celle
que nécessite le décodage Turbo d’un code CPCCSR. Finalement, les codes R-CSO*C-SS

offrent de trés bonnes performances d’erreur et sont comparables a des codes CPCCSR

dont I’entrelaceur est de grande taille. Méme si un grand nombre d’opérations et

d’itérations est requis par le décodage itératif des codes R-CSO?C-SS, la latence totale

engendrée par le décodage de ces codes est de beaucoup inférieure a celle introduite par le
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décodage Turbo des codes CPCCSR. Cette caractéristique devient un avantage lorsqu’un
tel systéme de codage correcteur d’erreurs est utilisé dans des conditions de transmission
ou le délai devient un parameétre important & minimiser. Finalement, il importe de
mentionner que ces comparaisons demeurent & des niveaux théoriques et donc les résultats

obtenus dans ce chapitre peuvent varier lors d’une réalisation matérielle.
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CHAPITRE 7: CONCLUSION

Cette thése a pour but d’explorer des nouvelles techniques de codage et de décodage
itératif efficaces afin de proposer des solutions simples aux problémes de complexité et de
latence du codage et du décodage Turbo. Ces solutions doivent satisfaire les contraintes
d’indépendance entre les observables utilisés dans le processus de décodage itératif. Les
solutions retenues sont donc basées essentiellement sur I’utilisation de I’algorithme de
décodage a seuil itératif sans entrelacement et sur I’utilisation d’une nouvelle classe de
codes : les codes convolutionnels doublement orthogonaux.

Ce but a été atteint en grande partie. En effet, les solutions proposées dans cette thése
permettent, dans plusieurs cas, des réductions substantielles de la complexité et de la
latence des techniques conventionnelles de codage et de décodage itératif et ce. tout en
maintenant des performances d’erreur acceptables. Bien sir, nous ne pouvons pas
prétendre que, pour toutes les conditions possibles de transmission. ces solutions
proposées soient optimales en termes de complexité, de latence et de probabilité d’erreur.
Toutefois, pour des canaux ou le bruit est blanc, gaussien et additif, dans certaines plages
de variations du rapport signal a bruit nous pouvons affirmer que les techniques de
correction d’erreurs proposées dans cette thése offrent de nombreux avantages
comparativement aux techniques conventionnelles de codage et de décodage Turbo.

Le décodage Turbo conventionnel nécessite un algorithme de décodage symbole par
symbole. Généralement, I’algorithme de décodage de Bahl est utilisé dans le processus de

décodage itératif Turbo. D’autres algorithmes de décodage symbole par symbole peuvent



199

étre utilisés. Parmi ceux-ci, le décodage a seuil offre une faible complexité. Cette derniére
constatation, nous conduit au choix du décodage a seuil comme alternative aux autres
techniques utilisées dans les processus conventionnels de décodage itératif Turbo. Avec la
technique de décodage a seuil, les codes convolutionnels doivent étre orthogonaux et
systématiques.

L’entrelacement joue un rdle clé dans le décodage itératif Turbo conventionnel. I
assure une réduction de la corrélation des observables utilisés a chaque itération du
processus de décodage. Cependant, la présence de l'entrelacement au codage et au
décodage introduit une latence pouvant, dans certains cas, devenir importante. Dans le but
de réduire la latence globale du processus de décodage itératif ainsi que la quantité de
mémoire requise a la réalisation matérielle, la solution que nous proposons consiste a
éliminer les entrelaceurs au codage et au décodage. Toutefois, le retrait de I’entrelacement
doit se faire en respectant les conditions nécessaires qui assurent I’indépendance des
observables utilisés dans le processus de décodage. Pour y arriver, des conditions
d’orthogonalité supplémentaires sont alors imposées au code convolutionnel orthogonal
traditionnel. En considérant deux itérations successives ces conditions ont été
déterminées. L’analyse sur deux itérations consécutives du processus de décodage des
codes convolutionnels orthogonaux, a conduit a la définition d’une nouvelle classe de
codes convolutionnels pouvant étre décodés itérativement par un décodage a seuil. Les

codes convolutionnels alors obtenus ont été nommés «Code Convolutionnel Doublement
Orthogonal» ou en anglais, Convolutional Self-Doubly Orthogonal Codes, CSO*C. Nous

avons pu définir deux types de codes CSO*C : les codes CSO*C définis au sens large
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(CSO?C-WS) et les codes CSO?C définis au sens strict (CSOzc-SS). Ces deux définitions

conduisent a des structures différentes du codeur. Pour la définition au sens large des

codes CSO2C, une structure classique de codage convolutionnel est utilisée. Pour obtenir

une définition au sens strict, une structure de codage paralléle a été nécessaire.

Avec des codes CSO?C-WS, les conditions pour la double orthogonalité sont difficiles

a satisfaire sans qu’il y ait une propagation d’erreur au décodage. Trois structures de

décodage des codes CSO?C-WS ont alors été définies. Chaque structure est liée aux
conditions pour que le décodage puisse s’effectuer sur des observables indépendants. La
premiére structure de décodage n’impose aucune condition sur [’utilisation des
observables et donc le décodage s’effectue sur un ensemble d’observables dépendants. La
deuxiéme structure impose des conditions de sorte que l’ensemble des observables
dépendants soit réduit. La troisiéme structure utilise toutes les conditions pour que le
décodage soit effectué sur un ensemble d’observables indépendants. Malheureusement.
cette derniére structure a tendance a propager les erreurs. Des résultats de simulation ont
montré que la deuxiéme structure de décodage apporte une amélioration marginale des
performances d’erreur par rapport a la premiére structure de décodage. L’étude du
décodage a seuil itératif des CSO*C-WS a donc été basée sur la premiére stucture de
décodage a seuil.

Pour améliorer davantage I’algorithme de décodage itératif a seuil des codes CSO*C-
WS, les équations d’inversion de parité de chaque itération sont pondérées par des

coefficients. Ces coefficients sont déterminés de maniére a minimiser la probabilité
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d’erreur par bit a la derniére itération. Grace a des résultats de simulation obtenus pour le

décodage des codes CSO*C-WS avec coefficients de pondération, il a été démontré que
des améliorations substantielles des performances d’erreur par rapport a un décodage sans
les coefficients de pondération sont possibles.

Les coefficients de pondération ont pour but de maintenir |'orthogonalité¢ des
équations d’inversion de parité dans tout le processus de décodage itératif. Ils servent
aussi a conserver la fiabilité des observables a leur valeur maximale tout en assurant la
convergence du processus de décodage itératif. Pour de forts rapports signal a bruit, les
résultats de simulation ont montré qu’il n’est pas nécessaire d’utiliser des coefficients de

pondération distincts pour obtenir des améliorations des performances d’erreur des codes

CSO?C-WS. 11 suffit simplement d’assigner tous les coefficients de pondération utilisés
dans tout le processus de décodage itératif a une valeur identique. Par la suite, cette valeur
est déterminée de facon a minimiser la probabilité d’erreur a la demiére itération.
Malheureusement, pour de faibles rapports signal a bruit, il n’est pas clair que I’utilisation
de coefficients de pondération identiques soit le meilleur choix. Par conséquent, le
probléme de la détermination des coefficients de pondération pour de faibles rapports
signal a bruit demeure encore un probléme non-résolu.

A de forts rapports signal a bruit, une analyse de la sensibilité des performances
d’erreur aux imprécisions des coefficients de pondération a été présentée. Dans cette

analyse, les résultats obtenus par simulation montrent que le processus de décodage

itératif a seuil appliqué a des codes CSO?C-WS est peu sensible aux imprécisions des

valeurs des coefficients de pondération. En effet, la dégradation des performances d’erreur
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due a ces imprécisions est faible. Dans plusieurs cas analysés, cette dégradation est de
’ordre de 0.3 dB.

Une définition au sens strict des codes doublement orthogonaux a été obtenue en
modifiant la structure du codeur. La structure paralléle du codeur permet d’éviter les

répétitions indésirables d’observables pouvant se produire aux deux premiéres itérations.

Ainsi, contrairement aux codes CSO?C-WS, les codes CSO?C-SS ne nécessitent pas de
coefficients de pondération. De plus, a de forts rapports signal a bruit, seulement trois a

quatre itérations sont requises pour atteindre la convergence du processus itératif. A de
faibles rapports signal a bruit, les codes CSO?C-SS, procurent de meilleures performances

d’erreur que les codes CSO’C-WS mais, au prix d’une augmentation de la latence.

Ainsi, selon une analyse des comparaisons entre les performances d’erreur des codes
CSO’C-WS et CSO?C-SS, il ressort qu’en présence d’un canal de transmission trés bruité,
il est préférable d’utiliser un code CSO?C-SS. D’autre part, pour un rapport signal a bruit
fort, un code CSO*C-WS procure de trés bonnes performances d’erreur compte tenu de
ses faibles complexité et latence.

Une analyse des performances d’erreur du décodage a seuil sans entrelacement a
montré que., pour de forts rapports signal a bruit, une définition au sens strict de
I’orthogonalité d’ordre deux suffit pour atteindre la performance limite du code donnée
par le gain asymptotique de codage.

Une autre technique de codage correcteur d’erreur faisant appel a une définition de

codes convolutionnels doublement orthogonaux récursifs, R-CSO?C a été présentée. Ces
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codes peuvent aussi étre définis au sens large ainsi qu’au sens strict. Une caractéristique
importante de ces codes est le fait que non seulement la fiabilit¢ des symboles
d’information peut étre améliorée a chaque itération mais aussi, qu’il est possible
d’obtenir a chaque itération, une amélioration de la fiabilité des symboles de parité. Selon
les résultats de simulation obtenus dans cette thése, les codes R-CSO*C procurent de trés

bonnes performances d’erreur et ce, tout particuliérement avec des codes R-CSO’C

définis au sens strict (R-CSO?C-SS). Ces performances d’erreur sont comparables a celles
obtenues avec la technique de codage et de décodage Turbo conventionnel utilisant une
grande taille d’entrelacement.

Finalement, quelques comparaisons entre la technique de décodage Turbo et les
techniques de décodage itératif sans entrelacement ont été présentées en termes de leur
complexité, de leur latence et de leurs performances d’erreur. Ces comparaisons révélent

que dans certaines plages des valeurs du rapport signal a bruit, le décodage itératif a seuil
des codes CSO?C-WS procurent des performances d’erreur semblables 4 celles obtenues
avec le décodage Turbo des codes utilisant un concaténation paralléle de codeurs
convolutionnels systématiques et récursifs (CPCCSR) ayant un entrelaceur de petite taille.
Par exemple, pour une probabilité d’erreur de I’ordre de 10°¢ et un rapport signal a bruit
E p/N,23.5 dB, le décodage itératif d’un code CSOzC-WS, J=9, introduit une latence

environ 2.8 fois plus petite que celle introduite par le décodage Turbo d’un code CPCCSR

de mémoire m=4 et utilisant un entrelaceur de taille N=1024. L intérét pour le décodage

itératif a seuil des codes CSO?C-WS réside surtout dans leur faible complexité et leur
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faible latence comparativement a la complexité et a la latence du décodage Turbo des

codes CPCCSR. Ces comparaisons montrent aussi que la latence des codes CSO?C-SS est

geénéralement supérieure a celle des codes Turbo. Par contre, a de faibles rapports signal a

bruit, la complexité des codes CSO?C-SS est nettement inférieure a celle des codes Turbo.

La comparaison entre le décodage Turbo des codes CPCCSR et celui des codes R-
CSO*C-SS a montré que, méme si un grand nombre d’opérations et d’itérations était
requis par le décodage itératif des R-CSO?C-SS, la latence totale engendrée par le

décodage des codes R-CSO?C-SS demeure inférieure a celle introduite par le décodage
Turbo des codes CPCCSR. Cette caractéristique devient un atout important lorsqu’un tel
systéme de codage correcteur d’erreurs est utilisé dans des conditions de transmission ou
le délai devient un paramétre important 4 minimiser.

En somme, ces travaux ont permis d’ouvrir de nouveaux sentiers qui n’avaient pas €té
explorés jusqu’a présent dans le domaine du codage et du décodage itératif. Plusieurs
problémes qui sont demeurés sans solution pourront étre explorés dans des travaux de

recherche futurs.

7.1 Recommandations pour recherches futures

Cette thése porte sur une nouvelle technique de codage et de décodage itératif sans
entrelacement. Les recherches présentées dans cette thése ont permis entre autres choses,
d’identifier un ensemble de problémes qui restent encore & résoudre. D’autre part, des
extensions de cette technique de codage et de décodage itératif sont toujours possibles.

Les paragraphes suivants décrivent quelques-uns des problémes et extensions qui
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paraissent les plus importants.

Parmi les problémes identifiés dans cette thése, celui de I’ajustement des coefficients
de pondération lorsque le canal de transmission est trés bruité devrait retenir une attention
particuliére. Pour cela, il est nécessaire d’accroitre la compréhension du réle que jouent
les coefficients de pondération dans le processus de décodage itératif a seuil. Il est utile de
noter que, méme pour des codes convolutionnels doublement orthogonaux définis au sens
strict. un ajustement appropri¢ des coefficients de pondération peut améliorer les
performances d'erreur a de faibles rapports signal a bruit. Quoique la méthode
d’ajustement des coefficients de pondération basée sur un réseau de neurones pourrait étre
améliorée, il est aussi probable, qu’une analyse théorique du processus de décodage
itératif des codes convolutionnels doublement orthogonaux au sens large tenant compte de
la corrélation entre les observables du processus soit nécessaire. Cette analyse théorique
pourrait s’inspirer de celle proposée dans cette thése pour des codes convolutionnels
multiplement orthogonaux au sens strict. Notons aussi que I’ajustement approprié des
coefficients de pondération est particuliérement profitable au décodage itératif des codes
doublement orthogonaux récursifs définis au sens strict lorsque le rapport signal & bruit est

faible. Une autre approche basée sur I’utilisation des graphes de Tanner pourrait conduire

a une analyse précise des codes CSO*C définis au sens large et au sens strict et de leur
décodage itératif. Ces analyses permettraient de raffiner la procédure de décodage itératif
proposée dans cette thése.

Un autre probléme d’intérét consiste certainement a déterminer d’autres codes

doublement orthogonaux récursifs au sens strict. Ces codes doivent avoir de bonnes
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propriétés en ce qui concerne la partie récursive du code. En effet, une réduction de la
densité de connexions provenant de la partie récursive de ces codes a permis d’obtenir des
améliorations substantielles des performances d’erreur. Le probléme qui se pose est alors
de comprendre cet effet et de déduire les régles de génération de ces codes. Bien sir, une
analyse des performances devrait aussi étre trés utile afin de prévoir en fonction du rapport
signal a bruit, le comportement de ces codes.

Une étude pourrait étre entreprise afin d’identifier les applications qui pourraient tirer
avantage des caractéristiques particuliéres de cette technique de codage et de décodage
itératif. En outre, elle permetterait de déterminer les plages des valeurs de £,/N, et de la
probabilité d’erreur ol ces codes et ces techniques de décodage seraient les plus
prometteurs. Cette étude demande d’établir un nombre important de comparaisons entre
les différentes techniques de codage disponibles incluant celle présentée dans cette these.
Par la suite, I’identification des applications serait immédiate.

Le codage allié a la modulation est généralement un moyen privilégié pour des
transmissions ol une grande efficacité spectrale est nécessaire. Il peut donc étre
intéressant d’explorer des méthodes permettant de combiner de fagons astucieuses la
technique de codage utilisant des codes convolutionnels doublement orthogonaux a la
modulation numérique de grande efficacité spectrale. Le probléme de déterminer les codes
les plus appropriés ainsi que celui du décodage a seuil itératif lorsqu'une modulation
codée est utilisée sont probablement les plus critiques.

Finalement, plusieurs autres problémes pourraient étre explorés. Par exemple,

I’évaluation des performances d’erreur des codes convolutionnels doublement
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orthogonaux utilisant un décodage itératif a seuil pour des canaux a évanouissements est
aussi d’un grand intérét pour la plupart des applications et pourrait faire I’objet de

recherches futures.
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ANNEXE I : LOGARITHME DU RAPPORT DE VRAISEMBLANCE (LRV) DE
L’ERREUR DE DECISION

Dans cette annexe, on montre que:

L(e; ®&)) = -|L(u|{B; })| (L.1)
Par définition, on a que:
P(e;®é=1) P(e,= 1
L(e} ®&]) = ln(—-—-’-—f‘——J = In(—d_—D (1.2)
P(ef®&=0 Ple;= 0

ol e, représente I’erreur de décodage. On a aussi

P(u= 1[{B, }
P(u= 0|{B, ;}

A = L(u|{B; 1) = In( (1.3)

Une erreur de décodage (e, = 1) se produit si u,® i1, = |.c’est-a-dire si u,; = it,. De
la méme manicére, il n’y a pas d’erreur de décodage (e, = 0) si v, @ i, = 0.ie. u;, = .
Par conséquent, on peut écrire la relation suivante:

P(es~1) = ' 1.4
(e~ 1) {P(u,=0|{3j‘,}), A,>0 4

Pour A; <0 et a partir de la définition donnée par (1.3), on a que

P(u= 1{B, }) = e"P(u= 0[{B, ;}) = ¢"(1-P(u= 1|{B, })) (L5)
e
= = Ples 1)
l+e

Pour A, > 0 et toujours a partir de la définition donnée par (1.3), on trouve que:



% _ PQu= O1{B; 1))
P(u= 11{B; )

d’ou
e
P(u= 0|{Bj',}) = - = P(e;=1)
l+e '
Donc, en combinant .5 avec 1.7, on déduit que:
A4
Ple;~ 1) = ——re
[+e A4

La probabilité de ne pas avoir d’erreur de décodage (e, = 0)est:

On peut alors calculer:

Pley=1) _( &M -
P(ed=0)_(l+e_l}‘ll (l+e )

En prenant le logarithme de (1.10), on obtient:

P(e;=1)
In( P_.__(ez —) =~k = LGB, )

(1.7)

(1.8)

(1.9)

(1.10)

(L11)

C.QF.D.



ANNEXE II : DERIVATION DE L’OPERATEUR ADD-MIN
Dans cette annexe, on montre la dérivation de 1'opérateur add-min a partir du calcul du

logarithme du rapport de vraisemblance (LRV) de la somme modulo-2 de deux variabies
aléatoires binaires indépendantes &, et §,. Le LRV de cette somme modulo-2 est donné

par :

—LE, DLy = —m(ﬁié: 223 _ (l):) = 2ataxm(tmm(:£(;-13):anh(_“;2))) (L1)

Cette démonstration se fait en deux étapes. Il sagit tout d’abord de déterminer le signe de
la fonction —L(&, ® &,) et par la suite, de déterminer la valeur absolue |L(§, @ &,)|.
c’est-a-dire :

-L(§, ®&,) = sign{-L(&; DEy)}|L(E, &) (11.2)
Puisque les fonctions atanh(x) et tanh(y) sont des fonctions de symétrie impaire

(atanh(—x) = —atanh(x) et tanh(-y) = —tanh(y)), on a que :

sign{zatanh(mm('l’(f'))taxm('Lffz)))} - sign{tanh('“f'))mh(‘“;z))}

= sign{L(5;)}sign{L(3,)} (IL.3)

s (522 (22

5 et du fait

D’autre part, on a que |L(§; D &,)| = 2

de la symétrie impaire des fonctions atanh(x) et tanrh(y), on écrit :

oo 222 (52| = 2t (5 (52
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) 1+ tanh (251 (él)i) (lL(Ez)l)
= In (11.4)
- tann LG (e_..)|) ani(1252) 2z)|)

Puisque tanh(z/2) = (e’ = 1)/(€” + 1), on peut écrire pour (II.4), la relation suivante :

LG LDy (HEN
Inl —€ G, l)(eu(é’”«r D _ ln[l +e|L(§‘)le|L(§’")
Ty TG &)
ST

SILEN -ILE:)

l1+e e -

= ln( - ) (11.5)
e“IL@lN +e‘|[-(a:)|

En admettant I’hypothése qu’a de forts rapports signal a bruit, les valeurs de |L(E)| et

-ILE))| L. . -
’ (g'}le LG devient négligeable devant la valeur 1, ce

|L(&,)| sont grandes, on a que e
qui permet d’écrire :

| G L) |
" e, e z'"(e—u@.» +e-!£(§:)l) = ~In(e

De plus, si |L(§,)]>|L(&;)], une approximation de la somme des deux fonctions
exponentielles est donnée par :

LG G LG (AL7)
et de la méme maniére, si |L(§,)| > |L(&,)|, on peut écrire :

e-|L(§,)| . e-lL(éz)l < e—ll(éz)l (11.8)
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ANNEXE [II : RESULTATS DE SIMULATION - METHODE EXPERIMENTALE

J=6,CSO?’C-WS,r.=1/2

1.0c+00

CS02C, J=6.{ 0.10 12 43 165. 180 }* it ] ——
X it. 2 —
a(jm) = 0.3 k it. 3 ]
1.0e-01 4 : it 4 -
. .o it. § —=—
it. 6 -=—
it. 7 -—
1.0e-02 4 it. 8 —
z
£ 1.0¢-03
g
5
g
5 1.0e-04
~3
o
S .
7 1.0e-05 ;
1.0¢-06 4
1.0e-07 - - v - v . v
1.5 2 25 3 3.5 4 15 5 5.5
Eb/No (dB)
® Code non optimisé.



J=1,CSO*C-WS, r.=1/2,a*< 0.3

[— 17 CS02C-WS, 8 teafions, a" = 0.3 |

Probabilité d’ erreur par bit, (TEB)

—
S
9

EbMNo (dB)

222



J=8,CSO*C-WS, r.= 112

30

1.0e-01 4

g
=
3

1.0c-03 4

1.0e-04 4

2
3

Probabilité d’erreur par bit (Pb)

1.0¢-06 4

1.0e-07

CSO?C-WS, J=8, { 043 139 322 422 430 441 459 )

—10---

=02, —

91

2.5 3 3.5 4 45
Eb/No (dB)

55



Prob. d'erreur par bit (Pb)

J=9,CSO*C-WS, r.=1/2

1.0¢-01

1.0e-024

1.0e-03

1.0e-04

1.0e-05

1.0e-06

1.0e-07

224

Tt T CS02C, T, (009 21 395 584 767 871 899 912} it ] —~—

R, it. 2 —

agjm)=0.2 i3 o]

4,. ——— itd -

5

L6 -

it. 7 ——e

4 I . B ——s
LS 2 2.5 3 3.5 H 4.5 5.5

Eb/No (dB)



Prob. d’erreur par bit (Pb)

J=10,CSO*C-WS, r,=1/2

225

CS02C,J=10, { 0 27 93 503 600 1247 1646 1714 1825 1835} it. | <
. it. 2 —
afj,m) =02 it.3 -
1.0e-014 - - it. 4 -l
.5 -
it. 6 -
it. 7 i
1.0e-02 ; it 8 —
1.0e-03 §-
1.0e-04 §-
1.0e-05 4
1.0e-06 1
1.0e-07 - - > \ -
1.5 25 3.5 4 4.5 5 5.5

Eb/No (dB)



Bit error probability (Pb)

226
J=11,CSO?’C-WS, r.=1/2
1.0e+00 e e
e e - .o it 1 ——
CS02C, J=11, {0, 3. 4, 13, 34, 84, 190, 412, 863, 1778, 2843) it. % —]
1.0¢-01 4 o]

1.0¢-02
1.0e-03{
1.0¢-04 {
1.0e05)

1.0¢-06 4

2

1.0e-07
]

[N R

1.5 25 3 3.5
Eb/No (dB)

4.5



prob. d’crreur par bit (Pb)

J=12,CSO*C-WS,r.= 172

227

1.0e+00 o p— - — - - -
77777 [’CSO2C,J=12, {03 413234 847190 4]2 863 1778 2843 4951} it} ~—
. i I
L agm)=02 . e
1.0e-01 §- : : it. 4 =
iS5 =
it 6 -
it 7 -~
1.0e-02 §- it. 8 —
L9 -
it. 10 -
1.0e-03 4 -
1.0e-044 -
1.0¢-05 4
1.0e-06 4
1.0e-07 v v v v v
2 25 3 3.5 4 5 5.5

“Eb/No (dB)
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ANNEXE IV : RESULTATS DE SIMULATION - OPTIMISATION PAR RESEAUX

DE NEURONES

J=6, CSO*C-WS, .= 172, {o;} = {0, 3,4, 13, 34, 84}

Tableau IIL1 : Coefficient de pondération opt. J=6, 4 itérations opt. 3 Eb/No=3.5dB

(information) 1 2 3 4 5 6
1 6.611658 0.297874 | 0.310055 | 0.359455 | 0.125683 | 0.279577 | 0.264237
2 | 0.454075 | 0.126263 | 0.203434 | 0.258132 | 0.401107 | 0.407700 | 0.423547
3] 0.568132 | 0.597801 | 0.644026 | 0.550458 | 0.524248 | 0.410059 | 0.407618
41 0.107019 | 0.271714 | 0.257268 | 0.238890 | 0.223646 | 0.199134 | 0.12108
(1.0%) (1.0%) (1.0%) (1.0%) (1.0% (1.0%) (1.0%)
Iteration No.1 ——
Iteration No.2 —
1.0e-01 4 Iteration No.3 —~—
_ Iteration No.d —=—
1.0e-02 4
z
g.l.ows
£ 1.0¢-04
[~
10e0s{ - - -
1.0e-06

25

45



(*) Meilleurs résultats avec a(-"‘) = 1.0 pourj=0,...,6

J

J=1,CSO’C-WS, r. = 1/2, {o;} = {0, 3, 4, 13, 34,84, 190}

Tableau [11.2 : J=7, 4 itérations, opt. 2 Eb/No = 3.5 dB

229

Information 1 2 3 4 5 6 7
1| 0.600583 0.291193 0.303639 0.350103 0.129586 0.284449 0.253050 0.283001
2| 0451732 0.129399 0.186164 0.263750 0.390898 0.389496 0.430695 0.417326
3| 0.590103 0.595138 0.636389 0.544530 0.517506 0.416599 0.395008 0.420053
41 0.089391 0.230538 0.224615 0.213264 0.193684 0.179643 0.154219 0.088731
(1.0%) (1.0%) (1.0%) (1.0%) (1.0%) (1.0%) (1.0%) (o*
[teration No.| ——
[teration No.2 —-
1.0¢-01 4 leration No.3 —<—
tteration No.4 —~—
[.0e-02 4
2
:'é
2 1.0¢-03
5
(7]
e
_'J
s
€ 1.0e-04 ;
=
1.0e-05 4
1.0e-06

25 3 35
Eb/NO (dB)

(*) Meilleurs résultats avec aj(.“ = 1.0 pourj=0,..7
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J=8,CSOC-WS, r = 172, {a;} = {0, 3, 4, 13, 34, 84, 190, 412}

Tableau I11.3 : J=8, 4 Itérations, opt. 2 Eb/No =3.0 dB

Information t

"~
s
b
w
o
-
o

1] 0.594187 029280! | 0305418 | 0354552 0.156604 | 0.298056¢ 0279119 0292044 0 300087

21 0318472 0011823 | 0.108460 | 0199745 0362150 | 0.381525 0 428870 0416052 0 424801

3| 0.359054 0667599 | 0667656 | 0560136 0.521223 | 0.398466 0.362635 0375661 0375341t

4| 0076929 0203106 | 0202868 | 0193423 0.185965 | 0.17800) 0165111 0148543 0.085999
(10%) (1.0%) (1 0% (10%) (10%) (W] (1.0%) (1.0%) (10%)

[teration No.| ———

Iteration No.2 —
1.0e-01 4 {teration No.3 -=—
[teration No.4 -=—

1.0¢-02 4

1.0e-03 4

.0e-04 4

Prab. d’crreur par bit (Pb)

1.0e-05 {
1.0e-06 1
1.0e-07 v v v r v
2 25 3 35 4 15 5
Eb/NO (dB)

(*) Meilleurs résultats avec a}” = 1.0 pourj=0,...,8
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J=8,CSO’C-WS, r. = 1/2, {a;} = {043 139 322 422 430 441 459}

Note : pour ce code, I’optimisation par réseaux de neurones a été fait pour chaque itération
montrée sur cette figure.

1.0¢+00 . -
J=8, CSO*C-WS, § itérations, {,) = {043 139 322 422 430 441 459 }
1.0e-01
Itération | |
Itération 2
:::: 1 De-02. [tération 3
g
5
5
2 1.0e-034 ltération 4
k']
o
2 ltération §
.'E
2 1.0e-04 4
2
1.0¢-05 |
1.0¢-06 . . v . . v
I 1.5 2 2.5 3 35 4 45
Eb/No (dB)
Coefficients a chaque itération :
Tableau IIL4 : Coefficients de pondération pour deux itérations
I Informanion 1 2 3 3 5 6 7 8
l 1 10 10 10 10 10 10 10 10 10
2 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 10 10 1.0 1.0
Tableau [IL5 : Coefficients de pondération pour trois itérations
Information | 2 3 4 5 6 7 8
1 0.20671 0.312530 0.279532 0.306356 0.110885 0.226763 |0222904F 0270284 | 0.216515
2 10 K] 1.0 10 1o 1.0 1o 10 10
3 1.0 10 1.0 10 1.0 1.0 10 10 10




Tableau II1.6 : Coefficients de pondération pour quatre itérations

Information ! 2 3 4 5 6 7 8
i 0.338091 0.245692 0.226085 0.276203 0048882 0206264 |0 209879 0212754 | 0216549
2 0.132884 0286648 0255909 0233059 0267659 0267074 |0 262635) 0263040 | 0265196
3 10 10 10 10 10 1.0 10 10 1.0
4 10 10 10 10 1.0 t0 10 10 10

Tableau {IL.7 : Coefficients de pondération pour cing itérations

Information 1 2 3 4 5 6 7 8
! 0398789 0.277387 0247278 0293361 0 055445 0214385 0216243 0217340 | 0.248382
2 0140025 0.274593 0234374 0 228919 0 266262 0276888 (0277108 0 278195 |00 279358
3 0.122809 0.259570 0226189 0 208575 02452714 0256188 [0 256905| 0 258776 | 0 260965
4 10 10 10 io 10 K] 10 i0 10
S 10 10 10 10 10 10 1 0 1¢ 10




ANNEXE V : RESULTATS DE SIMULATION DES CODES CSQ’C-SS

Bit error probability

10 ¢

[ == 1=2CS02C-SS, 6 iterations ]

35 4 45 5 5.5 6 6.5 7

Matrice de codage : [aj 2] = I:O O:l
' 01

233



Bit error probability

-

35

@

4 45 5 335
EbMNo (dB)

6.5 7

005
Matrice de codage : [a; ,] = {1 3 0

520



Bit error probability

10— T LI Ak L I 3
E el : 7 [—— J=4CS02C-SS, 6 iterations |3

-
(=]
>

TreT —r—rTrTY

10°L

1OJ L 1 L L L 1 1
35 4 45 5 55 6 6.5 7
Eb/No (dB)
13 0 2425
Matrice de codage : [a; ,] = 01024
' 8 2514 0
153230



1.0e+00 —em -
. e e JRUUR - [ g
J=5 CSO*C-SS it. 2 —
T L 03 o]
1.0¢-01 ; LTI LD LTI I T T it. 4 =
i.S -
it. 6 =

1.0e02{ - ..

Bit ervor probability (Pb)

®
S
s

?
2

1.0e-05 -
1.0e-06 1
1.0e-07 ' ' v r '
2 25 3 3.5 4 4.5 5
Eb/No (dB)

2826 0 14 0]
41 21 10358 0
Matrice decodage:[aj',,] =192 33 0 44 104
0 0 103 0 61
29 103 0 24 4 |

236



8it error probability

-
o,
&
e
-

—
o
-
AL

1 1 1 1

1.5 2 25 3 35 4 45 5
Eb/No (dB)

s
(=]

L3
=
-

238 308 289 0 240 302
120 0 313232 0 11
339 154 243 0 121 240
228 317 156 0 27 158
0 209 0 363314 0
271 165 363 0 187 272

Matrice de codage : [a; ,] =




Bit error probability
(=1

(]
v

—
b=y

L

L

Matrice de codage : [a; ,] =

3

35 4

Eb/No (dB)

0 98
0 37
1101 697
67 0
0 167
0 93

24 2

273 970 406
198 199 12
77 315 0
177 183 38
0 0 109
306 289 733
512 130 1101

202 224
131 189
527 105
103 1043
1102 18
278 213

0 0|

238



Bit error probability (Pb)

239

1.0e+00 -
CSO’C-SS, /<8 i1 =
i 2 -
it 3
1.0e-01 4 it 4 -
it 5 —
it. 6 —=—
1.0e-02 4
1.0e-03 1
1.0e-04 ;
1.0¢-05
1.0¢-06 4
1.0¢-07 . v v v v
2 25 3 35 15 5 5.5
Eb/No (dB)
(151 s8 65 2263 0 377 386 320
0 87 14 553 650 2179 207 S50S
212340 62 0 260 0 0 0
(@ ]=| 0 2542787 45 210 208 165
. 20
Matrice de codage : 1104 82 104 185 537 497 2311

196 59 158 894
8 0 0 12

11958 68 62 304

0
0
0
0
0

661 367 1413
1478 2659 288

744 1900 925 ]



Bit error probability

T L 3
| ==_J=9.CSO2C-SS, 6 iterations

Matrice de codage : [a; ,] =

0
0
0

0
0

5707 0

3095 183 973
1197 2840 92
0 5529 0

Eb/No (dB)

1082 380 5408 2908
350 187 3387 1434
1606 50 482 203
601 198
438 163
392 3887
1069 2256 609 361
454 128 580 5610
65 0 0

589 966 671
559 581 607 3316
830 447 471 23
0 2896 479 23

0 419 1307 3027
230 379 950 O

145 1666 5707 304
79 638 555 953

226

240

1260 0 0 3338



Probabilité d’ erreur par bit

a—l
o
M

241

. 4........a‘_'f,.'.!0.6,‘.
[tération 6

1 1

1 1. L
- [[— J=10 CSO2C-SS, 6 iterations

i

Nb oo

2.5

3 35
Eb/MNo (dB)

Matrice de codage :

1567 5917 658
10316 1317 656
3160 1305 1533
1642 6999 820
252 0 8826
8285 1320 5533
1416 11352 0

198 0 1195

3551 9830 1714
1694 2128 1825
2878 1634 1689
2115 2927 1713
373 660 419
4892 3085 1908
9974 1009 1059

0 0 12426 0 O 0
3424 798 0 4925 2839 1020 12426 291

2233 410 351

4 45
0 3429 806 1787]
0 994 872 2492
0 962 1500 1685
0 1276 854 4289
1073 4121 0 648
0 2753 801 6252
2550 373 170 2201
0 5297 550 O
119 11559
2725 0 6234 522
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ANNEXE VI : PROBABILITE D’ERREUR DU PROCESSUS DE DECODAGE A

SEUIL ITERATIF EN QUANTIFICATION FERME

Dans cette annexe, on évalue ’équation (3.11) permettant d’obtenir la probabilité
d’erreur du processus de décodage itératif a seuil en quantification ferme. L équation 3.11

a évaluer est donnée par :

J J
Pf,,“) =p Zs.El:)aRfP) e?= 0b(1-y)+P ZS.(H) <7

i+a,

e;= Ly, (VL)

n=1 n=1

ou y, la probabilité de transition du canal y, = P{e:.'= l} = O /Eb/Na). Cette

probabilité de transition du canal y, représente aussi la probabilité qu’une erreur sur le

symbole d’information u; se produise, c’est-a-dire que :

P(ej= 1) = 1-P(e;=0) = y, (VL.2)

La probabilité d’erreur a la premiére itération, (u=1), peut s’écrire comme suit:

J J
Pyl =Pty s, >TVlef= 0t -yp+p Y ida, STV lef= 1y, (V13)

i+a, i+a, i~
n=1 n=1

Afin d’évaluer V1.3, on doit tout d’abord calculer les probabilités suivantes [Massey, €q.
104]:

i 1
el= 0} = 30-(1-21)" = A (VL4)




et

u

e'= 1} = 1750 = P =t (VLS)

i l,n?

(1) _
P{s“,an— 1

(1

La probabilité que la somme des équations de syndrome, s'; @, soit égale a v sachant

I’erreur sur le symbole d’information se calcule en utilisant les équations V1.4 et VL5 et

en construisant une fonction d’énumération. On obtient la fonction d’énumération gg )(z)

J
de la variable aléatoire v = Z s'E:_)a" sachant que le bit d’erreur e:.' = 0 comme suit :
n=1
J
H | (1 (1o 1) 1 (N J
g (2) = l_[(Pg'Zl:-:*—P"L) = 80, 0% +g§)‘)lz +t...tg 2 (V1.6)

n=1

ou z est une variable muette. De la méme maniére, on a que la fonction d’énumération

J
g(ll)(z) de la variable aléatoire v = Z s’f. L)a sachant que le bit d’erreur e;‘ = 1 est
n=l
J
1 i 1 1) 0 1 1) J
87 = TTPie+Pom = gio +8inz + o+ 817 (VL)
n=1
On peut alors calculer les deux probabilités suivantes:
» \
(1) _ —at= . (
PLY 500 = hlei= 01 = g5 ) (VL8)
|n=1
[ s
() o u_ L~ (D)
Pq ZSHa,'hei— 1o =g 4 (VL9)
n=1

A partir de V1.8 et V1.9, on peut facilement déduire les probabilités:



J J
P Z ’Ei-)a >T“) = = Z ldkkgal)(z)|:=0 (VL10)

k!
n=l T
J J dl‘
1 1
PLY 0, <1 Vlef= 11 = =+ 5 8@) 2, (VLI1)
n=1| k=T1"

Le calcul de la probabilité des autres itérations se fait selon le méme principe que pour la
premiére itération mais, en tenant compte que la décision dépend des bits d’erreur

u (1)

ei+a,,— ¢t €iva,-

Ainsi, en utilisant 3.10, on trouve, pour l'itération (u>1) les

relations suivantes :

|( ) l -n.n- I (
P{s,.ﬁan— el= 0} = i(l (-2pp-2PP YT = P (Vi
P{s'f.‘i’a= 1]el= 1} =1-pPM) = P =, (VLI3)
En utilisant les équations VI.12 et VI.13, les deux fonctions d’énumération g(")( z) et
(“)(7) donnent:
J
0 1 J
g0 = [T+ PEn = o +egz + - e)e (VL14)
n=1
J
{ J
et ) = [P+ P = gM0 gt e g (VL15)
n=1

De ces deux fonctions d’énumération, on calcule les deux probabilités suivantes:



J
.(u)
P Z ita,
=
J

(K1)
P Zs“_a"
n=1
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A partir des équations V1.14 a VI.17, on trouve:

J
.(u) Y] L
PLY s> T
n=|
J
{(R1) ) 1
PL Y s, T ey
n=1

= hle*= 0} = g (VL16)
= hle'= 1} = g*) (VLI7)
J
| 4 o
Z E;} (). -, (VL18)
k=T"+1
k'd,
k=T 7

Ainsi, en suivant cette procédure de calcul, la probabilité Pg" ) de I’équation VI.1. se

calcule comme suit:

J

w2

k=T"+1

ldk (n)

E—kgo (

(n) _
Pb -

B

J

0 Z Id* O

u) "'
0 k=T z

(V1.20)
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ANNEXE VII : ALGORITHME DE RETROPROPAGATION DE L’ERREUR

ADAPTE AU DECODAGE A SEUIL ITERATIF

VLA Dérivation de Palgorithme

Dans cette annexe, le développement mathématique menant a I’algorithme de
rétropropagation de I’erreur adaptée au décodage itératif a seuil a sortie pondérée est

2

donné. Il s’agit de minimiser I’erreur quadratique moyenne, EM - {kf‘m-x?} ,

calculée a la derniére itération M, par rapport aux coefficients de pondération aj(.") J=0.

s Jy u= 1, .... M. Pour une longueur de séquence d’information L, oAl s'écrit :
L-1 5
1 z
£ = 2% "0l (VIL1)
i=0

Posons I’erreur instantannée a I’itération M comme étant :
g = \MD_x (VIL2)

(

Ainsi la dérivée de VIL1 par rapport & ay " devient :

E(M) 55(m
Zagm LZJ (M)| - %ZSW) ; (VIL.3)

En faisant appel a la régle delta, on détermine I’incrément associée a af)m :



A
aqiM Ln Z gl (VIL4)

ou 7 est le pas d’adaptation de |’algorithme. Les dérivées de VII.1 par rapport autres

valeurs a(.M)

; ,Jj =0, ...,Jdonnent :

= 1ol (M)
(M) a|5 |
oE (M)
—_ 3 J=0,...J VILS
220D L P Z o7 (VIL3)
J i=0%9
En faisant appel de nouveau i la régle delta, on détermine |’incrément associée a aj(.M) :
A = (M) .
Aa; -1 Zs q;j, =0, J (VIL6)
Pour I'itération précédente la dérivée de EM par rapport a af)M " donne :
(41 Cou Al
oF Z s . Z M (VIL7)
da (M l) L M l) aa(M 1)
i=0 0

Si I'on considére que )\.(M) est une fonction des lf +{k h . k=1, ..., a; provenant de

I’itération précédente (M-1), en utilisant la régle en chaine de la dérivée, VIL.7 devient :

; M (M=)
el Z (M)Zax ALy Vi)
% (M—l) I (M=) 507~ '

:+k

On peut réduire V1.8 en posant ce qui suit :



)
an
sMoD = M L e

itk M-1)’ e
0N ok
a}'(.x\«f)
oﬁ—(M—-l—) 0 lorsque k2 a;—o;, jet!=1,.. ., J. La quantité 8,”‘
akﬁk

I"erreur propagée a I’itération (M-1). Selon VIL.9, la relation VIL.8 s’écrit :

L-1 a (M-1)
oM 23 ~ 5=k
a“‘"” L Z i+k (M )
a9 i=0k=1
BK(M—”
ou la déﬁvee—;#‘T) = y;‘+k de sorte que VII.10 devient :
da
¢
(M) Lot
oE (M-1) u
2D P IDI R
i=0k=1
(M)
De la méme maniére, les dérivées ——— —rn’ =1, ..., J, donnent :
a Il
(M) L-t o
oE (M-1) (M-1) _
G L225,+k I o B
9; i=0k=1
M-D

L application de la régle delta pour a ;

AgM-D)

; suivantes :

L-1 [+ 4

M b _ (M-1) u
aag LZ Zﬁwk Vitk

i=0k=1

(VIL9)

h représente

(VIL10)

(VIL11)

(VIL12)

,j=0, ..., J, donne les valeurs d’accroissement

(VIL13)
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L-1 [+ ¥}

M=-1) _ (M-1) (M-1)
Aa; LZ D 8Lk Wiek NS (VIL14)
i=0k=1

Cette méme procédure peut s’étendre a Pitération (M-2). Par exemple, la dérivée

%danne:
6a
-1 (M) L-1 a (M) a (M-1) ., (M-2)
aE(M) = gz (M)ak ZS(M) J i j i iy k+t
( S M-2) L ;I 1) M-1) ,wm) (M-2)
Oa =0 S0k o190 k99
(VIL.13)
En insérant VII.9 dans , on obtient :
L-1 a; (M [) (4’ 7)
oM Z Zaw—l) oy N skt (VIL16)
3a (M T M- L i+k aaM=-2)5 (M-2) :
i=0k=1 I=1"%i+k+! )
En définissant I’erreur propagée a l’itération (M-2) comme suit :
M-2 oD
8E+1 D = 255'4-; )_—‘(AT:‘Z-)’[=[""’“J (VIL1T)
k=1 i+k+1
ou comme suit :
(M=2) _ o (M- ey
+k =
Sivr = D 8k —areg [ = hen2ey (VIL18)
k=1 alr”‘
61.(M 1))
avec _—’(TML'Z‘) =0,7<ket (f-k)#(a;—a,) pourjetn= 1, ... J, (VIL.16) peut
oA;
i+l

s’écrit de la maniére suivante :
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E(M) -1 -aj al(M 2) L-1 "al
(44 )™ i+t (M-2) u
2a D LZ Sivt D ST 2 v

i=0l=1 Oay i=0/=1
-2
En suivant cette méme procédure mais, en remplacant agM 2) par aj(M 2 N BN A
dans (VH1.19), on obtient :
6E M-2) (M-2)
T ZZ«SH, A o R (VI1.20)
i=0l=1
Encore une fois I’application de la régle delta donne :
-1 2a,
(M 7) (M=-2) u
Ay LZ D 8 Vi (VIL21)
0/=1
-1 2a,
M-2 M-2) (M-2)
Aaj( ) = _"LZ Zsf,,, )w,( R (VI1.22)
0/l=1

De fagon générale, on obtient a I’itération (u) les relations suivantes :

2 () | Yi+p _
= __ == N u=1 ..M (VIL23
g™ LZ Z Oi+1 (M-2) i=1 J * ( )
J i=0 1=0 Wiivi T D
(M—ll-l)ﬂl lax(p‘*’)
. +
ou 8?41-)1 = Z aflik Y Zixk JA=1, 1(M ll)aﬁ[)k p— (1‘/[-[) etou la
)
k=0 67"1”

régle delta donne :



2L-|(M—u)0u I , j=0

w _ 2 w ) Vi ,

Aa; gy D &Y oy (VIL.24)
':0 =0 j,i+1 y - l, .-.,J

VLB L’algorithme de rétropropagation de I’erreur

L’algorithme de rétropropagation de |’erreur s’écrit alors de la fagon suivante :

18" =AM i=o0, ., )

1 J
2. (@) ad™ = 2 M) =0,
L ) _
=90 Wj’ig _, 11 7J
(M) (M) (M)
(b)aj «da +Aaj

3.0=1, .., (M-way >k p=1, .., (M-1):

(M-p-1a, 61(“”)
5" = sHt N itk
i+l Z itk ()
k=0 Ohivy
L-1(M-p)a, u .
, =0
(1) 2 w) [Yi+p J .
4. = s : J=0,..,
(a) Ag; nLZ Z Oi+1 (m) - /=0
i=0 =0 Wj,i+l, _] - ,..-,J

(n) () (»)
®) a;" «a; +Aaj



(88}
W
~

VL.C Evaluation de la dérivée "} /a0,

(u +1)
nécessaire a 1’équation

Dans cette section de I’annexe, on évalue la dérivée
ax

de I’erreur propagée 8?? ; de ’étape 3 de I’algorithme présenté a la section VLB.

La fonction lf’f_ k D sécritde la fagon suivante :

J

(n+l) _ (p+|)u (p+l) (n+l1)
7"1+/¢ a9 Yivk™ a; Viitk (VI1.25)

j=1

( )

s’écrit comme suit :

et selon 3.2, la valeur y; “:+l¢

(w+t) _ () (n+1)
‘vj’i+k = +k+u02k'+k+a -Q, o Ek‘.g.k.;.u -a, (VII.26)
h=j+1

[1 est clair que selon VII.25, on obtient que

(n+1) J J (n+1)
Pivi " _ 8 | (u+n) JB DD za‘“”a‘"*'*"
2@ om0 Ykt LG Vi ()
i+l i+ j=1 j=1 l+[
(VIL27)
aw(u**l)
Les J dérivées i k sobtiennent 4 partir de VI1.26 comme suit :
F7
i+

+k _ " u
(P‘) W) y?*"*a E}‘Hha —a,? 2l1+k+u —a, (VIL.28)
oA AW — oy

i+
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En utilisant la définition de I’opérateur add-min donnée par 2.41, on obtient :

(n+1) J
oy, .

Jitk _ 0 [‘l (u) 1—[ N CRRY

W (P)Lﬂgnyp+k+a[) sign l+k+a-u,) S'g"(ki+k+aj-a’)'
Aivy iy h=j+1

A

{1y I
i

[+ k+a.-a.
i aj uj_

min itk+al
[M Y

" kf}‘:‘-;i)a -a v lft;i)a —GJ J]
/AR AS J
sxgn(w :+k ) si(I-k) = (aj-ah) et l(p <0et l(” minimum
B szgn(\y 4+k ) si(I-k) = (a;-a,) et l(.“) >0 et 7«.(’1)[ minimum
j i+ i
0, autrement

(VIL.29)
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ANNEXE VIII : ALGORITHME «BELIEF PROPAGATION» OU DE PEARL

Dans cette annexe, on décrit briévement I’algorithme «Belief Propagation», BP aussi
connu sous le nom de I’algorithme de Pearl. Cette description est basée sur la référence
[48] de sorte que la notation de cette méme référence est utilisée. Le lecteur pourra donc
consulter les références [48] a [50] et [56] s’il désire obtenir plus détails sur le
fonctionnement et les applications de cet algorithme.

L algorithme BP permet de résoudre le probléme général de I’inférence probabiliste
que I'on retrouve notamment dans les problémes de décodage. Il permet d’évaluer la
probabilité conditionnelle qu’une variable aléatoire (ou dite cachée. dans la terminologie
adoptée en intelligence artificielle) X; = a sachant un vecteur d’observables Y. Plus

précisément, le résultat final obtenu par Iutilisation de 1’ algorithme de Pearl correspond a
la probabilité a posteriori P(X; = a|Y) que I'on dénote par BEL(a) -

BEL(a) = P(X;=a|Y) (VIILY)
La regle de décision qui minimise la probabilité de produire un décision incorrecte est
alors la suivante : si BEL,(a,) > BEL(a), a# a alors X;=a,

L’évaluation de BEL(a) se fait a travers un réseau bayesien. La Figure VIL.1 illustre

deux exemples de réseaux bayesiens. Dans ces exemples, les réseaux bayesiens sont

appropriés pour décrire les codes LDPC et les codes Turbo.
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y Motde code bruité
(visible)

x Mot de code
(caché)

z Syndrome
(doit étre a zéro)

Yo Y, Y, Symboles systématiques bruités

(visibles)
Y}

U, Bits d’information
Figure VII.1 Réseaux bayesiens a) codes LDPC, b) codes Turbo

(cachés)
X, Fragments du mot de code
(cachés)

Fragments du mot de code bruités
(visibles)

(b)

L’algorithme de Pearl est essentiellement basé sur un principe d’échange de
«messages» entre les noeuds du réseau bayesien ou chaque noeud représente une variable.
A chaque noeud, un processeur est associé. Le réseau étant réprésenté par un graphe
dirigé, chaque noeud peut étre un «parent» d’un autre noeud et peut aussi étre 1’«enfant»
d’un autre noeud.

Si U= (U, U, ..., U,) sont les parents de X, alors le processeur du noeud X suppose

connaitre la valeur de la probabilité p(x|u)=p(X =x|U, = up, Uy =y, ..., U, =u).

La Figure VII.2 illustre ce principe.
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Parents de X

u Y Uy

5
%

Vi Y Enfantsde X

Figure VII.2 Section d’un réseau bayesien illustrant le principe de parent/enfant d’un
noeud X

Lorsqu’un processeur est activé, il lit les messages provenant de chacun de ces noeuds

parents et enfants, il met a jour sa valeur BELy(x) en utilisant ces messages requs et il

envoie de nouveaux messages a ces noeuds parents et enfants. Lorsque le réseau bayesien
contient des boucles (sans tenir compte de la direction des chemins dans le graphe),
I’algorithme de Pearl nécessite une procédure itérative. C’est le cas des deux exemples
montrés a la Figure VIL.2. L algorithme de Pearl peut se décrire en 5 étapes :

Phase de réception des messages :

Etape 1. Calculer la probabilité a priori du noeud X par une propagation de

I’information a priori © u, Hu)=°, U,(” ;) provenant du noeud U; :

M
Py(x) = ZPXIU(xM)l—InU"X(ui) = 1 (x)
u

i=1
Etape 2. Calculer la probabilité a posteriori des noeuds observés Y par

rétropropagation de la fonction de vraisemblance lyrr(_t) = P},’ I‘\,(J,rj|x)



allant des noeuds Yj au noeud X :

N
Pyyyiu) = prw(xm)r[xu(x) = y,(u)

j=1
La Figure VII.3a résume ces étapes de I’algorithme.

M
Etape 3. Calculer BEL y(x) : an‘\,(x)nkyr\,(x) = BEL \{x), ou le facteur  est une

j=1
constante de normalisation.

Phase de transmission :

Etape 4. Calculer la valeur propagée :

M

PyuY=yiU;=u) = hy y(u) = Z ¥ (%) l—[ Ty, ¥y

u|U,=u, I=1,1=%i

Etape 5. Calculer les valeurs propagées :

N
Ty, = Pt e ) T OTE) H Ay, (%)

i=1izj

Ces échanges de messages sont résumés a la Figure VII.3b.

U u
‘ ny, ()
Ay Lu)
X x? U
? Ay, (%) ‘ ™y, ¥)
() Y (b)

Figure VII.3 Résumé des échanges de message d’un noeud X vers les noeuds parents et les

noeuds enfants
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L’algorithme utilise aussi des régles d’initialisation qui sont données au tableau VIIIL.1.

Tableau VIII.1: Régles d’initialisation pour I’algorithme de Pearl

uantité au noeud e e s
Q X [nitialisation
lx(x)
7y (x) p(x) *®si X est un noeud source
-=—e--- SiNON
Tx(#) L
BEL \(x) pP(x) si X est un noeud source
sinon
> ]
Ax, U(u)
Ty y(X) p(x) si X est un noeud source
XY,
—eemeee SINON

(*) Une fois initialisée, cette quantité ne change pas au cours de | algorithme.
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ANNEXE IX : DECODAGE DES CODES A FAIBLE DENSITE DE PARITE
Dans cette annexe, on décrit 1’algorithme de décodage des codes a faible densité de
parité. Cet aigorithme qui est aussi décrit dans [46], [50], peut étre considéré comme une
approximation de I’algorithme «belief propagation». Pour plus de facilité, la notation
utilisée dans cette annexe est celle utilisée dans [50}].
Le probléme de ce décodage est de déterminer le vecteur des symboles codés x le plus
probablement transmis tel que le produit Hx = z (mod2) = 0, ou H est est la matrice de

contrdle de parité. Si la valeur binaire transmise pour chaque symbole x,, a I’instant n est

*a (signalisation antipodale) et que la valeur regue est y, (on suppose un canal a bruit

. . 2 . .
blanc gaussien de variance 6™ ), la vraisemblance de x est donnée par :

L(x) = l_[f,: (IX.1)

ol f, , (x,=1) s"obtient par :

fi= ! (1X.2)

y
1+ exp(-za—;)
G

et ou jg =1- ji . Les éléments x,, de x sont les bits et les rangés de H sont les symboles
de controle de la parité z,, (voir Figure VIL.1a). On dénote I’ensemble des bits n qui
participent au symbole de contrdle de la parité m par N(m) = {n/H_, = 1} . De la méme

maniére, on définit I’ensemble des symboles de controles de parité ou le bit n participe
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comme étant M(n)={m/H__=1}. On dénote aussi par N(m)\n, I’ensemble N(m)

excluant le bit n et par M(n)\m I’ensemble M{n) excluant le symbole de contrdle de la

parité m. L’algorithme est constitué de deux parties dans lesquelles les quantités q,,, et 7,,,,

associées a chaque élément non-nul de H sont continuellement mises & jour. La quantité

q; ,, feprésente la probabilité que le bit n du vecteur x prenne la valeur x (0 ou 1) sachant

I’information obtenue via I’ensemble des symboles de contréle de la parité excluant le

symbole m. La quantité r;n représente la probabilité que le symbole de controle m soit

satisfait (égal a zéro) si le bit 7 du vecteur x est considéré fixe a la valeur x et que les autres

bits ont une distribution séparable donnée par {q,,,,/n' € N(m)\n} .
Initialisation : g0 = /> etg) =/

Etape «Horizontale» : On définit 8q = qg' n—9 ,l" »- Pour chaque m et n calculer:

mn= [ 39mn (IX.3)
n e N(m)\n
0o _ 1 o1
Tin = -2»(1 +&r,,)etr, = i(l-—ﬁr”m) (IX.4)

Ktape «Verticale» : Pour chaque m et n et pour x = 0 et 1, calculer :

qfvm = 0'mnfr'a l r fn’n (IX.5)

me M(n)\m
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N . . 0 1 .
ou Qa,, est choisi de sorte que q,,+q,, = 1. On calcule aussi les valeurs des

probabilités «pseudopostériori» qg et ¢, comme suit :

dn=ay [ ron IX.6)

me M(n)

. . . 0, 1 _
ou a, est choisi pourque ¢, +¢q, = 1.

Décision : Si g, > 0.5 alors &, = 1 sinon £, = 0. Si H&(mod2) = 0 alors la

procédure de décodage est terminée sinon, retour a |’étape «Horizontale».
Le décodage est déclaré «sans succeés» si un maximum d’itérations est

atteint (normalement ce nombre est fixé a 100).





