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RESUME

Dans ce mémoire, on introduit le probléme de supervision des séquences infinies
générées par les systémes a événements discrets partiellement observés et nous don-
nons une procédure pour la résolution de ce probléme, dans le cas ol le procédé
et les spécifications sont représentés par des automates finis sur mots infinis et le
masque d’observation par un automate fini de Moore. L'idée principale de notre
construction est de ramener ce probléme A celui de la supervision sous observa-
tions complétes, pour lequel on peut appliquer des résultats qui existent déja. Ceci
constitue une extension de travaux antérieurs puisque, d'une part, nous nous intéres-
sons & la supervision et, aussi, parce que nous utilisons un masque d'observation plus
général. Nous montrons également dans ce mémoire que le méme probléme, posé
dans un contexte de supervision décentralisé devient non-décidable méme si nous

nous intéressons uniquement a la supervision des mots finis.



ABSTRACT

In this report, we introduce an infinite-siring supervisory control problem for
partially-observed discrete event systems. We also give a procedure for the effective
resolution of this problem, for the case where the plant and specification langage are
represented by finite w-automata (automata on infinite strings), and the observation
mask by a finite Moore automaton. The main idea of our procedure is the reduction
of the problem to the case of complete observations, for which we can adapt some
results from automata theory. This extends earlier control-theoretic results by tak-
ing account of infinite strings and also by introducing a more general observation
mechanism. We also show that a natural extension to decentralized control is unde-
cidable, even if the plant, the specification langnages and the masks are represented

by finite automata. The undecidability result carries over to the finite-string case.
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INTRODUCTION

La théorie des systémes & événement discrets est une théorie assez récente (elle a
été introduite dans les années 80) qui a été fondée par P. J. Ramadge et W. M. Won-
ham ™8] et enrichie par les travaux d’autres chercheurs [FW88b, GRa8b, 2ho82, TWS4a, TWS4b]
Dans le cadre de cette théorie, le terme Systéme & Evénements Discrets (SED)
désigne un systéme dynamique qui interagit avec son environnement externe au
moyen d'un ensemble d’événements qui se produisent de fagon asynchrone dans le
temps, et des concepts liés 4 la commande d’un tel systéme sont étudiés d'un point de
vue qualitatif (commandabilité, observabilité, commande décentralisée, commande
hiérarchique, etc.).

Depuis son apparition, cette théorie a suscité un intérét grandissant puisqu’elle a
pu étre appliquée & des domaines trés variés (ateliers de fabrications, réseaux de
communication, etc.) ol il s’agissait de résoudre des problémes trés complexes de
commande et de coordination.

Dans le cadre de ce mémoire, nous nous intéréssons a la supervision sous observations
partielles, qui correspond au cas ou le superviseur ne dispose pas d'une information
compléte concernant la dynamique du SED qu'il supervise. En effet il arrive que le
superviseur soit incapable de distinguer entre deux événements, ou méme qu'il soit
incapable de détecter I'occurrence de certains événements, parce que ces derniers
correspondent 4 des informations qui ne sont pas prises en compte dans la fonction

de sortie du systéme. Par exemple si le générateur modélise une usine chimique, il
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se peut que I'événement "la température du réservoir z a atteint un seuil critique”
ne soit pas observé par le superviseur, parce que I'appareil de mesure correspondant
a ce réservoir est tombé en panne ou n’existe pas. Cet exemple met en évidence les
enjeux économiques de ce probléme, en effet un superviseur qui serait capable de
contrdler une telle usine permettrait des é&conomies importantes puisqu’on ne serait
pas obligé de mettre des appareils de mesure pour tous les réservoirs.

Le probléme d’observations partielles se pose aussi dans un contexte de supervi-
sion répartie. Dans un tel schéma de commande, la tiche globale du procédé est
décomposée en sous-tiches et il s’agit de concevoir un superviseur pour chaque
sous-systéme. Evidemment chaque superviseur aura une vision locale du générateur
global (il se peut méme que ces superviseurs soient physiquement distants 1'un de
I'autre).

Evoquons finalement le cas de la supervision hiérarchique®™®, qui peut lui aussi
poser le probléme des observations partielles. Dans ce contexte il s'agit de trans-
poser un probléme de bas niveau (qui correspond au systéme réel), 4 un niveau
d’abstraction plus élévé; on parle dans ce cas de modéle de haut niveau et il s’agit
de résoudre le probléme & ce niveau li. Bien entendu, une fois qu'un superviseur
de haut niveau a été synthétisé, il faut en déduire un superviseur bas niveau pour
le systéme réel. Il est évident qu'il y’a des événements de bas niveau qui ne seront
pas (complétement ou partiellement) observés par le superviseur de haut niveau,

puisqu’en faisant le passage d’un modéle d’implémentation & un modéle abstrait, il



¥ a des détails bas niveau qui ne seront pas pris en compte an haut nivean.

Vau donc I'importance du prabléme des observations partielles, beaucoup de travaux
ont tenté de résondre ce probléme. La principale difficulté est qu'une solution op-
timale au probléme n’existe pas. Pour contourner cette difficulté, on s'est contenté
de chercher une solution sous-optimale. La principale limitation de ces travaux est
la structure simpliste du mécanisme d’observation et, surtout, le fait que la plupart
d’entre eux ne s’intéressent qu’aux séquences finies générées par un SED. Parmi ces
travaux on peut citer ceux de Lin et Wonham W8l ainsi que ceux de Cieslak,
Desclaux, Fawaz et Varaiya [CPFVE8],

Dans "Wl |'alphabet est partionné en symboles observables et symboles non-
observables, le mécanisme d’observation est simplement la projection naturelle des
mots finis définis sur I'alphabet global sur les mots finis définis sur I’alphabet des
événements observables. Les séquences finies générées en boucle fermée sous la
supervision d’un superviseur non-bloquant forment un langage observable, fermé
et commandable. L’observabilité n’étant pas conservée sous réunion arbitraire, il
n'existe donc pas une solution optimale au probléme posé, qui correspond au su-
perviseur non-bloquant le plus permissif qui permet de répondre & une spécification
donnée. Il faut donc se contenter de chercher une solution sous-optimale qui corre-
spond au plus grand sous-langage normal, fermé et commandable de I'intersection
entre le langage de spécification et le langage généré par le SED. Dans {CDOFVE8l g

structure du mécanisme d’observation a été enrichie en introduisant un nouvel al-



4 .
phabet qui correspond & ce que le superviseur peut observer, ceci pour tenir compte
du cas ol un événement peut étre observé partiellement. La solution du probléme
de supervision que les auteurs ont considéré a été caractérisée comme étant un
sous-langage de I'intersection entre le langage de spécification et le langage généré
par le SED, qui soit invariant et controllable (ce qui correspond aux propriétés
d’observabilité, de fermeture et de commandabilité de [LW88b}),

L'originalité de notre travail est que, d’une part, nous nous intéressons 4 la supervi-
sion sous observations partielles des séquences infinies générées par un SED, ce qui
constitue une généralisation des travaux de Thistle et Wonham{TW34&TWHb] qyj ont
introduit une extension de la théorie 4 un contexte de mots infinis. Leurs travaux
permettent la synthése d’un superviseur A observations totales qui, au moyen d’une
famille d’entrées de commande et en se basant sur ce que le SED a déja généré, limite
les actions que le SED peut faire 4 la prochaine étape de telle fagon qu'ultimement
les séquences infinies d’événements générées par le systéme en boucle fermée soient
contenues dans les w-langages de spécifications. L'intérét d'utiliser les w-langages
pour modéliser les SEDs réside principalement dans le fait qu'ils offrent un mo-
déle plus riche et qu'ils permettent d’analyser des propriétés de bon fonctionnement
telle que la vivacité. Nous allons introduire un nouveau probléme qui constitue
une généralisation du probléme introduit par Thistle e¢ Wonham (qu’ils ont appelé
SCP¥) au cas des observations partielles et nous allons donner une procédure qui

permet de résoudre ce probléme. Notre approche de résolution se base sur I'idée



d’effectuer des étapes d’abstractions successives qui vont permettre de ramener le
probléme de départ 4 une variante du SCP¥, et il suffit dans ce cas d’adapter la
procédure de synthése de Thistle et Wonham.

D’autre part notre travail constitne une extension de ce qui a été déja fait pour la
supervision des mots finis sous observations partielles, parce que nous allons intro-
duire un nouveau mécanisme d’observation qui a la particularité d’étre doté d’une
"mémoire", dans le sens ol I'observation d’un événement dépend de I’historique des
événements générés avant lui.

Dans la derniére partie de notre mémoire, nous allons nous intéresser a la supervi-
sion répartie. Nous allons introduire un probléme classique de supervision répartie
et nous allons montrer que la question d’existence d’une solution 3 ce probléme est
non-décidable, en s’inspirant de travaux similaires concernant les machines alter-
nantes, 4 joueurs multiples, information incompléte et espace borné!"®™! ainsi que
la synthése répartie des systémes réactifs/’l. Ce résultat s'applique aussi bien 2 la
supervision des mots infinis que celle des mots finis, probléme qui a été déja traité
dans la littératurelCDFV88,LW8a, RWS2]

Dans le prochain chapitre nous allons faire un survol de la théorie de Ramadge et
Wonham et nous allons donner quelques résultats concernant la supervisions sous
observations partielles et la supervision répartie. Le chapitre 2 sera consacré a
I'extension de la théorie au cas des mots infinis; les résultats présentés sont prin-

cipalement ceux de Thistle e¢ Wonham. Dans le chapitre 3 nous allons définir le
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probléme anquel on s’intérésse et donner les conditions d’existence d’une solution.
Au chapitre 4, nous enrichissons la structure de notre SED pour tirer profit de toute
P'information disponible, ce qui donne une nouvelle structure de SED, appelée SED
contrélé. Nous allons, entre autres, montrer que la supervision d'un SED est équiva-
lente & celle du SED contrélé qui lui est associé. Le chapitre 5 donne notre approche
de résolution qui permet de synthétiser un superviseur pour le SED contralé et a
partir duquel on peut déduire un superviseur pour le SED de départ. Finalement,
dans le chapitre 6, nous donnons une extension du probléme de supervision introduit
dans le chapitre 3 au cas de la supervision répartie et nous montrons que ce nouveau
probléme est non-décidable. Nous terminons le mémoire avec une conclusion dans

laquelle nous donnons des extensions possibles de nos résultats.



CHAPITRE 1

SYSTEMES A EVENEMENTS DISCRETS : DEFINITIONS ET

NOTIONS DE BASE

1.1 Introduction

Un systéme & événements discrets est un systéme caractérisé par un ensemble
d’états et un ensemble d’événements qui se produisent 3 des instants discrets. Ces
événements font passer le systéme d’un état A I'état suivant. Ils correpondent soit 4
des actions que le procédé effectue, soit & des interactions entre le procédé et son en-
vironnement externe. Généralement on représente un tel systéme avec un automate
fini sur mots finis, ol les états de I'automate correspondent aux états de I'automate
correspondent aux états du systéme et 1’alphabet A I'ensemble des événements. La
dynamique du systéme étant décrite par la structure de transition de I'automate.
Les mots acceptés par cet automate représentent les séquences d’actions qui cor-
respondent 4 un bon fonctionnement du systéme. Le probléme typique qu'on se
propose de résoudre dans le cadre de la théorie des SEDs est de trouver un super-
viseur pour un SED donné qui, en empéchant & chaque étape de fonctionnement
le systéme d'effectuer certaines actions, fait en sorte que les mots générés par le
systéme en boucle fermée soient contenus dans un langage de spécification. En fait,

un superviseur dans ce cas n’est antre qu'une fonction partielle qui 4 chaque état



de 'automate associe un ensemble d’actions que le procédé est autorisé a faire a ce
niveau, c’est pour cette raison qu’on parle de superviseur par retour d’état.

Dans ce chapitre nous présentons la théorie des systémes & événements discrets
telle qu'introduite par P. J. Ramadge et W. M. Wonham. Nous commengons par
quelques notions de base sur la théorie des automates et des langages formels qui
serviront comme modéle logique des SEDs. La théorie introduite par Ramadge et
Wonham est présentée a la section 1.3. Le cas particulier des SEDs partiellement
observés est présenté a la section 1.4. L’autre probléme auquel on s’intérésse dans ce
mémoire, qui est celui de la supervision répartie, est introduit dans ’avant-derniére

section. Nous terminons le chapitre par une petite conclusion.

1.2 La théorie des automates et des langages formels

1.2.1 Langages finis
Définition 1.1 Un alphabet est un ensemble fini et non vide de symboles.

Définition 1.2 L’ensemble de toutes les séquences finies d’éléments d’un alphabet
L est désigné par LT.
Soit m = 0103...04, 1 2 1, 0t 0; € L, pour 0 < i < k, une telle séquence. On dit

alors que m est un mot sur l'alphabet Z; la longueur |m| du mot m est n.

Définition 1.3 Soit u = 0y...0, €t v = 0}...0, deuz éléments de £*. La concaté-
nation de u et v est le mot

UY = 01...0001...00,
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Remarque 1.1 L’élément neutre pour ['opération de concaténation est le mot vide
1}_';.'

mlg=1lgm=m,¥meLt

Notation 1.1 On désigne par I* la réunion £+ U {1g}.

Définition 1.4 Soit ¥ un alphabet et u et v deuz mots définis sur L. On dit que v

est un facteur de u s’il existe uy,us € X* tels que

U = U)vuU2

Siu, = 1y (resp. u2 = lg), alors v est un préfixe (resp. suffixe) de u. Siv # 1y et

v # u, alors v est un facteur propre de u.

Définition 1.5 Soit £ un alphabet et L un sous-ensemble de £*. Alors on dit que

L est un langage défini sur L.

Remarque 1.2 A partir de 'opération de concaténation des mots, il est possible

de définir une opération similaire pour les langages :

LiLy:={weX:uel&ve Ly} avec [, L CE*

Définition 1.6 L %étoile, L*, de L C X* est définie par

rr=yr

n>0
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ot

Lo = {12}

et

L' := [FL, pour touti> 0.

Définition 1.7 L '%toile propre, L*, de L C E* est définie par

Lr=yr

n>0

1.2.2 Automates finis sur mots finis

On modélise le comportement d’'un SED par un langage formel sur un certain
alphabet (celui des événements) et on utilise les automates finis en tant que représen-

tation finie de ces langages formels sous forme de machines & états.

Définition 1.8 Un automate fini est un quintuplet

A = (2, X, 6, To, T)
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x est un alphabet fini
X est un ensemble fini d’états
§:Z x X — 2% est une fonction partielle de transition
g€ X est ’état initial, et
TCX est un ensemble d’états terminaux .
Notation 1.2 Pour tout 0 € I, z € X, d(a,z)! veut dire que § est définie pour

Uélément (0, z).
Définition 1.9 Si (Vo € £) (Vz € X)[|0(0,z)| < 1], alors A est dit déterministe.
Dans ce cas, § devient une fonction (partielle):

0:ExX-—>X

Remarque 1.3 On étend 6 : & x X — 2X i une fonction

d: T*xX — 2X
(lg,z) +— {z}

(sa,z) — |J d(o,2)
z'€d(s,z)
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Si A est déterministe, on peut écrire :

§: T*xX — X
(1g,z) +— =z

(so,2) > & (a,5(s,x))

Définition 1.10 Le langage reconnu (ou accepté) par A est
L(A) = {m €L : §(m,z)NT #0}

Remarque 1.4 L (A) est I’ensemble des mots qui ménent (par un chemin quel-

conque) dezg 4 T.

Remarque 1.5 §i A est déterministe, alors
L(A) = {m e x*: §(m,z,) € T}

Définition 1.11 Soit A = (X, X, 6,2y, T) un automate fini. Le composant accessi-

ble de A est

Ac (A) = (21 Xacy aac’ do, Tuc)
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ot

Xee = {z€X:(Omel)[re€ d(m,zy)]};
dac : Laresirictionded ¢ ¥ x X, et

Toe = TNX,.

Notons qu'on a L (A) = L (A (A)).

Définition 1.12 A est dit accessible si

A=A (A).

A est dit co-accessible st

(Ym € I*) [8(m, zo)! = (Im' € £*) [§(mm/,zo) N T # 0]

Définition 1.13 Le produit de deuz automates finis A; = (L, X, §;, 2o,, T3), 1=1,2,

est l'automate fini

Al X A‘Z = (E:Xl X X2|61 X 691 (301:302)2111 X T2)

ot

Sy xd: Lx(X;xX;) — 25xXe

(0,(z1,72)) +— {(21,2)) € Xi x Xa: 7| €di(0,71) & 7, € &a(0, T2) }
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et on a L(A; x A3) = L(A)NL(Ay).

1.3 La théorie Ramadge-Wonham

1.3.1 Définition d’un SED

Définition 1.14 W% [n Systéme 4 événements discrets est un systéme dynamigue
défini par un ensemble fini d’états et caractérisé par une trajectoire dans l'espace
d’état constante par morceauz. Les changement d’états, qui se produisent de fagon
asynchrone dans le temps, sont appelés événements. Ils sont étiquetés avec les sym-
boles d’un certain alphabet (1'étiquetie reflétant le phénoméne physique qui a provo-

qué le changement d’état).

Dans le cadre de cette théorie, on considére un modéle logique de SED, c’est-a-
dire qu'on ne modélise pas le temps et qu’on s’intérésse uniquement & I'ordre selon
lequel les événements ont eu lien. On modélise donc un SED par un ensemble de
mots sur 'alphabet des événements, qui correspondent aux séquences d’événements
que le procédé peut générer. On le représente sous forme de générateur de langages

formels :

G= (E! Qa 6! Qo, Qb)

ou:
I est un alphabet (représentant les événements).

. Q est un ensemble d’états (peut-&tre infini).
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0 : X x @ — Q est une fonction de transition (généralement partielle).
qo € @ est I'état initial; et

@b C Q est 'ensemble des états buts.

Remarque 1.6 Dans tout le cadre de ce mémoire, on s'intéresse au cas ot Q est

fini.

Comme dans le cas des automates, §(c, g)! signifie que &(0, ¢) est définie et on

étend 4 : ¥ x Q — Q en une fonction :

0: ¥*xQ — Q
(181‘1) — q

(ko,q) > d(0,d(k,q))

Le générateur est donc une machine qui démarre i I'état intial et génére des
séquences d’événements en exécutant les transitions qui sont définies par sa fonction
de transition. Ce générateur joue le role du procédé a superviser (cela peut étre une

chaine de fabrication, une voiture automatisée,...etc.).

Définition 1.15 Le langage engendré par G est :

L(G) ;= {m € £* : §(m, g9)!}
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Le langage achevé de G est:

Ly(G) :== {m € X’ : §(m, q) € Qs}

Les mots de L(G) correspondent & toutes les séquences possibles d’événements
que le SED modélisé par G peut générer, alors que ceux de L,(G) représentent les
séquences d’événements qui correspondent & des taches complétées (c.-a.-d. celles

qui correspondent a un bon fonctionnement du procédé¢).
Définition 1.16 Pour tout langage L C £*, L désigne l'ensemble des préfizes de
tous les mots de L, soit:

L={meX:IneX" mnel}.

On l'appelle la fermeture de L.

Définition 1.17 Soient L, K C X* alors:
1. Si L =L, alors L est dit fermé.

2. SiL=LNK, alors L est dit fermé par rapport d K.
Remarque 1.7 L(G) est fermé par définition.

Définition 1.18 On dit qu’un SED G est non bloquant si L(G) = Ly(G).
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De fagon informelle, cette définition veut dire que tout mot engendré par G peut
étre étendu de fagon 4 devenir un mot achevé de G. Ceci correpond & une propriété

de non-blocage dans le sens ol le systéme modélisé par G est capable de mener a

bien toute action qu'’il commence.

1.3.2 Le produit synchrone

Soient L, C Xi et Ly C I3, avec X =X U X,

On définit les projections naturelles suivantes, pour i = 1,2 :

P: ©* — X
lg — 1y,
ko »— Pi(k)o siceL;
ko — Pik) sic¢l;

L'effet de P; sur un mot s est tout simplement d’effacer tous les symboles qui

n’appartiennent pas & ¥;.

Définition 1.19 Le produit synchrone de L, et L, est défini par :

Ll"L2 = Pl-lLl N P{lLQ

ou

P'Li={s € X" : P(s) € Li}
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Lorsqu'il s'agit d’un systéme complexe, pour ne pas avoir & traiter un généra-
teur dont la taille est excéssivement grande, on décompose un tel systéme en sous-
systémes modélisés chacun par un générateur local ayant une taille raisonnable. Ces
sous-systémes fonctionnent de maniére concurentielle afin de réaliser la tache globale
du systéme. Ainsi, le langage engendré par le générateur global n’est autre que le

produit synchrone des différents langages générés par les générateurs locaux.

1.3.3 Théorie de supervision

Pour introduire un mécanisme de commande, on suppose qu'il existe des événe-
ments qui peuvent étre empéchés par un mécanisme de controle externe. On est
capable ainsi de contréler I'évolution du systéme en I'empéchant d’atteindre des
états non désirables et en lui interdisant aux moments opportuns de générer les
événements qui lui permettraient d’atteindre ces états.

Supposons donc que I'alphabet ¥ (ou I'ensemble des événements) est divisé en deux

parties disjointes :

e I : I'ensemble des événements commandables (qui peuvent étre empéchés a

tout moment par un superviseur), et

e ¥, : I'ensemble des événements non commandables (par exemple une machine
qui tombe en panne dans un atelier de fabrication, ou un client qui arrive dans

une file d’attente,...).

Définition 1.20 So0it G = (T, Q, 6, go, @) un générateur, on X = £, UX,.. L'ensemble
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des entrées de commande est donné par :
C={lCZ:I'2%L,}

La commande d’un SED consiste & observer I'évolution du systéme, et 4 choisir
a chaque étape une entrée de commande qui permet de restreindre I’ensemble des
événements que le générateur peut générer i cette étape (c.-d.-d. I'ensemble des
actions que le procédé, modélisé par le SED, peut éffectuer a cet instant) afin que les
séquences d’événements générées ainsi respectent certaines conditions correpondant
3 un bon fonctionnement du systéme. Le choix d’une entrée de commande pour
une étape donnée, est basé sur I'observation du préfixe qui a été généré jusqu’a cet
instant. On parle dans ce cas de supervision d'un SED. Le probléme qui se pose
donc, étant donné un procédé modélisé par un SED, est celui de synthétiser un
superviseur qui fait en sorte que le systéme en boucle fermée respecte les régles de
bon fonctionnement et qui sont fournies comme spécifications. Typiquement, on

souhaiterait que ce superviseur soit le plus permissif possible.

Définition 1.21 Un superviseur pour G est une fonction définie comme suit :
V:L{G) —C

Notation 1.3 On dénote le systéme en boucle fermée par V/G.

Définition 1.22 Le langage engendré par G sous la supervision de V, qu’on note
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L(V/G), est défini comme suit :
(i) 1z € L(V/G)

(i) Vk e &\ Yo € X :
(k € L(V/G) et o € V(3) et ko € L(G)) <= (ko € L(V/G))

Définition 1.23 Le langage achevé par G sous la supervision de V, L,(V/G), est
défini par:

Ly(V/G) := L(V/G) N Ly(G)

Remarque 1.8 Ly(V/G) est U'ensemble des mots de Ly(G) qui survivent a la su-

pervision de V.

Définition 1.24 On dit qu’un superviseur V pour un SED G est complet si L(V/G) C

dom(V).

Définition 1.25 Soit G un SED. On dit qu’un superviseur V est non-bloquant pour
G si et seulement si:

L(V/G) = Ly(V/G)

Comme nous 1'avons déja mentionné, I'objectif d'un superviseur est de faire en
sorte que le comportement du systéme en boucle fermée respecte les contraintes
. imposées par les spécifications. Typiquement ces spécifications sont données sous

forme de langages sur P’alphabet des événements qui représentent le comportement
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en boucle fermée souhaité. La question qui se pose donc en définissant de telles
spécifications, est de savoir s'il est possible de trouver un superviseur qui soit capable
de forcer le procédé 3 générer uniquement des mots contenus dans le langage de
spécification. En d’autres termes, étant donné un SED G dont le comportement (en
boucle ouverte) est défini par L, est-il possible de trouver un superviseur tel que le
comportement du systéme en boucle fermée soit K C L ? Pour répondre & cette

question, on utilise la propriété de commandabilité :

Définition 1.26 Soit G = (L, Q, 4, g, Qs) un générateur et soit K C L* un lan-

gage. Le langage K est dit commandable par rapport ¢ G si et seulement si

KZ.NL(G)CK

ot X, désigne l’ensemble des événements non commandables.

De fagon informelle, K est dit commandable par rapport & G si 'appartenance &
la fermeture de K est invariante sous la génération d’événements non commandables.
En effet, comme ces événements ne peuvent pas étre empéchés, alors pour tout
bout de chemin qui a été généré & 'intérieur de K (c-d-d un élément de K), si un
événement non commandable est physiquement possible, alors son occurrence ne
doit pas nous faire sortir de K. Concernant la question qui a été évoquée plus haut,

les fondateurs de cette théorie ont prouvé les résultats suivants (FV8I:

Théoréme 1.1 Soit G = (X,Q,0,q,Qs) un générateur et soit K C Ly(G) un
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ensemble non vide. Alors il eziste un superviseur V non bloguant pour G tel que
Ly(V/G) = K si et seulement si:

e K est commandable par rapport 4 G, et

o K est fermé par rapport & Ly(G).

Corollaire 1.1 Soit G = (X,Q,0,90,Qs) un générateur et soit K C Ly(G) un
ensemble non vide et fermé. Alors il eziste un superviseur V pour G tel que

L(V/G) = K si et seulement si K est commandable par rapport & G.

1.3.4 Le plus grand sous-langage commandable

Lorsqu’on essaye de synthétiser un superviseur pour un SED tel que le systéme en
boucle fermée se comporte conformément 2 la spécification, on cherche typiquement
a avoir le superviseur le plus permissif possible. Techniquement, étant donné un
générateur G et une spécification E C Ly(G), ceci revient a calculer le plus grand
sous-langage de F N Ly(G) commandable par rapport & G et fermé par rapport a

Ly(G). Ramadge et Whonham ont montré que cette solution existe toujours.

Définition 1.27 Soit G = (X, Q, 6,0, Qs) un générateur avec L = I, U, et soit

E C X*. Définissons la classe de langages :

C(E)={ K CE : K est commandable par rapport 4 G }.

La structure de cette famille de langages est caractérisée par le résultat suivant:
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Proposition 1.1 (C({E),C) est un ensemble ordonné, non vide et fermé sous réu-

nions arbitraires. En particulier, (C(E),C) contient sa propre borne supérieure,

notée sup C(E).

Définition 1.28 Soit E,L C *. Alors E est dit L—fermé si

ENLCE

Proposition 1.2 Soit E C £* L,(G)-fermé. Alors supC (E N Ly(G)) est fermé

par rapport & Ly(G).

D’aprés la proposition 1.1, il est clair que méme si le langage de spécification
lui méme n’est pas commandable, il est possible de s’approcher (dans le sens de
I'inclusion) de ce langage, en considérant le plus grand sous-langage commandable
de ce langage. Comme il a été prouvé que cette approximation commandable est
aussi fermée par rapport 4 Ly(G) (d’aprés la proposition 1.2), on peut la considérer
comme étant la solution optimale dans le sens ou elle correspond au superviseur le

plus permissif possible.

1.4 Observations partielles

Jusqu’a maintenant, il été toujours supposé que le superviseur est capable d'observer
tous les événements générés par le SED qu'il supervise. Malheureusement dans nom-

bre de cas réels, ceci n'est pas toujours vérifié. Dans cette section nous allons faire
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un survol de ce qui a été déja fait concernant le probléme de supervision sous obser-
vations partielles, notamment les travaux de Lin et Wonham W&l ainsj que ceux

de Cieslak, Desclaux, Fawaz et Varaiya [CPFVE8],

1.4.1 Supervision avec observations partielles

Pour modéliser un SED partiellement observable on introduit un nouvel alphabet

¥, qui correspond aux événements qui sont observables par le superviseur.

Définition 1.29 Soit V : L(G) — C un superviseur pour G, et P: X* — L} la
projection naturelle qui éfface les événements non observables. Dénotons par

P 1t L(G) la restriction de P & L(G). Alors V est dit un superviseur sous observa-
tions partielles si:

ker (P 1 L(G)) C kerV

1.4.2 Langages observables

Afin de caractériser les langages sur ¥ qui correspondent & un comportement en
boucle fermée de G sous la supervision d’un superviseur avec observations partielles,

il est utile d’introduire les ensembles suivants:

Définition 1.30 Soit K C X*, pour chaque mot m € £°, on définit:

{aez:maef(} ,mekK
Ax(m)=

0 , autrement
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NAg(m) = {aeﬁ:maeL(G) K’} ,meK

0 , autrement

L’ensemble Ax(m) est l'ensemble des événements admissibles (qui sont les événe-
ments qui permettent de rester dans K). Alors que l'ensemble N Aks est I’ensemble

des événements non admissibles (c.-3.-d. ceuz qui nous font sortir de K ).
11 est nécessaire aussi d'introduire la relation binaire suivante:

Déflnition 1.31 Soit G un générateur et K C X*. La relation binagire de K-

compatibilité, notée compy, est définie sur X.° comme suit: {m, m') € compy ssi
(i) Ag(m)N NAg(m') =0 = Ag(m') N NAg(m)
(ii) meKNL(@)&m e KNL(G)=> (me K &m' € K)
Définition 1.32 Soit P : £* — I} la projection naturelle. Alors un langage K C
L* est observable par rapport i (G, P), si

kerP C compk

(c.-d.-d. (Ym,m' € £*) P(m) = P(m') = (m,m') € compk)
On a alors le résultat fondamental suivant:

Théoréme 1.2 Soit K C Ly(G) non vide. Alors il existe un superviseur sous

observations partielles non bloquant V' pour G tel que Ly(V/G) = K ssi
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(i) K est commandable par rapport i G;
(ii) K est observable par rapport & (G, P); et
(iii ) K est fermé par rapport & Ly(G)

Carollaire 1.2 Soit K C L(G) non vide. Alors il eziste un superviseur sous obser-

vations partielles non bloguant V pour G tel que L(V/G) = K ssi
(i) K est commandable par rapport i G;
(4 ) K est observable par rapport é (G, P); et
(iii )} K est fermé.

L’ensemble des langage observables par rapport & (G, P) n'est pas fermé sous
réunion. Donc une solution optimale au probléme n’existe pas (c.-a.-d. un plus grand
sous-langage commandable, observable et fermé). Il faut donc se contenter d'une

solution sous-optimale qui est le plus grand sous-langage commandable, normal et
fermé.
1.4.3 Langages normaux

Remarque 1.9 Soit P : X* — X} la projection naturelle définie dans la section

précédente. On étend P comme suit:

P: 2 o5 2%

M — {P(m):me M}



27

Définition 1.33 Soit N C M C I°, on dit que N est (M, P)—normal si

N=MnP(P(N)

ot

p-t: 2% 4 2F
L —» {meZX:P(m)el}
Cette propriété de normalité par rapport a4 (M, P) signifie que pour vérifier si
un mot ! de M appartient & N ou non, il suffit de vérifier que la projection de !

appartient & P(N).

Proposition 1.3 Soit K C L(G) fermé (ou K C Ly(G) fermé par rapport a

Ly(G)). Si K est (L(G), P)-normal, alors K est (G, P)-observable.

Notation 1.4 Soit E,M C X*. Alors

N(E,M)={K C E: K est (M, P) ~ normal}

Cet ensemble présente des propriétés algébriques intéressantes comme le montre
la proposition suivante:

Proposition 1.4 N(E, M) est fermé sous intersections et réunions arbiiraires.

On introduit aussi ’ensemble suivant :
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Notation 1.5 Soit E,M C E*. Alors
N(E,M)= {K CE:K est(M,P) —normal}

Proposition 1.5 Soit E C M. Alors N(E, M) est fermé sous réunions arbitraires.

Notation 1.6 Définissons pour tout langage E C X* la classe de langages
Fy(E) :={K C E: K est fermé par rapport & L,(G)} .
Et désignons par F,CN(E) Vintersection
F(EYNC(E)N N(E, L(G))
Proposition 1.6 F,CN(E) est fermé sous réunions arbitraires. On a alors
sup RCN(E,L(G)) C E

Ceci veut dire que si on remplace la condition d’observabilité par rapport a (G, P)
par la condition plus exigente de (L(G), P)-normalité, alors il existe un superviseur
"le moins restrictif possible" ce qui donne lien au langage achevé en boucle fermée

sup F,CN(E).
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Générateur Global

Figure 1.1: Supervision répartie

1.5 Supervision répartie

Une architecture de supervision répartie est caractérisée par la présence de
plusieurs superviseurs possédant chacun une vision locale du générateur (voir figure
1.1). Ces superviseurs peuvent méme &tre physiquement distants I'un de 'autre.
Dans une telle configuration, la tache globale du systéme est décomposée en sous-
taches et chaque module de supervision (c.-3.-d. chaque superviseur local) s’occupe
du bon déroulement d’une sous-tache. L’avantage de la supervision répartie est
de faciliter la résolution du probléme global en le décomposant en sous-problémes
moins complexes, et d'éviter par la méme occasion I’explosion combinatoire induite
par la synthése monolithique. Néanmoins ceci peut poser un probléme de conflit

et de synchronisation entre les superviseurs locaux. Un autre probléme posé par la



supervision répartie est la question d’optimalité.

1.5.1 Superviseur réparti

On suppose qu’on se donne une famille de sous-alphabets locauz, non vides et pas
nécessairement disjoints deux 4 deux {X; C L, i € I'}. Soit P, i € I les projections

naturelles asssociées & ces sous-alphabets:

P: ¥ o &
o ,sic€l;

lg, ,sio ¢ X,

Le comportement local du systéme tel que observé par le superviseur V; est
F;(L(G))-
Dénotons par £ = L. NE; et Ly = T, N E; respectivement les événements locaux

commandables et non commandables par V;.

Définition 1.34 Un superviseur local V; correspondant a l’alphabet Z; est une fonc-

tion :

Vi: B(L@) - C
08 C;={l CZ;:T 2Ty}

Remarque 1.10 L’action du superviseur local V; sur le générateur global G est
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équivalente a celle du superviseur global suivant:
Vi: L(G) » C
m  Vi(B{m)U(EZ\X%)
oiC={CTCE:T2%,;}

Définition 1.35 La conjonction de n superviseurs locauz V; : P (L(G)) = C;,

i=1,2,...,n, est donnée par:

A Vi: LiG) » C

ie{1,2,..,n}
m = ] Vim)
1€{1,2,....,n}
Définition 1.36 Un superviseur est dit réparti s’il consiste en une conjonction de

superviseurs locautr correspondant auz sous-alphabets locauz.

Bien entendu ce n'est toujours pas possible d’associer & n'importe quel sous-

langage K C L(G) un superviseur répartie V tel que L{V/G) = K.

Notation 1.7 Pour tout g € L., on associe {'ensemble suivant:

Iy:={i:0 €L}

Définition 1.37 Un langage K est dit {P;}-observable si pour tout ¢ € X, et

{mj:jel,}CK,etmeK si
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(i) mo € L(G)
(i) Pym)=Pym), Vi€l
(ii) moeK,Viel,
impliquent
mo € K

Concernant I'existence d’un supervieur réparti, signalons le résultat suivant(CPFV88].

Proposition 1.7 Soit K C L(G) non vide. Alors il eziste un superviseur réparti

pour G tel que L(V/G) = K ssi K est fermé, commandable par rapport & G et

{P;}-observable pour i € I.

1.6 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons fait un survol de la théorie des systémes i événe-
ments discrets telle qu'introduite par Ramadge et Wonham. Nous avons présenté
également des extensions de cette théorie au cas des observations partielles et celui
de la supervision répartie. Une autre extension de cette théorie est celle qui porte
sur la commande des séquences infinies d’événements générées par un SED, laquelle

sera présentée au chapitre suivant.
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CHAPITRE 2

COMMANDE DES SEQUENCES INFINIS GENEREES PAR LES

SYSTEMES A EVENEMENTS DISCRETS

2.1 Introduction

La théorie introduite par P. J. Ramadge et W. M. Wonham ne s’intéresse qu’aux
séquences finies d’événements générées par un SED. C'est pourquoi les spécifica-
tions ne permettent que l'expression de propriétés de "bon fonctionnement" qui
consiste typiquement & s’assurer que le systéme en boucle fermée ne génére pas des
événements indésirables. Malheureusement de telles spécifications ne permettent
pas d’exprimer des propriétés de "vivacité" qui consistent & s'assurer qu’ultimement
le systéme en boucle fermée va générer certains événements "souhaitables". Pour
pallier ce probléme, ainsi que pour pouvoir étudier des cas ol le procédé ne s’arréte
jamais de fonctionner (comme c’est le cas par exemple d’un réseau téléphonique}, il a
fallu étendre la théorie afin qu’elle puisse prendre en compte les mots infinis générés
par de tels SEDs. Ceci est le fruit de travaux de plusieurs chercheurs, notamment
P. J. Ramadge ™) R Kumar, V. Garg, S.I. Marcus [K6M%U, Golaszewski [GR38],
J. G. Thistle et W. M. Wonham {TW38,Thiol, TW34a, TWob, TWSL2,2] - Compme il s’agit
d’étudier des séquences infinies, un SED est modélisé maintenant par un langage de

mots infinis (c’est-ad-dire un w-langage) sur 'alphabet des événements.
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Pour pouvoir se doter des outils nécessaires 4 la résolution des nouveaux problémes
dus au fait qu'on ne s'intérésse plus uniquement aux séquences finies d’événements
générées en boucle fermée, il faut se restreindre au cas des langages w-réguliers, c.-a.-
d. les w-langages qui peuvent &tre représentés par un automate fini sur mots infinis
(ou encore w-automate). Ceci permet de représenter le procédé, le superviseur, le
gystéme en boucle fermée ainsi que les spécifications par des w-automates. Un w-
automate consiste essentiellement en un ensemble fini d’états et une structure de
transitions. L’acceptation d’'un mot est liée 4 V'ensemble des états visités infiniment
souvent lors de la génération du mot. Cette classe particuliére d’automates a été
introduite dans les années 60 par Biichi ! pour résoudre des problémes liés a des
logiques mathématiques. Depuis ces automates ont été utilisés dans plusieurs do-
maines, notammnent !'informatique et la logique *). Leur utilisation dans le domaine
de I'automatique et plus précisémment dans le cadre de la théorie des SEDs a permis
de faire le lien entre des problémes de supervision et des problémes classiques en in-
formatique et en logique. En effet, un résultat de base, que nous allons rappeler dans
ce chapitre et qui concerne la caractérisation du sous-ensemble de commandabilité
par une formule de point fixelT%33l, constitue une solution au fameux probléme de
Church P! (il s’agit du probléme de construction d’un w-automate tel que le langage
w-régulier reconnu par cet automate satisfait une formule d’une certaine logique) et
une solution également au probléme du vide pour antomates sur arbres infinis 1"l

Le probléme fondamental qu'il faut résoudre consiste typiquement & synthétiser un
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superviseur pour un SED tel que le comportement en boucle fermée du systéme soit
compris (dans le sens de I'inclusion) entre deux w-langages de spécifications. Les
travaux de J. G Thistle e¢ W. M. Wonham ont permis de ramener ce probléme i
celui du controle d'un w-automate de fagon a ce qu'il satisfait sa propre condition
d’acceptation (a condition que les mots générés respectent des conditions de vivac-
ité), et ont permis également de résoudre ce probléme en utilisant encore une fois
le calcul de point fixe. Dans la section 2 nous rappeleons des notions de base sur
la théorie des w-langages. Les w-automates sont présentés 3 la section suivante. La
quatriéme section constitue un survol de I'extension de la théorie Ramadge-Wonham
au cadre des mots infinis, I’accent est mis notamment sur les travaux de J. G. This-
tle e¢ W. M. Wonham. Nous terminons avec une conclusion dans laquelle nous
expliquons le probléme auquel nous nous intéréssons dans la premiére partie de ce

mémoire.

2.2 Les w-langages

Dans cette section nous allons rappeler quelques notions de bases sur les mots

infinist™**! (pour plus de détail voir ).

Définition 2.1 Soit £ un alphabet fini. Alors
¥ ; dénote l'ensemble de toutes les séquences infinies sur %.

L : dénote l'ensemble de toutes les séquences sur & (X° =XYUX*).

Définition 2.2 Soit ¥ un alphabet fini, un w-langage est un sous ensemble de L.
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Remarque 2.1 Comme dans le cas des mots finis, on définit un produit de concaté-
nation entre deuz mots f € X* et i € £, qui induit un opérateur de concaténation

entre un langage F C L° et un w-langage I C £, qu’on appelle produit de F et I.

Définition 2.3 Soit F un langage et I un langage ou un w-langage. On définit le

quotient I/F comme suit:

I[F={meX¥:(3f € F)(fmel)}

Définition 2.4 (w-fermeture de Kleene) Soit F' C L*, la w-fermeture de Kleene,

qu’on note F¥ est le produit infini de F' avec lui méme.

Définition 2.5 On définit la fonction suivante:

pre: 2% o 2%

L ~ {kex*:(3seXx®)(kse L)}
Et pour tout L C XV, on appelle pre(L) le préfixe de L.

Définition 2.6 Soit L un langage, la limite de L est

lim(L) = pre~*(L) N T¥

oti pre~!(L) = {m € £* : pre(m) C L}
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Remarque 2.2 Lg limite d'un langage L donne tous les mots infinis dont les pré-

fizes sont contenus dans L.

Définition 2.7 La w-fermeture est définie comme étant la fonction suivante:

clo: 2 o 2%

L +— lim(pre(L))

qui associe & chaque w-langage L, I’ensemble de tous les mots infinis dont les prefizes

sont contenus dans celui de L, qu’on appelle la w-fermeture de L.

Définition 2.8 Soit L et K deur w-langages, on dit que L est w-fermé si clo(L) =

L. On dit qu’il w-fermé par rapport & K siclo(L)N K =1L

Remarque 2.3 Les langages qui sont w-fermés sont des langage qui sont entiére-

ment déterminés par leurs préfizes.

2.3 Les automates finis sur mots infinis

Les automates finis sur mots infinis (qu’on appelle encore w-automates) ont une
structure similaire 4 celle des automates finis sur mots finis, sauf que I'acceptation
d’un mot ne dépend plus du dernier état visité mais plutét de I'ensemble des états
visités un nombre infini de fois. Il existe différents types de conditions d’acceptation
auquelles sont associées différentes classes d'w-automates. Dans cette section nous
allons nous concentrer sur les trois classes d’automates qui nous intéréssent dans le

cadre de ce travail, & savoir :
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o les automates de Biichi,
¢ les automates de Rabin, et
o les automates de Streett.

Ces automates peuvent étre déterministes, non-déterministes ou universels. Dans
tout ce qui va suivre nous allons considérer les w-automates comme des généra-

teurs de langages formels plutét que comme des machines qui lisent des séquences

d’évévnements.

Définition 2.9 Un w-automate est un quintuplet:

A=(21X130151M)

Ou X est un alphabet fini (c’est l'alphabet des événements), X est un ensemble fini
d’états, g € X est 'état initial, 6 : X x & = 2% est une fonction de transition

(partielle), et M est une condition d’acceptation.

Définition 2.10 Si (Vo € X) (Vz € X)[|6(0,z)| < 1], alors A est dit déterministe.

Remarque 2.4 Comme dans le chapitre précédent, on étend 6 en une fonction:
6: I*xX - 2X

(12,3) = {z}

(mayz) » |J d(o.2)
z'cé(m,z)
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Remarque 2.5 Comme d’habitude on utilise la notation d(m, z)! pour signaler que

d(m, z) est définie.

Définition 2.11 Soit A un w-automate, et soit s € ¥®. Un chemin de s dans A

est une fonction totcle 7 : pre(s) = X qui vérifie les deuz conditions suivantes:
(i) w(lg) =10

(ii) Vk € pre(s),ce€X:
ko € pre(s) = n(ko) € & (o, w(k)) -

Elle associe au mot s une séquence possible d’états de A qu’on visite, en générant

ce mot.
Remarque 2.6 Dans certaines références on parle d’exécution de s par A 15458,

Définition 2.12 Soit A un w-automate, et soit s € L. On dit que s est généré

par A si 3 admet un chemin sur A.

Définition 2.13 Soit A un w-automate, on désigne par L{A) l'ensemble des mots

finis générés par A.

Définition 2.14 Soit s un mot généré par un w-automate A, 'ensemble de réc-

curence d’un chemin « de s dans A est ’ensemble suivant :

Q= {x €X: Iﬂ"l(z)l = w}
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qui contient Uensemble des états qus sont visités un nombre infini de fois en par-

courant le chemin 7(s).

La premiére classe d’automates qui a été introduite est celle des antomates de

Biichi :

Définition 2.15 Un automate de Biichi sur l’alphabet £ est un quintuplet:

A = (2: X: 30:6! T)

Ou T est un alphabet fini, X est un ensemble fini d’états, o € X est I’état initial,
8 : X x T = 2X définit la structure de transition, et T C X est l'ensemble des états

acceptants.

Définition 2.16 Soit A = (T, X,1),5,T) un automate de Biichi. On dit que A
reconnait le mot infini s s’il eziste un chemin 1 de s dans A qui vérifie la condition

sutvante:

QNT#0

En d’autres termes un automate de Biichi accepte un mot infini s'il est capable

de le générer en visitant infiniment souvent au moins un état de 7.

Définition 2.17 On désigne par S(A) l’ensemble des mots infinis reconnus par A.
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Définition 2.18 Les langages w-réguliers sont les langages qui sont reconnus par

un automate de Biichi.

Remarque 2.7 Contrairement au cas des automates finis sur mots finis, les au-
tomates de Bichi déterministes n'ont pas le méme pouvoir d’ezpression que leurs
semblables non déterministes; ils reconnaissent plutét une sous-classe de la classe

des langages w-réguliers.

Une autre classe d’automates qui nous serait utile est celle des automates de

Rabin :

Définition 2.19 Un automate de Rabin sur [’alphabet £ est un gquintuplet:

A=(Z,X,z0,6,{(Rp, I,) : p€ P})

O T est un alphabet fini, X est un ensemble fini d’états, zo € X est ’état initial,
§ : X x & = 2X définit la structure de transition, et {(R,,I,): p € P} est une

famille de "paires acceptantes”, avec pour tout p € P (R,,I;) € 2% x 2%,

Définition 2.20 Soit A = (T, X, go, 6, {(Bp, I) : p € P}) un automate de Rabin.On
dit qu'un mot s € I généré par A est accepté par A si la condition suivanie est
vérifice:

IpeP:NNR#0&QC,

avec © un chemin de s dans A.
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Définition 2.21 On désigna par S(A) l'ensemble des mots infinis reconnus par A.

Informellement, un automate de Rabin accepte un mot infini s'il est capable de
le générer en visitant R, un nombre infini de fois et X \ I, un nombre fini de fois

pour un p € P,

Remarque 2.8 La définition ci-dessus [TW9¥ constitue une légére modification de

la définition standard d’un automate de Rabin.

La troisiéme classe A laquelle nous allons nous intérésser est celle des automates
de Streett, dont la structure est semblable & celle des automates de Rabin, mais

dont la condition d’'acceptation a la forme duale de la condition d’acceptation de

Rabin:

Définition 2.22 Un automate de Streett sur l’alphabet ¥ est un quintuplet:

A = (E,X,-’L‘Oa& {(RpaIp) 'p € P})

Ou ¥ est un alphabet fini, X est un ensemble fini d’états, zo € X est l'état initial,
6 : X x & = 2% définit la structure de transition, et {(R,,I,):p € P} est une

famille de paires acceptantes, avec pour tout p € P, (R,, Ip) € 2% x 2X.

Définition 2.23 Soit A = (I, Q, qo, 9, M) un automate de Streett. On dit qu'un

mot s € XY généré par A est accepté par A si la condition suivante est vérifiée:

VpeP:Q, CR,0uQ, NI, #0



avec © un chemin de s dans A.
Définition 2.24 On désigne par S(A) ’ensemble des mots infinis reconnus par A.

Autrement dit, un automate de Streett accepte un meot infini s'il est capable de
le générer en respectant la condition suivante pour tout p € P: §'il visite X \ R, un
nombre infini de fois alors il visite aussi J, un nombre infini de fois.

Mentionons finalement la classe des V-automates qui vont nous servir & modéliser
le comportement infini d’un SED partiellement observable.

Un V-automate (qu'on appelle aussi automate universel) est un automate d'états
finis non déterministe, qui accepte une séquence infinie s si tous les chemins associés

a s sont des chemins acceptants, c-a-d qui respectent la condition d’acceptation.

Définition 2.25 Un automate universel de Rabin sur l’alphabet ¥ est un quintuplet:

A= (E,Xﬂ‘o,fs’ {(RmIp) 'pE P})

0L, X,50€X,d8: XxE 2% et {(Ry,1,) : p € P} jouent le méme réle que

dans la structure d’un automate de Rabin.

Définition 2.26 Soit A = (Z,Q, 4,0, {(Rp, I)) : p € P}) un automate universel.
On dit qu’un mot s € LY généré par A est accepté par A si la condition susvante

est vérifiée pour tout chemin w de s dans A :

IpeP:QNR,£0&Q,CI,



2.4 Les SEDs sur mots infinis

Dans cette section nous allons présenter une extension du modéle de base au cas
des mots infinis:
2.4.1 Modélisation du comportement infini d’'un SED

Ces notions ont été introduites par Ramadge, pour plus détails voir Rams|_

Définition 2.27 Un SED est une paire G = (L,S) € 2% x 25°. On appelle L le
comportement fini de G, ou encore le *-comportement et S le comportement infini

de G, ou encore le w-comportment, ot X est {'alphabet des événements.
Remarque 2.9 On suppose que pre(L} = L, et que pre(S) C L

Définition 2.28 On dit qu'un SED G = (L, S) est non bloquant si pre(S) = L

2.4.2 Superviseurs

Etant donné un SED G dont I’alphabet des événements est T, alors on définit une
famile d’entrées de commande qui va permettre de contréler ’évolution du sytéme,
on considére ici une généralisation de la notion classique de famille d’entrées de

commande qui a été faite par Golaszewski et Ramadge [GR#7],

Définition 2.29 Soit T [’alphabet des événements, une famille d’entrées de com-

mande est une famille non vide de sous-ensembles d’événements : C C 2F.
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Remarque 2.10 Tous les résultats que nous allons présenter ici (établis principale-
ment par J. G. Thistle et W. M. Wonham/TW%% W) sont yalables dans le cas ot
C est fermée sous réunion arbitraire (c.-4.-d. T;, [ € C = I3UL; € C). Ceci
ne constitue pas une perte de généralité, puisqu’on pourra toujours considérer des

superviseurs non-déterministes.

Définition 2.30 Un superviseur pour un SED G = (L, S), d qui est associée une
famille d’entrées de commande C, est une fonction partielle V : £* — C. Le

systéme en boucle fermée, résultant de Uaction du superviseur V sur le SED G, est

donné par V/G, ou

(i) L(V/G), le language synthétisé par V, est défini par :

(a) 1z € L(V/G).

(b) Pour tout ke L*, 0 € X

ko€ L(V/G) «= ke L(V/G)Ndom(V) et

ko € L(G) et 0 € V (k)

(i1) S(V/G), le w-language synthétisé par V, est donné par

S(V/G) = km (L(V/G)) n S(G).

Définition 2.31 On dit que V est un superviseur non bloquant pour G si V/G est
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un SED non bloguant.

Définition 2.32 On dit que V est un superviseur complet pour G si et seulement

si L(V/G) € dom(V).

2.4.3 Caractérisation des langages générés en boucle fermée

Voici une généralisation de la notion de commandabilité du chapitre précédent!SR87];

Définition 2.33 Soit G un SED dont l'alphabet des événements est 5., et C une
famille d’entrées de commande. On dit qu’un langage K C X*°, vérifiant pre(K) C

L(G), est »-commandable par rapport & L{G) ssi

¥m € pre(K),dC € C : T NEyg)(m) = Lk (m)

Remarque 2.11 Informellement, un langage K est *-commandable si pour tout
préfize m de K les extensions qui sont physiquement possibles peuvent étre re-
streintes au moyen d’une entrée de commande i celles qui permettent de rester dans

I’ensemble des préfizes de K.

Concernant l'existence d'un superviseur qui permet de satisfaire une spécification

sur le comportement fini en boucle fermée citons le résultat suivant:

Proposition 2.1 (Golaszewski-Ramadge-Wonham) Soit G un SED et K C
L(G) non vide, il eziste un superviseur complet et non-bloquant pour G ssi K est

*-commandable par rapport ¢ L(G) et fermé.
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Pour caractériser maintenant I'existence d’un superviseur qui permet de satisfaire
une spécification sur le comportement infini en boucle fermée, nous allons rappeler

la notion de w-commandabilité introduite par Thistle et Wonham {TWb],

Définition 2.34 Soit G un SED, on définit alors I’application suivante, qu’on ap-

pelle le préfixe de commandabilité:

preg: 25(G)  Qpre(S(G)
k € pre(K) : (3K' C K/k)
K #0

K’ est x-commandable p. r. ¢ L(G)/k

K' et w-fermé p.r. S(G)/k

Remarque 2.12 Informellement, le préfize de commandabilité associe & chaque
sous-langage K de S(G) l’ensemble de tous les ses préfizes dont les extensions finies

peuvent étre contrélées pour appartenir ¢ K.

Définition 2.35 Soit G un SED et K C S(G), on dit que K est w-commandable

par rapport ¢ G ssi K est x-commandable par rapport & L(G) et pre(K) = preg{K).

Remarque 2.13 Il a été prouvé dans [TW9%/ gque dans le cas oti C est fermée sous
inclusion, c.-6.-d. T € C et P CI' = ' € C, pre(K) = preg(K) = K est

*-commandable par rapport & L(G)

On a aussi le résultat suivant:
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Proposition 2.2 Soit G un SED et soit K un sous-langage de S(G) w-fermé par

rapport & S(G). Alors on a

K est w-commandable p.r. 4 G & K est x-commandable p.r. & L(G)

Pour caractériser les w-langages qui peuvent étre des comportements infinis en

boucle fermée, nous avons le résultat suivant!TW94bl

Proposition 2.3 Soit G un SED et K C S(G) non vide, il existe un superviseur
complet et non-bloguant pour G tel que S(V/G) = K ssi K est w-commandable par

rapport & G et w-fermé par rapport & S(G).

2.5 Supervision des SEDs sur mots infinis

2.5.1 Probléme a résoudre

Lorsqu’on s'intéresse au comportement infini des SEDs, on est confronté au prob-
Iéme suivant (qui n’est autre qu'une généralisation du probléme original de synthése

de superviseur défini dans la section précédente).

Probléme 2.1 (SCP“) Soit G un SED, et soit A,E C S(G) deuz spécifications
sur le langage légal en boucle fermée. Construire un superviseur V pour G complet
et non-bloquant tel que le comportement infini en boucle fermée vérifie la condition

suivante:

ACS(V/GYCE
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Remarque 2.14 Noter qu’on ne cherche pas & calculer la stratégie de commande
la moins restrictive parce que, comme on va le voir plus tard, le superviseur le plus

permissif n'eziste pas dans tous les cas.

D’aprés la proposition 2.3, une solution au probléme existe, s'il existe un w-
langage K w-commandable par rapport 4 G et w-fermé par rapport & S(G), et qui
vérifieen plus ACKCE.

Pour donner les conditions d’existence d'une solution au probléme, il faut définir

les classes de w-langages suivantes :

Définition 2.36 Etant donné un SED G et deuz w-langages A et E vérifiant A C

E C S(G) on définit les classes suivantes:

CY(E):= {KCS(G):KCECS(G) et K est w-commandable p.r. G }

Fi(A):= {KCS(G):ACKC S(G) et K est w-fermé p.r. S(G) }

Ces deux classes de langages ont des propriétés algébriques distinctes comme le

montre la proposition suivante:

Proposition 2.4 Pour un SED G et deuz w-langages A et E vérifiant AC E C

S(G), ona:

(i) CY(E) est fermée sous réunion arbitraires, et on a:

sup C“(E) = lim (supCF* (preg(E))) N E



(is) FY(A) est fermée sous intersections arbitraires, et on a:

inf F¥(A) = clo(4) N S(G)

oti CF* est la classe de langages définie, pour tout sous-langage F' de L(G) par:

CF*(F):={K C F: K est x-commandable p.r. & L(G) et fermé}

Remarque 2.15 On sait que CF*(F) est fermé sous réunion arbitraire d’aprés le

chapitre précédent.
L’existence d’une solution au SCP est caractérisée par le théoréme suivant(TW3el;

Théoréme 2.1 SCP* admet une solution ssi supC¥(E) # 0 et

inf 7“(4) C supC“(E)

Contrairement au cas des mots finis, le superviseur le plus permissif possible qui
permet de répondre & des spécifications sur mots infinis n’existe pas pour n’importe
quelles spécificaions. L'existence d’une telle solution optimale est caractérisée par

le corollaire suivant:

Corollaire 2.1 Supposons que SCP* admet une solution. Alors il admet une solu-
tion optimale ssi supC¥(E) € F“(A), auquel cas supC¥(E) serait 'unique solution

optimale.
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Pour garantir 'existence d’une solution optimale pour le probléme, il faut se

restreindre 4 un classe peu intéressante de spécifications:

Corollaire 2.2 Si E est w-fermé p.r. & S(G), alors supC¥(E) est aussi w-fermé

p.r. & S(G).

Remarque 2.16 Le fait de considérer une spécification E qui soit w-fermée par
rapport & S(G) limite intérét de ['utilisation des w-langages parce que de telles

spécifications sont complétement determinées par la contrainte définie sur pre(E).

2.5.2 Synthése de superviseurs

Nous présentons dans cette section une approche développée par J. G. Thistle
et W. M. Wonham dans [TW*®| pour la synthése d’un superviseur pour un SED G
qui fait en sorte que le comportement en boucle fermée soit compris entre les deux
langages de spécifications A et E. Le point de départ de cette procédure est la
représentation par des automates finis du SED G et des spécifications A et E, on

suppose donc que :
o G est représenté par un antomate de Biichi,
o E est représenté par un automate de Rabin, et

e pre(A) est représenté par un automate fini sur mots finis (comme on va le voir

plus tard, tout ce qui nous intérésse de A est ’ensemble de ses préfixes).
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Avant d'essayer de résoudre le SCP¥ il faut vérifier qu'il admet une solution.
Ceci revient au calcul de inf F¥(A) et de supC¥(E) (d’aprés le théoreme 2.1) et

d’aprés la proposition 2.4 ceci nécessite le calcul de preg(E).

2.5.2.1 Calcul de preg(E)

Nous allons supposer que L(G), S(G) et E sont représentés par la méme structure

de transition (c’est toujours possible de construire un tel automate "hybride")

Définition 2.37 Un automate de Rabin-Biichi est un 6-tuple

(Z, X, 0,29, {(Rp, I;) :p € P},R)

Ou L est un alphabet fini, Q est un ensemble fini d’états, qo € Q est l'état initial,
0:Q x £ = @ est une fonction de transition (partielle), {(Ry, I)) : p € P} est une

condition d’acceptation de Rabin, et R est une condition d’acceptation de Biichi.

On suppose donc qu’on dispose d’un automate de Rabin-Biichi

(%, X, 8,20, {(Rp, I) : p € P}, R) tel que :
o l'automate de Rabin (%, X, 4, zo, {(Ry, I) : p € P}) représente E,
¢ 'automate de Biichi (E, X, 4, 9, R) reconnait S(G),

@ |'automate sur mots finis (X, X, J, 7, X) reconnait L(G).
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On considére le sous-ensemble d’états suivant:

r 8 \

E.#0 est -commandable p.r. 3 L(G;)
CAr:={r€X:E; CS,;,(3E.CE) et }

w-fermé p.r. 4 S(G;)

ol, pour tout z € X : E; est le langage reconnu par (3, X, 8, z, {(Ry, I) : p € P}),
L(G,) est le langage reconnu par (X, X, 6, z, X) et

S(G;) est le langage reconnu par (X, X, 4, o, R).

Remarque 2.17 CA représente l'ensemble des états de A & partir desquels on
est capable de contréler l’automate A de facon & ce qu’il satisfasse sa condition
d’acceptation de Rabin et qu’en méme temps les mots infinis générés satisfassent la

condition d’acceptation de Biichi.

Dans TW%Y Jes auteurs ont prouvé que pour tout k € pre(E):

k € preg(E) ¢ d(k, zo) € CA

Ce qui veut dire que le probléme de calcul de prg(FE) se rameéne 4 celui du calcul de
CA.

Concernant maintenant le calcul de C4, il faut recourir 4 la technique du calcul de
point fixe. En effet, une démarche similaire 4 celle de (TW%2l permet de caractériser

C4 sous forme d’un point fixe d’un certain opérateur sur I'ensemble de états X



(pour plus de détails se réferer a TWoU),

2.5.2.2 Calcul de supC¥(E)

D’aprés la proposition 2.4 pour calculer sup C¥ (E) il faut calculer sup C.F* (pre(E}),
puis calculer l'intersection de sa limite avec E. Pour le calcul de sup CF” (preg(E)),

on peut utiliser la proposition suivante (TW84b;
Proposition 2.5 Soit A= (%, X, 8, 2y, {(Rp, I;) : p € P}, R) U'automate de Rabin-
Biichi qui représente L(G), S(G) et E. Alors l’automate sur mots finis :

(2, X, 64,20,C4)

reconnait sup CF" (preg(E)). Ou

64 est définie comme suit:

M: ExX - X
é(a, z) siz € CA et 0 € T4(z),
(,2) »
non définie sinon

Avec T4 est une fonction définie par:

r4: cA - C

r = U{P €C:(Yoel) [6(0,:1:)! = (o, z) ECA]}
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Théoréme 2.2 Soit A = (X, X, §, 2o, {(Rp, I;) : p € P}, R) l'automate de Rabin-
Biichi qui représente L(G), S(G) et E. Alors l'automate, déterministe, de Rabin

suivant :

(2, X, 64,20, {(Rp, I,) : p € P})

reconnait sup C¥(E)

2.5.2.3 Test de solvabilité du SCP¥

Nous sommes capable & ce stade de tester si I'inclusion:
inf F“(A) C supC¥(E)

est vraie ou non.

Supposons maintenant qu'on dispose:

o d’un automate fini sur mots finis Ay = (X, X, 6, o, F) qui reconnait pre(A) (il
est toujours possible de construire un tel automate a partir d'un w-automate

qui reconnait A),

e d'un automate As = (X, X', #, zj, R') (déterministe) de Biichi qui reconnait

S(G), et

¢ d'un autommate de Rabin déterministe Aqp = (X, X", 8", 25, {(Rp, ;) : p € P})

. qui reconnait sup C¥(E).
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A partir de ces automates, il est possible de construire un antomate de Streett

qui reconnait le langage inf 7“(4) \ sup C¥(E):

Asgr = (. X",8", 20, {0, X x Rx X"), (0, F x X' x X"}}(J{(£", B") : p € P})

Ou

x”’ = X X X' X X"
&M =6 x § x §"

g = (%o, Tp, g
I'=XxX xRy

R;,"=XXX'XI,,.

Une fois cet automate construit, il suffit de voir s'il reconnait le langage vide [*]

pour vérifier la validité de I'inclusion.

2.5.2.4 Synthése d’une solution

Une fois qu’on s’est assuré de I'existence d’une solution, on peut utiliser la méth-
ode suivante, qui s'inspire de la démonstration du théoréme 2.1 (voir (TW%4!), pour

le calcul de cette solution:

o étape 1 : A partir de Pautomate Agyp, on construit 'automate (X, X", 8", zi, F")

qui reconnait pre (sup C¥(E)).



e étape 2 :

e étape 3 :

e étape 4:
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On définit ensuite la fonction suivante:

bo: F" 5 C

 — {o0e€eX:d"o,z1')eF"}

On construit ensuite la fonction ¢ : X" — C qui vérifie la condition

suivante : Pour tout k € pre (sup C¥(E)), le superviseur

f,,:Z'—)C

I ¢(8"(k,zo))

est un superiseur complet non-bloquant pour (L(G)/k, S(G)/k) qui syn-

thétise un sous-ensemble de E/k.

1l est possible de prouver que le superviseur suivant :

f: 2 5 C
fol)  silepre(A)
fe(l/k) si k est Pélément minimal de pre(f) \ pre(A)
ob
fo: & = C
k= o (6"(k,20))

constitue une solution au SCP¥.
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2.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons fait un survol d’une théorie qui s’intérésse au com-
portement infini des SEDs. Nous avons surtout présenté des éléments de solution
qui permettent de résoudre un probléme de supervision typique lorsqu’on étudie le
comportement asymptotique d’un SED. Méme si nous nous sommes restreints aun
cas ol le procédé a contrbler est modélisé par un automate de Biichi, il faut sig-
naler que des cas plus généraux ont été étudiés [»*. Nous n’avons pas mentionné
ces cas parce que, dans ce qui suit, nous allons considérer uniquement des procédés
qui sont représentés par des automates de Biichi ayant des conditions d’acceptation
dégénérées. Plus précisément une grande partie de notre travail consiste a étendre
les limites du cadre formel que nous venons de voir pour englober le cas des SED

partiellement observés. +
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CHAPITRE 3

SUPERVISION DES SEQUENCES INFINIES D’EVENEMENTS

GENEREES PAR LES SEDS PARTIELLEMENT OBSERVES

3.1 Introduction

Dans ce chapitre nous allons nous intéresser & la commande des mots infinis
dans le cas ol le superviseur est incapable d’observer tout ce que le procédé génére.
Dans une telle situation, un masque d’observation est placé entre le superviseur
et le procédé. Ce mécanisme d’observation regoit, en entrée, ce que le procédé
génére et fournit, en sortie, ce que le superviseur observe de ce qui a été généré.
Le fonctionnement du systéme en boucle fermée est le suivant : le procédé évolue
dans le temps en générant une séquence (infinie) d’événements; & chaque instant
le superviseur limite I'ensemble des actions que le systéme peut effectuer a cette
étape, en se basant sur ce qu'il observe du comportement passé du procédé. On
peut schématiser ceci avec la figure 3.1.

Les résultats que nous allons donner dans ce chapitre, ainsi que dans le chapitre
suivant, constituent une généralisation de ce qui a été fait concernant la super-
vision des séquences infinies puisque nous allons généraliser des résultats qui ne
s’appliquaient qu’au cas des observations complétes & un cas d'observations par-

tielles. Ces résultats constituent aussi une généralisation de ce qui a été déja fait
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Séquence
dévénementsy
observée

s doco masque
d'observation

[ )

Séquence
dévénemeny
générée

Procédé

Figure 3.1: Systéme en boucle fermée dans un contexte d'observations partielles

concernant la supervision du comportement fini des SEDs dans le sens o nous al-
lons utiliser un mécanisme d’observation ayant une structure qui présente les deux
particularités suivantes.

D’abord on ne partitionne pas 1’alphabet ¥ des événements en deux sous-ensembles,
événements observables et événements non observables. On définit plutdt un nouvel
alphabet X, qui correspond & ce que le superviseur observe. Ce nouvel alphabet
peut contenir des événements qui n’appartiennent pas a ’alphabet original, ils cor-
respondent 4 des événements réels qui sont partiellement observables; c.-a.-d. que
le superviseur peut détecter 'occurrence de ces événements, mais il est incapable de

les observer complétement. Le fait d’avoir enrichi I'alphabet des événements réels
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avec ces symboles "artificiels" permet aussi de modéliser le cas oll deux symboles
donnent lieu & une méme observation. D’autre part nous doterons ce mécanisme
d’observation d’une "mémoire" qui fera en sorte que ’observabilité d'un événement
dépendra de ce qui a été généré auparavant.

Comme on peut le deviner, étant donné un SED G on ne peut pas construire pour
n'importe quel w-langage K un superviseur 3 observations partielles pour G tel que
le w-langage synthétisé en boucle fermée soit égal & K. Pour caractériser I’ensemble
des w-langages qui correspondent 4 un langage généré en boucle fermée, nous allons
généraliser des notions tels que la commandabilité et la normalité pour le cas des
w-langages.

La supervision sous observations partielles présente des similarités avec la super-
vision hiérarchique dans le sens ol le mécanisme d’observation peut &tre considéré
comme un opérateur qui nous fait passer d'un modéle d’'implémentation (le systéme
réel) & un modeéle abstrait (le systéme tel que observé par le superviseur), c'est pour
cette raison que tout au long de ce mémoire nous allons parler de modéle de "haut
niveau" et de modéle de "bas-niveau".

Nous commengons & la section 3.2 par présenter le mécanisme d’observation. Nous
donnons aussi dans cette section la définition d'un superviseur sous observations
partielles et nous caractérisons les comportements fini et infini générés en boucle
fermée. La section 3.3 est dédiée & une généralisation aux w-langages de quelques

propriétés fondamentales. Dans 1'avant-derniére section nous posons le probléme
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de synthése de superviseurs pour le comportement infini des SEDs partiellement
observés et nous donnons un résultat qui caractérise |'existence d’une solution au
probléme. Nous cloturons le chapitre avec une conclusion dans laquelle nous ex-

pliquons briévement notre approche de résolution.

3.2 SEDs partiellement observés

Comme d’habitude on désigne 1'alphabet des événements par X, et on suppose
qu’on définit sur ¥ une famille non vide d’entrées de commande C C 2% qui vérifie

les deux conditions suivantes :

e ( est fermée par rapport a la réunion:

I‘.-,I‘,-GC=>I‘.-UI‘,-GC

eYoel, AreC:o€l.

3.2.1 Masque d’observation

Dans des cas réels, il arrive que le procédé génére un événement que le superviseur
ne peut pas observer. Il arrive aussi que deux événements différents donnent lieu a
une méme observation. On modélise une telle situation en introduisant un nouvel
alphabet ¥, qui correspond aux événements que le superviseur peut observer et
en définissant un masque d’observation a travers lequel le superviseur observe le

procédé.
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Définition 3.1 Soit G un SED défini sur l'alphabet X, et soit £, I’alphabet des ob-

servations. Un masque d’observation pour G est une fonction M ayant la siructure

suivante:
M: LG) — X}
lg — 1y,
0103...0, — M (0103..00-1)7
ou
0102...0, — M (0102...00-1)
avec
n>1,
et

v € I, est l'observation de [’événement o, lorsque celui-ci est généré i

la suite de la séquence 0104...04,.

St v = ag,, on dit que o, est complétement observable aprés le mot 0,03...0,..1.
Sinon (v # 0,) on dit que o, est partiellement observable aprés la génération de
0102...0n1.

Lorsque c’est la derniére clause qui s’applique, on dit que o, est inobservable apres

le mot 6,09...05,.

Notons que le masque d’observation tel que défini est un mécanisme 4 mémoire
. dans le sens oi I'observation d’un événement dépend de ce qui a été généré dans le

passé.
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Remarque 3.1 On étend M en une fonction sur I’ensemble des sous-langages de

L(G) de la fagon suivante :

M(K) = {M(s):s€ K},YK C L(G).

On étend aussi M en une fonction sur l’ensemble des w-languages qui sont inclus

dans S(G) comme suit:

M(K) := lim (M (pre(K))) ,VK C S(G).

Notation 3.1 Si K est un singleton {s}, on écrit M(s).

Notre mécanisme d’observation, tel que défini, présente denx propriétés intérés-
santes 4 savoir le fait qu'il commute avec le préfixe ainsi qu’avec la limite des lan-

guages :

Propoasition 3.1 Soit G un SED défini sur l'alphabet = et M son masque d’obervation.

Alors on a pour tout K C L(G), M(pre(K)) = pre(M(K)).

Démonstration: Soit k € M(pre(K)). Alors il eziste k' € pre(K) tel que

M(K) =k.
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Kepre(K) = 3m'eX tel quek'm' e K
= M(k'm') € M(K)
M(k'ym € M(K)

km € M(K)

$ 4 4

k € pre(M(K))
=3 M(pre(K)) C pre(M(K))

D’autre part, soit | € pre(M(K)), alors on a

lepre(M(K)) = 3I'eX* tel quell' € M{K)
= FpeK tel que M(p) =1l

= 3p, < ptel que M(p) =p

= [ € M(pre(K))

= pre(M(K)) C M(pre(K))

== pre(M(K)) = M(pre(K)).

Proposition 3.2 Soit G un SED défini sur Ualphabet T et M son masque d’obervation.

Alors on a, pour tout K C L(G), lim(M(K)) = M(lim(K)).

Démonstration: Commencons par prouver gue M (lim(K)) C lim (M(K)).
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En effet nous avons :

M (lim(K))

lim (M (pre (lim(K))))

C lim(M(K)) (puisque pre(lim(K)) C K par définition méme de lim)

Pour montrer ['autre inclusion, soit s € lim (M(K)). Alors on a pre(s) C M(K).
Par conséguent il eziste K' C K, non vide, tel que M(K') = pre(s).
Soit t € lim(K') C lim(K) (un tel mot eziste parce que lim(K') # @ d’aprés le

lemme de Konig). Alors, on a:

M(t) = lim(M (pre(t)))
€ lim(M(K"))
€ lim(pre(s))
€ clo(s)

= {s}

Par conséguent, M(t) = s == s € M (lim(K)).

Le masque M est représenté par un automate (fini) de Moore:

.AM = (2, XM, JM, Toy, Eo, ,\)
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od X est 'alphabet de transition,
X est 'ensemble des états,
Op : Z x Xy — Xy est 1a fonction de transition,
Zg,, est I'état initial,
¥, est 'alphabet de sortie et

A Xy — &, la fonction de sortie.

L'automate A, représente le masque M comme suit :

M(m) = M(o...0,)

= MNz1)..A(zn)

ol 7, = 0y (01, To,, ) €t T; = Oy (04, %i—1) pour 2 < i < m.
Donc, pour déterminer I'observation d’un mot fini m, il suffit de trouver le chemin
dans ’automate Axs qui respecte la structure du mot m et de concaténer les symboles

de sortie associés aux états de ce chemin.

Remarque 3.2 Puisque le masque d’observation qu’on considére est un masque
& mémoire, il faut que l'automate de Moore qui le représente vérifie la condition

sutvante:

M(ml) % M(fnﬁ) = JM(mh zOM) # JM(mﬂa zﬁu)'
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3.2.2 Supervision sous observations partielles

Pour tenir compte du fait qu’on se place dans un contexte d’observations incom-

plétes, nous allons modifier la définition de superviseur du chapitre précédent:

Définition 3.2 Soit G un SED partiellement observé défini sur ’alphabet , pour
lequel est associé un masque d’observation M. Soit C une famille d’entrées de
commande définie sur U'alphabet £. Un superviseur sous observations partielles pour
(G, M) est une fonction partielle V : £ — C.

Le systéme en boucle fermée obtenu suite & l'action de V' sur G, noté V/G, est

donné par :

(i) L(V/G), le language synthétisé par V, est défini récursivement comme

suit ;

(a) 15 € L (V/G).

(b) Pour tout k € (£)*, 6 €X

ko € L(V/G) <> ke L(V/G) et M{k) € dom(V)

et ko € L(G) et 0 € V(M(k))

(i} S (V/G), le w-language synthétisé par V, est donné par

S(V/G) =lim (L(V/G)) N S(G)
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Définition 3.3 Soit G un SED partiellement observé défini sur l'alphabet © quguel

est associé un masque M. On dit qu’un superviseur V pour G est complet si

M (L(V/G)) € dom(V)

On dit que V est non-bloquant si V/G est non bloquant.

3.3 Propriétés des w-langages

Dans cette section nous allons donner des propriétés de w-langages qui vont per-
mettre de caractériser la classe des w-langages qui correspondent 4 un comportement
en boucle fermée dans un contexte d’observations partielles.

La premiére notion que nous allons généraliser est celle de normalité :

Définition 3.4 Etant donné un SED G pour lequel est défini un masque d’observation

M, on dit qu’un w-langage K C S(G) est normal par rapport ¢ M, si pre(K) vérifie:

M~" (M (pre(K))) = pre(K)

Définition 3.5 Soit G un SED défini sur l’alphabet T partiellement observé a
travers le masque M et soit C une famille d’entrées de commande associée a G.

On dit qu'un w-langage K C S(G) est commandable par retour de sortie par rap-

port 4 (G, M) si :
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¥m € pre(K), 3 € C : Ym' € M~ (M(m)) N pre(K)

rn ZL(G} (m’) = Xg(m)

Intuitivement, pour qu'un w-langage soit généré en boucle fermée sous la supervi-
sion d’un superviseur & observations partielles il faut, qu’a chaque étape, I'entrée de
commande que le superviseur génére en se basant sur I'observation d'une séquence
finie k soit compatible avec toute autre séquence qui donne lieu i la méme obser-
vation; cette propriété n’est autre que la commandabilité par retour de sortie qui
généralise & la fois la notion de commandabilité ainsi que celle d’observabilité du

chapitre 1.

3.4 Probléme de synthése de superviseurs sous observations partielles

3.4.1 Probléme a résoudre

Dans un contexte d’observations partielles, on s’intéresse 4 la résolution du prob-

léme suivant :

Probléme 3.1 Etant donné un SED G défini sur Ualphabet & (qui modélise le
procédé & contrdler) et un w—langage E C XV tel que E C S(G) (qui représente

la spécification sur le w-langage généré en boucle fermée), construire un superviseur
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sous observations partielles V complet et non-bloquant tel que :

S(V/G)CE

Remarque 3.3 Notons encore une fois qu’on ne s’intéresse pas & la soluiion opti-

male, car cette solution n’eziste pas pour n'importe quel systéme et n’importe quelle

spécification.

3.4.2 Existence d'une solution

Etant donné un w-langage K C S(G), il n'est pas certain que K peut corres-
pondre & un fonctionnement en boucle fermée. Pour pouvoir décider de I'existence
d’un supervieur sous observations partielles qui fait en sorte que les séquences infinies
générées sous la supervision de V soit exactement celles contenues dans K, on utilise

le résultat suivant:

Proposition 3.3 Pour tout K C S(G), il eriste un superviseur sous observations
partielles complet et non-bloguant pour G qus synthétise K si et seulement si K est

commandable par retour de sortie par rapport & (G, M) et w-fermé par rapport &

5(G).

Démonstration:
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Soit V:X; — C un superviseur complet et non-bloquant pour G tel que

S(V/G)=K

Montrons d’abord que K est w-fermé par rapport 6 S(G):

clo(K) N S(G)

lim (pre(K)) N $(G)

= lim(pre (S (V/G))) N S(G)

i

lim (L (V/G)) N S(G) (V est non-bloguant)

S (V/G)

= K

Montrons maintenant que K est commandable par retour de sortie par
rapport & (G, M):

Soit m € pre(K) = L(V/G), comme V est complet, V(M(m)) eziste.
Posons I'; = V(M (m)) et montrons que VYm' € M~' (M(m)) N pre(K),
on a:

[; N Zyg)(m') = Zg(m')

Soit m' € M~ (M(m)) N pre(K) et soit 0 € [; tel que m'c € L(G).

Alors on a:

m' € pre(K) et 0 € [; et m'o € L(G)

=> m' € L(V/G) et M(m') € dom(V) et o € V (M(m)) et m'a € L(G).



(Puisque M(m') = M(m), ce qui impliqgue V (M(m')) =V (M(m)))
= m'oc € L(V/G) = pre(K)
= [iNZe) (m') c zx(m')

Montrons Uautre inclusion: soit o € L (m') alors on a

m'o € pre(K) = m'o € L(V/G)
= m' € L(V/G) et M(m') € dom(V)
eto € V(M(m))=T; et m'o € L(G)
=2 g el;NEyg(m)
= Tg(m') CT;N g (m')

= Iin EL(G) (m’) = Ex(m')

= K est commandable par retour de sortie par rapport 4 (G, M).

-
K est commandable par retour de sortie par rapport 4 (G, M) = Vm €

pre(K),3C; € C :VYm' € M~ (M(m)), on &

[; N Egq)(m) = Tg{m')

On définit la fonction ¢ : M (pre(K)) — C telle que ¥m € pre(K) et



vm' e M~ (M(m)), ona

Z(G) (m") N ¢ (M(m)) = Zg (m')

et on considére le superviseur suivant

V: S — C
i (k) si k € M (pre(K))

non défini sinon

notre but est de montrer que L (V/G) = pre(K), ce qui revient ¢ montrer
queVle ¥*:

le L{V/G) & | € pre(K)

Par récurrence sur la longueur du mot |: Pour | = 1y ’équivalence est
vérificee.

Supposons qu’elle est vraie pour tout mot | de longueur < n—1 et mon-
trons que ¢a reste vrai pour tout mot | de longueur n:

l=ko e L(V/G)

=k € L (V/G) et ko € L(G) et M(k) € dom(V) et 0 € V (M(k))

= k € pre(K) et ko € L(G) et 0 € ¢(M(k)) (d’aprés I'hypothése de
récurrence.)

= 0 € Sy (k) N ¢ (M(K))
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= 0 € pre(i)(K)

=> ko € pre(K) (d’aprés la commandabilité par retour de sortie.)
Montrons ’autre implication :

| = ko € pre(K) = k € pre(K) et 0 € L (k)

k € pre(K) = 3r; : VK' € M~ (M(k)) Npre(K) on a

;N Sy (k) = Ti (k)

o €Xg(k)=>0€Tl; eto € Tyglk)

On a donc k € L(V/G) et ko € L(G) et M(k) € dom(V) et 0 €
V (M(K)).

Ceci implique | € L (V/G).

D’autre part on a

S(V/G) = lim(L(V/G))NS(G)
= lim (pre(K)) N S(G)
= clo(K) N S(G)

K.

Montrons que V est complet:
M (L (V/G)) = M (pre(K)) = dom(V).
Montrons que V est non-bloguant:

L(V/G) = pre(K) = pre(S (V/G)).

7
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3.5 Conclusion

Dans ce chapitre nous nous sommes placés dans un contexte d’observations par-
tielles et nous avons redéfini la notion de superviseur pour tenir compte du manque
d’information qui se produit dans un tel contexte. Dans le prochain chapitre nous
allons introduire une nouvelle classe de SED appelée SED contrélés dont la super-
vision est équivalente & celle des SEDs. L'intérét de cette opération est de ramener

notre probléme initial & un probléme plus facile & résoudre.
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CHAPITRE 4

SUPERVISION DES SEDS CONTROLES

4.1 Introduction

Dans le chapitre précédent nous avons introduit le probléme qu’on se propose de
résoudre, & savoir la synthése d’un superviseur sous observations partielles pour un
SED G tel que le w-langage généré en boucle fermée soit contenu dans un w-langage
de spécification. Notre approche de résolution consiste essentiellement en une série
d’abstractions pour ramener le probiéme initial 4 un probléme pour lequel des outils
de résolution existent. Dans ce chapitre nous allons décrire une premiére étape dans
le processus de résolution qui consiste & ramener le probléme de supervision d'un
SED G partiellement observé & celui de la supervision d’un nouveau SED défini 4
partir de G et que nous appellerons SED controlé associé 3 G. En effet, comme
nous nous placons dans un contexte d’observations partielles, nous cherchons a ex-
ploiter toute information que le superviseur est capable de détecter. En particulier,
nous supposons qu’a tout instant le superviseur est capable de mémoriser toutes les
entrées de commande qu'il a générées jusque lad. C'est pour avoir un mécanisme
de supervision capable de mémoriser une telle information que nous allons enrichir
I'alphabet des événements avec les entrées de commande qui ont été appliquées. On

obtient alors le SED contrilé G¢ qui a la méme dynamique que G mais qui est défini
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sur I'alphabet enrichi. Nous allons d’abord associer & G¢ un masque d’observation
M¢ qui sera ’équivalent de M pour G. Néanmoins pour simplifier les constructions
que nous allons donner dans le chapitre suivant nous allons modifier la structure de
M_ pour obtenir un nouveau masque Mc. Nous allons montrer dans un premier
temps que la supervision de (G, M) est équivalente 4 celle de (G¢, M), dans le sens
ol si on est capable de trouver un superviseur pour une paire, on est capable d’en
trouver un pour l'autre paire.

Dans la section 4.2 nous décrivons la structure d’un SED contrélé et le mécanisme
d’observation Mc qui lui est associé. Nous allons valider le passage de (G, M) a
(Gc, Mc) en montrant qu'a partir d’un superviseur pour (G, M) il est toujours pos-
sible de trouver un superviseur pour (G¢, Mc) qui génére le méme langage en boucle
fermé (4 une projection prés) et vice-versa. A la section 4.3 nous introduisons le
nouveau masque Mc et nous validons le passage de (G¢, Mc) & (Gg, ﬂc) de la

méme facon que dans la section 4.2.

4.2 Les SEDs contrdlés

4.2.1 SEDs controlés partiellement observés

Comme d’habitude T dénote P'alphabet des événements, et C C 2% une famille

non vide d’entrées de commande définie sur .



Définition 4.1 Soit G un générateur représenté par un automate de Biichi

G=(%,X,8,20,T).

Le SED contrdlé associé & G est défini par :

Gc = (E X C,X, JC,IQ,T)

ol
dc (X x C) x X — X est définie comme suit:

#(a,z) 3id(0,z) est définie et o € I;
60((0: F.’),.’L‘) =

indéfinte autrement

Remarque 4.1 A ce nouvel alphabet = x C, on associe la famille suivante d’entrées

de commande :

CC={FC.-:1 S'ESH}

avec

Lc, ={(o,L:): 0 €T}
et I'; € C (on dit que I'c, est définie & partir de T';).

Remarque 4.2 Comme nous allons le montrer plus tard, concevoir un superviseur

V pour G revient & synthétiser un superviseur V¢ pour Geo. C'est pour cette ratson
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qu'une étape importante vers la résolution du probléme de synihése de superviseur
sous observations partielles pour un SED G sera de construire le SED contrélé G

qus lui est associ€ et de calculer un superviseur sous observations partielles pour G¢.

Comme on va chercher a superviser le SED contrdlé G, on lui associe aussi un

mécanisme d’observation, 'alphabet des observations étant T, x C.

Définition 4.2 Soit G un SED défini sur 'alphabet ¥ pour lequel est associé Ialphabet
des observations I, et soit Go le SED contrdlé associé & G. Un masque d’observation

pour G est une application définie comme suit:

Me: L(Gc) — (S xC)°

!

Iexe lg.xc
(01, I‘l)...(a,.,I‘,.) s 4 Mc((al,Fl)...(an_l,F,.-l))(a, [‘n)
ol

(01, T1)--{0n, Ta) — Mc((o1,T1)--{On-1,Tn-1))

Oi e € L, est le dernier symbole de M (0102...0,) $i 0, est observable aprés
la génération de o\ ... o,_,. La derniére clause s’applique lorsqu’on est incapable
de détecter l'occurence de l'événement (0,,1,) (on dit que (04, ') est inobservable

aprés la génération de la ségquence (01,)...(0n-1,[n—1))-

Remarque 4.3 On étend M a l'ensemble des sous-langages de L{G¢) et  ’ensemble
des w-langages inclus dans S(Gc) de le méme fagon qu’on U's fait pour M au chapitre

précédent.
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Remarque 4.4 M présente les mémes propriétés que M, & savoir il commute avec

le préfize ainsi qu’avec la limite des langages.

Le masque M est aussi représenté par un automate de Moore:

AM = (2 X C,XMJJMizﬂurzm’\)

o X x C est 'alphabet de transition,
X est ensemble des états,
O 1 (X %X C) x Xy — X est la fonction de transition,
Zo,, est I'état initial,
¥, est l'alphabet de sortie et

A: Xy — I, la fonction de sortie.

L'automate A, représente le masque M comme suit :

Mc(s) = Mc((01,T'1)--(0n,Tn))

= (Mz1),[1) - (M2n),Ta)

od z; = 0y ((01,T1), Zo,,) €t Z; = Op((03, Ts), 7io) pour 2 <i < m.
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4.2.2 Lien entre la supervision de (G¢, Mc) et celle de (G, M)

La supervison de (G¢, M) est équivalente & celle de (G, M) dans le sens que
si on dispose d’un superviseur pour 'une des paires on est capable d’en trouver un
pour 'autre.

Dans un premier temps nous allons supposer que nous disposons d’un superviseur V¢
pour (G¢, Mc) et nous allons montrer comment on peut en déduire un superviseur V
pour (G, M) qui produit le méme w-langage généré en boucle fermée & une projection

prés.

Définition 4.3 Soit £¢ = {(0,F) € E x C : 0 € T'}, alors la fonction suivante

g, = lyp

m(o,[;) — P(m)o

est une projection de l'alphabet L sur l'alphabet L.

Remarque 4.5 On étend P aux langages comme suit : VL C ¢,

P(L) = {P(m):me L}

Notation 4.1 On note P~'(m) = {k € £ : P(k) =m}.



o .

Remarque 4.6 On étend aussi P aus w-langages comme suit - VK C T¥,
P(K) = lim (P (pre(K))) N S(G)

Proposition 4.1 Soit G un SED défini sur I’alphabet & et G¢ le SED controlé qui

lus est associé. Soit P la projection définie auparavant. Alors on a:

P(L(Gc)) = L(G),

P~ (L(G)) = L(Gc),

P(S(Gc)) S(G) et

P71 (S(G)) = S(Gc)-

Démonstration: Le résultat est évident d’aprés la définition de G¢

Notation 4.2 Pour tout L, € Cg, si Lc; est définie & partir de 'entrée de com-

mande I';, alors on écrit

P(Tc)=T;

Définition 4.4 Soit G un SED défini sur Ualphabet T et Vi un superviseur pour le



SED controlé associé & G. On définit Uapplication suivante :

My, : L(G) > (Z.xO)
lg = lzoxc
r

My, (k)(0,,T') sioc €Teto est abservable

ke ~ { My, (k) st g € et o est inobservable

non définie  sic¢rl

.

ot

0, est le dernier symbole de M (ko) si o est observable

= P (Vo (My(k)))-
My,, est appelée |'observation controlée de k.

Lemme 4.1 Soit k € L(V/G) et k' € L(V;/Gg) tel que P(k') = k. Alors on a

Mc(K) = My, (k).

Démonstration:

Monirons le résultat par récurrence sur la longueur du mot k (i.e. sur
la longueur du mot ¥').

Pour k = 1y le résullat est vras, en effet

My, (1g) = 1g,xc = Mc(15:)
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et on a 1y, = P~'(1g).
Supposons la propriété vraie pour tout mot de longueur < n—1 et mon-
trons qu’elle reste vraie pour tout mot de longueur n:
Supposons que k et k' s’écrivent sous la forme k = lo et k' = I'(0,T;).

Alors deuz cas se présentent:

Cas 1 : o est inobservable aprés |

Dans ce cas on a My, (k) = My, (l). D’autre part on a nécessairement
Mc(K) = Mc(t').

Et d’aprés ’hypothése de récurrence on a My, (l) = Mc(l').

= Mvc(k) = Mc(k')

Cas 2 : o est observable aprés |

My, (k) = My, (lo) = My, (1)(0,,T) avec g, est U'observation de o et

[; = P(Tc) = P(Ve(My (1))

D’autre part k' =U'(0,T;) avec!’ € P~'(l) etT; = P(L'¢;) = P(Ve(Mc(l'))).
D’aprés l’hypothése de récurrence, on ¢ My, () = Mc(l')

= Mc(K) = Mc()(0o,T;) = My ()(05,T;) = My (l)(0a,Ts) =
My, (K)-

Puisque T; = P (Tg;) = P (Ve(Mc(!))) = P (Vo (My, (1)) =T



86

Proposition 4.2 Soit G un SED défini sur l'alphabet T, pour lequel on associe
un masque d’observation M, et Vi un superviseur pour (Ge, M) complet et non-
bloguant, ot G¢ est le SED controlé associé & G et Mc son masque d’observation
(défini & partir de M). Soit My, le masque d’observation introduit dans la définition

précédente. Alors la fonction suivante
V=PoVcoMy,oM™"

définit un superviseur complet et non-bloguant pour (G, M) tel que :
L(V/G) = P (L(Vc/Gc))

et

S(V/G) = P(S(Vc/Gc))

Démonstration:

Commencons par montrer que V est bien définie :
Soit my,my € dom(V) telles que m, = my, montrons que V(m,) =

V(my):



V(m) = P (Vo (My, (k1))

et

V(ma) = P (Vo (My.(k2)))

avec M(k) = M(k;) = my = my (qu’on désigne par m).
Pour montrer le résultat, nous allons montrer, par récurrence sur la
longueur du mot m, que My, (ki) = My_(k2).

Pourm=1g,0na:

My, (k) = 1g,xc

et

MVc(kﬁ) =1g,xc

1l est clair donc que

MVc(kl) = MVc(k2)

Supposons que la propriété soit vraie pour tout m de longueur <n -1,

et montrons qu’elle reste vraie pour tout mot m = a,...a, de longueur n:

st on suppose que k| et ky 8’écrivent come sust :

k, = o1...01, 01,410,
v
kl
1

87
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et

. !
k’ -— 0'1.-.0:: 0;’_‘_[...0'"’
S et

k
avecny,ng > n, M(k}) = M(k}) = ay...8n-1, e M (Kloy, 1) = M (kﬁa{, +1) =
ay...an. Alors d’aprés 'hypothése de récurrence on a Vo (My,(k})) =
Ve (M, (k) = Cc;-

Posons k! = K\0r,+1 €t k3 = kio}, ., alors on a

My, (k) = My, (k1) (an, [3)

et
My, (k3) = My, (k3)(an, T3)
et
MVc(kl) = MVc(k'l')
et

My, (k2) = My, (k2)

= MVc(kl) = MVc(k2)

= V(m,) = V(my).

Soitm € L(V/G), montrons qu'il ezistem’ € L(V¢/Gc) tel que P(m') =

m.



Raisonnement par récurrence sur la longueur du mot m.
Pour le mot vide la propriété est vraie; supposons qu’elle soit vraie pour
tout mot de longueur n ~1 et montrons qu’elle reste vraie pour tout mot

de longueur n:

m=ko € L(V/G) & ke L(V/G) et M(k) € dom(V)

et 0 € V(M(k)) et ko € L(G)

D’abord k € L(V/G) = 3k’ € L(Vp/Gc) tel que P(K') = k (d’aprés
’ypothése de récurrence).

D’autre part, M(k) € dom(V) = My, (M~'(M(k))) € dom(Vc). Puisque
k € M~ (M(k)), on a alors My(k) € dom(V¢).

D’apres le lemme, on a Mc(K') = My, (k), ce qui implique Mc(K') €
dom(Vg).

Soit T'; = V(M(k)), montrons que (0,T;) € Vo (Mc(K')):

V(M(k)) = P(Vo(My(k)
= P (Ve (Mc(K)))
=T

= Ve (Mc(K')) =T,
Il reste finalement ¢ monirer que K (0,1s) € L(Gce):

On a ko € L(G) = P~'(ko) C L(Gc)-



P(K(o,[3)) = P(K)o

= K'(0,T;) € P~(ko)
= K(0,T;) € L(Gc)

On a donc m' = K (0,T;) € L(Vc/Gg) et P(m') =m.

=% L(V/G) C P(L(Vc/Gc)).

Montrons autre inclusion : soit m un mot de L(V;/Gc), montrons que
P(m) € L(V/G).

Par récurrence sur la longueur du mot m:

Pour m = 15, le résultat est vrai, puisque P(lg;) = 15 € L(V/G).
Supposons que le résultat soit vrai pour tout mot de longueur < n—1 et
montrons

qu’il reste vrai pour tout mot de longueur n:

m= Ic(a, I‘.) € L(Vc/Gc) & ke L(Vc/Gc) et Mc(k) € dom(Vc) et

(a,1:) € Vo (Mc(k)) et k(o,T;) € L(Gc)

D’abord k € L(Vg/Gc) = ¥ = P(k) € L(V/G) (d’apres U'hypothése de
récurrence).

D’autre part, Mc(k) € dom(Vg) = M (P(k)) € dom(V). En effet,



Vi € M~ (M(P(k))), on o My (K"} = My, (i).

Et on o déja prouvé que Mc(k) = My, (k) = My, (l).
= My, (K') € dom(Vc)

= My, (M~ (M(K')) € dom(Vc)

= M(K) € dom(V).

D’autre part encore,

V(M(K)) = P{(Vc(My(K))
= P (Vo (Mc(k))
= P (Fci)

ce qui implique que o € [, puisque (0,T;) €.

Finalement on a,

k(o,0;) € L(Ge) = P(k)d € L{G)

= Ko e L(G)

= P(L(Vc/Gc)) € L(V/G)

= P(L{Vc/Gc)) = L(V/G)

a1
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Montrons maintenant que S(V/G) = P (S(Ve/Gc)):

S(V/G) = lm(L(V/G))NS(G)

lim (P (L(Vc/Ge))) N S(G)

lim (P (pre (S(Ve/Gc)))) N S(G) (Ve est non-bloquant)

= P(S(Ve/Gc))

Montrons que V est non-bloquant:

Ona
S(V/G) = lm(L(V/G))NS(G)
= S(V/G) ¢ lim(L(V/G))
= pre(S(V/G)) C pre(lim(L(V/G)))
= pre(S(V/G)) ¢ L(V/G)
Montrons maintenant que L(V/G) C pre (S(V/G)).
Soit m € L(V/G), puisque L(V/G) = P(L(Vc/Gc)), il eziste m’ €

L{(Vc/Ge) tel que P(m') =m.

m' € L(Vg/Gc) = pre(S (Ve/Ge)) = 3s' € (X x C)” tel que m's’ € § (Ve/Gc)
= P(m's') € P(S(Vc/Gc)) = S(V/G)
= P(m)seS(V/G)
= ms € S(V/G)

= m € pre(S(V/G))



= L(V/G) C pre (S(V/G))

=> L(V/G) = pre(S(V/G)).

Montrons que V est complet:

Soit m € M (L(V/G)), montrons que m € dom(V):

m € M (L{(V/G)) = Im' € L(V/G) tel que M(m') =m

m' € L(V/G) = Im" € L(V¢/Gc) tel que P(m") =m/

m" € L(Vo/G¢) = Mg (m") € dom(Vc) (Vi est complet)

= My, (m') € dom(V¢), puisque Mc (m") = My, (m')

= Vk € M~'(m), on a My, (k) € dom(Vc), puisque My, (k) = My, (m')

= m € dom(V).

Remarque 4.7 Si on dispose d’un systéme tel que celui de la figure 4.1, alors on
définit le masque My, dont la structure est illustrée & la figure 4.2. On obtient

finalement le systéme en boucle fermée de la figure 4.3.

Nous allons maintenant montrer qu’a partir d'un superviseur V pour (G, M), il
est possible de construire un superviseur V¢ pour (G¢, Mc) qui fait en sorte que le
w-langage généré sous sa supervision soit équivalent 4 celui généré sous la supervi-

sionde V.
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Proposition 4.3 Soit V : £, — C un superviseur complet et non-bloquant pour

(G, M). On définit la fonction suivante:

Ve: (B,xC)* = C¢
Le, 81 [, eziste
m —
non défini  sinon

avec ¢, est Uentrée de commande définie ¢ partir de Uy =V (M (P (Mg ‘(m}))).

On a alors Vo est un supervieur complet et non-bloguant pour (G¢, Mc) tel que
P (L (Vo/Ge)) = L(V/G)

et

P(§(Vo/Gc)) = S(V/G)

Démonstration:

Commencons par montrer que V¢ est bien défini.

Seient my, my € (T, x C)° telles guemy =my = (01,0))...(00, [n) =m,
montrons que Vg(m,) = Vi(msg).

Soit ki € M;'(m,) et k2 € Mz'(m,), montrons par récurrence sur la
longueur du mot m que M (P(k:)) = M (P(ka)).

Pour m = 1g,«c, la propriété est vraie. En effet, si on suppose que



ki, et ky s’écrivent sous la forme ky = (01,T1)...(On,, [n)), € k2 =
(01, T1)-(0ng: Tna)-

Alors on @ P(k\) = 01...0n, €t P(ks) = a}...0},.

Puisque Mc (ki) = Mc(ka) = 1z, xc, on a M(P(k\)) = 1g, et M(P(k2)) =
g,

= M(P(k\)) = M(P(kp)).

Supposons que le résultat soit vrai pour tous les mots de longueur < n-1
et montrons qu’il reste vrai pour tous les mots de longueur n:

Supposons que m s’écrit sous la formem = (a,,T'))...(an, [n). Supposons
aussi que ky = (0}, I‘l).:(ah, L1, ) (0141, Ty1)-- (O, Ty ) €

ks = (01,T}).. ("f.:rh)f%-w [lps)-(Onys I, tel que Mc(ky) = Mc(k{)(an, I'n) =

kl
m, et Mc(k2) = Mc(k3)(an, a) = ma.

Or my = mg = Mc(k}) = Mc(k;) = (61, T1)-.-(n-1, Tnot).

D’aprés Uhypothése de récurrence, on a M(P(K,)) = M(P(k})). D'autre
part M(P(k)) = M (P(k)ar, +1P (01,41, Liy1)--(0n,, Tny))) = M(P(K}))an,
et M(P(ka)) = M (P(k3)01,41P (01341, Tt 41).-(Ona» Tn))) = M(P(K3)) .

= M(P(ky)) = M(P(ks))-

Montrons maintenant que P (L (Vc/G¢)) = L(V/G).
Nous allons montrer dans un premier temps que P (L (Vo/Gc)) C L(V/G).

Soit m € L (Vo/Gc), montrons par récurrence sur la longueur | du mot



m que P(m) € L(V/G).
Pour | = 0, le résultat est vrai. En effet, on a P (15,) = 15 € L(V/G).
Supposons que le résultat soit vrai pour tout mot de longueur <n—1 et

montirons que ¢a reste aussi vrai pour tout mot de longueur n:

m=k(o,I;) € L(Vc/Gec) & ke L(Ve/Gc) et Mc(k) € dom(Vc) et

(0’, I‘.) € VC (Mc(k)) et k(a, Fi) €L (Gc)

D’'abord k € L (Vg/Gg) => P(k) = k' € L(V/G) (d’aprés l'hypothése
de récurrence).

D’autre part

Mc(k) € dom (Vo) = M (P (Mg' (Mc(k))) € dom(V)
= M (P(k)) € dom(V)

= M(K) € dom(V)

D’autre part encore

Ve (Mc(k)) =Tc, = V(M (P(Mg" (Mc(k)))) =T:
=> V(M (P(k) =T:
V (M(K)) =T;

a eV (M(K))

Finalement, on a k(o,T;) € L(G¢) = k'o € L(G).
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= Ko € L(V/G)

= P(L(Vc/Ge)) € L(V/G).

Montrons 'autre inclusion:

Soit m € L(V/G), montrons par récurrence sur la longueur du mot que
m € P (L (Vc/Gc)).

Pourm = 15, le résultat est vrai, puisquem = P (1g.) € P (L (V¢/Gc)).
Supposons que le résultat soit vrai pour tout mot de longueur <n—1 et

montrons que ¢a reste aussi vrai pour tout mot de longueur n:

m=ko € L(V/G) & ke L(V/G) et M(k) € dom (V) et

g €V (M(k)) et ko € L(G)

D’abord, d’aprés U'hypothése de récurrence on a k € L(V/G) = ' €
L(Ve/Ge) telle que P(K') = k.

D’autre part

M(k) €dom (V) = M (P(k')) € dom(V)
= M(P(Mz'(Mc(k)))) € dom(V)

= M¢ (k’) € dom(Vg)

D’autre part encore 0 € T; =V (M(k)) = (o,I) € [¢, = Ve (M (K')).

Finalement on a ko € L(G) et P (K(0,T;)) = ko = ¥'(0,T;) € L(Gc).



—s ¥(0,T) € L(Ve/Ge)
= L(V/G) € P(L(Vc/Gc)).

= L(V/G) = P(L(Vc/Gc))-

Montrons maintenant que S(V/G) = P (S (V¢ /Gc)):

P(S(Vc/Gc)) = lim (P (pre(S(Vc/Gc)))) N S(G)
= lim(P(L(Vc/Gc))) N S(G)
= lim(L(V/G)) N 5(G)
= S(V/G)
Montrons Isutre inclusion :
Soit s € S(V/G), alors on a pre(s) C L(V/G).
Posons K = {k € L(Ve/Gc) : P(k) € pre(s)}. Alors on g, lim(K) #
0 (d'aprés le lemme de Konig). Soit s € Lim(K), alors on a &' €

lim (L(Ve/Gc)) et

P(¢) = lim(P (pre(s))) N S(G)

N

lim(P(k)) N S(G)

N

lim(pre(s)) N S(G)
S co({s})NS(G)
{s}

8

m

100



Ors € S(G) = ¢ € S(Gc)
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= ¢’ € §(G¢) Nlim(L(V¢/Gc))

= ¢ € §(Ve/Gc)

= s = P(d') € P(S(Vo/G¢))

= §(V/G) € P(S8(Ve/Gc))

= S(V/G) = P(8(V¢/Gc))-

Montrons que V¢ est complet, c.-a.-d. montrons que M¢ (L (Vo/Ge)) ©

dom (Vc) s

Soit k € M¢ (L (Vo/Gc)), montrons que k € dom (Vc).

k€ Mc (L (Vc/Gc)) 2> el (Vc/Gc) : M¢ (k') =k

K €L(Ve/Ge) =
=
=
=

=

P(K) € L(V/G)

M (P(K")) € dom(V) (V est complet)
M (P (Mz" (Mc (K)))) € dom(V)
M (P (Mg'(k))) € dom(V)

k € dom (Vc) .

Montrons finalement que V¢ est non-bloquant, c.-a.-d. montrons que

L (Ve/Gc) = pre(S (Ve/Gc))-

Il est évident que pre (S (Vo /Gc)) € L(Vc/Gc), il nous reste & montrer

{’autre inclusion.
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Soit m € L (V¢/Gc), on a alors m' = P(m) € L(V/G) = pre(S(V/G))
(V est non-bloquant)
= 3¢’ = 010,... € TV tel que m's’ € S(V/G) = P (S (Ve/Gc)).
= ms € § (Vg/Gc), avec s = (01,T1) (02,T2) ... et T, =V (M (m")),
Ty =V (M (m'ay))...
= m € pre(§ (Vo/Gc))
= L (Ve/Gc) C pre(S (Ve/Gc))
= L (Vc/Gc) = pre(S (Ve /Gc))-

= Vo est non-bloguant.

4.3 Modélisation des événements non observables

Pour superviser le SED contrélé G¢ nous allons introduire un nouveau SED G,
que nous appellerons SED observé, qui correspondera a ce qu’on observe de la dy-
namique de Gg¢, et nous allons montrer qu'il est toujours possible de déduire un
superviseur pour G¢ & partir d'un superviseur pour G,. L’avantage de cette opéra-
tion est qu'on dispose des outils qui nous permettent de synthétiser un superviseur
pour G,.

Pour simplifier la structure de Pantomate qui représente G,, il s’est avéré utile de

modifier la structure du mécanisme d'observation de Gc. Dans cette section nous
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allons introduire ce nouveau masque qui présente la particularité que, méme si un
superviseur pour G est incapable de détecter 'occurrence d’un événement, il est
quand méme capable de mémoriser 'entrée de commande qu'il a appliquée et qui
a permis 'occurrence de cet événement, ceci fera donc partie de I'information sur

laquelle le superviseur se base pour choisir la prochaine entrée de commande.

Définition 4.5 Soit G un SED défini sur l'alphabet T pour lequel est associé alphabet
des observations I, et soit G¢ le SED controlé associé & G. On définit le masque

d’observation suivant:

Mc: L(Ge) — ((S.u{d)x0)
Iexe — lig,ugepxc
(01, T1)-(0n Tn) +—> Mc((01,11).(0n1, Tac1))(@s T)
ou

(0’1, Fl)...(O'n, Pn) b—) Mc((dl, I‘l)...(O'n_.l, I‘,,_l))(e, [‘")

Ot a € I, est le dernier symbole de M (0,03...0,) si 6, est observable suite i la
génération de 010,...0,-1. La derniére clause s’applique lorsqu’on n’est pas capable
de détecter l'occurrence de I’événement (0, ;) (on dit que (04,T;) est inobservable

aprés la génération de la séquence (0, T)...(0p-1,[n-1))-

Définition 4.6 Soit G un SED, G le SED contr6lé associé & G et M le masque

d’observation défini plus haut. Un superviseur sous observations partielles pour
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(Gc, ﬁc) est une fonction partielle
Vo : ((ZU{e}) xC)* — Cc
qui vérifie la condition
Mc(m\) = Mc(ma) = Ve (Mc(my)) = Vo (Mc(my))

(elle exprime le fait que le superviseur ne peut changer d’entrée de commande que
suite & la génération d’événements observables).
Le systeme en boucle fermée V¢ /Ge est défini de facon analogue & V/G dans le

chapitre précédent.

Notation 4.3 On note 7, la projection naturelle de l'alphabet (X, x {€}) x C sur

Ualphabet £, x C, c.-4.-d. :

Te: (BoUE)XC) + (E,xO)
Liz,ugxc = lg,xc
k(o,T) = e (k){o,T) sioc#e¢

ke, I') (k)

On U’étend auz langages et auz w-langages comme suit : 1 (K) = {r.(m) : m € K},

pour K C L(Gg) et 7 (T) = lim (x(pre(T))), pour T C S(Ggc).
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Les deux propositions suivantes montrent que la supervision de (G¢, M¢) est

équivalente & celle de (Gc, ﬁc).

Proposition 4.4 Soit Vo : (5, x C)° — Cc¢ un superviseur complet et non-

bloquant pour (G¢, Mc). On définit la fonction suivante:

Ve: (SU{e) xC) = Cc

m = Ve (me(m))

on a alors Vo est un superviseur complet et non-bloquant pour (Gc, ﬁc) tel que

L (Ve/Gc) = L(Vc/Ge)

S (Ve/Gc) = S(Ve/Gc)

Démonstration:

Montrons que V¢ est un superviseur pour (Ge, Mg):



Soit my,my € (X x C)* tel que Mc(m,) = Mc(m,). Alors

Ve (Mc(my)) = Ve(m (ﬁC(ml)))

= Ve (Mc(m1))

Ve (Mc(ma))
= Ve (v (Mc(m,)))

= Vo (Mc(ma))

Montrons maintenant que L (VC/GC) = L(V¢/Gc), c.-é.-d. montrons

que Ym € (£ x C)*
m € L (Ve/Gc) & m € L(Vc/Gc)

Par récurrence sur la longueur de m.
Pour m = lgyc le résultat est vrai.
Supposons que ¢a soit vrai pour tout mot de longueur < n— 1 et mon-

trons que c’est encore vrai pour tout mot de longueur n:
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m =k(a,Ts) € L(Ve/Ge) & k€ L(Ve/Gc) et Mc(k) € dom(V) et
(0, T%) € Vo(Mc(k)) et k(o,T:) € L(Gc)

& k€ L(Vo/Gc) (d’aprés Uhypothése de récurrence)
et Mc(k) € dom(Vc) puisque m (Mc(k)) = Mc(k),
et (o,T:) € Ve(Mc(k)) puisque
Ve(Mc (k) = Ve(Mc(k)), et k(o,T:) € L(Gc)

® mel (vc/Gc)

D’autre part, on a:

S(Ve/Ge) = lim(L(Ve/Gc))N S(Ge)
= lim(L(Ve/Ge)) N S(Ge)

= $§(Ve/Ge)
D’gutre part encore, on a:

L(Vc/Gc) = L(Vc/Ge)
= pre(S(Ve/Gc))

= pre(S(Vc/Gc))

= V, est non-bloquant.
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Finalement on a

Mc(L(Ve/Ge)) € dom(Vg) (Vo est complet)
7. (Mc (L(Ve/Gc))) € dom(Ve)

Te (ﬂc (L(‘?c/ Gc))) c dOlIl(Vc)

M. (L(Vc/Gc)) C dom(Vc)

¢ ¥+

Ve est complet

Proposition 4.5 Soit V¢ : ((Z,U {€}) x C)* — Cc un superviseur complet et

non-bloguant pour (G, ﬁc) alors la fonction suivante:

Vo: (B xC) = Co

ot k € M;'(m), définit un superviseur complet et non-bloquant pour (Gc, Mc) tel
que

L(Ve/Gc) = L(Ve/Gc)

S(Ve/Gc) = S(Ve/G)
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Démonstration:

Tout d’abord Ve est bien défini car pour tout ki, k2 € M;'(m), on
Mc(kl) = Mc(kz) =m= Vc (Ec(k[)) = VC (Mc(kg))

(par définition de Vc).

Montrons que L(Vo/Ge) = L (Vc/Gc), ¢.-6.-d. montrons que Ym €
(ExC)*

m € L(Vc/Gc) & m € L(Vc/Ge)

Par récurrence sur la longueur de m.
Pour m = 1y le résultat est vrai.
Supposons que ¢a soit vrai pour tout mot de longueur < n~ 1 et mon-

trons que c’est encore vrai pour tout mot de longueur n:
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m=k(o,[;) € L(Vc/Gc) © ke L(Vo/Gc) et Mc(k) € dom(Vc) et
(0,Ts) € Vo(Mc(k)) et k(o, L) € L(Gc)

& ke L(Vo/Ge) (d’aprés Uhypothése de récurrence),
et Mc(k) € dom(Ve) et (o, 1;) € Vo(Mc(k))
puisque Vo(Mc(k)) = Ve (Mc(k)), et
k(o,T:) € L(Ge)

& k(d, Pi) €L (Vc/Gc)

= L(Vc/Gc) =L (Vc/Gc)..
Il s’en suit que S(V¢/Ge) =S (VC/GC), et que V¢ est complet et non-

bloquant.

4.4 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons introduit le concept de SED contrdlé et nous lui
avons associé un masque d'observation qui tient compte de toute l'information
disponible. Le systéme a superviser ainsi obtenu présente une structure plus riche
en informations, dans le sens qu’elle offre plus de renseignements au superviseur qui
devra le contréler. Nous avons également montré que le probléme de supervision

de (Gc, M'c) est équivalent i notre probléme de départ. Donc nous sommes passés
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d’un probléme intial & un autre qui lui est équivalent et qui sera plus fagile & ré-
soudre. Dans le prochain chapitre, nous allons justement donner la solution & ce

nouveau probléme.
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CHAPITRE 5

SYNTHESE DE SUPERVISEURS SOUS OBSERVATIONS

PARTIELLES

5.1 Introduction

Notre probléme de départ était de concevoir un superviseur sous observations
partielles pour un SED G, observé a travers un masque M. Or nous avons montré
que ce probléme peut se ramener a celui de la supervision du SED contrélé G as-
socié & G, observé  travers le masque Mc, et nous avons spécifié comment on peut
déduire un supervieur pour (G, M) étant donné un superviseur pour (Gc,ﬁc).
Dans ce chapitre nous allons donner une approche qui permet de synthétiser un
superviseur sous observations partielles pour un SED contrdlé qui répond & une
certaine spécification (définie 4 partir de la spécification sur le superviseur pour
(G, M)).

Cette approche de résolution, qui suppose qu'aussi bien la spécification que le SED
contrdlé sont représentés par des automates finis sur mots infinis, comporte neuf
étapes qui permettent de ramener le probléme initial & celui du contréle d’un au-
tomate fini et déterministe de Rabin pour la satisfaction de sa propre condition
d’acceptation pour lequel on peut appliquer 'algorithme de synthése du chapitre 2

(qui utilise le calcul de points fixes). Une fois obtenu un contrdleur pour cet au-
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tomate, il est aisé d’en déduire un supervieur sous observations partielles pour le
SED contrélé de départ. Cette approche sera présentée plus en détail a la section

suivante. Ses trois étapes principales sont expliquées dans les sections 5.4, 5.5 et

5.6.

5.2 Approche de résolution

5.2.1 Données initiales
Nos données de départ sont :

¢ Un SED G partiellement observé qui vérifie la condition

5(G) = lim (L(G))

et qui est représenté par un automate fini de Biichi, avec une con-

dition d’acceptation triviale:

g = (2, XG: JG: Tog» XG) .

e Une spécification sur le w-langage généré en boucle fermée qu'on
suppose représentée par un automate universel de Rabin avec une

seule paire de sous-ensembles, et une fonction de transition totale:

R = (%, Xk, g, Tog, (RE, IE)) -
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Remarque 5.1 Ceci ne constitue pas une perte de généralité car
la classe des langages reconnus par de tels automates est égale é la

classe des langages w-réguliers.

e Un masque d’observation
M:X — ¥

représenté par un automate fini de Moore:

-~

AM = (2) XM7 gM,-'EOMa 201 X)

5.2.2 Algorithme de synthése

A partir des données initiales, on utilise la procédure suivante pour synthétiser

un supervieur sous observations partielles pour G complet, non-bloguant et qui

respecte la spécification E:

o Etape 1 : construire 'automate fini de Biichi
Gc= (E X Ca XG)JchzOG:XG)

qui représente le SED contrdlé Gc, et I'automate universel



o Etape 2 :

¢ Etape 3 :

de Rabin

RC = (E x Cr XE: 6Ec: Zog, (REI IE')) .

qui représente la nouvelle spécification sur le superviseur de

Gc (ll s’aﬁt de E¢c = P—I(E) N L(Gc))

faire le produit de G¢ et Rc; le résultat de cette opération
est un automate universel de Rabin qui représente 3 la fois

le SED contrélé G et la spécification Ec:

AC = (B X CyXI‘sCrzﬁi (R,I))

On construit également I'automate de Moore

AM = (2 X CaxM:JMIIOM!EGU {E},/\)

qui représente le masque

Mg: (ExC) — ((S.U{e}) xC)

construire I'automate de haut niveau qui représente a la fois

le SED observé G, et la spécification qui lui est associée, &
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e Etape 4 :

eEtape 5:
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savoir

E,= ﬂC(Iv)

ol N est le plus grand sous-langage normal par rapport &
ﬁc et inclus dans Eq. Le résultat de cette opération est

P'automate universel de Rabin suivant:

-Aa = ((20 U {E}) X Cy Ymamyﬂv (Rm Io)) .

calculer le produit entre A, et 'automate A4;, qui représente
le plus grand sous-langage e-invariant de {(Z, U {¢}) x C)“.
Cette étape sera expliquée en détail 4 la section 5.5. Ap-

pelons 'automate de Rabin déterministe qui résulte de cette
opération A, = ((X, U {€}) x C,Yy,, &, Yo, (Ro;y 1o;))-

Construire I'automate de Rabin déterministe

Ad = ((zo U {6}) X C: Z1 ‘sd’ 20, (Rd: Id)) .

qui vérifie la propriété

e (L (Ag)) = 7e (L (Aa))



o Etape 6 :

o Etape 7:

o Etape 8 :

e Etape 9:
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et

7 (S (Ag)) = 7 (S (Aa))

calculer un superviseur f; pour A4 qui fait en sorte que les
mots infinis générés sous sa supervision vérifient la condi-
tion d’acceptation de A4 (Ceci constitue également un super-
viseur sous observations totales pour le SED observé représenté
par Ay) en utilisant les résultats de Thistle et Wonham (voir
chapitre 2).

déduire a partir de V, un superviseur Ve pour (Gc, Hc).

a partir de V¢, calculer un superviseur V¢ pour (Ge, Mc) en
utilisant la méthode donnée au chapitre précédent.

A partir de Vg, calculer un superviseur V' pour (G, M) en

utilisant la méthode donnée au chapitre précédent.

5.3 Supervision de l'automate Ac dont la dynamique est observée a

travers le masque Mc

Nous avons vu dans la section précédente qu'a I'étape 2 on construit I'automate

universel de Rabin A¢ qui représente le SED contrdlé Gc et la spécification Ec.

Dans cette section, nous allons justifier cette étape en montrant que la supervision

de (Gc, ﬁc) qui respecte la spécification E¢ est équivalente 4 la supervision de Ac,

observé a travers M, pour la satisfaction de sa propre condition d’acceptation.
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Définition 5.1 Soit Ac un automate de Rabin universel défini sur l’alphabet £ x
C. Un superviseur pour Ac sous observations partielles i travers le masque M :

(ExC)* — ((ZU {€}) x C)* est une application
f: ((Zu{eh) xC) — C¢
qui vérifie la condition suivante :

Te(m1) = me(ma) = f(m1) = f(ma)

avec Cc est la famille d’entrées de commande associée & ¥ X C Le langage généré

par Ac sous la supervision de [ est défini récursivement comme suit:
(i) lexc €L (f/-AC)

(i) Pour tout k € (£ x C)°, et pour tout (0,T) € ExC ona:

k(o,T) € L(f/Ac) & ke L(f/Ac) et Mc(k) € dom(f) et

(o.7) € f (Mc(k)) et k(o,T) € L{Ac)

Le w-langage généré par Ac sous la supervision de f est l’ensemble des éléments de
lim (L (f/Ac)) qus respectent la condition d’acceptation de Ac, c.-é.-d.
lim (L (f/Ac)) N S (Ac)-

Définition 5.2 Un superviseur pour (Ac, FIC) est non-bloguant si L (f/Ac) =
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pre (S (f/Ac)). On dit qu'il est complet si Mc (L (f/Ac)) C dom(f).

Proposition 5.1 V¢ : ((Z, U {€}) x C)* — Cq est un superviseur complet et non-
blogquant pour (Gc, ﬂc), tel que S (Vc/ Gc) C Ec ssi il est un superviseur complet

et non-bloquant pour (.Ac, ﬁc) tel que
L(Ve/Ac) = L (Ve/Ge)
et

§ (Ve/ Ac) = S (Ve/Gc)

Démonstration:

D’abord il est clair que

Vo est un superviseur pour (Gc, ﬁc)

L

Ve est un superviseur pour (.Ac, ﬁc)

Montrons alors que L (Vc/Gc) =L (f/"c/ .Ac) Pour cela nous allons

montrer par récurrence sur la longueur du mot m que,

Ym € (X x C)‘ yTRE L(Vc/Gc) emel (Vc/.Ac)
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Pour |m| = 0 le résultat est vrai.

Supposons que c’est vrai pour tout mot de longueur < n—1 et montrons

que ¢a reste vrai pour tout mot de longueur n.

m=ko,T) € L(Ve/Gc) & keL(Vc/Ge) et Mc(k) € dom(Vr) et

(0,T) € Vo (Mc(k)) et k(o,T) € L(Gc)
& ke L(Vo/Ac) et Mc(k) € dom(V) et
(0.T) € Ve (Mc(k)) et k(o,T) € L (Ac)

& kio,T) e L(Vo/Ac)

Il reste a montrer maintenant que S (f}c/ Gc) =S (f’c/Ac) .

SES (ﬁc/Gc) &
-

4

s@lim (L (Vc/Gc)) ets€ Ec

s€lim (L (Vo/Ac)) etse Ec

s € lim (L (Vo/Ac))

et s vérifie la condition d’acceptation de R
s € lim (L (Vo/Ac))

et 3 vérifie la condition d’acceptation de A

seS(Ve/Ac).
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5.4 Construction de 'automate de haut niveau

5.4.1 SED observé

Etant donné un SED contrdlé G et un masque d’observation Mg, une étape
importante pour la résolution du probléme de synthése d’un superviseur V pour
(Gc,ﬁc) est la construction d'un w-automate qui représente le SED observé G,
correspondant 4 I'image de G telle que observée par V. 1l est obtenu en appliquant
le masque d’observation M sur le SED contrélé G.

Comme on part d'un automate qui représente 3 la fois G¢ et E¢, la construction
que nous allons donner produit un automate de Rabin qui représente i la fois le
SED G, = (ﬁc(L(Gc),ﬁc(S(Gc))) et la spécification E, = Mc(N), od N est le

plus grand w-langage inclu dans E; et normal par rapport & M.

5.4.2 Algorithme

Supposons que I'on dispose de 'automate de Rabin suivant:
-AC = (2 X C!X:JC'!I(): {(Rl" IP)! pEeE P})

qui représente la SED observé contrélé G et la spécification Ec.

Supposons aussi que ﬁc est représenté par I’automate de Moore suivant :

AM = (2 x C,XM,SM,IQM,EOU {6},/\).



. 122

Voici la procédure pour la construction de G,:

e étape 1 : Construire le "produit" des deux automates Ac et Ay. Le

résultat de cette opération est 'automate "hybride" suivant:

Acx Ay = (E x C,Y, bcu, (30, 0,), { (R, ) ,p € P}, 5o U {¢}, X)

avec
Y=XXXM,
JCM: (XXC)XY - oY
( 3

(z},7h) €Y : x| € &¢c ({0, T3),21)

((a:T5), (z1,22)) — S & .

1,2 € JM ((67 F,'),!L'g) J

\

et pour tout p € P, (R;,, I;) est définie & partir de (R,, )

comme suit:
R;‘ = R,, X XM
et

Enfin ) est définie A partir de A comme suit:

N: Y — Z,uie

. (z,zm) — Azu)
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o étape 2 : Calculer la composante accessible de Ac % Ayg; on obtient

ainsi:
(Ac X Ar)ee = (B X C, Yar, bcrtec o, { (RS I) ,p € P}, T, U {e}, X,.)

ol

Y. : est 'ensemble des états accessibles,

dcm,. @ larestriction de doum & (X x C) x Y,

Yo = (T0,Tou)

R, = RNY,,VpePet

L = ENY,VpeP.

A la restriction de A’ 4 Y,

e étape 3 : Appliquer le masque d’observation sur (A¢ x Au),; le ré-

sultat de cette opération est I'automate de Rabin suivant:

A, = ((Zo U {e}) X C, Yo, 80, 40, {(Roy. Lu,), 2 € P})

avec
Yo=Y,

8, : (Eo U {€} x C) x Y, — 2% est définie comme suit:
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VoeZ,U{e}, W;€eCetVyey,,

JCMM ((0’, Ft):y) 2(0’, Pil y) # ﬂ
60 ((Uy [‘i)v y) = { o'el{oluy)

) sinon

avec

2(0, rl': y) = deL: JCMu ((0", F,),y)!

&Yz € dop,, (o', 1) y), Mal(z) =0
R, =Rjet I, =1, ¥peP.

Les deux propositions que nous allons donner montrent que le résultat de la
procédure ci-dessus est un automate de Rabin qui représente le SED observé (ﬂc (L(Ge)) , Mc
et le langage de spécification E, = Mc (N), N étant le plus grand w-langage inclus

dans Ec et normal par rapport & Mc:

Proposition 5.2 L’automate B, = (X, U {€} x C,Y,, 00, %, Y,) reconnait le lan-

gage Mc (L(Gc)).

Démonstration:
Montrons d’abord que L{B,} C M. (I{Gc)):
Soitm = (01,T'1)...(0n, [a) € L(B,). Alors on ad,(m,y)!, ce qui implique 6,({01,T1), %0)!-

Alors il eziste y;, 1 < i < n, tel que y; € 6, (03, [:), 4i-1) et N(w) = 0.
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Mais si y; € 0,((0i,T3),%i-1) = U dcm,. ((0'3T5), yi-1), alors il existe
o' €XZ(a3,Li,yi-1)

0':- € L telle que JCMcc ((d:, ri)a yi—l) est déﬁnie ety; € JCM“ ((0:, Fi)l yl’-l)'

I eziste donc une suite 0,0, ...,0, de symboles de X telle que :

¥ € Omc ((05, 1), ¥im1) , pour 1 <i < n.

Ceci implique que (o',T'y)...(0), T) € L((Gc x Aum),,) = L (G x Ap) (voir chapitre

2). Par conséquent,

deum (a1, T1)--(o7, Ta), (20, Zoy))!
= Oc ((0’1, rl)"'(a:n rn)1 30)!

= (0'1, rl)"'(a:n Pn) € L(GC)'

D’autre part on pose y; = (z;,Tag,) pour tout i, 1 < i < n. Alors (Tpy, Try,s - TM, )
est un chemin dans Ay qui correspond & (o1, T)...(a%, [) puisque (2o, Zary), oo (Zns Zat, )

est un chemin dans G¢ x Ays qui correspond & la méme séquence, et on a :

Mc (o',T1)..(00,Tn)) = (AM@a),T1) .. (Mza,), T)
= (N(@1,2m),T1) . (N (@ny Tag, ), Tn)
= (Aec(@1,210),T1) oo (Aoe(Tns Z0,), Tn)
= (01,T1)..(0n;Tn)
=m
Ceci implique que m € Mc (L(Gc)).

. Montrons Uautre inclusion: soit k € L(Gc), et montrons que Mg(k) € L(B,).
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Supposons que k s'écrit sous la forme k = (01,T'))...(05,[n). Il existe done y; €
Y,=Y,1<i<n, tels que y; € dcp ((0i, s), Y1)
= i € Jo (X' (), T3), i)
Alors le mot (N'(y1),T1) (N(12),Ta) ... (N (yn),Tn) € L(B,). Mais ce mot n'est nul

autre que Mc(k) (par la construction de Ac x Ay

Remarque 5.2 D’aprés la démonstration de la proposition précédente, il est possi-

ble de construire une correspondance
Inv: ((Z,U{e}) xC)* — I xC

qui & tout mot fini m de L(G,) associe une séquence m' de L ((Ac X Anm)ac) telle

que Mc(m') = m, et pour tout k € pre(m’), dcur,.(k, %) € 6 (ﬂc(k), yg) .

Corollaire 5.1 L’automate de Biichi suivant:
((20 U {6}) X Ca Y., 60: Yo, YO)

reconnait Mc (S (Gc)) = lim (Mc (L(Gc)))-
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Proposition 5.3 L’automate universel de Rabin

As = ((Zo U {€}) X C, Y., 60,30, {(Roy, 1), P € P})

reconnait MC(N ), ot N est le plus grand w-langage normal par rapport & Mc et

inclus dans S (Ac) (c.-é.-d. Eg).

Démonstration: Il y a une correspondance injective entre les chemins (suites

d’états) de A, et ceuz de Ac x Ap-en effet, ce sont les mémes chemins. Alors, si

s€(ZxC)",

SEN

< les chemins correspondant i tous les mots qui "ressemblent” i s sont acce-

ptants.

&> tous les chemins dans A, qui correspondent d M-c(s) sont acceptants.

On associe 3 G, = (ﬁc (L(G¢)), Mc (S(Gc))) la famille suivante d’entrées de
commande

Co={l,,1 <i<n},

avec
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r (o,T;) : 0 € £, U {€} et 30’ € T, 200 € X tels que
°‘=

dm ((0',T3), zu) est définie et A (Opr ((07, 1), zm)) =
et

[;eC.

On écrit Ty, = Mc(T¢,) od Tg, = {(6,T;) : ¢ € T} et on dit que [, est 'image

observée de C'c,.

Exemple 5.1 On considére le SED G et la spécification E représentés par ’automate

de Rabin susvant :

GxR:

(O3

Figure 5.1: Automate de Rabin représentant le SED G et la spécification E

L ={a,bc,de} et C={;,1<i<T}

avec



129
Iy = {a,b}
T3 ={c,e}
I3 ={d}
Ty ={a,b,c,e}
[5 = {a,b,d}
Ts = {c,d,e}

[; = {a,b,c,d, e}

A partir de G x R on construit I’automate de Rabin Ag qui représente a la fois

Gc et Ec M
Ac:
(a,[’l) (C,rz) (esrz)
(a,[}) (e,1,) (al,) .
(a,T) (e,Ts) (e,T%) .
m (a,T;) m (e.,T,) /;\ (e,[;)
/| _
(¢:r2)
(e,]:.)
4.T)) @5 (@.Le)
Y (d,Ty) e, Ty)
,T;) >
. 1_,’ d.r,)
( H T) (d’rt_’)

Figure 5.2: Automate de Rabin représentant G¢ et Ec

La nouvelle famille d’entrées de commande est Cc = {T'¢,, 1 <1 < 7} avec
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L, ={(a,T1), (5, T1)}

Ic, = {(c,Ta}, (e, T2)}

Lcy = {(d,T3)}

Teo = {(8,T4), (b, T4}, (€, Ta), (e, Ta)}
Tcs = {(e,Ts), (5 Ts), (d, ['5)}

T'c, = {(c, Ts), (d: T's), (€, )}

Le, = {(a,I7), (b, T7),(c, T7), (d, L7),(e,T7)}

On suppose que le masque d’observation de G est le susvant :

M: a2 o «

ac = ac
bd - ad
ace = ac
bde — adr
ac(e)* — ac

bd(e)* — ad(r)

A partir de M on construit M représenté par 'antomate de Moore suivant :



Apr :

freverrraverer o

(a,I})
(0, r4)
(a, Fs)

(e,T;)
(e,T,)
(e, rg)
(c,[;)

(e.T,)
(e,T,)
(ea 1y 6 )
(es F'.l)
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jrmb ey

CRYY
(d,1y)
(d,T,)
CHYY

[-p—

(e,T;)
(e,[,)
(e,])
(e,[)

Figure 5.3: Automate de Moore représentant le masque Mc

Si on applique Ualgorithme donné dans cette section, on obtient comme résultat

I'automate A, de la figure 5.5.



(Ac X An) g -

(e.T3)
(C, [“ )
(e.,Tg)
(C, I-"7)

(e,1)
(e,
(e,)
(e,I5)
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Figure 5.4:

d,[})
(d,FS)
CHYY
@,[3)

(e, l“z)
(e,L,)
(e,[)
(e,l)

Automate "hybride” qui représente i la fois Gc, Ec et Mo



A, :
@) (e.Ty) @&r)
@al,) (e,T)) &r) \
@h3) (e.Ts) L) i -
(CA) @ (&.[) 5 )
'
(&) 6
@n) '/ &0 .
d,r,) (r,0) T
(d,F,) (:Fe)
(d,T,) (r.T;)

(8,[;)
&0)
(CAW)
(&)

(r.[,)
(r,T.)
(r.T,)
(r.T;)
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Figure 5.5: Automate universel de Rabin représentant le SED observé G, et la

spécification E,

Comme nous I’avous déja mentionné, la supervision de (AC, Mc) est équivalente

a la supervision sous observations complétes de A, (qui est elle méme équivalente &

la supervision de G, sous observations complétes).

Définition 5.3 Un superviseur sous observations complétes pour A, est une fonc-

tion partielle V, : (£, U {€}) x C)* — C, qui vérifie

Te(m1) =me(ma) => Vo(my) = Vo(my)

Le langage généré en boucle fermée est défini comme suit :

(i) Y(guienxc € L (Vo/ A)
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(i) Vk € (B, U {e}) x C)*, et ¥(o, T) € (Z, U {e}) xC on a :

k(o,T) € L(Vo/A)) & ke L(Vo/A) etk € dom(V)

(0,T) € Vo(k) et k(0,T) € L(A,)

Le w-langage généré en boucle fermée est

S (Vo/ Ao) = lim (L (Vo/ Ao)) N S(A,)
On dit que V, est complet 31 L{(V,/A,) C dom(V;), et on dit qu’il est non-bloquant
si L (Vo/ As) = pre(S (Vo/ AJ)).-

Proposition 5.4 Soit V¢ : ((Z, U {€}) x C)° — C¢ un superviseur sous observe-

tions partielles pour (Ac, Iﬁc) complet et non-bloguant. Alors,

V,: (S.U{e}) xC) — C,

m — Mc(Ve(m))

est un superviseur sous observations complétes pour A,, complet et non-bloguant,

tel que:

L(Vo/As) = Mc (L (Ve/Ac))

S (Vo As) = Mc (S (Ve /Ac))



135

Démonstration: Il est clair que V, est un superviseur sous observations complétes

pour A,. En effet, pour tout m;,my € dom(Vc), on a:

1r,(m1) = w,(mg) = Vc(ml) = Vc(‘ﬂlg)
=3 Mc(Ve(my)) = Mc (Ve(m))

= Vo(m) = Vy(mg).

Montrons maintenant que L(V,/A;) = Mc (L(Ve/Ac)). Pour cela nous allons

montrer par récurrence sur la longueur | du mot m que:
m € L(Vc/Ac) & Mc(m) € L(Vo/A,)

Pour | =0 le résultat est vrai, en effet Mo(lgyc) = Lizugenxe € L(Vo/Ao)-
Supposons que la propriété soit vraie pour tout mot de longueur < n—1 et montrons

qu’elle reste aussi vraie pour tout mot de longueur n.

m=k(o,T) € L(Ve/Ac) & keL(Ve/Ac) et Mc(k) € dom(Ve) et
(0,T) € Ve(Mc(k)) et k(o,T) € L(Ac)
& Mc(k) € L(V,]A,) (d’apres Uhypothése de récurrence)
et Mc(k) € dom(V,) et Mc(k(o,T)) = Mc(k)(a,T)
€ L(A,) et (a,T) € Mc (Vo(Mc(k))) = Vi(Mc(k))
& Mc(k)e,T) € L(Vo/Ad)

& Mc(k(o,T) € L(V,/A,)
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D’autre part

Mc (S(Ve/Ac)) = lim (Mc (pre (S (Ve/Ac))))
lim (Me (L(Ve/Ac)))
lim (L (Va/ Ad))

Montrons que S(V¢o/Ac) est normal par rapport a Mc. Pour cela il faut montrer
que Mg' (Mo (L(Ve/Ac))) = L(Ve/Ac), puisque pre(S(Ve/ Ac)) = L(Ve/Ac).
On sait déjé que L(Vo/Ac) C Mg (HC (L(Vc/.Ac))), il reste & montrer l'sutre
inclusion, en faisant un raisonnement par ’absurde.

Supposons qu'il eziste m € Mg" (ﬂc (L(VC/AC))), tel que m ¢ pre (L(Vg/Ac)).
et soit k; < m le plus long préfize de m tel que ky € L(Vg/Ac). Alors il eziste
m' € L(Vo/Ac) tel que Mc(m) = Mg(m').

Supposons que les deuz mots s'écrivent comme suit : m = k\(0;,Ti)ky et m' =

K, (0;,T;)k, avec [ky| = |K}|. On a Mc(m) = Mc(m') = I; =T;. Or
7

m' € L(Ve/Ac) = ki(oj,Tj) € L(Ve/Ac)
= K € L(Ve/Ac) et Mc(k}) € dom(Ve)
(07,T;) € Ve(Mc(K,)) =T, et

i(ajy FJ) € L(Ad)

D'autre part ky € L(Ve/Ac) = ki € dom(V) (Vo est complet) et on a

Ve (ﬁc(kl)) =V (ﬁc(k{)) =T¢; = (0, i) € Lg;.



= ky(ai,T;) € L(Ve/Ac) : Absurde.

= S(Vg/Ac) est normal par rapport & M.
= S(Ve/Ac) €N

= Mc(S(Ve/Ac)) € S (Ao)-

On obtient alors

S(VolAs) = lim (L (Vo/Al)) N S(A)
= Mc(S(Ve/Ac)) 0 S(Ad)
= Mc(S(Ve/Ac))

Montrons que V, est non-bloquant :
L(Vo/A;) = Mc(L(Ve/Ac))
= Mo (pre(S(Ve/Ac)))

= pre (Mc (S(Vc/Ac)))
= pre(S(Vo/Ad))

Montrons que V, est complet

Mc (L(Ve/Ac)

dom(Vg) (Ve est complet)

L(Vo/A)

N

N

dom(V;) (dom(V;) = dem(V¢))

137
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Proposition 5.5 Seit V, : (X, U {e}) x C)* — C, un superviseur sous observa-

tions complétes pour A,. Alors

Ve: (B.ufe})xC)* — Cc

m - [‘c‘

avec Mc (Tc,) = Vi(m), est un superviseur sous observations partielles pour Ac

complet et non-bloquant tel que

L(Vo/ Ao) = Mc (L(Vc/Ac))

et

S(Vol Ag) = Mc (S(Ve/Ac))

Démonstration:

Montrons d’abord que V¢ est bien défini:

Soient m,m; € dom(Vg) tels que m(m,) = 7.(my). Alors d’aprés la
définition de V,, on a Vo(m) = Vy(ma) = Ve(m,) = Ve(my).

Montrons que L(V,/A,) = Mc (L{(Vc/Ac)). Pour cela nous allons mon-

trer par récurrence sur la longueur du mot que Ym € (£ xC)*, on a

me L(Vo/Ac) & ﬂc(m) € L(Vo/A.)
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Pour |m| = 0, le résultat est vrai. Supposons que le résultat est vrai pour
tout mot de longueur < n — 1 et montrons que ¢a reste aussi vrai pour

tout mot de longueur n.

m = k(on,Tn) € L(Ve/Ac) = k€ L(Ve/Ac) et Mc(k) € dom(Vo)
et (n, Tn) € Vi (Mcl(k)) et
k(an,I'a) € L(Ac)
= K = Mc(k) € L(Va/Ad)
(d’aprés I'hypothése de récurrence)
et k' € dom(V,) et (a,T,) € V(K
et (a, ') le dernier symbole de Mc(m)
et Mc(k(0n, Ta)) € M (L(Ac)) = L(A,)

K'(a,T's) € L(V,/A,)

On montre comme dans la preuve de la proposition 5.4 que S(Vo/A,) =

Mc (S(Ve/Ac)) et que V, est complet et non-bloquant.
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Définition 5.4 Unw-langage K C ((E,U {€}) x C)” est e-invariant siVs € pre(K)

de la forme s = (01,T'1) ... (Ga; Ta) (¢,[ny1), on a:

s(o,I';) ¢ pre(K), Yo € £,U {e} et VT; € C tel que T'j # Tnyy

L’automate de Rabin suivant

Ai=((ZoU {5}) x C, X;, 6, To;, (Ri, Ii))

Avec

Xi = {a:oi,ml,:z:g, erery Ty Ip}, n= |C| = lCCI = ICOI‘

R.' = Ii =X.‘\ {:L‘p}

fi: (SU{h) xC)x X —

(Zo;, (0,T))
(o:, (€, 1))
(i, (&, T3))
(@, (0", T5))
(@, (o, 1))

(zps (0, T;))

11111

[

Xi

To, avec 0 € L,

i

Zi

z, avec 0’ € X, U {¢}
T, avec 0 € L,

zpavec o’ €T, U{e}et[;€C

reconnait le plus grand sous-langage e-invariant de ((Z, U {€}) x C)“.

Cette construction est illustrée 4 la figure 5.5 pour C = {I',, 5, 3}.



141

cey,
c'e uis}
(s»rl] FE{rl,rz,rj}

Figure 5.6: Exemple d’un automate qui vérifie la e-invariance

A I’étape 4 on fait le produit entre I’automate A, et I'automate A;. Le résultat de
cette opération est 'automate A, qui reconnait le plus grand sous-langage de S (A,)
qui est e-invariant. Evidemment, superviser .A, est équivalent & superviser A,, parce
qu'un superviseur pour A, synthétise en boucle fermée un w-langage S (V,/A,) qui
est nécessairement e-invariant.

Cest pour cette raison qu'aprés I'étape 4, il suffit de contréler A, pour la satisfaction
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de sa propre condition d’acceptation.

5.6 Pseudo-déterminisation de 'automate universel A,

Une fois 'automate A,, construit, nous chercherons a concevoir un superviseur
qui contrdle cet automate pour la satisfaction de sa propre condition d’acceptation.
D’aprés les travaux de Thistle e¢ Wonham (voir chapitre 2), on sait qu'un outil de
synthése qui permet de concevoir un tel superviseur existe. Malheureusement ces
résultats ne s'appliquent que pour le cas od 'automate qui représente le SED et la
spécification est déterministe. Une étape fondamentale donc dans notre procédure
de résolution du probléme de supervision est la déterminisation de ’automate de
Rabin universel A,,, pour le transformer en un automate de Rabin déterministe. La
construction que nous donnons s'insprire de 'algorithme de déterminisation pour
les automates finis sur mots finis, et de I'algorithme de Safra/*3®! pour la détermin-
isation d’'un automate de Biichi non déterministe.

Mais le résultat de cette opération n’est pas un automate de Rabin déterministe qui
reconnait le méme w-langage que I'automate universel, mais plutét un automate de
Rabin déterministe qui reconnait un w-langage qui a la méme projection par rapport
4 7 que le langage reconnu par I'automate universel. A chaque étape I'automate
déterministe A4 calcule le sous ensemble des états de A, qui sont atteignables par
toutes les séquences finies qui ressemblent au préfixe qu’on vient de lire (dans le sens

ou ils ont la méme projection par rapport & ).
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En lisant un mot infini s on essaye d'identifier deux sortes de "breakpoint"s, des
verts et des rouges, qui se produisent au nivean des états de Ay, L'état initial est
un breakpoint vert, le prochain breakpoint vert a lieu lorsque tous les éléments d'un
état de A4, qui sont des états de A,,, sont atteignables & partir des états de A, du
breakpoint vert précédent, que par des chemins qui passent par des états de R,,.
Un breakpoint rouge a lieu dés qu'un élément d'un état de A4 est atteignable dans
A,;, & partir du breakpoint rouge précédent, sans passer par un état de /. Le mot
est accepté si sa lecture par A4 donne lieu & un nombre infini de breakpoints verts

et & un nombre fini de breakpoints rouges.

Remarque 5.3 En fait tout ce qu’on fait en lisant un mot par Ay est de simuler

sa lecture par A,,.

5.6.1 Algorithme

o Entrée :

Un automate universel de Rabin avec une seule paire acceptante:

Ay, = (o U {€}) X C, Ya,, 8ocr 0,2 (Roys L))

On suppose qu'on peut associer 4 chaque élément de Y, une couleur

qui peut &tre rouge, vert ou blanc.

o Sortie :



Un automate de Rabin déterministe avec une seule paire acceptante:

Ag = ((Ea U {E}) x C, Zy Jd! Z, (Rdi Id))

Ol

Z = 2% x 2%,

20 = ({v0:},0),
0a: ((EoU {€}) x C) x Z — Z est définie comme suit :

(i) Vz = (z,2%), VT; € C, da((,T;),2))! si y € 2' tel

que d,, ((¢,';),y)! et on a

da (e, F.f)! 3)) = (yLEJ ds (e, Fj)ay) U (zl \ ze) 122 U ze)

avec
2 ={y €2 :0, (&5} v)l}
(ii) Vz = (2!,2?) € Z et ¥(o,[;) € £, X C, 44 ((a,T;), 2))!
si
Vy € 2!, &, ((¢,T';),y) est non défini
ou

Yy € 2! tel que d,, ((¢,T;),y)!, on a

2" Uz” =z U2? (on dit que z est maximal)

144
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avec
(#,2") = a6 T;),2)
et

Jy € z* tel que 0y ((0,T;),7)!, auquel cas, on a

6((0'1 FJ’):Z) = (y U do ((a: F.f)’y) :@)

€zluz?

En plus, nous enrichissons 1’ensemble des états de A4, en "colorant" les états de

A, en suivant les régles suivantes (on suppose que 2’ est le successeur de z pour

(o,0) € (T, U {€}) x C, ie. 2’ =64((o,T),2)):

® Les éléments de 2 gardent les mémes couleurs qu'ils avaient dans z (que ca

soit dans z' ou 2%).
® Les éléments of 2 sont colorés de la fagon suivante:

(i) Sioc #¢,
- D'abord mettre tous les éléments 4 "blanc".
- Si un élément de 2" est dans R,,, le mettre a "vert".
- Si un élément de 2 a tous ses prédécesseurs qui sont "vert", le mettre
lui aussi 4 "vert".
- Si un élément de 2" n'est pas dans I,, le mettre 4 "rouge".
(ii) Sic=e

- Les éléments 2' \ z, gardent les mémes couleurs qu'ils avaient dans z.
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- Les éléments de

U 8 (& T:),v)

YEZ

sont colorés en suivant la régle du cas (i).

Comme nous 'avons déja expliqué, en lisant une séquence infinie s, on essaye
d'identifier des "breakpoints". L[’état initial est un "breakpoint vert". Il est aussi
un "breakpoint rouge" si y,, ¢ I,,. Un "breakpoint rouge" a eu lieu dés qu'un état
de A, est coloré en "rouge", tandis qu'un "breakpoint vert" a eu lieu lorsque tous
les éléments de 1’état de Az qu’on vient d’atteindre sont colorés en vert. Lorsqu'un
"breakpoint" a eu lieu, on efface les couleurs des états de A,,.

Intuitivement, un état de A, est vert si tous les chemins qui ménent vers lui &
partir du dernier "breakpoint vert", passent nécessairement par R,. Il est marqué
rouge s'il existe un chemin qui permet de I’atteindre & partir du dernier "breakpoint
rouge", sans passer par I,,.

La séquence s est acceptée si I'automate déterministe passe par des "breakpoints
verts" infiniment souvent et par des "breakpoints rouges" presque jamais (notons
que c’est une condition de Rabin).

Les éléments de Ry sont les états de A4 qui correspondent & un "breakpoint vert"

et ceux de Z \ I; sont ceux qui correspondent 4 un "breakpoint rouge".



5.6.2 Validation de I'algorithme

Lemme 5.1 Soit m € L(A,), et posons z = (2!, 2%) = d4(m, z). Alors, on a

du2c U k)
kexg ! (me(m))

Démonstration:

Par récurrence sur la longueur du mot m.
Pour m = Lz,u(epxc le résultat est vras, en effet : 0a(m, z) = 29 =

({yo:}:0) et on a bien str {yo,} © |  0ui(k, o) puisque {y,,} =
kexy ! (me(m))

60.' (1(39U¢)XC1y0i) c U aoi(k! yoi)'

kexs ! (me(m))
Supposons que la propriété soit vraie pour tout mot de longueur <n-—1
et montrons qu’elle reste vraie pour tout mot de longueur n.

Soit m = (01,I'1)(02,Ta)...(0n, '), un mot de longueur n avec o; €

(E,U{€}) x C, pour tout 1 <i < n. Posonsm, = (01,')(02,2)...(0n-1

’ Pn—l) ) alorsona ‘sd (ml(ouy Fn): ZO)! >2z= Jd(ma ZD)! et 6d ((anr rn): Z)!.

Posons z = (', z%), d’aprés Uhypothése de récurrence z'Uz? C U
86, (K, Yo,)-

D’autre part, 84 ((0n,Ta), 2)! = 3 T € 2' U 22 tel que b, ((0n,Ta), 7).

kexg ! (xe(m1))

z€z2uz C U Gulkiye) = Tk € 778 (me(my)) tel que
ken; ! (xe(m1))
T € 0y, (kz, ¥s,)-

147
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Oo; (Kzy Yo;)! €t T € 85, (Kz, Yo;) €t do; ((Ons [n), T) = Oo; (kz(0n, L), ¥ay)!
et 0o; ((Ons '), Z) C 85; (ks Tn)y i)

Avec

Te (kz(0n,Ta)) = me(kz)me((on, )

= w,(ml)m ((UM Fn))

Te (m'l (O’n, Fﬂ))

= m(m)

Proposition 5.6 Soit A,, un automate universel de Rabin dont la condition d’acceptation
contient une seule paire, et soit Ag 'automate de Rabin obteny en appliquant 'algorithme

décrit dans la section précédente & A,;,. Alors on a,

7e (L (As)) = me (L (Adg))

et

e (S (As)) = e (S (Ad))

Démonstration:

Soit m € L (A,;), montrons, par récurrence sur la longueur de m que

pour tout y € &, (m,y,,), # ezviste m’ € L (Ay), tel que 7 (m) = m(m)



ety € 2L U2® ou z=(z',2%) = d4(m', zp).

Pour |m| = 0 le résultat est vrai, en effet pour m = 1(z,u(e})xc, On as-
socie m' = L(z,u(e})xc. Supposons que la propriété soit vraie pour tout
mot de longueur < n — 1 et montrons qu’elle reste aussi vraie pour tout
mot de longueur < n.

Soit m = k(o,T's) € L(Ay;) €t soit y € 8,,(m,y,), alors on a k € L(A,,)
et Iz € &y, (k, yo,) tel que 8, ((0,[,),z)! ety € &, ((0,T), z).

k € L(A,,) et 3 z € 0,(k,y5) = ' € L{Ay) tel que m (k) = m(K') et
T € z2' U 22 avec z = 84(K', ) (d’aprés 'hypothése de récurrence). A ce
niveau nous devons faire la distinction entre deuz cas: Cas 1 : 0 #¢
Dans ce cas on a ou bien §4((o,[y),2)! et alors il suffit de prendre
m' = k'(o,Ty).

Ou bien 64((0,Ty), 2} n'est pas défini, alors il existe nécessairement

p 2 1 tel que d4((€,T'n)(€,T'a)...(,[n)}{0, ), 2)! et dans ce cas on a

pfois

m' = k(¢,[p)(€,Tn)...(6,Pa}(0, L) € L(Ag) et on a y € 2} U 2%, on
2y = (2}, 2%) = &a(m', 2).

Cas 2:0=c¢

Dans ce cas on a = € 2', ce qui implique que 04 ((¢,'y), 2)/, et il suffit

de prendre m' = k'(¢,T'y).

= e (L(AO.)) C 7, (L(Ad))°
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Montrons l’autre inclusion :

Pour cela nous allons montrer par récurrence que pour tout m € L(Ay),
il eziste m' € L(A,,) tel que m.(m) = m(m').

Pour m = Lz u(ep)xc fe résultat est vrai puisqu’il suffit de prendre m’ =
L(gougepyxc-

Supposons que la propriété soit vraie pour tout mot de longueur <n~—1
et montrons qu’elle reste vraie pour tout mot de longueur n.

Supposons que m s’écrit sous la forme m = (61,['1){0a,[2)...(0n, ') et

posons my = (01, 1)(03,T3)...(0p—1,n-1), alors on a :

me L(Ag) = m € L(Ag)
= 3Im) € L(A,,) tel que m(m)) = me(my)

(d’aprés 'hypothése de récurrence)

Deuz cas sont & étudier :

cas 1:0,=¢



Alors il suffit de prendre m' = m] et on a dans ce cas m' € L(Ay), et

ne(m') T{m))

we{mi)
= T (ml(ea Fn))

= m(m)

ca8 2 : 0, #¢

Ona

ml(o'm Pn) € L(Ad) = U (ml(am Fn)szﬂ)!

= Jd(mh 20)! et Jd ((om rn)? ad(m\r 20))!

Posons z = (2, 2%) = 84(mn, zp), dlors on a :

84 ((On, L), 2)! = 3z € 2' U 22 tel que &, (0, Tn), Z)!.

zedu2C U  Salkiyy) = 3k € a7t (m(m)) tel quez €
kemst(me(m))

Jw(k: Yoi)-

8o (00, T'n), Z)! € T € O, (K, Yor) = 0o, (k(Gn, n), ¥ )!
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= k(0q,Ts) € L(Ay,) et on a

Te (k(0n, Tn)) = 7 (k)(0n,Tn)

Te(m1)(On, L)

e (my (o, [n))

= m(m)

= 7e (L(Ag)) € e (L(Ao))
=> 7 (L(Ag)) = e (L(Ax,))-

Montrons maintenant que 7, (S(Aq)) = 7 (S(Aq,)):

8 € S(Ay) ssi Im : pre(s) — z un chemin acceptant dans Ay.

Posons T = {k € L{A,,) tel que Ik’ € pre(s) tel que m(k) = me(k)}.
D’apres le lemme de Kinig, Lim(T) # 0. Soit ' € lim(T), alors d’aprés
la construction de Ay, s’ est nécessairement dans S(A,,) et on a 7 (s') =
e(s).

= e (S(Aa)) S e (S(Ag,))-

Un raisonnement analogue permet de montrer que 7. (S(A,,)) C 7 (S(Aqg)).

= 7 (S(Ad)) = 7e(S(Aa))-
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Proposition 5.7 Soit f;: ((Z, U {€}) x C)* — C, un superviseur pour A4, com-

plet et non-bloguant. On définit
fo: (BoU{e})xC)* — C,
m — fa(m')

avec m' € L (f4/Aa) tel que m(m') = m(m).

Alors f,, est un superviseur complet et non-bloguant pour A,, tel que

e (L (fa./Aﬂi)) = e (L (fd/Ad))

7e (S (fos/ Ao)) = 7e (S (fa/ Ad))

Démonstration:

Commencons par montrer que f,, est une fonction:
Soient m), m}, € L (f4/Aq) tel que x(m}) = 7. (m)) = m, monirons que
fa(m}) = fa(my).

cas 1 : m=l,uexc

Dans ce cas on am) = (€, T1)(€,T'1)...(¢,['1) etmy = (¢, ') (¢, ['1)-..(€, T't).

ny fois n f0is
Posons Ty, = fy(m}) et Loy = fa(my).

Alors, comme f; est non-bloquant, on est sur qu’il eziste 0, € ,U{e} tel



que m) (01,2) € L(f4/Ad) et il existe a2 € Lo U {€} tel que my(03,[3) €
L(fa/Ad)- Or L(fa/ As) C L(Aq) qui est e-invariant

=3 =0=I

=> fa(m) = fa(m3)-

cas 2 : m# Liz,uiepxc

Soit (o,T) le dernier symbole de m, c.-d.-d. le dernier symbole observ-
able de m| et m}. Dans ce cas m) et m, s'écrivent sous la forme
m, = w k, avec m(k]) = lzugepxc et my = EM ki avec
() = Louiane ;

Notons que 7 (m}) = 7 (m}) =m.

Nous allons montrer par récurrence sur la longueur dem que 64(mY, ) =
8a(m3, 20).

Pour |m| = 1, le résultat est vrai, en effet

On suppose, sans perte de généralité, que |ki| < [ko|, = ka = kil avec

I = (e,)..(6T).

154



155
Appelons z; = (2}, 2) = d4(k, 2,). Alors commed ((¢,T'), z)! et b ((o,T), 2)!
on a nécessairement z, est mazimal. Appelons z; = (23, 23) = (1, z))
>xaUR=zuz
= 84{(0,T),21) = da((0,T), 23)

= 84(mf, 20) = 84(m3, ).

Supposons que le résultat soit vrai pour tout mot de longueur < n -1
et montrons que ¢a reste aussi vrai pour tout mot de longueur n (avec
n>2)

Supposons que m s’écrit sous la forme m = (0y,[)(02,[2)...(05,T's)
Supposons aussi que m{ et mj s’écrivent sous la forme m} = ky (0,1, n-1)

ki (0, Tn) et mj) = ko(0n—1, [n1)ki(0n,['n) On a

k.1e.1=k'2

Te (ki (0n-1,Tn-1)) = = (k2(0n-1,Tn-1))

(0’[, I‘[)...(a,._l, Pn-l)



D’aprés Uhypothése de récurrence, on a :

02 (k1(0n-1,Tn-1),20) = da(k2(0n-1,Tn-1), 20)

2

Posons z = 84 (k},21) et z3 = 04(k), z1). Si on suppose que |k!| < |k,
alors on a nécessairement k; < k)

S zjU2B=23U23

= 64((0n: Tn), 22) = b4 ((0n, Tn), 23)

= dq (m), z9) = 8a (M3, 29)

= fa(m]) = fa(m}) (puisqu’on se restreint ¢ la classe des superviseurs

par retour d’états).

Montrons maintenant que f,, définit un superviseur sous observations
complétes pour A,,.
Ceci revient ¢ montrer que pour tout m,,my € dom(f,,), on a la pro-

priété suivante:

We(ml) = 7!',(‘"!2) = fo;(ml) = fa.(mﬁ)

Soient my,my € L(fsfAd) tels que w(m}) = m(m,) et w(m))

Te(mp). Alors on a w(m)) = m(m}), ce qui impligue que fa(m})
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fa(my).

= for (1) = fo(me).

Montrons que me (L(fa/Aq)) = e (L(foi/ As))-

Commencons par montrer que

e (L(fa/ Ad)) C 7 (L(foi/ Asi))

c.-d.-d. montrons que Ym € L(f3/Ag), il existe m' € L(f, [ A,,) tel que
Te(m) = m(m').

Démonstration par récurrence sur la longueur du mot m.

Im| = 0, le résultat est vrai, en effet 4 m = Lz, uepxc, on associe
m' = Lz, uep)xC-

Supposons que le résultat soit vrai pour tout mot de longueur <n—1 et

montrons que ¢a reste ausss vrai pour tout mot de longueur < n.

m = k(on,[a) € L(fa/ As) & k€ L(fa/Aq) et k € dom(fy) et

(On> Tn) € fi(k) et k(on,Tn) € L(Ag)

D’aprés Uhypothése de récurrence, k € L(f4/Aq) = k' € L(f,;/Aq,) tel
que (k') = 7 (k).

Si o =, alors il suffit de prendre m' = k'. Sinon, on a k € dom(fy) =
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K € dom(f,). On a aussi (0a,Cy) € fa(k) = (04,Tr) € fo (K).
D’autre part k(a,,Ty) € L{Ag) = k" € L(A,,) et 3y € 6, (K", y,) tel
que d; ((on, Tn), ).

Montrons alors gu’on a nécessairement k" € L(f,,/A,,).

Raisonnement par l'absurde : supposons que k" ¢ L(f,,/A,,), et soit
o < k" le plus long préfize de k" tel que p € L(f,,/As,).

Supposons que k" s’écrit sous la forme k" = p{(0;,[;)p5.

D’autre part w (k") = n(k') = 3p| <K tel que 7.(p}) = 7(p)).

= pi € dom(fy) et fo,(PY) = fu(mh)-

Donc (04, T) ¢ Lforf Ar) = (@1 T3) ¢ fu(80).

Deuz cas sont a discuter :

cas 1 :0;=¢

Supposons que k' = pipl, et soit (0;,T;) le premier symbole observable
de p et posons Ty, = fo (p]).

= p = (e, [i) (e, T)..(, T3) (05, T5)p)

= k" correspond G un chemin ot on n’a pas la propriété d’e-invariance;
absurde.

cas 2:0;#¢

Dans ce cas on a nécessairement 7 (k") # 7¢(k); absurde aussi.

1l est évident aussi que k" € dom(f,,) et que f,, (k") =T,,.
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= k"(0n,Tn) € L(foi/ As)
= %e (L(fa/ Ad)) G e (L{foi/ Ass))-

Montrons l'autre inclusion :

Nous allons montrer que pour tout m € L(f,/A.,), il eziste m’ €
L(fa/ Ad) tel que m(m) = m(m'). Par récurrence sur la longueur de
m:

Pour m = 1z u(ep)xc le résultat est vrai.

Supposons que ¢a soit vrai pour tout mot de longueur < n—1 et montrons

que c’est aussi vrai pour tout mot de longueur n.

m = k(0n, ) € L(fi/As) & k€ L(fo/As) €t k € dom(f,;) et

(0n,Tn) € fo (k) et k{cn,Ty) € L(A,,)

Deuz cas se présentent :

cas 1: o0, #¢€

k € L(fo/ Aw) = 3K’ € L(faf Aa) tel que m(k) = me(K').

D’autre part fy est complet = k' € dom(fy).

Il est evident qu’on a aussi (on,[yn) € fa(K').

Finalement k'(0,,T,) € L(A,,) = 3k" € L(Ag) tel que 64((on, Tn),
8a(K", 20))!. Alors il est possible de montrer, en faisant une discussion

semblabdle d celle que nous avons fait pour montrer Uinclusion 7 (L{fs/A4)) C



Te (L(fo:/ As;)), que K" € L(f1/Aq) €t dans ce cas on aura k"(0,,T,) €
L(fa/ Ad), avec we (K"(0n, T'n)) = me(m).

= 7e(k(on, [n)) € 7e (L(fa/Ad))

cas 2:0,=¢

me(m) = 7 (k) = m(K').

= e (L(foi/ An)) € me (L(fa/ Aa))

= e (L(foi/ Axi)) = 7e (L(f3/ Ag)

Montrons maintenant que 7, (S(f,;/As)) = 7 (S(fa/ Ad)):

Re (S(for/ Aa))

n

e (lim (L( i/ Aq)))

lim (e (L(for/ Ani)))

lim (e (L(fa/ Ag)))

lim (e (pre (S(fa/ A4))))
e (S(fa/ Aa))

noN N

in

Montrons Uautre inclusion :

s € S(fafAs) = seS(Ad)

= 3¢ € S(A,,) tel que Te(s) = m(s').

Montrons que ¢ € lim(L(f,/A,)), c.-4.-d. montrons que pre(s’) C
L{fa/ As)-
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ona

s€S(fa/Ad) = se€lim(L(fa/Ad))
= pre(s) C L(fa/ Ad)
= me(pre(s)) C 7 (L(fa/ Ad))
Or 1.(s) = me(#)
= 7 (pre(s)) = . (pre(s'))
= e(pre(s')) C e (L(foi/ Asr))-
Ceci implique nécessairement que pre(s’) C L(fo,/As). En effet, pour

tout k € pre(s'), on a :

k €pre(s) = m(k) € m (pre(s))
2> 7e(k) € T (L(for/ An))
= 3 € L(fy/As,) tel que m(K') = (k)

= k € L(fo/Ax)-

Donc on a pre(s') € L(fu/ Ao

= o € lim (L(fa/Aa)

= & € S(fuf Au)

= 7 (S(faf Aa)) € e (Sl Acs).
= 1o (S(fal o) = e (SUfal AQ)-

Montrons que f,, est complet :
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Soit m € L(f,,/As;) = 3m' € L(f4/ Aq) tel que m(m) = m(m') .
Or m' € L(fi/Aq) = m' € dom(fy)

= m € dom(f,,).

Montrons que f,, est non-blogquant:

Il est évident que pre (S(fs,/As)) C L(f5/Aq;), il reste & montrer l'autre
inclusion.

m € L(fo/As) = Im' € L(fa/ Ag) tel que 7 (m) = me(m').

Il est toujours possible d’étendre m' avec t' € (T, U {€}) x C)" tel que
¢ =m't' € 5(f4/ Aa).

= Il est possible d’étendrem avec t € ((Z, U {€}) x C)" tel que 7, (mt) =
e (m't').

= mt € S(fa/ Ad)

= m € pre (5(fa/ Ad))-

= fq est non-bloquant.

Proposition 5.8 Soit f, : ((Z,U {€}) x C)* — C, un superviseur pour A, com-
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plet et non-bloguant. La fonction suivante

fi: (Bu{ehxC) — G,

m —  fo(m)
avec m' € L (fo/A,) tel que 7 (m') = me(m),

définit un superviseur complet et non-bloquant pour Ay tel que

e (L (fa/Aq)) = e (L (for/ Aai))

et

7e (S (fa/ Aq)) = 7e (S (for/ An))

Démonstration:

Il est clair que f est une fonction parce que pour tout my, ma € L{fy,/As)
tel que m{m,) = n(ma), on a nécessairement f, (m\) = f,,(ma), par

définition méme de f,,.

Montrons que 7. (L(fa/Ad)) = e (L(for/ As))-

Commengons par montrer que

e (L(foi/ As;)) C e (L(fa/ Aa))



c.-a.-d. montrons que Vm € L (f,,/A,,), il eziste m' € L(f4/Ad) tel que
Te(m) = me(m').

Démonstration par récurrence sur la longueur du mot m.

Im| = 0, le résultat est vrai, en effet 6 m = lix,u(e)xc, On associe
m' = Lz,u{g)xc-

Supposons que c’est vrai pour tout mot de longueur < n—1 et montrons

que c’est aussi vrai pour tout mot de longueur n.

m = k(0n, ) € L(f5/As)) © k€ L(fn;/As) et k € dom(f,,) et

(Ons T'n) € foi (k) et k(on,Tn) € L(Ay)

k € L(fu/As) = 3K € L(faf Ad) tel que (k) = (k') (d’aprés

Uhypothése de récurrence).

cas 1:o0,=¢

On prendsm/ =k et on a

Te(m') = w (k)
= We(k)

e (K(€,Tn))

= m(m)

cas 2: o, #¢€
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k € dom(f,,) = k' € dom(fs), par définition de f;.
On a aussi (0w, [n) € fo(K) = (0w, Tn) € fu(K).
D’autre part, k'(on,Tn) € L(A,;) = k" € L(Ag) tel que dq ((on, T'n), da(K", 20))!.
Si k" =K, alors on prend m' = k'(0,, y).
Sinon, w (k) = w(k') et k' € L(fus/Aq) et k" € L(Ag), impliquent
k" € L(fs/Ad). En effet, Supposons que k" & L(fs/A4) et soit p < k"
le plus long préfire de k" qui appartient & L(f3/Aq)-
Supposons que k" s'écrit sous la forme k" = (01,T1)...(om,['m) €t que
p 8’écrit sous la forme p = (oy,1)...(0:, ). Alors p(0i+1,Tiv1) ¢
L(fs4/Aq). Alors on a deuz possibilités :
Sous-cas 1: 0;1 =€
(e, Tiy1) € L(fa/Ad) = Loy, # falp). Posonsp’ = (0i41,Tis1)--(Om; [im)
et soit g; le premier symbole observable de p' alors on a nécessairement
7 qui s’écrit sous la forme p' = (€, Tiy1)(€,Tiv1)... (€, F.-+l)(a,-,£‘2_1‘)
(0541, Fjs1)-(Omy Tim). ?
D’autre part, 7. (k") = 7 (k'), donc k' 8’écrit sous la forme k' = l(0;, [ )V,
puisque o; ¢ €, et on a évidemment 7(l) = m (p).
= p € dom(fy) et on a fu(p) = fa(l) = Ty,,. Absurde puisqu’on a dit
déji que fo(p) = full) # Loy
Sous-cas 2 : 04 F €

Dans ce cas on p(0iz1,Tiv) € L(fa/Ad) = fa(P) # Coiypr-



Or 7(k") = 7 (K'), donc on peut écrire k' sous la forme l(0;yy, Cipt )l
avec 7. (l) = 7.(p).

= fa(l) = fa(p) = Tq;,,. Absurde.

Donc on arrive dans les deuz cas & une absurdité.

= Notre supposition est fausse.

= k' € L(fa/ Ag)-

En plus, on o k" € dom(f;), parce que 7 (k") = m (k) et k € L(f,,/As;)-
Ceci implique aussi que (0, T'y) € fa(k").

Comme k" (0, 'n) € L(Aq4), alors on a nécessairement m’ = k"(0,,, ) €
L(f4/ Adg), €t on a bien entendu 7 (m') = n.(m)

= e (L(fou/ Aai)) € e (L(faf Ad))-

Montrons lautre inclusion:

Soit m € L(f4/Aq4), montrons, par récurrence sur la longueur du mot m,
qu’il eziste m' € L(f,./Aq,) tel que m.(m) = m(m').

Pour m = 1(x,u(e)xc, le résultat est vrai.

Supposons que le résultat soit vrai pour tout mot de longueur <n—1 et

montrons que ¢a reste gussi vrai pour tout mot de longueur n.

m =k(on,[a) € L(fa/As) & k € L(fa/Ad) et k € dom(fy) et

(on: Tn) € fa(k) et k(oy,Ty) € L(Ag)
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D’aprés Uhypothése de récurrence, k € L(fafAd) = W € L{fo/ As,) tel

que (k') = me(k).

Sio = ¢, alors il suffit de prendre m' = k. Sinon, on a k' € L(f,,/As) =

K € dom(f,,), puisque f,, est complet.

On o aussi (o5, T'n) € fa(k) = (0n,Tn) € fui(K).

D’autre part k(on, ) € L(Ag) = k" € L(Ay) et 3y € 55, (K', o) tel que by, ((on, Tn), 9)
et (k") = (k).

Alors on 8, k" € L(Ay), ¥ € L{fs/Aq) et T (k) = m(k"), = K" €

L(fo Asy).

En plus il est clair que k" € dom(f,,) et que (0n,T) € foi(K").

= m' = k"(0n,['n) € L(fo;/A;), €t 0n 6 Te(m') = 7e(m)

= e (L(fa/ Ad)) C e (L(foi/ Ani))

= e (L(fa/ Ad)) = me (L(foi/ Axi))-

Montrons que me (S(fo/Ao)) = 7 (S(fa/ Ad)):

s € S(fs/As) = s€S(AJ)
= 3¢ € S(A,,) tel que 7(s) = m(s).
Montrons que s' € lim(L(f,/As)), c.-4.-d. montrons que pre(s’) C

L(fa:/ Acy)-
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ona

s € S(fafA)) = s € lim(L(fa/Ad))
= pre(s) C L(fa/Ay)
= n(pre(s)) C we (L(fa/ Ad))
Or me(s) = me(s')
= 7 (pre(s)) = . (pre(s’))
= me(pre(¢')) C e (L(for/ Aa))-
Ceci implique nécessairement que pre(s') C L(fo/As). En effet, pour

tout k € pre(s'), on a :

k € pre(s) = = (k) € = (pre(s))
= 7(k) € me (L{fo./As))
= 3K € L(f,,/A;) tel que t (k') = 7 (k)

= k€ L(fu/As)-

Donc on 6 pre(s') C L{fo/An)
= ¢ € lim(L(fo/ Ax))
= ¢ € S(fa/ Ax)

== 7 (S(faf Ad)) C 7 (S(fu:/ Acx))-
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Montrons maintenant que 7. (S(fy,/Aq,)) € 7 (S(fa/Ad)):

e (S(for/Ant))

N

e (lim (L(fo,/ As;)))

lim (e (L(fo:/Aox)))

lim (e (L(f4/ Ad)))

lim (., (pre (S(fa/Ad))))
e (S(faf Ad))

N NN

in

= e (S(faf Ad)) = 7e (S(far/ Aai))-

Montrons aussi que fq est complet.

Soit m € L(fs/Aq4), montrons que m € dom(fy):

On am € L(f3/Ag) = Im' € L(f,,/ Aq,) tel que me(m) = m(m').
Or m' € L(fo,/As;) = m' € dom(f,,), car fo, est complet.

= m € dom(fy).

Finalement montrons que fy est non-bloguant.

Il est évident que pre(S(fa/Ad)) C L(fa/Ad), puisque S(fa/Ad) C
lim (L(fa/ Ad))-

It reste & montrer que L(fa/Aa) C pre(S(fa/Ad)).

Soit k € L(f1f Ad) = 3K € L(f,./ As,) tel que (K = m (k).

Or f,, est non-bloguant = ;' € (T, U {e}) xC)” tel que & = k't' €
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S(fou/ As)-
= 3t € ((T, U {€}) x C)" tel que kt € S{(f3/ Aq).
= k € pre (S(fa/ A4))
= L(fa/ Aa) S pre(S(fa/ Ad))
= L(fa/ Aa) = pre(S(fa/ Ad))

= f4 est non-bloguant.

5.7 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons donné une approche de résolution pour le probléme
de synthése d’un superviseur complet et non-bloquant pour un SED contrélé G¢ par-
tiellement observé a travers un masque Mg. L'idée de base de notre approche était
de faire une série d’abstractions qui a permis de ramener le probléme initial & celui
du contréle d’'un automate fini de Rabin déterminite, que nous avons désigné par
Ay, pour la satisfaction de sa propre condition d'acceptation. Ce dernier probléme a
été déja résolu par Thistle et Wonham (voir chapitre 2). 1l suffit donc d’utiliser ces
travaux pour trouver un superviseur pour Ag, et de déterminer 4 partir de celui-1a
une suite de superviseurs correspondant chacun a une étape d’abstraction; le dernier
élément de cette suite étant un superviseur Ve pour (Gg, ﬂc). Bien entendu, ceci

ne constitue pas une solution pour notre probléme de départ, 4 savoir superviser
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(G, M), mais il est possible de déduire 4 partir de V¢, un superviseur pour (G, M)
complet, non-bloquant et qui respecte la spécification, en utilisant les résultats du
chapitre précédent.
Malheureusement, contrairement au cas de la synthése monolithique, pour laquelle
nous avons pu trouver un algorithme de synthése, le probléme devient non-décidable
lorsque nous nous intéressons au cas de la supervision répartie. Ce résultat sur-

prenant fera I'objet du chapitre suivant.
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CHAPITRE 8

SYNTHESE DE SUPERVISEURS REPARTIS

6.1 Introduction

Dans le chapitre 3, nous avons introduit le probléme de synthése de superviseur
pour superviser les séquences infinies d’événements générées par un SED partielle-
ment observé 4 travers un masque M. Les résultats des chapitres 4 et 5 donnent
une procédure qui permet de résoudre le probléme. Une extension de ce probléme
au cas de la supervision répartie le rend non-décidabie.

En effet, dans ce chapitre nous allons introduire un nouveau probléme qui est celui
de la synthése d’'un superviseur réparti qui est composé de deux superviseurs lo-
caux, et qui fait en sorte que les séquences infinies générées en boucle fermée sous
sa supervision respectent les langages de spécification. Nous allons montrer que
dans certains cas, ce probléme peut &tre équivalent 4 celui de I'acceptation du mot
vide par une machine de Turing. Ceci nous permet de montrer que la question
d’existence d’une solution au probléme est non-décidable, parce qu'il a été déja
établi que l'arrét d’'un machine de Turing sur une bande vide est non-décidable
aussi. L'idée de transformer le probléme d’arrét d'une machine de Turing sur la
bande vide en un probléme d’existence d’une solution au probléme de synthése d’'un

superviseur réparti s’inspire des travaux de Peterson et Reif®®™, qui ont adopté
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une approche similaire pour montrer que le probléme d’appartenance d’un mot fini
a la classe des langages reconnus par les machines alternantes, i joueurs multiples
et information incompiéte et dont 1’espace est borné, est non-décidable; ainsi que
des travaux de Rosner!’) qui a adapté I'idée de Peterson et Reif pour montrer que
le probléme de synthése de systémes réactifs distribués est aussi non-décidable. Le
résultat que nous allons établir dans ce chapitre concerne la supervision des mots
infinis, mais une légére modification de la démonstration permet de trouver un ré-
sultat similaire pour la supervision des mots finis. Ces résultats sont présentés a la

section suivante. A la dernidre section nous discutons de leur impact.

6.2 Supervision répartie

Méme si on se retrouve dans un contexte de mots infinis, nous allons considérer

la méme définition de conjonction de superviseurs que celle du chapitre 1.

Le probléme auquel on s’intéresse est le suivant :

Probléme 6.1 (Supervision Répartie des w-langages : PSR¥) Soit G, un SED
défini sur Ualphabet T, A et E deuz w-langages qui vérifient la propriété suivante
A C E C S(G). Alors étant donné deuz alphabets d’observation X;, i = 1,2 et
deuz masques M; : L(G) — I, concevoir deuz superviseurs locauz V;, i = 1,2

complets et non-bloquants tels que ker M; C kerV;, i = 1,2, la conjonction Vi AV,
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est non-bloquante, et

ACSVIAV/G)CE

Théoréme 6.1 L’ezistence d’une solution pour le PSR* est non décidable

Démonstration: Soit M une machine de Turing, définie sur un alphabet T. L’idée
de la démonstration est de définir ¢ partir de M un SED G et des spécifications A
et E et de montrer que la question d’ezistence d’un superviseur réparti pour G qui
permet de répondre auz spécifications est équivalente a acceptation par M du mot
vide. Comme nous savons que le probléme d’arrét d’une machine de Turing sur une
bande vide est non-décidable, nous pouvons en conclure que la question d’eristence
d’une solution pour ce probléme de supervision particulier est non-décidable. Or
ce dernier n'est autre qu'un cas particulier du PSRY, il s’en suit que !'ezistence de
solution pour le PSR” est aussi non-décidable.

Définissons un alphabet T suffisamment riche pour encoder des configurations de
M. Rappellons qu'une séquence de configurations de M est de la forme
#Co#Ci#..#Co#, ... ots C; = (q,x), o q est l'état interne de M et z € T*|T+
qus représente I'état de la bande (le symbole | dénote la position de la téte de lec-
ture/écriture). Donc notre alphabet T doit contenir Ualphabet T, le symbole # et
des symboles pour représenter les états internes de M. Définissons i partir de T

deuz alphabets disjoints T, et Tz, obtenus en ajoutant les indices 1 et 2 auz symboles
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de T. Posons

2,' :=7;L.J {P,’,Si}, i=1,2

avec P, S; ¢ T.

Le systéme de commande auguel nous allons aboutir va étre constitué d'un SED
G et de deux superviseurs locauz qui vont essayer de générer chacun la séquence
de configuration générée par M lorsqu’elle part avec une bande vide. Le générateur
quant a lui va essayer de vérifier la validité des séquences générées en faisant certains
tests implicites dans sa fonction de transition. Le symbole P; sert & indiquer au
superviseur V; de donner le prochain symbole dans sa séquence, alors que S; va
servir 6 lui indiquer de sguter & la prochaine séquence. La fonction de transition de

G doit respecter les régles suivantes:

o Pour tout i € {1,2}, on a tout symbole de P; ou S; est nécessairement suivi

par un symbole de %;.

o Tout symbole dans T\ U Tz est nécessairement suivi par un symbole de

{Pl! Sl: P?: S‘l}-

La vérification que le SED fait sur les séquences données par les deuz superviseurs
n’est pas totale. En effet, il se contente juste de vérifier si certaines portions de
chaque séquence, prises au hasard, correspondent bien G une configuration de M. It
vérifie aussi pour deuz configurations successives C; et Cjy, qu'on a Cj b Cjyy (c'est

g dire que Cj4, est le successeur de C;j selon la structure de M). S’il détecte une
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inconsistence il entre dans un état puits I, a partir duquel il ne sort plus. Sinon, s'il
détecte une configuration acceptante de M (i.e. g est un état marqué) alors il entre
dans un autre éiat puits T, duquel il ne sort plus. Alors on pose I = R = {z,},
A=0et E=5(G).
Les masques d’observations sont naturellement M; : L(G) — X!, i = 1,2, et les
superviseurs locaur qu'il faut concevoir seront de la forme V; : M;(L(G)) — C;,

i=1,2. avec C; = {T,1 < j <n;} et les T qui sont sous la forme

F{:a,»U{Si,H}UZ}j, a,-e’E

Puisque chaque superviseur ne peut ni observer, ni contréler ce qui est donné par
Uautre supervieur, le seul moyen d’empécher l'automate représentant G d’entrer
dans [’état pusts T, est de trouver une stratégie qui permel aur deuz superviseurs
de générer lg ségquence de configurations qui correspond a celle générée par M en
lisant une bande vide, et cette stratégie permet d’entrer dans l’élat acceptant z, st
et seulement si M accepte le mot vide.

= L’ezistence de cette stratégie est non-décidable.

==> ['ezistence d’une solution ay PSR” est aussi non-décidable.

Ce résultat est aussi valable dans un contexte de mots finis, comme le montre le
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corollaire qui suit.

Probléme 6.2 (Supervision Répartie des langages : PSR*) Soit G, un
SED défini sur 'slphabet =, A et E deuz langages qui vérifient la propriété suivante
A C E C L(G). Alors, étant donné deuz alphabets d’observation ¥y, i = 1,2 et
deur masques M; : L(G) — X}, concevoir deuz superviseurs locauz V;, i = 1,2
complets et non-bloguants tels que kex M; C kerV;, i = 1,2, la conjonction Vy AV,
est non-bloquante, et

ACLVMAV/G)CE

Corollaire 6.1 L ’ezistence d’une solution pour le PSR® est non-décidable.

Démonstration: Une approche semblable é celle utilisée pour démontrer le théoréme
6.1 permet de démontrer aussi ce résultat, la seule différence réside dans la condi-
tion d’acceptation de ’automate fini sur mots finis qui représente G. Celui-ci aura
une structure de transition identique & celle définie précédemment, avec un seul état

marqué qui est I,.
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6.3 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons montré que I’existence d’une solution a une classe de
problémes de supervision répartie est non-décidable. Ce résultat suggére qu'il fant
se restreindre 4 des cas particuliers pour trouver des algorithmes de synthése qui
nous permettraient de trouver un superviseur réparti conforme a sa spécification.
Comme ce résultat est aussi valable lorsque nous nous intéressons uniquement aux
mots finis générés en boucle fermée, on peut conclure que toutes les procédures de
synthése qui ont été trouvées jusqu’a maintenant ne peuvent que correspondre  des

cas particuliers et ne peuvent é&tre étendues au cas général.
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CONCLUSION

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéressés a la supervision des séquences in-
finies générées par les SEDs partiellement observés. Nous avons donné une construc-
tion qui permet de ramener le probléme de supervision sous observations partielles
4 un probléme de supervision sous observations complétes, et nous avons montré
comment & partir d'une solution a ce dernier on peut déduire une solution 3 notre
probléme de départ. Le probléme de supervision sous observations complétes a été
résolu griace aux travaux de Thistle et Wonham. Il a été démontré notamment qu'il
n'admet pas de solution optimale qui correspond au superviseur le plus permissif
qui permet de respecter la spécification. Ceci est aussi le cas du probléme de super-
vision sous observations partielles, nous nous sommes contentés donc de chercher
un superviseur quelconque qui permet de respecter la spécification sur le w-langage
généré en boucle fermée.

Afin de pouvoir résoudre le probléme nous avons supposé que le procédé et la spé-
cification sont représentés par des automates finis sur mots infinis et que le masque
d’observation est représenté par un automate fini de Moore. En plus, nous avons
supposé que I'automate de Rabin, qui représente le SED, posséde une condition
d’acceptation triviale, ceci afin de simplifier la construction de 'automate de Rabin
déterministe, 3 partir de ’automate de Rabin universel.

Une perspective de travaux futurs serait donc d’essayer de se débarasser de cette

hypothése simplificatrice et de considérer un procédé qui est représenté par un au-
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tomate de Rabin quelconque.
L’autre probléme auquel nous nous sommes intéressés est celui de la supervision
répartie. En effet, nous avons montré que I’existence d’une solution a ce probléme
est non-décidable, méme si on s'intéresse uniquement i la supervision des mots fi-
nis. Ceci suggére donc d’essayer d’enrichir la structure du SED et des masques
d’observations, pour pouvoir peut-&tre résoudre le probléme dans un contexte moins

général.
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