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Résumé

Les problémes d’instants et, dans une mesure moindre, d’endroits de premier passage
ont été largement étudiés pour des processus unidimensionnels. Soit maintenant un
processus de diffusion bidimensionnel X (t)=(X,(¢), X,{t)) pour lequel les
composantes X,{t) et X,(¢) sont indépendantes. Soit aussi 7'(x,,x,) la variable

aléatoire associée a I’instant de premier passage du processus a la frontiére d’une région

rectangulaire finie qui est telle que
D:={x.x,)e R ¢, <x <c,d, <x <d,},

laquelle région est située a I’intérieur du premier quadrant. Aussi, le point de départ

(x,,x,) dudit processus est nécessairement de cette région.

La probabilité d’atteindre la frontiére ¢, de I’axe x, avant tout autre frontiére, c’est-a-

dire
plx.x,)= P[Xt (T)=c, l X,(0)=x, X,(0)= -"2]’

est obtenue pour cinq processus bidimensionnels qui sont le mouvement brownien, le
processus d’Omstein-Uhlenbeck, le mouvement brownien géométrique et le processus
de Bessel. A ceux-ci se joint un processus sans désignation, trouvant application dans

des domaines variés, en génétique et en mathématiques financiéres notamment.



Pour en arriver a ces fins, il s’agit de résoudre |’équation rétrospective de Kolmogorov :

2 (1 8% ap
;{Ev,(x,)at—‘z-i- m,(x,)a—x‘ =0

ou m, et v, désignent respectivement la moyenne et la variance infinitésimales du
processus X,. Cette derniére équation est soumise aux conditions a la frontiére de la

région circonscrite, ou p(x,,x,) est nulle en tout coté du rectangle, excepté en x, =c,

ou elle est unitaire. La solution, découlant de la méthode de séparation des variables, est

présentée sous forme d’une série de Fourier généralisée.



Abstract

First hitting time problems and, to a lesser extent, first hitting place problems have been
widely studied for one-dimensional processes. Now, let X({t)=(X,(t), X,(t)) be a two-

dimensional diffusion process, the components X,(t) and X,(t) of which are

independent. Let also T(x,,x,) be the random variable associated with the first hitting
time of the process to a boundary that circumscribes a rectangular area assumed to be
finite, which is defined by

D:={(x.x,)e R :c, < x, Sc,.d, <x, <d,}.

The rectangle is situated entirely in the upper half-plane and the starting point (x,,x,) is

necessarily located inside the aforesaid rectangular region.
The probability of reaching the boundary ¢, on the x,-axis before any other, that is

P(xlvxz):'—' P Xn(T)= G, X1(0)= 'tl’X2(0)= -"2]’

is explicitly computed for five two-dimensional processes which are the Brownian
motion and Ornstein-Uhlenbeck processes, the geometric Brownian motion and the
Bessel process. Finally, a process without designation and having applications in various

fields, genetics and financial mathematics notably, joins the former.
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The achievement of this aim involves solving the Kolmogorov’s backward equation

2 (] 2%p ap
;{Ev‘('t')gxiz—.*-ml(xi)a_xl =0

where m, and v, are referred respectively to the infinitesimal mean and variance of the
process X,. The solution of this latter equation is subject to the boundary conditions of

the surrounding region, where p(x,,x,) is zero for all sides of the rectangle but x, = c,,

where it is one. The solution, which follows from the method of separation of variables,

is expressed as a generalised Founer series.
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Introduction

Un systéme dont I’évolution dans I’espace ou le temps est d’'un déterminisme sans
absoluité et dont le mouvement est gouverné par des lois de probabilité, est un systéme
stochastique. Un processus stochastique serait alors un ensemble de varnables aléatoires
traduisant I’évolution dudit systéme. En outre, si le passage vers un état ulténeur n’a de
dépendance qu’envers I’état présent, le processus est dit markovien et particulicrement
de diffusion si ces changements continuels d’états se font au sein d’un espace continu

d’états.
1. Problémes de premier passage

Soit X (r):(X (), Xz(t)) un processus de diffusion bidimensionnel pour lequel les
composantes X,(¢) et X,(t) sont indépendantes. Est alors défini I’instant de premier

passage par :
T(x,,x,)=inf{r>0: X, () & (c,.c;)ou X, (1) € (d,,d,)| X,(0) = x,, X,(0) = x,}.

Il s’agit d’établir la probabilité que X,(7) soit égale & ¢, sous la condition initiale
(X,(0)=x,, X,(0)=x,), en supposant que le point de départ (x,,x,) soit localisé &

I’intérieur d’une région circonscrite par le rectangle
D= {(x,,xz)e R*:c,<x <c,,d, <x, Sdz},

les frontiéres c,et d,avec i=1,2 étant toutes quatre finies. Une fagon commode

d’étudier ce type de probleme consiste a considérer la délimitation de la région comme

étant absorbante. C’est par I’intermédiaire de 1’équation rétrospective de Kolmogorov
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qu’il est possible d’atteindre a la concrétisation du résultat espéré. Puisque les

composantes .Y, () et .X,(t) du processus stochastique sont réputées indépendantes, les

termes de covariance sont nuls et 1’équation rétrospective de Kolmogorov est telle que
(Cox et Miller. 1965, p. 247)

ou la fonction p, limitée par les quatre frontieres. est définie ci-dessous :
p(x,.x, v t) = Pl ol (t)e (e +cdu). X, (t)e (vov + dv)] [ dudv.

Sous cette forme, I’équation de Kolmogorov est homogene dans le temps et suppose des

mécanismes de transition indépendants du temps, cette constatation découlant du fait
que le premier et le second moment infinitésimal m,(x,) et v,(x,) n’entreticnnent

aucune dépendance envers cette variable. La détinition générale de ces moments est

ainsi donnée par :

E[ x(t+ar)-x(r)| X () =x]

)= iy n
et
v()=tim” [X(c+ar)-x ()| X(¢)=x]
Ar—0 Af

ou les opérateurs E et /" sont ceux de I'espérance mathématique et de la variance.



Si maintenant ©(¢) est la fonction de répartition de la variable aléatoire T'(x,,x, ), alors,

par généralisation du cas unidimensionnel (Cox et Miller, 1965, p. 230),
1-0()= P[T(x,.x,)>t]= j:’ Lc’ p(x,, x,;u,v,t)dudv

et ©(¢)=6(t), notée 6(: lxwxz) pour bien marquer la dépendance vis-a-vis du point
de départ (x,,x,), est la fonction de densité de T(x,,x,). La transformée de Laplace

0°(s EN x,) de cette fonction de densité

9’ (S lx,,x2)= E[e"r(’l-‘z)]
= f:e‘“e(t|x,, x,)dt

satisfait alors a I’équation

211 36" 08’
{'2_ v (.t‘,-) +m, (xt) ax‘

3
i=1 a't[

}=se' (D
avec les conditions évidentes
0°(s| ¢, x, )=0°(s] 3, %,)=0°(s] %, 4, )= 0°(s] x,, d, ) =1

puisque, st le point de départ est situé sur I’'une des frontiéres, I’absorption est

immediate de sorte que 7 =0. La fonction de densité 9(t| .rl,xz) comporte quatre



branches correspondant a autant de frontic¢res et peut étre d’ores et déja écrite comme

une telle somme
B(tl %1, % ) =0, (’ | xhxz)"' 0., (“l*‘:v"'z)"'edl (’Ixnxz)'*' 9, (‘ | xl’x2)'

Alors, 9,(1 | xl,xz) est la fonction de densité¢ de I’instant de premier passage a la
frontiére i, en clair reliée a la probabilité que I’absorption se produise a la frontiére i. Si
le probléme est modifié de fagon a ce que I’intérét ne soit maintenu que pour la frontiére
7, la fonction 6° sera posée nulle pour toute fronti€re, excepté pour celle en cause et la
résolution de I’équation (1) conduira vers ’expression de 9}(s|xl,x2). La limite de

cette derniére lorsque s tend vers zéro est alors la probabilité que le processus soit

absorbé a la frontiére ;.

Pour le probléme faisant I’objet du présent ouvrage, il est ici nécessaire de définir la

probabilité p(x,,x,) comme suit:

plx,x, )= P[Xl (T)=c,} X,(0)= x,,Xz(O)z.rz],

laquelle correspond a la limite ije;(s|x,,xz), Cette probabilité satisfait donc a

I’équation :

LN ) op| _
;{zv,(m el }-0 @)

i



soumise aux conditions aux frontiéres

ple.x;)=0, ple,,x,)=1 ¥x, e [dudz]
et

plx.d)=0vVxelq .G )-

Les problémes d’endroits de premier passage unidimensionnels consistant en la
détermination de la probabilité que le processus soit absorbé & une frontiére a plutdt
qu’a une frontiére b furent largement étudiés pour différents processus de diffusion,
particulicrement pour le mouvement brownien et le processus d’Ornstein-Uhlenbeck

(Cox et Miller, 1965, pp. 230-234). Pour le mouvement brownien ayant pour premier et

second moments infinitésimaux p et o*, la probabilité

p.le)= PLX(r.)=a | X(0)= 1]

T, = inf{r>0: X(t)=0 ou a(>0)

a

X(0) e (O,a)}

est la suivante (Cox et Miller, 1965, p. 233):

2uzr/al?
2uz/o _1

p.(x)=
€

-2ua/c’ _ 1

[l importe de noter que ce résultat découle de la résolution de I’équation de Kolmogorov

unidimensionnelle équivalente a (2), soit

2
_1_02 d pa(x)_'_“dpa('x)

2 =0
2 dx dx




avec les conditions aux frontiéres

p.(a)=1 et p,(0)=0.

La fréquence des écrits est considérablement diminuée lorsqu’il s’agit des probiémes
équivalents en deux ou trois dimensions. Yin et a/. (1999) ont obtenu la fonction de
densité conjointe de ’instant et de I’endroit de premier passage ainsi que les fonctions
de densité marginales correspondantes pour le mouvement brownien localisé a
’intérieur d’un cercle. Des résultats similaires ont été formulés pour le mouvement
brownien situé a I’intérieur d’une coquille sphérique (Yin et Wu, 1999). Auparavant,
Xiao et Yin (1998) avaient déterminé la distribution de I’instant et de I’endroit de
premier passage a un hyperplan pour un mouvement brownien conditionné. Shao et Yin
(1997) se sont aussi intéressés au mouvement brownien avec dérive. Quelques autres
problémes semblables furent introduits notamment par Lefebvre qui a établi les
fonctions caractéristiques, de densité de probabilité et génératrices des moments pour
I’endroit de premier passage de différents processus dans une région semi-infinie du
plan (1997, 1989a, b). Finalement, certains auteurs ont traité de cas similaires a ceux
énoncés ci-dessus mais pour des processus discrets (Lotov, 1977, Seneta, 1980;
Nakajima, 1998).

Les résultats explicites concernant les instants de premier passage pour des processus de
diffusion multidimensionnels ne sont guére plus nombreux. Ceux-ci, pour le mouvement
brownien bidimensionnel, furent étudiés par Buckholtz et Wasan (1979) ainsi que par
Iyengar (1985). Wendel (1980) a pour sa part considéré des problémes d’instant de
premier passage pour le mouvement brownien de dimension n pour des régions

sphériques.



Maintenant, seront exposées les solutions explicites des fonctions p(x, ,.rz) quant a cing
cas clairement définis, solutions dérivant de la résolution de I’équation rétrospective de
Kolmogorov (2). Le mouvement brownien, aussi connu sous la désignation de processus
de Wiener, ainsi que le processus d’Omstein-Ulhlenbeck seront les premiers objets mis
a I’étude. Suivront le mouvement brownien géométrique et le processus de Bessel.
Finalement, I’analyse se déplacera vers un processus aléatoire tirant ses origines de
domaines d’applications diverses, notamment en génétique et en mathématiques

financiéres.

Il n’est méthode de résolution mieux adaptée a ce type de problémes multidimensionnels
que celle de la séparation des variables. Néanmoins, nulle démarche n’est revétue d’un
caractere d’infaillibilité et n’est applicable indifféremment a chacune des situations. Il
est donc de toute nécessité d’en justifier Pemploi et c’est dans la théorie de Sturm-
Liouville que repose ladite justification. En demiére analyse, la solution p(.t,,.tz) sera

rendue par les séries de Fourier généralisées.
2. Séparation des variables et théorie de Sturm-Liouville

L.’équation rétrospective de Kolmogorov, associ¢e aux problémes d’endroit de premier
passage bidimensionnel et trouvant solution par la séparation des variables, requiert que
soit énoncée la solution p(x,,x,) comme étant le produit de deux fonction y,(x,) et
¥,(x,), chacune ne dépendant que d’une seule variable libre. Dans ces conditions,

I’équivalence entre I’équation (2) et la suivante peut étre soutenue :

i=l

S o) Zebtale mie) s syt =o.



Il se révéle maintenant, de la division de I’expression développée par la solution

p(x,, %) =¥,(x,)y,(x,), deux équations dissoci€es, chacune reli¢e & I'une des deux
variables x, et x,. En outre, I’égalité de ces équations n’est manifeste qu’en admettant

qu’elle ne vaille indubitablement que des valeurs constantes A, la dépendance propre de

ces équations ditférant par les variables libres. En clair,

+m1(x|)')y%=‘%v2(x2)ig::; yg(xz):l-

2 l(' l)Y1(x1)

1 ressort, des hypothéses qui précédent, que la résolution de I’équation de Kolmogorov
se cantonne dans la résolution des équations différentielles suivantes, lesquelles

solutions sont assujetties aux contraintes des axes sur lesquels elles sont définies:

%Vz(-‘z)Y;(xz)'*'mz(xz)y'z(xz)"' k)’z(-rz)= 0 (3a)

et

}Z-Vl(xl)y'l'(xl)'*-ml(xl)Y:(xl)—kYI('tl) =0. (3b)

Les équations différenticlles homogénes admettent toujours la solution triviale
y.(x,)=0. Dans bien peu de cas cependant, cette solution est satisfaisante. Il pourrait
néanmoins exister, selon les m,(x,) et v,(x,), des valeurs pour A, dés lors désignées par

valeurs propres, auxquelles sont associées des solutions —les fonctions propres— autres
que cette solution triviale. Essentiellement, il s’agit de résoudre un probléme de Sturm-

Liouvlle pour I’équation (3a) défini sur le domaine (d,.d, ).



Hormis certaines occurrences particuliéres, les équations différentielles linéaires de

second ordre peuvent adopter la forme que voici :
41 o) 22 |- alelye ey 0.

cette derniére équation étant reconnue par la dénomination d’équation de Sturm-
Liouville. Pour assurer de I’orthogonalité des fonctions propres reliées a des valeurs
propres distinctes eu égard 4 la fonction de poids r(x) et & I’intérieur d’un intervalle
ouvert (£,,&,), les solutions peuvent étre entre autres soumises aux conditions

homogénes aux frontieres ci-aprés (Edwards et Penney, 1985, p. 519} :

?, Y(CI)—KI Y'(Cl)=0 et o, Y(Cz)'*"cz Y'( 2)=0 4)

ou les coefficients ¢,,x, i=1,2 demeurent constants. Ces expressions incluent

notamment les conditions de Dirichlet et de Neumann. Ainsi, ’orthogonalité se traduit

par
(li _lj)j;:r(x)yl('t)yj(x)dt =0.

Une fonction f(x) peut étre représentée comme une sommation infinie sur les fonctions

propres, en autant qu’il existe un nombre infini de ces fonctions propres et qu’aussi elles
forment un ensemble complet. Or, la théorie de Sturm-Liouville admet le théoreme ci-

apres.
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De l'existence des fonctions propres:

Théoréme 1: (Edwards et Penney, 1985, p. 519)

Si les fonctions p(x), p(x), g(x) et r(x) sont continues sur 'intervalle [£,,Z,]
etsi p(x) ainsique r(x) sont strictement positives a chaque point de I’intervalle

[¢,.C.]. alors les valeurs propres du probléme de Sturm-Liouville constituent

une suite croissante et infinie
Ay <A, <Ay < <h, <A, <
de nombres réels avec

limA, = +oo.
n—>x

A un facteur constant multiplicatif prés, une et une seule fonction propre y, (x)
est associée a chacune des valeurs propres A,. De plus, si g(x)20 sur
’intervalle [C;,Cz] et les coefficients @,,x, i=1,2 tous non négatifs (se

référer a I’équation (4)), alors les valeurs propres sont toutes non négatives.

2m (=)
Reprenant 1’équation (3a), si celle-ci est multipliée par e¢* (=) | opération précédée

d’un réarrangement des termes, c’est-a-dire

€

z”'z(-':)
I_..,{;zj ""[y,+2mz(xz)y,+ 2M
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alors elle s’exprime sous la forme de I’équation de Sturm-Liouville et devient

J’z"‘z(-"z)

2m,(x,) ' val52) dn
min) 4, 2% e
[ej va(x) 'jl ' €

=0
y: Vz(xz) Y,

o, par identification,

IZm:(sz

plx,)=e "

q(xz)":‘ 0

et

2my(x;)
/ nm) _ 2p(x,)

Va (x2 ) Vi (xz ) .

r(xy) = 25

Le théoréme 1 est, en conformité avec ce qui sera établi, vérifié dans les cinq cas
précités (se rapporter supra, page 7) a l'exception du processus de Bessel et du
processus cinquiéme qui sont problémes, tant6t réguliers tantdt singuliers, suivant

I’occurrence de I’inclusion ou non de I’origine au sein du domaine de définition.

Par les analyses précédentes, fut justifiée |’utilisation des séries de Fourier généralisées
pour la résolution de 1’équation rétrospective de Kolmogorov soumise aux contraintes
de chacun des cinq cas autour desquelles s’articule I’ouvrage. Le chapitre prochain

s’attache a la présentation des résultats, c’est-a-dire 4 !’établissement de la fonction

P('tt »%2 )
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Chapitre premier : Calculs des probabilités

1. Mouvement brownien

Les collisions successives et aléatoires que subit une particule immergée dans un fluide
influent de maniére déterminante sur son déplacement. Le processus aléatoire relié & ce
mouvement brownien (ou processus de Wiener) fut originellement édifié 4 partir du
dessein formé de décrire I’évolution d’une telle particule et la théorie formelle lui étant
associée fut exposée par Wiener a partir de 1918 dans une série d’articles. Depwis lors,
la correspondance entre I’évolution de différents systémes et ce processus aléatoire fut
établie et I’intérét porté a ce processus s’étendit au-dela de la simple description du

mouvement d’une particule au sein d’un fluide.

Pour ce premier processus stochastique mis sous étude, la moyenne et la variance

infinitésimales sont telles que
m:(xi)E“t €R et Vi('r:)E 0’? >0
et la méthode de résolution embrassée conduit aux équations différentielles ci-aprés:

e 2My , 2R
y:+ 22Y2+_2Yz=0
c; o’

(1.1a)

et

e 20, 24
Yx*‘_pz"Yl“—zY: =0. (1.1b)

1 t
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1.1. Résolution et analyse de I’équation différentielle premiére

Soit la premiére équation différentielle :

2 o]
2u, 24
Y2+~ Y2+ =5y, =0.
G, G,
Si est définie la variable x,, = x, —d,, alors celle-ci est restreinte au domaine [0,d,; ]

avec d,; =d, —d,. De cela, il ressort que

4y, _ 45
dx, dr,;
et que
d’y, _ d’z,
a A

fut-il posé au préalable I’égalité entre y,(x,) et z,(x,; ). L’équation (1.1a) se résout,

dans le nouveau systéme de référence, en [’expression

2 2A

- 2 .t - —

Z, +-_3_."2 +—_2."'2 —
62 62

Maintenant, la méthode de résolution classique meéne a I’équation caractéristique
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laquelle équation admet les racines suivantes:

—p‘l i—l—

H; =20
o3 o3

N
~ N

M2 =

Trois cas formels sont 4 analyser quant aux liens de grandeur qui unissent les termes

apparaissant sous le radical :
i) u2>2xc?
ii) pZ =2Ao3

iii) ui <2io3

1) Le premier de ces trois cas suppose I’existence de deux racines réelles distinctes et,

de ce fait, une solution de la forme
(xr )=, e™ + 0, e
Cette solution est a rejeter puisque
(% =0)= 0, +0, =0
entraine que ©, est égale a3 —w,. Aussi, a la seconde frontiére,
2l =dy)=0, (emd" ~ M )z 0

et n’est réalisable que si, d’une part, ®, est nulle et la solution triviale ou si, d’autre
part, T, et n, sont égaux. Or, cette derni€re exigence viendrait contredire I"hypothése

définissant la situation présente, la racine 1, étant différente de n,.
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i) Pour le second cas, la solution parait comme suit:

o2

n(xr)=0e

En évaluant la fonction aux frontiéres. les constatations prochaines, concernant les

constantes d’intégration, découlent directement. Puisque
z,(x;y =0)=@, =0
il suit de la que

i -
i

Zz(xzr =d27)=m1dzre°: =0.

Hormis par la solution triviale qui est toujours apte & satisfaire une équation
différentielle homogene, la relation précédente n’est satisfaite que si o, est nul. Cette

contrainte constitue toutefois une servitude a laquelle le probléme ne saurait se

soumettre et est d’emblée rejetée.

iit) Dans ce dernier cas, la situation est telle que 1’équation caractéristique admet les

racines complexes
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de sorte que
z,(x,r ) = € {0, cos(b,x,r )+ @, sin(b,x,r ) }.
De I’évaluation aux frontiéres émanent les affirmations qui suivent:
z,(x,; =0)=w, =0
si bien que
z,(xa = dyp )= 0% sin(b,d,;)=0.

Si la solution triviale est écartée, nécessairement sin(h,d,; ) est le terme par lequel
I’équation devient nulle, et alors 4,d,, = nt avec ne N*, N* étant I’ensemble des

entiers naturels excluant zéro. 11 appert que la seule solution pleinement satisfaisante

serait, en prenant @, =1,

[ nm
z, (%)= sm[d .tﬂj.
2r

Maintenant, concernant la constante A, celle-ci s’exprime explicitement en fonction des

différents paramétres afférents a la définition du probléme et I’expression est telle que

2 | di ol

laquelle est toujours positive, comme le présageait la théorie de Sturm-Liouville. Ce

paramétre fut paré d’un indice n qui dénote un nombre infini de A.
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1.2. Résolution et analyse de I’équation différentielle seconde
11 est noté que la résolution de la seconde équation différentielle

2 ’)}
L, 2
yi+ c; yi-—Y, =0

) g,

est facilitée en réalisant un changement de variable qui est ici x; =x, —¢c, , laquelle
variable est comprise dans I’intervalle [O, CZT] avec ¢,y =c, —¢,. Puisque ceci implique

nécessairement que

dy, _ dz,

dy, dx, ’
alors

d’y, d’z

d,’c]z d.rf, ’

cela en ayant posé 1’égalité entre y,(x,) et z,(x,;).

L’équation (1.1b), dés lors dépendante de z,(x,; ), devient:

O L
o+ -—, =0,

G, Gy

Aussi, I’équation caractéristique reli€e a cette derniére expression,
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laquelle admet les racines réelles

conduit a la solution suivante:

z), (’tlr ) = An eWr 4 Bn e¥rar

=e*hr (A,, eh'r 4+ B ehr ),n eEN*.
Par I’évaluation de cette fonction a la premiére frontiere, il vient
z, (xy=0)=4,+8,=0
si bien que, en utilisant le fait que A4, soit égale a — B, par la ligne précédente,

Zl, (XIT ) = B" e"l"ll’ (e"’i-"lr _ el’t-'!r )

=-2B, e sh(b,x, ).
1.3. Solution générale pour le mouvement brownien

Des développements précédents est dérivée la solution au probleme général du

mouvement brownien. Ainsi,

p(xﬂ. »Xar ) = Z‘ 2B, ™ Sh(blxlT )e% Siﬂ(?—xﬂ' ]

=l 2T
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et, de I’évaluation en c,,, seconde fronti¢re de I’axe x,., endroit ot la probabilité est

invariablement de un, c’est-a-dire

Hxy =cor Xop )= i— 2B, e*“r sh(b,c,r Je™ sin(-glxﬂ. J =1,

n=1 \*“2r

découle la relation suivante, obtenue par extraction du terme indépendant de 7 :

e whr — i - 23,, eher Sh(blczr )sin[dﬂxﬂJ .

n=| r

3

. - i . n'm _— ,
Maintenant, en multipliant cette expression par sm(—xﬂ] et en !’intégrant entre zéro
2r

et d,, comme suit :
dyr n'n dir nw n'n
Jo e " sin T dx,; =L Z-ZB,, e*r sh(p,c,; )sin ~Fr [Sin| == dx,y
T =l 2r r

la relation suivante est admissible par I’orthogonalité des fonctions sinus :

I}

dr _ .{nr
I e ™ sin
0 d

2r

Xyr }bzr =-2B, e* sh(b,c, )J‘:" sin’ (ﬂ Xyr ]drzr

dor

=-28, e*"sh(bc,r )de,. '

Le coefficient de Fourier pour cette série en sinus est donc lié a I’intégrale qui précede

de la maniére qui suit:

r 2r

c 2 pdr —ayxyr o n'n
-28,e*7sh(b,c, )= T Io e sm(—(}-—xzr )drzr
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d’ou le fait que les égalités prochaines soient recevables:

OCor -2 I_ dzzr e . (n'x n'n n'n M
-2B, e*7sh(bc,y )= Z La’dz P a, Sin| == X;r +2—co axzr
2=°2r

~..?
i r el -
= — - ’k_l)n*edrzdn_*_l]
aydyy +n'"z”

et ceci implique que

—-nr {(_ 1)"*' e 4 }

B = .
(agd; +nz? )e"“” sh(b,czr )

n

La solution générale, dans le systéme de référence original, est donc:

P(xv-‘z ) = icn gnlne )Sh{bl (xl -G )}ea,(x,-d,) Sin{ = (x2 -d, )}
n=t
ou
2nr (-1 e theal 1
{a§ (d, -d\f +n’n? }ea,(c,-c. ‘sh{b,(c; - ¢, )}

="M
1

C, =

Ce processus, en tant que modele descriptif pour le déplacement d’une particule

brownienne, présente des limitations avérées: pour des temps trés courts, se
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rapprochant de zéro, celui-ci suppose que la vitesse avec laquelle se meut la particule
tend vers I’infini. Excepté justement pour des temps longs, en comparaison avec ceux
séparant deux collisions successives, ce processus est vain. Pour suppléer cette lacune
inhérente au processus de Wiener, fut introduit en 1930 par Omnstein et Uhlenbeck un

processus substitutif, lequel est I’objet de la prochaine section.



2. Processus d’Ornstein-Uhlenbeck

Le processus d’Ornstein-Uhlenbeck, plutot que de s’attacher a la position, s’intéresse a

la vitesse dans le temps de la particule brownienne. Les changements de vitesse

résuitant, d une part, des heurts successifs de ia particule avec celles du milieu ainsi que,

d’autre part, des pertes frictionnelles encourues lors du déplacement dans le fluide, sont

les facteurs réputes agissant.

Un processus stochastique est dit d’Ornstein-Uhlenbeck si sa spécificité est rendue par

les modalités

m(x,)=-ax (o, >0) et v(x)=c; (>0).

Soit les équations différentielles tirant leurs origines de la séparation des varables

indépendantes de I’équation de Kolmogorov:

, 200,%, ,  2A
Y2~ 222y2+?Yz=0

et

2.1. Résolution et analyse de I’équation différentielle premiére

La solution de I’équation différentielle

(2.1a)

(2.1b)
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est donnée par (Polyanin et Zaitsev, 1995, p. 143) :

|Q
I~

-A 1 c -A 1
¥a(x;) = (ocb[ 5 ;.r§)+(o2‘l’(2_ 5

..(12 o3

xi J 2.2)

ou ®(y,B;x) et W(y,B;x) sont des fonctions hypergéométriques confluentes.

2.1.1. Harmonisation de la solution de P’équation différentielle premiére et des

frontiéres

La sujétion de la solution aux nécessités des fronti€res astreint a I’introduction d’un
systeme d’équations linéaires pour lequel les constantes d’intégration ®, etw, ont rdle

de vanables. Ainsi,

- a (- a
YZ(dl)=mlcb[ A l_id J'{'(DZLP k,l§_§ 12)=0
2, 2 62 (20,252
- a (— a
ya(dy) co,(b[ e }m;{l LAY ;d2]=0
2(12 2 G; kZaz 2 G5
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Une solution autre que la solution triviale n’est admissible que si le déterminant de la

matrice des coefficients prend la valeur nulle, ¢’est-a-dire si

a. = -A
2
2a,
et
(04
bz =—%.
0,

Les racines a, de cette équation permettent pour leur part de fixer les valeurs propres

qui, par essence, existent en nombre infini, affirmation assurée par le théoréme 1. Les

fonctions

et
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sont toutes continues et strictement positives, quelle que soit la valeur réelle de x,, a
I’exception de p’(x,) qui devient nulle si la variable x, est elle-méme nulle. Le

parameétre A sera des lors noté A .

Soit maintenant R, le rapport des constantes d’intégration tel que

- W(az,;;bzdlz) - ‘P(az,%;bzdzzj

(D(az, ;bzdf) Q(az,%;bzdzz)

Alors, la solution de I’équation différentielle s’écrit maintenant

2b,x2 ) + ‘P(az,—;-;bzxf )]

et si les racines a, du déterminant A sont désignées par le symbole £ de telle sorte que

W, _
A
05

NI fo—

1 |

Ya(xy)= (’32|:R2¢(‘12a

kA =—A'n
" 2a,’

il appert alors que A, = -2a,k. et la solution devient finalement :

Y., (x;)= chb[k:,%’;nggj'f' lp(k:,%;bzxzz)

- F(kj,%;bz_ri) |
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2.2. Résolution et analyse de I’équation différentielle seconde

Soit a résoudre I’équation différentielle

., 20x, , 22,
Yi - l;‘}ﬂ" 3 y, =0.
o G,

Pour cette seconde équation, la solution générale se présente comme suit (Polyanin et

Zaitsev, 1995, p. 143):

— A"' 1 . oy 2 }"n . al 2
YIn(xl)—An(D(zal ’3’§x| J+Bntp(2 7_’—2le

etsi —2a,k’ estsubstituéa A, et b, a o, [} alors

- 'va sy N
y,”(xl)=A"<D( ot ,l;bl_rf]-i- B"‘P( %k, ,l;bl.rf]. 2.3)
a, 2 a, 2

2.2.1. Harmonisation de la solution de I’équation différentielle seconde et de la

premiére frontiére

En conformité avec la définition des frontiéres, la solution y, évaluée en c, est nulle.
Ainsi,

—o,k) 1

_ A
Yialn =€) = A,‘D[ 96 Lbe J+B~T( b ) =0.
a 2 a, 2
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Ce qui entraine que

En introduisant cette derniére expression dans (2.3) il vient

—a,kt 1 -k} 1
YIn('tl) = Bn[Rl¢( azl 75;bl't12)+lp[ a} 75;blx|2 )]

A
= B,,G( &k, ,-l—;ble).
a, 2

2.3. Solution générale pour le processus d’Ornstein-Uhlenbeck

La formulation de la solution générale suppose la connaissance d’un certain nombre de

résultats lesquels sont introduits dans la prochaine sous-section.
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2.3.1. Propositions essentielles
Les propositions suivantes sont indispensables a I’établissement des résultats.
Concernant {'orthogonalité des fonctions:

Proposition 2.1 (démonstration a I’annexe 1)

Soit £, une fonction telle que
I, |
[, =0,® a,E;bt +o,'¥ a,i;bt

ot les fonctions ®(B,y;x)et P(B,y;x) satisfont a I’équation hypergéométrique

confluente. Alors,

[T £, fudt=0sia #a,etsi £,(5,)=0Va,i=12.

i}

Concernant les intégrales:
Proposition 2.2 (démonstration a I’annexe 1)

Soit f, une fonction telle que
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ou les fonctions ®(B,y;x) et W(B,v;x) satisfont & I'équation hypergéométrique

confluente. Alors,

- | -be* 3. 2
_[e fad:=51e d Hml_mz(aﬂ,?bt )

N

Hey o (a +1,—;—;b12) = 2co,d>(a+l,%;bt2)—co2‘l’(a + l,%;btz).

avec

2.3.2. Solution

La solution générale de [’équation de Kolmogorov dépeignant le mouvement

d’Ornstein-Uhlenbeck est rendue par [’expression qui suit:

A
plx.x,) ZB F(k“l ZJG( oky ,l,-bleJ.
a, 2

Maintenant, évaluée i la seconde frontiére de I’axe x,,

X, =cC,,x, =Y B Fl k%, —:b xZ)G —2n bl |=1.
P(1 22)§n‘;(n222 (al 212)
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En multipliant cette derniére par et F (k“ ;b xz) et en I’intégrant de d; & d, c’est-

a-dire

7:9 .,—_ "k:l .‘\*‘J l 2 ~1 "\
I‘: ;B"U[ O;-, ’E;b‘cije . F(k:’?bzxijf/kkﬁ’?bzxi )irz,

alors

2
LY sl 2 _ —aky 1, e ~byx A l
L'e F(k,,.,g,bzxz]dxz -B,,.G( . b6 Lle Flka b, x2 || dx, .

Ce demier résultat se réclamant de la relation d’orthogonalité introduite par la

proposition 2.1. Si maintenant A, est mis pour les intégrales définies

I e’ [F(RJ l —.b,x J] dx, , alors nécessairement

J-d: -6-:;‘ F‘(kA b-, 22)‘&2 A
B"o = = 1

-,k 1 & g 1 : —ogky 1, o)
G(—J. 2b)j[F(kzb)] b MG oyt

Partant de cela, la solution compléte adopte la forme suivante :

L, —o,kt 1
P(xh r2 ZB F( 5 )G("—;%“,EanxlzJ
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ol

B = Al .
n A 5
AZG( (Izkn v%;blci}

o,

i
A = jdze'“”‘g [F(k:,l;bzxf‘q e,y ,i=1,2.
d 2 - i

)

Aussi, par la proposition 2.2,

A, = 1 d, e He ko + l,z;bzdj)—a’, e Hm(k;‘ + 1,3;524,2)
2 2 2
avec
. 3 2 3 3 2
H,,!_,[k;: + I,E;bz.tz ) = 2R2<D(k,;‘ + I,E;bzng- ‘P(k;‘ + 1,5;b2x2)
et, finalement,
o
b, =—L i=12
t 02

Le processus de diffusion prochain, le mouvement brownien géométrique, est aussi,
comme cette dénomination permet d’en inférer, un processus découlant du mouvement

brownien et les pages a venir lui sont consacrées.
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3. Mouvement brownien géométrique

Un processus aléatoire pour lequel {es premier et second moments infinitésimaux sont

donnés par
m(x)=px, (4, €R) et v(x)= O,:II‘Z (0‘12 > 0)

est désigné par le titre qui coiffe cette section, et les équations différentielles obtenues

de la séparation des variables sont les suivantes :

. 2U,x, , 2R
2ype 2y oy o (3.1a)
S G,
et
. 2, 2A
-rfy;+—L%’—yl-;7y, =0. (3.1b)
]

Le mouvement brownien géométrique, par essence, I’exponentielle du mouvement

brownien, présente une frontiére inaccessible en zéro.

3.1. Résolution et analyse de ’équation différentielle premiére

Il s’agit d’abord de faire subir 4 cette équation d’Euler un changement de variables
approprié de telle sorte que P’évaluation aux frontiéres puisse étre simplifiée. Ainsi, pour

’équation différentielle
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si est posé le changement de variable x,; = x, /d, €[l,d,;] avec d.yr =d, /d, , d, étant

strictement positif, alors, en admettant que y,(x,)=z,(x,; ), les égalités ci-aprés sont

naturellement établies :
dy, 1 dz,
de, d dxy
et
d? Y, _ Ld 2;'2
dxy  d} dxy’

et I’équation différentielle de départ, laquelle demeure une équation d’Euler, adopte la

forme suivante:

La résolution proprement dite améne a considérer I’équation caractéristique auxiliaire

2 2\
n’ ‘*‘(—“2—2‘ ]Tl"‘—T:O,
o, o,

laquelle équation admet les racines n,, qui sont telles que

2
N, = l_“_z + .u_z_l _2'.
22 o) We? 2 ol




34

Trois cas sont a analyser selon que :

1) Ce premier cas amene inévitablement I’équation caractéristique auxiliaire a admettre

deux racines réelles distinctes, lesquelles engendrent la solution suivante:
()= 03 + 0,

Or, de I'évaluation aux fronti¢res origine le rejet de cette solution. En effet, en x,, =1
Sxy =1)=0,+0,=0

ou, de maniére équivalente, ®, = -,. Aussi,

(e = 27‘)=m2(d;72‘ "d‘?r"):O-

Toutefois, cette derniére expression n’est jamais nulle autrement que si @, =0, la
racine T, étant nécessairement différente de n,. Dans ces conditions, z,(x,)=0 et ne

peut, par conséquent, d’aucune fagon satisfaire aux hypothéses constituantes du
probléme général, ce qui en justifie le rejet.
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it) La racine admise est unique et la solution est:

(e )= -"?r(ml +0,Inx, ).

L’¢valuation aux frontiéres permet de soutenir que les constantes ©, et ®, doivent étre

nulles puisque
Sl =)=0,=0
et alors,
(e =dyr)=0,d3 Indyy =0
n’est praticable que si @, est nulle et la solution triviale. Certes, cette solution triviale
demeure, en définitive, inapte 4 satisfaire aux exigences qu’impose la situation du

probléme général.

i) Les racines sont ici complexes et, dans un souci de concision, il est nécessaire de les
représenter comme une somme ou une différence de termes. Ainsi, en adoptant le

symbolisme suivant :

2

TRy 28 [y 1

= —— —— __[ — | —— —
.2 [2 cg) O (og 2

la solution s’exprime comme suit:

23(xr )= x2 f, cos(b, Inx,p )+ @, sin(b, Inx,;. )]
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L’analyse du comportement aux frontieres de cette solution générale permettra de

’adapter au probléme. Ainsi,
(% = l)= @, =0
et

= (xy =dyp )= 0,d2 sin(b, Ind,; })=0.

Cela n’étant possible que si (la solution triviale étant réputée inadmissible)

2
b, = _2&_ #p 1 =1t ne N*
" Voi: \o} 2 Ind,;’ ’

ce qui implique que les A ne soient que positifs et, par suite de la constatation qu’ils

forment un ensembie infini dénombrable, soient dorénavant notés A . Aussi,

= Z{ad +53)

n

et la solution en est réduite a :

|{
=, (xr ) = X3 sm(mln Xop J :
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3.2. Résolution et analyse de I’équation différentielle seconde
Soit I’équation différentielle rattachée & la vanable x;:

2u,x 2A
sy ity

O G,

Un changement de variable approprié, a !'instar de la section 3.1. de ce présent
probléme, serait x,. = x,/c, € [l,c,r] avec ¢,y =¢,/c, , ¢, étant positif et non nul. Si
y,(x,)=2,(x;), il s’ensuit que la correspondance entre les dérivées premiéres et

secondes des fonctions y, (x, ) etz,(x; ) est telle que

dy, _ 1 d
de, ¢ dx,
et
d?y, _Ldz:,
del ¢ dxl

L’équation initiale devient, dans ce nouveau systéme de référence ayant subi une
translation :
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Alors, les racines distinctes et réelles 'P,, suivantes sont celles admises par ladite

équation caractéristique auxiliaire,

N TN
“’““(z c,zfv[z o) "o

=a b
et de ces racines nait la solution attendue :
- — 4 b -&
=1, (x!T ) =X (Anxll’" +B.x;' )

Maintenant, du fait qu’en x,; =1 la solution doit étre identiquement nulle, 1l en résulte

que

(xyg =1)=A4,+8,=0,

I

et les constantes — B, peuvent se substituer aux constantes A, de maniére a ce que la

solution devienne :
- _ -b 5 ) -b 25
1 (xlT) = B,x} (xlr' _xt‘ll')- an: '(1 — X' )
3.3. Solution générale pour le mouvement brownien géométrique

Reste maintenant 4 associer les solutions z,(x,; )et =,(x,; ) des équations (3.1a) et (3.1b)

de fagon a édifier une solution générale en tout conforme & la définition du probléme.



Celle-ci se présente sous les traits de la relation

_ nrinx
P(«"lrr-’:1 Z B.xy o ( "lr o sin| ———2L |
pour Ind,,

Dés lors qu’en c,; la fonction p vaut un, c’est-a-dire

P(-"lr =Cor,Xyr )= ZB sy ( - )xzr sin min, =1,
Ind,,

1l suit de la que

X = Z B,c2% (1= 2 )sin minxy |
= indy

39

(32)

L’obtention de I’expression analytique du coefficient B, est réalisée par I’entremise du

changement de variables présenté dans les lignes subséquentes. A noter sa validité par le

fait que la valeur nulle est extérieure 4 I'intervalle de définition de x,..

u=1Inx,,alors e" =x,, et du=dx, [x,; ; ce qui équivaut a dire que x,,du=

Donc, si

dx,;,

ou encore que e"du=dx,,. La modification de l’équation (3.2) procéde de ces

changements. Aussi, convient-il d’écrire :

Rl i B,ca™ (1 -cap )sin(lm;u ) :
=]

nd,r
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Cette série en est une de Fourier en sinus et en tel cas, les coefficients sont (par

I’orthogonalité des fonctions sinusoidales):

2 Indyr . nnu
Bcahl~-ch )= e " sm( du

) { e In*d,, , ( nmu ) nm { nmu J} e
a, sin + co
lndzr alln*d, +n’n? Ind,; ] Ind, Ind,. ]},
2nm{ (-1 + diz |
d;}(ai In*d,, +n21r2)

D’ou il vient, en isolant B,, que

2 (- 1) +d

catds(a?In? dyy +nn? )(1 ~ci ) ‘

B =

n

Finalement, dans le systtme de référence initial, la solution du probléme avec le

mouvement brownien géométrique bidimensionnel est congriiment rendue par :

Pl )= 3Gt e -5 e sm{M}

In(d, /d;)
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ou
2n{(-1y d - a2 }
" 2 dd, Y {a22 In*(d,/d, )+ nznz}{cib' ~cih }

1
b =—oia} +ailal +5])
I

nm
bz = e .

ln(dz /,dl)

Le mouvement brownien géométrique trouve application dans des disciplines variées et
sert a modéliser des systéme dont la croissance ou la décroissance est exponentielle et
dont la valeur n’est que positive. Par exemple, les variations du coit d’une marchandise

dans le temps ou celles du débit d’une riviere sont bien rendues par ce modele.

[l est un quatriéme processus intimement uni au mouvement d’une particule brownienne

et ce processus, dit de Bessel, sera traité dans la prochaine analyse.



4. Processus de Bessel
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Le processus de Bessel en est un qui représente la distance euclidienne a I’origine d’un

mouvement brownien multidimensionnel. Ainsi, si I’équation de Kolmogorov est établie

de maniére a ce que

a, -1

(a0, 20) et v,(x)=0; (>0),

!

alors elle caractérise un processus de Bessel et les équations différentielles

et

y.+

Y. +

a,-1) 2%
'(;—)YZ‘{' 2y2=0

[ 4

2
03X,

f ] (al -1) ’ 2A'
2 1~ 3 Y
o5 G,

sont celles obtenues de la méthode de séparation des variables.

(4.1a)

(4.1b)

Une fronti¢re est dite accessible si la probabilité qu’elle soit atteinte par le processus en

un temps fini est supérieure a zéro. Sinon, elle est dite inaccessible. Les frontiéres

réguliéres et de sortie sont accessibles dans ce sens que I’atteinte de celles-ci par le

processus en un temps fini est une éventualité. En opposition, sont qualifiées

d’inaccessibles les frontiéres d’entrée et naturelles.

L’origine est un point, pour le processus de Bessel, dont I’atteinte ou non par le

processus dépend du lien de grandeur qui unit les paramétres a et o2. D’une part, si

@, <o’ +1, pour =12, tout point est accessible, incluant |’origine. Particuliérement,
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si 1-o02 <a, <1+0?, zéro est frontiére réguliére et si 0<a, <1-ao?, zéro est
frontiére de sortie pour I’axe i =1,2. D’autre part, si a, >c? +1, ’origine est frontiére

d’entrée et manifestement inaccessible. La preuve en est présentée a ’annexe 2.
4.1. Résolution et analyse de I’équation différentielle premiére
Soit I’équation différentielle rattachée a la variable x, :

, la,=-1) , 2%
Y2+(_22_"_)Y2+_TYz=O-
G, X, G,

Dés I’abord, il apparait que deux cas distincts sont a analyser selon que :

) A=0
ii) A =0

i) Si A =0 alors I’équation différentielle de départ se réduit a:

”

a,—-1) ,
y: +(_'2_““)Y2 =0.

2
03X,



En posant u =y} ,alorsu’ = y; et I’équation précédente prend la forme suivante :

(az "'1)

u' +-—=—=u=0,
GyX,

laquelle équation a pour solution :

Dans le systéme de référence initial, la solution s’exprime comme suit:

2
yl(x2)=m,x28’ +Q,
ou
ol -a, +1

Bz=

2
203
Ceci en ayant supposé que o, était différent de a, — 1. Dans la situation opposée,
yz(xz) =, Inx, +0,.

Pour ces deux solutions, la fixité des rapports de grandeur que doit entretenir ¢35 en
regard de o, —1 réduit, dans une large mesure, la généralité du probléme. Méme en

étant peu soucieux de cet inconvénient, I’évaluation aux frontiéres pousse a rejeter ces

solutions. En effet, pour la premiére de celles-ci,

YZ(xz =dl)=(’)xdfﬁz +o, =0,
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ceci n’étant possible qu’en admettant que la constante o, soit égale &4 — ,d” . Aussi,
2 2
y.(x, =d,)= wl(dzs’ -d™ )= 0

et parce que d, est différent de , et B, de z€ro, il est manifeste que cette expression
n’est vérifiée que si , est nulle et la solution triviale. Une démarche analogue

appliquée a la deuxiéme solution conduirait aux mémes conclusions. Par suite de ce

raisonnement déductif, A est nécessairement différent de zéro.

ii) Dés lors que le paramétre A ne peut étre nul, la solution générale est la suivante

(Polyanin et Zaitsev, 1995, p. 137):

Yz(-‘z)=-‘g’ {mljv(w/z:xz)'*'mzyv(\[b_z-xz)} 4.2)

ou
8, = ol ~a, +1
T 26l
v:=[B,|e R
2A
bz Z=c—§

Les fondements du probléme imposent le choix d’un A positif puisque, dans le cas
contraire, la valeur JIZ serait purement imaginaire; la solution ferait alors appel aux
fonctions de Bessel modifiées, lesquelles n’admettent des zéros, d’une part, qu’en x=0
pour /,(x) et, d’autre part, qu’en x — o pour K, (x). En outre, ces fonctions n’ont pas

le caractere oscillant exigé.

La solution générale de cette premiére équation différentielle étant établie, il importe de

I’harmoniser avec les frontiéres.
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4.1.1. Harmonisation de la solution de I’équation différentielle premiére et des

frontiéres

Les formes limites des fonctions de Bessel seront ici nécessaires i I’obtention des
conclusions. Soit donc ces formes limites pour des arguments se rapprochant de zéro et

pour & réel et fixe (Abramowitz et Stegun, 1965, p. 360):

J.(x)= —-‘—(f) si &% —1,-2,..

rE+1)\2

et

I—'r(g)[z) SIE>0
T X

Zlnx stiE=0 ,
bLd

le membre de gauche se comportant comme le membre de droite, la limite du quotient

lorsque x tend vers zéro étant égale a un.
i) Casoud, =0

Cette situation correspond a un arrangement des paramétres tel que 0<a, <o +1 et
de cet arrangement, il ressort que (3, égale v lesquelles valeurs sont strictement

positives. Il résulte de I’évaluation de la fonction a la premiére frontiére d, que o©, est

nulle. En effet, par les formes limites,

. ) @ bx,) 2 )
l ; — l v § r 272 _*F2
x:-rpoyz(rZ) b I‘(v-f-l)k 2 ) n r(v)(Jb_zxz}
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et 1l suit de cette limite que

sy =0)= =2 F(v){i—}v “o

pLS

n’est réalisable autrement que par le fait que ©, soit égale a zéro . En |’occurrence, la

solution se réduit a :

y =0 xz ( tz)

Maintenant, I’évaluation a la seconde frontiére de ’axe x,, soit en d,, permet de fixer

la valeur de \ﬁ:: de telle sorte que la solution puisse satisfaire au probléme. Ainsi,

Yz(-"z =dz)=m|d2vjv( b2d2)=

ﬁ;:kv,,:g;"", v>0 neN*

ou Q est la n° racine de la fonction de Bessel de premiére espéce d’ordre v et le
nombre de ces racines est infini (Abramowitz et Stegun 1965, p. 370). Par extension, le
paramétre A existe aussi en nombre infini : la quantitéb, égalant 4 la fois 2A/c2 et &2,
conduit 4 I’expression de A, dés lors noté A, qui est nécessairement o3k2 /2 et qui

n’est que positive.
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Finalement,

yo,(62) = 57, (K, x, ).
1) Casoud, >0

Si 0<a, <ol +1 alors B, et v sont égaux et différents de zéro; d, peut étre positif.
Par contre, si a, 203 +1, B, est négatif et est de signe opposé & v lequel peut étre nul;
d, n’est alors autrement que positif. Dans ces conditions, [’évaluation de la fonction

(4.2) a chacune des frontiéres conduit vers un systéme d’équations linéaires dont les

constantes arbitraires ®, et @, de la solution constituent les termes variables:

o, (B d, )+ 0,7, (JBrd, )= 0
mlJv(J—b—le)+m2Yv(\/b—2d2)= 0

ou encore, sous forme matricielle :
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Ce systéme admet une solution non triviale pour o, etw, si, et seulement si, le

déterminant de la matrice des coefficients prend la valeur nulle, c’est-a-dire si

et les racines positives de cette équation transcendante déterminent les valeurs propres.

Aussi, doit-il étre jugé acceptable que

® —Yv(\/g‘.'_dl) —YV(JE 2)

o s (5a) 1)

had

Zn)

[l est profitable de définir une constante . R:"‘:' comme étant 1’égalité des rapports
- multipliés par moins un - des fonctions ¥, et J; évaluées aux points g,, i=1,2,...n.

Ainsi, si x est I’argument des ces fonctions, alors

thl.c:...;.) - —Y;(X) L —YE,(I)
52 A J@|

Dans le cas présent, puisque I’argument de la fonction y, est ,/BT X5,

-Yv(‘JEdl) - Yv(\[b—zdz)

R4 =9 _ =

o, J

(Ba) ()

v
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et ainsi,
Yz(xz)= mz-"g2 { ng“'!-"r’Jv (\[52-":2) +7, (‘fb—z_xz) }

En désignant les racines \/3; du déterminant par £, il s’ensuit que

2A
k,, = ey
2

ou 7z est un entier naturel excluant zéro.

Le théoréme 1 assure de I’existence d’une infinité de valeurs propres A et donc d’une
infinité de racines k> puisque le probléme de Sturm-Liouville est ici régulier, les

fonctions

et

étant continues et strictement positives sur I'intervalle [d,.d, ]. Aussi, A sera-t-il orné

d’un indice # qui évoquera cette réalité s1 bien que

_oiles)’

A,
2
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Cela, pour en arriver, en derniére analyse, a la solution générale

Y., (-‘2)'—' xﬂz {vRéd"dz)J (kfnxz) +7, (k;‘nxz)}
=xF (k"x,)

Dans cette définition de F,(x), il est impératif de noter que I’argument de , Ry%*’ est

le méme que celui des fonctions J, et Y,, évaluées aux points qui définissent cette

constante cependant.
4.2. Résolution et analyse de I’équation différentielle seconde

La solution de I’équation différentielle

laquelle est liée a la variable x,, est donnée par (Polyanin et Zaitsev, 1995, p. 137) :

Yi, y,, ()= xP {An 1( ‘rl)+BnY7( b\'rl)}

ou
B, = N -azl +1
20,
y=[B|eR"
b = =2,

2
G,
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et puisque, selon les déductions antérieures, les valeurs propres A, sont strictement

positives, il apparait que \/3,- est purement imaginaire et s’exprime par i\/n” [o? .

Alors, de maniére équivalente,

Y., (xl ) = xlﬂ’l {Anjy {i lbl|xl)+ B.Y, (imx‘)} :

L’application précédente ne préserve toutefois pas |’appartenance au corps des réels,
c’est-a-dire qu’une valeur réelle de x, peut résulter en une évaluation complexe de la

fonction. Le raisonnement suivant permettra cependant d’obvier a cet inconvénient.

Si xPJ (i |b||-‘1) est solution de I’équation différentielle, alors i”x{".ly(i |b,|.r,) I"est

T
certainement aussi. Or, cette derniére expression est justement une fonction qui demeure

réelle pour tout x, réel et contient la fonction de Bessel modifiée de premiere espece.

Aussi, est-il souhaitable de substituer ’expression x% IT(,/[Z,‘[x,) au termex;*J T(im_rl).

De maniére similaire, si x Yy(i\/l_l:lxl) est une solution valable, xh K ,(\/W.rl) Iest tout

autant —la fonction K, étant la fonction de Bessel modifiée de seconde espece -

sachant que xP K (mxl ):

2 ) 1 )} P, o

suivante est pleinement justifiée:

y,, (1) =P 14,0, s )+ 8., (Bl )} - 4.3)

Il s’agit a ce stade de faire s’accorder solution et contrainte de la premiére frontiére ¢, .

Ceci est justement I’objet de la prochaine sous-section.
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4.2.1. Harmonisation de la solution de P’équation différentielle seconde et de la

premiére frontiére

Les formes limites des fonctions de Bessel modifiées introduites dans les lignes
prochaines seront essentielles a la poursuite des développements. Ainsi, pour des

arguments se rapprochant de zéro et pour & réel et fixe (Abramowitz et Stegun, 1965,
p. 375),

1 ) .
I (x)~ r(gu)(i) SiE#-1,-2,...

et
~Inx st £=0
Ks,(x)z 1

A\¢
—r(g)(:J SiE>O0 -
2 X
1) Casouc, =0
Ceci n’est permis que si 0<a, <o; +1 et alors, B, et y sont égaux, positifs et

différents de zéro. L’évaluation de la solution a la frontiére ¢, permet de fixer une

premiére constante arbitraire. Ainsi,

T
b, |2 21!
ligtl))’;(-":)ii{,noxf A, > |r(l| 1)X17+3.. T(Y)
L Iblli-‘{
27r
3 () 0
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et en conséquence de cette limite,

(s =0)= 22T g

1
[Br[2
ne peut étre réalisé autrement que si B, est nul et donc,

Y, (xl)z A,,x}'!,( Ibl |xl)

avec
G,k )
=27 5id =0
G,
Ib‘I= o,k
=22 5id, >0
g,

it) Casouc, >0

Encore une fois, si 0<a, <o; +1 alors B, et y sont strictement positifs et sont
égaux; ¢, peut dans ces conditions étre positif. Aussi, dans le cas ou a, 207 +1, B, et
-y sont égaux en valeur absolue et inférieurs ou égaux a z€ro; ¢, n’est alors que

positif.
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L’évaluation a la premiére frontiére conduit au résultat suivant:

Yy, (xl =cl)=cf’ {A,,IT(\ﬂb_l[cl)-i- BnKr(‘/mcl)}__-o

=
A‘n - K7 (JWCI) . ()
B
! 17 I|cl)
s

RGwsa) 2 K:(’t)‘ el KE(")| _
) ! g(—r =8, [ (X) x=i,

Ceci justifie expression :

y,.(5)= B, R (f6] )+ &, (o] = )}
=8,x"C, (Mx, )

avec

o,k )
1 sid, =0
o

bll= IA
o,k A
2 sid, >0
g,

Dans cette notation, I’argument de R/’ est celui des fonctions /, et K, évaluées

en c.
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4.3. Solution générale pour le processus de Bessel

[l existe neuf solutions dont certaines prennent le méme visage. Toutefois, en conservant

le symbolisme B, etf3, dans les expressions, le nombre en est réduit & quatre. Cette

seconde section s’applique a formuler ces solutions.

4.3.1. Propositions essentielles

Les propositions suivantes seront indispensables a I’obtention des résultats.
Concernant l'orthogonalité des fonctions:

Proposition 4.1 Orthogonalité des fonctions de Bessel (Bell, 1971, p. 137):
Q2 Ci 2 Qi 2
0 xji(ksix)-fz(ks;")d‘ = ?{Jsﬂ(ks,igz)} 5, = T{Jiel(Q&-)} 8;.5€R

k., et k. étant les racines de ’équation J (ks,ng2 ) =J; (QE_,,)= 0.

o

Proposition 4.2 Orthogonalité des fonctions cylindriques (démonstration a

I’annexe 1)

Soit F, (kg,x) une fonction telle que

F;(k;x) =0,/ (k;x)+ 0,7, (Icg,‘,x), EeR.

e
-
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Si F, (k;,cl)z F (k§C2)= 0 avec &, ,&, # 0 alors nécessairement,

Fg (k;x) Z=§R§C|.Cz )Ji (k;,x)+ Yg (k:‘,‘,x)
ou
(RS = o _Z Yg(kg,\,cl)z —Yg(kg‘gz)

o ske) sk

et les racines £, sont telles que

Jg(ké:Cl) Yi( Eilc-'l)
A= =0

Jlkaz.)  rleag.)
Dans ces conditions,

J:.:IF:(kgfx)F‘s_ (k;_:)dx:%[‘;; {Fsu (ks;Cz)}z -4 {Fgu(!‘é:vcl )}Z]Sw :

Concernant les intégrales:
Proposition 4.3 (démonstration a I’annexe 1)

Soit U,(x) une combinaison linéaire de fonctions de Bessel de premiére et de

seconde espéce ainsi que de fonctions de Hankel, ces fonctions d’ordre & ayant

x pour argument. Alors, pour § réel,
a) J‘x"gUg (x)dx = -x'"U_ (x)

b) [0 (x)dx = 25U, (x)
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4.3.2. Solution premiére (c, = d, =0)
Par les résultats antérieurs,

o,k

ple,,x,)= Z An-‘;,]yL
n=l

\
- xl Jx;‘jv (kvn‘tz )
g,

constitue la solution. En c¢,, la probabilité prend un pour valeur, conformément a la

définition générale du probléme. Ainsi,

P(xl =6, % ) = i Ancyy(o;km o) )X;Jv (kv"x2)= 1.

=i 1

De la sommation peut étre extrait le terme x; en raison de son indépendance évidente

du facteur n, de sorte que

x2—v = Z AnC;['[ (gi_;kﬂ-cl )JV (kvn‘xz ) -

=i 1

Dans le cas de conditions de Dirichlet, la proposition 4.1 est applicable et en multipliant
I’équation précédente par x,.J, (k,, x,) et en intégrant par la suite entre O et d,, C’est-3-

dire

4, d; (o3 kvn
jO ’t; Jv (kvn'xZ )Cix2 = Io Z A"C; 17( ; ) J'rZJv (kvan )Jv (k\m"tz )da 2
=l I



59

il vient, par la relation d’orthogonalité introduite, que

La partie @) de la proposition 4.3 permet I’obtention d’une expression analytique pour

I’intégrale /, du numérateur. Pour ce faire, il s’agit d’abord d’effectuer le changement
de variables x=k,,x, =Q . x,/d,, ce qui implique que dx=k, dx,. L’intégrale,

maintenant dépendante de x, devient :
l Qo l-v
[l =-kv27j‘o X Jv(.t)(b( .

A ce point, la partie a) de la proposition 4.3 permet d’affirmer que

—1 Q,.

= z-v
kZ

l x4 (%)

0

1 I
=— Q. (Q. )],
k_"z';v [2\.4 l_.(v) vn' v—l( va' )]

Cela, en considérant que (v étant strictement positif)

v~l
lim[x'*J,_,(x)] = lim [x"" ud } -1
-0 10 2v-l F(V) 2v—l l—-(v)



L’intégrale /, conduit donc a la relation suivante, pour ce qui est du coefficient 4, :

-2 r(v)aiy s, @ )}

i)t edr,| : e (@ )F

\ 1 /

A_",z

Alors, la solution compléte est ici donnée par :

c"kvn
p(xl L tZ Z C rI t" [ ;}_ X }Iv (kvnxl )
1

avec

{i-27rv)el s, . (@.))

2 r(v)Q el | [";"" cz){Jw.(Qm)}z

4.3.3. Solution seconde (c, > 0,d, =0)

Etant données ces conditions, la solution se présente comme suit:

- v G k\f’l
R e A

1
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et de ’évaluation de cette solution & la seconde frontiére de 'axe x,, découlent les

conclusions prochaines. Ainsi, conséquemment a la définition du probléme,

p(xl = Czw-"z)z iBnczle(Gka ) ]x?‘."‘lv (kvrz't?.):. 1
=i \ S /

d’ou I'implication nécessaire que

xz-\' = il BnCZB' G~( (Egk'lcl ]Jv (kvn'tl ) .

G,

Cette derniére expression, une fois multipliée par x,J,(k,.x,) et intégrée sur le

domaine [O,Jz ] opérations telles que les présente la ligne prochaine,

I:xx;v']v (kvn’xz ) dt‘l = I:z Z B"Cg‘ Gr ( GZk\m CZ ]xTIv (kvnx‘z )Jv (kvn'xI )er
m=|

cl
- O',kw, dy
= B, P (/7( '0_ c, J Io  {J, (k% )}2 dx,
i
permet d’écrire que
dy I-v
ZJ-o X, (kvr{x2 )ax,
B, =

o,k
Cg‘ dIZGT( ‘;, = CZ ){J\Hl (kvn'dz )}2

{l-2'r(v)eyy,. @)}

v— -v v 9 kvn’
2 ZF(V)Qir{ cg‘dZGr( 26 ch{Jm(kw{dz)}z

1
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cela en ayant introduit les résultats de la section précédente concernant 1’intégrale /,.

Et donc,

c v 0"’kvn
p(xl s xZ ) = Z Cn‘tf‘ x2 Gr( ;’_ 'tl )'jv (kvn'YZ )
n=l \

i

avec

{1-2"rv)ety s, @)

n

e r(v)os;'cs~d;c,[ﬁ"—“cz)um(nm)}2
g

i
4.3.4. Solution troisiéme (c, =0,d, > 0)

A ce systéme correspond la solution :
© kA
P(xl %3 ) = Z An‘r{’-"g’ { [hxl ]Fv (k::-"z )
m=| Gl

et puisqu’a la trontiére ¢, cette méme solution doit étre identiquement égale  un, alors

= o,k
plx, =cz,x2)=ZA,,c{I7[ 2 Cz}‘g’Fv(kﬁ.xz)"‘l-
=}

G,

En transférant de I’autre coté de 1’égalité le terme variable indépendant de n, c’est-a-dire

G,

a A
= Z A,,cy,("zk"' csz,, (kf:,xz) ,
m=|
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et par intégration entre d, et d, de I’équation ainsi obtenue, aprés 1’avoir multipliée par

x,F, (Ic‘j,.x2 ) I’expression de 4, est facilement déduite. Soit donc :

.[:. 5 (k2 x, )dx, = .[f i Al (";_/:3' e ]xz F (s ), (2 x, Y,

= Ay Iy(csz;:{”cz JI: X2 {Fv (kfn'xz )}Z‘i"z

Czk;‘n' ) B An’
¢,
2

1

= A,,c{[,[

cela en ayant utilisé les relations d’orthogonalité de la proposition 4.2 et en ayant
substitue A, a d2{F,, (k% )} -d?{F,.(k2d,)}. De cette demitre égalité, les

coefficients 4, se dégagent naturellement :

v
A
Gk,
il 2 e, g A,
G,

Il ne reste 4 ce stade qu’a évaluer I'intégrale du numérateur. Or, la proposition 4.3

2":-r;-B:F ( J\n'xz)drz

A",z

permet justement I’accomplissement de ce dessein . Cependant, le cas ou 3, et v sont

de mémes signes doit étre traité séparément du cas ou ils sont de signes contraires.

i) Si 0<a,<o3+1 alors B, et v sont égaux et l'intégrale du numérateur du

coefficient 4, devient:

I, = J':’ v F (k3 x, )dx, .



A

En posant x=k2x,, alors dx=k.dx, et ce changement de variables conduit

Iintégrale /, vers une nouvelle forme, soit la forme suivante:

tT (kal)z"' IZ:"I-VE(“)‘Z" '

Par la partie a) de la proposition 4.3,

2 ; [P

ki. {d:va-a (ki.'dl)- d;-vFv-l(k‘i"dz)} ‘

wn

=

ii) Par contre, si a, 2a3+1 alors B, et v sont de signes contraires et I'intégrale

devient :

[, = j:‘z.t;""F‘, (k:},.xz )elx, .

Encore une fois, le changement de variable x = k. x, transforme Pintégrale comme
suit:

I, = [ 2o F ()

A Ye+v Jiid
(ka')
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C’est maintenant la partie b) de la proposition 4.3 qui conduit vers une expression

analytique de /; si bien que

[ F ()i

e T“

,j (0B bi) - 2P0}

vr'

D’une fagon claire et partant de ces résultats, la solution finale est la suivante :

«© A
p(x[,xz)=ZC,.-H’I?’,(-G—:L"-—H ]Fv(k::xz)
n=i G[
avec

2,=
C= B8™n

" A
kel (";"m cz)BA"

t

s\, =d22 {Fm( \i’dz)}z _dlz{Fm( ;:.dl)}z

dll-vFv-l (kﬁldl)_. d;-vFv-l (k::tdZ) Si [32 =V

B=n —

dthvi—[(k\:&nd ) d“vFH—l( l) SI B2
4.3.5. Solution quatri¢me (c, >0,d, >0)

Ce cas est convenablement décrit par la solution ci-apres:

@ A
P(xx > xz) = Z B, x; l-"zﬂz Gy[gz‘kﬂxx ]Fv (k:\nxz )
=i (o

§



Conformément & la démarche adoptée, les coefficients B, sont déterminés par les

conditions aux frontiéres. Ainsi,

@ LY
p(xl =C2,.$2)=ZB"C2'G,(% Z)XZ F (kA )_1
n=1

et donc,

ZBn g'G (czckf,, }Fv (kfn-‘z) .

Alors, par les relations d’orthogonalité (proposition 4.2):

) - : < .k,
j: x5 F, (ke = [ ; B b (;7(0;5 m chxZF, (k2 x,) F, (k2,x, ) v,

A
ook,
o, 2
pour voir finalement que
2 j X F (k2 x, )dx,
B, =
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Justifiée par les résultats antérieurs (section 4.3.4), la solution suivante est certainement
admissible:

A
plx.x;)= ZC X xG, ( ka. xl}Fv(ki'rZ)

1
\ ¢ s

avec

28:‘71

C, =
ku\
koc2G, ( CZJBA
g,

=di{Faod: )} - aR, (kod )f

. ]
>
I

d!l—vFv-l(kv‘:dl)_d‘.:-vFv—l(k\::le) si B, =v

d[+v Fv+l (k\ild ) d“’v FV+| ( ) Sl B
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5. Un processus aléatoire usité en génétique et en

mathématiques financiéres

Il sied de représenter certains phénomenes genétiques ou certains systémes de

mathématiques financiéres par des processus stochastiques pour lesquels

m(x)=u, (1, €R) et v(x)=0x (o] >0).

Etant donné la méthode de résolution retenue, l’introduction des équations

différentielles (5.1a) et (5.1b) est primordiale et les dites équations sont telles que

03X, . ,
'72 Y3+, Yo+Ay, =0 (5.1a)
et
olx, .
_lz—LY|+P-|Y|_A-Y| =0. (5.1b)

L’origine est frontiére accessible tant que la moyenne infinitésimale p, demeure
inférieure 4 o2 /2 pour I’axe x,, i =1,2. Particuli¢rement, zéro est frontiére de sortie si
i, <0, et frontiére réguliére si 0 <, <o? /2. Dans le cas ol p, 2 62 /2, origine est

frontiére d’entrée et est, comme il se doit, inaccessible. La justification de ces

affirmations est présentée a I’annexe 2.
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5.1. Résolution et analyse de ’équation différentielle premiére

La résolution de I’équation différentielle

2
GaXs
2

yi+u,¥3+Ay, =0

conduit a une solution ayant [’aspect suivant (Polyanin et Zaitsev, 1995, p. 137) :

y2(5,) = 52 {o,7, 2Jbox; )+ 0,7, (2byx, )} (5.2)
ou
_0;—-2u
BZ 220§ 2
v=2,|e R*
b 2
G,

[l fut montré, dans le cas du processus de Bessel, que A doit étre strictement positif de
maniére a ce que la solution ne fasse appel aux fonctions de Bessel modifiées, lesquelles

n’admettent des zéros qu’en x=0 pour /,(x) et x— pour K, (x). Etait aussi en

cause |’absence du caractére oscillant de ces fonctions.

5.1.1. Harmonisation de la solution de I’équation différentielle premiére et des

frontiéres

Tout comme pour le processus de Bessel et par les assises méme du probléme, il est
impératif d’analyser le cas ou I’origine est frontiére accessible séparément de celui ou

elle ne peut étre atteinte.
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i) Casou d, =0
Puisque la possibilité pour d, d’étre situé a I’origine n’existe que si W, <a2/2, B,,

étant la demie de v, n’est que positif tout comme le paramétre v. Par les formes limites

des fonctions de Bessel de premiére et seconde especes (section 4.1.1),

) . ® v o, -
L‘Hp'z(xz )= L‘E})-"z‘? {m(bzxz )i - T‘F(V)(bzx;, )z }

__9, I(v)
n by?

et cette limite n’est nulle autrement que si la constante d’intégration @, est elle-méme

nulle. Par conséquent, lorsque I’origine est frontiére accessible,
ya2(w) = 0,x5°J, (2 byx, ) -

L’évaluation en o, conduit a I’introduction de Q ,, la n® racine de la fonction de Bessel

de premicre espece d’ordre v :

Yz(xz = d2)=mld;/2‘]v(2 b4, )= 0

Q
Z.Jb =k =—=.
2 wn r—dz

De la, il est manifeste que A n’est autrement que positif puisque sa dépendance des
paramétres est telle que A égale 4202 /8 et peut étre d’ores et déja noté A,. Par le

nombre infini de racines Q,, A, existe aussi en nombre infini.



n

Finalement, une expression équivalente pour la fonction Yz(-"z) serait :
Ya, (-‘z ) = xzm‘]v (km\/‘—r;) .
ii) Casou d, >0

Cette situation se présente indépendamment de I’accessibilité a I’origine et les valeurs

des constantes d’intégration ®, et ®, sont assujetties au systéme

lequel, exprimé sous forme matricielle, devient :

7. oyod)  vybd) (@) (o

7 (dy)  v.ed;) Jo.) (o

Ce systéme d’équations admet des solutions autres que la solution triviale pour o, et o,

si, et seulement si, le déterminant de la matrice des coefficients prend lui-méme la

valeur nulle, c’est-a-dire si
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Les racines positives de cette demniére équation fixent les valeurs propres. Ainsi, la

d, d; . .
constante , R sera-t-elle définie par :

& -Yv(2 bzdl) _Yv(z bzdz)

(dh.dy) ._

v

Oy fbd)  J,kybd;)
Dans ces circonstances, la solution s’énonce comme suit:

yo(x,) = 08 {VR‘(.-J"JI)JV (21/ byx, )'*' Y, (2\Ib2xz )}

=, F, (2 b,x, )
avec v=2,|eR".

Les racines 21/b2 sont désignées par £ et le nombre de ces racines &, est infini,

laquelle assertion repose sur le théoreme I. Ainsi, sur le domaine [d,,dQ], lequel

n’inclut aucunement [’origine, le probléme de Sturm-Liouville est régulier et les

exigences de continuité sont satisfaites puisque les fonctions

2u, n 240}
z 4
— y G2 ! _ 2 L]
P(xz)--"z » P (-"z)— 3 X2
G,
et
2 le:;":
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n’admettent de discontinuité pour des points autres que I’origine. Aussi, les fonctions

plx,) et r(x,) ne sont que positives en cet intervalle. Force est alors de conclure que

laquelle valeur est toujours positive, A, remplagant dés lors A. Finalement,

Yz“(x2)=X:91Fv(k;\/Z) :
5.2. Résolution et analyse de ’équation différentielle seconde

Soit a résoudre I’équation différentielle :

5
-

c'r .4 4
ITlYI‘*'HlYn"AnYI =0.

La solution en est, considérant que A n’est que positif, la suivante (Polyanin et Zaitsev,

1995, p. 137):

v, ()= 14,7, (2JBx )+ 8.7, (26 )}

ou
ol -2
B, =_"2_ul
20,
Y= 2IB|| eR*

-2 2
1

o3
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Par ies mémes raisonnements que ceux de la section 4.1.2 du processus de Bessel, il est
nécessaire de substituer les fonctions de Bessel modifiées a celle de premiére et de

seconde especes. Ainsi,
v, (&)= 44,7, Ry )+ 8,5, 2y ffols ) (5.3)

out doit étre remplacé J|b| fagon & ce que

c :
2w i g =0
20,
lby] =
A
G A\l
i sid, >0
| 20,

5.2.1. Harmonisation de la solution de I’équation différentielle seconde et de la

premiére frontiére

Les formes limites introduites 4 la section 4.2.1 seront ici nécessaires. Les cas ou
I’origine est accessible et inaccessible (ou accessible mais sans atteinte possible) seront

traités dans des sections distinctes.
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i) Casolu ¢, =0

Le parametre B, est de deux fois inférieur au parameétre y et sont tous deux strictement

positifs. Les développements 4 venir montreront que B, est nul dans ce cas puisque,

! -7

b 2 r b =

limy, (x,) = lim x!” (i W )2 ‘B (Y)(I 5 ) 2
- A F(y+1) 2

r
=B,,—(L)>O

b4
26,2

et en conséquence de cette limite, la fonction y,(x, ) n’est nulle que si le coefficient B,

est nul et alors,

Y, (-"1 ) = An-‘tﬂzly (2 lbll-"l )
ou

Stk g g =0
20,

k) .
2ot g d >0.
20,

\
i) Casoti ¢, >0

Puisqu’en ¢, la solution de I’équation différentielle seconde est nulle, il est manifeste

que

@ 1. =)= A1, B e B, B0
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De cette équation est définie la constante R’ qui est telle que

o _ A _ KB

"B, [,(2 b,|c,)

r

laquelle engendre finalement, & la solution, la modification que voici:

yi. (%)= B,x 4, R ok, )+ &, (2l )}
= B,xMG, (2 bel-"l)

avec y=2[p,|e R*.

5.3. Solution générale

La correspondance entre le processus de Bessel et ce présent processus est frappante, de
sorte que si était posée I’égalité entre 1-a, et o7 —4u, pour i=12, alors les
paramétres 3, apparaissant dans la solution du processus de Bessel seraient de deux fois

supérieurs A ceux apparaissant dans cette section-ci pour un méme /. Qui plus est, par les

simples changements :
5 5
S
d, - JZ
et

B: = 2B,
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pour i =12, ’ensemble des solutions s’obtiendrait des résultats de la section 4. Aussi,
la démonstration ne sera-t-elle donnée que pour le cas ou ¢, et d, sont strictement

positifs, 4 savoir la solution quatri¢éme, alors que les trois premiéres solutions seront

brievement formulées. Dans les substitutions, il importe de ne pas perdre de vue que,

quoique la notation soit demeurée la méme, les racines Q,,, %, et &, des deux

vn

processus sont associées a des fonctions différentes.

La solution générale est donc congriiment rendue par les expressions qui suivent dans

les quatre prochaines sous-sections.

5.3.1. Solution premiére (c, =0,d, =0)

= k
p('tl"tZ)= Z;Cnxlyxgly(cz = J-X_I)Jv(kang)

o
avec

{iI-2'r(v)ey s, (@)

27 (V) ey ,(sz"' Jer J {/.a@.)F

g,

5.3.2. Solution seconde (c, >0,d, = 0)

a

p('tl ’x2)= ilcnxla’ x;Gr(czk‘m ‘JZ},\' (kan'-x:)
n= 1

avec

o fi-2"rvers,.@.)

27 r(v)Q% chdy G(i‘/c_ ) {/..Q..)F
(o3

1
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5.3.3. Solution troisiéme (c, =0,d, >0)

Pl = S C.atstr 2o 5 | e )

avee

2:2
C= G*™n

n kA
k\‘rsn ;1 (020 - JZ]G An

1

N, =d; {Fm(/‘A \/Z_)} -d {le( A\/‘_‘f_l-)}2
= - (d;)!-v v-l( Aw/_) (d,) ZF-I(kn\/‘Z) st Bz:%

G n = t+v I+v

(d ) 2 F‘v-ﬂ(kA \/;1—) _2— vﬂ(k JZi—l‘) Si ‘32 =~% .
5.3.4. Solution quatriéme (c, > 0,d, >0)

La solution est ici établie & partir des développements du début de la section sans égard
aux trois premiéres solutions ou aux résultats du processus de Bessel. Ainsi, cette

solution s’énonce de la maniére que voici :

Pl )= 30t b6, 222 [ e ).

De I’évaluation de cette derniére a la seconde frontiére de 1’axe des x,, il appert que

p(xlzcz,xz)ziBncg' [ J_}t”’F kS \x,
n=1
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si bien qu’en extrayant de la sommation infinie les termes indépendants de n,

_ = o,k
x;h = ZB"CS' G,(——; ,/cz }Fv (k,‘,’,,,/.x2 ) (5.4)
m=| 1
La relation d’orthogonalité suivante est valable:

J‘:F"(ki\/g)ﬁ(kvﬁf *2 ) { [ v+l( )] [ m( 1)] }5U=6A18if '

En effet, par la proposition 4.2, si est posé le changement de variable x = JZ alors

dx = 2“&2 et les bornes d’intégration £, et, sont remplacées par JZ!T et d, . La
X2

relation d’orthogonalité suit alors naturellement.

En multipliant donc I’équation (5.4) par F, (k;),,,/xz ) et en intégrant par la suite, c’est-a-

dire

[l = [ 5 et S e e b

t

alors par la précieuse relation d’orthogonalité,
J‘:zxz‘ﬂzp"(k::’ J—_)dx = Byc?G [ le \/—‘;JJ: {Fv (k:{ X2 )}z‘ixz

kA
= B,cBG ( 1/cz ]o A,
(o3

I
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et nécessairement,

J‘: %" F, (k;\n’ ‘\/Z)dxz

t

A ce stade, il ne reste qu’a formuler une solution explicite pour lintégrale / du
numérateur, et c’est par la proposition 4.3 que sera achevé ce dessein. La démonstration
repose sur deux sections, chacune correspondant aux situations ou

B=v/2 et B=-v/2. En guise de prélude a la démonstration, il s’agit de faire subir &

I’intégrale un premier changement de varnable, soit en posant x = Ic;‘,,,/x2 de sorte que

A
dx = —%—dx,, lequel transforme cette intégrale de la fagon suivante:

2x

2 kwidy

v’

i) Dans ce premier de deux cas, ouf =v/2,

e [ R e )T R @) ()7 R )

A -V
(kv o’ vn

cela, par la partie a) de la proposition 4.3.



ii) Dans le second cas, oit § =-v/2,

J'k,.- Ve l+v Fv

- ’ v
vn'
vn

résultat justifié par la partie ) de la proposition 4.3.

La solution finale et compléte est donc :

k.
plx,x)= ZBxl'xngr(o—;-i"—‘/;l_ JFv(kvﬁ,\/}:— )

avec
B - 2GEn
n k_,
k?n ’BlG‘r[ e VCZ )GAn
o,

81

= @) R k@) )5 Rl /)



Conclusion

Cet ouvrage est une ouverture nouvelle pour les problémes d’endroit de premier passage
et son originalité. s’il en fut, a été de considérer non plus l'instant mais I'endroit
d’absorption du processus pour des protlémes bidimensionnels. Il tallut préalablement
préciser la région du plan sur laquelle allait se cantonner le processus et bien que cette
région flit ceinte par une frontiére rectangulaire. tout autre contour eit été convenable.
Cependant. le niveau de régularité de la forme donnée i cette région a une incidence
directe sur le degré de difficulté que présentent la résolution du probléme et la possibilité
d'atteindre a la solution. Une structure rectangulaire, souvent privilégiée dans les

applications, s est avérée. dans ces circonstances. un choix heureux.

Ce type de probléme peut aisément étre généralisé et étendu a des situations autres que
celles décrites dans ce travail. Premiérement. bien que la surface fGt maintenue
invariablement dans le premier quadrant. 1'étude efit pu se déplacer vers toute autre région
du plan cartésien. Il en parait néanmoins certains appariements entre les cas abordés.
D abord. pour le mouvement brownien et le processus d’Omstein-Uhlenbeck. lesquels
sont définis sur I’ensemble du corps des réels. les solutions obtenues demeurent valables
et inchangées, quel que soit I'emplacement de cette région. Les équations différentielles
qui conduisirent vers les solutions ne présentaient au demeurant aucune singularité,
quelles que fussent les valeurs réelles prises par la variable. Dans le cas du processus
d’Omstein-Uhlenbeck. la validité maintenue de la solution se voit aussi par le fait que les
variables sont surmontées d'un exposant deux. Au contraire de ces deux premiers
processus. le mouvement brownien géométrique, le processus de Bessel ainsi que le
processus cinquiéme, n’ont pour espace des états que la partie positive des réels et
I'inclusion de "origine au sein de cet espace est conditionnelle a son accessibilité. Il est
pourtant ure universalisation qui soit concevable, sans €gard a cette contrainte, en faisant
que le domaine de définition embrasse I’ensemble des réels. L inanité d’une résolution

nouvelle, pour le processus de Bessel ainsi que pour le mouvement brownien géométrique
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et ce. pour chacun des quadrants. est une évidence. Ces solutions conserveraient le méme

visage si ce n'est. pour le mouvement brownien géométrique. de I’apparition de valeurs
absolues pour les variables x, et x,. les arguments des logarithmes népériens ainsi que

pour les quantités ¢, et d, i=1.2 dont I'exposant est impair. Pour ce processus,
I évaluation de la tonction établie (ou la probabilité) serait clairement invariable avec e
changement de quadrant. Il importe cependant de souligner que la possibilité pour la
région de chevaucher les axes dépend de | accessibilité de | origine; cette possibilité est
toujours inexistante. en opposition au processus de Bessel, pour le mouvement brownien
géométrique. Le processus cinquiéme est. quant a lui. de généralisation plus complexe;
cette complexité supplémentaire vient du fait que les variables qui apparaissent dans les

fonctions de Bessel sont mises sous une racine carrée.

Deuxiemement. seuls cinq cas particuliers parmi un ensemble pléthorique et documenté
de processus furent étudiés. Cependant. l'ensemble de ceux-ci se préterait a ce type
d’analyse. Entre autres exemples. les processus intégrés dont la variable aléatoire relative
a I'un des axes est | intégrale de la variable aléatoire associée au second axe. Dans ce cas,
le probléme différerait en cela que I'indépendance entre les processus reltés a chacun des
axes serait inexistante. L équation rétrospective de Kolmogorov serait alors dégénérée,
dans ce sens qu’elle ne contiendrait qu”une seule dérivée seconde. et ne dépendrait que de
la composante non intégrée. L évolution de ce type de processus est particuliére puisque,
les deux composantes étant intimement liées, la vitesse a laquelle se déplace le processus
suivant un axe ainsi que la direction de ce déplacement dépendent de la variation de la
pusition de la composante intégrée. Le mouvement résultant est donc une ligne courbe

dont |’orientation est négative.

Troisiémement. les développements ont porté, pour l’essentiel. sur la probabilité que
I’absorption du processus se produise a une frontiére particuliére plutét qu’a une autre.

Mais qu’en était-il de I'endroit d’absorption sur cette frontiére? L’inconnaissance de
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I"endroit précis d’absorption se traduirait par une variable aléatoire et le probléme

consisteraita déterminer la distributionde probabilité de celle-ci.

Finalement. dans un espace de dimension supérieure 4 deux. les mémes travaux ne
seraient guére dénués d’intérét. La méthode de séparation des variables, alliée aux séries
de Fourier généralisées. conduirait, comme il est possible de le penser. aux résultats

souhaites.
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Annexe I : Démonstrations des propositions
Dans cette annexe, seront démontrés les propositions introduites dans les sections 2 et 4.
Propeosition 2.1

Soit f, une fonction telle que

ou les fonctions ®(B,y;x) et W(B,v;x) satisfont a I’équation hypergéométrique

confluente . Alors,

j:”e""’ fufodt=0sia #a,etsi f,(¢)=0Va,i=12.

Démonstration’
Puisque la fonction f, satisfait 4 I’équation différentielle suivante:

y'-2bty'-4aby =0,

' La démonstration est inspirée de la démarche adoptée par Bell (1971) lors de I’établissement de la
preuve de la proposition 4.1 utilisée dans I'ouvrage présent (se reporter infra, page 56). Aussi, cette
relation d’orthogonalité pouvait étre déduite de la théorie de Sturm-Liouville.
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alors deux fonctions f, et f, satisferont nécessairement 4 cette méme €quation et donc,

d*f, df,
R -2 =2 —daf, =0
et
d*f, df,,
- 2bt -d4a.bf =0.
dt? @ /o

Ces derniéres expressions, une fois multipliées par e peuvent étre exprimées sous la

forme

"y fa, 52
dt[ 4 )-4albe be f": =0
et

df s df, -88
-—(C 7‘: -4azbe fa-, =0.

Pour la suite de la démarche, il s’agit de multiplier la premiére des équations

précédentes par f, et la seconde, par f, et de soustraire. Ainsi,

.y df -4 d b ‘#- -b
£, dt[ ¢ d:) dabe™ f, f. f,‘z[ 4 J+4a2be * fuf. =0.

Ce qui revient a écrire que

/e df(e'“”i;,] /a dt[e-mz . J+4b(az—a1)e“" fuSu =0.



Le résultat réexprimé de la dérivée du produit de deux fonctions soit,

-j—: = -‘-j-f-j?—) - -j—{ conduit la relation précédente vers une nouvelle forme. Ainsi,

1 ’d ?
d( e-M ‘#;: —fo' C-M %}+4b(¢l2 “ﬂ‘)e—m quo‘ =0’

laquelle, intégrée de £, a &, , devient

e L %] +abla [ £, 1, dt =
G

Sachant que, par hypothése, f,(¢,)= f.(,)=0Va , le premier terme est

nécessairement nul puisque que

-8

vérifiable. Ii devient alors nécessaire que I’intégrale j':'e /. f.dt soit nulle, pour des

valeurs différentes de a, eta,. Cela constitue, en clair, la refation d’orthogonalité qu’il

suffisait de montrer.

Proposition 2.2

Soit £, une fonction telle que

f, =0, a,i;bz‘2 +0,¥ a,—l—;bt2
2 22
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ou les fonctions ®(B,v;x)et'¥(B,y;x) satisfont a I’équation hypergéométrique

confluente . Alors,

Ie-w f.dt =%te“"2 H,, (a +l,—;b12)

avec

H a+l,i;b12)=2ml¢(a+l,i;bt2)—coz‘l’(a+l,3;b12 )
P 2 2 2

Démonstration

Il est simple de démontrer que I'équation différentielle associée a la fonction f,

s’exprime comme suit :
y*™-2bty'-4aby=0.

-68

Ainsi, la relation suivante, obtenue de la précédente aprés multiplication par €™ et

aprés réarrangement des termes, soit :

%(e'“: fl )— 4abe™" f, =0

(en ayant remplacé y par f,), une fois intégrée, conduit 4 une premiére expression de

Pintégrale:

4715 e 11l= fe*r fu.
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Par la propriété de linéarité de la dérivée, il est aisé de voir que

' 1 1
fo= m,@(a,—i;b12)+ mz‘l’(a,i;btz).

Soit les formules de récurrence (Abramowitz et Stegun, 1965, p. 507) :

4 0@, 1;x)=LoB+1y+1:)
dx Y

et

%‘P(ﬁ,v;ﬂ =-B¥([E+1Ly+Lx).

Alors, dans le cas présent, en appliquant le changement de variables x=5¢%, les
formules de récurrence deviennent pleinement applicables et adoptent la forme que

VOICI:

i<D(a,l;btz) = 4abt¢(a + l,i;btz)
dt 2 2

et

i‘F(a,-l--;btz) = -Zabl‘P(a + l,i;brz).
2 2
Celles-ci permettent d’affirmer que

fi= 4mlabtfb(a + l,g—;bﬂ) - Zmzabt‘{’(a + 1,%;bt2) =2abtH, . (a + 1,;—;512 ) .
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La résolution de I’intégrale vient alors naturellement et la solution explicite s’écrit:

1

fe foe =E[e-”" f,,']

=L H, . (a+L§:b12\
2 13 2 )

ou la fonction H est définie de la fagon suivante:

Hm,.m, (B,Y,X) = 20!¢(B’Ys I)_ leP(Bv‘{;x)'

Lemme 4.1

Soit Us(k;x) une combinaison linéaire de fonctions de Bessel de premiére et de

seconde espéces ainsi que de fonctions de Hankel, ces fonctions d’ordre £ ayant k;x

pour argument. Alors,

%U: (k;‘,x) = %Ué(k;lx)- kU (kéi.x)'

Démonstration

En utilisant la formule de récurrence ci-dessous :

d
._.;V= : -
dz a( )

(I

Wg(z)"Wgu(:)r
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laquelle est pleinement valable si Wg(:) est, soit une fonction de Bessel de premiére ou

de seconde espéce, soit une fonction de Hankel ou encore, une combinaison linéaire de

celles-ci (par les propriété de linéarité de la dérivée) et en posant = = &, x, alors

o~
A

(O-va} S
CRIMOIH

s x)—- kU, (k;x) :

&

ty Jur oty o
=

Jn

&=
o
T
o
—N— ——

]
.
S
o

J

e

Proposition 4.2 Orthogonalité des fonctions cylindriques

Soit F; (k;.t) une fonction telle que
F (kg,‘,x):= o,/ (k;x)+ mng(k;x), EeR.
Si F, (22, )= Fg(kécz)= 0 avec &,,&, #0 alors nécessairement,

F(kd %)= RE s (k2 x)+ ¥, (k3 x)
ou

@ =—Y§(k3:Cl) _Yg(k;.C2)

skse)  vleig.)

 RGE =

XL
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et les racines k;, sont telles que

Jksg)  rledc)

AR AN
Dans ces conditions,

ek Rl e= Leimalee ) -c rula )V B,
Démonstration’

La fonction Fy, = F; (lc;x) satisfait & I’équation dite de Bessel soit :

2y +xy'+ {(kg,‘,)z_tz -2 }y =0.

[l est donc permis d’affirmer que :

d*F, dF,
D +x7:-+{(k§)2x2—§z I, =0
et
2
2) x* dd:} +xd5: +{(k§)2x2 E? }F, =0

? La démonstration est inspirée de la démarche adoptée par Bell (1971) lors de I'établissement de la
preuve de la proposition 4.1 utilisée dans I’ouvrage présent.



Aussi, les équations précédentes peuvent étre présentées sous une forme plus concise :

dF
1 x-d-(x id
dx

]+{( sVt -2 i, =0

et

Pour la suite de la démarche, il s’agit de multiplier 1) par —l-F:,j et 2) par iF‘,, et
X X

d’obtenir, aprés soustraction des relations ainsi obtenues, I’expression de la ligne

prochaine :

d( dF, d( dFy,
F, E[:c f] -F, I{x - J+ {(/c;;)2 ~(ks) }nglg. =0.

Le résultat réexprimé de la dérivée du produit de deux fonctions soit,

u% = d(_dz;_v) - v-f%‘- , conduit la relation précédente vers une nouvelle forme. Ainsi,

d dFy) d dFy
E(Fax—d‘f”J”z;(F&x d:)*'{(ké)z‘(kg)z}xpaps =0,

laquelle, intégrée sur le domaine [Cl,c‘;2 ] , C’est-d-dire

dF, dF, 1* :
[F&.x-z"— ngi-]c ey -} Py Fyds =0,



97

permet d’affirmer que

G2
UxF Fyds =0

en autant que (k; )2 # (ké )2. Ce résultat découle du fait que pour chacune de bornes

d’intégration, Fg,,(c,)= Fg,,(cz):O, ce qui implique nécessairement que le premier

dF,
terme est nul. Aussi, est-il impératif de noter que J <w,i=1,2 puisque,
x'c‘
iz'-Fg.,, = -}an - k;.an... (cf. lemme 4.1), laquelle expression évaluée aux bornes donne

un nombre fini, quelle que soit la valeur de ces bornes pourvu qu’elles soient non nutles.

La seconde étape de la démonstration consiste essentiellement en 1’évaluation explicite
S g ot e veme - e :
de I'intégrale -L.IX [Fg,,] ?dx . Reprenant I’équation différentielle associée a £, il appert

que
Fy 4 xF kS ) -8 JF, =0,
laquelle devient, aprés multiplication par 2F, :

22 o Fy + 2y o+ 24kl et -8 {FL FL =0

ou encore, présentée sous une forme équivalente :

(e -2, P+ (e () -2kl o, ) o
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Maintenant, il résulte de I’intégration entre ; et C,,

() -2 bR, P, -2 P [, =0

ce qui implique nécessairement, en se rappelant que F,(5,)= F,(5,)=0, la relation

suivante:

[2(F ) ]2 =2k ) j:l’x(f;,)zdr

ou, de maniére équivalente :

L’intégrale ainsi évaluée soutient que

2
()
A f [\ &
En admettant que (cf. lemme 4.1)

L .-

- A
dc 7 }Fg" ~kFyns



alors il vient que

j:. x(Fb,)zdx =W{Cz[éF&rL¢1 —kp Lo qu) -G (CilFE"L-C. —key,Fen nc,J }

= -;-{Cg(l"g*m =, )2 - Clz (F§+l.n

Finalement, avec la notation initiale,

b

LA R (S I A (k2]

Proposition 4.3

Soit U¢(x) une combinaison linéaire de fonctions de Bessel de premiére et de seconde

espéces ainsi que de fonctions de Hankel, ces fonctions d’ordre & ayant x pour
arguments. Alors, pour £ réel,

a) Ix"e’U ¢ (x)dx = -x"U,_ (x)

b) [ U (x)dx = 24U, ()
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Démonstration
partie a):

La démonstration se fait par P'intermédiaire de la formule de récurrence suivante
(Abramowitz et Stegun, 1965, p. 361):

Ll (=) 9 < R

ou W,(x) est soit une fonction de Bessel de premiére ou de seconde espéce, soit une

fonction de Hankel. Cette formule demeure aussi valable pour toute combinaison

linéaire de ces fonctions (cf. proposition 4.3.1 partie a).

Maintenant, en posant 3+1=& et en remplagant # par U, la formule de récurrence

précédente est applicable aux fins de la présente preuve et devient :
2 fesu, ()= ~rU, )
e 1= g\t

laquelle expression implique que
—d{x"*U,(x)}=2U ().

Alors, en intégrant, le résultat vient naturellement.
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partie b) :

1 s’agit maintenant d’appliquer la formule de récurrence suivante (Abramowitz et
Stegun, 1965, p. 361) :

-i—{szs (x)}= Wy, (x) 8eR

ou W,(z) est soit une fonction de Bessel de premiére ou de seconde espéce, soit une

fonction de Hankel. Cette formule est aussi valable pour toute combinaison linéaire des

fonctions pour lesquelles elle est définie (cf. proposition 4.3.1 partie b).

En posant 3 =1+¢& et en remplagant i par U, la formule de récurrence devient :

—% {.t“{U“{(x)}: x*U, (x)

si bien que
d{x"U, ()} = 25U, (x)ax

L’intégration de cette derniére conduit au résultat.
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Proposition 4.3.1:

Soit les formules de récurrence suivantes:

a) i{x"‘W, ()= -x*w, (x)EeR
dx > >
b) % {x*"Wg (x)}= W (x)EeR

ou W, (x) est soit une fonction de Bessel de premiére ou de seconde espéce, soit une

fonction de Hankel. Alors, cette formule demeure valable pour toute combinaison

linéaire des fonctions pour lesquelles elle est définie.

Démonstration

Soit U, (x) une fonction définie comme étant une combinaison linéaire de fonctions de

Bessel de premiére et de seconde espéces ainsi que de fonctions de Hankel telle que

Uy (x)= aW, (x)+ a,We , (x)+...+ aW., (x).



Alors,
partie a) :
:ii[ U (.r] {‘4[u W (0)+ anW o () + ..+ a, ¥, (")]}

e Lo xw,
_dx[alx Wy, (x)]+ +dx[ax o (0]
=-ax {Wiﬂ.l ()-..—a,x W§+l.n (x)
=—x-§U§+l(x)

partie b):

i—[xE'Ug(x)]= %{xg [G‘Wu (x)+a, W, ,(x)+...+ a,,W_p,(x)]}
o+ L (]

=ax W,’ l‘(\')4- .+a,x W-u-( )
=x” U;-l(-)

103
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Annexe II : Classification des frontiéres

La classification des frontiéres £, et £, se fait par I’analyse d’intégrales définies sur une
région (Kannan, 1979, p. 279). Ainsi, pour la variance infinitésimale w(x) qui est

strictement positive, il s’agit d’abord d’évaluer la fonction de Hille qui est telle que
H(x) = expl - lemlu)/ v }

oil la borne inférieure a de I’intégrale est comprise dans I’intervalle (,,5, ). Aussi est-il

nécessaire de calculer la fonction H(x) de la fagon suivante :

H(x) = —2

v(x)h(x)

Les relations ci-aprés sont celles qui permettent la classification attendue des frontiéres

€, et ,. Ainsi, ’évaluation des intégrales

T = HH(x)h(y)dxdy, n, = HH(.t)h(y)dxaj/

€ <y<x<a dy<x<y<l,y

n= [[Hx)H(y)dxdy, = [[hx)H(y)dxdy

Si<y<z<a & <xcy<l,

permet d’affirmer que &, pour i =12 est frontiére :

régulicre si T, <o, 1T, <O,
de sortie si X, <o, T, =,
d’entrée Sl T, =, T, <O,

naturelle SI T, =0, T, =0.
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Une frontiére est dite accessible si la probabilité qu’elle soit atteinte par le processus en
un temps fini est positive. Sinon, elle est dite inaccessible. Les frontiéres réguliére et de
sortie sont accessibles dans ce sens que I’atteinte de cellesci par le processus en un
temps fini est une éventualité. En opposition, sont qualifiées d’inaccessibles les

fronti¢res d’entrée et les fronticres naturelles.
1. Classification des frontiéres pour le processus de Bessel

Pour le processus de Bessel, [’origine est un point particulier et son appartenance i un

type de frontiére dépend des relations de grandeur qu’entretiennent les paramétres a et
o?. Ainsi, il sera montré que si a >co? +1, alors I’origine est frontiére d’entrée et en
conséquence, inaccessible. Si, par contre, a <o’ +1, tout point est accessible y
compris I’origine. Particuli¢rement, zéro est frontiére réguliére si 1-o’ <a <1+’ et

frontiére de sortiesi 0 < a < 1-g°.
1.1. Formulation des intégrales =, et t,

La fonction de Hille dans le cas du processus de Bessel prend les aspect suivants :

l-a

)= eo{-{a- Vo }- (2] 7

si bien que
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Il s’ensuit alors que, d’une part,

I-a t-a

2 {ald [yl
e LT e
O<y<x<a
intégrale qui devient, aprés simplification :
) a-l 1-a
=, =—F Hx“’y" dfdy
Ocy<x<a
et que d’autre part,
9 la
T, =—F ”x" y < dxdy.
o O<y<x<a

1.2. Evaluation des intégrales n, et t, lorsque a > ¢’ +1

Dans ces conditions, le paramétre o est une valeur supérieure & un et I’intégrale double

n, diverge. En effet,

I S (P
(a+cz —1) 0 -y
) (cx+§2 -I)I;{a&:;—-ly? —y}dy
2<:s'2a%:l J lase?  lasd a’
ey ey L B T

et puisque 1-a +a? est strictement inférieur a zéro, =, tend vers I’infini.
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L’intégrale t, est pour sa part convergente, comme le démontrent les lignes suivantes:

(1-a+0?)
l1-a+a? : R
2o a+s” -t a+a’-l 2

_ 2c°a ° a 2 _ o _ a
) 2 2 4 1-a+o’

(a+c -l)(l—a+c ) o
P az -
= —

a+c” ~1

Ceci découlant du fait que o + o2 ~1 est toujours positif.
1.3. Evaluation des intégrales =, et 1, lorsque a = ¢’ +1

Puisque,

alors m, diverge et tend vers I’infini par le logarithme népérien.
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Aussi,

- (oo

:—22-J: [vina—viny]dy
o

2 |(lna)y* 1y, ,
0_2[ 5 4( y ny }’)

a

yio

puisque Iiw y*lny =0. L’intégrale étant maintenant convergente et |’association des

résultats des sections 1.2 et 1.3 confirme que si a > o’ +1, zéro est frontiére d’entrée.

1.4. Evaluation des intégrales =, et T, lorsque a <c* +1

2 u a.+a:-l = !_-_;1
= mjo. x ,,,y dy
s [
e e
a+o?-1 ;
_ 2g%a al-}” _yli;:i __a
(@+o? -1)fi-a+o?) 4o a+c’ -1




- X o? @ _ aty
(l—a+oz)I° T
l_awz

:
2 a+a’-l a+c’ -1 2

2
_ 2c°a a _y - _

((1+o'2—1)(1-a.+0'2) S0 -a+o?

2

a :
- sia+a’-1>0
=qo+0° -1

o si a+c’-1<0 -

En fait, il serait possible de montrer que la solution est telle que

2

—_— sia+o’-1>0
T, =qa+6° -1

0 sia+c2-1<0 -
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Par le recoupement des résultats qui précédent, la classification qui suit s’impose. Ainsi,

’origine sera frontiére :

réguliére sil-c?<a<o?+1,
de sortie si0<asgl-o?,

d’entrée sia2o?+1.
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2. Classification des frontiéres pour le processus aléatoire usité en

génétique et en mathématiques financiéres

Pour ce processus stochastique, I’origine présente aussi la particularité¢ d’étre tantdt

accessible, tantot inaccessibie seion ia valeur de la moyenne infinitésimale p. Si cette

moyenne infinitésimale est inférieure & o° /2, origine est tenue pour accessible et sous
cette méme limite, sera frontiére de sortie lorsque la moyenne infinitésimale p sera
inférieure ou égale a zéro, frontiére réguliére sinon. A I’inverse, lorsque la moyenne

infinitésimale est supérieure ou égale 4 o’ /2 , la frontiére est d’entrée et inaccessible.
2.1. Formulation des intégrales =, et T

La fonction de Hille est dans ce cas donnée par :

n

-l 1o}

et en conséquence de cette dernicre,

2n 2,”;}'2_
2 [x]s8 2x
H(.t)=T{—'} =_2H»
c°x\a ) =
g a

La premiére intégrale d’intérét est alors
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qui, aprés simplification, devient :

5 L Wl n
T, == Hx“’ y < dxdy.

c Ocy<x<a

La seconde intégrale simplifiée s’obtient de la précédente et est :

2.2. Kvaluation des intégrales =, et t, lorsque 1 # 0 et p # /2

Les intégrales m, et t, sont a la fois convergentes et divergentes selon que la variance

infinitésimale o? soit supérieure ou inférieure 2 2yt . Ainsi,

r=q _'_ZE

1
o

2p
_Lye o
T _HIO"t

=y

1 ¢e & -2
=EI°'{(IG yo _l}@

2 o 'y
2 _4? -2u -2p
ga T a2

ulo” - 2u)

wo

sio?-2u>0, u0

= 0‘2-2}1
© si 6%-2u<0-
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Puisque la moyenne peut étre tout nombre réel, & I’exclusion de zéro et 6%/2 , le résultat

s’énonce comme suit:

2a

2
T, =30 -2u

si pe(-w,0%/2)/{0}

£ si pelo?/2,).

Maintenant, concernant t,,

2 a ozjfu Zu;uz
T e

a’-2pn
c’a ¢ 5
= —lac -y
nlo? -2u)

i

yio H

Zsin>0, pro?f2

=

© siu<0.



2.3. Evaluation des intégrales m, et 1, lorsque p = o*/2

La divergence n’est ici que pour I’intégrale m, puisque

m =5 o [y sy

2ok

2a

=;5-{Ina-lny|’40 -l},

cette expression tendant vers I”infini par le logarithme népérien.

Pour ce qui estde t,,

o 2
= 'jTI:- fina-1Iny}dy

2 a
= ?[(lna)y —-ylny +)’]y¢o
2a

=2

o]

puisque limylny =0.
yi0
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2.4. Evaluation des intégrales =, et t, lorsque 1 =0

Les résultats s’obtiennent de la section 2.3 et sont tels que

2 caca
m o= [ )5y
_2a

2

Q

et

2 a a -1
T = ;{L.L)’ dxdy
tend vers I’ infini.

L’origine en tant que frontiére est donc :

une frontiére de sortie si pe(-0,0],
une frontiére réguliére sipe (0,0'2 /2)
une frontiére d’entrée si pelo?/2,),

en conformité avec ce qui fut établi.





