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Résumé

Ce mémoire est consacré a l'étude d’écoulements stationnaires de fluides new-
toniens généralisés incompressibles. Les fluides newtoniens généralisés, contrairement
aux fluides newtoniens, ont une viscosité qui dépend du taux de cisaillement auquel ils
sont soumnis. On présente donc deux modéles pour représenter cette dépendance, soit
la lot d’Ostwald-De Waele, aussi connue sous le nom de loi de puissance et la lot de
Carreauw. Nous nous proposons donc de résoudre les équations de Stokes pour les flui-
des incompressibles avec la viscosité modélisée a 1’aide des modeéles précédents. Etant
donnée cette dépendance entre la viscosité et le taux de cisaillement, les équations
de Stokes sont, dans le cas de fluides newtoniens généralisés, non linéaires. Nous

utilisons la méthode de Newton pour contourner ce probléme de non-linéarité.

La discrétisation des équations de Stokes est faite & 1’aide de la méthode des
éléments finis. On présente d’ailleurs une revue assez exhaustive de la méthode des
éléments finis spécifiquement appliquée a la résolution du probléme de Stokes. On
essaie de présenter la méthode d’un point de vue assez informatique pour qu’il soit
facile de faire le lien entre le développement théorique et ce qui est programmé dans
un ordinateur. La résolution des systémes d’équations provenant de la discrétisation
par éléments finis est faite & 1'aide de la méthode d’Uzawa qui permet de résoudre
les problémes en vitesse et en pression séparément. La résolution de ces deux sous-
problémes est effectuée par la méthode itérative du gradient conjugué. Toujours dans
le but de lier la théorie et l’'informatique, on discute de la notion de Matriz-Free
qui est utilisée en pratique pour résoudre des systémes d’équations sans connaitre
explicitement la matrice du systéme. On pourra ainsi résoudre un systéme du type
B A~ BT X = G sans avoir a calculer I'inverse de la matrice A.

L’accent, dans ce mémoire, a donc été mis sur la résolution de problemes tridi-



mensionnels. D’ailleurs tous les problémes que nous avons résolus, ’ont été sur des
géométries en trois dimensions. On présente deux problémes tests d’écoulement sur
des géométries tres simples, dont un écoulement de Poiseuille dans un tube, ce qui per-
met de comparer notre solution a la solution analytique qui est connue et ainsi valider
notre code. On donne également quelques solutions sur des géométries plus com-
plexes. Finalement, on tente d’appliquer notre méthode & un probléme d’écoulement
directement tiré de ’industrie des polymeéres. On introduit briévement un probléme
d’extrusion pour ensuite décrire ’écoulement d’un fluide dans des vis d’extrusion.
Bien que le probléme présenté dans le mémoire n’ait pas réellement de signification
physique, il permet tout de méme de voir le comportement de nos méthodes face a

des maillages plus compliqués.

En annexe, on retrouve quelques rappels sur les matrices définies positives puisque
la méthode du gradient conjugué exige d’avoir de telles matrices. Ensuite, on trouve
un rappel de la méthode du gradient conjugué pour résoudre des systémes d’équations.
On retrouve également une description compléte du code d’éléments finis qui nous a
permis de résoudre notre probléme de Stokes, code que nous avons élaboré avec I'aide

des membres du Groupe interdisciplinaire de recherche en éléments finis.
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Abstract

This master’s thesis is dedicated to the study of incompressible generalized New-
tonian fluids. Generalized Newtonian fluids have a viscosity that depends on the
strain rate. We present two models to express this relation, the Ostwald-De Waele’s
law, also known as the power law and Carreau’s model. We tried to solve Stokes’
equations for incompressible fluids with viscosity modelized with the previous two
models. Due to the dependence between viscosity and strain rate, Stokes’ equations
are, for generalized Newtonian fluids, non linear. So we use Newton’s method to

resolve this problem.

Discretization of Stokes’ equations will be done with the finite element method.
We give a complete review of this method specialy applied to solve Stokes’ equations.
We use the Uzawa’s method, combined with the conjugate gradient method, to solve

the equations systems provided by finite element method.

We focus on tridimensionnal applications, which are now tractable due to the
improvement of computers in the recent years. First, we present a Potseuille’s flow
in a tube and compare the numerical solution to the analytic solution which is known
in order to validate our code. Next, we solved Stoke’s equations on a cavity. We also
give some solutions on more complex geometries, such as the contraction . Finally,
we applied our method to the flow in a extruder screw. Even if this flow does not
have a quite real signification, it helps to see the comportment of our methods on

more complex meshes.
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Introduction

Depuis ses premiéres applications, & la fin des années soixante, la méthode des
éléments finis a connu un essor remarquable et elle est maintenant utilisée dans
divers domaines de l’ingénierie tels que la mécanique des solides et la mécanique des
fluides.

Ainsi, en mécanique des fluides, par exemple, on a effectué beaucoup de recherches
pour tenter de modéliser des écoulements de différents fluides dans différents con-
textes. On a, entre autres, modélisé par ordinateur ’écoulement de I’air autour des
ailes d’avions pour augmenter I’aérodynamisme de celles-ci, tout en évitant les coits
élevés des tests en soufflerie. Toujours en mécanique des fluides, on a également es-
sayé de simuler I’écoulement de fluides newtoniens et non newtoniens dans différents
conduits. On parle de fluide newtonien lorsque la viscosité de celui-ci est constante,

dans le cas contraire, on parle d’un fluide non newtonien.

Dans la catégorie des fluides non newtoniens, on retrouve les polymeéres qui sont
largement utilisés de nos jours et les technologies qui y sont rattachées sont parfois
trés complexes. Pour produire bon nombre d’objets que l’on rencontre a tous les
jours, il a souvent fallu appliquer des procédés tels que la plastification de granules
de plastique, souvent par extrusion, et le moulage par injection pour la mise en forme
du polymere. Il est donc utile de pouvoir prédire le comportement de ces fluides afin
de bien planifier les installations requises & de tels procédés. Ces polymeéres fondus
sont des fluides dits viscoélastiques et viscoplastiques et leur viscosité diminue en
fonction du cisaillement. Il existe plusieurs modéles servant & modéliser la viscosité
des polymeéres (et des fluides non newtoniens en général) et il s’agit de trouver quel
modele s’applique le mieux au fluide dont on veut décrire ’écoulement. Toutefois, une
difficulté majeure surgit avec de tels modéles; on obtient des problémes non linéaires



qu’il est souvent difficile de résoudre. On verra, dans ce mémoire, comment on peut

régler ces probléemes de non-linéarité.

Plusieurs écoulements peuvent étre modélisés a 1’aide des équations de Navier-
Stokes ou, dans des cas plus simples, des équations de Stokes. Dans la majorité des
cas, comme on ne peut obtenir des solutions exactes a ces équations aux dérivées par-
tielles, on utilise des méthodes numériques comme celle qui fait I’objet de ce mémoire,
la méthode des éléments finis. Cette méthode conduit, on pourra le constater, & la
résolution de systémes d’équations linéaires de trés grande taille. Avec les ordinateurs
de plus en plus puissants que I'on dispose de nos jours, il est maintenant possible de
résoudre des problémes d’une telle ampleur, notamment sur des géométries trés com-
plexes. Dans les derniéres années on a beaucoup travaillé sur les problemes en 2D
(deux dimensions). II reste du travail & faire en ce qui concerne les problémes en 3D
(trois dimensions). Dans ce mémoire les résultats ont étés établis dans la perspective
de pouvoir résoudre des problémes en 2D et en 3D. Cependant, on y présente des
stratégies de résolution qui permettent de résoudre des problémes de grande taille
que ’on retrouve généralement dans les problémes tridimensionnels.

Pour pouvoir tirer le maximum de la mémoire de 1'ordinateur, on doit tirer profit
de la structure des matrices obtenues lors de la discrétisation. Souvent on ne pourra
pas utiliser des méthodes directes telles que la décomposition LU (voir par exem-
ple Fortin (1995)), qui sont trés colteuses en terme de mémoire et il faut plutot
utiliser des méthodes itératives (exemple: gradient conjugué, MINRES ou GMRES
pour ne nommer que celles-1a). L’article de Carey et al. (1989) présente des méthodes
itératives, avec pénalisation, appliquées aux écoulements de fluides newtoniens et new-
toniens généralisés. Pour une référence plus générale sur les méthodes itératives, on
pourra consulter Greenbaum (1997).

Par la modélisation en mécanique des fluides, on cherche généralement a trouver
une solution numérique (lorsque c’est impossible de le faire de fagon analytique) pour
deux variables: la vitesse et la pression. A ce propos, la méthode d’Uzawa permet
de découpler la résolution des systémes linéaires. On résoud d'une part les équations
du probléme en vitesse et d’autre part celles en pression. Ainsi on peut utiliser toute
la mémoire disponible pour résoudre d’abord en vitesse et ensuite utiliser la solution
en vitesse pour résoudre le probléme en pression. On tire donc profit de la structure

de la matrice globale en vitesse-pression et on utilise des solveurs spécialisés a chaque



étape de la résolution. Mentionnons ici les travaux de Robichaud et al. (1990) sur la
méthode d’Uzawa pour la résolution des équations de Navier-Stokes.

Dans ce mémoire, on essaie donc de modéliser, via un modéle newtonien généralisé,
I’écoulement de fluides newtoniens et non newtoniens a [’aide des équations de Stokes.
On y présentera différents modéles pour la viscosité. On discutera de la méthode
d’Uzawa, ainsi qu’une variante de cette méthode, ol on a tenté d’ajouter une pénalisation.
Les résultats ont été obtenus & I'aide du code d’éléments finis MEF++ du GIREF,
le Groupe Interdisciplinaire de Recherche en Eléments Finis de 'Université Laval.

Plusieurs travaux ont été faits concernant les écoulements de fluides newtoniens
généralisés. L’article de Gartling (1986) fait une vaste couverture de la méthode des
éléments finis appliquée aux écoulements de fluides non newtoniens. Il faut attendre
aux années 1980 avant de voir les premiers travaux concernant les écoulements de
ces types de fluides sur des géométries tridimensionnelles. Notons 1’article de Tanguy
et al. (1988), & ce sujet.

Au niveau des applications, on retrouve différents articles décrivant la méthode des
éléments finis appliquée a la résolution de problemes d’écoulement dans des domaines
bien précis. Mentionnons les articles de Crochet et al. (1984), qui couvre différentes
applications dans le domaine des fluides non-newtoniens, de Bravo et al. (1998), a
propos d’écoulements dans des vis d’extrusion et de Bertrand et al. (1999) sur des
procédés de mélange.



Chapitre 1

Equations de la physique

1.1 Equations de la mécanique des fluides

Situons-nous dans le contexte de la mécanique des fluides. Nous voulons décrire
I’écoulement de divers types de fluides, dans diverses géométries données que nous
appelerons 2 et leur frontiere I'. On pourrait penser 4 n’importe quel type de domaine

comme par exemple un tube:

Q

7 =
(u,p) = ((u,u,u;) ,p) Nr

Figure 1.1: Exemple d’un domaine €2 en 3D

On voudra donc décrire le champ de vitesse et la pression & l'intérieur de la
géométrie (2. Un trés grand nombre de problémes de ce genre peuvent étre résolus
par les équations de Navier-Stokes. On peut se référer & Pironneau (1988) en ce qui

concerne la provenance des équations de Navier-Stokes.



Les équations de Navier-Stokes s’écrivent, pour des fluides incompressibles, sous

forme tensorielle comme suit :

Equations de Navier-Stokes - Fluides incompressibles

( Conservation de la quantité de mouvement:
Du .
pE—V'(2T]’Y(U)) +Vp=pf sur (2

\ Conservation de la masse (incompressibilité):
V-u=0 sur §2

| avec des conditions aux limites sur I’

Précisons un peu les différentes parties qui constituent les équations de Navier-
Stokes. Comme nous I'avons déja mentionné, les deux variables étudiées dans les
probléemes de la mécanique des fluides sont la vitesse et la pression qui sont res-
pectivement représentées par u, un vecteur de dimension deux ou trois selon que le
probléme est en deux ou trois dimensions et p un scalaire.

Le premier terme p%%’ qui peut se décomposer en p%—‘t‘ + p(u - V)u, représente le
terme d’inertie. Le terme —V - (2 77 4(u)) constitue quant & lui le terme visqueux
du fluide dans ’écoulement. Le terme 7n est le coefficient de viscosité, qui peut étre
constant si le fluide est newtonien ou non constant si le fluide est non newtonien.
On y reviendra & la section 1.2, alors qu’on discutera des différents modéles pour la

viscosité.

On retrouve également le terme (u), le tenseur du taux de déformation qui s’écrit,

dans le cas tridimensionnel, comme suit:

Suy 1(8uy 4 9uz) 18w , dua
. oz 2(6y+8:c 2\ oz T oz
] = - (v7T — |Lf23u Ouy Ouy Lf8uz , Bus
Y(u) = S(Viu+Vu) = | 3( 52 + 5 3y 2\ 2z T3y (1.1)
1(8ug | Buy ) 1(38us , Jup Sug
s\ t32) 2\ + 52 oz

Pour que le probléme soit bien posé, on se doit d’imposer le comportement du
fluide, soit la vitesse ou encore la pression, sur la frontiére I' (ou sur une partie de



celle-ci), a I’'aide des conditions aux limites. On impose généralement u = 0 sur les
parois solides de I'; puisque le fluide adhére aux parois, la vitesse y est nulle. On
peut imposer une vitesse quelconque sur une partie de la frontiére, disons I'; via
les conditions aux limites de type Dirichlet. On le verra, il est également possible
d’imposer le terme de pression (—pI + 279(u)) -1 sur une partie de la frontiére, [,
via les conditions aux limites de type Neumann. Il est aussi possible de combiner les
deux types de conditions, sans toutefois imposer les deux types de conditions sur une

méme partie de la frontiére.

Les équations de Navier-Stokes sont trés générales et on peut résoudre un tas
de problémes avec celles-ci. Il est cependant possible de les simplifier dans certains
cas particuliers. Dans le cas d’écoulements lents par exemple, on peut négliger le
terme d’inertie p% par rapport aux autres termes des équations de conservation de

la quantité de mouvement des équations de Navier-Stokes.

Avec cette simplification, on arrive aux équations de Stokes pour les fluides in-
compressibles.

Equations de Stokes - Fluides incompressibles

([ Conservation de la quantité de mouvement:
-V-2n4(n)+Vp=f sur €2

Conservation de la masse (incompressibilité):
$ V-u=0 sur 2

Conditions aux limites:
Dirichlet: u=g sur I';
q Neumann: (—pI +2n¥(u))-n=h sur I'p

ol g et h sont des fonctions connues sur la frontiére de €, I est le tenseur identité et

n est un vecteur normal extérieur a [.

Dans ce mémoire, nous allons nous attarder & ces équations de Stokes et nous
allons montrer comment les résoudre & ’aide de méthodes numériques.



1.2 Modeles pour la viscosité

Lorsqu’on applique une contrainte de cisaillement & un fluide quelconque, il en
résulte une déformation de celui-ci. La viscosité 7 d’un fluide est en quelque sorte la
capacité de ce dernier & résister plus ou moins a cette déformation. Pour les fluides
newtoniens, on pense ici & de ’eau ou de l'air, la viscosité est constante. Ainsi la
déformation est proportionnelle & la contrainte qu’on applique au fluide. Dans les
équations de Stokes (ou plus généralement dans celles de Navier-Stokes), on posera

alors tout simplement 7 = 79, une constante.

En revanche, les fluides non newtoniens tels que le sang, le pétrole et les polymeres
fondus possédent une viscosité non constante qui diminue généralement lorsque le
taux de cisaillement augmente. On remarque qu’a I'échelle logarithmique, la viscosité
décroit de facon linéaire en fonction du cisaillement (voir figure 1.2 4 la page 8). Il
faut donc se doter de modeéles rhéologiques pour définir la viscosité en fonction du
tenseur 7(u), ou plus précisément en fonction de |y(u)|, le deuxiéme invariant du
tenseur du taux de déformation, défini par:

[¥(a)? = 24(u) : H{u) =2 Z (Y(u))s (Y(w)) s

Plusieurs modéles qui ont été proposés ont donc la forme suivante n = n(|¥(u}|). Ce
sont les modeles pour les fluides dits newtoniens généralisés.

Dans le cas des polymeres fondus, des fluides aussi non newtoniens, on observe la
présence de ce qu’on appelle le plateau newtonien. Ce plateau est présent a de faibles
taux de cisaillement. Pour des cisaillements plus élevés, on retrouve un comportement
semblable & ceux des autres fluides non newtoniens. On le verra, certains modeles

tiennent compte de ce phénomene alors que d’autres n’y arrivent pas.

Sur la figure 1.2, de la page suivante, on présente les différentes situations possibles
en échelle logarithmique. La courbe (qui est un droite) horizontale représente le cas
de fluides newtoniens alors que les deux autres courbes représentent le cas de fluides
non newtoniens, qu’on appelle aussi fluides newtoniens généralisés. On présente aussi
le plateau newtonien.



nw
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Figure 1.2: Viscosité en fonction du cisaillement pour différents fluides

Un premier modele pour la viscosité des fluides viscoplastiques est celui d’Ostwald-

De Waele, aussi connu sous le nom de ot de puissance.

Modele lo: de puissance

n([7(w)]) = no [¥(u)["*

Bien que ce modéle s’applique & plusieurs fluides non newtoniens dont les métaux
3 I’état fondu, il ne permet pas de simuler la présence des plateaux newtoniens dont
nous avons discuté auparavant. Il n’en demeure pas moins que ce modele est largement

utilisé.



Pour pallier & ce défaut du modeéle d’ Ostwald-De Waele, on peut utiliser le modele
de Carreau.

Modele de Carreau

N—1

n([y()]) =m0 (1 4+ X [§(u)[*) =

ou les différents paramétres des deux modéles précédents sont donnés par:

70 : La viscosité a cisaillement nul
A : Un temps de retard
N : L’indice de pseudoplasticité (0 <N< 1)

On peut généraliser I’écriture de ces différents modeles a 1'aide du modéle suivant:

(¥ (w)]) = 70(C + X2[F(u){?) 5 (1.2)

ol: 7o, A et N ont été définis avec le modele de Carreau.

Ainsi on retrouve les différents modeéles présentés en fixant les différents paramétres
de fagon appropriée:

® Modele pour un fluide newtonien: N =1
® Modele loi de puissance: C=0et A =1

o Modéle de Carreau: C=1

Pour calculer les parameétres 7y, A et N dans les modeéles ci-haut, on procéde de
facon empirique. On mesure, pour un fluide donné, un certain nombre de valeurs de
viscosité en fonction du taux de cisaillement & I'aide d’un rhéometre. On applique une
méthode de moindres carrés afin d’obtenir les constantes recherchées pour le fluide
en question. (On retrouve dans Fortin (1995) deux exemples concrets de ce procédé
pour les modeles de loi de puissance et de Carreau).
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D’autres modéles peuvent aussi étre utilisés, notamment les modéles de Ellis, de
Cross, de De Kee et de Carreau-Yasuda pour ne nommer que ceux-ci. On peut con-
sulter Carreau et al. (1997) pour une description compléte de ces différents modeles.

On introduit donc ce modéle newtonien généralisé dans les équations de Stokes,

pour obtenir:

Equations de Stokes - Fluides newtoniens généralisés, incompressibles

[ Conservation de la quantité de mouvement:
=V {2 n(|[¥(u)) ¥(u)} + Vp=£f  sur @

Conservation de la masse (incompressibilité):
4 V-u=0 sur 2

Conditions aux limites:

Dirichlet: u=g sur I';
{ Neumann: (—pl + 2n(|¥(u)])¥(u)) -n=h sur 'y
ol: a(F)]) =m (C + X% [F(w)]?) 5

Notons que si on veut imposer la vitesse, on utilise les conditions aux limites de
Dirichlet. L'imposition de la pression se fait, quant a elle, via I'imposition de

(=pI +2n(}¥(u)[}¥(u)) - n=0-n=h

ol o est connu sous le nom de tenseur de Cauchy.

En général, on ne peut pas résoudre les équations de Stokes, présentés ci-haut, de
facon analytique, il faut donc utiliser des méthodes numériques. Nous allons voir au
prochain chapitre comment on peut résoudre ces équations & 1’aide de la méthode des

éléments finis.
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Chapitre 2
Méthode des éléments finis

La méthode des éléments finis (voir par exemple Reddy (1993)) est un outil trés
puissant de discrétisation pour la résolution numérique d’équations aux dérivées par-
tielles, telles que les équations de Stokes. Comme son nom l'indique, cette méthode
consiste 4 découper le domaine 2 en un nombre finis d’éléments K, le plus souvent
des triangles en 2D et des tétraeédres en 3D (voir figure 2.1). Bien que cette étape
soit cruciale, nous n’entrerons pas plus dans le sujet complexe (surtout en 3D) de la
fabrication de maillages. Il existe plusieurs logiciels pour créer de tels maillages en
2D et en 3D.

Figure 2.1: Exemple d’'un maillage du domaine 2 en 3D

Ensuite on construit des équations discrétes qui approchent les équations a résoudre.
‘ Les inconnues de ces équations discrétes sont les valeurs de la solution sur les noeuds
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de calcul (souvent les sommets des éléments ou encore le milieu des arétes).

On obtient donc un grand systéme d’équations linéaires et parfois non linéaires
qu’il faut résoudre a l'aide de méthodes d’analyse numérique. Une fois le systéme
résolu, on obtient la solution seulement aux noeuds de calcul des éléments. Ainsi plus
le maillage contient d’éléments, plus on obtient une solution précise.

2.1 Formulation variationnelle des équations de
Stokes

Comme nous I’avons déja mentionné, ’une des étapes fondamentales du processus
de résolution consiste a construire les équations discrétes a partir des équations con-
tinues a résoudre, dans notre cas les équations de Stokes. Pour ce faire, on se donne
la formulation variationnelle (ou formulation faible) des équations de Stokes.

Pour éviter d’alourdir le texte, nous ne considérerons, dans un premier temps,
que le cas de conditions aux limites de type Dirichlet. De plus, on supposera que
I’on a des conditions limites homogeénes, c’est-a-dire que u=0 sur I'. Dans le cas
de conditions aux limites non homogenes, on devrait procéder & un relévement des
conditions limites, voir Fortin et Garon (2000).

Nous allons tout d’abord définir les espaces fonctionnels nécessaires a ’application
de la méthode des éléments finis. Etant donné que ’on considére seulement le cas des
conditions aux limites de type Dirichlet homogenes, nous aurons besoin des espaces
fonctionnels suivants.

V = (H}))? (d = 2 ou 3 selon la dimension de §2)
et
QR = L)

@ = {g:2-R| [ () dx <oo}

Hy(Q) = {uel*Q)]

U

5}
327-,’

€ L*(Q) avecu = O sur '}
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Les conditions aux limites de type Neumann se traiteraient de fagon assez simi-
laire, avec un travail supplémentaire, en choisissant cependant les espaces fonctionnels
appropriés (voir Fortin et Garon (2000)).

On multiplie donc ’équation de conservation de la quantité de mouvement par
une fonction dite test v € V et ’équation de la conservation de la masse par une

autre fonction test ¢ € () puis on intégre sur :
[ (=v- @i i@} v+9p-vax = [ fvax (@1

/ gV-udx=0
Q

Si on utilise le théoréme de la divergence, 1’équation 2.1 devient:
[ ot i : Vo) dx ~ [ @n(iitu))) ¥(w) - )vds -

/pV-vdx+/(pn)~vds=/f-vdx
Q r Q

c’est-a-dire:

[ @ntia 4w : vv)ax— [ p V- vax-

Q Q
[(=pr + 2003 4(w)) -n} -vds = [ £-vax
r Q

n étant le vecteur unitaire normal extérieur a .

Notons qu’en intégrant a l'aide du théoreme de la divergence, nous avons fait
apparaitre le terme (—pI + 27(|¥(u)|) ¥(u)) - n relatif aux conditions aux limites de
Neumann que nous avons vues au chapitre 1. Ce terme est aussi souvent appelé la
condition naturelle du probléme de Stokes.

Etant donné que nous considérons le cas des conditions aux limites de Dirichlet
homogeénes, on aura v|r = 0, on obtient donc la formulation variationnelle du probléme
de Stokes de la page suivante.
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Formulation variationnelle (Conditions limites de Dirichlet)

On cherche u € V et p € Q tels que:

[ Cni i i) de— [pVovix= [fvax wev

/qV-udx=O Vge @
Q

2.2 Linéarisation (méthode de Newton)

La formulation variationnelle telle que présentée ci-haut est non linéaire en raison
du terme 7(|¥(u)|), qui, dans le cas d’un fluide non newtonien, dépend de u (voir
I’équation 1.2) . II faut procéder a une linéarisation de la formulation. Pour ce faire,
on utilise une méthode classique de ’analyse numérique, la méthode de Newton (voir

par exemple Fortin (1995)).

On pose:
Ra((phv) = [ 2003 300 3(v) dx
—/ﬂpv-vdx—/ﬂf-vdx (2.2)
Ra2((w,p).q) = /qu.udx (2.3)

Le probléme non linéaire précédent devient alors équivalent & celui de:

Trouver (u,p) € V x @ tels que

{ Ri((u,p),v) =0
R2((u’p):Q) =0

pourtout ve Vetge @
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Pour ce faire, on se donne des solutions initiales uy et py, puis on cherche des

corrections appropriées du et dp telles que:

R1((uo + 6u, po + 8p), v) =0
Rz ((uo + du,po +8p),q) =0

Ce qui, en utilisant le développement de Taylor, est équivalent a:

O R1((1o, Do), V) .Ju_*‘aRl((uo,Po),V) Sp+...=0
d T

Rl ((u0=p0)1v) + u D
R , Do), OR Do),
'R—z((uo,Po),V) + 2((3(:1p0) v) -0u + 2((";;%) v) dp+...=0

En négligeant les termes d’ordre supérieur ou égal a 2 , on obtient le systéme
linéaire suivant:

&Ry ((ug, o), v) S 8721((1;0,Po),v) . 8p = —Ry (1o, po), v)

du
0 Ra((ug, po), v 9 R2((uo, Do), V)
( o ) -ou + ( Bp -5p=—R2((uo,Pu),V)

On utilise la notion de dérivée d’une fonctionnelle (ou dérivée de Gateaux), ainsi
que la définition de n(|¥(u)|) (voir ’équation 1.2) pour calculer les quatre dérivées

présentes dans le systéme précédent:

O R1((uo,p0),Vv) Su — dR1((uo + £6u, po), v)
du o d€ e

- ?}5 { [ 2m{(C + X130 + E58u)P} 5" (o + €5u) = A(v) e~
Q

/pV-vdx —/f-vdx}
0 Q £=0

- % / 270{C + N (14 (u0) 2 + 4 £ ¥(uo) : ¥(6u) + €27(6u)[})} 7 ---
Q

-+ {¥(uo) : ¥(v) + £¥(u) : ¥(v)}dx
£=0
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= /n 210 [N 2— 1{0 + )\2(|’3’(uo)|2 +4£9(ug) : ¥(du) +§2["/(5u)|2)}§‘§“£—1 o

-+ - {4 A (¥(uo) = ¥(8u) + 2 £ [¥(6u) P) HF(wo) : ¥(v) +& ¥(6w) : ¥(V)} +

{C + X2(|7(uo) 2 + 4 £¥(uo) : ¥(u) + E217(6u)[))} = {¥(6u) : 7(V)}} dX|

£=0

= [Q (N — D)X {C + N (F(uo) P} 2> {(uo) : 7(0w) HA(uo) : 7(v)}dx +
/Q 210 {C + N2(17(uo) P} {(6u) : 7(v)} dx

O R1((uo, po), V) P dR1((wo, po + £6p), V)
-0p =
op d§ e=o

:i{/nn(m(uo){)a/(uo) - 4(v) dx—A@0+§5p)v.vdx —/Qf-vdx}

d§
=—/5pV~vdx
Q

£=0

aR2((u01p0)3v) .du = dRZ((uO +€6u1p0)lv)

du d§

£=0
= i./ gV - (ug) +&dudx
d€ Ja =0
=/qV -dudx
Q
8 R2((ug, po), v) 5 d Rz ((ue, po + £0D), V)
. p =
Op d€ eco

df

= — V -ugdx
d§ Qq o
=0

€=0
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On introduit le résultat des calculs des quatre dérivées dans le systéme linéaire
précédent, pour obtenir la formulation variationelle linéarisée du probléeme de Stokes

non linéaire.

Formulation variationnelle linéarisée

On cherche du € V et ép € Q tels que:

[ [ {40 =1 2 {C+ X215(0) P} {iuo) s W (3w : 7)) Jax+

) /Q {29(5(u0)l) (7(8w) : #(v)) pax - /Q 5pV - vdx = =Ry ((to, Po), V)

/QqV - dudx = —R>((uo, o), V)

VveV eeVge@

Etant donné qu’on utilise la méthode de Newton, on commet une erreur de tron-
cature. Il faut donc itérer pour converger vers la solution. On passe d’une itération

a la sulvante en posant:
U =Ui_; +06u et Pk = Dk-1 + op

jusqu’a la convergence de la solution en vitesse et en pression.

La prochaine étape, qui est le fondement de la méthode des éléments finis, sera
de construire le probleme discret relié au probleme de Stokes.

2.3 Discrétisation du probleme de Stokes

Pour procéder & la discrétisation, on doit se donner la formulation variationnelle
élémentaire, c’est-a-dire la formulation variationnelle linéarisée présentée ci-haut mais
sur chaque élément. Pour ce faire, on n'intégre plus sur €2 mais bien sur chacun des
éléments K. En utilisant la définition de R;((u,p), v) et de R2((u,p),q) (voir (2.2)-
(2.3)), en se rappelant que (—pI +27(]¥(u)|)¥(u)-n = h sur 8K et en introduisant h*
et fX, respectivement la restriction de h et f 4 ’élément K, on obtient la formulation

variationnelle de la page suivante:
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Formulation variationnelle linéarisée élémentaire

Chercher du et ép tels que:

/{4(N—1))\2710{C+)\2|’Y(uo)|2}_ {7(uo) : ¥(6u) H{¥(uo) : 7V)}}dX+
/{277([7(110)!) (¥(6u) : 7(v)) }dx—/5pV de—/ h¥.vds —
) /271(17(110)!) (7(uwo) : ¥(v ))dX+fpoV-VdX+/KfK- dx
K K K

—/ qV-Judxzqu-uodx
K K

VveV eteVge@

Nous utilisons ensuite des fonctions d’interpolation ¥ i(x) ety {,fj(x) pour approxi-
mer respectivement du et §p. On reviendra sur le choix de ces fonctions d’interpolation
un peu plus loin, apreés avoir discuté du choix du type d’éléments qu’on utilisera. On

posera:
nuK
fu l = duf =) " sUF Tk
j=1
npK
5p| = 6pK ZJPK
ott n% et nPX dénotent le nombre de degrés de liberté en vitesse et en pression de
1’élément K On prendra ensuite successivement v = ¥X, i=I, Ketqg= ¢
i=1,... nDK . Ce processus nous conduit & un systéme de plus1eurs équations en
termes des inconnues UX (m=1,... ,n%) et SPX (n=1,...,n%%).

Plus précisément, on obtiendra le systéme d’équations élémentaire suivant:

(AKX 4+ AK) (BK)T| |sUX| |-AKUK — (BK)TPf|  |FK|  |SK
3 T ] - [ G [ e

’ oll on note le vecteur SUX contenant les n%¥ degrés de liberté en vitesse de I’élément
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K de la fagon suivante:

UL
UK = |6UF| =
UL

K
.&u'3,n‘c‘ -

Le sous-indice k des UX, se rapporte 4 chacune des composantes (x,y ou z). L’indice
n¥, quant 3 lui, dénote le nombre de noeuds de calcul en vitesse sur chacun des

éléments.

Pour compléter cette notation, on utilisera les fonctions d’interpolation vectorielles

vk j exprimées sous la forme:

[ (r‘nbfl’ 01 0) ]
("!}1{{27 0) 0)

(w‘l[lfng b 07 O)

(0,951, 0)
(Oa 52: 0)

(07 '@bfng ? O)

(Oa 01 "Z’i&)
(0: 01 'll’fz)
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Pour ce qui est de la notation en pression, c’est beaucoup plus simple étant donné
que la pression est un scalaire. On définit le vecteur contenant tous les degrés de
liberté en pression de I’élément K. Comme la pression n’a qu'une composante, il y a
autant de degré de liberté en pression sur un élément qu’il y a de noeuds de calcul.
On notera donc le vecteur § PX comme suit:

opk
5PK — op&
§p,’f§

et on prendra les fonctions d’interpolation suivantes:

K
wp ,1
K K2
b,
Yp
K
Yy n?

L’indice n?, dénotant le nombre de noeuds de calcul en pression sur chacun des

éléments.

Les différents termes du systéme 2.4 sont donnés par:
(A%)y = /K 4(N=1) o {C + Xl3(uo) P} T {(uo) : ¥(T5;) H(wo) : 4(TE) }x
(@) = [ {200300)) () : 0¥ Jax
(B == [ 0k ¥ -4y dx = (B )
(8K); = RE . UK. dx

8K

AU = [ {20030 (o) : () Jax
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(BX)T PE); = — /K po V- UK,
(FK)i=ffK"P£idX
K
(BKUOI(L:—‘/‘ wpf{,iV'Ude
K

Il est & noter qu'on effectue le calcu: des intégrales précédentes sur chacun des
éléments via un changement de variables pour permettre de faire tous les calculs
sur un élément de référence K (voir figures (2.2)-(2.3)). On se donne donc une
transformation TX : K — K qui envoie ’élément de référence K sur l'élément K.

¥ TX n ©.1)

£~ T~

(1.0)
X (0,0) é

”~

K K

Figure 2.2: Passage d’un élément K a 1'élément de référence K en 2D

K K

Figure 2.3: Passage d’un élément K a I'élément de référence K en 3D

Ainsi on effectue toutes les intégrales seulement sur 1’élément référentiel ce qui
permet entre autres de pouvoir utiliser les quadratures de Gauss pour intégrer numéri-
quement chacun des termes de formulation. Voir par exemple Fortin et Garon (2000)
pour les transformations TX ainsi que les quadratures de Gauss.
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Le choix des fonctions d’interpolation dépend du choix du type d’éléments. Un
choix populaire est I'’élément de Taylor-Hood aussi connu sous le nom de P2-P1 (voir
les figures 2.4-2.5). Cet élément vérifie la condition de Brezzi, aussi connue sous le
nom de condition inf-sup qui assure ’existence et 'unicité de la solution en vitesse
et en pression du probléme de Stokes (voir Brezzi et Fortin (1991))

VAN

Vitesse Pression

Figure 2.4: Elément triangulaire P2-P1

s

Vitesse Pression

Figure 2.5: Elément tétrahédrique P2-P1

Avec cet élément P2-P1, on a donc n¥ = 6 noeuds de calcul en vitesse et n? = 3
noeuds de calcul en pression dans le cas bidimensionnel et n* = 10 noeuds de calcul
en vitesse et n2 = 4 noeuds de calcul en pression dans le cas tridimensionnel.

Comme son nom ’indique, avec 1’élément P2-P1 on utilise des approximations
quadratiques en vitesse et linéaires en pression. Par exemple, en deux dimensions, on
prendrait les 6 fonctions quadratiques suivantes en vitesse:

Y, = —(1—€—-n)(1-21—-€&—n))
v, = —€(1-2¢)
zfa = —n(l—2n)
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VvE, = 41 —-€E—-n)
Ve, = 4&n
v = 4n(l—€~-n)

et les 3 fonctions linéaires suivantes en pression:
wlfl = 1-&—n
K
(% 2 '3
K _
Yp3 = 7
De fagon similaire, on pourrait se donner dix fonctions d’interpolation en vitesse
et quatre en pression pour 'élément P2-P1, dans le cas tridimensionnel.

Un autre type d’élément qui est trés souvent utilisé en raison du peu de noeuds
de calcul qu’il comporte est ’élément Mini présenté aux figures 2.6-2.7.

ANRVA

Vitesse Pression

Figure 2.6: Elément triangulaire Mini

o

Vitesse Pression

Figure 2.7: Elément tétrahédrique Mini

L’élément Mini est aussi appelé élément P1bulle-P1 étant donné le noeud, en
vitesse, au centre de ’élément qui ameéne la construction d’une fonction d’interpolation
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qui s’annule sur tous les noeuds de I’élément sauf sur le noeud situé au barycentre.
Cette fonction a donc un peu ’aspect d’une bulle.

Il existe plusieurs autres choix possibles d’éléments (voir Carey et Oden (1986)),
mais nous nous contenterons de présenter les éléments P2-P1 et Mini. Notons que
I’élément Minz est d’ordre 1 alors que celui de Taylor-Hood est d’ordre 2. Pour cette
raison, nous avons décidé de ne travailler qu’avec ce dernier élément.

Par notre processus, nous avons donc construit autant de systémes élémentaires
qu’il y a d’éléments dans le maillage. Il faut maintenant regrouper toute I'information
concernant ces systémes dans une matrice globale, afin de résoudre ces systémes
globalement.

2.4 Assemblage de la matrice globale

Pour résoudre globalement les systémes élémentaires, on assemble les contributions
de chacun de ces systémes dans une matrice globale. Il faut également fixer chacun
des degrés de liberté en vitesse et en pression qui sont sur les parties de la frontiére
sur lesquelles on a imposé des conditions aux limites. Il y a des algorithmes simples
qui permettent d’assembler la matrice globale en tenant compte de la connectivité
entre chaque élément (voir Fortin et Garon {2000}). On est donc amené & résoudre

le systéme global suivant:

[(Z + A) (B)T] [6U] _ [-A’U - BT Po} N [F] 2.5)
B o | |sP —~BU, 0

En effet, lors de 'assemblage, toutes les contributions provenant des termes du vecteur
SK g’annulent deux a deux. Puisqu’entre deux éléments adjacents les vecteurs nor-
maux sont opposés, ces contributions a la frontiere des éléments sont donc les mémes
avec des signes opposés et s’annulent identiquement les uns avec les autres.

Notons que la matrice A + A est de dimension n% x n% alors que la matrice B est
de dimension n%, x n%, n% et nf, représentant le nombre total de degrés de liberté

respectivement en vitesse et en pression sur tout le maillage.
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On écrira le systéme 2.5 sous forme plus simple comme:

Ao BT| [6U] _ [Ri(U, o) 26)
B o||sP Ry (Ua, Po) '

en introduisant les résidus vectoriels:

Rl(Uo,Po) = _EUQ - BTPQ + F
RZ(U(J’ PO) = —BUo
et en posant:
Ao = E-f- E

Notons que nous avons ajouté un indice 0 & Ay pour indiquer que A dépend de Uy,
ce qui sera important lors de la résolution du systéme par des méthodes itératives.
En effet, 4 chaque itération, il faudra reconstruire la matrice puisque celle-ci dépend
de la vitesse a l’itération précédente.

On verra au chapitre 3 comment on peut tirer profit de la stucture de la matrice
du systéme global 2.6, en découplant le calcul de U de celui de 6P.
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Chapitre 3

Résolution du systéeme global

3.1 Meéthode d’Uzawa

La méthode d’Uzawa consiste & découpler la résolution du systéme 2.6 en deux

étapes: en vitesse puis en pression.

Soit le systéme 2.6, réécrit sous la forme plus compacte suivante:

AQ JU + BT 5P = RI‘O (3.1)
B6U = Rap (3.2)

en notant les résidus R, (U, Py) et Ry(Up, Py) plus simplement comme R, g et Rpg.

Dans un premier temps, on isole 6U de I’équation (3.1). On trouve:
§U = Ay'[R10 — BT 6P]

On l'introduit ensuite dans I’équation (3.2). Le systéme d’équations (3.1)-(3.2) de-

vient alors équivalent & résoudre le systéeme:
BAZ'BT 6P = BAy'R;10 — Rap

avec 06U = AF[Rip — BT §P]
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Afin de simplifier la notation, nous- allons poser:

A, = BA;'BT
Gy = BA;'Rio— Rayp

On est donc amené a résoudre le systéme:

Ay 6P = Gy (3.3)

avec 60U = Ag'[R,0 — BT éP]

En pratique, il est trés coliteux de- calculer 'inverse d’une matrice. Il faut donc
éviter A tout prix ce genre d’opération. Or dans les membres 4q et Gg, on retrouve la
matrice Ay '. Il est cependant possible -de contourner ces deux calculs problématiques.

D’une part, on remarque que le membre Gy s’écrit comme suit:
-1
Go = BAj Rio— Rap

BAF'R, o+ BU,
= _B[AO_IRLO + Uo]

Pour éviter de calculer le terme A;'/R; o, on effectue plutét 'opération équivalente
qui consiste a résoudre le systéme AgVV = R;. C’est donc dire que:

Go = B[W + U]

ou W est solution de AgW = R, ¢

Il est intéressant de remarquer que W +Uj n’est rien d’autre qu’une approximation
de la vitesse que nous noterons U}, appsroximation qu’on obtient & I’aide de la pression
initiale Py. Eventuellement, on pourra, refaire le méme calcul avec la pression corrigée
P,, afin d’obtenir la vitesse corrigée.
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l En effet:

W+Uy = Aj'Rio+ U

A7Y(~AUy — BTPy +F) + Uy

A7Y =AUy — AUy + AUy — BTPy + F) + Uy
AN (=AU + AUy — BTPy + F) + Up
—AF7YAgUy + A AUy — A7 BT Py + AF'F + U
—Up + A7 AUy — AG BT Py + A;'F + Up

= A AU, — BTP + F)

I

ce qui est bien une approximation de U; obtenue 4 1’aide de la pression initiale, puisque
le systéme 2.6 peut aussi s’écrire:

(A+ A) (U, —Uo) + BT (P, — P)) = —AUy — BTP, + F
B (U, — Uy) = —BUq

puisque 6U = U; — Up et 6P = P, — F,.
On a ainsi:

AU, — AUy + AU, —AUy+ BT P, —Br Py=—AUy— BTPy+ F
BU, — BUy = —BUj

ou encore,
AU, + AU, +BTP =F + AU,
B U1 =0
donc,
AQU1+BTP1=F+EU0 (34)
BU, =0 (3.5)

finalement, en isolant U; de (3.4) et en l'insérant dans (3.5), le systeme 2.6 est
équivalent a résoudre:

B A7! BT P, = BAF\(F + AUp)

‘ avec U, = A;'[F + AU, — BT P}]
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Tout ceci pour dire que le calcul de Gy revient simplement au calcul suivant:
Go = B[W + Uo] = BU{ = _th,l

c’est-a-dire que Gy s’écrit comme — Ry (U7, Py).

Notons qu’aprés avoir obtenu une nouvelle pression P; (en résolvant Ay P = Gy),
il est nécessaire de résoudre le systéme AqW = R, ; avec le bon résidu R, ;, obtenu a
l’aide de P, pour obtenir une vitesse Uj.

D’autre part, il reste encore un probléme causé par le calcul de la matrice Ay L
qu’on retrouve dans la matrice Ay. Notons tout d’abord que la matrice Ay est
symétrique et définie positive, ce qui nous assure que la matrice A = BA;'B7 est
aussi symétrique et définie positive (voir I’annexe A}, puisque lorsqu’on utilise une
discrétisation vérifiant la condition de Brezzi, la matrice BT posséde des colonnes
linéairement indépendantes. Il est donc possible d’utiliser la méthode du gradient
conjugué (voir annexe B) pour résoudre le systéme (3.3). Notons que [’algorithme de
la méthode nécessite ’utilisation de la matrice du systéme uniquement pour faire un
produit de celle-ci avec différents vecteurs (voir 'algorithme en page 58).

On peut donc contourner efficacement le probléme di & la matrice Ag du systéme
AgdP = Gy en utilisant la méthode du gradient conjugué et en faisant ce qu’on
appelle du matriz-free. Le principe du matriz-free est simple, on ne connait pas
explicitement la matrice Ay, par contre on connait son effet lors d’'un produit de la
matrice par un vecteur.

Il s’agit donc de définir le produit de la matrice Ay par un vecteur quelconque u.
Pour effectuer le produit Ag u, c’est-a-dire le produit BA;'BT u , on proceéde donc
en trois étapes comme suit:

Calculer BTu — mettre dans le vecteur v
Résoudre Aqw =v — on obtient w (w = Ay'BT u)
Calculer Bw — on obtient BA;'BT u

On n’a donc qu’a adapter l'algorithme du gradient conjugué en utilisant les trois
étapes précédentes pour faire les produits matrice-vecteur que l'on retrouve dans
I’algorithme. On évite ainsi le calcul de l'inverse de la matrice Ag.
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On peut montrer que la rapidité de la convergence des méthodes itératives comme
la méthode du gradient conjugué pour résoudre le systtme Az = b dépend du con-
ditionnement «(A) de la matrice A. Plus le conditionnement de la matrice est petit,
plus la méthode itérative convergera rapidement (voir Lascaux et Théodor (1987)).
Ace sujet, il est souvent utile de préconditionner un tel systéme avant de le résoudre.
Le principe consiste & résoudre le systéeme:

Mt'Az =M1
qui posséde la méme solution que le systeme:
Az =)}

si la matrice M est inversible.

La matrice de préconditionnement est choisie de telle sorte que k(M A) < x(A)
et ainsi que le conditionnement du systéme soit amélioré (en effet plus x(A) est pres
de 1, meilleur est le conditionnement de la matrice).

Un choix possible, selon Carey et Oden (1986) pour la matrice de préconditionne-
ment du systeme Ay 6P = Gy est la matrice masse M définie par:

(M)ij=/ﬂ¢zfi¢fjdx

pour 3,5 =1,... ,n% (le nombre total de degré de liberté en pression), la matrice A
étant de dimension nf, x nf,.

Il est également possible de prendre seulement la diagonale de la matrice M pour
préconditionner le systéme.

On obtient finalement ’algorithme d'Uzawa de la page suivante pour résoudre
le systéme global 2.6. Notons que puisque la matrice A dépend de la vitesse Uy &
I'itération &, il est nécessaire d’assembler cette matrice a chaque itération, c’est-a-dire
a chaque fois qu’on modifie la solution en vitesse.
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Algorithme d’Uzawa pour résoudre le systéme 2.6

0 Imitialisations
1 Choisir un critére d’arrét €
et un nombre maximum d’itérations Nz
2 Se donner Us et Py
3 Assembler M et B

Pour : =0,1,2, ..., Npaz
1 Calcul de G;

1 Assembler A; et Ry

2 Résoudre (gradient conjugué) JTAW =J1Ry;
3 Mettre a jour U =WH+U;

4 Calculer G; = BU},, = Ry;

2 Reésoudre en pression
1 Résoudre (matrix-free) M-'A; 6P =M"1G;
2 Mettre & jour Py, =P, +46P

3 Résoudre en vitesse

1 Assembler Ry

2 Résoudre (gradient conjugué) JTAW =J "Ry 11
3 Mettre a jour U =U;+W

si ||Ro;i|| = || — BUi|| < €, arrét

sinon retour a l'étape 1.1

Les systémes J~! A;W = J ! R,; sont résolus a l'aide du préconditionnement
de Jacobi, d’ol le nom de la matrice J (voir Lascaux et Théodor (1987) pour plus
d’informations concernant le préconditionnement de Jacobi), alors que les systémes
M-1 A; 6P = M~1G; sont préconditionnés par la matrice masse présentée a page

précédente.



32

3.2 Autres approches de résolution

3.2.1 Pénalisation

Nous avons investi un certain temps pour tenter d’apporter des améliorations a
’algorithme d’Uzawa précédent. Nous avons tenté d’ajouter un terme de pénalisation
rBT B dans la matrice globale du systéme 2.6 comme suit:

A;+7BTB BT| |§U | R

B 0| [6P] |R:
Le coefficient de pénalisation r étant choisi prés de 1. La solution de ce systéme
est la méme que celle du systéme sans pénalisation puisque BdU = 0. Le but de
cet ajout était d’améliorer le conditionnement de la matrice A;. La matrice A7 =

B (A;+rBTB)~! BT qui apparaitrait dans l’algorithme d’Uzawa pénalisé étant mieux
conditionnée que la matrice A; = B A7' BT.

Cependant, aprés plusieurs essais et vérifications, il semble que I’ajout d’une telle
pénalisation n’a pas donné les résultats escomptés. Le choix optimal, en terme de

rapidité de convergence, pour le coefficient = étant O, c’est-a-dire lorsqu’il n’y a pas

de pénalisation.

3.2.2 Stabilisation

Si on utilise I'élément Mini, il est possible de stabiliser la matrice globale en
éliminant les degrés de libertés associés a la fonction bulle dont nous avons parlé
précédemment. C’est ce qu'on appelle faire une condensation de la fonction bulle.
Cette condensation méne 4 I’ajout d’une matrice dans la matrice globale et on doit

5 A

ou la matrice C provient de la condensation.

résoudre le systéme suivant:
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A ce sujet, on peut se référer & l'article de Fortin et al. (2000) ainsi qu’aux articles
de Wathen et Silvester (1993, 1994) qui présentent une vaste discussion sur différents
préconditionneurs qu’on peut utiliser avec une telle stabilisation.

3.3 Visualisation des résultats

Aprés avoir résolu le systéme 2.6 par 'algorithme d’Uzawa, on obtient une solution
en chaque noeud de calcul du maillage. Plus précisement, on obtient les composantes
(2 ou 3 selon le cas) de la vitesse et la composante de la pression sur chacun des
noeuds. Il ne reste plus qu’a visualiser les résultats.

Pour ce faire, on peut utiliser des logiciels tel que Vu, un outil de visualisation
trés puissant développé par le CERCA, le Centre de recherche en celcul appliqué. Les
résultats présentés au chapitre suivant ont d’ailleurs été obtenus a l'aide du logiciel
Vu.
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Chapitre 4
Résultats numériques

Il existe plusieurs logiciels commerciaux et non commerciaux programmés pour
résoudre, & l'aide de la méthode des éléments finis, différents problemes d’équations
différentielles. Le GIREF, le Groupe Interdisciplinaire de Recherche en Eléments
Finis, un groupe de recherche de I'Université Laval, travaille depuis quelques années
a mettre au point le code MEF 4+, un code d’éléments finis capable de résoudre des
problémes provenant de divers domaines de la physique. Le code MEF++-, son nom
I'indique, est programmé en language C++. Nous avons donc utilisé ce code pour
résoudre le probléme décrit dans les trois premiers chapitres de ce mémoire.

Dans ce chapitre, nous présentons quelques résultats obtenus a 1’aide de MEF++-.
On pourra se référer a 'annexe C pour une description de chacune des étapes du
code calculStokesGenNenUzawa qui a permis de résoudre, par la méthode d’Uzawa,
le probléme de Stokes pour les fluides newtoniens généralisés. Les résultats graphiques
ont étés obtenus & I’aide du logiciel Vu du CERCA. Concernant Vu nous référons le
lecteur & Ozell et Pic (1998).

4.1 Validation des résultats

4.1.1 Ecoulement de Poiseuille dans un tube

Dans un premier temps, il est important de valider les résultats que nous obtenons
avec le code. Pour ce faire, on se donne une géomsétrie trés simple sur laquelle on
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connait la solution analytique pour un écoulement donné. On comparera ensuite la
solution obtenue numériquement avec la solution analytique.

On peut montrer (voir Agassant et al. (1996)) que, pour un écoulement dit de
Poiseuille avec viscosité modélisée a I’'aide de la loi de puissance, c’est-a-dire un
écoulement d'un fluide pseudoplastique (la viscosité étant n(|¥(u)|) = no [F(u)|¥1)
dans un tube de rayon R et de longueur L sur lequel on impose une différence de

pression AP entre ’entrée et la sortie du tube, la solution analytique est donnée par:

u(r) = NA; 1 %E%}%R(%i){l - (;—2)(#)} (1)

ot T correspond & la position en coordonnées polaires.

Prenons donc un tube de longueur L = 20 et de rayon R = 1, suivant ’axe des z.

Donnons-nous un maillage de ce tube comme suit:

— et £ — - — —

= =

Figure 4.1: Maillage d’un tube avec 6000 éléments (tubex2)

Il est possible de montrer (voir Fortin (1995)) que les paramétres du modéle de la
loi de puissance pour une solution de 2% de polyisobutyléne dans du primol 335 sont
1o = 228,34, N =0, 38. La viscosité s’écrit donc:

(|4 (u)]) = 228, 34|(u)|**5L.

On résoud donc le probléme de Stokes sur ce tube avec 19 = 228,34, N = 0, 38, (avec
C =0, A =1etf=0). Onimpose les composantes u; et uz de la vitesse a 0 en entrée
et en sortie et la vitesse nulle sur la paroi latérale du tube, & I’aide des conditions aux
limites de Dirichlet. On impose les conditions limites de type Neumann a l’entrée
et a la sortie du tube de telle sorte que ’on ait Ap = 10000. Plus précisement, on
pose (—pI + 2n(|5(u)|) ¥(u)) -n = (10000, 0, 0) en entrée (le vecteur normal est donc
n = (—1,0, 0)) , ce qui implique qu’on impose une pression de 10000 en entrée, puisque
qu’on a imposé us = u3 = 0. En sortie, on impose (—pI+2n(|¥(u)]) ¥(u))-n = (0,0,0),
(en sortie n = (1,0,0)) , c’est-a-dire une pression nulle.
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On obtient la solution décrite & la figure 4.2. On peut observer le profil paraboloi-
de de la vitesse en différents endroits dans le tube. La pression, quant a elle, obéit a
la pression qu’on a imposé, soit de 10000 en entrée et 0 en sortie. En effet, on obtient
des pressions respectives de 10007.2 et —1.2373.

= e == == == = = = = =
TEEEEEEELE
Echelle de pression
- . ’ -1 K.- '.‘-‘-_
1.2 2¢+03 4e+03 6e+03 e+03 1e+04

Figure 4.2: Solution numérique d'un écoulement de Pozseuille sur le tube

Afin de mieux apprécier le profil des vecteurs vitesse, on voit sur la figure 4.3 une
coupe de la solution dans le plan 2z = 0.

E%; = e = = = = = = = =
= = == — e — — = — = =
Echelle de pression
y . e . . - e e ]
1.2 2¢+03 4e+03 66403 8e+03 1e+04

Figure 4.3: Solution dans le plan z = 0 de 'écoulement de Poiseuille sur le tube

Comparons le profil de la solution analytique donnée a I’équation 4.1 avec celui
de la solution numérique de la figure 4.2, obtenue sur le maillage composé de 6000
éléments. Etant donné les parametres que nous avons choisis, la vitesse analytique
suivant ’axe des z s’écrit, selon 1’équation 4.1:

u(r) = 0,349 {1 — r3%3}

ou, dans ce cas, T = \/y? + 22.

On peut voir sur la figure 4.4 le profil de la solution analytique (en trait plein) ainsi
que celui de la solution numérique (avec les o) sur le maillage avec 6000 éléments.
Nous avons également effectué les calculs sur deux autres maillages; un maillage
moins raffiné comprenant 750 éléments (avec les *) et un autre plus raffiné de 48000
éléments (avec les +). Pour raffiner le maillage, on a découpé en deux chacune des
arétes de chacun des éléments (il y a donc huit fois plus de tétraédres sur un maillage
raffiné). Le tableau suivant résume les informations concernant les trois maillages.
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: Solution analytique
: Solution numérique - tube *
: Solution numérique - tubex2
: Solution numérique - tubex4

o

Figure 4.4: Solutions numériques et solution analytique d’un écoulement de Poiseuille

Il est intéressant de remarquer que plus le maillage est raffiné, plus la solution se
rapproche de la solution analytique.

Tableau 4.1: Informations & propos des maillages tube, tubex2 et tubex4

_ Maillages tube, tubex2 et tubex4 ]
Maillage || Nombre Nombre | Nombre | nY n
d’éléments | de sommet | d’arétes
tube 750 186 1035 3663 186
tubex2 6000 1221 7620 26523 | 1221
tubex4 48000 8841 58440 | 201843 | 8841
n}, nl : Nombre de degrés de liberté en vitesse et pression

Il est important de remarquer que, méme avec le maillage composé de 4:8000
éléments, on obtient une légere différence entre la solution analytique et les :solu-
tions obtenues par éléments finis. Cette erreur est due principalement & deux ca-uses.
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Premiérement, étant donné que nous utilisons des tétraédres pour faire le maillage,
le tube n’est en fait qu'une approximation d’un tube. On compare donc la solution
d’un écoulement sur un véritable tube avec un écoulement sur un tube polygonal.
C’est d’ailleurs pourquoi en raffinant le maillage du tube, la solution est améliorée.
L’autre source d’erreur provient du fait qu'on utilise des interpolants quadratiques
en vitesse (nous utilisons ’élément P2-P1), ce qui nous permet d’obtenir exactement
des solutions de type quadratiques (et de degrés moins élevés) en vitesse. Cependant,
dans notre cas, la vitesse analytique comporte le terme 3533, En fait, il est impos-
sible de capter la bonne solution pour des valeurs de IV inférieures & 1 puisque dans
ce cas I'exposant de r devient supérieur & 2. C’est donc dire qu'on ne peut obtenir
la solution exacte & ’écoulement de Poiseuille dans le cas des fluides non newtoniens
avec 1’élément P2-P1.

4.1.2 Ecoulement dans une cavité cubique

Un autre probléme trés classique est celui de la cavité cubique. On prend le
domaine cubique [0,1]* comme & la figure 4.5. On prend les paramétres 70 = 1,0,
N = 1,0 (donc C et X quelconques) et on choisit f = 0. On impose une vitesse nulle
sur toute la frontiére sauf sur la paroi supérieure (dans le plan z = 1) ou on pose
u = (1,0,0) (a I'aide des conditions aux limites de Dirichlet), ce qui aura pour effet
d’induire une circulation du fluide dans la cavité.
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Figure 4.5: Maillage d’une cavité avec 384 éléments



Tableau 4.2: Informations & propos des maillages cube, cubex2 et cubex4

—

Maillages cube, cubex2 et cubex4

Maillage || Nombre Nombre | Nombre | n}, n’
d’éléments | de sommet | d’arétes
cube 384 125 604 2187 125
cubex2 3072 729 4184 14739 | 729
cubex4 24576 4913 31024 | 107811 | 4913
n%, nf, : Nombre de degrés de liberté en vitesse et pression
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On obtient la solution présentée a la figure 4.7 qui & été obtenue & l'aide du

maillage cubex2. On observe une zone de recirculation & l'intérieur de la cavité.
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Figure 4.6: Solution numérique d'un écoulement induit dans la cavité (solution
obtenue avec 3072 éléments)

Nous avons également effectué les calculs sur un maillage plus raffiné, la maillage

cubex4. Afin de pouvoir mieux visualiser la solution, on présente a la figure 4.7
seulement une coupe de la solution dans le plan y = § .

On peut voir sur la figure 4.8 les isovaleurs de la composante en z de la vitesse

dans le plan y = 1.
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Figure 4.7: Solution numérique d’un écoulement induit dans la cavité (solution
obtenue avec 24576 éléments)
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Figure 4.8: Isovaleurs de la composante z de la vitesse, dans la cavité
Nous allons utiliser la cavité afin de montrer le comportement de la méthode

du gradient conjugué lors de la résolution du systéme AgdP = Gy (étape 2.1 de
I'algorithme d’Uzawa). Etant donné que nous avons choisi N = 1, le probleme &
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résoudre est linéaire et une seule itération de la méthode de Newton est suffisante
pour atteindre la convergence (nous avons choisi € = 1 x 107¢). Nous présentons sur
le graphique de la figure 4.9, la valeur de la norme infinie du résidu préconditionné,
|R2,:lloo, en fonction des itérations de la méthode du gradient conjugué. Il a fallu

Ty .
o AR 18 18 o 20
e ftérations

2830

Figure 4.9: Norme infinie du résidu en fonction des itérations dans le cas linéaire

environs 30 itérations pour atteindre la convergence et ce nombre d’itérations est
indépendant du raffinement du maillage.

Terminons cette section en parlant de la stratégie qui nous a permis de bien
résoudre le probléme de Stokes. La valeur de ’indice de pseudoplasticité iV joue un
réle important quant & la complexité du probléme qu’il faut résoudre. Quand N =1,
le probléme est linéaire et il est relativement simple & résoudre. Par contre, plus V
est petit plus le probléme est difficile & résoudre, en raison de la non-linéarité. Par
exemple, pour résoudre ’écoulement de Poiseuille sur le tube, avec N = 0, 38, nous
n’avons pas lancé les calculs directement avec N = 0, 38 car la convergence est difficile
a atteindre. Nous avons plutdt résolu le probleme avec N = 1, pour ensuite abaisser
la valeur de NV graduellement, par exemple en prenant successivement N =0, 8; 0. 6;
0, 45 et 0, 38, en prenant comme solutions initiales, pour chacun des calculs, la solution
obtenue avec le N précédent. Cette stratégie semble étre la meilleure solution pour
traiter le probléeme de non-linéarité présent dans la résolution du probléme de Stokes
pour les fluides newtoniens généralisés avec un indice de pseudoplasticité assez petit.



4.2 Autre géométrie

Dans cette section, nous allons considérer des écoulements de fluides sur une
géométrie un peu plus complexe. En effet, il est important de s’assurer que notre
code est capable de résoudre les équations de Stokes sur des géométries moins simples
qu’'un tube ou une cavité cubique. Parfois un code d’éléments finis rend de bons
résultats sur des géométries simples mais a des difficultés a le faire sur des géométries

complexes.

Nous allons maintenent considérer une contraction, une géomeétrie qui permettra
de tester le code utilisé face & une géométrie un peu plus complexe. Donnons-nous le
maillage d’une contraction tel qu’illustré a la figure suivante.

*o DO AT AT AT N AN
e

N e

Figure 4.10: Maillage d’une contraction avec 30720 éléments

Tableau 4.3: Informations & propos du maillage Contraction

| Maillage Contraction |

Maillage Nombre Nombre | Nombre | n} n’
d’éléments | de sommet | d’arétes
Contraction || 30720 6209 | 38976 | 135555 | 6209
n¥%, ni, : Nombre de degrés de liberté en vitesse et pression

Nous allons tenter de modéliser & nouveau 1’écoulement d’une solution de 2% de
polyisobutyléne dans du primol 335, mais cette fois a ’aide de la loi de Carreau. On
peut montrer (voir Fortin (1995)) que les parameétres du modele de Carreau pour ce
fluide pseudoplastique sont 7 = 4926,08, N = 0,331, A = 116,922 (C = 1). La
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viscosité s’écrit donc:

90,3311

n(|¥(u)[) = 4926,08(1 + 116,922%|¥(u)[>) "z

Résolvons donc les équations de Stokes sur cette contraction, avec les parameétres
ci-hauts pour modéliser la viscosité du fluide considéré. Nous prendrons encore f =0
Nous imposons la vitesse nulle sur chacune des faces sauf i ’entrée et i la sortie ou on
impose plutét respectivement des pressions de 10000 et de 0. On obtient le solution
décrite & la figure 4.11 (dans le plan = = 0).

!---—-’ . . . . ; «up---F--q
-55 5e+03 le+04 1.5e+04 2e+04 2.5e+04

Figure 4.11: Solution numérique d’un écoulement dans la contraction

La figure 4.12 présente les isovaleurs de la pression.

Isovaleurs de pression

-55 ' '2.5+035.164037.Ta+0%er04 1364041’ 5a+04L.8640D. 1a+042. 36104

Figure 4.12: Isovaleurs de la pression, dans la contraction
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4.3 Problémes rencontrés en industrie

Voyons maintenant un probléme plus prés de ceux qu’on rencontre en industrie.
A tous les jours, on utilise un tas d’objets fabriqués & partir de matiéres plastiques,
par mise en forme de polymeéres. Pour produire la plupart de ces objets, on utilise
différents procédés tels le calandrage, le soufflage, ’extrusion et I'injection.

Selon Agassant et al. (1996), 'extrusion est I'un des procédés les plus importants.
Son principe consiste a transformer, 4 ’aide d’une vis a extrusion, de la matiére plas-
tique solide en un polymeére fondu qui pourra ensuite étre moulé. La vis & extrusion
telle qu’illustrée a la figure 4.13, qui a été tirée du livre d’Agassant et al. (1996), per-
met donc de faire fondre, de mélanger et de donner une pression au polymeére fondu
permettant & celui-ci d’étre injecté sous pression dans un moule, en un produit final.

Granules de plastique

Polymere fondu

Figure 4.13: Schéma d’une extrudeuse avec une monovis

Encore une fois, nous allons référer le lecteur & Agassant et al. (1996) pour plus de
détails sur les procédés d’extrusion et autres procédés de mise en forme de matiéres
plastiques. L’article de Bravo et al. (1998) présente des simulations d’écoulement
dans différents types de vis & extrusion, principalement des bi-vis & extrusion. Il est a
noter qu'’ils ont utilisé des méthodes directes pour résoudre les systemes d’équations
provenant de la discrétisation.

Nous allons donc tenter d’étudier I’écoulement d’un fluide pseudoplastique a I'inté-

rieur d’une vis a extrusion, avec notre méthode.
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Mentionnons immédiatement que nous ne prétendrons pas faire une vrai simula-
tion d’un écoulement dans un vis d’extrusion. D’une part, nous avons considéré que la
vis était fixe, alors qu’il faudrait imposer une vitesse de rotation i la vis (il faudrait
tout simplement imposer des vitesses correspondantes sur les parois intérieures de
la vis, & 'aide des conditions aux limites). D’autre part, comme nous le verrons,
nous n’avons pas choisi un fluide qu’il serait réaliste de retrouver dans un procédé
d’extrusion. Nous allons tout de méme modéliser I’écoulement d’un fluide a I'intérieur
d’une telle vis (sans rotation) de maniére & s’assurer que notre méthode fonctionne
bien sur un maillage d’assez grande complexité.

Pour ce faire, on maille I'intérieur d’une section de la vis comme on peut le voir
aux figures 4.14 et 4.15. Il faut bien comprendre que le maillage est fait entre les
dents de la vis, 1a ou le fluide circule. If faut aussi imaginer que cette vis est enfermée
dans un fourreau (le tube qui entoure la vis).

Figure 4.14: Maillage entre les dents d’une vis a extrusion - Vue de face

Considérons, cette fois-ci, une solution d’oxyde polyéthyléne dans une autre so-
lution de 50% d’eau et 50% de glycérine. Selon Carreau et al. (1997) les parametres
pour la loi de Carreau d’une telle solution sont: 75 = 102,0, N = 0,375, A = 4, 36.



Figure 4.15: Maillage entre les dents d’une vis & extrusion - Vue de biais

Tableau 4.4: Informations & propos du maillage Vis

[ Maillage Vis |
Maillage | Nombre Nombre | Nombre | n} n’,
d’éléments | de sommet | d’arétes
Vis ] 3769 L 1008 5419 19281 | 1008

n%, nf, : Nombre de degrés de liberté en vitesse et pression
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Nous allons donc résoudre les équations de Stokes avec ces parametres et f = 0 en

imposant une vitesse nulle sur la vis et sur le fourreau. Pour qu’il y ait un écoulement,

on impose une différence de de pression AP = 100 entre la partie avant et la partie

arriére de la vis.

On obtient la solution décrite aux figures 4.16 et 4.17 des pages suivantes. Nous

avons donné les vecteurs vitesses dans dans différents plans. Sur la figure 4.18, on

peut observer la solution sur toute la vis.
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Figure 4.16: Solution de ’écoulement dans la vis, dans différents plans



———

Figure 4.17: Solution de I’écoulement dans la vis, dans différents plans (suite)



49

Figure 4.18: Solution de I’écoulement dans la vis

Bien que nous n’ayons pas la solution analytique d’un tel écoulement dans une
vis, on peut quand méme affirmer que la solution semble visuellement correcte. En
effet, on peut aisément imaginer qu’'un fluide puisse avoir un comportement comme
celui décrit aux figures précédentes.

Suite aux résultats que nous avons présentés dans ce chapitre, nous pouvons con-
clure que la méthode des éléments finis permet de bien résoudre le probléme de Stokes.
Nous avons su bien traiter la non-linéarité découlant de |’utilisation des modéles Loi
de puissance et de Carreau pour décrire la viscosité. Finalement la méthode d’Uzawa

s’est avérée une méthode efficace pour la résolution des systémes d’équations.



Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons tenté de simuler des écoulements de fluides in-
compressibles newtoniens et non newtoniens. Pour ce faire, nous avons résolu les
équations de Stokes en utilisant deux modeles (loi de puissance et modéle de Car-
reau) pour décrire le comportement de la viscosité des fluides. Nous avons présenté
la méthode des éléments finis spécifiquement appliquée a la résolution des équations
(non linéaires) de Stokes pour les fluides non newtoniens ainsi que la méthode d’Uzawa

pour résoudre les systémes d’équations provenant de cette derniére méthode.

Apreés avoir validé la méthode que nous avons utilisée, en résolvant le probléme
de Stokes sur des géométries simples, dont on connait la solution analytique, nous
avons résolu les équations de Stokes sur des géométries d’une plus grande complexité,
afin de voir si le code était robuste face a des maillages complexes. Par la suite, nous
avons assayé de résoudre un probléeme du type de ceux que l’on pourrait rencontrer
en industrie. Nous avons fait une bréve incursion du c6té des procédés d’extrusion
pour tenter d’appliquer notre méthode a de vrais problémes. On a donc fait la
simulation d’écoulements de polymeéres et d’autres fluides non newtoniens dans une

vis & extrusion.

Il s’est donc avéré qu’il était possible grace & la méthode des éléments finis com-
binée 3 la méthode d’Uzawa, de bien résoudre les équations de Stokes pour des fluides
newtoniens généralisés, en utilisant les modeéles loi de puissance et modéle de Carreau
pour décrire la viscosité de ces fluides. Chose intéressante avec la méthode d’Uzawa,
c’est qu’on est amené & résoudre un systeme d’équations linéaires dont la matrice est
symétrique et définie positive. Ainsi, nous avons pu utiliser la méthode du gradient
conjugué ce qui nous a permis de résoudre des systémes de grandes tailles que l'on
obtient lorsqu’on résoud des problémes tridimensionnels sur des maillages contenant
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beaucoup d’éléments.

Comme nous en avons fait mention dans le chapitre 3, il semble qu’une pénalisation
du type A + rBTB n’a pas donné les résultats voulus quant a la résolution, par
la méthode d’Uzawa, des systémes d’équations provenant de la discrétisation des
équations de Stokes par la méthode des éléments finis. Nous pensions qu’une telle
pénalisation de la matrice du systéeme global améliorerait la convergence, mais on a

di constater que la convergence était meilleure sans cette pénalisation.

Suite aux travaux concernant ce mémoire, en ce qui concerne les perspectives
d’avenir dans le domaine de la mécanique des fluides et pour donner suite aux résultats
présentés dans ce mémoire, il faudrait simuler des écoulements plus réalistes sur les vis
d’extrusion en rotation. Egalement, il serait possible de faire des simulation sur des
doubles vis d’extrusion. Dans un autre ordre d’idées, il serait envisageable de tenter
de résoudre les équations de Navier-Stokes pour les fluides newtoniens généralisés. Il
v a également tout le concept de I’adaptation de maillage, que nous n’avons pas traité

icl.
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Annexe A

Matrice symétrique et matrice

définie positive

Dans ce qui suit A = A,x, est une matrice de dimension n par n et B = Brixn

est une matrice de dimension m par n (avec m < n).
Définition 1 Une matrice A est dite symétrique si AT = A.

Théoréme 1 Si A est une matrice inversible et symétrique, alors la matrice A~" est

ausst une matrice symétrigue.

Preuve On a:

A = {0 fcof (AT}

= mcof (A)
1

= m[wf (A)*

= ./-l_]'

puisque la matrice des cofacteurs, cof(A4), est symétrique si A est symétrique. 1
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Théoréme 2 S7 A est une matrice inversible et symétrique et B est une matrice
quelconque, alors la matrice B A~! BT est aussi une matrice symétrique.

Preuve On a:

(BATBTYT = (BT)T (47T (B)T
= B (A—I)T BT
= BA'BT

puisque (4717 = A~! lorsque A est symétrique. O
Définition 2 Une matrice A est dite définie positive si
<Az, z>> 0 pour tout x #0

avec < Az,x > = 0 seulement si z =0.
(<, > signifit le produit scalaire < z,y > = z-y7)

Théoréme 3 Si A est une matrice définie positive (donc inversible), alors la matrice

A~ est aussi une matrice définie posttive.

Preuve On a:

<A'z,z> = <y,Ay> (enposanty=A"'1)
= <Ay,y>
> 0

puisque A est définie positive. De plus, < Ay,y > sera égale & 0 seulement si y =0,
c’est-a-dire si A~!z = 0, donc seulement si z = 0. OJ

Théoréme 4 Si A est une matrice inversible et définie positive et B est une matrice
telle que BT a des colonnes linéairement indépendantes, alors la matrice B A™' BT

est ausst une matrice définie positive.



Preuve On a:

<BA'‘BTz,z> = <A'BTz, BTz >
= < A7'z,z> (en posant z = BT )

> 0

puisque A est définie positive, en utilisant le théoréme 3. De plus, < A™! z,z > sera
égale 4 0 seulement si z = 0, c'est-a-dire si BT z = 0, donc seulement si z = 0, puisque
les colonnes de BT sont linéairement indépendantes. O

Théoreme 5 Si A est une matrice symétrique et définie positive et B est une matrice
telle que BT a des colonnes linéairement indépendantes, alors la matrice B A~! BT
est ausst une matrice symétrique définie positive.

Preuve On n’a qu’a utiliser les théorémes 1 a 4. O
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Annexe B

Méthode du gradient conjugué

La méthode du gradient conjugué est une méthode itérative pour la résolution de

systémes d’équations linéaires tel le systeme Az = G.

Principe de la méthode:

Il faut que la matrice A soit symétrique et définie positive.

Trouver la solution du systéme Az = G est équivalent & trouver le point z qui
minimise la fonctionnelle J(z) définie par:

J(x)=%<Ax,x>—<G,z>

oll <, > signifie le produit scalaire < z,y > = z -yT

I1 s’agit de partir d’une solution initiale z(?) et de passer du vecteur z(*} au vecteur

z*+1) par la relation:

ZEFD) = g0 () (8)

u®) étant une direction conjuguée de u), 4@, ...  u®~1 et p¥) étant choisi de fagon

4 rendre J(z®*)) minimum.

L’algorithme de la méthode du gradient conjugué est décrit & la page suivante.



Algorithme de la méthode du gradient conjugué:

e [nitialisations:
On se donne £, un critére d’arrét € et un nombre maximum d’itérations Nq;.
On pose 7@ = 4z — G et ©® = —r©®

e [térations:

Pour £ =0,1,2, ...

1) o ST >
B SR RS

(2) x(k‘H) — I(k) + #k u(k)

(3) T(k-e—l) — _A;D(k""l) -G = r(k) “+ p,k A’u.(k)

< plk+1) (k1)

(4) u+D) = _pk+n) 4 > )

< rk) rk) >

si<r® +k) > < € ou sik = Npgz, arrét

sinon retour a (1)

Pour plus de détails sur la méthode du gradient conjugué, on peut se référer
a Lascaux et Théodor (1987)



Annexe C

Approche informatique

Dans cette annexe, nous nous proposons de faire un survol des différentes parties
du code calculStokesNewGenUzawa programmé avec MEF++ qui ont permis de
résoudre le probléme de Stokes pour les fluides newtoniens généralisés, a 'aide de la
méthode d’Uzawa. Nous allons décrire les classes (notion de programmation orienté
objet en C++) qui constitue le code calculStokesNewGenUzawa qui nous ont permis
d’arriver & notre but.

Une des premiéres étapes que l'on retrouve dans le code est la déclaration des
constantes pour les différents parameétres du modele viscosité des fluides newtoniens

généralisés: 1y, C, A et N et de leur assigner des valeurs (voir I’équation 1.2 de la
page 9).

int main(int argc, char *argv[l) {

DReel 1ViscONewGen, 1CNewGen, lLaNewGen, 1NNewGen;

On se donne ensuite des objets de classe Maillage, classe qui contiendra toute
I'information sur le maillage puis on lit les données concernant le maillage. Le
parameétre 1nom fait référence & un fichier contenant le maillage (exemple: tubeR.mail).

Maillage 1Mail;
1Msg = 1lMail.importe (1Nom) ;
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On déclare le type de frontiére des éléments. Dans le cas linéaire, (ChampGeoLin)
les éléments sont droits mais on pourrait aussi avoir des éléments avec des frontiéres
constituées de courbes.

ChampGeoLin 1ChampGeo (1Mail);

On se donne un objet de classe Geometrie qui contient I'information de la géométrie
qui constitue le maillage (exemple: tubeR.geom).

Geometrie 1Geo;

1Msg = 1lGeo.importe(lNom) ;

Chacune des entités qui constitue le maillage, par exemple [’entrée, la sortie et les
bords d’un tube, sont contenus dans un fichier (exemple: tubeR.enti) qu’il faut lire.
On assigne ensuite chacune des entités au maillage. Ces entités permettrons de fixer
les conditions limites sur la frontiére de la géométrie du maillage.

ListEntitesGeometrique 1lListeEntite;

ChaineCar 1NomFichierEntites = 1Nom + ".enti";
ifstream 1FichierEntites(1lNomFichierEntites.c_str());
1Msg = lListeEntite.importe(lFichierEntites);
1ListeEntite.asgnMaillage (1Mail) ;

Ensuite, on déclare le type d’élément qu’on utilise. Dans le cas de 'élément
P2-P1, décrit au chapitre 2, on prendrait un champ vectoriel 3D avec des fonctions
d’interpolation quadratique (ChampVect3DQuad) pour le champ de vitesse 1U et un
champ scalaire avec des fonctions d’interpolation linéaires (ChampScalLin) pour le
champ de pression 1P.

ChampVect3DQuad 1U(1Mail);
ChampScalLin 1P(1Mail);

I faut aussi déclarer une classe gérant le traitement des conditions aux limites. On
fait la lecture du fichier (exemple tubeR.CL) contenant les fonctions qui définissent
les conditions sur chacune des entités du maillage.
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ListeConditionsLimites 1lListeCondLim(1ChampGeo, lListeEntite);
ChaineCar 1NomCL = 1Nom;

1NomCL += ".CL";

ifstream 1FichierCL(1NomCL.c_str());

1Msg = 1lListeCondLim.analyse (1FichierCL) ;
1ListeCondLim.appliqueChamp() ;

On déclare maintenant des objets de type Form permettant de calculer chacun
des termes de la formulation variationnelle telle que décrite a la page 17. Les
classes FormStokesNumVitesseNewGen, FormDivDiscrete et FormMatriceMasseLin
permettront donc de calculer les différents termes qui formeront respectivement les
matrices A;, B et M telles que décrites au chapitre 2 (la matrice M servant a
préconditionner les systémes M1 A; 6P = M1 G;).

FormStokesNumVitesseNewGen 1FormVitesse;
FormDivDiscrete 1FormDiv;
FormMatriceMasselin lFormMasse;

Pour calculer les différentes intégrales de la formulation variationnelle, on utilise
les quadratures de Gauss sur des triangles ou des tetraédres. On passe en parameétre
soit le nombre de points de Gauss (ex: DouzePtsInternes), soit le degré de précision
du schéma d’intégration (ex: 2).

SchemalIntg lSchemalntg;

PtIntgTriangleStd 1PtIntgTriangle(PtIntgTriangleStd::
DouzePtsInternes);

PtIntgTetraStd 1PtIntgTetra(2);

1SchemaIntg.asgnIntegration(1PtIntgTriangle) ;

1Schemalntg.asgnIntegration(1PtIntgTetra) ;
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On assigne les parameétres, le schéma d’intégration ainsi que les champs nécessaires
dans chacun des termes de formulation.

1FormVitesse.asgnParamModeleNewGen (1ViscONewGen,lCNewGen,
1LaNewGen, 1NNewGen) ;

1FormVitesse.asgnSchemalntg (1Schemalntg) ;
1FormVitesse.asgnChamps (1u, 1P, 1F, 1ChampGeo);
1FormDiv.asgnSchemaIntg (1Schemalntg) ;
1FormDiv.asgnChamps (1U, 1P, 1ChampGeo);
1FormMasse.asgnChamps (1P, 1ChampGeo) ;

Nous aurons besoin de différentes matrices et vecteurs. Pour ce faire, on déclare
des objets de type MatriceGlobale et VecteurGlobal.

MatriceGlobale 1lMatriceVitesse(MatriceGlobale::CSR);
MatriceGlobale 1MatriceDiv(MatriceGlobale::CSR);
MatriceGlobale 1lMatriceMasse(MatriceGlobale: :CONDENSEE) ;
VecteurGlobal 1VectResiduVitesse;

VecteurGlobal 1VectResiduPression;

VecteurGlobal 1lVectCorrectionVitesse;

VecteurGlobal 1VectCorrectionPression;

et on leur assigne leur dimension respective.

1MatriceVitesse.asgnDimension(1FormVitesse.reqCouplages(),
1ListeCondLim) ;
1MatriceDiv.asgnDimension(1FormDiv.reqCouplages(),
1lListeCondLim) ;
1MatriceMasse.asgnDimension(1lFormMasse.reqCouplages(),
1ListeCondLim) ;
lVectResiduVitesse.asgnDimension(1MatriceVitesse.
reqIndicesDepartLigne()) ;
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iVectResiduPression.asgnDimension(1MatriceDiv.

reqIndicesDepartLigne());

1VectCorrectionVitesse.asgnDimension(IMatriceVitesse.

reqIndicesDepartColonne());

1lVectCorrectionPression.asgnDimension(1MatriceMasse.

reqIndicesDepartLigne());

PETSc (The Portable, Extensible Toolkit for Scientific Computation) est une li-
brairie d’algébre linéaire numérique qui permet entre autres de résoudre des systémes

d’équations linéaires.

Puisque tout est déja programmé, il suffit d’affecter les fonc-

tionnalités de PETSc a notre tache. Pour ce faire, on conserve des références de type
PETSc sur nos différents objets de type MatriceGlobale et VecteurGlobal.

MatricePETSc&
MatricePETSc&
MatricePETSc&
VecteurPETSc&
VecteurPETSc&
VecteurPETSc&

VecteurPETSc&

1A
1B
1M

1ResiduVitesse = lVectResiduVitesse.reqVecteur();

1MatriceVitesse.regMatrice();

1IMatriceDiv.reqMatrice();
1MatriceMasse.reqMatrice();

1ResiduPression = 1lVectResiduPression.reqVecteur();
1CorrectionVitesse =
1lVectCorrectionVitesse.reqVecteur() ;
1CorrectionPression =
1VectCorrectionPression.reqVecteur();

On utilise les solveurs de PETSc. Notamment le solveur gradient conjugué avec

préconditionneur de Jacobi pour résoudre les systémes J~' AW = J~' Ry, (voir

I’algorithme d’Uzawa, a la page 31),

SysLinPETScGradientConjugue 1SolveurVitesse(1l4);
PrecondPETScJacobi 1PrecondA(1A);

1SolveurVitesse. asgnPrecond(lPrecondA) ;
1SolveurVitesse.asgnTolerances(1TolRelativeV, 1TolAbsolueV,

1TolDivergenceV, 1MaxIterationsV);
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et un solveur direct (par décomposition LU) pour résoudre le probléme intermédiaire
Agw = v présent lors du calcul de l.a matrice A; en faisant du matriz-free.

SysLinPETScDirect 1SolveurPression(1M);
On assemble la matrice masse M

1MatriceMasse.debutAssemblage();
1FormMasse.assembleMatrice(1MatriceMasse);
1MatriceMasse.finAssemblage();

Puis on déclare la matrice de classe MatricePETScUzawa, classe spécialement
concue pour gérer la résolution (4 l’aide du matriz-free) des systémes concernant
la matrice A; = BA™1B! selon les txois étapes décrites a la page 29.

MatricePETScUzawa 1MatriceUzawa(lP.regNbTotalDDLs(),
1P.regNbTotalDDLs ()) ;

1MatriceUzawa.asgnSolveur (1SolveurVitesse) ;

1MatriceUzawa.asgnMatricesVecteurs(lMatriceVitesse,lMatriceDiv,

l1VectResiduVitesse,lVectCorrectionVitesse,

1ListeCondLim) ;

On préconditionne le systéme M ~'dP = M~'G;

PrecondPETScMatriceMasse 1PrecondMasse(1MatriceUzawa) ;
1PrecondMasse.asgnSolveur (1SolveurPression);
SysLinPETScGradientConjugume 1SolveurGC(1MatriceUzawa) ;
1SolveurGC.asgnPrecond (1PrecondMasse) ;
1SolveurGC.asgnTolerances (1TolRelativeP,1TolAbsolueP,
1TolDivergenceP, 1lMaxIterationsP );

On entre maintenant dans le coeur de ’algorithme d’Uzawa, décrit a la page 31.

Entier 1Nblter = O;
while(1NbIter < 1lMaxIterations) {



On assemble la matrice A; et le vecteur résidu R ;

1MatriceVitesse.debutAssemblage();
lVectResiduVitesse.debutAssemblage() ;
1FormVitesse.assembleSysteme (1MatriceVitesse,
1lVectResiduVitesse) ;
1MatriceVitesse.finAssemblage();
lVectResiduVitesse.finAssemblage();

On impose les conditions limites dans la matrice A; et dans le vecteur résidu R, ;

1lListeCondLim.appliqueMatrice (1MatriceVitesse) ;
1ListeCondLim.appliqueResidu(1lVectResiduVitesse);

On résoud le systeme J~ L A;W = J 1 Ry;
1SolveurVitesse.resoudre (1ResiduVitesse, lCorrectionVitesse);
et on met & jour la correction W dans le champ 1U
1VectCorrectionVitesse.appliqueCorrection(1U) ;

On assemble la matrice B (seulement & la premiére itération) et le vecteur résidu
Ry ;.

if (INbIter == 0) {
1MatriceDiv.debutAssemblage();
1VectResiduPression.debutAssemblage () ;
1FormDiv.assembleSysteme (1MatriceDiv, lVectResiduPression);
IMatriceDiv.finAssemblage() ;
1lVectResiduPression.finAssemblage();

}

else {
1lVectResiduPression.debutAssemblage () ;
lFormDiv.assembleResidu(1lVectResiduPression) ;

. 1VectResiduPression.finAssemblage() ;
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On vérifie si [|Ry4| < €
DReel 1NormeResiduPression = lResiduPression.reqNormeInfinie();

if (1NormeResiduPression < lTolerance)
break;

On peut maintenant résoudre le systeme M~' A; 6P = M~ G; = —M ! Ry,(U}, P)),

1ResiduPression.multScalaire(-1.0);
1SolveurGC.resoudre (1ResiduPression,l1CorrectionPression);

puis mettre la pression & jour (Piyy = P; + dP)
1lVectCorrectionPression.appliqueCorrection(1P)};
Il ne reste qu’a incrémenter le compteur 1NbIter.

++1NblIter;
}

On écrit les solutions en vitesse et en pression dans des fichiers (exemples: fu-
beR.sol.U et tubeR.sol.P)

1NomFichierChamp = 1Nom + ".sol.U";

ofstream 1lFichierSolutionU(1lNomFichierChamp.c_str());
1Msg = 1U.exporte(1lFichierSolutionU);
1NomFichierChamp = 1Nom + ".sol.P";

ofstream 1FichierSolutionP(1NomFichierChamp.c_str());
1Msg = 1P.exporte(lFichierSolutionP);
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On exporte les résultats dans un fichier (exemple: {ubeR.pie) dans un format
propre au logiciel de visualisation Vu.

ExportVU 1lExportVU;

1ExportVU.asgnChampGeometrique (1ChampGeo) ;
1ExportVU.ajouteChampVect3DContinu (1U, "U");
1ExportVU.ajouteChampScalContinu (1P, "P");
1ExportVU.asgnDegreInterpolation (Exportation: :MAILLAGE_LINEAIRE) ;
1ExportVU.exporteInfo (1Nom+ " .StokesNewGen_Uzawa');





