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RESUME

Cette étude développe un modele d'optimisation de l'inspection des systémes qui sont
sujets a une dégradation aléatoire et dont l'aboutissement est une défaillance inopinée de
I'équipement. Ces défaillances ne sont détectées que par les inspections. C'est une
situation qui est souvent rencontrée sur les relais de protection, les coupes circuits ainsi

que sur les équipements passifs dans les circuits redondants.

La dégradation étudiée pour les systemes en question, est accumulée selon deux modes:
un mode continu di a l'usure normale, provenant des effets de la fatigue des matériaux,
des frottements, de la corrosion et divers effets physico-chimiques, ainsi que d'un mode
discontinu di a l'effet de chocs répétitifs, qui s'accumulent et dont le résultat est une
baisse par bonds successifs du potentiel durée de vie de I'équipement. Cet effet est
observé par la suite d'actions généralement issues de l'environnement dans lequel
I'équipement opere. Pour un relais, ce mode peut représenter des fluctuations dans

l'alimentation en courant électrique par exemple.

La stratégie d'inspection consiste alors a ressortir des ages prédéterminés, dans lesquels
le systeme est inspect€ pour évaluer son état et proposer les actions de maintenance
adéquates qu'il faut entreprendre. L'intérét de cette recherche est alors de déterminer des

stratégies d'inspections pratiques et surtout faciles a mettre en place.

Les soucis économiques induits par la maintenance ainsi que 1'efficacité de la production

lie a la disponibilité des équipements induisent des contraintes qui permettent d'aborder
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l'optimisation de ce mod¢le d'inspection. Pour réaliser les compromis nécessaires pour
minimiser les cofits dans certains cas et maximiser la disponibilité dans d'autres,

I'inspection non périodique et périodique est utilisée pour atteindre cet objectif.
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ABSTRACT

This study develops an optimization model for deteriorating equipment with non-self
announcing failures under an inspection policy. A failure can be detected only by these
inspections. This model applies to cases encountered on protective relays, circuit-

breakers and stand-by systems on redundant equipments.

The degradation for the considered systems is accumulated in two underlying modes: a
continuous deterioration due to normal wear, caused by fatigue, corrosion, friction, and
different other physical and chemical effects. The second mode is a staircase,
discontinuous deterioration due to repetitive shocks occurring suddenly which lower the
lifetime potential of the equipment. This effect result the environment in which the
system operates. For protective relay, this mode can represent fluctuations of electric

current input.

The inspection policy consists of pre-assigned ages at which the equipment is inspected
to assess its degradation state and instructions on what maintenance actions to perform
upon observing the level of deterioration. This research focuses in determining practical

and useful policies.

Economic issues and production effectiveness arise in conjunction with maintenance
activity. Optimization is then needed to construct policies which reach trade-offs
between these constraints. That is, we assign periodic and non-periodic inspection

schemes to achieve lower maintenance costs and high availability levels.
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INTRODUCTION

L'age est une caractéristique commune a tous ce qui est matériel. Mis a part les
particules élémentaires qui ne soucient guere du passage des années, toute entité subit

d'une facon ou d'une autre I'épreuve de temps.

Que le systeme soit biologique ou technologique, la prolongation et la maitrise de la
durée de vie ont des retombés importants sur la qualit€ de vie des uns et diverses
considérations économiques pour les autres. L'amélioration du capital durée de vie
productive de 1'équipement, la réduction du nombre d'arréts critiques des appareils, une
meilleure planification des opérations de maintenance nécessaires, la réduction des
pertes de production dues aux arréts des machines et la promotion de la santé et sécurité

au travail, en sont quelques unes.

La réalisation de ces objectifs pour les individus, passe par la visite réguliere chez le
médecin, la prise de médicaments et malheureusement, quelques séjours a I'hdpital de
temps a autre. Pour les systémes techniques, cela se traduit par un ensemble d'actions

parmi lesquelles on peut citer I'inspection, I'entretien et la rénovation.

Mais malgré tout, la défaillance survient pour tous les systemes. Et sa particularité est
son caracteére aléatoire dans la majorité des situations. C'est le résultat d'interactions
complexes entre les caractéristiques physico-chimique de la matiere et les contraintes
extérieures qui sont supportées. Le processus par lequel elles interagissent est tout aussi

complexe et la variété des systeémes induit une variété de processus aussi différents les



uns des autres. L'un de ces processus est la dégradation qui est un phénomene par lequel
les effets des dommages s'accumulent avec le temps et finalement conduisent a la
défaillance. Les exemples typiques sont la propagation de fissures sur des composants
mécaniques ou de déchirures sur les courroies des convoyeurs ainsi que l'usure des
roulements. Il serait utile d'observer en continu cette dégradation pour pouvoir
déclencher l'opération de maintenance appropriée, telle que la réparation ou le
remplacement. Cette observation en continu permettra sans doute d'éviter un arrét brutal
de I'équipement. La tragédie de la navette spatiale Columbia en 2003 est un cas typique
ou la surveillance en continue du bouclier thermique aurait pu éviter la catastrophe.
Malheureusement, il n'est pas toujours possible, d'observer en continu I'état physique
d'un équipement. Par contre, il est concevable de réaliser des inspections et de
déterminer son état réel avant d'entreprendre les actions appropriées. Pour un
équipement sujet a des défaillances aléatoires, les pertes dues aux temps d'arréts peuvent
étre diminuées en faisant des inspections ou des contrbles fréquents. Par contre, il y a
une pression pour réduire le nombre d'inspections parce que leurs cofits sont aussi
rajoutés aux cofits d'exploitation de 1'équipement. D'habitude, les modeles d'inspection
supposent que 1'état du systeme est complétement inconnu jusqu'a ce qu'une inspection

soit réalisée (Valdez-flores et Feldman, 1989).

D'autres contraintes peuvent motiver l'optimisation d'une stratégie d'inspection. Un
critere de disponibilité d'un outil de production peut étre privilégi€ dans une usine ou
des questions de sécurité ou de respect de normes environnementales dans une centrale

nucléaire par exemple.



Cette recherche se consacre a l'optimisation de stratégies de maintenances basées sur
l'inspection d'un équipement sujet a une dégradation continue résultant de son utilisation
normale et d'une accumulation de dégradation supplémentaire issue de son
environnement. Le but est de dériver des stratégies d'inspection qui permettront de

minimiser les cofits de maintenance ou de maximiser la disponibilité.

Dans un premier temps, c'est la dégradation de I'équipement qui est représentée par un
concept mathématique. Celle ci est considérée comme la résultante de deux modes de
dégradations: le premier mode est le mode continu, inhérent a la matiere et a l'usure
normale et le second est issu de l'environnement. Considérés séparément, les deux
modes de dégradation sont représentés chacun par un processus stochastique continu. Ce
qui est recherché, c'est l'effet combiné des deux modes. Cela permet d'approcher la
réalité et de dériver une distribution de l'instant de la premiere défaillance de
I'équipement qui modé€lise de la facon la plus fidele possible la dégradation. Cette
distribution est finalement utilisée pour formuler un modele de coft et de disponibilité
de 1'équipement. Cette formulation tient compte des actions de maintenances que sont
les inspections, les remplacements ainsi que les pertes encourus lors de défaillances non
détectées. C'est ensuite la recherche de séquences d'inspections particuliéres qui est d'un
grand intérét. Elles doivent permetire l'atteinte d'un objectif d'économie ou de
rendement. La situation est considérée de ce fait comme un probléme d'optimisation et la
résolution du modele a pour but de trouver la séquence d'inspection optimale 2 méme de

garantir des dépenses minimales ou bien une utilisation maximale des ressources.



Ce mémoire comprend quatre chapitres. Dans le premier chapitre, aprés un bref rappel
des notions préliminaires de fiabilité, la problématique est exposé. Suit alors une revue
de littérature détaillée des travaux accomplis concernant la modélisation des processus
de dégradation ainsi que les modeles d'inspection. La contribution de ce mémoire a
I'élargissement des modeles existants est présentée au second chapitre. 1l est consacré a
la formulation du modele mathématique du processus de dégradation, la présentation de
la stratégie d'inspection et les modeles de cofts et de disponibilité. Le troisieme chapitre
est consacré au probléme d'optimisation, a I'explication des méthodes de résolution et a
la présentation et l'analyse des résultats obtenus. Finalement, une application a un
probléme de la littérature est réalisée au quatrieme chapitre et les résultats sont exposés

et commentés.



CHAPITRE 1

PROBLEMATIQUE ET REVUE DE LITTERATURE

1.1 Notions préliminaires

La théorie de la fiabilité traite de la détermination de la probabilité qu'un systeme,
possiblement constitué de plusieurs composants, va fonctionner. Les paragraphes

suivants, esquissent un bref rappel des notions mathématiques fondamentales.
1.1.1 Variables aléatoires

En menant des expériences ou des essais de laboratoire, dont les résultats sont aléatoires,
il est souvent intéressant d'obtenir certaines fonctions des résultats des essais par
opposition aux résultats des essais eux mémes. Par exemple, en jetant deux des, on
s'intéresse a la somme des des et non pas au résultat courant du jet. Ces fonctions a

valeurs réelles définies sur l'espace échantillon sont appelées variables aléatoires.

Puisque la valeur d'une variable aléatoire est le résultat d'une expérience, il est alors
naturel d'assigner des probabilit€s aux valeurs possibles de cette variable. Dans le cas ou

les valeurs possibles ne sont pas dénombrables, une variable aléatoire 7 est dite

continue quand il existe une fonction f(¢)} non négative, définie pour tout réel ¢, ayant



la propriété de donner la probabilité d'appartenance de la variable aléatoire a un segment

[tl,tz] de la fagon suivante :

Pl € [r,1,]} = tjf(t)dt (1.1)

1

La fonction f (¢) est appelée fonction densité de probabilités de la variable aléatoire T .

1.1.2 Temps de la premiere défaillance

L'instant de la premiere défaillance d'un composant est décrit par une variable aléatoire
positive T et pour les cas qui nous intéressent, cette variable est continue et est décrite

par sa fonction de répartition F(¢) ou sa fonction de densité de probabilité f(r) qui

satisfait les relations suivantes:
F(t)=PT <t),te R (1.2)
d
f®)=—F@) (1.3)
dt

Pour des situations particuliéres, il est utile de travailler avec la fonction de fiabilité R(r)
qui est une fonction complémentaire de F(f), (notée aussi pour cela F(t)) et définie

par:

RO)=F@®)=P(T>1)=1-F(1) (1.4)



Le taux de défaillance ¢ (r) est une autre fonction utile. Elle est définie par (voir par

exemple (Aven et Jensen, 1999; Cox ,1962):

o 1=19 (15)
R()

Le taux de défaillance donne la probabilité conditionnelle de panne immédiate a I'instant

t. La fonction taux cumulatif de défaillance A(t) est définie par :

t
A) = j ¢ (u)du (1.6)
0

Par ailleurs, une relation bien utile qui relie le taux de défaillance a la fiabilité est donnée

par: (Cox ,1962):

F () = exp{- A®)} (1.7)

Il en résulte que, ¢ (¢) détermine de fagon unique la fonction de densité de probabilité

f (@) par:

!
fo=9¢ (r)exp{— fo (u)du} (1.8)
0



1.1.3 Convolution

Si deux variables aléatoires X et Y ont respectivement les distributions F, et F, , alors
la distribution de X +Y , notée F, * F), est la convolution de F, etde F, et elle est

donnée par (Ross, 1970):

too f—y

(Fy * Fy Jt) = ”dFX(x)dFy()’)= J Ide(x)dFy(Y)

X+Y<t —o0 —oo

+ o0 +oo0
= [Fy( - y)dFy(y) = [Fy(t - 0)dFy (x)
En particulier, la distribution de X + X , est donnée par:

Fy" = Fy #Fy

De méme la distribution de la somme d'ordre k& de la méme variable aléatoire est notée:

FY = F, *F % *F (1.9)

k fois

Deplus,si X >0, Y>0et X +Y <t alors:

11
(Fy * Fy Xt)= [Fx (= y)dFy (»)
0 (1.10)

:jﬂa—mﬂyu)
0



1.1.4 Transformée de Laplace

Pour une fonction F(r) définie pour ¢ > 0, la transformée de Laplace F (s) est définie

au moyen de la fonction suivante:

F(s)= [e " F(t)ar (1.11)

La transformée de Laplace d'une fonction est usuellement notée L, (F (t)) De plus, la

propriété d'un intérét particulier de la transformée est celle concernant le produit de

convolution de deux fonctions. En effet, en notant que:

(=] [

[e " Fe-1)dt = [e™*“*VF(u)du
1 0

oo

= e e F(u)du (1.12)

0
= e 'L (F (1))
Alors, la transformée du produit F, * F, s'écrit en utilisant (1.10):

t

L (F, * F, (1)) =°]' "[J'sz— y)F, (y) |dt

:i‘ \f|:]‘FX fy )’)dy dt

0

(1.13)

D'aprés la figure 1.1, le domaine d'intégration D est limité par la droite y =0 et la
droite ¢t = y. En considérant (1.13) comme une intégrale double sur ce domaine, et en

intervertissant 'ordre d'intégration, on obtient (Bellman et al.,1966):



Figure 1.1: Domaine d'intégration

* F, (1)) = jL e F L (y)dt dy

= D]fy (Y)|:].e_l‘lrFx (t - .V)dtde

0 ¥

Alors, en utilisant 1'équation (1.12), il ressort que:

wfe--"'FX (r=y)dr = e L (Fy (1)

De (1.14) et (1.15):

)= TAORL (5 0

= L(F, () I e fy (y)dy

0

L.(F, * F, ()

Finalement:

L, (Fx * Fy ()= L, (Fx 0)L,(fy @)

(1.14)

(1.15)

(1.16)

(1.17)

10
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1.1.5 Inversion de la transformée de Laplace

Sous certaine condition (Cox ,1962), l'inversion de la transformée de Laplace existe et
est définie par:
Y+ joe

F( =L, (F(s) = —— [ Fs)ds (1.18)
Ty joo

Ou la variable d'intégration est s = ¥+ jw . L'usage direct de (1.18) est bien difficile.

Par contre, des algorithmes de calcul numérique de la fonction inverse existent et

peuvent donner des approximations avec les précisions désirées.

1.2 Dégradation et processus aléatoire

Les données de dégradation des équipements sont trés utiles dans les phases de design et
de développement de systeémes desquels on exige une fiabilité rigoureuse. Dans les tests
de fiabilité, on mesure la dégradation physique en fonction du temps d'un échantillon de
composants comme dans l'exemple de la propagation d'une fissure dans une picce en
alliage (figure 1.2), chaque courbe représentant la dégradation d'une piece de

I'échantillon.
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Taille de la fissure par fatigue sur Alliage-A

0.90

Taille de la fissure (pouces)

0.70 ¥

0.50

0.00 0.01 002 003 0.04 005 006 007 0.08 009 010 011 0.12

Millions de cycles

Figure 1.2: Données de dégradation physique par fissuration de l'alliage-A (Meeker et
Escobar, 1998)
I1 y a des situations par contre ou la dégradation physique ne peut pas €tre observable et
des mesures secondaires, comme la puissance en sortie d'un générateur, renseignent
alors sur I'état de dégradation de 1'équipement. Mais cela reste limité car ces mesures ne

renseignent pas sur les processus physiques de dégradations sous-jacents.

En considérant la figure 1.2, la dégradation en un instant donné semble aléatoire. Ainsi,
pour donner forme a ce caractere, une loi de probabilité serait utile pour faire différentes
prévisions dans l'utilisation de 1'équipement. Dans cette optique et afin de caractériser
certains processus de dégradation qui concourent a la dégradation totale, les processus
stochastiques sont un outil privilégié de modélisation. En effet, I'état de I'équipement a
un instant donné étant aléatoire, il est représenté par une variable aléatoire. En plus cette

variable va dépendre du temps et c'est ainsi qu'on va disposer d'une collection de
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variables aléatoires dont des réalisations particulieres vont décrire I'état de dégradation

de notre équipement a chaque instant de l'intervalle de temps considéré.

En termes plus formels, soit alors un processus stochastique {X 12 0} représentant une
collection de variables aléatoires. Pour chaque 7 2 0, X, décrit I'évolution de 1'état du

processus a cet instant (Ross, 2003). Si cet état peut €tre observé, alors le temps de la

premiére défaillance du systeme est défini par:

T=inf{te R, X, 2¢& } (1.19)

ol X, est la réalisation du processus de dégradation a l'instant ¢ et £ est une valeur

fixée de la dégradation. L'équation (1.19) exprime le fait que le processus stochastique
frappe pour la premiere fois une barriere £ considérée comme la durée de vie nominale
du composant (Aven et Jensen, 1999). Une interprétation physique de cette barriere est
la suivante: c'est une valeur moyenne de la dégradation au dela de laquelle I'équipement
est réputé ne plus remplir sa fonction et est donc défaillant. Cette barriere peut étre
considérée elle méme comme une variable aléatoire mais cela complique davantage le
probleéme. Dans ce qui suit, la valeur de & est considérée comme constante et

préalablement connue. La figure 1.3 montre une réalisation du processus de dégradation

considéré.
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Xt dn

Figure 1.3: Dégradation et instant de défaillance

La description du phénomene de dégradation nécessite dans plusieurs cas, la
combinaison de plusieurs processus. Le processus résultant est généralement la

superposition des processus élémentaires.
1.3 Processus cumulatifs

Ce sont des processus qui décrivent le fait que la dégradation a un instant donné est la
somme de dégradations successives survenues depuis la mise en fonctionnement. La

dégradation augmente dans ce cas par bonds d'amplitudes aléatoires.

Soit N, le nombre aléatoire de bonds survenus jusqu'a linstant f. Le processus

décrivant les instants d'arrivées de ces événements est noté {N,,t 2 O}. A l'instant du n*

événement, le phénomene physique subit une variation aléatoire décrite par une variable
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0,. Dans le cas de variations positives, s'accumulant avec le temps, a un instant

quelconque ¢, la variation totale sera alors:

Nf
7 = > 6, pour N, 21 (1.20)
! n=1
0 sinon

Par exemple, si la variation &, est toujours d'une unité alors la variation totale sera égale

aNn,.

1.4 Problématique

La défaillance dans les systemes issus de l'ingénierie apparait a la suite de causes
spécifiques, qu'elles soient prévisibles ou pas. C'est un concept complexe dont une
représentation est le concept de dégradation-résistance (damage-endurance). Avec I'age,
un systéme perd de ses performances et devient défaillant sous l'effet combiné de l'usure
graduelle et de l'influence de l'environnement (surcharges). Si la dégradation ne peut pas
étre mesurée, la modélisation est le seul outil de prévention des défaillances. On
considére un composant qui devient défaillant quand sa dégradation atteint un seuil
prédéterminé. La dégradation s'accumule de fagon graduelle et sous l'effet de surcharges
dans le temps. L'état de défaillance n'est relevé que par les inspections. A l'inspection, il
est remplacé de facon préventive si la dégradation mesurée excede le seuil limite. Sinon,

il continue a étre utilisé sans perturbation. Les inspections et les remplacements sont
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instantanés. A la défaillance le composant est remplacé immédiatement et un nouveau

cycle d'inspections recommence.

Le probleme traité dans ce mémoire est de trouver, en considérant la situation décrite
plus haut, comment planifier ces inspections pour retirer le meilleur avantage des

équipements mis en exploitation.

Pour ce faire, des éléments de la théorie sur les processus stochastiques seront mis a
contribution pour la caractérisation des dégradations aléatoires. La dégradation continue
est représentée par un processus de diffusion avec une dérive (drift) positive, connu
aussi sous le nom de processus de Wiener et l'influence de l'environnement par un
processus de Poisson composé. Une formulation mathématique d'un modele de cofit de
maintenance et de la disponibilit€ du systeme sera proposée. Vu la complexité des
équations obtenues, 1'optimisation du probléme sera réalis€e numériquement. L'analyse
de certains paramétres du modele telle que la variation dans l'environnement
d'utilisation sera étudiée. Finalement, c'est a travers la réalisation d'un programme
informatique, faisant appel aux résultats théoriques obtenus, qu'un probléme pratique

inspiré de la littérature sera utilisé pour mettre en relief I'application du mode¢le.
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1.5 Revue de littérature

Dans cette section, les travaux antérieurs les plus significatifs et faisant explicitement
référence a la dégradation et a l'inspection seront passés en revue et les particularités des

modeles brievement exposées.
1.5.1 Les modeles de dégradation

Ces modeles sont étudiés généralement en probabilités appliqués. Dans les publications
présentant un intérét pour l'ingénierie, il est surtout question de ressortir une
représentation pratique de la dégradation et négliger les aspects purement
mathématiques: existence, continuité, comportement asymptotique et propriétés

détaillées des distributions.

Dans (Esary et al., 1973), les auteurs étudient en détails I'analogie entre modele de
chocs et processus de dégradation. Ils s'intéressent aux processus de chocs Poissonien et
étudient la distribution du temps de premiere défaillance ainsi que les caractéristiques du
taux de défaillance sur les modeles de dégradation avec un seuil fixe et aléatoire. En
particulier, pour le cas de la dégradation cumulative, le modele s'écrit en fonction de la

fiabilité comme suit:

k

! (1.21)

R()= Y Bt W)
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avec P_ la probabilité que le systtme survive aux k premiers chocs. Dans le cas des

chocs indépendants avec la méme distribution G , ils relévent la relation intéressante:

e (1.22)
ott G est le produit de convolution d'ordre k de G avec elle méme.

Ils démontrent aussi que l'indépendance des chocs avec une méme distribution est une
simplification du cas général. Ils avancent que l'accumulation de dégradation se
manifeste généralement dans une perte de capacité du systeme a résister a des chocs
supplémentaires. Les caractéristiques de la nouvelle distribution sont aussi mises en

évidence.

Nakagawa et Osaki, dans (Nakagawa et Osaki, 1974), proposent un modele de
dégradation bimodal. La défaillance aléatoire est introduite dans ce cas par le fait que le
systéme peut tomber en panne a la suite d'une dégradation linéaire ou bien d'une fagon
catastrophique. Il y a composition de deux modes de défaillance: le mode 1 est une
dégradation continue et linéaire qui amene la panne quand le processus touche un seuil
prédéterminé et le mode 2 I'améne instantanément a la défaillance. Les probabilités de

défaillance selon les deux modes sont brievement exposées.

D'autres processus plus généraux ont €t€ utilis€s pour représenter les modeles de
dégradation avec seuil notamment dans (Zuckerman, 1977; Zuckerman, 1978; Abdel-

Hameed, 1984) qui étudient la dégradation avec un processus de Lévy tronqué d'un coté
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(one sided Lévy process). C'est un processus qui est caractérisé par la mesure de Lévy v
et le processus de Poisson composé ainsi que le processus gamma en sont des cas
particuliers. Un seuil aléatoire avec une distribution connue est utilis€ pour étudier un
cas de remplacement optimal de composants. Une application du processus gamma pour
modéliser la dégradation est fait dans (Abdel-Hameed, 1975) ol des caractéristiques

utiles du processus sont soulignées.

Giglmayr, dans (Giglmayr, 1982) et (Giglmayr, 1987), considére un modele intégrant
I'age du composant aussi bien que la dégradation pour établir une dépendance
fonctionnelle avec la probabilité de panne. 11 utilise un processus de Poisson seuil-limite
(Cut-off Poisson process). Il le décrit par un taux de défaillance particulier qui integre
lI'influence de l'age et de l'usure. Son souci était de proposer un modele pour les
problemes de fiabilité en génie électrique notamment dans les systemes électroniques. Il

écrit le taux de défaillance sous la forme:

G(,y) =0, )+, +05y*, k=12 (1.23)

ou y décrit la dégradation. Le taux est décomposé de fagon a obtenir un diagramme en

"baignoire” (figure 1.4). En particulier, pendant un intervalle de temps At, la probabilité
qu'une défaillance précoce apparaisse (zone I de la figure 1.4) est considérée comme

étant approximativement égale 4 @, (t)At +o(At), les défaillances aléatoires (zone II)

apparaissent avec une probabilité ¢2At+0(At) et les deux sont indépendantes de
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l'usure. Finalement les défaillances dues principalement a l'usure peuvent apparaitre

avec une probabilité approximative égale a ykAt +o(At).

A o0y
2

/

AN
N

tempa

1 ' il m

-w

Figure 1.4: Taux de défaillance ¢ (¢, y) (tirée de (Giglmayr, 1982))

Dans la figure 1.4, les section 1 et 2 du graphe montrent le taux de défaillance pour un

processus de diffusion pour k = 1,2 et la section 3, représente le taux de défaillance pour

un processus de diffusion limite.

Des modeles de dégradation linéaires sont énumérés dans (Park, 1988; Xue et Yang,
1997). 1ls modélisent la dégradation de la résistance dans les matériaux. La dégradation
est formulée en fonction de deux coefficients aléatoires A et B. La dégradation a un

instant t est donnée par:

X(t)=A-Bt (1.24)

La moyenne et la variance associ€es au modele de dégradation sont de la forme:
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U =y, -PBtretc’t)=0,+0,t (1.25)

Dans le cas ot A et B sont normalement distribués alors X (¢) est normalement distribué

selon la loi N(ﬂo - pto;+0; tz).

Les chaines de Markov a temps continu sont utilisées dans (Lam et Yeh, 1994). En plus,
ils considerent que plus la détérioration augmente plus les cofits de maintenance

encourus augmentent. Le systéme est décrit par des états successifs 0,,...,n,n+1 a

dégradations croissantes. Un état donné est caractérisé par sa dégradation et des colits de
maintenance relatifs a cet état. Les transitions entre les états sont représentées par un
processus Markovien a temps continu. Des algorithmes explicites sont dérivés pour
l'optimisation de diverses stratégies de maintenance. Un modéle plus simple a deux

phases seulement de dégradation est traité dans (Coolen et Dekker, 1995).

La connaissance de I'évolution de la dégradation cumulée est plus significative pour la
stratégie de maintenance que la connaissance de 1'dge de 1'équipement pour faire un
remplacement par exemple. Dans la stratégie de remplacement selon I'dge la dégradation
cumulée peut étre plus faible que la dégradation limite. L'équipement garde toujours un
potentiel de fonctionnement pour une durée plus longue. (Kong et Park, 1997)
généralise le modeéle de (Park, 1988) en utilisant un processus stationnaire et a incrément

indépendants pour représenter la dégradation.
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1.5.2 Les modeles d'inspection

Le modele d'inspection qui a servi de base a divers autres modeles est sans doute celui
présenté dans (Barlow et al., 1996). C'est un modele ou seule l'inspection permet de
déterminer si une unité est défaillante ou non. L'instant de découverte de la défaillance
est souvent postérieur a l'instant exact ou l'unit€é tombe effectivement en panne.
L'objectif du modele proposé est de trouver une stratégie d'inspection afin de minimiser
les cofits résultants des actions d'inspections elles mémes ainsi que les pertes engendrées
entre le moment de défaillance et l'instant ou la panne est découverte. Le modele
considere que la loi de défaillance est connue. Il est notamment montré qu'une procédure
d'inspection aléatoire 7; < 7, < ... peut toujours étre améliorée en choisissant une
séquence d'inspection déterministe. L'attention est alors portée sur les solutions ou la

suite {z’n} est constante. Des séquences optimales sont discutées pour des lois usuelles et

en particulier pour une densité de défaillance PF, (Pdlya frequency). La séquence

d'inspection qui minimise le modele de coft est donnée par:

F(z,)- F
-1, =t F@) _a (1.26)

f(Tn) C2

Clest une séquence itérative obtenue en faisant un choix sur la premiere inspection 7, et

le reste de la séquence est obtenu par itérations successives.

(Munford et Shahani, 1972a; Munford et Shahani, 1972b) proposent de simplifier le

calcul de la séquence d'inspection en la rendant dépendante d'une seule variable p. Ils
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lient en plus, la longueur des intervalles entre les inspections a la fonction taux de

défaillance. Ces intervalles diminuent (respectivement augmentent), quand le taux de
défaillance augmente (respectivement diminue). Il est montré que la séquence 7! est

presque optimale, pour un choix judicieux de p. Une comparaison est effectuée avec le
modele précédent et le calcul est réalisé dans (Munford et Shahani, 1972a) pour la loi de
Weibull avec un paramétre de forme £ =1, c'est-a-dire dans le cas général de taux de

défaillance non décroissant.

Le probleme d'optimisation des colits a été étudi€ aussi avec l'approche de (Keller,
1974). Cette approche suppose que les inspections sont si fréquentes qu'elles peuvent
étre représentées par une densité continue n(t) d'inspections par unit€é de temps. La

densité optimum est alors trouvée en utilisant des calculs de variations. L'espacement
entre les contrdles est alors €gal a la fonction inverse de n(t) notée n(t)™ . En faisant la
premiére inspection a 7, = n(0)™', la seconde se fera & 7, =7, +n(z,)”" et ainsi de
suite. Cette approche est intéressante quand le colt d'une inspection est relativement bas

comparé aux autres coits encourus. L'idée utile a retenir est la transformation d'un

probleme discret en un probléme continu.

Les inspections prennent toujours du temps avant d'étre complétées et nécessitent dans
certains cas l'arrét du systéme en question et des fois pour une longue période entrainant
des cofits d'arrét important. (Luss, 1977) étudie ce cas et dérive un modele de colt. La

séquence d'inspection est déterminée par deux résolutions différentes: a partir d'une
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approche similaire que celle dans (Barlow et al., 1996) et par programmation
dynamique. Une extension est aussi proposée par (Wattanapanom et Shaw, 1979) ou est
considéré l'effet des inspections sur le systémes. Celles-ci dégradent le syst¢éme a chaque
fois. Cet effet est modélisé par une accélération du temps a l'inspection k par un facteur

6, . Pour une séquence {ﬁk }, le systéme, qui est encore en fonctionnement a l'instant ¢, ,
a consommé un temps 7, de son potentiel durée de vie sur I'échelle de temps initiale. A

l'instant 7, , c'est comme si le temps écoul€ était:

L=t +6(t,—t)+..+60,_(t —t._) (1.27)

La densité conditionnelle, prenant en compte l'historique des inspections, est utilisée
dans le cas exponentiel et un modele de coflits est propos€. Le probléme est résolu par

programmation dynamique pour dériver un plan d'inspection optimal.

En 1989, une revue de 1'état de l'art comprenant des modeles d'inspections est publiée
dans (Valdez-flores et Feldman, 1989). Et a partir 1989, des travaux prennent en compte
les variations des cofits de remplacement relativement au seuil de dégradation.
(Nakagawa et Yasui, 1991) étudient un probleme de remplacement périodique, utilisant
l'inspection, en considérant que les cofts sont plus importants selon que le nombre de
défaillances survenues, ou la dégradation accumulée, dans la période considérée dépasse
ou non un seuil K. Sous certaines hypotheéses, un modele de cofit est dérivé et une

période optimale d'inspection/remplacement est déterminée.
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La disponibilité des équipements est 1'autre critere majeur de 1'optimisation des stratégies
d'inspection. Dans (Wortman et al., 1994), les inspections sont des événements qui
suivent un processus de renouvellement. Il est notamment démontré que quel que soit le
taux moyen d'inspection, la disponibilit€ du systtme est maximale en choisissant des

intervalles déterministes entre les inspections.

L'inspection périodique est un cas particulier de la séquence d'inspections {Tn} et cela
quand 7, =n7 avec 7 constant. Cela facilite les calculs dans de nombreuses

formulations mais cette méthode ne prend pas en compte l'information disponible depuis
la derniere opération d'inspection effectuée. En plus, on peut faire autant d'inspection
dans des périodes de faibles probabilités de défaillances ou dans d'autres de plus grande
probabilité de pannes. Quand la fonction de répartition est strictement croissante (Yang
et Klutke, 2000a; Yang et Klutke, 2000b; Yang et Klutke, 2001) proposent la séquence

d'inspection suivante:
Choisir 0 < & < 1 et poser:

7, =supf{t > 0: P{T >t} > a}, (1.28)
et:
t,=suwpft>7,_ :PT>t|T>7_}2a}n>2 (1.29)

Alors la séquence d'inspection prend la forme:
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7. =F @™, n=0],. (1.30)

Cette stratégie d'inspection, appelée stratégie OBI(«) (Quantile-Based Inspection),

garantie une disponibilité d'au moins & en tous temps. En utilisant la disponibilité
moyenne limite et le taux d'inspection sur un horizon infini comme mesure de

performance, la stratégie est bien meilleure que dans le cas périodique.

Dans le chapitre suivant, les caractéristiques du temps de premicre défaillance d'un
équipement subissant une dégradation composée est construit sur la base de deux
processus de dégradations déja utilisés dans la littérature. C'est I'effet combiné de la
dégradation continue et I'effet de I'environnement qui sont recherchés. La formulation
mathématique rigoureuse du modele ne fait pas partie des objectifs de ce mémoire. Par
contre, la résolution numérique est favorisée pour permettre une approximation

suffisante pour des applications pratiques.
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CHAPITRE 2

MODELISATION DE LA DEGRADATION

2.1 Introduction

Les distributions des temps de la premiere défaillance, utilisées dans les études de
fiabilit¢ en ingénierie, proviennent des données recueillies durant l'utilisation des
équipements ou bien elles le sont a partir de tests de durée de vie réalisées en laboratoire.
Ces données permettent, généralement d'obtenir un modele empirique de dégradation en
fonction de conditions spécifiques d'utilisation. Cependant, dans plusieurs cas, il est
difficile de collecter assez d'informations pour obtenir une approximation valide de cette
durée. De plus, il y a des situations ou ces tests ne sont pas appropriés car les tests de
laboratoires ne peuvent pas reproduire exactement un environnement aléatoire
d'utilisation, ou bien parce que le cofit de réalisation est prohibitif. Pour éviter ces
difficultés, les efforts sont portés sur la modélisation du processus de dégradation pour
décrire les effets d'un environnement aléatoire sur le mécanisme de défaillance, et de la

sur la durée de vie.

Dans ce qui suit, la premiere partie est consacrée a la description des outils de
modélisation de la dégradation, en décrivant les caractéristiques des processus utilis€s.

Dans la seconde partie, c'est la formulation du modele de dégradation stochastique
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composée, sous les conditions décrites dans les objectifs de ce mémoire, qui est réalisée
et ceci en faisant ressortir les caractéristiques principales du temps de la premiére
défaillance d'un systeme soumis a ces conditions, ainsi que l'analyse de sensibilité du

modele.
2.2 Modeles de dégradation

Dans cette section, les processus stochastiques appropri€s, pouvant servir a la
modélisation de la dégradation sont présentés. Le processus de dégradation cumulatif
noté {X . O} décrit la dégradation totale subie par un équipement jusqu'a l'instant ¢.
L'équipement (ou le systtme) a un seuil de dégradation fixe &, au dela duquel il est

déclaré défaillant. Cet instant de défaillance est appelé temps de premier passage du
processus (First passage time). Ainsi le temps de la premiere défaillance T du systeme

est donné par:

T =inf{re R, .X, =&} 2.1)

et sa distribution ou fonction de répartition F(¢) par (voir §1.4):

PIT >t]=1-F@) = P[X, < &] (2.2)

Si la dégradation de I'équipement €volue de facon continue dans le temps, comme dans
le cas de l'usure par fatigue par exemple, le processus {X - O} qui décrit cette

dégradation, est un processus continu. Les processus dit de Wiener, discutés dans la

section suivante, sont utiles pour représenter ce genre d'évolutions. Par contre, quand la
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dégradation survient par bonds discontinus dans le temps, les processus dit de chocs
(Marked Point Processes), sont utilisés pour décrire cette évolution discréte de la

dégradation dans le temps.

2.2.1 Processus de Wiener

Le processus {X I O} est un processus de Wiener avec un drift v et une variance ¢°

s'il satisfait les propriétés suivantes (Chhikara et Folks, 1989):

e {X,,r >0} ades incréments indépendants et stationnaires;
e X, —X, suit la loi normale avec une moyenne V (f,—t) et une variance

oi(t, —t) avec t, <t,.

Les incréments indépendants expriment le fait que X, - X, . X, - X, ... X, - X

> I n -y
sont indépendants. Ils sont en plus stationnaires s'il satisfont le fait que X,,, — X, ont la
méme distribution quel que soit 7. Cela étant, X,, — X, ne dépend que de s (Ross,

1996).

La fonction de densité de probabilité w,(x) de X, s'écrit alors:

1 (x=vi)’
- = 7 2.3
Wi oN2rt exp{ 20°t } -
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Usuellement, le processus de Wiener s'écrit aussi:

X, =0 B, +vt (2.4)

Avec {B,,t >0} un mouvement Brownien standard (Ross, 2003). La figure 2.1 ci

dessous décrit des réalisations typiques d'un processus de Wiener.

+ (0.01,001)
= (0.05 ,0.05)
+ (0.09 ,0.09)

n
: » .
g e e ol o g o o]
. 0= .
=
n

(RO U P U S SN

)
: ‘ ;
e gereeens asss!
; ; : ;
. : . |t

L A s »

Figure 2.1: Trajectoires d'un processus de Wiener avec différentes valeurs de (o;v ).

Quand le seuil & est constant, le temps de premiére défaillance T du systéme est
reconnu pour avoir une distribution gaussienne inverse (en notation abrégée
T ~ IGAU(%, B )). Cette distribution a été étudiée par Schrodinger pour la premiére

fois en 1915 (Chhikara et Folks, 1989). La fonction densité de probabilité est donnée

par:

(B -3 B@-0)°
-39, — 2 - 0 2.5
f(:3,B) ot T2 exp a2, t > (2.5)

et la fonction de répartition par:
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F)=PT <18, 8] = q>n0,[\/§(§ - 1}} n exp[%}bnm[— —?(1 4 éﬂ’t >0

(2.6)
avec @, , la loi normale centrée réduite et ¥ > 0, f# > 0 des parametres ayant les

mémes unités que 1. Dans le cas du processus de Wiener avec un drift positif

c

X (t) =0 B(t)+Vv t les parametres U et B prennent valeurs é et —.
v ©

La figure 2.2 donne les allures des fonctions caractérisant le temps de premiére

défaillance d'un systeme soumis a une dégradation selon un processus de Wiener.

o - "

o | | ro |

Figure 2.2: Courbes F(t), f(r), #(t) et R(t) d'un syst®me se dégradant selon le
Processus de Wiener pour 9 =1,2,3; 8 =1.



32

2.2.2 Processus de chocs (Compound point process)

Les processus ponctuels composés décrivent les processus appelés processus de chocs
qui sont utilisés pour représenter la dégradation que subit un équipement sujet a des
chocs qui apparaissent de fagon discontinue et qui ajoutent a chaque fois une quantité

supplémentaire de dégradation. Les instants successifs d'apparition des chocs @, sont
donnés par une séquence croissante 0 < @, < w, < ... de variables al€atoires. A chaque
fois, le point @, est associé & une marque aléatoire &, a valeur réelle qui décrit la
dégradation additionnelle causée par le n° choc. L'exemple le plus simple est le
processus de Poisson composé dans lequel le processus d'arrivée des chocs est un
processus de Poisson {N,,t >0} de taux A et la valeur des dégradations o, sont des
variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d) avec une
distribution G(x) avec un taux p dans le cas exponentiel. Le temps de premicre
défaillance T du systéme est l'instant ol la dégradation accumulée atteint le seuil £. Le

processus modélise l'occurrence des chocs dans le temps et la marque associée
caractérise l'amplitude de la dégradation. La figure 2.3 présente des réalisations du

processus pour différentes valeurs des parametres (4, p).
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Figure 2.3: Trajectoires d'un processus de chocs Poissonien (4, p)

Soit N, le nombre de chocs recus dans [0, 7). La dégradation totale Z, est donnée par:

Z,=>9 2.7)

Si le processus de Poisson est de taux A, alors la fonction de répartition H,(z) de la
variable aléatoire Z,, somme de variables aléatoires indépendantes et identiquement

distribuées, est :

N(@) )
H()=Plz,<z]=P > 6, <z|=> Pz, <z|N@) =n]P[N@) = n]
n=1 n=0

oo n —-At
H(2) =GN0 ) = 3 60 (2.8)

n=0 n!
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ot G™ est le produit de convolution de la fonction G avec elle méme défini par (voir

section 1.1.3):
GV (x) = G(x) et,

G"Y(x) = ]G“” (x—u)g(u)du (2.9)
0

Ainsi, la distribution du temps de premier passage 7 est:

PIT >t|=1-F@t) =Pz, <E]=H,()

Ce qui donne:

oo n_-At
Fiy=1- 36" A e (2.10)

n=0 n!

Si I'amplitude des chocs est aussi distribuée selon une loi exponentielle de parametre p,

le produit de convolution G n'est autre qu'une loi Gamma de paramétres (p,n).

Alors:
()= pf !
G =—— |u""e"du
I(n)

Puisque n est un entier et en intégrant par parties, on démontre que (Cox, 1962):

G"(¢ ) 1—'12_1—6—[)5(”5 A .11

r=0 n!



La distribution du temps de la premiere défaillance T est dans ce cas la donné par

oo n-1 _-p¢& r n ~At
Foy=1-Y1-Y % (p& ) |An'e 2.12)
n=0 r=0 r! n!

et sa densité de probabilité par:

o nlepé(pe Y YAD" e A -1
f =0 S5 (pg ) |Une” A -7)

n!

(2.13)
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La figure 2.4 donne I'allure des fonctions caractérisant le temps de premiere défaillance

d'un systeme soumis a une dégradation selon un processus de chocs.

Fi) fit)

0 Rt o]

044 -

Figure 2.4: Courbes F(t), f(z), #(z) et R(t) d'un systéme se dégradant selon le

processus de chocs pour 4 =1,23;p =2;& =4
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2.3 Modele de dégradation stochastique composé

L'objectif de cette section est de présenter le modele dégradation composé. Il combine
l'effet continu et I'effet discret des processus de dégradation. Ainsi, cela permettra de
répondre a la problématique considérée dans ce mémoire. Le mode continu est

représenté par un processus de Wiener le mode discontinu par un processus de chocs.

2.3.1 Formulation du modele

Un équipement subissant une dégradation combinant un effet continu et discontinu est

considéré:

les chocs arrivent selon un processus de Poisson {N,,f 2 0} avec un taux A;

les amplitudes des chocs &, sont des variables aléatoires indépendantes et

identiquement distribuées (i.i.d) ayant une fonction de répartition G(x);

N(1)
Z = Z o, estla somme des dégradations par chocs accumulées a l'instant #;

n=l|

{B,t >0} est un mouvement Brownien standard subissant une dérive (drift)

positive v de fagon que la dégradation a l'instant ¢ est décrite par un processus de

Wiener X, =0 B, +v t;

{)? . O} est le processus de dégradation cumulatif résultant de la composition des

deux processus;
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e Les deux processus stochastiques décrivent un seul et méme mode de dégradation

au point de vue physique (par fatigue ou par corrosion, etc.).

La dégradation totale a l'instant 7 et dans les conditions précitées s'écrit:

X =X, +Z (2.14)

ou plus explicitement:

NI
X,=0B,+) 6, +vt (2.15)

n=l

Les processus {X,,t >0} et {N,,t 20} ayant des incréments stationnaires (voir §2.2),
qu'en est-il alors du processus résultant? Pour le fait qu'il soit stationnaire, il faut que

X(t+s5)—-X(@) ne dépende que de s. En développant I'expression:

Xt+)-X@O)=XE+)+ZE+5)=X@)+Z()
=X(@+5)=X@)+Z(t+5)—Z(1)

N@+s) N
=X(t+s)-XMO+ ».6,- 2.6,
n=|

n=I

N(t+s)
=X(t+5)-X+ .6,
n=N(1)

Le processus de Wiener ayant par définition des incréments indépendants et

stationnaires, alors X (f + s) — X(¢) ne dépend que de s. Il en est visiblement de méme

N{t+s)
pour Z o

', car la dégradation supplémentaire accumulée entre le nombre N(z) et
n=N(t)
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N(t +s) ne dépends que de la durée s. Le processus résultant a donc aussi des

incréments indépendants et stationnaires.

La figure 2.5 donne un exemple de réalisation du processus composé défini ci-dessus a

partir des deux processus sous-jacents.

h
xt | < : : :

H H ¥ H H H 1

H H H b H i H

: ! : : : : . [0,V1=(n.01 ,I].[” ]

& 1 i ! , ; ; | = [Ap)=(0.1,0.1)
. 2 A -

e el EEREEEE R SRR et T

§ § ' [ t s} '= a:

| : | : bt (0.01,0.01,0.1 ,0.1)

| |

S — S S YT T LA :,

: | | Y - :
E : t » 'Y B N ¢ :

i ; ¢ A & # - ! f 1

e e I

3 H P anm [ ; H

: L ALY i : i

i i A @ t B W § i £ o’

ook g R e aaieveseveveseeesatatty

t 1 . T

: .0.0'0'0'0'00009°“"‘"'"?. ; ' It

O-MallololeBePe e 777 | , : ' =
0

Figure 2.5: Trajectoires du processus composé

2.3.2 Distribution des défaillances

Le but est d'étudier les caractéristiques de la distribution en un instant ¢ des valeurs

prises par le processus compos€ et de 1a, la dégradation totale en cet instant.

On peut écrire d'apres (2.2) et (2.14):

1-Fy=P[T >1]=PlRy<é |=Plx, +2,<£] @16
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D'apres le paragraphe 1.1.2, la fonction de répartition de X, +Z, est donnée par le
produit de convolution de la fonction de répartition W, de la variable aléatoire X, et de

la fonction de répartition H, de la variable aléatoire Z, de cette facon:

PlX,+2, <& =W, «H, (&)
De 1a, la fonction F(¢) est donnée par:
Foy=1-P[X, +2, <& |=1-W, = H, (&) (2.17)

La transformée de Laplace du produit de convolution notée L (W, * H, (x)) est:

L,(W, *H,(x) = L, (w,(0))L,(H, (x)) (2.18)

De (1.11) et (2.3), on obtient:

o 2
S(w, (0) = I “w, (x)dx = _[ me ] exp —w}dx

; ; 27t 202t
= (x—Vv t)2

I - —sxpdx

2

00 207t

= (x—=v 1) +20°tsx
_[ exp - ol; dx

09

La quantité sous I'exponentielle s'écrit:



(x-v t)2 +20%sx = x2 = 2vix + (v t)2 + 20 1sx
=x? -2 x(v — 0'2s) +(v t)2

2
x—l‘V—O'2S -—t2

2

2

2
x—tlv—o?s) + O'2t2s(2v - O'ZS)

Alors:

V- O_zs)2 +(v1)?

2 42

2
x—tV—-O‘zs 12+ 2%y 0'2s—t os”+

! (x——t(l/—o'zs))2 +a212s(2v—0'2s)
L () = 6“0 TR 207t

40

x—tly-c%s) -*v*-2v o s+0'4s2)+(vt)2

(ve)’

dx

o p{ (())}p{<z_>}d

B ts(2v - O‘zs) T (x - t( - O'Zs))2
= exp{— 5 }6[0' Tont exp{—- ool dx

On démontre que la valeur de l'intégrale vaut % De cette facon la transformée

L, (w,(x)) se réduit a:

L.(w,(x)= %exp{f ts(v - 62%)}

De la méme fagon, pour obtenir la transformée:

+oo o0 n _—At oo
Ls(Ht (X)) - J’e—sx Z{G(n) (x) (;L—t)_e___}dx = Z
0 n=0

n!

(2.19)
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Le passage de l'intégrale d'une somme a la somme des intégrales est justifié par le

théoréme de Fubini (Ash, 1972) car tous les termes sont non négatifs.

La transformée de la fonction de répartition s'écrit en fonction de la fonction densité de

probabilité a partir de la relation (Cox, 1962):

L, (g(x))

A

L,(G(x) = Ls[ | g(u)du] = (2.20)
0

La transformée du produit de convolution devient alors:

—+o0

[eG™ (xydx = L 6" w)
0
= L (s)L, (G

= (L (g0)))" " L(G())

~ (Ls (g(x)))n_] L, (g(x))
_ (L(eW))"

D'ou:

n=0 n! L n!

o % —-At —At e L "
L (11,() - Z{%— Ls(c;(x))"} e z{“ (L (s0) }

IL est intéressant de noter que:

i{(ﬂ 'Ly (s(0) } = exp{d 1 L(g(x)} 2.21)

n=0 n!
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Alors:

1
L, (H,(x)) = =exp{~ 21[1 - L, (g(0)]} (2.22)
)

En utilisant (2.19) et (2.22), on obtient successivement:

L, (W, * H, () = %exp{— ts(v REA j}%exp{— A= L(g)l}

= %exp{— ts(v - 52%) - Atl- L (g(x))]}

N

(2.23)

En notant par Ls"l I'opérateur d'inversion de la transformée de la place, on écrit :

o 1
W, +H,(x) = L, 1[.2._ exp{— ts(y - az% ) —Adfi-L, (g(x))]}J (2.24)

S

De plus, si I'amplitude des chocs est aussi distribuée selon une loi exponentielle de

parametre p alors:

L,(g(x)) = (2.25)

(s+p)

En mettant (2.25) dans (2.24) on trouve:

—f 1
W, *H,(x) = L ][Zexp{—ts(v—gz%)—/lt[l— P )H (2.26)

(s +p)

L'inversion analytique de (2.26), s'il est possible, dépasse le cadre de ce mémoire. Par

contre, l'évaluation de la transformée inverse peut étre effectuée numériquement, en
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utilisant un algorithme de calcul d'une intégrale, dite intégrale de Bromwich, sur un

domaine complexe.

En effet, en posant :

1 2 P
L(s) = 2— exp{— ts(v -0 %j -A t[] - j} (2.27)

s (s+p)
Alors:

W, * H,(x) = L, (L(s) (2.28)

Une approximation de LS_I(L(s)) est obtenue en utilisant l'algorithme décrit dans

(Valsa et Brancik, 1998). De la:

o= L2 el tend iz

(2.29)
Alors:
W, * H,(x,a) = i{l L(Ej + i (—1y {Re{L(g + jin fj} + Im{L(g T fjH}
2x |2 \x el X X X 2
(2.30)

Les valeurs a = 6 et la somme faite sur un nombre suffisant de termes donnent une trés
bonne approximation de la transformée inverse (Valsa et Brancik, 1998). Les calculs

réalisés sur les transformées usuelles donnent de trés bons résultats aussi.
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Finalement, la distribution F(¢) est alors approchée par l'expression:

F()=1-W, % H (&) = F(1.6) = 1-W, * H,(£ 6) (2.31)

La densité de probabilité f(z) par:

f(t)—aiF(t)——EW * H,(x)
t

S‘L[p{ (=) ﬂf(l-(sf,,)]}]
I Y N
; zls““ ”%)”[ (sf,,)ﬂ

=L
2 p
exp —ts(v—o' s j—ﬂ{l— ]}
{ % (s+p)
En utilisant (2.27):
=L, L 7 Ty e 233
o =1, { (s)[s[v 5 )+ { ; +p)n} (2.33)

En posant:

I(s) = L(s)( (v e 2% ) +A (1 __P j] (2.34)

(s+p)

Alors:
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) = flt,a) = %{% l(%] + gl(— 1) [Re{l[% + jn —E]} + Im{l[% + j(n— %) ?)H}

(2.35)

La figure 2.6 montre le tracé des fonctions caractéristiques du temps de premiére
défaillance de 1'équipement sujet a la dégradation composée décrite par le processus

{X,.1 = 0},

Y g
FL| 1/ it
o
/|
/o
i
\ i/
Yoo ; :
N S
Rm5unﬁ\\¢ﬂjumgm;“m so| /{
N 4
S S T
e S
== . "/ —

Figure 2.6: Courbes F(t), f(r), #(t) et R(r) d'un systeme se dégradant selon le

processus composé avec (o, v, p,A,& ) =(0.01,0.01,0.1,0.1,4 ).
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2.3.3 Influence des parametres du modele

Le but de cette section est de donner un apercu de l'importance relative de chacun des
parametres du modele de dégradation composée. L'analyse de la variance par des
méthodes statistiques classiques basées sur les plans d’expérience ne sera pas tentée sur
ce modele. La difficulté réside dans le fait que la distribution de la valeur de la
dégradation en un instant donné est issue d'une transformation assez complexe et de 13,
reconnaitre des parametres ou une combinaison de parametres qui influencent
qualitativement le comportement du modele est difficile. L'approche est alors de simuler
la dégradation numériquement, de faire varier les parametres un a la fois et fixer le reste.

L'analyse est alors faite graphiquement.

Parametre o : Ce parameétre est caractéristique du mouvement brownien. En effet, les
valeurs croissantes de o montre une plus grande variation des valeurs de dégradation en
un instant donnée par rapport a la dégradation moyenne en ce méme instant. La figure
277 montre les dégradations simulées pour diverses valeurs de o:

o ={0.01,0.1,0.25,0.5}.
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Figure 2.7: Variation du modele défini par (o,v, p, A ), selon le paramétre

o ={0.01,0.1,0.25,0.5}.

Paramétre v: Ce parameétre est la dérive du processus de dégradation continu. C'est en

quelque sorte la pente avec laquelle le processus atteint le seuil. Plus la valeur et grande

plus le seuil est atteint plus rapidement. Pour les faibles valeurs, c'est le processus de

chocs qui contribue le plus a I'atteinte du seuil de dégradation.



48

25

£
10

+ (0.01,0.1,0.1,01)

« (0.01,0.01 0.1,0.1)

+ {0.01,0.001,0.1,0.1)

0.1)

- (0.01,1,0.1

Figure 2.8: Variation du modgle défini par (o, v, p, A ), selon le paramétre

={0.01,0.1,1,0.001}.
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Paramétre A : Clest le parameétre qui caractérise la fréquence d'arrivée des chocs. Pour un

horizon d'observation donné, le plus grand est A, les moins espacées sont les arrivées

des chocs en moyenne. La figure 2.9 illustre les graphiques obtenus en faisant varier A.

Les bonds dans les graphiques sont caractéristiques des arrivées des chocs.
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Figure 2.9: Variation du modele défini par (0', v,p,A ), selon le paramétre

4 =10.1,1,10,0.001}.
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Figure 2.10: Variation du modele défini par (o,v, p, A ), selon le paramétre
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Maintenant que les caractéristiques du temps de la premiere défaillance d'un équipement
subissant une dégradation composée sont connues, dans le chapitre suivant, ces résultats
sont utilisés pour la formulation de l'algorithme qui permettra de déterminer la séquence
d'inspections non périodique T = (7,,7,,...) et la séquence périodique T = (7, 27,37,...)
permettant de minimiser le cofit total moyen par unité de temps sur un horizon infini et

les s€équences qui permettent de maximiser la disponibilité.
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CHAPITRE 3

STRATEGIES D'INSPECTION

3.1 Introduction

On considere un équipement constitué d'une seule unité. Celui ci est déclaré défaillant
lorsque sa dégradation, représentée par un processus cumulatif {)? L2 O}, atteint la
limite &. A l'inspection, il est remplacé quand la dégradation relevée dépasse le seuil

limite ou sinon, il est laissé tel quel sans perturbation. Les inspections et les
remplacements sont supposés instantanés. Quand une défaillance survient et que l'unité
est immédiatement remplacée, un nouveau cycle d'inspections recommence. Il est

intéressant de noter, qu'un modéle avec un seuil de remplacement préventif inférieur
p

a &, constitue une variante de l'approche de modélisation. En effet, il serait judicieux

dans certaines situations, de rechercher un seuil optimal de remplacement pour une
séquence d'inspection donnée, mais cette situation ne pourra pas €tre abordée dans ce

mémoire. Pour ce qui nous concerne & et & p» sont confondus.

Les réalisations typiques d'une telle situation sont représentées a la figure (3.1).
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Figure 3.1: Dégradation et inspections

Considérons un cycle de fonctionnement débutant a l'instant ou 1'équipement est activé

et se terminant au moment du remplacement et supposons que:

la défaillance n'est détectée que par l'inspection;
l'inspection est parfaite (i.e. aucune dégradation supplémentaire n'est ajoutée);

le colit d'une inspection et d'un remplacement sont respectivement ¢, et c, ;
les pertes par unité de temps encourues entre la défaillance et sa découverte est ¢, ;

les durées d'inspections et de remplacement sont considérées négligeables;
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I'équipement, aprés remplacement, est comme neuf et un nouveau cycle d'inspections

T =(7,,7,,...) recommence.

3.2 Coft total moyen par cycle

Soit M, le nombre d'inspections réalisées jusqu'a l'instant ¢ et y, la durée entre la

défaillance et l'inspection qui la met a jour (figure 3.2). En utilisant les résultats de la

théorie de renouvellement, on écrit que le coit total moyen par unit€ de temps sur un

horizon infini C, (1) est donné par le rapport du colt total moyen encouru sur un cycle

moy

C(7) divisé par la longueur moyenne U(t) de ce cycle. Alors:

_cm

= (3.1)
U(n)

Cmoy (T)

X

va.aspecti‘on o F : lnslp.ectio:n : lemps
Figure 3.2: Cycle de remplacement

En considérant que la défaillance arrive a l'instant ¢, d'apres la figure 3.2, le cofit

encouru sur un cycle est:
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cofit sur un cycle = ¢;(M, +1)+ Cpti T (3.2)

La loi de défaillance est décrite par la fonction de répartition F(t), selon le processus de

dégradation décrit au §2.3, le cofit total moyen par cycle est donné par (Barlow et al.,

1996):

C(t) = o][ci(M, 1)+, ¥, MF(D) +e, (3.3)
0

3.3 Disponibilité

La disponibilité moyenne est une mesure de performance d'un intérét particulier en

maintenance. Elle est définie dans (Ash, 1972) par:

t

[El1, Ju

Dmo_\' = lim_o———— (34)

1-300 t

avec I une variable aléatoire qui prend la valeur 1 si le systeme est en fonctionnement a
I'instant ¢ ou la valeur O sinon. De méme que pour le cofit total moyen sur un horizon
infini et en utilisant l'argument de la théorie de renouvellement, on écrit que la
disponibilit¢ moyenne est le rapport entre l'espérance du temps de la premiere

défaillance de I'équipement {/ sur la durée moyenne d'un cycle U(7):

= __'t_l_. (3.5)
U(T)

moy



56

L'espérance de la variable aléatoire T est par définition égale a:

U= E[T]= jtdF(z) (3.6)
0

3.4 Stratégie d'inspection non périodique

La stratégie d'inspection non périodique trouve son intérét en relation avec les problemes
de maintenance avec des contraintes diverses. Les contraintes de cofits sont parmi elles.
Dans (Barlow et al., 1996), la forme de la distribution du temps de la premiere

défaillance est prise en compte pour trouver les inspections qui se déroulent selon une

séquence croissante T = (7},7,,...). Dans (3.3), l'intégrale est décomposée en une

somme d'intégrales sur les intervalles successifs [Tk , TkH] séparant deux inspections.

3.4.1 Expression du cofit

Le coft total se décompose selon la séquence d'inspection comme suit:

Clt)=C(7,75...) = D, ﬂc,.(k +1)+ ¢, (Tp 4 —DMF® +e, GBI

De méme, la longueur moyenne d'un cycle par:

oo Tyyl

U =p+3 [l@. -nkFo (3.8)

k=0 7,

Finalement, le cofit total moyen sur un horizon infini est:
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z J‘[ k+] +C1)(Tk+l t)bF(t)‘FC
Coay () =2 -~ (3.9)
m+ Y [l - nldF@

k=0 7,

3.4.2 Minimisation du coft

Comme prouvé dans (Barlow et al., 1996), si F(f) est continue avec une moyenne finie,

une stratégie d'inspection optimale doit exister.

En reprenant I'équation (3.1):

C(7)
C =—
moy (T) U(T)
On pose:
Ka,=CtH)-a U (3.10)

Avec a > 0. En utilisant (3.7), (3.8) et (3.10), on obtient successivement :

oo Tp oo Tkl
K. (ot) =) j[ (k+1)+c, (14 - ~lF@) e, —a| i+ > j[(r,m —DHldF @)
k= ork k=0 7,

=i Jt[ k+1 +(c a)(z'k+1—t)]dF(t)+c,—a,u
k=0

(3.11)
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En considérant la densité de défaillance f(r) décrite dans §2.2, une condition nécessaire
pour que les inspections a effectuer selon la séquence T = {z, } minimisent K.(cx,1) est

de poser, pour tout & :

K (a,7)

0 3.12
aTk ( )

En utilisant (3.11), cette condition devient:

) oo Tgy

Py > f[ci(k+1)+(c,,—a)(Tk+1—t)]dF(t)+c,—a,u 0=
k| k=0 7,

Ty Th+
% [leik+c, — )@, ~liF @) + ﬂc,.(k+1)+(c,, —a )Ty —DEF() | =0
k|7 T

En intégrant par parties, on obtient successivement:

) [(cik+(c, - )z, - z))F(r)]Z_] +(c, —a) jF(z)dt +

3. it =0
T4
i [(Ci(k +1) +(c, — )Ty —f))F(I)];i” +(c, —a) IF(t)dt

7

Ce qui donne:

oF (1})

ck

i —(cp, —a)F(t;_1) -

Tk
(Ci(k +1)+(c, —a)(Tyyy — Tk))

CpF(Tk)+CpF(Tk)

OF (1;)

t(c,—)F(7)—|=0
Tk
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En notant que:

JF (1;)
aTk

f() =
Alors:

c;kf (1) = (c, —a)F (T4 ) - (c;(k+1)+ (cp —)(Thy — T))f (7)) + (c,—)F(5;)=0=

e + (e, — Ty — TO)f (T) = (¢, — F (1) = F(1;, ) =

— G (gm0 | = F(ry) - F(74)

(c, - ) F@)

etcelapour f(r) >0 et cp#EQA.

On retrouve finalement une forme du résultat similaire a (1.26):

F(z,)— F(74_ ¢
ot = T = —= ) _ (3.13)

f(Tk) (cp - a)

Cette dernieére équation permet d'établir une relation de récurrence entre les inspections.
En choisissant I'instant de la premiére inspection, la suite de la séquence est obtenue par
itérations successives. L'algorithme qui suit permet de choisir la valeur de départ des
inspections ainsi que de déterminer a pour obtenir la séquence d'inspection qui

minimise le colit total moyen sur un horizon infini.
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Algorithme:

Cet algorithme a été a l'origine appliqué a un modele d'inspection sans remplacement
(étapes 2 a 4). Des étapes supplémentaires dans 1'algorithme sont rajoutées pour pouvoir

traiter le modele avec remplacement. Ces étapes supplémentaires sont issues de

(Brender, 1963).

Etape 1. Poser: Ep = Tpo — Ty

Soit {T*} la séquence d'inspection optimale et selon la notation précédente

*

€ =Ty —T; . Les séquences {7} et {T } satisfont 1'équation (3.13) et le rapport
F(%(t) est considérée strictement croissant (cette hypothése est vérifiée

graphiquement). Un accroissement de 7, 2 partir de la valeur 7; implique un

accroissement de &£,. On démontre que pour certaines valeurs n, &, > 7, et ainsi

£, > &,_,. De méme, une diminution 7, de 2 partir de la valeur 77 résulte dans une
diminution de plus en plus importante de &, quand k augmente et cela tant que &
reste positif. Ainsi &, < 0 pour certain n ( plus de détails dans (Barlow et al., 1996) et

llustration dans tableau 3.1)

Etape 2. Choisir 7, de telle facon que le colt de la premiére inspection est balancé par

le cofit moyen induit par la premiere défaillance non détectée, ce qui revient a

écrire:
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7 7
¢; =c, [ \=0dF @) =, [F@)r (3.14)
0 0

Etape 3. Pour une valeur fixée de «, calculer 7,,73,... par récurrence selon (3.13);

Etape 4. Dans le cas ou:
* g, > €, réduire 7, et recommencer;
* &, <0: augmenter 7; et recommencer;

Etape 5. Trouver alors la séquence (e ) avec 7, < 7, < ... qui minimise K (&,T);

Etape 6. Faire varier @ de facon 2 trouver o = o pour lequel K o 1o’ 0.
C

Alors 't(a*) minimisera C,,,, (1)}

La figure 3.3 montre le tracé de résolution numérique de 1'étape 2 de l'algorithme de

recherche. L'intégrale est évaluée numériquement par la méthode de Romberg

(Err = o(h™)) ou n est le nombre de nceuds (voir une description de la méthode dans
I'annexe 2).

Ty
L'intersection de la droite y = ¢, etlacourbe y=c, IF(t)dt, donnant le point 7,

0

(figure 3.3), est obtenue par la méthode de la sécante (voir annexe 3).
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Figure 3.3: Détermination numérique de l'instant de la premiére inspection

Le tableau 3.1 montre un exemple d'exécution de l'algorithme selon I'équation (3.14). Un
processus de chocs ( F(t) donnée par I'équation 2.10) est utilisé pour la détermination de
la séquence d'inspection. Dans cet exemple, le colit moyen par cycle pour a= 0.1 est

minimal, pour une valeur de 7, situé entre 7.43 et 7.44 unités de temps.
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Tableau 3.1: Exemple de recherche de séquence d'inspection selon l'algorithme de
Barlow et al pour & = 0.1, ¢; =2, ¢, =10, ¢, =1 pour F(t) selon

I'équation (2.10)

Exécution 1 Exécution 2

k Tk €k Tk €k
1 7.430 7.252 7.440 7.268
2 14.682 7.128 14.708 7.155
3 21.810 7.029 21.863 7.074
4 28.839 6.945 28.937 7.020
5 35.784 6.866 35.957 6.994
6 42.651 6.784 42951 7.001
7 49.435 6.687
8 69.047 6.074
9 75.121 5.610
10 80.731 4.879
11 85.611 3.769
12 89.380 2.193
13 91.573 0.1804
14 91.754 -2.0405

3.5 Stratégie d'inspection périodique

Cette stratégie est indiquée dans les situations ou I'amélioration de la disponibilité est
I'objectif majeur. Pour cette stratégie, l'inspection est faite a des intervalles de temps

égaux a 7. A ce moment 13, la séquence d'inspection est T = (7, 27, 37,...), c'est a dire:

T, =kt (3.15)
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3.5.1 Expression de la disponibilité
Pour la longueur moyenne d'un cycle, la périodicité étant constante, on écrit:

U(t) = 1E[M, ] (3.16)

Cela veut dire que la longueur moyenne d'un cycle est égale au nombre moyen

d'inspections réalisées par la durée 1. De plus, par définition:

E[M,]= iP{M, > k} (3.17)
k=0

Mais si k inspections sont réalisées, ceci implique que le temps de la premiere

défaillance est strictement supérieur a kt. On peut établir alors I'égalité suivante:

P{M, > k}= P{T > k1} (3.18)
Et comme:
P{T > kt} = F(kt) (3.19)

Alors, de ce qui précede, on écrit que:

Ut) = ri F(kt) (3.20)
k=0
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3.5.2 Maximisation de la disponibilité

L'approche dans ce cas est légeérement différente. Le temps de la premiére défaillance

moyen est écrit sous la forme:

o0 o (k+D)T
E[r]= [P{T > t}dr = Y [F )t (3.21)
0 k=0 kr

Alors, la disponibilité moyenne devient:

o (k+D)T

> J'F (t)dt

_ Elr] _ k=0 iz

VO S Flx)
k=0

(3.22)

moy

Ce résultat montre que pour atteindre une disponibilit€é moyenne donnée, les s€quences

d'inspections périodiques devraient vérifier I'équation:

o oo (k+l)_‘r
WD,y O Flkt)= Y. [F()dt =0 (3.23)
k=0 k=0 k1

Dans ce chapitre, les principales caractéristiques d'une stratégie de maintenance basée
sur l'inspection ont été évaluées. Les modéles mathématiques pour l'optimisation du cofit
et de la disponibilité des équipements sous les conditions €noncées au début de ce

chapitre et sur le long terme ont été établis.



66

La méthode d'optimisation utilisant les dérivées est assez classique et procede par étapes
avec une variable a la fois. D'autres méthodes, telles que la programmation dynamique et
les algorithmes de recherche par motifs, existent pour traiter I'optimisation globale sur
plusieurs variables et de ce fait assurent 'obtention d'un minimum global. Ces méthodes
pourront €tre utilisées dans une extension de ce travail pour minimiser les cofits de

maintenance pour l'inspection périodique par exemple.

Dans le chapitre suivant, une utilisation concréte des résultats obtenus est faite par le
biais de la réalisation d'un logiciel informatique permettant la saisie des conditions
d'utilisations, de simuler les dégradations, de tracer les distributions, d'évaluer les

séquences d'inspections et de déterminer les coits et disponibilités respectives.
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CHAPITRE 4

APPLICATION

Dans ce chapitre, l'utilisation effective du modele d'inspection dans une situation
pratique dans le domaine de la maintenance est mise en avant. Les résultats analytiques
obtenus dans les chapitres précédents sont transposés dans un programme informatique

réalisant les principaux objectifs de ce mémoire.
4.1 Mise en situation

La situation traitée est adaptée d'un probleme de la littérature et concerne un
manufacturier qui fabrique et fournit des composants a une clientele diversifiée. Une
catégorie de composants est utilisée chez deux de ses clients dans des conditions assez
différentes. Selon le cahier des charges de chacun des clients, il veut alors s'assurer de
fournir un plan d'inspection a chacun d'eux 2 méme de garantir des cofits de maintenance
les plus bas dans un premier cas et une disponibilité moyenne donnée de 85% dans un

autre et ceci pour des stratégies d'inspection non périodique et périodique.

Les défaillances surviennent dans les conditions décrites au chapitre 2, c'est-a-dire que la
panne survient lorsque la dégradation cumulée dans le composant atteint un seuil limite

indépendamment de l'environnement. Les composants, produits en série, sont similaires
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et lors de leurs mise en service, ils se dégradent principalement par I'action de chocs
répétitifs et dont I'action s'accumule ainsi que par une dégradation continue, sous jacente

a la premiere.

Le manufacturier dispose d'un laboratoire pour reproduire les conditions d'utilisation
chez chacun des clients et cela pour tirer des conclusions sur les durées de vie des
composants. Mais ces opérations sont cofiteuses ou méme impossible a réaliser. En plus,
le fait de devoir reproduire les conditions d'utilisation pour chaque client a chaque
nouvelle vente est quelque peu prohibitif en terme de colts. Le manufacturier s'appuie
alors sur les données d'utilisations recueillies chez les clients pour réaliser ses
programmes de maintenance. D'abords, dans les essais de laboratoire, le manufacturier
détermine le seuil de défaillance & de ses équipements. En connaissant les conditions
d'utilisation chez chaque client, le manufacturier réalise des simulations pour estimer les
parametres du modele de dégradation a utiliser dans chaque situation et finalement, en
s'appuyant sur les relations développées aux chapitres 2 et 3, pour obtenir
numériquement, les données sur le temps de premiere défaillance, les séquences

d'inspection, les coiits et les disponibilités relatives a chaque client.

Pour les conditions d'utilisation chez le client i (i = 1,2), les paramétres du modgle de

dégradations sont (o ;,v ;,4;,p ;). La dégradation continue est représentée par un

processus de Wiener de parametres (O-i’vi)' Les chocs apparaissent selon un processus
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de Poisson de taux A ;. Les amplitudes des chocs sont indépendantes et identiquement

distribuées selon une loi exponentielle de paramétre p ;.

Pour illustrer une situation pratique, supposons que pour 1'un des équipements vendus, le

seuil de bon fonctionnement & est fixé a 4mm. L'inspection de 1'état de dégradation
engage des frais ¢; de 10$ et le coflit de remplacement ¢, du composant défaillant se

monte a 50$. De plus, les pertes encourues ¢, sont de 2$ par unité de temps pendant la

P
durée ou la défaillance n'est pas détectée. Le manufacturier dispose des données décrites
dans le tableau (4.1) sur les conditions d'utilisation chez ses deux clients. Avec ces
paramétres pris en entrée, le logiciel décrit brievement dans la section suivante, donne
les données de dégradation simulées, le plan d'inspection et les caractéristiques

attendues.

Tableau 4.1: Conditions d'utilisation chez deux clients.

Dégradation continue Taux d'arrivée des chocs ~ Amplitude des chocs

Client 1 v, =0,; =001 A, =1/10 Expo p; =1/10
Client 2 v,=0,=001 A, =1/10 Expo p, =1/2

4.2 Description du logiciel

Cette application informatique, réalisée par programmation en langage orienté objet, est

organisée pour réaliser 5 étapes successives.
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Etape 1. saisie des données; ce sont les parametres des processus de dégradation, les
co(its encourus et les parametres des graphes (origine, horizon, incrément);

Etape 2. simulation des dégradations;

Cette composante du logiciel est un module indépendant qui, & partir de la loi normale
pour le processus de Wiener et la loi exponentielle pour le processus de chocs, génere
pseudo-aléatoirement (L'Ecuyer, 1998; L'Ecuyer, 2001;Matsumoto et Nishimura, 1998))

des dégradations et détermine les quantités Z, et X, jusqu'a I'instant 7. Il calcule par la

suite la valeur de la dégradation totale X , en additionnant les dégradations sous

jacentes;

Etape 3. tracé des distributions selon les lois développées au §2.3.2;
Etape 4. calcul des séquences d'inspections;
Etape 5. évaluations des cofits et de la disponibilité pour les séquences déterminées

précédemment.

L'interface graphique pour chaque phase est représentée par une page distincte sur

l'interface globale de I'application informatique.

Page "Données"

Dans cette page (figure 4.1), permet la saisie des parameétres des processus de

dégradations (o ;,v ;,4,,p ;). le seuil limite & , les données sur les colts et les

parametres des graphiques.
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Figure 4.1: Interface de la page données.

Page Dégradations

Sur cette page, un sous menu est disponible (figure 4.2). Il permet de simuler les
réalisations successives des processus de dégradations continue, de chocs et le la
dégradation composée résultante, en arriere plan et enfin réalise le tracé des graphiques

correspondants.
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Figure 4.2: Interface de la page dégradations.

Page "Distributions”

Toujours selon un menu local, les courbes caractéristiques de l'instant de défaillances
sont évaludes. Il s'agit de la fonction de répartition F(t), la densité de probabilité f(r),
la courbe de fiabilité R(z) et de taux de défaillance ¢(t). Une commande permet ensuite

d'évaluer la moyenne et la variance de la loi de défaillance obtenue.
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Figure 4.3: Interface de la page distributions.

Page "Inspections”

t 2z

Dans cette page, le menu permet successivement d'évaluer la premiere valeur de 7, et

ensuite de l'améliorer par itérations successives et finalement de sortir la séquence

z

écessaires.

inspection n

d
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Figure 4.4: Interface de la page inspections.

Page "Cotits/Disponibilité"

Finalement, cette section utilisera les résultats de la page précédente pour I'évaluation

des cofits et disponibilité correspondant a la séquence d'inspection retenue.

En annexe 1 sont reproduits les programmes complets correspondants.
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Le tableau (4.2) et la figure (4.5) donnent respectivement, les valeurs de dégradation

simulée sur un cycle de fonctionnement et le tracé correspondant.

Tableau 4.2 : Données de dégradations simulées chez le client 1.

~

~

! Zt Xz 4 Zt Xt
0.026 0.009 0.009 38.027 1.867 2.243
2 0 0.029 40 0 2.268
2215  0.023 0.045 40.024 1.98 2.382
4.062 0.03 0.07 42.114 2.057 2.479
6 0 0.091 44 0 2.497
8.289 0.378 0.459 46.09 2449 2916
10 0 0.479 48 0 2.935
12.188 0.738 0.86 50.155 2.544 3.048
14 0 0.878 52 0 3.06
16.063 0.849 1.009 54.168 2.752 3.298
18 0 1.028 56 0 3.311
18.061 0.938 1.12 56.067 2.757 3.309
20 0 1.14 58 0 3.332
20.056 1.046 1.248 58.023 2.805 3.384
24 0 1.295 62 0 3518
24.001 1.139 1.38 62.277 3.007 3.62
26 0 1.397 64 0 3.655
26.017 1.178 1.439 64.034 3.086 3.725
28.005 1.213 1.488 66.034 3.165 3.829
30 0 1.513 68 0 3.854
32.056 1.509 1.83 70.176 3.253 3.954
34 0 1.85 72 0 3.97
36 0 1.904 74 0 4.001
36.092 1.556 1.924 74.002 3.346 4.103
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Le tableau (4.2) donne un relevé des dégradations simulées, accumulées par chocs Z,

ainsi que la dégradation totale accumulée X .- Les instants d'apparition des chocs sont
les instants ol Z, n'est pas nul. Pour ce client, la dégradation par chocs participe a plus

de 80% de la dégradation totale pour (v, ,4, ;) = (0.01,0.01,0.1,0.1).
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Figure 4.5: Graphique de la dégradation simulée sur un cycle pour le client 1.

La figure (4.6) donne les tracés des courbes F(z), f(t), R(t) et 4(t).
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F. | 8

R, a9

Figure 4.6: Courbes caractéristiques pour le client 1.

A partir des données simulées sur le temps de la premiere défaillance, la moyenne pour

le client 1 est de 75.88 unités de temps.

Inspection non périodique

Pour différentes valeurs de ., les 7, sont choisis de telle facon que le coiit de la
premiere inspection est balancé avec le coiit moyen induit par la premiére défaillance
non détectée. Les séquence d'inspections pour diverses valeurs de & pour le client 1 sont

représentées dans le tableau (4.3).
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Tableau 4.3: Séquences d'inspections possibles pour le client 1.

T\ 0.00 0.50 1.00 1.99 2.14

1 12.50 14.25 17.00 33.99 38.20
2 23.84 27.15 32.34 61.80 52.34
3 34.30 39.13 46.76 86.17 65.34
4 43.75 50.08 60.31 108.67  77.33
5 51.66 59.35 72.50 127.55  87.81
6 57.03 65.60 81.90 128.15  95.19
7 58.50 66.78 85.44

8

9

10

$33.14 $29.74 $25.57 $10.61 $-0.04

Il apparait d'apres le tableau 4.3 ainsi que la figure 4.7, que le terme K(a,t) de

I'équation (3.12) s'annule pour la séquence pour laquelle o = 2.14.

$20.00

$10.00

$0.00
0.00 0.50 1.00 1.99 2.14

Figure 4.7: Détermination de la séquence optimale
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De I3, la séquence optimale pour le client 1 est la séquence:

7 = (38.20,52.34,65.34,77.33,87.81,95.19)

Inspection périodique

Pour différentes valeurs de 7, la figure 4.8 montre I'évolution de la disponibilité

moyenne pour le client].
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Figure 4.8: Courbe de disponibilité moyenne client 1.

La séquence d'inspections pour assurer une disponibilité de 85% pour le client 1 est de

prendre 7 = 22 unités de temps. Ainsi la séquence sera:

1 = (22, 44, 66, 88)
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Le tableau (4.4) et la figure (4.9) donnent respectivement, les valeurs de dégradation

simulée sur un cycle de fonctionnement et le tracé correspondant.

Tableau 4.4: Données de dégradations simulées chez le client 2.

~

4 Zt Xt t Zr Xt
0.071 0.026 0.026 42 0 2.606
2.007 0.09 0.11 42,03 2251 2.672
4 0 0.13 44 0 2.695
4.001 0.346 0.387 44.184 2.306 2.748
14 0 1.076 46 0 2.762
14.046 1.155 1.296 46.046 2324 2.784
16.017 1.238 1.397 48.035 2.419 2.903
18 0 1.416 50 0 2.921
18.005 1.245 1.426 50.013 2.557 3.06
20 0 1.447 52 0 3.074
22.01 1352 1.572 54 0 3.139
24.052 1371 1.615 54.046 2.724 3.265
26 0 1.628 56 0 3.282
28 0 1.827 58 0 3.453
28.003 1.581 1.864 58 2.89 3475
34 0 1.968 60 0 3.485
34.057 1.667 2.009 60.032 2.893 3.48
36.025 2.026 2.387 62.052 2.999 3.628
38 0 241 64 0 3.644
38.03 2.136 2519 64.052 3.044 3.688
40 0 2.54 66 0 3.704
40.087 2.184 2.591 66.152 3.447 4.111

Pour ce client, la dégradation par chocs participe a plus de 84% de la dégradation totale

pour (V,,0,,4,,p,)=(0.01,0.01,0.1,0.5).
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Figure 4.9: Graphique de la dégradation pour le client 2.

La figure (4.10) donne les tracés des courbes F(t), f(z), R(t) et #(z).
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Figure 4.10: Courbes caractéristiques pour le client 2.

A partir des données simulées sur le temps de la premiere défaillance, la moyenne pour

le client 2 est de 60.88 unités de temps.



Inspection non périodique
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Les séquence d'inspections pour diverses valeurs de & pour le client 2 sont représentées

dans le tableau (4.5).

Tableau 4.5: Séquences d'inspections possibles pour le client 2.

T \a 0.00

10.25
20.15
29.62
38.41
45.98
51.29
52.90

[ e N N R N S R

$28.65

0.50

11.65
22.90
33.70
43.73
52.25
57.76
58.01

$15.54

1.00

13.90
27.38
40.51
53.21
65.08
75.01
80.35

$5.38

1.75

17.50
42.03
60.04
73.98
78.39

$0.01

De 1a, la séquence optimale pour le client 1 est la séquence:

1 = (17.50, 42.03, 60.04, 73.98, 78.39)
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Inspection périodique

Pour différentes valeurs de 7, la figure 4.11 montre l'évolution de la disponibilité

moyenne.

Dmoy

10 @ @ w0 80
Figure 4.11: Courbe de disponibilité moyenne pour le client 2.

La séquence d'inspections pour assurer une disponibilit€ de 85% pour le client 2 est de

prendre 7 =12.5 ainsi la séquence sera:
7 =(12.5,25,37.50,50, 62.50)
4.5 Comparaison des résultats

Le but est d'établir un comparatif entre les stratégies d'inspection proposées pour chacun

des clients en tenant compte de la variation de I'environnement d'utilisation et pour les

mémes colts encourus.
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L'équipement du client 1 subissant une amplitude moyenne des chocs p plus faible que
celle du client 2, l'inspection non périodique pour client 2 est décalée vers l'origine.
L'amplitude moyenne des chocs p, étant plus importante, I'inspection non périodique

commence plus tot.

Pour la méme raison, l'inspection périodique est plus étalée dans le temps pour le client

1, c'est-a-dire que la premiére inspection est réalisée plus tard que pour le client 2.
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CHAPITRE 5

CONCLUSION

Ce chapitre présente un récapitulatif et les réalisations de cette recherche. Quelques

remarques et recommandations sur des travaux futurs sont aussi discutées.

5.1 Récapitulatif et réalisations

L'objectif de cette recherche est de proposer une stratégie d'inspection basée sur la
dégradation des équipements dont la défaillance n'est détectée que par l'inspection. La
motivation principale est la proposition d'une méthode pratique pour combler le vide
entre le foisonnement de résultats théoriques dans le domaine et le manque d'outils
utilisables & mettre a dispositions des gestionnaires de la maintenance dans l'industrie.
Plusieurs recherches dans le domaine proposent des modeles mathématiques rigoureux,
mais usuellement les retombées pratiques n'ont pas la méme attention de la part des
chercheurs et les ingénieurs n'ont pas nécessairement les capacités de traduire

concretement les résultats obtenus.

L'environnement aléatoire, dans lequel les systtmes operent affecte de fagon
significative la distribution du temps de la premiere défaillance et les distributions de
type général répondent rarement de facon satisfaisante a la réalité. De 13, la stratégie

d'inspection s'en trouve normalement affectée.
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Avec les limitations des approches précédentes, cette recherche développe des stratégies
d'inspection pratiques pour des équipements dont les défaillances sont décelables par
inspections et considere explicitement les syst¢mes opérant dans des environnements
aléatoires. Les mesures de performance utilisées dans les stratégies d'inspection sont le
colt moyen par unité de temps sur un horizon infini et la disponibilité moyenne limite

sur un horizon infini.

Dans le chapitre 1 justement, une bréve revue de la littérature est effectuée sur les
modeles de dégradations cumulatifs des systemes. Le processus de Wiener et le
processus de chocs sont discutés comme modeles de dégradations. Les algorithmes
permettant de déduire des stratégies d'inspection pour les équipements, utilisés dans des
conditions aléatoires et dont les défaillances ne sont détectées que par l'inspection sont

aussi passés en revue.

Comme travail préliminaire, nous avons analysé un syst¢éme dans lequel le taux de
dégradation change de facon quasi continue avec le temps et ensuite de facon
discontinue dans le temps. Avec ces structures simples de processus de dégradation, il
apparait que 1'obtention des distributions du temps de la premi¢re défaillance est assez
difficile analytiquement. Ces difficultés avec ces modeles ont motivé l'approche

numérique utilisée pour le reste du travail.

A partir des structures des processus de dégradations connus, leur combinaison a permis

de mieux reproduire les conditions de I'environnement d'utilisation. Ensuite, la stratégie
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d'inspection est formulée de fagon a prendre en compte la variation de l'environnement
par le biais de la loi de défaillance. Dans la pratique, I'inspection périodique est utilisée
largement car elle est facilement mise en place et analysable. Cependant, elle n'emploie
pas d'informations sur la forme de la distribution des défaillances. En effet, on peut
inspecter de la méme facon dans des zones ou il est peu probable qu'il y est des
défaillances et dans d'autres ol la probabilité est plus importante. Alors, une stratégie
d'inspection qui prend en compte les caractéristiques de la distribution du temps de la

premiere défaillance est proposée.

Le volet pratique trouve son expression finalement, dans la réalisation d'un logiciel
informatique qui est supporté par la théorie développée dans les différents chapitres. Le
programme est réalisé en langage évolué, orienté objet, permettant une flexibilité de
programmation et une réutilisation a souhait des "objets" pour construire des structures
de plus en plus complexes. Il permet une interactivité simple avec l'utilisateur qui peut
faire des simulations de dégradations, réaliser divers scénarios économiques et obtenir
des cofits et des disponibilités moyennes sur un horizon infini. A partir de 13, il pourra

faire un choix éclairé quand a la stratégie d'inspection a adopter.

5.2 Recommandations pour des travaux futurs

Comme mentionné plutdt, I'objectif de cette recherche est de développer une stratégie
d'inspection dont l'implémentation est utilisable. Cependant, les conditions et les

situations auxquelles on fait face en pratique sont diverses et de 1, ce travail ne peut pas
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couvrir toutes les situations possibles. Plusieurs variations du modele décrit dans ce

mémoire peuvent faire 1'objet d'une future recherche.

Une premiere perspective est de considérer que les inspections et les remplacements ne
se font pas instantanément. Les suppositions concernant des durées négligeables,
simplifient le modéle. Mais leur prise en compte ne pourra qu'améliorer la justesse de la
modélisation de I'environnement. Les durées peuvent étre considérées comme constantes

ou plus généralement, des variables aléatoires distribuées selon une loi donnée.

Une deuxieme perspective est de considérer des inspections imparfaites. Parce que les
pannes ne se font pas connaitre d'elles mémes, il y a des cas oll une inspection parfaite
n'est pas réalisable. Par exemple, un systtme d'armement ne peut pas étre déclaré
fonctionnel avec une probabilité de 1 sans 'avoir utilisé préalablement. L'inspection d'un
missile est souvent citée comme exemple. Les inspections pour ce type de systémes
peuvent pas étre parfaite car l'inspecteur ne peut pas lancer le missile pour tester s'il est
opérationnel ou pas. Dans ce cas, il faut considérer l'inspection imparfaite pour

modéliser le systeme.

Une troisieme perspective est de considérer que l'inspection peut causer un dommage
supplémentaire a I'équipement. Si l'inspection nécessite un désassemblage, l'erreur
humaine peut apparaitre lors de la procédure de réassemblage aprés 1'inspection. Dans ce
cas, le comportement de la durée de vie est différent de notre modele et la relation entre

la dégradation et la séquence d'inspection devra étre modifiée.
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Finalement, une derniére perspective est l'optimisation du seuil de dégradation comme
évoqué dans le chapitre 3. Il s'agira alors de trouver, pour des conditions d'utilisation
données, un seuil de dégradation optimal inférieur au seuil limite pour effectuer un

remplacement et pour lequel les colts ou les disponibilités moyennes seront optimales.
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ANNEXE 1 : Programmes informatiques

Le programme informatique est rédigé€ en langage pascal orienté objet avec DELPHI 4
version client serveur. Il comprend le programme principal avec I'en-téte "program" et

des unités distinctes assemblées lors de la compilation et qui ont l'en-té€te "Unit".

L'unité€ principale (unit€é Main), est le noyau central du programme. Elle s'occupe de la
gestion des commandes entrées (handling events), ainsi que de l'appel des unités
comprenant les algorithmes de calcul pour produire les résultats. L'unité "utils"
comprend les fonctions caractéristiques ( Cdf, Pdf,...) et l'unité "inverse", la
transcription de l'algorithme d'inversion de la transformée de Laplace. L'unité "complex”
réalise les opérations usuelles sur les nombres complexes et I'unité "mersenne” produits

les nombres pseudo-aléatoires.

program INSPEC;

uses
Forms,
Main in 'Main.pas' {Mainfrm},
mersenne in 'mersenne.pas’,
Inverse in 'Inverse.pas’,
Complex in 'Complex.pas’,
Utils in "Utils.pas’;

{$R *.RES}
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begin
Application.Initialize;
Application.CreateForm(TMainfrm, Mainfrm);
Application.Run; end.
unit Main;
interface
uses
Windows, Messages, SysUtils, Classes, Graphics, Controls, Forms, Dialogs,
ToolWin, Menus, StdCtrls, ImgList, ActnList, TeEngine,

TeeFunci, Series, ExtCtrls, TeeProcs, Chart, Utils, Grids, DBGrids, Db, DBTables,
ComCtrls, UNonLinearEquation, Ulntegral;

type
TMainfrm = class(TForm)
chocs: TAction; Couts: TAction; Dispo: TAction; draw: TAction; Func: TAction;
Inspec: TAction; Model: TAction; Moy: TAction; period: TAction; Refresh: TAction;
Sequ: TAction; taul: TAction; Variabilite:TAction; Wiener: TAction;
ActionList] : TActionList; Chart]: TChart; Chart2: TChart; Chart3: TChart;
Chart4: TChart; Chart5: TChart; Chart6: TChart; Chart7: TChart;
cb3d: TCheckBox; DataSourcel: TDataSource; DataSource2: TDataSource;
DBGrid2: TDBGrid; edtl: TEdit; edt2: TEdit; edtAlfa: TEdit; edtCi: TEdit;
edtC: TEdit; edtCr: TEdit; edtDenom: TEdit; edtDisp: TEdit;

edtGrafmax: TEdit; edtGrafmin: TEdit; edtMean: TEdit; edtnu: TEdit;
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edtNum: TEdit; edtScale: TEdit; edtShape:  TEdit; edtsigma: TEdit;

edtStep: TEdit; edtthres: TEdit; edtVar: TEdit; ImageListl : TImageList;

Integrall: Tlntegral; MainMenui: TMainMenu; Memol: TMemo;

Aidel: TMenultem; Donnesl:TMenultem; Exitl: TMenultem;

Fichierl: TMenultem; NonLinearl: TNonLinear;

PageControl1: TPageControl;Panell: TPanel; Tablel: TTable;

Table2: TTable; TabSheetl: TTabSheet; TabSheet2 : TTabSheet;

TabSheet3: TTabSheet; TabSheetd: TTabSheet; TabSheetS : TTabSheet;

ToolBarl: TToolBar; ToolBar2: TToolBar;ToolBar3: TToolBar;

ToolBar4: TToolBar; ToolBar5: TToolBar; tbChocs: TToolButton;

tbFct: TToolButton; tbModel: TToolButton; tbWiener: TToolButton;

ToolButtonl: TToolButton; ToolButton10: TToolButton;

ToolButton2: TToolButton; ToolButton3: TToolButton;

ToolButton4: TToolButton; ToolButton5: TToolButton;

ToolButton6: TToolButton; ToolButton7: TToolButton;

ToolButton8: TToolButton; ToolButton9: TToolButton;

procedure FormCreate(Sender: TObject);

procedure FormClose(Sender: TObject; var Action: TCloseAction);,

procedure Parametres(var Sigma, Nu, Shape, Scale,thres, Step,Grafmin, Grafmax, Ci,
Cp. Cr :Double);

procedure WienerExecute(Sender: TObject);

procedure chocsExecute(Sender: TObject);



procedure ModelExecute(Sender: TObject);
procedure RefreshExecute(Sender: TObject);
procedure FuncExecute(Sender: TObject);
procedure taulExecute(Sender: TObject);
procedure drawExecute(Sender: TObject);
procedure InspecExecute(Sender: TObject);
procedure SequExecute(Sender: TObject);
procedure CoutsExecute(Sender: TObject);
procedure ModelCdfMeanVar(var m, v:Extended);
procedure MoyExecute(Sender: TObject);
procedure VariabiliteExecute(Sender: TObject);
procedure DispoExecute(Sender: TObject);
procedure periodExecute(Sender: TObject);
private
{ Private declarations }
FCount:integer;
procedure prepare;
function Integral(tu:Extended):Extended;
procedure sequence(var sq:array of extended);
end;
var

Mainfrm: TMainfrm; util:TUtils;
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temps, Nu, Sigma, Shape, Scale, Thres, Step,Grafmin,Grafmax, Ci, Cp, Cr,
Alfa:Double; Law :integer; Graf:array[0..6] of TChart; tau:array of double;
ek:array of double; ki:integer;

implementation

{$R *.DFM}

// Miscellaneous Routines

sttt e ks sk ok sk skt R sk R R R Sk R R SR Rk ok sk sk o o
procedure TMainfrm.FormCreate(Sender: TObject);

var i:integer;

begin

table].EmptyTable; table2. EmptyTable;

util :=TUtils.Create;

Graf[0]:=Chart1; Graf[1]:=Chart2; Graf[2]:=Chart3; Graf[3]:=Chart4; Graf[4]:=Chart5;
Graf5]:=Chart6; Graf[6]:=Chart7;

for 1:=0to 6 do

begin

Grafi].Series[0].SeriesColor:=cIBlack;
Graffi].Series[1].SeriesColor:=clBlue;

Grafli].Series[2].SeriesColor:=cIRed;
Graf]i].Series[3].SeriesColor:=clGreen;

Grafli].Series[4].SeriesColor:=clFuchsia;



Graf[i].Series[5].SeriesColor:=cIMaroon;

end;

FCount:=1;

end;

procedure TMainfrm.FormClose(Sender: TObject; var Action: TCloseAction);

begin

util.free; table1.Close; table2.Close;

end;

procedure TMainfrm.Parametres(var Sigma,Nu ,Shape, Scale, thres, Step,

Grafmin, Grafmax, Ci, Cp, Cr: Double);

begin
Try
Nu:=strToFloat(edtNu.text);
Sigma:=strToFloat(edtsigma.text);
Shape:=strToFloat(edtShape.text);
Scale:=strTofloat(edtScale.text);
thres:=strToFloat(edtthres.text);
Step:=strToFloat(edtStep.text);
Grafmin:=strToFloat(edtGrafmin.text);
Grafmax:=strToFloat(edtGrafmax.text);
Ci:=strToFloat(edtCi.text);

Cr:=strToFloat(edtCr.text);
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Cp:=strToFloat(edtCp.text);
except
begin
ShowMessage('Controler les parametres');
Application. Terminate; end; end;end;

procedure TMainfrm.prepare;

begin

Parametres(Sigma, Nu, Shape, Scale, Thres, Step,Grafmin,Grafmax,Ci, Cp, Cr);
if cb3D.Checked=True then
begin
chart1.View3D:=True; chart2.View3D:=True; chart3.View3D:=True;
chart4.View3D:=True; chart5.View3D:=True; chart6.View3D:=True;
end else
begin
chart].View3D:=False; chart2.View3D:=False; chart3.View3D:=False;
chart4.View3D:=False; chart5.View3D:=False; chart5.View3D:=False;
end;

end;

procedure TMainfrm.RefreshExecute(Sender: TObject);

var 1,j:integer;

begin

for1:=0t0 6 do
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for j:=0to 5 do

begin

Grafli].Series[j].Clear;

end;

fori:=0to 6 do

Graf[i].Repaint;

Fcount:=1;

Memol.Clear; Memo2.Clear; Memo3.Clear; Memo4.Clear; Memo5.Clear;
Memo6.Clear; Memo7.Clear;
end;
procedure TMainfrm.drawExecute(Sender: TObject);
var i:integer;
begin
for i:=0to 6 do
Graf[i].SaveToBitmapFile('Chart'+intToStr(i)+".bmp");
end;

// Degradation Simulation Routines
procedure TMainfrm.WienerExecute(Sender: TObject);
var Wt,hours:Extended;

begin
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prepare; hours:=Grafmin; Chart5.Series[0].Clear;
Chart5.LeftAxis.Maximum:=1.1*Thres;
Repeat
Wt:=util. RandGauss(Nu*hours,sqr(Sigma)*hours);
Chart5.Series[FCount].AddXY (hours,Wt," cITeeColor);
if FCount=1 then Chart5.Series[0]. AddXY (hours,Thres,",clTeeColor);
hours:=hours+Step;
until (hours>=Grafmax) or (Wt>=Thres);
Chart5.Series[0].AddXY(0,Thres," clTeeColor);
Chart5.Series[0].AddX Y (Grafmax,Thres," ,cITeeColor);
Chart5.Repaint;
Chart5.Series[FCount].Title:='( '+FloatTostr(Sigma)+' ,'+floattoStr(Nu)+' )';
Inc(FCount);
end;
procedure TMainfrm.chocsExecute(Sender: TObject);
var Zttti:Extended;
begin
prepare; t:=Grafmin; ti:=0; Zt:=0; Chart5.LeftAxis.Maximum:=1.1*Thres;
Repeat
Repeat
ti:=ti+Util. RandExpo(Scale);

until ti>t;
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While t<ti do
begin
Chart5.Series[FCount]).AddXY(t,Zt," clTeeColor);
t:=t+Step;
end;
Chart5.Series[FCount].AddX Y (ti,Zt,",clTeeColor);
Zt:=7t+util.RandExpo(Shape);
Chart5.Series[FCount].AddXY (t1,Zt,",clTeeColor);
t:=t+Step;

until (t>Grafmax) or (Zt>=Thres);

Chart5.Series[0]. AddXY(0,Thres,",clITeeColor);

Chart5.Series[0]. AddXY (t,Thres,",clTeeColor); Chart5.Repaint;

Chart5.Series[FCount].Title:='( '+FloatTostr(Scale)+' ,'+floattoStr(Shape)+' )';

Inc(FCount);

end;

procedure TMainfrm.ModelExecute(Sender: TObject);

var Xt,Zt,Wt.t ti:Extended;

begin

prepare; if Fcount=1 then temps:=0; t:=0 ; ti:=0; Zt:=0;

Chart5.LeftAxis.Maximum:=1.2*Thres;

table2.0Open;

Repeat
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Repeat

ti:=ti+Util.RandExpo(Scale);

until ti>t;

While t<ti do

begin

Wit:=util. RandGauss(Nu*t,sqr(Sigma)*t);

Xt:=Z1+Wft;

Chart5.Series[Fcount]. AddXY (temps+t,Xt,",clTeeColor);
table2.InsertRecord([FCount,0,FormatFloat('0.000',t),0,FormatFloat('0.000",Xt)]);

t:=t+Step;

end;

Wt:=util. RandGauss(Nu*ti,sqr(Sigma)*ti);

Xt:=Zt+Wt;

Chart5.Series[Fcount]. AddX Y (temps+ti,Xt,",cITeeColor);

Zt:=Zt+util.RandExpo(Shape);

Xt:=Wt+Zt;

Chart5.Series[Fcount].AddXY (temps+ti,Xt,",clTeeColor);

table2.InsertRecord([FCount,1,FormatFloat('0.000',ti),FormatFloat('0.000',Zt), FormatFlo
at('0.000",Xt)]);

t:=t+step;
until (Xt>=Thres);

if Fcount=1 then
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Chart5.Series[FCount].Title:='( '+FloatTostr(Sigma)+' ,'+floattoStr(Nu)+' ,'+
FloatTostr(Scale)+' ,'+floattoStr(Shape)+' )';

Chart5.Series[0].AddXY (0, Thres,",cITeeColor);

Chart5.Series[0]. AddXY (temps+t, Thres,",clTeeColor); Chart5.Repaint;

Inc(FCount);

temps:=temps+t;

util. ARandNumber.RandomInit(int64(Round(time)));

util. BRandNumber.RandomlInit(int64(Round(time)));

end;

”***************************************************************

// Cdf Pdf And Related Functions
”***************************************************************
procedure TMainfrm.FuncExecute(Sender: TObject);
var x,y, hours:Extended;
begin
prepare; hours:= Grafmin;
Repeat
if chart1.SeriesCount<=Fcount then
begin
Showmessage('Elist Complete');
break;

end else
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begin
x:=util.ModelCdf(hours, Scale, Shape, Nu, Sigma, Thres);
y:=util.ModelPdf(hours, Scale, Shape, Nu, Sigma, Thres);
Chart1.Series[FCount].AddXY (hours,x,",clTeeColor);
Chart2.Series[FCount].AddXY (hours,y,",cITeeColor);
Chart3.Series[FCount].AddXY (hours,1-x,",cITeeColor);
Chart4.Series[FCount].AddXY (hours,x/y,",clITeeColor);
hours:=hours+Step;
Chartl.Repaint; Chart2.Repaint; Chart3.Repaint; Chart4.Repaint;
end;
until hours >=Grafmax;
Inc(FCount);
end;
function FMean(wm:array of Double): Double;
begin
MainFrm.prepare;
result:=wm[0]*util. Modelpdf(wm[0], Scale, Shape, Nu, Sigma, Thres);
end;
function FVar(wr:array of Double): Double;
begin
MainFrm.prepare;

result:=sqr(wr[0])*util. Modelpdf(wr[0], Scale, Shape, Nu, Sigma, Thres);
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end;

procedure TMainfrm.ModelCdfMeanVar(var m, v:Extended);
begin

MainFrm.prepare;

m:=Integral 1. Romberg(0,1000,16,FMean);
v:=Integral1.Romberg(0,1000,16,FVar)-sqr(m); end;
procedure TMainfrm.MoyExecute(Sender: TObject);

var mean, stdev:Extended;

begin

ModelCdfMeanVar(mean,stdev);
edtMean.Text:=format('%2.2f",[mean]);

edtvar. Text:=format('%2.2f",[stdev]);

end;

// Inspection Related Routines

function Fsin(wi:array of Double): Double;

begin

MainFrm.prepare;

result:=util. ModelCdf(wi[0], Scale, Shape, Nu, Sigma, Thres);
end;

function TMainfrm.Integral(tu:Extended):Extended,;



begin
result:=Integral1.Romberg(0,tu,16,FSin);
end;
function FCoba(xo:array of double):double;
begin
result:=Ci-Cp*MainFrm.Integral(xo[0]);
end;
procedure TMainfrm.taulExecute(Sender: TObject);
var x, ti : double;
I: Boolean;
begin
prepare; ti:=Grafmin; I:=False; SetLength(tau,100);
Repeat
x:=Cp*Integral(ti);
if (x >= Ci) and (I=False) then
begin
tau[1]:=ti;
I:=True;
end;
Chart6.Series|[FCount].AddXY(ti,x,",cITeeColor);
ti:=ti+step;

Chart6.Repaint;
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until (x>=C1);
Inc(FCount);
Chart6.Series[0].AddXY (Grafmin,Ci,",clTeeColor);
Chart6.Series[0].AddX Y (ti,Ci,",clTeeColor); Chart6.Repaint;
edtl.text:=Format('%2.2f ,[tau[1]]);
edt2.text:=Format('%2.2f,[x]) ;
edtl.repaint; edt2.repaint;
tau[1]:=NonLinear1.Secant(tau[1]-Step,tau[ 1],FCoba);
x:=Cp*Integral(tau[1]);
edtl.text:=Format('%2.2f ,[tau[1]]);
edt2.text:=Format('%2.2f,[x]) ;
end;
procedure TMainfrm.InspecExecute(Sender: TObject);
var j:integer;
begin
prepare;
Alfa:=StrToFloat(MainFrm.edtAlfa.text);
SetLength(ek,100);
SetLength(tau,100);
tau[0]:=0;

tau[1]:=StrToFloat(edt1.text);



tau[j+1]:=util. Modellnsp(tau[j-1], tau[j], Scale, Shape, Nu, Sigma,

Thres, Ci,Cp, Alfa);
ek[j]:=tau[j+1]-tau[jl;
Memol.Lines.Add(IntTostr(j));
Memo?2.Lines. Add(Format('%2.5f,[tau[j]]));
Memo3.Lines. Add(Format('%2.5f,[ek[j]]));
if j>1) and (ek[j] > ek[j-1]) then
begin

Showmessage (' Réduire Tau 1');
break;
end;
if ek[j]<O0 then
begin
Showmessage (' augmenter Tau 1');
exit;
end;
Inc(j);
except

Memol.Lines.Add('t '+IntTostr(j+1));
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Memo?2.Lines.Add('Fin');
break;
end;
until j=100;
end;
procedure TMainfrm.sequence(var sq:array of extended);
var jiinteger ;
begin
prepare;
SetLength(tau,100);
tau[0]:=0;

tau[ 1]:=StrToFloat(edt1.text);

Try
tau[j+1]:=util. Modellnsp(tau[j-1], tau[j], Scale, Shape, Nu, Sigma,
Thres, C1,Cp, Alfa);
if (tau[j+1]> 10*tau[j]) or (tau[j+1]-tau[j}<0) then
begin
taufj+1]:=0; break; end;
Inc(j); except break; end;

until j=100;
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for j:=0 to High(sq) do
sq[jl:=tau[jl;
end;
procedure TMainfrm.SequExecute(Sender: TObject);
var i:integer;
begin
Memol.Clear; Memo2.Clear; Memo3.Clear; Alfa:=StrToFloat(edtAlfa.text);
sequence(tau);
i:=1;
Repeat
Memol.Lines.Add('t '+IntTostr(1));
Memo?2.Lines. Add(Format('%2.5f,[tau[i]]));
inc(i)
until (tau[i]=0)
end;

[ 7 3 3k st st ke ke sk sfesfe she ke sk sk sk st sk sfe sk ofe sk ok sk st s s ke ok sk st s sk sk ok sk ok s sk sk sk ke ok sk sk sfesie ke sk sk ek sk i s sfesk sk sk ok sk skeokok sk ok

// Costs and Availability Related Routines
”*****************************************************************
function FKalpha(ts:array of Double): Double;

begin

MainFrm.prepare;

result:=( Ci*(ki+1)+(Cp-Alfa)*(tauki+1]-ts[0]))



*util. ModelPdf(ts[0], Scale, Shape, Nu, Sigma, Thres);
end;
procedure TMainfrm.CoutsExecute(Sender: TObject);
var
sum, int:double;
j:integer;
begin
prepare;
sum:=0;
Alfa:=StrToFloat(MainFrm.edtAlfa.text);
if tau[1]=0 then Showmessage('tau=0");
for j:=0 to 100 do
begin
if tau[j+1]< taufj] then
begin
sum:=sum +Integral1.Romberg(tau[j],1000,16,FKalpha);;
break;
end;
ki:=j;
Memo4.Lines.add(Format('%2.4f",[tau[j]11));
Memo5.Lines.add(Format('%2.2f,[tau[j+1]]));

int:=Integral 1. Romberg(tau(j].tau[j+1],16,FKalpha);
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Memo6.Lines.add(Format('%2.2f ,[int]));
sum:=sum + int;
Memo7.Lines.add(Format('%2.2f",[sum]));
end;
sum:=sum-+cr;
Memo7.Lines.add(Format('%2.2f",[sum]));
end;
procedure TMainfrm.VariabiliteExecute(Sender: TObject);
var Xt,Zt, Wt t,ti:Extended;
begin
prepare;
t:=Grafmin;
ti:=0;
Zt:=0;
Chart5.LeftAxis.Maximum:=1.2*Thres;
table2.Open;
Repeat
repeat
ti:=ti+Util. RandExpo(Scale);
until ti>t;
While t<ti do

begin
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Wit:=util. RandGauss(Nu*t,sqr(Sigma)*t);
Xt:=Zt+Wt;
Chart5.Series[Fcount]. AddXY (t,Xt,",clITeeColor);
table2.InsertRecord([FCount,0,FormatFloat('0.000',t),0,FormatFloat('0.000',Xt)]);
t:=t+Step;
end;
Wt:=util.RandGauss(Nu*ti,sqr(Sigma)*ti);
Xt:=Zt+Wrt;
Chart5.Series[Fcount]. AddX Y (t1,Xt,",clTeeColor);
Zt:=Zt+util. RandExpo(Shape);
Xt:=Wt+Zt;
Chart5.Series[Fcount]. AddXY (ti,Xt,",clITeeColor);
table2.InsertRecord([FCount,1,FormatFloat('0.000',ti),FormatFloat('0.000',Zt),FormatFlo
at('0.000',.Xt)]);
t:=t+step;
until (t>Grafmax) or (Xt>=Thres);
Chart5.Series[FCount].Title:='( '+FloatTostr(Sigma) + ' )';
Chart5.Series[0]. AddXY(0,Thres,",cITeeColor);
Chart5.Series[0].AddXY(t, Thres,",cITecColor);
Chart5.Repaint;
Inc(FCount);

end;
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function FDisp1(td1:array of Double): Double;
begin
MainFrm.prepare;
result:=td1[0]*util. ModelPdf(td 1[0}, Scale, Shape, Nu, Sigma, Thres);
end;
function FDisp2(td2:array of Double): Double;
begin
MainFrm.prepare;
result:=(tau[ki+1]-td2[0])*util. ModelPdf(td2[0], Scale, Shape, Nu, Sigma, Thres);
end;
procedure TMainfrm.DispoExecute(Sender: TObject);
var suml,sum2:Extended; j:integer;
begin
prepare; suml:=0; sum?2:=0;
for j:=0 to 100 do
begin
if taufj+1]< tau[j] then break;
ki:=j;
Memo4.Lines.add(Format('%2.4f",[tau[j]]));
MemoS5.Lines.add(Format('%2.2f',[tau[j+11]));
suml:=suml +Integrall.Romberg(tau[j],taufj+1],16,FDisp2);

sum2:=sum?2 +Integrall.Romberg(tau[j],taufj+1],16,FMean);
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Memo6.Lines.add(Format('%2.2f",[sum1]));
Memo7.Lines.add(Format('%2.2f',[sum2]));
end;
edtNum.text:=Format('%2.2f",[sum1]);
edtDenom.text:=Format('%2.2f",[sum2]);
edtDisp.text:=Format('%2.2f",[sum1/sum2]);
end;
function FReli(r1:array of Double): Double;
begin
MainFrm.prepare;
result:=1-util. ModelCdf(r1[0], Scale, Shape, Nu, Sigma, Thres);
end;
procedure TMainfrm.periodExecute(Sender: TObject);
var tauc: Double; suml, sum2:Extended; k:integer;
begin
tauc:=1e10; suml:=0; sum2:=0;
Repeat
For k:=0 to 20 do
begin
suml:=sum1l+ integrall.Romberg(k*tauc, (k+1)*tauc,16, FReli);
sum2:=sumZ2+ (1-util. ModelCdf(k*tauc, Scale, Shape, Nu, Sigma, Thres));

end;
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Chart7.Series[Fcount]. AddXY(5*tauc,sum1/(tauc*sum?2),",clTeeColor);

Chart7.Repaint;

tauc:=tauc+ Step;

until tauc> grafmax;
end;
function FReel(x:array of double):double;
begin
MainFrm.prepare;
result:= util.Gausspdf(x[0], Nu*temps, Sigma*sqrt(temps))*

util.ShocksCdf(Scale*temps, Shape*(Thres-x[0]));

end;
end.
unit Complex;
interface
type

Tplx=record

Re:Extended;

Im:Extended;
end;

function Add(s1,s2:Tplx):Tplx;

function Divide(s1,s2: Tplx): Tplx;

function prod(s1,s2:Tplx): Tplx;



function afois(a:double;s1: Tpix): Tplx;
function Exponen(s1: Tplx): Tplx;
implementation
uses Maths2;
function afois(a:double;s1: Tplx): Tplx;
var afoi:Tplx;
begin
afoi.Re:= a*sl.Re;
afoi.Im:= a*s1.Im;
result:=afoi;
end;
function Exponen(s1: Tplx): Tplx;
var expon:Tplx;
begin
expon.Re:= exp(s1.Re)* cos(s1.Im);
expon.Im:= exp(s1.Re)* sin(s1.Im);
result:=expon;
end;
function Add(s1, s2: Tplx): Tplx;
var sum:Tplx;
begin

sum.Re:=s1.Re+s2.Re;
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sum.Im:=s1.Im+s2.Im;

result:=sum;

end;

function module(s: Tplx):double;

begin

result:=sqrt(sqr(s.Re)+sqr(s.Im));

end;

function Divide(s1, s2: Tplx): Tplx;
var divi:Tplx;

begin

divi.Re:=(s1.Re*s2.Re + s1.Im*s2.Im)/module(s2);
divi.Im:=(s2.Re*s1.Im - s1.Re*s2.Im)/module(s2);
result:=divi;

end;

function prod(s1, s2: Tplx): Tplx;

var produ:Tplx;

begin

produ.Re:=s1.Re*s2.Re - s1.Im*s2.Im;
produ.Im:=s1.Re*s2.Im + s2.Re*s1.Im;
result:=produ;

end;

end.
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unit Utils;

interface

uses SysUtils, Math, Dialogs, Mersenne;

type

TUtils = Class (TObject)
ARandNumber:TRandomMersenne;
BRandNumber:TRandomMersenne;

constructor Create;

Destructor Done;

public

function RandExpo(lbda:double):double;

function GaussCdf(tt:double;Amu,Asigma:double):double;
function Gausspdf(tt:double; Amu,Asigma:double):double;
function RandGauss(Amu, Asigma: double):double;
function ExpoCdf(arg:double;Shape:double):double;
function GammaCdf(shapro: double;n:integer):double;
function IGaussPdf(tf:Double; Sigma, Nu, Thres:double):double;
function IGaussCdf(tt,Sigma, Nu, Thres:double):double;
function ShocksCdf(scalt,shapro:double):double;

function Shockspdf(tt,scalt,shapro:double):double;
function ModelCdf(tt, Scale, Shape, Mu, Sigma, Thres: double): Extended;

function Modelpdf(tt, Scale, Shape, Mu, Sigma, Thres: double): Extended;
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function Modellnsp(tau0, taul, Sc, Sh, M, Sig,Th, pi,pp, pa: double): double;
end;
implementation
uses Main, Maths1, Probabilities, inverse;
Constructor TUTtils.Create;
begin
inherited;
ARandNumber:=TRandomMersenne.create(int64(Round(time)));
BRandNumber:=TRandomMersenne.create(int64(Round(time)));
end;
Destructor TUtils.Done;
begin
inherited;
ARandNumber.Free;
BRandNumber.Free;
end;
function TUtils.RandExpo(lbda:double):double;
begin
Result:=-Ln(ARandNumber.Random)*1bda;
end;
function TUtils.GaussCdf(tt:double; Amu,Asigma:double):double;

begin
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Result:=Normal CDF(tt, Amu,Asigma);
end;
function TUtils.Gausspdf(tt:double; Amu,Asigma:double):double;
begin
Result:=NormalPDF(tt, Amu,Asigma);
end;
function TUtils.RandGauss(Amu,Asigma:double):double;
{ Marsaglia-Bray algorithm }
var Ul, S2: double;
begin

repeat

U1 := 2*BRandNumber.Random - 1;
S2 = Sqr(U1) + Sqr(2*BRandNumber.Random-1);

until S2 < 1;

Result := (Sqrt(-2*Ln(S2)/S2) * U1 * Asigma + Amu);
end;
function TUtils.IGaussCdf{(tt, Sigma, Nu, Thres:double):double;
var res:double;
begin

if tt=0 then

res:=-(1+exp(2*Nu/sigma))

else



res:=NormalCDF(sqrt(Thres/(sigma*tt))*(Nu*tt/Thres-1),0,1) +
exp(2*Nu/Sigma)*Normal CDF(-sqrt(Thres/(Sigma*tt))*(Nu*tt/Thres+1),0,1);
result:=res;
end;
function TUtils.IGaussPdf(tf:Double; Sigma, Nu, Thres:double):double;
var res:double ;
begin
if tf=0 then
res:=0
else
res:=sqrt(Thres/(2*P1*Sigma))*power(tf,-3/2)*
exp(-sqr(tf-Thres/Nu)*Sigma/(2* Thres*tf));
result:=res;
end;
function TUtils.ExpoCdf(arg:double;Shape:double):double;
begin
Result:=1-exp(-Shape*arg);
end;
function TUtils.GammaCdf(shapro:double;n:integer):double;
var riinteger;
exparg, ss:double;

begin
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ss:=0;
exparg:=exp(-shapro);
if n=0 then ss:=0
else
For r:=0 to (n-1) do
ss:=ss + ESBintPower(shapro,r)*exparg/Factorial X(r);
Result:=1-ss;
end;
function TUtils.ShocksCdf(scalt,shapro:double):double;
var n:integer;
expscal,Sum:double;
begin
Sum:=0;
expscal:=exp(-scalt);
For n:=0 to 1000 do
Sum:=Sum+GammaCdf(shapro,n)*ESBIntPower(scalt,n)*expscal/FactorialX(n);
Result:=1-Sum;
end;
function TUtils.Shockspdf(tt,scalt,shapro:double):double;
var niinteger;  expargg,Sum:double;
begin

Sum:=0;
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expargg:=exp(-scalt);
For n:=0 to 1000 do
Sum:=Sum + GammaCdf(shapro,n)*ESBIntPower(scalt,n)*expargg*
(scalt-n)/(tt*Factorial X(n));
Result:=Sum;
end;
function TUtils.ModelCdf(tt, Scale, Shape, Mu, Sigma, Thres: double): Extended;
begin
if (Mu=0) and (Sigma=0) then
begin
result:=ShocksCdf(Scale*tt,Shape*Thres);
end else
if (Shape =0) and (Scale=0) then
begin
result:=IGaussCdf(tt,Sigma, Nu, Thres);
end else
result:=1-Cdf(tt,Scale, Shape, Mu, Sigma, Thres,6);
end;
function TUtils.Modelpdf(tt, Scale, Shape, Mu, Sigma, Thres: double): Extended;
begin
if (Mu=0) and (Sigma=0) then

begin
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result:=Shockspdf(tt,Scale*tt,Shape*Thres);
end else
if (Shape =0) and (Scale=0) then
begin
result:=IGausspdf(tt,Sigma, Nu, Thres);
end else
result:=pdf(tt,Scale, Shape, Mu, Sigma, Thres,6);
end;
function TUtils.Modellnsp(tau0, taul, Sc, Sh, M, Sig,
Th, pi.pp, pa : double): double;
begin
result:=taul+
( ModelCdf(taul, Sc, Sh, M, Sig, Th)- ModelCdf(tau0, Sc, Sh, M, Sig, Th))
/ModelPdf(taul, Sc, Sh, M, Sig, Th) - pi/(pp-pa);
end;

end.
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unit Inverse;

interface

uses Complex, Mathsl|;

function Cdf(ta,Scal, Shap, Mu, Sig, Thr:double;a:integer): Extended;
function Pdf(ta,Scal, Shap, Mu, Sig, Thr:double;a:integer): Extended,
implementation

function LsGx(splsgx:Tplx; param:double): Tplx;

var un:Tplx;

begin
un.Re:=1;
un.Im:=0;

result:=Divide(afois(param,un), Add(splsgx,afois(param,un)));

end;

function LsCdf(splscdf: Tplx;ta,Scal, Shap, Mu, Sig, Thr:double): Tplx;

var cl,c2,c3, un:Tplx;

begin
un.Re:=1; un.Im:=0;
cl:=Add(afois(0.5*sqr(sig)*ta,prod(splscdf,splscdf)),afois(-Mu*ta,splscdf)) ;
c2:=Add(c1,afois(-Scal*ta,un));
c3:=afois(Scal*ta,LsGx(splscdf,Shap));
result:=Divide(exponen(Add(c2,c3)),afois(2,splscdf));

end;
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function Lspdf(splspdf:Tplx;ta,Scal, Shap, Mu, Sig, Thr:double):Tplx;
var un,cl,c2,c3:Tplx;
begin
un.Re:=1;
un.Im:=0;
cl:=Add(afois(-0.5*sqr(sig),prod(splspdf,splspdf)),afois(Mu,splspdf)) ;
c2:=Add(c1,afois(Scal,un));
c3:=Afois(-Scal,LsGx(splspdf,Shap));
result:=Prod(LsCdf(splspdf,ta,Scal, Shap, Mu, Sig, Thr), Add(c2,c3));
end;
function Ls(i:integer;spls:Tplx;ta,Scal, Shap, Mu, Sig, Thr:double):Tplx;
begin
case i of
0: result:=LsCdf(spls,ta,Scal, Shap, Mu, Sig, Thr);
1: result:=Lspdf(spls,ta,Scal, Shap, Mu, Sig, Thr);
end; end;
function invLaplacefs(i:integer;ta,Scal, Shap, Mu, Sig, Thr:double;
a:integer): Extended;
var x,y:Tplx; sum,im :Extended; n:integer;
begin
sum:=0;

x.Re:= a/Thr;
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y.Re:=a/Thr;

im:= Pi/Thr;

for n:=1 to 10000 do

begin

x.Im:=n*im;

y.Im:=(n-0.5)*im ;

sum:=sum + ESBIntPower(-1,n)*(Ls(i,x,ta,Scal, Shap, Mu, Sig, Thr).Re+

Ls(i,y,ta,Scal, Shap, Mu, Sig, Thr).Im);

end;

x.Im:=0;

result:=0.5*exp(a)/Thr*(0.5%Ls(i,x,ta,Scal, Shap, Mu, Sig, Thr).Re + sum);
end;
function Cdf(ta,Scal, Shap, Mu, Sig, Thr:double; a:integer): Extended;
begin
result:=invLaplacefs(0,ta,Scal, Shap, Mu, Sig, Thr, a);
end;
function Pdf{(ta,Scal, Shap, Mu, Sig, Thr:double; a:integer): Extended;
begin
result:=invLaplacefs(1,ta,Scal, Shap, Mu, Sig, Thr, a);
end;

end.
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* Random Number generator 'Mersenne Twister’ *

*

This random number generator is described in the article by *
* M. Matsumoto & T. Nishimura, in: *
* ACM Transactions on Modeling and Computer Simulation, *

* vol. 8, no. 1, 1998, pp. 3-30. *

*¥

Experts consider this an excellent random number generator. *
unit mersenne;

interface

const

{ // define constants for MT11213A

N=351; M=175; R=9; MATRIX_A= OxEABD75F5;

TEMU=11; TEMS=7; TEMT=15; TEML=17; TEMB=0x655E5280;
TEMC=0xFFD58000; }

// or constants for MT 19937

N=624; M=397; R=31; MATRIX_A=$9908BODF;
TEMU=11; TEMS=7; TEMT=15; TEML=18;
TEMB=$9D2C5680;

TEMC=$EFC60000;
LOWER_MASK:longword=$7fffffff;

UPPER_MASK:longword=$80000000;
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mti:LonglInt = N+1;

type

TRandomMersenne=Class // encapsulate random number generator

public
constructor create(seed:int64); // constructor
procedure RandomlInit(seed:int64); /l re-seed

function IRandom(min, max:longint):longint; // output random integer

function Random():Extended; // output random float
function BRandom():longword; // output random bits
private

mt:array[0..N-1]of longword; // state vector

/I mti:Longint;
end;
type
Tconvert=record
case tag:boolean of
False: (f:double);
True: (i:array[0..1] of longword);
end,
implementation
constructor TRandomMersenne.Create(seed:int64);

begin
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RandomlInit(seed);
end;
procedure TRandomMersenne.RandomInit(seed:int64);
var
s:longword;
begin
// re-seed generator
s:= longWord(seed);
mti:=0; while mti< N do
begin
si=s * 29943829 - 1,

mt[mti]:=s; inc(mti); end;end;

function TRandomMersenne.BRandom():longword;
var y:longword;
kk, km: integer;
begin
// generate 32 random bits
if (mti >= N) then
begin
// generate N words at one time

km:=M;
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kk:=0;
While (kk< N-1) do
begin
y:= (mt[kk] and UPPER_MASK) or (mt[kk+1] and LOWER_MASK);
mt[kk]:= mt[km] xor (y shr 1) xor (-longint(y and $1) and MATRIX_A);
Inc(km);
if (km >= N) then km:= 0;
Inc(kk);
end;
y := (mt[N-1] and UPPER_MASK) or (mt[0] and LOWER_MASK);
mt[N-1]:= mt[M-1] xor (y shr 1) xor (-longint(y and $1) and MATRIX_A);
mti:=0;
end;
mti:=mti+1;
y:=mt[mti]; // Tempering (May be omitted):
y:=yxor (yshr TEMU);
y :=y xor ((y shl TEMS) and TEMB);
y :=y xor ((y shl TEMT) and TEMC);
y =y xor ( y shr TEML);
result:=y;
end;

function TRandomMersenne.Random():Extended;
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var r:longword,
convert:Tconvert;
begin
r:= BRandom();
convert.tag:=True;
convert.i[0]:= r shl 20;
convert.i[1]:= (r shr 12) or $3FF00000;
convert.tag:=False;
result:=convert.f - 1.0;
end;
function TRandomMersenne.[Random(min,max:longint):longint;
var r:longint;
begin
// output random integer in the interval min <= x <= max

r:= Trunc((max-min + 1)*Random())+ min; // multiply interval with random and
truncate

if (r > max) then r:= max;
if (max < min) then begin result:=$80000000-1 ;exit;end;
result:=r;

end; end.
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ANNEXE 2 : Méthode de Romberg

(tiré de http://www.mat.ulaval.ca/anum/ch5/html/node12.html)

" Bien que la méthode du trapeze soit la plus simple des formules de Newton-Cotes,
nous avons montré qu'en général sa précision est insuffisante. La méthode de Romberg
est une méthode itérative qui utilise la simplicité de la méthode du trapeze pour obtenir

une premiere approximation, puis une extrapolation pour améliorer la précision.

=a a,..a, =b
M

. A, a “ge .
Si on connait f aux noeuds “ 0 , I'utilisation de la formule nous donne

'approximation

7(my = &= {f{a) +23° flan)+ f(b)}

=1

. . . @5, @544]
Si on double le nombre de noeuds en divisant chacun des intervalles
[ . Euiﬁ]
ﬂa = fg “'1 o 2

en 2 on obtient 2m+1 noeuds , ,

e - oo b frond
By = B, 189y, = On . . .
et I'approximation

rom) = =2 fa)+2 3 fad) + S0}

f=f

Si on peut réécrire cette derniere équation sous la forme
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T(2m) = %{ {f(a)wtf(bHé! > f(aﬁ)]w B3] g}
..pm o
=y G =etGi-DF

Tam) = { [ﬂaswf(s)w”?ff{a,} fjf(a-é«(zjmlzfg}}
=1

Fel
i
T{2m} = §{T{m)+ ?sz (a—i—{zg -1} )}
=l
T'{m}) T'(2m)
On constate que, lorsqu'on connait , le calcul de nécessite m évaluations

de f au lieu de 2m+1.

hop ={b— a) _ ‘ Ty = T(%)
En commencgant a m=1, , on obtient la suite on pose en posant
hy = b=t
( Ta = "8[f(a) + f(b)]
=} [To + hof(a + %)

»

Ty =L [Ty + A 2 fe + (2 - k)]

EXEMPLE 5.7

Ts fq sinzdc
Le calcul de  pour donne la suite
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T = ;[mnﬁ+smx}“ﬂ
, LN P N = * = 15707
T = 5[o+wsn(0+5)| = § = Lom0mess
1r 7 3n )
Tx = § Tt 2 (3111 1 4 sin z‘)] = 1.89611890
1 S 3= 57, ix .
T = ibil”g—{—g(smg—{-sm—é—+sm—§—+m 8)} = 1.97423160

Ty = 1.9935704
Tz = 1.88830336.

La valeur exacte est 2. Il apparait donc clairement que, méme si les calculs sont simples,
la convergence est tres lente, ce qui est dii au fait que la formule du trapeze composée
n'est que d'ordre 2.

Pour améliorer cette convergence, nous avons besoin d'étudier l'erreur commise en
utilisant puisque c'est cette erreur qui indique le taux de convergence.

b
e &
oo AT fof(z)de
Dans le cas ou I'on utilise la suite pour approximer , on utilise plutdt
une expression de l'erreur ol apparaissent un terme en k%t un terme en A® Plus

précisément, on pourrait montrer que :

(1.23) [ ez =1, Zipey - i)+ Coag )

R #jeia3 b]
ol :
hj-»i = 2};'3;
St on récrit cette égalité pour j=j-1 et qu'on se rappelle que , on obtient
L 4?:3 a)16h%
[ fedie = T — 22 1p8) - pian + 2R o),

h2

ce qui nous permet d'éliminer le terme en ~ pour avoir finalement

w28 [ fede = T Eo e ) - 16£9,0)
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i 3
En comparant (1.24) et (1.23) on constate que donne une meilleure
approximation que ’puisque l'erreur varie comme k?dans le premier cas et fi%dans le
, | ATk | .

second. C'est donc dire que la suite * “converge plus vite vers l'intégrale que la

AT =T}z o , . -
suite . On pourrait continuer cette procédure pour obtenir une troisieme

. X — lﬁT' ;*-T‘,..L oG )

_ {T”Q - 15 =2 . N " {T'ak};ﬁk

suite , puis une quatrieéme, . . ., une k-ieme u
T — 4;‘T5’g..g, = Tjuml el
W= -

# 1

On obtient ainsi un schéma triangulaire :

Tio Tig
g Ty Tag

Tin Tin Tha - Ty

ou chacune des colonnes converge plus vite que la précédente. On s'attendra donc a ce
o #]

. »iti=0
que la convergence de la diagonale ?

l'algorithme suivant.

soit tres rapide. Tout ceci suggere

Algorithme de Romberg:

hog=b—a Too= =2[f(b) + f(e

1- Posez i=j=0, o , 87 ko L/(8) ( )] allez a 3.
N — Ticgian| < €

2-Si allez 2 9.

3-1=1+1
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1 Lo -1
Tip= 5 [T}-—L,u‘f' hiy Zf (‘1 +(25 — 1)%")]

$=1
5-j=j+1

6- Si j>1 posez j=0 et allez a 2

7- Posez
T, = T~ Ty
” 44 —1
8- Alleza$s
f2 F{z)de ~ Ty

9- Fin
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ANNEXE 3 : M¢éthodes de la sécante

(Source: http://www.mat.ulaval.ca/anum/ch2/html/node5d.html)

"Il est parfois ennuyeux dans l'utilisation de la méthode de Newton-Raphson d'avoir a
fr

L .
calculer . IL se peut par exemple qu'on ne dispose pas du programme d'ordinateur

z
pour en effectuer le calcul alors qu'on peut facilement calculer . L'algorithme

suivant peut étre considéré comme une approximation de la méthode de Newton.

Au lieu d'utiliser la tangente au point Panous allons utiliser la sécante passant par les

points d'abscisses Pue( P~ Lpour en déduire équation de la sécante s'écrit:

f(pa)— fpa-r)
Pn — Pn-1

s{(z) = f{pu) + {2~ pa)

3(Pagr) =10
Si

, on tire

Pu ™ Po-li
Pats = Pu _“f(P«n.) % &

f(pa) — flpa-r)

Algorithme de la sécante

But: Trouver une solution de f (x ) = O.

Entrées: Deux approximations précision Po ¢t Pi



£(la précision désirée)

Ng

(le nombre maximum d'itérations)

Sortie: valeur approché de pou un message d'échec.

Etape 1 : Posern =2

%o = f(po)

¢ = f{p1)

. n< No+1
Etape 2: Tant que , faire les étapes 3 a 6

— p, — g, P1=10)
) P=P— =
Etape 3: Poser

. p—p| <
Etape 4:Si I [ Alors imprimer Fin

Ftape 5:Posern=n + |

Etape 6: Poser F0 = Pi
0= 0

PL=p
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n = f{p}

No

Etape 7: Imprimer (la méthode a échoué apres  itérations);

Etape 9: Fin "



