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RESUME

Les alliages a mémoire de forme (AMF) trouvent de nombreuses applications en tant
qu’actuateurs contrdlés par la température. Grace a I’effet mémoire de forme, une action
mécanique contrflée peut en effet étre générée par le chauffage de I'alliage. La
transformation martensitique inverse, un changement de phase a I"état solide, est responsable

de ce phénomene.

Le but de cette étude est de concevoir un actuateur AMF a action rapide contrflé par la
température. Nous présentons le cas d'une arche basse en AMF, dont la courbure s'inverse
soudainement sous l'effet d'une charge d'origine mécanique ou lors du chauffage au-dela de la
température de transformation de phase. Le phénoméne d’instabilité mécanique décrivant
cette inversion de courbure est le flambement en snap. La principale application d’un tel

dispositif est un interrupteur commandé thermiquement.

Bien que la vitesse de changement de phase soit assez grande, il est difficile d'obtenir
pratiquement un temps d'actionnement d'un élément AMF plus court que O.1s. La
transformation martensitique étant un phénoméne activé thermiquement, sa vitesse de
propagation dépend en effet des conditions de transfert de chaleur dans la matiére. La
combinaison d’un phénomeéne d'instabilité mécanique avec |'effet mémoire de forme permet

de contourner cet obstacle.

Une revue préliminaire des méthodes utilisées dans les problémes de stabilité élastique
permet de dégager deux approches particuliérement adaptées au calcul du flambement en
snap des arches basses : I’approche classique prenant pour inconnue ia ligne élastique de
arche ainsi que I’approche énergétique. L’approche classique méne i une solution
analytique décrivant le flambement en snap d’une arche basse élastique sinusoidale soumnise
a une charge sinusoidaie. Cette solution peut étre étendue au cas des AMF si I’on se restreint

au domaine élastique de leur loi de comportement, ce qui est justifié dans le cas de I’actuateur
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que nous présentons. Une modélisation du flambement en snap d’une arche AMF causé par
chauffage est alors présentée. Elle s’appuie sur la rigidification que subit I’ AMF au cours de

la transformation martensitique inverse.

L’approche énergétique est utilisée dans le cadre d’un code de calcul numérique fondé sur la
représentation de la déformée d’une arche €lastique par krigeage dual et la minimisation de
I'énergie totale grice a un algorithme d’optimisation. Ce code de calcul permet d’étendre
I'étude du flambement en snap d’une arche AMF a des arches possédant une ligne élastique

et des conditions aux limites quelconques. Il est validé grice a des solutions analytiques.

Une bréve éude expérimentale confirme I'effectivité du flambement en snap d’une arche

AMEF lors de son chauffage, si sa fléche est dans une certaine gamme de hauteur.
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ABSTRACT

Shape Memory Alloys (SMA) are most commonly used as actators controlled by
temperature. Thanks to the shape memory effect, a mechanical action can be generated by
heating of the alloy. The reverse martensitic transformation, a phase transformation between

two solid state phases, is responsible for this phenomenon.

The aim of this study is to design a rapid action SMA actuator controlled by temperature.
We present the case of an SMA shallow arch that undergoes a sudden change of curvature
when laterally ioaded or heated beyond the phase transformation temperature, exhibiting the
snap buckling phenomenon. The main field of application of such a device is a thermally

controlled switch.

Despite a fairly large speed of phase transformation, it is still difficult to make the actuation
of an SMA device take less than 0.1 second. The martensitic transformation being a
thermally activated phenomenon, its propagation velocity depends on heat transfer conditions
in the alloy. Combining a mechanical instability phenomenon with the shape memory effect

makes it possible to circumvent this obstacle.

A review of the methods used to solve problems of elastic stability shows that two
approaches are particularly adapted to the calculation of snap buckling of shallow arches: the
classical approach and the energy approach. The classical approach - using the equation of
the centerline of the arch as the unknown - leads to an analytical solution describing snap
buckling of a shallow elastic sinusoidal arch subjected to a sinusoidal load. This solution can
be extended to the case of SMA if the elastic part of their material law only is considered. A
model for snap buckling of a SMA arch caused by heating is presented. It is based on the

rigidification undergone by the alloy during the reverse martensitic transformation.
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The energy approach is used within a numerical code based on the representation of the
centerline of an elastic arch by dual kriging and the minimization of total energy with an
optimization algorithm. This computer code extends the study of snap buckling of SMA

arches to any geometry and any boundary conditions. It is validated with analytical solutions.

A brief experimental study confirms that a SMA low arch undergoes snap buckling when

heated beyond the phase transformation temperature, if its height is within a certain range.
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INTRODUCTION

Les alliages a mémoire de forme (AMF) présentent trois caractéristiques remarquables :
I'effet mémoire de forme, la superélasticité et ’amortissement. L’effet mémoire de forme se
manifeste par un retour a une forme enregistrée au préalable - grice i un traitement
thermique - lors du chauffage de I'alliage au-dela d’une certaine température. L’effet
mémoire de forme est celle des trois caractéristiques remarquables des AMF qui a donné lieu
jusqu’ici au plus grand nombre d’applications industrielles. II est principalement utilisé dans
la conception d’actuateurs, comme convertisseur d'un signal €lectrique ou thermique en une

action mécanique.

Le comportement exceptionnel des AMF. et en particulier |'effet mémoire de forme, provient
de I'existence de deux phases a I'état solide : la martensite, stable a basse température, et
I"austénite, stable a haute température. La transformation de phase, réversible, est appelée
transformation martensitique. Elle est thermoélastique, c’est-a-dire qu’elle est régie par la

température, mais aussi par I’état de contrainte inteme du matériau.

L’effet mémoire de forme se manifeste au cours de la transformation martensitique inverse
(dans le sens martensite-austénite), causée par le chauffage de I'AMF. Ainsi, méme si la
transtormation de phase en elle-méme est trés rapide, le transfert de chaleur responsable de la
propagation du front de transformation de phase se fait relativement lentement dans les
montages habituels. I est donc difficile d’obtenir pratiquement un temps d’actionnement
d’un élément en AMF inférieur a 0.1 seconde, si I’action est issue uniquement de [’effet

mémoire de forme.

Dans des application telles que les interrupteurs ou les valves, les AMF tiennent a la fois lieu
de systeme de contrdle et d’actuateur. Ils peuvent donc s’avérer compétitifs malgré leur coiit

élevé par rapport a des métaux classiques. Il est cependant nécessaire de réduire leur temps



d’actuation. En combinant un phénomene d’instabilité mécanique avec I’effet mémoire de
forme, il est possible de palier ce manque, et de concevoir un actuateur 3 action rapide

controlé directement par la température.

Le systéme que nous allons étudier consiste en une arche basse en AMF, dont les extrémités
sont fixées sur différents types de supports. L’application d’une charge latérale peut - sous
certaines conditions - entrainer I'inversion soudaine de la courbure de I’arche, suivant le
phénomene d’instabilité€ appelé "flambement en snap”. Or, il apparait que I’effet mémoire de
forme peut également entrainer le flambement en snap, dans le sens de la reprise de la forme
initiale de I'arche. Une arche basse AMF peut donc remplir le role d’actuateur 4 action

rapide contrdlé par la température.

Le présent travail consiste en I’étude et la modélisation du comportement d’une arche basse
en AMF chargée mécaniquement puis chauffée. Il est composé de trois chapitres. Le
premier chapitre est consacré a une revue bibliographique approfondie sur le traitement des
phénoménes d’instabilité des structures, dans le cas de matériaux conventionnels. [l a pour
but d’acquérir une vision claire des différentes méthodes disponibles et de leur domaine
d’application, avant de les adapter au cas des AMF. Nous exposerons a titre d’exemple les
solutions analytiques disponibles pour traiter le flambement en snap de certaines

configurations particuliéres d’arches basses élastiques chargées latéralement.

Nous verrons dans le chapitre 2 que certaines considérations guidant la conception d’un
actuateur AMF a action rapide suggerent de se limiter au domaine élastique de leur loi de
comportement. L’une des solutions présentées au chapitre | est alors adaptée au cas des
AMF, et fournit une solution analytique pour le flambement en snap d’une arche basse
sinusoidale en AMF. Une bréve étude expérimentale est menée afin de confirmer

I’occurrence des phénomenes mis en évidence par |'étude analytique.

Le chapitre 3 est consacré a la présentation d’un code de calcul numérique développé afin

d’étendre I’étude analytique présentée au chapitre 2 a toutes les géométries d’arches. Ce



code de calcul est fond€ sur la modélisation de la ligne élastique de I’arche par krigeage dual

et la minimisation de I’énergie totale.



CHAPITRE 1

CONCEPTS ET METHODES UTILISES DANS
L’ETUDE DE LA STABILITE DES STRUCTURES

Le concept de stabilité¢ d'un €tat d'équilibre est une notion trés intuitive et, & ce titre, a été
étudié trés tot dans le développement de la mécanique classique. La littérature concernant
I'étude de la stabilité d'une structure élastique est donc large et les outils de traitement en sont
nombreux. En revanche, le domaine est beaucoup moins bien balisé en ce qui concerne la

stabilité d'une structure inélastique.

Nous présenterons dans un premier temps le concept trés général de stabilité d'une structure
ainsi que les différents parameétres susceptibles de nous intéresser lors d'une étude de stabilité.
Nous nous restreindrons ensuite au domaine élastique. Nous classifierons les phénomeénes
d'instabilité susceptibles de survenir lors du chargement d'une structure élastique en quatre
types. Parmi ces quatre types de flambement, trois se manifestent par un bond soudain vers
une position éloignée de la position initiale autrement appelé le phénomene de flambement
en snap. Ce phénomene correspond a I'action rapide qui nous intéresse dans le cadre de ce
mémoire. Nous présenterons ensuite les trois approches susceptibles d’étre adoptées pour
traiter un probléme d’instabilité élastique, ainsi que les méthodes les plus courantes se
rattachant a chacune de ces approches. Nous discuterons de leurs avantages respectifs et de
leurs limitations. Nous finirons par une bréve description des méthodes utilisées pour I'étude

de la stabilité en-dehors du domaine élastique.



1.1 Le concept de stabilité d’une structure

Une définition relativement intuitive du concept de stabilité est donnée par Simitses [28] :
lorsqu’une structure est soumise d un chargement quasi-statique, elle se déforme afin de
maintenir I’état d’équilibre statique; lorsque la structure déformée est soumise a une petite
perturbation autour de sa position d’équilibre, si celle-ci réagit en oscillant autour de cette
position, on dit que I’équilibre est stable. Notons que par petite, on entend aussi petite qu’on
le souhaite. Si la structure reste dans I’état perturbé, I’équilibre est qualifié d’indifférent.
Enfin, si elle diverge de son état d’équilibre, I’équilibre est dit instable. La Figure I.1 illustre
les trois formes d’équilibre possibles grice a I’exemple d’une bille se déplagant sur une

courbe : équilibre stable en A, instable en B, indifférent en C.

N7 N

A

Figure 1.1 - Les différents types d’équilibre

Lorsqu’au cours du chargement d'une structure. un état d’équilibre instable ou indifférent est

atteint. le niveau des charges extérieures est appelé charge critique ou charge de flambement.

La définition parfaitement rigoureuse de la stabilité généralement invoquée est celle de
Liapunov (I7]. Elle se rapporte a l'espace des phases 2n-dimensionnel d'un systéme a n
degrés de libertés et précise le sens des termes employés dans la définition ci-dessus, cette
demiére n'en étant qu'une retranscription. [I s’agit donc d’une définition dynamique de la

stabilité.

Les quatre points susceptibles de nous intéresser dans une étude de stabilité sont la charge
critique, la déformation du systéme juste en-dessous de la charge critique, i.e., juste avant le

flambement, le comportement du systéme quand la charge critique est atteinte, i.e., le type de



flambement, ainsi que le comportement du systéme au-dela de la charge critique, i.e., le

chemin post-flambement.

12 Les différents modes de flambement d'une structure dastique

On distingue quatre modes de flambement. auxquels correspondent quatre types de points
critiques : le point de bifurcation symétrique stable, le point de bifurcation symétrique
instable. le point de bifurcation asymétrique et le point limite. IIs sont présentés entre autres

par Thompson et Hunt [30].

Afin de les caractériser, nous considérons des structures possédant un nombre fini n de degrés

de liberté, caractérisés par des coordonnées généralisées (Q.) Nous noterons Q le

I€isn *

vecteur de coordonnées (Q, ) Ces coordonnées peuvent correspondre a un déplacement,

Isisn ©
une rotation en un point, I'amplitude d’une harmonique, etc. En-dehors de quelques cas
spécifiques, le comportement d'une structure continue peut toujours €tre approché de cette
maniére grice a une procédure de discrétisation, telle que la méthode des éléments finis, la
méthode des différences finies ou l'expansion en série de Fourier tronquée par exemple. La
charge, supposée conservative, est représentée par un scalaire A. Le fait que la charge soit

conservative permet davoir recours a l'énergie totale E(Q,A) du systéme, et ainsi de

visualiser les €tats d'équilibre comme des minima ou maxima de I'énergie totale. Nous
reviendrons beaucoup plus longuement a cette classification au paragraphe 1.3.4. Notons

seulement qu’un point (@, A) correspond a un état d’équilibre 2 la condition :

JE(Q.A)

———=0 pouri<j<n
a0,
et que I’équilibre est stable s’il s’agit d’un minimum de I’énergie totaie et instable s’il s’agit

d’un maximum.

Associant les variables (Q,),_.. et A aux axes d’un espace de dimension n+/, on voit que les

ISisa

n équations d’équilibre spécifiant la stationnarité de I’énergie totale par rapport aux n



coordonnées généralisées définissent des variétés de dimension 1, i.e., des chemins de cet
espace. C’est la forme et la stabilité de ces chemins que nous allons étudier afin de modéliser
les différents types de points critiques. A des fins de représentation, ces chemins sont

projetés sur le plan (Q,,A), ol Q, est choisi tel que la figure soit la plus représentative

possible. [l faut donc garder a ['esprit que le méme chemin projeté sur un autre plan peut
avoir une allure trés différente, bien que le phénoméne physique soit le méme. En revanche,
les quatre structures présentés a titre d’exemple possédent un seul degré de liberté, et il s’agit

donc des chemins d’équilibres réels et non projetés.

1.2.1 Leflambement avec point de bifurcation symétrique stable
Présentation générale

Ce mode de flambement est illustré par le diagramme de la Figure 1.2, comportant la

coordonnée généralisée Q. en abscisse et le facteur de charge A en ordonnée. Les courbes en

trait épais représentent les différents chemins d’équilibre, stables en trait plein et instables en

trait pointillé. Les diagrammes en traits fins superposés aux courbes en trait €épais donnent

I’énergie totale en fonction de Q,, la charge A étant fixée a trois valeurs A' A", A®

différentes.

Dans ce premier cas, un chemin d’équilibre fondamental partant de I'origine du repeére perd
sa stabilité initiale en intersectant un chemin d’équilibre stable post-flambement. Ce dernier a
une pente nulle au point critique. L’énergie totale posséde une unique valeur stationnaire
pour une charge inférieure a la charge critique, et trois au-dela de la charge critique, dont les
deux stables sont sur le chemin post-flambement. L’état critique est stable, si bien qu’un
systéme chargé progressivement va quitter le chemin d’équilibre fondamental en atteignant la
charge critique, pour passer en douceur sur le chemin post-flambement. La direction dépend
des petites perturbations auxquelles est soumis le systéme. Les états d’équilibre juste avant et

juste apres le flambement sont donc infiniment proches.



Qi

Figure 1.2 — Flambement par bifurcation symétrique stable

Ce mode de flambement est celui de la colonne d’Euler que nous allons évoquer en guise

d’exemple. [l est traité plus largement au paragraphe 1.3.3.

Exemple : la colonne d’Euler

|

-

(o

.."7‘: Q\

@)

Figure 1.3 - Colonne d’Euler et relation fleche-charge

Une colonne telle que celle représentée ci-dessus, chargée par une force axiale P appliquée de
maniére quasi-statique, restera droite tant que P ne dépassera pas la charge critique bien

connue :



P = (1.1)

oil £ est le module d’élasticité du matériau, / le second moment de section et L la longueur de

la colonne.

Ainsi, si Oy représente la fleche au milieu de la colonne, le chemin d’équilibre fondamental
est donné par I'équation Q; = 0, et s’arréte au point critique C correspondant a la charge P,
(cf. (I.1)). Sil’on dépasse la charge critique, la colonne accuse une fleche non nulle, et 'on

suit désormais le chemin post-flambement.

122 Leflambement avec point de bifurcation symétrique instable

Présentation générale

Dans cette deuxiéme configuration, illustrée par la Figure 1.4, le chemin d’équilibre

fondamental intersecte le chemin d’équilibre post-flambement instable.
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Figure 1.4 - Flambement par bifurcation symétrique instable

Pour une charge inférieure a la charge critique, I’énergie totale posséde trois valeurs

. stationnaires, a savoir un minimum et deux maxima. A partir de la charge critique, ces trois
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points stationnaires se rejoignent en un unique maximum. L’'état d’équilibre critique est donc
instable, et un systéme chargé jusqu’a la charge critique se déplace soudainement vers un état
d’équilibre éloigné non représenté sur la figure, si tant est qu'il en existe un. C’est ce que I'on
nomme le phénomeéne de "snap”. Nous allons voir dans les paragraphes suivants que deux

autres types de points critiques conduisent au flambement en snap.

Exemple

Considérons une colonne parfaitement rigide, verticale en I’absence de charge, et retenue par
un ressort horizontal. comme représenté a la Figure [.5. Elle est soumise a une charge P

verticale dirigée vers le bas.

]
!
I
EXd -08 X1 1)

Figure 1.5 - Colonne console retenue par un ressort de direction constante et relation
fleche-charge correspondante

Si P est inférieure a la charge critique KL, la structure a un degré de liberté — Q) - est stable, et
la colonne reste verticale. On suit alors le chemin d'équilibre fondamental caractérisé par
0,=0. Lorsque P atteint la valeur critique, un chemin d'équilibre instable (représenté en traits
pointillés) intersecte le chemin d'équilibre fondamental qui devient lui aussi instable.
Contrairement au cas de la colonne d'Euler, il n'existe alors aucun état d'équilibre stable pour
le systéme dans un voisinage de I'état initial. La configuration représentée a la Figure 1.5

correspond donc a un état d’équilibre instable, i.e., ne peut pas exister dans la réalité.
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1.2.3 Le flambement avec point de bifurcation asymétrique
Présentation générale

Ce mode de flambement est illustré a la Figure 1.6. Ici, le chemin d’équilibre stable
fondamental perd sa stabilit€ en coupant un chemin d’équilibre post-flambement continu.
Les deux chemins ont une pente non nulle au point de bifurcation. Pour une charge inférieure
a la charge critique. I’énergie totale posséde un minimum sur le chemin fondamental et un
maximum sur le chemin post-flambement. Lorsque la charge augmente a partir de zéro, le
maximum et le minimum se rapprochent jusqu’a coincider, si bien que I’énergie totale
possede un point d’inflexion a I'état critique, aprés lequel le maximum et le minimum
réapparaissent. L'état critique est donc instable comme précédemment, et si I’'on augmente
réguliérement la charge jusqu'a la charge critique, une perturbation infinitésimale va faire
"snapper” le systéme vers une position d’équilibre stable éloignée. malgré I'existence d’états
d’équilibre pour de plus grandes valeurs de la charge. 11 s'agit donc d'une deuxiéme
configuration de flambement en snap. Nous allons la rencontrer dans le cas qui nous

int€resse plus particuliérerment : celui d’une arche chargée latéralement.

Figure 1.6 — Le flambement par bifurcation asymétrique



Notons que comme dans les deux cas précédents, le flambement avec point de bifurcation
symétrique stable et le flambement avec point de bifurcation symétrique instable, le chemin
d’équilibre fondamental perd sa stabilité en rencontrant un autre chemin d’équilibre. En
particulier, dans le cas du flambement avec point de bifurcation asymétrique qui nous
intéresse ici, le chemin d’équilibre fondamental et le chemin post-bifurcation effectuent un
"échange de stabilit€’ en se coupant : celui qui €tait stable pour A < A devient instable pour
A2 A etvice-versa. Il s’agit de I’échange de stabilité discuté par Poincaré [22] en 1885. 1l
permet de conclure quant au comportement post-flambement d’une structure dans le cadre

d’une éwde statique, comme nous allons le retrouver au paragraphe 1.3.3.

Le flambement avec point de bifurcation asymétrique va s’avérer étre |’un des deux types de
flambement qui interviennent lors du chargement latéral d’une arche basse, et il est donc

important de le garder en mémoire.

Exemple

Ce type de flambement est celui qui survient dans le cas de la structure représentée ci-

dessous. Elle est constituée d'une colonne retenue par un ressort incliné i 45°.
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Figure 1.7 - Colonne console retenue par un ressort fixe et relation fléche-charge
correspondante
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Comme dans l'exemple précédent. la colonne est verticale et la structure est stable pour
P<P,,. Lastabilité est perdue lorsque l'on atteint P=P,,. Bien qu'il existe des états d'équilibre

stable pour P>P,,, ceux-ci ne seront jamais atteints.

124 Leflambement avec point limite
Présentation générale

Ce phénoméne est illustré A la Figure 1.8. Pour une valeur de la charge inférieure 4 A",
I’énergie totale posséde un minimum (équilibre stabie) et un maximum (équilibre instable).
Lorsque la charge augmente. les deux optima se rapprochent jusqu’a se confondre, si bien
que ['énergie totale posséde un point d'inflexion horizontal au point limite. Pour une valeur
de la charge supérieure a la charge cnitique A', il n’existe pas localement d’état d’équilibre,
contrairement aux trois cas de flambement avec point de bifurcation traités précédemment.
L’état critique étant lui-méme instable, un systéme chargé de maniére quasi-statique jusqu’a
la charge critique va sauter soudainement vers un état d’équilibre €loigné non représenté sur

la figure. [ s’agit donc d’une troisiéme et derniére configuration de flambement en snap.

Figure 1.8 — Flambement avec point limite
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Exemple : Parche simple

Le modele le plus simple permettant de démontrer le phénoméne de flambement avec point
limite est celui de I'arche simple, ou barres de Von Mises, représentée a la figure ci-dessous.

II est traité a la fois par Simitses {28], Thompson et Hunt [30], et Bazant et Cedolin [2].

Figure 1.9 — L’arche simple

Il consiste en deux barres articulées considérées comme des ressorts de raideur k, fixées a des
supports rigides par |'intermédiaire d’articulations. En I’absence de force latérale, les barres
font un angle & avec 'horizontale. Lorsque I'on applique une force latérale P de maniére
quasi-statique. I’angle entre les barres et I'horizontale diminue pour prendre une valeur Q;. 1l
s'agit ici de trouver [a relation entre P et O, afin de déterminer s’il existe une valeur de P au-
dela de laquelle le systéme saute brusquement vers les O, négatifs. Nous ne présenterons que
les résultats dans ce paragraphe, le calcul étant développé au paragraphe [.3.4 en tant

qu'exemple de |'approche énergétique appliquée a un systéme discret.

Le premier diagramme de la Figure 1.10 représente F'unique chemin d'équilibre obtenu. Le
deuxiéme donne la valeur de la dérivée seconde 3°E/d(ax-Q,)* =9°E/9Q} de I'énergie
totale au point d'équilibre correspondant a chaque valeur de @ —Q,. En d'autres termes, si
9*E/3Q} >0, Iéquilibre est stable, tandis que si 9°E/9Q} <0, I'équilibre est instable. On
peut déduire de ces deux diagrammes le comportement de I’arche simple chargée de maniére

quasi-statique a partir d’une charge nulle.
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Figure 1.10 — Relation charge-déplacement et régions de stabilité

Lorsque la charge P augmente, I'angle O, diminue réguliérement en suivant la courbe BC.

Lorsque P atteint la valeur critique (on se trouve alors au point limite, 9°£/3Q} =0),

I’équilibre devient instable et le systtme "snappe” vers la position d’équilibre stable
correspondant a la charge P,,, c'est-a-dire au point G. Le comportement est exactement

symeétrique si I'on partde O, = -a

13 Les différentes approches pour traiter un probléme de stabilité dastique

Trois approches différentes peuvent Eétre utilisées pour traiter les problémes d’instabilité
€lastique: I'approche dynamique, I'approche statique (ou classique) et I'approche énergétique.
L'approche dynamique est celle sur laquelle s’appuie la définition méme de la stabilité (cf.
paragraphe [.]) et est donc la plus fondamentale. Elle est cependant d'usage trés lourd et a ce
titre trés peu employée. L'approche classique peut fournir des solutions de maniére simple
mais ne permet pas en général de décider si un état d'équilibre est stable ou instable.
L'approche énergétique constitue un bon compromis entre les deux approches précédentes,
puisquelle permet de décider de la stabilité d'un état d'équilibre tout en restant relativement

Iégere d'emploi. Elle ne peut néanmoins s'appliquer qu'a un certain type de problémes.
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En-dehors de I'approche dynamique sur laquelle nous ne nous attarderons pas, chaque
méthode sera illustrée par le traitement, généralement issu de la littérature, du probléme bien
connu de la colonne d’Euler, ou de celui d’une arche basse chargée latéralement. Le premier
est intéressant du fait de sa simplicité tandis que le deuxiéme est au cceur de notre probleme.
Ces illustrations constituent donc une premiére partie de synthése bibliographique. Nous

allons dans un premier temps présenter ces deux problémes.

13.1 Les modeles exemples

La colonne d’Euler

Le probiéme de la colonne a été brievement présenté au paragraphe 1.2.1, grice a une
colonne tixée sur des rotules a ses deux extrémités, dont I’'une repose sur un chariot (cf.
Figure 1.3). Ce probléme est équivalent, en ce qui concerne la premiere charge critique, a
celui de la colonne encastrée i une extrémité et libre a I’autre représentée ci-dessous. [I suffit
en effet de lui adjoindre sa symétrique par rapport a I’axe des z et on est ramené au probléme

précédent.

Figure 1.11 — Géométrie de la colonne d’Euler

La charge P est de direction constante, paraliéle a I’axe des x, et est comptée positivement

vers les x négatifs.



L’arche basse chargée latéralement

Considérons une arche basse de longueur totale Ly telle que celle représentée a la figure ci-
dessous. Par basse, on entend que la fleche w(d/ 2) est faible devant la portée d. Lors du
chargement par des forces latérales, la compression ne doit alors pas étre négligée devant Ia

flexion.

w A
Charge répartie
q(x) Forme initiale
wo(X)
Rigidité a
x=d X

Courbure inversée

Figure 1.12 — Géométrie de I’arche basse chargée latéralement

L'arche sur rotules, de ligne €lastique initiale w,(x) et éventuellement précontrainte par une
force axiale H, exercée par les rotules, est soumise 2 une force latérale répartie g(x) ou

concentrée. La ligne élastique de sa déformée est notée w{x). La poussée exercée par les

rotules apreés application de la charge latérale est notée H. Le support de gauche est rigide,
tandis que le support de droite peut étre soit rigide, soit €lastique, de rigidité o. On cherche a
savoir pour quelle valeur de la charge latérale la courbure de l'arche va brusquement

s'inverser, suivant le phénomene de flambement en snap.

132 L’approche dynamique

L’approche dynamique est la seule qui soit applicable & absolument tous les cas de figures, y

compris en-dehors du domaine élastique. Elle consiste a écrire les équations gouvemnant les
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petites vibrations d’une structures pour les différents niveaux de charge, et a trouver pour
quel niveau de charge les vibrations cessent d’étre bornées. Cette approche présente
cependant deux inconvénients de taille. D'une part les équations incluent la variable
temporelle en plus des variables spatiales et du chargement, et sont donc beaucoup plus
difficiles a résoudre que des équations statiques. D'autre part, une résolution numérique des
équations nécessite la connaissance des perturbations initiales responsables du flambement,
perturbations dont on ne posséde généralement pas d'évaluation quantitative. Cette approche

n’est donc utilisée qu’en demier recours.

L'approche dynamique reste cependant la seule valable dans le cas de structures soumises a
des forces non conservatives telles que le vent ou des impulsions par exemple. L’approche
statique fournit dans ce cas des résultats erronés tandis que I’approche énergétique n’est pas

utilisable (absence de potentiel).

1.33 L’approche classique

L’approche classique consiste 2 écrire les équations différentielles et les conditions aux
limites gouvernant ['équilibre du systéme. L'issue du calcul dépend entierement du degrés

d’approximation choisi.

Approximation de ia flexion des poutres en résistance des matériaux

Prenons I'exemple de la colonne d’Euler. Dans un premier temps, utilisons I’approche
classique utilisée en résistance des matériaux pour calculer la flexion des poutre. Cette
approche consiste a calculer les moments exercés par les forces sur la configuration initiale
du systéme, c’est-a-dire ici sur la colonne parfaitement droite, et a les remplacer dans

I’équation suivante :
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Le rayon de courbure p a pour expression exacte

"

Lo w (1.3)
A\
P (l +w")
Dans le cadre de cette approximation, il est évalué a I'ordre 1 en w, w', w'’ (I’égalité ci-

dessous est en réalité exacte a ["ordre 2enw, w', w'’), d'ou

—_=w" (1.4)
On retrouve finalement I'équation classique de la flexion des poutres :
M = Elw” (1.5)

La seule force appliquée étant axiale, on a naturellement en tout point M=0. La condition
d’encastrement impose finalement w=0 pour toute la colonne, et aucun phénomeéne de

flambement ne peut €tre mis en €vidence.

Pour le traitement du cas de I'arche basse, notons seulement que le raccourcissement de
l'arche est d'ordre 2 en w' (cf. théorie du quatriéme ordre ) et n'intervient donc pas. On se
rameéne alors simplement 4 la flexion d’une poutre possédant une fléche initiale, et on n’est

donc pas en mesure d’exhiber un quelconque phénomeéne de flambement en snap.
La théorie de deuxiéme ordre

La théorie du deuxieme ordre (cf. [2]) consiste a évaluer encore une fois w, w’, w’’ a l'ordre
1, c’est-a-dire en linéarisant, mais cette fois en calculant les moments des forces sur la
configuration déformée. Cette théorie ne peut concerner qu'une structure élastique linéaire

idéale dans le domaine des petits déplacements. Elle ne permet pas de tenir compte des



20

imperfections. De plus, elle ne peut évidlemment pas rendre compte du flambement avec

point limite, comportement fondamentalement non linéaire (cf. paragraphe 1.2.4).

Exemple

Cest cette théorie qui conduit au calcul bien connu de la charge d'Euler, présenté par exemple
q g P
par Timoshenko [32]. Considérons donc de nouveau la colonne encastrée représentée i la

Figure |.11. L'équation (1.5) est toujours valable. En revanche. on n'a plus M=0, mais
M(x)=P-(& —w(x))
En substituant dans l'équation (1.5), on trouve 'équation différentielle :
wikw=k>8 (1.6)
ol k* = P/EI. Lasolution en est
w = Acos(kw)+ Bsin{kw)+ &

Les conditions d’encastrement en x=0 imposent
A=-§ B=0
D’ol
y = (1 - cos(kx)) (1.7
La condition a I’extrémité libre impose
y=9d pour x=L
d'ol

d-cos(kL)=0 (1.8)

condition qui sera satisfaite dans 'un des deux cas suivants :

D 8=0 (1.9)
2) cos(kL)=0



21
Ces deux cas correspondent a des relations charge-fléche, c'est-a-dire & des chemins
déquilibre. Explicitons le deuxiéme chemin, qui décrit une configuration fléchie de la

poutre :

kL=(2n—I)§

La plus petite valeur de AL qui convienne correspond a n=1, d’ou I’on tire la charge critique,

autrement appelée charge d’Euler :

T El
P, =—F X
ETs (1.10)

Les deux chemins d'équilibre définis par les équations (1.9) sont tracés a la Figure [.13.

P/P.A

cr

>
0 d

Figure 1.13 - Chemins d'équilibre de la colonne d'Euler, calculés avec la théorie de
deuxiéme ordre

Notons bien que la théorie utilisée ici ne nous permet pas de déterminer si le chemin

d'équilibre fondamental devient instable au-dela de P, ni si le chemin post-flambement

correspond a des états d'équilibre stable. La seule considération qui nous permette d'affirmer

que P_ correspond bien a la charge critique est le théoréme d'échange de Poincaré (cf.

paragraphe 1.2.3).
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Signalons également que la pente horizontale du chemin post-flambement n'indique pas que
I’équilibre est indifférent au-dela de la charge critique, mais plutdt que la fleche ne peut étre

déterminée dans le cadre de la théorie de deuxiéme ordre.

La théorie du deuxiéme ordre a été utilisée dans le cas de la colonne d'Euler afin d'obtenir une
solution analytique. Elle peut également étre associée a une méthode de discrétisation, et

conduire a un probléme lin€aire aux valeurs propres du type :
K(A) Q=0 (1.1

ot Q est le vecteur des déplacements généralisés comptés a partir de ['état initial, K est la
matrice de rigidité et A le facteur de charge. Cette équation est & rapprocher de I'équation

(1.8) obtenue pour la colonne d'Euler, Q jouant le role de det A celui de £.

Cette formulation peut étre obtenue par la "méthode de la matrice de rigidité" (cf. [2]) utilisée
dans le cadre du calcul du flambement de charpentes, ou, plus couramment, par analyse par
éléments finis. Cette méthode de calcul de stabilité est entre autres proposée par le logiciel
ANSYS sous le nom "Eigenvalue Buckling Analysis". Nous reviendrons a son mode
d'obtention grice aux €léments finis au paragraphe 1.4.2, et allons pour l'instant nous
contenter d'expliciter en quoi il s'agit ici d'un probléme aux valeurs propres, quoique non

standard. La solution exacte au probléme (1.11) est
det(K(A))=0

Or K dépend de A de maniére généralement non linéaire. Une méthode de résolution
possible consiste a partir de I'équation (1.11), et a développer K en série de Taylor autour d'un

point A, :
K(A)-Q@=[K,+(A-AK ] Q=0

ot K, et K, sont des matrices constantes. En multipliant cette équation par K,™', on obtient



23

(C-AI)-Q=0 (1.12)

ou C =A,I - K 'K, et] est la matrice identité. On retrouve ainsi un probléme classique de

recherche de valeurs propres.

Cette théorie appliquée a un phénomene de flambement avec point limite fournira une

réponse trés approximative, telle que celle illustrée par la Figure 1.14.

ﬁ Charge latérale

Point de bifurcation
{théorie du deuxieme ordre)

Point limite
(solution exacte)

»
w(d/2)-w(d/2)

Figure 1.14 - Théorie du deuxiéme ordre appliquée au calcul d'un point limite

La théorie de quatriéme ordre

La théorie du quatriéme ordre consiste a évaluer w, w’ et w’’ i l'ordre 2. Les moments sont
naturellement calculés comme dans la théorie du deuxiéme ordre sur la configuration
déformée. On peut cette fois introduire des non-linéarités géométriques et des non-linéarités
dans la relation constitutive du matériau, ainsi que des imperfections. On est alors en mesure
de montrer I’existence d’un point limite et de calculer sa position. De plus, si I'on tient
compte des imperfections de la structure, on supprime les points de bifurcation (cf. Figure
[.15) et on régle ainsi le probléme de I'échange de stabilité a Iintersection de deux chemins
d’équilibre. Cependant, la présence d’imperfections alourdit considérablement les caiculs, et

si I'on décide de les négliger, on ne dispose pas de plus d’information pour déterminer la
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stabilité des chemins d’équilibre que dans le cadre de la théorie de deuxiéme ordre. Ce fait

est inhérent a I’ approche classique.

Charge 4

Chemins d’équilibre
sans imperfection

Chemins d'équilibre
avec imperfections

Coordonnée
généralisée
—>

Figure 1.15 — Chemins d’équilibre avec ou sans imperfections au voisinage d’un point
de bifurcation asymétrique

Exemple

Afin d’illustrer la théorie de quatrieme ordre, nous allons présenter et prolonger le calcul
effectué par Fung et Kaplan [7] sur le flambement de I’arche basse chargée latéralement.
Clest sur ce calcul que va reposer fa modélisation analytique du flambement en snap d'une
arche en AMF (cf. chapitre 3) et nous allons donc le présenter en détail. Les notations sont

celles de la Figure 1.12.

En substituant dans I’équation (1.5) les moments produits par la charge latérale et la poussée

des rotules, on trouve :

d“(;v-wn)+Hd2w_H d*w, =g (1.13)
9 (1} 2

EI -
dx dx- dx”

Or la poussée axiale H des rotules contrebalance les contraintes issues du raccourcissement
AL deI’arche, d’oti :



H=HO+EA%

et AL s’exprime géométriquement de la maniére suivante :

d o
AL=I I+w’ld.\:—f [+w, dx—A
\]

0
ot A=H - H /o estle raccourcissement du ressort, trés petit devant 4.

On en déduit finalement ’expression de A, a I'ordre le plus bas non nuien w’ :

d

EAa T
H=H,+—— |\w)y—w"" )dx .14
" 2La+2EA ! i) (14
On voit bien ici que la poussée H est nulle a I'ordre 1 en w', ce qui explique qu’elle ne soit

pas apparue dans la théorie a I'ordre 2 (qui ne prend en compte que les termes d’ordre [).

En substituant I'expression donnée par I'équation (1.14) pour H dans I'équation (1.13), on
obtient I’équation différentielle non linéaire en w qui décrit le comportement de 1'arche

basse :

3 d ‘w
Ef'd (Z 4W0)+[HQ+E’;4L5 I(W.ﬂl"wd)dx d W_Hud “:0 -4 (1.15)
X - 0

ou Sest défini de la maniére suivante :

124

ﬁ:af+EA/L

Si I'on développe les lignes élastiques initiale wy et finale w de I’arche ainsi que la charge g en
série de Fourier, I'équation différentielle est transformée en un systéme d'équations

algébriques. Une solution exacte peut étre obtenue pour une arche sinusoidale soumise a une
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charge sinusoidale. Les lignes €lastiques initiale et déformée de l'arche ainsi que la charge

latérale s'écrivent dans ce cas :

X
w, =asin—
d
- nmx
w= ) h sin—
n=| d
q =q, Sin—

Les coefficients adimensionnels suivants sont introduits afin de simplifier le traitement de

I'équation (1.15):

2

a [A q(JU A HQL-
= o .
A= T R=—tr 11/—1 S=— (1.16)

Notons que A. que nous appellerons hauteur réduite, est - & un facteur multiplicatif prés - égal

au rapport entre la fleche de l'arche et le rayon de giration de sa section. Le coefficient
adimensionnel R sera appelé la charge réduite. S est le rapport entre la charge de

compression axiale initiale et la charge d'Euler.

La résolution de la forme algébrique de I'équation (1.15) montre que trois types de
comportemnent doivent étre distingués en fonction de la valeur de A Les résultats concernant

les charges critiques sont regroupés dans le tableau [.1.

Cas1 Si A<./(l-S)/f, ie., larche est trés basse, la relation fleche-charge est

monotone (cf. Figure 1.16, 1=0.8) et la courbure s’inverse pour une certaine
charge, mais sans saut. Ceci est vrai aussi bien a partir d'une courbure dirigée vers

le haut que vers le bas.
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Tabieau 1.1- Charges critiques en fonction de la hauteur réduite

Cas | Cas?2 Cas 3

A<JU=85)B | Jt-8)1B<si<(55-5)8 22/(55-5) 8

R

pas de 4 R 3 l )
All-S —_ S-1+8 All-S 3’— A -4
flambement ( )-*.\/27,6@,1 * ) ( )+ ﬁ(ﬂ +S)

pas de ) : ‘ 1 :
flambement Al-5)- ?/_E(ﬁi ‘I"‘S) A1-8)-3 ?(ﬂ,l —4+S)

R
! point limite point de bifurcation
AI
b1
A=3
point de bifurcation point limite
A=2.]

A, S, ;

Figure 1.16 - Chemins d'équilibre pour trois arches de hauteurs différentes
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Cas2 Si la hauteur réduite A est comprise entre /(1-S)/8 et /(55-5)/8, la

courbure s’inverse soudainement lorsque la charge critique est atteinte, la ligne
élastique gardant pendant le flambement une forme de sinusoide. Il s'agit alors de
flambement avec point limite. II a lieu au point §; - correspondant a une charge
que nous noterons R; -de la Figure 1.16 (A =2.1) dans le sens "fleche positive vers
fleche négative”, et au point §; - correspondant a la charge R; - dans le sens "fleche
négative vers fléche positive". Notons que la portion de courbe entre S; et S,
correspond & des états d'équilibre instables, et ne sera jamais atteinte sous contrdle

de la charge.

Cas3  Si la hauteur réduite A est supérieure 2 ,/(5.5-5)/ 3. le flambement en snap a

également lieu, mais une deuxiéme harmonique b, asymétrique apparait dans la
ligne élastique pendant le flambement. II s'agit cette fois de flambement avec point
de bifurcation asymétrique (cf. Figure 1.16, A=3). II a lieu au point A, dans le
sens "fleche positive vers fleche négative" et au point A; dans le sens "fleche
négative vers fleche positive”. Les points de flambement symétrique ne sont dans
ce cas jamais atteints. Les charges critiques correspondant respectivement aux

points A, et A; sont encore notées R, et R,.

Nous rencontrons donc la deux des trois types de flambement susceptibles de se traduire par
le phénomeéne de flambement en snap : le flambement avec point limite et le flambement

avec point de bifurcation asymétrique.

Pour les autres formes d’arches — toujours sur rotules- et types de chargement, une solution
approchée peut étre obtenue en sommant les termes d’une série de Fourier rapidement
convergente. En particulier, pour une arche sinusoidale soumise a une charge concentrée

P = q,d appliquée au milieu de la portée, les charges critiques peuvent étre déduites de

celles données au Tableau 1.1 en appliquant a ces demniéres un coefficient muitiplicatif de

1/2. Dans le cas d’une arche non sinusoidale, on constate que la présence d’une harmonique
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asymétrique peut considérablement diminuer la charge critique. A titre d’exemple, si
I"amplitude relative de la seconde harmonique est de 1%, la charge critique baisse de 10%
dans le cas d’un chargement sinusoidal. En revanche, la présence d’une harmonique
symétrique ne modifie que sensiblement la charge critique. Pour une charge non sinusoidale,
les composantes asymétriques ont également une influence beaucoup plus notable que les
composantes symétriques. Cette sensibilit€ aux imperfections sera reprise dans le paragraphe

sur fa validation expérimentale.

La comparaison avec les résultats expérimentaux fournie par Fung et Kaplan montre que
cette méthode de calcul constitue une approche satisfaisante pour d’assez grandes valeurs de

A, , mais surestime d’environ 25% la charge critique pour 4, <3.

Les théories d'ordre supérieur

Les théories d’ordres supérieur rendent globalement compte des mémes phénomenes que la

théorie d’ordre 2, mais avec une meilleure précision.

Exemple

Nous alions citer en exemple le calcul exact des fléches de grande valeur produites par la
flexion des poutres, car il nous servira pour la validation du code de calcul présenté au

chapitre 2.

Rappelons que le calcul concernant la colonne d'Euler effectué dans le cadre de la théorie de
premier ordre ne nous a fourni que la charge critique. Si I’on utilise I’expression exacte de la
courbure, [a fleche n’est plus indéterminée et la forme de la ligne élastique de la colonne est
appelée simplement "I’élastique ". Ce calcul a été effectué en premier par Euler, et est

présenté par Timoshenko [32].
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Figure 1.17 — L’élastique

Considérons la barre mince de la Figure 1.17. En adoptant les notations de la figure,

I'€quation différentielle exacte de la courbe élastique est :

e148 < _py (1.17)
ds

Si I'on néglige la compression, ce qui est justifié pour les matériaux usuels, et grice 2

différents changements de variables et intégrations, on arrive au résultat :

27 = sinla). (1.18)
Z—J' - p*sin{p) dp -1
V]
2
.vu =:_£
k
avec
=L
EI

et ol p est défini implicitement par I’intégraie

l rll
Tk B[ Jl -p sm(rp)

On obtient donc une relation charge-fléche valable pour des fléches de grande valeur.
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1.34 L’approche énergétique

On a vu au paragraphe précédent que |'approche classique ne contient pas en elle-méme
d'outils permettant de décider de la stabilité¢ d'un état d'équilibre. L'approche dynamique
quant a elle nécessite des calculs trés lourds. D'importants efforts ont donc été fournis trés tot
dans I'histoire de la mécanique pour trouver un critére de stabilité n'exigeant pas la résolution
des équations du mouvement. Le plus simple et le plus ancien a été présenté par Lagrange
[14] en 1788 et prouvé par Dirichlet au XIX®™ si¢cle. I s'agit du théoréme de Lagrange-

Dirichlet ou "principe de I'énergie totale minimale", énoncé ci-dessous.

De tous les champs de déformation cinématiquement admissibles dans un systéme élastique
conservatif, pour un niveau de charges extérieures et le niveau de charges intérieures
correspondant, seuls ceux qui minimisent localement I'énergie totale correspondent a un état

d’équilibre stable.

La réciproque de ce théoréme n’est pas prouvée mais généralement admise, et le critére
énoncé par le principe de |’énergie totale minimale est utilisé comme une condition
nécessaire et suffisante de stabilit€. I est prouvé dans [36] que cette approche est
rigoureusement équivalente i ['approche cinétique dans les cas ou elle s'applique. Ce
principe peut aussi étre utilisé en présence de forces non conservatives, mais uniquement du
type dissipatives (stationnaires, dépendantes de la vitesse) telles que I'amortissement ou la

friction.

Pour un systeme conservatif, I'énergie totale £ est la somme de I'énergie de déformation U
(élastique) et de ['énergie potentielle -W associée aux charges (opposée du travail effectué par

les charges) :

E=U-W (1.19)

Considérons en premier lieu un systéme discret décrit, comme au paragraphe 1.2, par les

coordonnées généralisées (Q,) ., - notées @ en notation vectorielle - et soumis a des
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charges caractérisées par un facteur de charge A. Si I'énergie totale E est développée en
série de Taylor 4 I'ordre 2 autour du point d’équilibre statique, caractérisé a une translation

préspar Q, =0 pour | i< n,alors:

E(6Q,.....00,: A)= E(0,...0: A)+ OE + §*E (1.20)

E0..0A)+ 3 E s Ly PE
= E(O.....O,A)'r ;aQ' JQ, T ) ;;aQ,aQ, JQ,'JQ,'

Or un état d’équilibre statique correspond a un point stationnaire de 1'énergie totale d'ol :

%(O ----- 0:A)=0 pour I1<i<n (1.21)

et I'équation (1.20) se réduit d :

, l n n
AE = E(8Q,....80y: A)= E(0....0:A) = 8*E= =" K,80,80, (1.22)

- =} =l

=L80TK&Q

"2
ol K est la matrice des coefficients K, définis par :

_ J'E

K. 0.....
i} aQ,aQ’ ( 0)

Dapres le théoréme de Lagrange-Dirichlet, 'équilibre est stable si AE est strictement positif
pour tout AQ (infinitésimal) ce qui équivaut au fait que la forme quadratique donnée par
[’équation (1.22), ou autrement dit la matrice K, soit définie positive. Une maniére trés
lourde de s'en assurer est de chercher les valeurs propres de K, qui doivent toutes étre
strictement positives (notons que K étant symétrique, ses valeurs propres sont réelles). Une
méthode plus légére consiste A appliquer le critére de Sylvester : une matrice symétrigue
réelle est définie positive si et seulement si son déterminant D ainsi que ses mineurs

principaux D; sont strictement positifs :
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Kll Kll K(n
Kﬂ Kwﬁ P 4
D=detK= * % K >0
Knl Krm
KII K!i
D, =j. >0
Kll had Kii

Le principe de I'énergie totale minimale peut étre utilisé avec deux orientations différentes.
La premiére consiste a résoudre le systéme d'équations (1.21) afin de trouver les chemins
d'équilibre, puis 2 utiliser directement le théoréme de Lagrange-Dirichlet afin de décider de la
stabilité¢ de ces chemins. La deuxiéme consiste a s'intéresser uniquement aux conditions
critiques, en cherchant a quel niveau de charge le systéme cesse d’étre en état d’équilibre
stable. On peut utiliser a cette derniere fin le critére de Trefftz qui s'énonce comme suit. Si
l'on augmente la charge a partir d'une charge nulle (et donc d'un état d'équilibre stable),

lorsque la charge critique est atteinte, la forme quadratique de I'équation (1.22) devient semi-

définie positive. En d’autres termes, O devient valeur propre de §°E et donc:
D=detK =0 (1.23)

Le vecteur propre &0 associé a la valeur propre O correspond au mode de flambement.

Exemple

Considérons de nouveau larche basse introduite au paragraphe 1.2.4 et représentée A la
Figure 1.9. L’'énergie totale du systéme est la somme de |’énergie emmagasinée dans les

ressorts et de I'énergie potentielle liée a la force P :

5

I 1 ) ~ PR(tana—tan Q,) (1.24)

cosa  cosQ,

E:le(
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L’équilibre statique est déterminé par I’annulation de la dérivée premiére de E par rapport 2

I’'unique variable Q;, ce qui conduit a I'équation

Pﬂ,=2kR-sinQ,-{ ! ] (1.25)
cosa  cosQ,

Notons |'équation donnant la dérivée de P,, par rapport3 Q, :

dP, - 2kR

ey
dQ, cos’Q,cosa

(cosa—cos*Q,) (1.26)

La stabilité de I’équilibre est déterminée par le signe de la dérivée seconde de E (égale a K|,
pour se ramener aux notations du paragraphe précédent), égale, aprés qu’on a substitué P,,

(cf. (1.25)),a:

2 o} 2
d E =—:—kR—-(cosa—cos" 0,) (1.27)
dQ,*|,., cos"Q cosax

Avec les notations du paragraphe précédent, cette équation s’écrit:

2kR*

AE =8 E=—
cos” Q, cosx

(cosar—cos® , )(JQ, )

[l s'agit bien d'une forme quadratique en Q, (rappelons que Q, est considéré ici comme un

paramétre), définie positive en dehors de l'intervalle :
- arccos((cos a)” )5 Q= aTC‘?OS(((:OS a)” )

Cet intervalle correspond a la portion du chemin d'équilibre située entre les points C et E sur
le premier diagramme de la Figure 1.10. Les deux valeurs de [a charge critique sont donc

données par:

1{.,=2kR-sinQ,"-[ L1 ) (1.28)
cosa@ cosQ,.,
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0., =iarccos((cos a)“") (1.29)
On observe que les valeurs de @, . et donc de P, obtenues grice a l'annulation de
d*E/dQ. correspondent bien A I'annulation de dP. , /dQ,, qui exprime le fait qu'on a affaire

d des points [imites. Par ailleurs, on ne peut trancher quant a la stabilité du point limite qu'en
effectuant une étude plus approfondie sur les dérivées suivantes de £ . II se trouve que la
dérivée troisiéme de £ par rapport 2 ¢, n’est pas nulle aux points limites. L'équilibre est

donc instable au point limite.

14 L'approche énergétique appliquée a des structures continues

Le critére €énergétique de stabilité fourni par le théoréme de Lagrange-Dirichlet constitue,
comme nous l'avons vu au paragraphe précédent, le moyen le plus efficace de d'analyser la
stabilité d'un systéme conservatif discret. Cependant, |'usage le plus courant qui en est fait, et
en particulier celui que nous allons en faire pour analyser le flambement de I'arche basse
chargée latéralement, concerne des structures continues. Le critére énergétique va alors nous
permettre de trouver des expressions approchées des chemins d'équilibre et des valeurs
approximatives de la charge critique. Ces méthodes approximatives issues de la méthode
énergétique sont toutes fondées sur I'approximation de la forme de la structure par des

fonctions connues.

14.1 Les quotients de Rayleigh et de Timoshenko

Les méthodes du quotient de Rayleigh et celle du quotient de Timoshenko sont exposées a la
fois dans [2] et dans [32]. Elles permettent d’obtenir trés simplement une valeur
approximative mais assez précise de la charge critique dans le cas du flambement avec point

de bifurcation, c'est-a-dire quand les états d'équilibre pré- et post-flambement sont adjacents.

Nous allons les présenter grice a I’exemple de la colonne d'Euler (cf paragraphe 1.3.1), et en

utilisant les arguments de Timoshenko.
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Lorsque la charge P augmente a partir de zéro, le travail effectué est stocké dans le systéme
sous forme d’énergie de compression. Pour une charge P donnée, si I’on autorise la colonne

a subir une déformation en flexion w(x) sutfisamment petite pour ne pas modifier I'énergie

de compression,. la vanation AE de [’énergie totale est donnée, d'aprés I'équation (1.19), par:

AE = AU - AW (1.30)

flexion

0l AUjexien €st I'énergie de flexion et AW est le travail effectué par la force P. L’argument de
Timoshenko est le suivant : si I’énergie de flexion emmagasinée dans le systéme en cas de
flexion est supérieure a I'énergie fournie sous forme de travail par la force P pour arriver a la
forme fléchie, la flexion n’aura pas lieu. En d’autres termes, la forme rectiligne de la colonne
comprimée sera stable si AE > 0, et instable si AE <0. La charge critique coirespond donc

aAE=0.

Pour des petits déplacements (a 'ordre 2 en w. w’, ), AUpenan S'exprime en fonction de la

déformée w(x) de la poutre de la maniére suivante :

au

Hexion

L
=%J'E1w”ldx (1.31)
=0

Sil'on note L'=L — AL, grice a I'hypothése selon laquelle la longueur de Ia poutre n’a pas
changé lors du flambement (énergie de compression inchangée), on a
L L 1 l L l L
L=[vi+w?dx= j(u-wl }ix= L= [wide=L+=[widx  (132)
2 2 2
0 0 el <0 <0
d’ou

L
AL=L-L’=lj'w’2dx (1.33)
2

0

et finalement
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L
AW = le w? dx (1.34)
2 Q

En substituant les expressions obtenues en (1.31) et (1.34) pour AUjeqon €t AW dans AE =0,

on trouve la charge critique :

EI(W"):CL\’

P, =0 (1.35)
J.(w’)zd.r

Q

S e~

Cette expression est appelée quotient de Rayleigh et est en réalité valable pour toute colonne
quelles que soient les conditions aux limites. Une inconnue nécessaire a I’évaluation du
quotient de Rayleigh est la forme de la poutre, ou sa ligne €lastique, apres flambement. On
doit alos faire une hypothése plausible quant a la déformée, respectant autant que possible

les conditions aux limites. Les conditions aux limites sont dans notre cas :

w(0)=0
w'(0)
w"(L)=

0 (1.36)
0

Si I’on choisit I'expression suivante pour la déformée, qui vérifie les conditions aux limites :

w(x)= A(l—cosﬁj (1.37)
AL
on trouve :
P, = ”_ifl (1.38)
4L

Ce résultat correspond & I’expression exacte de la charge d’Euler, car on a choisi pour
déformée la solution obtenue dans le cadre de la théorie du deuxiéme ordre (cf. paragraphe

1.3.1), qui correspond au degré d'approximation adopté ici. En d’autres termes, on a choisi la
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forme exacte. Si maintenant on choisit une forme différente, par exemple polyndomiale de
degré 3, et vérifiant les conditions aux limites, on trouvera une charge critique surestimée de
1.3%.

Le quotient de Timoshenko est une variante qui consiste a exprimer ['énergie de flexion non
pas i partir de w'(x). mais grice a l'expression explicite du moment en fonction de w{x).

On obtient finalement :

L
jw'z dx
=90
cr L
J‘w: { EI dx
(}

Cette expression fournit des résultats généralement plus proches du résultat exact car

I'incertitude sur w{x) est moins grande que celle sur w’"(x).

Remarquons d’ores et déja que la charge critique obtenue avec une équation approximative
de la déformée est supérieure i la charge critique théorique. Cela provient du fait que la vraie
courbe €lastique d’une barre flambée est celle qui correspond a la moindre résistance de la
barre. Travailler sur une courbe hypothétique revient i introduire dans la structure une
contrainte additionnelle qui ne peut qu’augmenter sa rigidité, et donc la valeur de la charge
critique. Si on utilise plusieurs courbes arbitraires, celle qui donnera la plus faible charge

critique sera la plus exacte.

Notons bien que la méthode de Timoshenko telle que présentée ici fournit une approximation
de la charge critique uniquement dans un cas de flambement avec point de bifurcation
symétrique stable, et non dans le cas du flambement avec point limite ot les états d’équilibre
ne sont pas adjacents. Elle n’est pas non plus directernent utilisable dans le but d’établir une
relation charge-déplacement car I’expression AE =0 caractérise explicitement la charge

critique, et non une charge quelconque. En effet, pour une charge inférieure a la charge
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cntique on doit avoir AE >0 et pour une charge supérieure a la charge critique 4E <0,

d’apres I’argument de Timoshenko.

Bien que cette méthode ne soit pas applicable telle quelle 2 I"objet de notre étude - elle n'est
pas valable pour le point limite - il était intéressant de la présenter car elle fournit des
remarques intéressantes quant a ['utilisation d’une approximation de la ligne élastique, sur

laquelle est fondé le code de calcul présenté au chapitre 3.

142 Laméthode de Rayleigh-Ritz

Dans bien des cas, il n'est pas facile de trouver une fonction qui approchera suffisamment
bien la forme post-flambement de la structure, et le quotient de Rayleigh est alors assez
imprécis. On peut améliorer la méthode en considérant la déformée comme une combinaison

linéaire de fonctions indépendantes (&, ) vérifiant les conditions aux limites. Dans le cas

IStsn

de ['arche basse ou de la colonne d'Euler, on écrira :
w(x)= Z X X863 (1.39)
1=l

Les (Q,),.,., tiennent lieu de coordonnées généralisées. Le probléme étant discrétisé, on
peut appliquer la théorie présentée au paragraphe précédent, et minimiser 'énergie totale par

rapport aux (Q, )., -
Exemple

Considérons le cas de la colonne d'Euler soumise, en plus de la charge axiale, a une force
latérale répartie p(x). L'énergie totale est donnée, dans le cadre de la théorie du deuxiéme

ordre (cf. [2]), par :

L
(Erw - Pw? )dx~ j pwdx

0

E=

| —
© Sy
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En remplagant w(x) par son expression approchée donnée en (1.39), on obtient :

n 1

E=%’22A,,(P)Q.Q, “iBi(p)Q:

~ =l =i

ol les A, etles B, sont calculés a partir des fonctions de base (@, ),__, . Les états d'équilibre

IS1%n

sont solution du systéme d'équations :

%:0 & ZA,,,.Q,—B,=O pour [<isn (1.40)
Jj=l

f

Notons, afin de nous ramener aux notations du paragraphe 1.3.4,que I'on a:

J°E
=4, dol A, =K
dga0, T T

Si I'on note B la matrice de coefficients B, , le systéme (1.40) s'écrit en notation matricielle :
K(P)-0 =B(p) (1.41)

A P fixé, un chemin d'équilibre « p fonction de Q » s'obtient en résolvant le systéme ci-
dessus. Celle-ci n'est possible que si la matrice K est inversible. Le cas K non inversible
correspond donc a un état critique. Souvenons nous maintenant (cf. paragraphe 1.3.4), qu'un

point critique est précisément donné par :
detK =0

Tout est donc cohérent. Considérons maintenant le cas p=0, i.e., |'absence de charge

latérale. Le chemin d'équilibre « P fonction de @ » est cette fois donné par le systéme :
K(P)-Q=0

On retrouve ici le probléme aux valeurs propres généralisé évoqué au paragraphe 1.3.3. Les

deux chemins d'équilibre sont donnés respectivement par @ =0 et detK =0, ie, P=P,.
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Gréce 2 la formulation énergétique et au critére de Trefftz, on sait cette fois que la charge

P

or

en temps que solution de I’équation det K =0, correspond a la perte de stabilité.

Remarquons maintenant que le fait que la matrice K ne soit pas fonction de @ provient du
degré d'approximation des énergies : on a utilisé l'approximation de la théorie du deuxiéme
ordre (ceci explique aussi le fait quon retrouve les mémes chemins d'équilibre que dans le
cadre de l'approche classique, dans la partie "théorie du deuxiéme ordre”). Si l'on utilise
Fexpression exacte pour les énergies, on aboutit au lieu de I'équation (1.41), A I'équation

suivante :
K(Q.P)-Q0=B(p) (1.42)

Cette théorie permet de prendre en compte les phénomeénes non linéaires. comme expliqué
dans le cadre de l'approche classique, théorie du quatriéme ordre. La formulation générique

pour un probléme non lin€aire issu de la méthode de Ritz est (cf. [5]) :
K(Q)-0=B (1.43)

Ce type de probléme est généralement résolu par une méthode incrémentale-itérative, la plus
courante érant la méthode de Newton-Raphson. Le terme "incrémentale” signifie que la
charge représentée par la matrice B est augmentée pas a pas a partir de 0, et qu'on ne résout

pas le systéme non linéaire (1.43) mais plutdt sa forme incrémentale, ou linéarisée :
K(Q) 40 = 4B (1.44)

Le terme "itérative” signifie que pour chaque niveau de charge, I'équation ci-dessus est

résolue par une méthode itérative. Un point critique correspond a :

detK =0
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Le cas particulier de la méthode de Rayleigh-Ritz le plus utilisé est la méthode des éléments
finis. Nous n'entrerons pas ici dans le détail de la méthode ni ne présenterons ses qualités
bien établies, mais signalerons ses inconvénients pour traiter le cas qui nous intéresse. La
principale difficulté concerne la détection d'un point de bifurcation. La détection d'un point
limite ne pose naturellement pas de probléme, puisque le chemin d'équilibre ne se poursuit
pas au voisinage du dernier point d'équilibre pour des valeurs croissantes de la charge (voir
par exemple la figure 1.8). En revanche, le chemin d'équilibre fondamental se poursuit au-
dela d'un point de bifurcation. Le seul moyen de repérer avec certitude qu'on est au-dela du
point de bifurcation consiste i regarder le signe des valeurs propres de K (cf. 1.3.4). Plus
simplement, on peut surveiller le signe du déterminant : si le déterminant est négatif alors
qu'il était positif avant chargement. il est nécessairement passé par O pour une configuration
donnée de la structure, i.e., pour une valeur donnée de la charge. On a alors dépassé le point
critique. Ce test sur le déterminant de K est facile 3 programmer, mais il n'est pas installé
sur les logiciels commerciaux tels que ANSYS par exemple. La présence d'un point de
bifurcation ne peut alors étre mise en évidence qu'en tombant exactement dessus (on a alors
det K =0, et le systéme (1.44) n'est pas soluble), ou tout du moins en passant trés prés de ce
point (la procédure itérative ne convergera pas). Si I’on ne veut pas avoir a effectuer un
nombre excessif dincréments de charge. il est donc nécessaire d'avoir conscience de la
présence d'un point de bifurcation et de connaitre un ordre de grandeur de ia charge ou du

déplacement Q auxquels il survient.

Dans le cadre d'un logiciel de calcul par éléments finis dans lequel on intégre le test sur le
signe des valeurs propres, la recherche du point critique en diminuant le pas de I'incrément de
charge ne s'avere pas efficace. En effet, le changement du pas modifie le résuitat. Certaines
techniques ont ét€ mises au point pour palier cet inconvénient, en particulier la méthode

présentée par Riks [24].
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1.4.3 Laméthode de Galerkin

La méthode de Galerkin est fondée sur les équations différentielles régissant I'équilibre d'un
systéme et non sur I'€nergie totale. On la présente cependant dans ce paragraphe, car elle
conduit aux mémes €quations que la méthode de Ritz, dans le cas ol cette derniére est
utilisable. Elle est plus générale que la méthode de Ritz en ce sens quelle ne nécessite pas
l'existence d'une énergie potentielle. Elle est donc applicable en particulier au cas de
systémes non €élastiques. En revanche, elle ne traite que les problémes d'équilibre et n'apporte
de réponse aux problémes de stabilité que par son équivalence a la méthode de Ritz, donc
dans les cas ou celle-ci est applicable. Son application la plus courante est également la
méthode des éléments finis, qui peut étre déduite indifféremment de ['une ou de l'autre des

deux méthodes (lorsque la méthode de Ritz est valable).
Supposons que I’on cherche a résoudre {'équation différentielle :

L(w)=0 0<x<d (1.45)

ou L est un opérateur différentiel agissant sur w, fonction d’une variable soumise & des

conditions aux limites.

On cherche. comme dans la méthode de Rayleigh-Ritz, une solution approchée de la forme

A

w= Z Q.@,(x) (1.46)
1=

ou (@, )._. est une suite de fonctions satisfaisant les conditions aux limites, mais pas

I<isn

nécessairement I’équation différentielle, et les (Q, ). . des coefficients indéterminés. Si la

iisn
solution exacte de (1.45) est not€e wy(x), 'opérateur L agissant sur la différence (w-wyp)

représente une erreur ou un résidu, e(x).



e(x)=Llw-w,)= L(ZVI'Q‘GD, (x)—w, ] (1.47)

Il s’agit maintenant de choisir les coefficients (Q, ) qui minimisent I’erreur. Pour ce faire,

I<i<n

on projette I'erreur sur des fonctions de base, qui peuvent étre les fonctions (@.)__. . On

i J1gisn

obtient les N intégrales de Galerkin :

d N

j[L[z 0,9, (x)=w, F, (x):|dx= 0 pour I<isn (1.48)
0 i=l

On obtient un systéme de N équations a N inconnues semblable au systéme (1.43). On le
résout de la méme maniére que ce dernier. Les inconvénients de cette méthode sont les
mémes que ceux de la méthode de Rayleigh-Ritz. L'avantage par rapport & celle-ci est la

possibilité de I'appliquer a des structures non élastiques.

15 Etude de stabilité pour une structure non élastique

Nous avons vu au paragraphe précédent que la méthode énergétique est la plus adaptée a la
résolution d'un probléme de stabilité¢ d'une structure élastique. Elle nécessite cependant
l'existence d'un potentiel d'oll doit dériver I'ensembie des forces extérieures et intérieures. Or
F'existence d'un potentiel suppose que I'état final de la structure ne dépende pas du chemin de
chargement, ce qui est faux dans le cas de la plasticité par exemple. Le théoréme de
Lagrange-Dirichlet est donc inappliquable en-dehors du domaine élastique. La méthode
dynamique est toujours valide en théorie, mais nécessite l'intégration, extrémement
compliquée, des équations non-linéaires du mouvement. Elle ne s'avére donc pas appliquable
dans la pratique. Les équations d'équilibre sur lesquelles est fondée la méthode classique
existent naturellement toujours en-dehors du domaine élastique, et les chemins d'équilibre
peuvent étre obtenus grice a cette méthode. C'est donc vers 1’approche classique que nous

allons nous tourner, et plus précisément vers l'une de ses applications, la méthode des
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€léments finis (qui doit cette fois étre considérée comme un cas particulier de la méthode de

Galerkin).

Reprenons donc les différents types de flambement présentés au paragraphe 1.2 afin de voir
dans quelle mesure les concepts liés a la stabilité élastique peuvent étre transposés a la
stabilité inélastique. La détection d'un point limite ne s’avére pas plus compliquée que dans
le cas d'une structure €lastique, puisque le chemin d'équilibre ne se poursuit pas au-dela de la
charge correspondant au point limite (cf. paragraphe 1.2.4). Il s'agit donc nécessairement
d'un point critique, i.e.. d'un point de perte de stabilité. En revanche, seule la méthode
énergétique ou le théoreme de Poincaré permettaient de savoir que le chemin fondamental
devenait instable au-dela d'un point de bifurcation, et donc qu'il s'agissait d'un point critique.
Or le théoréme de Poincaré, au méme titre que la méthode énergétique, n'est pius valable en-
dehors du domaine €élastique. En effet, il est alors possible que le chemin fondamental ainsi
que le chemin l'intersectant soient tous deux stables au-dela d'un point de bifurcation. Il est
donc nécessaire de trouver un nouveau critere de stabilité pour traiter le cas du flambement

avec point de bifurcation.

Une méthode trés générale et fondamentale (cf. [2]) consiste a utiliser le deuxiéme principe
de la thermodynamique, selon lequel la transformation d'un systéme & partir de son état

d'équilibre ne peut se produire que si I'inégalité suivant est vérifiée :

ou § est I'entropie, AQ/T le flux de chaleur apporté au systtme. On en déduit qu'une

structure décrite par le vecteur g de ses coordonnées généralisées est:
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AQ

stable si AS - 3 <0 pourtour vecteur &g
. . AQ i
critique si  AS — — = 0  pour un certain vecteur og
AQ

instable si  AS T >0  pour uncertain vecteur 6q

Grice a l'introduction de I'énergie interne et de I'énergie libre de Helmholtz du systéme
structure-charge, on dérive un critére de stabilité dont nous n'allons citer ici que la restriction

A la méthode des éléments finis, et a un cas particulier de structure :

Si la matrice de rigidité tangentielle K du systéme ne dépend pas de la direction du vecteur
des coordonnées généralisées incrémentales, une structure est stable si et seulement si toutes
les valeurs propres de la partie symétrique de K sont strictement positives, et critique si et

seulement si au moins une des valeurs propres s'annule.

On retrouve donc presque le méme critére que dans le cas d'une structure élastique, a ceci
prés que l'on doit considérer la partie symétrique de K si celle-ci n'est pas symétrique.
L'analyse par éléments finis se préte donc trés bien a un caicul de stabilité, y compris en-
dehors du domaine élastique. Notons par ailleurs que, d'aprés [2], lorsqu'un chemin
d'équilibre primaire préservant la symétrie est intersecté par un chemin d'équilibre rompant la
symétrie. il faut suivre ce dernier chemin au-dela du point de bifurcation. En d'autres termes,
on peut prévoir que, comme dans le cas élastique, 'arche basse chargée latéralement flambera

en atteignant le point de bifurcation asymétrique si celui-ci se présente avant le point limite.

1.6 Complément de synthése bibliographique sur le flambement de I'arche
basse chargée latéralement
L'arche basse étant un élément structurel couramment employé, son flambement est étudié de

maniére approfondie dans la littérature, quoique dans l'optique d'éviter le flambement plutdt

que de le produire comme dans notre cas. Des solutions analytiques ou numériques sont
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obtenues pour des configurations spécifiques (forme darche, type de chargement et

conditions aux limites), mais aucune théorie n'englobe I'ensemble des configurations.

1.6.1 Arche élastique

Considérons en premier lieu les solutions concernant le flambement en snap d'une arche
€lastique. Timoshenko [32] donne une solution approchée au probléme du flambement en
snap d’une arche basse soumise a une charge répartie uniforme. La théorie présentée par
Fung et Kaplan [7] et exposée au paragraphe [.3.3 traite, rappelons-le, le cas d'arches
articulées possédant différentes formes initiales et soumises a différentes distributions
spatiales de la charge latérale. Les résultats sont repris par Ashwell [1]. Hoff et Bruce [11]
présentent les résultats concernant une arche sinusoidale soumise 4 une charge latérale
sinusoidale, comme cas particulier de leur analyse dynamique du flambement des arches
chargées latéralement. Les résultats concordent avec ceux obtenus par Fung et Kaplan.
Gjeslvik et Bodner [8] obtiennent une solution approchée au probléme de I’arche basse
circulaire soumise 4 une charge latérale concentrée appliquée au milieu de la portée.
Schreyer et Masur [27] fournissent la solution exacte a ce probléme et montrent que dans le
cas d’une charge concentrée, le flambement en snap est symétrique (avec une troisiéme
harmonique) quelle que soit la hauteur de I'arche. Masur et Lo [I8] présentent une
discussion générale au sujet du comportement de I’arche basse circulaire. Elle traite du
flambement, du chemin post-flambement et de la sensibilité aux imperfections. Roorda [26]
rapporte des résultats expérimentaux et en particulier des observations concernant la
sensibilité aux imperfections. Simitses [28] pose le probléme de I"arche basse articulée selon
la formulation énergétique et le résout pour une arche sinusoidale soumise i une charge

sinusoidale. II obtient les mémes résultats que Fung et Kaplan.

1.62 Arche inélastique

Le flambement en snap d'une arche basse parfaitement plastique a été étudié analytiquement

par Franciosi et al. [6] d’une part et Onat et Shu [21] d’autre part. Lee et al. [16] traitent
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numériquement le cas d’une arche basse circulaire encastrée constituée d’'un matériau elasto-
plastique. Kawashima et al. [12] ont étudié numériquement et validé par I’expérience le
flambement asymétrique d’une arche circulaire sur rotules soumise a une charge ponctuelle.
Seul la méthode employée par Chen [4] ~ les éléments finis non linéaires — pour traiter le cas

d’une arche circulaire encastrée se préte a la généralisation a d’autres configurations.

1.7 Conclusion

Apres une bréve introduction sur le concept de stabilité d’une structure, nous avons présenté
les quatre types de flambement et mis en évidence le fait que la distinction couramment
effectuée entre le flambement avec point limite et le flambement avec point de bifurcation,
n’est pas adaptée au probléme du flambement en snap. En particulier, dans le cas de l'arche
basse chargée latéralement, le flambement en snap peut €tre issu soit d'une instabilité a point
limite, soit d’une instabilité a point de bifurcation asymétrique. Nous avons ensuite vu que,
parmi les trois approches susceptibles d’étre adoptées pour le traitement d’un probléme de
stabilit€, deux sont particuliérement intéressantes dans le cadre de notre étude : I’approche
classique et I’approche énergétique. L'approche classique prenant pour inconnue la
déformée de la ligne élastique de I’arche conduit & une solution analytique simple décrivant le
flambement en snap d’une arche basse sinusoidale sur rotules et chargée latéralement. Pour
étendre I’étude a des arches possédant d’autres géométries |’approche énergétique est la plus
adaptée. Ses deux principaux avantages sont sa légereté d'emploi, son adaptabilité ainsi que
sa capacité a apporter une réponse spécifique a la question de la stabilité. Elle est cependant
limitée au cas ou les forces extérieures et intérieures dérivent d’une énergie potentielle, et par
1a au cas élastique. Dans le cas inélastique, on peut avoir recours a I’approche classique et en

particulier i son cas particulier le plus utilisé, la méthode des éléments finis.
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CHAPITRE 2

ETUDE D’UN ACTUATEUR A ACTION RAPIDE
UTILISANT LE FLAMBEMENT EN SNAP D’UNE
ARCHE AMF

Apres une bréve revue bibliographique spécifique aux actuateurs a action rapide contrdlés par
la température, nous allons exposer le principe général de fonctionnement de 'actuateur a
action rapide utilisant le flambement en snap d’une arche en AMF. Nous allons en
particulier montrer qu’il est justifié, dans une premiére approche, de limiter notre analyse i la
zone élastique de la loi de comportement élastique des AMF. Nous rappellerons dans un
deuxiéme temps les points essentiels de cette loi de comportemnent. Nous utiliserons ensuite
la solution analytique - présentée au chapitre | - au probléme du flambement en snap d’une
arche élastique sinusoidale chargée latéralement pour modéliser le flambement en snap d’une
arche AMF. Nous verrons que la rigidification du matériau occasionnée par le chauffage
d'un AMF est susceptible - sous certaines conditions - d'entrainer le flambement en snap
d'une arche en AMF. Nous finirons par une bréve étude expérimentale, visant a observer les

comportements mis en évidence analytiquement.

2.1 Revue bibliographique sur les actuateurs a action rapide controlés par la
température

Des actuateurs en AMF dont le fonctionnement est fondé sur le phénoméne de flambement

en snap, lui-méme causé par l'effet mémoire de forme, ont déja été étudiés

expérimentalement dans le cas de coques ([13], [37]). Aucune modélisation n’est cependant

disponible.
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Par ailleurs, l'utilisation du flambement en snap d'arches basses non AMF contrdlé par la
température a donné lieu & de nombreuses applications dans les domaines de la micro-
mécanique et de la micro-électronique: micro-valves, micro-actuateurs [19], micro-
interrupteurs [9]. La plupart d'entre elles utilisent le chauffage sélectif de poutres
bimétalliques dont la dilatation différentielle entraine la perte de stabilité mécanique et donc
le flambement. Le principal reproche généralement émis a ['encontre de ce type d actuateur
est le manque de stabilité en période de "repos”. Le fléches doivent en effet étre trés faibles
pour que la dilatation thermique puisse provoquer le flambement, et un choc minime peut
suffire 4 déclencher I'actuation. Le deuxiéme inconvénient de ce type d’actuateur est la

délamination qui survient entre les deux couches de la poutre.

22 Principe de l'actuateur AMF a action rapide

Considérons une arche basse AMF telle que celle représentée a la Figure 2.1-a. Elle est fixée
sur rotules, et I'une de ses extrémités repose sur un support axial de rigidité finie. En

I'absence de charge latérale, la courbure de I'arche est dirigée vers le bas.

Par une action mécanique telle que I'application d'une charge latérale répartie ou concentrée
sur I'arche en phase martensitique (phase a basse température), on inverse sa courbure. Si
l'arche est suffisamment rigide en phase martensitique, elle reste dans le domaine élastique
tout au long du passage de la fleche positive a la fleche négative. Sous certaines conditions
sur la hauteur de l'arche - que nous pouvons alors déduire du paragraphe [.3.2 puisque 'arche
AMEF reste dans le domaine élastique - I'inversion de courbure a lieu suivant le phénomene de
flambement en snap. Sous d'autres conditions, que nous allons expliciter au paragraphe 2.4,
la position de I'arche avec la courbure vers le haut, telle que représentée a la Figure 2.1-b, est
stable une fois que l'on supprime la charge. La ligne élastique de l'arche avec la courbure
inversée est alors parfaitement prévisible, et est indépendante des conditions d'application de

la charge.
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Si l'arche avait €€ plastifiée au cours du chargement, [a forme avec courbure inversée
dépendrait de I'application de la charge et serait extrémement sensible aux variations de ces
conditions d'application. La conception et la modélisation de l'actuateur en seraient rendues
trés délicates. Or. dans la mesure oll I'expérience a montré qu'il est possible de concevoir un
actuateur AMF tel que cette premiére inversion de courbure se fasse en restant dans le
domaine élastique, nous considérerons dans le cadre de la modélisation que cette condition

est vérifiée.

Charge mécanique

| 7]
a) oy T <A,

Forme initiale

Courbure inversée

b) T<A

Chauffage : retour a la forme initiale

!

¢)

T> A

Figure 2.1 - Etapes de chargement

Si maintenant on chauffe l'arche suffisamment pour donner lieu au changement de phase - la
transformation martensitique inverse - |'effet mémoire de forme fait tendre l'arche a retrouver
sa forme initiale avec courbure vers le bas (cf. Figure 2.1-c). L'expérience montre que si cette
reprise de forme a lieu, elle se produit soudainement, selon le méme phénomene de
flambement en snap que dans la premiére phase de chargement. Bien qu'il soit difficile de

vérifier expérimentalement que I'arche AMF reste dans le domaine élastique tout au long de
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la reprise de forme: nous considérerons néanmoins dans un premier temps que cette condition
est vérifiée. Si I'arche est trop haute, I'énergie fournie lors de la transformation martensitique

inverse peut ne pas suffire a franchir le pas, et le flambement en snap n'aura pas lieu.

Il s'agit donc de dimensionner un actuateur AMF en trouvant un compromis entre une arche
trop basse qui ne pourra conserver sa courbure inversée en 'absence de charge, et une arche
trop haute qui ne flambera pas lors de la transformation martensitique inverse. On peut de
plus souhaiter pour certaines applications que la course du sommet de l'arche soit
suffisamment importante, ce qui impose une hauteur minimum pour ['arche. En revanche, le
temps d'actuation croit quand la fléche augmente, ce qui encourage a choisir une arche assez

basse si I'on souhaite diminuer le temps d'action.

23 Rappel sur le comportement des AMF

Aucune loi de matériau simple ne décrit avec précision le comportement thermomécanique
complexe des AMF. Ce comportement provient de I'existence de deux phases, évoquées ci-
dessus : I'une stable & haute température - l'austénite - et I'autre stable a basse température - la
martensite [34]. Les températures de début et de fin de transformation "martensite vers
austénite” sont appelées respectivement Ag et Ar; les températures de début et de fin de
transformation "austénite vers martensite " sont appelées respectivement Ms et Mg. Ces
quatre températures dépendent de la composition de ['alliage et du traitement thermique qu'il

a subi; elles sont de plus fonction de I'état de contrainte interne du matériau.

A basse température - en phase martensitique - les AMF ont un comportement pseudo-
plastique : les déformations résiduelles issues d'un cycle chargement-déchargement peuvent
étre €liminées lors du chauffage par retour 4 la phase austénitique. II s'agit alors de leffet
mémoire de forme simple sens. En phase austénitique, i.e., 4 haute température, les AMF ont
un comportement super-€lastique, et peuvent subir des déformations réversibles allant jusqu'a

8% pour les alliages Ni-Ti (Nickel-Titane). Par ailleurs, l'existence d'une hystérésis et de
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cycles de chargement-déchargement ajoute 4 la difficulté de décrire le comportement des

AMEF par un systéme d'équations simples.

Trois approches différentes sont utilisées pour décrire le comportement des AMF. La
premiére approche consiste a dériver une loi de matériau de I'analyse micro-structurale de
I'alliage. A cause de leur complexité, les modeéles micro-structuraux sont généralement tres
lourds a mettre en ceuvre, et ncus ne les considérerons pas dans le cadre de cette étude. La
deuxiéme approche, phénomeénologique, consiste a construire une loi de comportement
fondée uniquement sur des observations expérimentales. La troisieme approche emprunte
aux deux précédentes : elle utilise les modéles micro-structuraux pour générer des courbes de
l'espace température-contrainte-déformation et éviter d'avoir recours & la caractérisation
expérimentale - particulierement délicate pour les AMF - puis incorpore ces courbes dans la

loi de comportement phénoménologique.

SIGMA
SIGHA

Figure 2.2 - Courbes contrainte-déformation isothermes et surfaces de chargement-
déchargement principales de la loi de matériau obtenue par krigeage dual

Le modele phénoménologique développé par Trochu et al. [29] est fondé sur l'interpolation
par krigeage dual de surfaces de chargement-déchargement de l'espace température-

contrainte-déformation, a partir de courbes contrainte-déformation isothermes (cf. Figure
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2.2). Tl peut s'inscrire aussi bien dans le cadre de la deuxiéme que de la troisi€éme approche.
Nous utiliserons ici le modele fondé sur des observations expérimentales, i.e., le cadre

théorique de la deuxiéme approche.

Contrainte (MPa)

- T v T v T T T3

L —71 T=160C |
350 L // 4
300} 7 1
250} i
200 '

150

100
50 .
0

Déformation (%)

Figure 2.3 - Courbes déformation-contrainte a température constante

La Figure 2.3 représente des courbes déformation-contrainte (en cisaillement) obtenues
expérimentalement par des essais de torsion a différentes températures. Le matériau utilisé
est un alliage Ni-Ti équiatomique. On observe que le comportement de I’AMF peut étre
considéré comme lin€aire - et 'expérience montie qu’il est élastique - pour de faibles niveaux
de contrainte. Cette limite d'élasticité - au-deli de laquelle apparaissent la pseudo-plasticité
en phase martensitique et la super-élasticité en phase austénitique - nous donne une indication
sur le domaine de validité de I'hypothése formulée au paragraphe 2.2. On observe de plus
que la limite d'élasticité diminue au cours du chauffage, avant de remonter pour finir
supérieure a sa valeur initiale. Il est donc possible que l'actuateur soit dans le domaine
élastique & haute température ainsi que pendant toutes les étapes menées a basse température,
mais quitte le domaine élastique au cours du chauffage. Des expériences approfondies
doivent étre menées si I'on souhaite connaitre avec précision la valeur minimale prise par la

limite d'élasticité, et ainsi vérifier la validité de notre hypothése.
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Si l'on se restreint au domaine élastique du comportement des AMF, la loi de matériau que
l'on déduit des courbes contrainte-déformation a température constante grice a I'approche de
Trochu et al. se réduit a une relation entre le module d'Young et la température. On observe
sur la Figure 2.3 que le module d"Young suit la méme tendance que la limite d'élasticité : si
l'on part de T=20°C, le module d'Young commence par diminuer lors du chauffage, puis
augmente et est finalement largement supérieur pour T=160°C que pour T=20°C. Lors de la
transformation martensitique inverse induite par chauffage, on assiste donc globalement a

une rigidifiaction de ' AMF.

On a avantage, dans la conception du prototype d'actuateur AMF, & choisir un alliage et un
traitement thermique tels que Ar soit supérieure a la température ambiante. Il n'est alors pas
nécessaire de refroidir I'arche AMF dans les deux premiéres étapes de l'actuation. En d'autres
termes. la "basse température” correspond a la température ambiante. La "haute température”
est une température supérieure a Ar. Il n'est pas utile de prévoir précisément sa valeur,

puisque le module d'Young se stabilise a partir de Ar.

Nous noterons respectivement les modules d'Young a basse et a haute ternpérature £, et

E,r.

24 Etude analytique du flambement en snap d’une arche AMF
241 Méthode d'analyse

L'étude analytique du comportement de |'actuateur décrit au paragraphe 2.2 va étre effectuée
grice a la formulation de Fung et Kaplan, présentée et développée au paragraphe 1.3.3. La
ligne élastique initiale de I'arche est choisie sinusoidale, de méme que la charge latérale, afin
que le probléme posséde une solution analytique. Nous utiliserons les mémes notations qu'au
paragraphe 1.3.3. Rappelons néanmoins que A est - & un facteur multiplicatif prés - égal au
rapport entre la fleche initiale de I'arche et le rayon de giration de sa section; R, la charge

latérale réduite; S, le rapport entre la contrainte axiale initiale et la charge d'Euler; b,
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l'amplitude de la premiére harmonique dans la ligne élastique de la déformée; S, le rapport

entre la rigidité du support axial et la rigidité totale du systéme :

A q,L JZ H,L o«
=z R= i §=—0" f=——r
\/7 2EI N 1 T EI a+FA/L

Les points critiques S; - de flambement dans le sens "fléche positive vers fléche négative” - et

A=

(SR

S- - de flambement dans le sens "fleche négative vers fléche positive” - obtenus au paragraphe

1.3.3 correspondent respectivement aux charges réduites R, et R,. Celles-ci sont rappelées

au Tableau 2.1.

Tableau 2.1 - Charges critiques en fonction de la hauteur réduite

Cas | Cas 2 Cas3

A J(l-8)B | JU-8)/B<ac(55-5)/8 A2,(55-5)p

R pas de - i 1 3 - I \
flambement (1-5)+ 27'5('51 l"'S) M1-8)+3 (ﬂl 4+S)

R, pas de . N
flambement ')-wwl l"'S) A1-S) 31’ (ﬂl 4+S)

Dans le cas 1, l'inversion de courbure a lieu sans flambement. Dans le cas 2, le flambement
est symétrique; les charges critiques correspondent a des points limites. Dans le cas 3, le
flambement est asymétrique; les charges critiques correspondent & des points de bifurcation

asymétriques.

Nous allons maintenant chercher les conditions nécessaires pour que l'actuateur manifeste le

comportement correspondant aux trois étapes de chargement (cf. paragraphe 2.2) :
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a) flambement en snap dans le sens "fleche positive vers fléche négative” sous 'action

d'une charge latérale sinusoidale

b) position avec une fleche négative (courbure inversée) stable aprés la suppression de la
charge
c) flambement en snap dans le sens "fléche négative vers fléche positive " au cours du

chauffage (effet mémoire de forme).

Les étapes de chargement vont étre suivies sur la Figure 24. Celle-ci conceme le
flambement en snap d'une arche dans le cas 2, i.e., le flambement avec point limite. Elle
suffit cependant pour illustrer le principe de l'actuateur. La position initiale de l'arche

correspond au point A : aucune charge latérale n'est appliquée.

Figure 2.4 - Etapes de chargement sur le diagramme fléche-charge réduite
242 Etape a : armement du dispositif

La condition pour que le passage d'une fléche positive & une fleche négative soit accompagné
d'un flambement est donnée directement dans le Tableau 2.1. La hauteur réduite A de l'arche

doit vérifier :
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A= J(1-S)/ B

Cette €tape de I'actuation est menée i basse température, i.e. pour une température inférieure
2 As. S doit alors étre calculé avec le module d'Young 4 basse température de 'AMF. Nous

noterons f3,, sa valeur:

(44

ﬁzﬂ"=a+AEBT/L

La seule condition structurale nécessaire pour mener a bien ['étape a) est donc :
A2 J(1-8)/ Bar 2.1
Apres |'étape a), la position de I'arche correspond au point C de la Figure 2.4.

243 Etapeb : conservation de la position armée

L'étape b) consiste a supprimer la charge latérale, la température restant a sa valeur initiale.
L'arche doit alors étre en mesure de rester dans une position avec la courbure inversée
(5, £0) pour une charge réduite nulle. Ceci suppose que la charge - nulle -correspondant au
point D soit supérieure a la charge critique R, (cf. Figure 2.4). En d'autres termes, on doit
avoir R, <0 (l'inégalité est stricte car le point critique est lui-méme instable aussi bien dans

le cas du flambement avec point limite que du flambement avec point de bifurcation

asymétrique). D'apres le Tableau 2.1, cette condition se traduit par :

Cas 2 /1(1—3)—\/5;%—(,6” 2-1+4S) <0 & A> f-;—(l-s)
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Cas3 A(I—S)—3\/i(ﬁm- 12-4+S)<0 (= /1>—(;;3?)-E

Rappelons que le cas 3 correspond 2 une hauteur réduite 4 2 (((5.5-S)/ 8,, . La condition

A>3/J(2+S)B,;; est donc toujours vérifiée dans le cas 3, puisque

3/J(2+S)Byr </(55-S)/ By pour S entre O et I. En revanche, on a

J41=58)! By > J(1=5)/ Bar . donc la condition n'est pas vérifiée a priori pour toute arche

du cas 2.

La condition nécessaire a I'étape b) peut donc étre résumée par :

[
~
~—

A> ﬂ:(l—s) & A>2\[(1-5)(1+ALE;T] (

On remarque que cette condition sur la hauteur réduite de I'arche est plus exigeante que celle,
énoncée en (2.1), nécessaire a l'étape a). Nous ne retiendrons donc que cette derniére

condition comme nécessaire et suffisante pour pouvoir mener i bien les étapes a) et b).
Apres ['étape b), la position de I'arche correspond au point D de la Figure 2.4.

244 Etapec: retour a la géométrie initiale

L'étape c) consiste a chauffer I'arche AMF au-dela de le température Af afin de la faire
snapper dans le sens "fleche négative vers fléche positive”, ie., lui faire reprendre
soudainement sa forme initiale. Cette étape est la seule spécifique aux AMF, les étapes a) et

b) s'appliquant a toute arche élastique classique.

On a vu au paragraphe 2.3 quun AMF subit une rigidification - aprés un éventuel

ramollissement — suite a la transformation martensitique inverse causée par chauffage. En
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termes de module d’Young, on adonc E,; > E,,. Bpassantde B, =a/(a+AE, /L) i
B.r =alla+ AE,; /L), sa valeur 2 haute température est donc inférieure a celle a basse

température. L'évolution de la courbe fléche-charge réduite lorsque f varie de 0.95 2 0.7 est
illustrée a la Figure 2.5. L'arche considérée a une hauteur réduite A=2.1 et n'est pas

précontrainte (S =0). Il s'agit donc d'une arche correspondant au cas 2.

R R R|
\ v
\ /'A‘ \\ \ l
\ \ \ ]' \
\ A\ \ ‘ \ S ! g
‘ \ b, ~ D LTNF b, 2 N by
D 0 \ s, 0 ' 0 N
‘s'g \ ’ :
a) =095 b) =085 ¢) =07

Figure 2.5 — Evolution de la relation fleche-charge réduite en fonction de §

On observe que la courbe fleche-charge réduite se déplace vers les charges réduites

croissantes lorsque B diminue. En d'autres termes, R, croit lorsque A diminue, et s'annule

(cf. paragraphe 2.4.3 ou Tableau 2.1) pour :

Cas 2 A= /%(1-5) & ﬂ=4(1};5) 2.3)

3 9
Cas 3 A——m & ﬁ_——ﬂz(2+5)

(2.4)

Lorsque R, s'annule, le point D coincide avec le point critique S, (cf. Figure 2.5-b), i.e., I'état

déquilibre avec courbure inversée devient instable. L'arche rejoint donc le seul état
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d'équilibre stable correspondant a une charge nulle, au point F. Si £ continue de diminuer, il
n'existe plus aucun état d'équilibre avec courbure inversée pour une charge nulle (cf. Figure

2.5-c).

Dans le cas 2, le flambement en snap a lieu pour Stel que A=,/4(1-S)/ 8. Larche fait
alors toujours partie de la gamme de hauteurs réduite décrite par le cas 2. puisque

JH1=5) B> J(1-5)I8.

En revanche, dans le cas 3, le flambement en snap a lieu pour Stel que 4=3/,/(2+5)8.

Or. comme on a déja observé au paragraphe 2.4.3, 3/,/(2+S)B8 </(5.5~5)/ 8 . Au cours

de la diminution de A, l'arche est donc passée du cas 3 au cas 2. Seul le f critique

correspondant au cas 2 est donc a prendre en compte.
La condition pour que le flambement en snap ait lieu au cours du chauffage est donc :

4(1—15) - o S4(1-:5)
A a+AE, /L A

Bur <

d'ou finalement la condition nécessaire pour mener a bien I'étape c) :

Asz\ﬁ-s)(u‘w’"j (2.5)
La

A la fin de I'étape c), la position de l'arche correspond au point A de la Figure 2.4, ie., au

point de départ du cycle d'actuation.
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24.5 Résumé des conditions nécessaires au fonctionnement de I'actuateur AMF

On a dégagé dans les trois paragraphes précédents les conditions nécessaires au
fonctionnement de I'actuateur AMF tel qu'il a été prévu dans son principe. Les équations
(2.2) et (2.5) nous donnent ces conditions, qui peuvent €tre regroupées de la maniére

suivante :

2J(I-S)(l+£'1-) <A< 2\/(1-5)(1+AE*”] (2.6)
La La

On a donc expliqué grice a ce modele le flambement en snap d'une arche AMF sinusoidale
sous l'effet de la rigidification entrainée par la transformation martensitique inverse. La
condition nécessaire au fonctionnement de l'actuateur est obtenue analytiquemnent sous une

forme tres simple.

Notons par ailleurs que si les appuis sont parfaitement rigides, i.e., o est trés grand par
rapport & |'€lasticité EA/L de l'arche, B reste toujours égal 3 1. Le module d'Young
n'intervient alors que comme facteur multiplicatif dans la charge critique R,, et sa variation
ne peut faire changer le signe de R,. Ce modéle exclut donc tout flambement causé par la

transformation martensitique inverse en présence d'appuis rigides.

2.5 Etude expérimentale

Le but de cette étude expérimentale, plus qualitative que quantitative, est double : en premier
lieu, vérifier grice 4 un montage préliminaire qu’on observe bien les comportements prévus
analytiquement pour une arche en AMF; en deuxiéme lieu, mettre en évidence les paramétres
expérimentaux déterminants et donner des recommandations pour une étude expérimentale

approfondie.
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251 Protocole expérimental

Le montage utilisé est représenté a la Figure 2.6

Piéces rotules
Structure (acier)

(aluminium)

o —— Arche (AMF)

_ i R —_—

i . ! -l 1 !

Support élastique N | //”“—'\ L
(élastomére) LY Co
‘ |

N | SE—

1
{
i : I
[ ;
i

Figure 2.6 - Montage expérimental

Le support en aluminium constitue une structure rigide. L'élastomeére tient lieu de support

élastique. Les deux piéces d’acier usinées en V jouent le role des rotules.

La caracténsation de P'élastomére a été effectuée grice 2 une machine de traction-
compression. La relation force-déplacement est tracée a la Figure 2.7, pour deux essais
consécutifs. Le bruit est dii a la cellule de charge, prévue pour des charges supérieures a
celles qui nous intéressent. Les portions de courbes horizontales proviennent du décalage du
zéro lors de !’initialisation. Dans le domaine des forces de réaction susceptibles d’étre
générées lors du chargement de I’arche en AMF, le comportement de ['élastomeére est

presque linéaire. Sa rigidité est =2,4.10° N/m.
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-0.8

Force (N)

Déplacement (mm)

Figure 2.7 — Caractérisation de |’élastomére

L’échantillon AMF est un ruban en alliage Ni-Ti 2 49.9% de Nickel, laminé a froid et fourni
par la compagnie Special Metals (New York, USA). Les traitements thermiques
habituellement pratiqués pour obtenir I’effet mémoire de forme- recuit d’une heure entre
400°C et 500°C - se sont montrés inadaptés. La limite d’élasticité de I’AMF - en phase
martensitique - ayant subi un tel traitement thermique est en effet beaucoup trop faible pour
que I'inversion de courbure puisse avoir lieu tout en restant dans le domaine élastique (cf.
paragraphe 2.2). Dans un premier temps, les essais ont donc été pratiqués sur des rubans
d’ AMF sortant directement du laminage, qui présentent une limite d’élasticité suffisamment
élevée. L’inconvénient de ne pas effectuer de traitement thermique est la présence de
contraintes résiduelles qui nuisent & la reproductibilité des essais : d’une part plusieurs cycles
de chargement-déchargement sont nécessaires a stabiliser le comportement d’une arche
donnée; d’autre part deux arches taillées dans des rubans différents peuvent se comporter
différemment. Pour ce qui est de I'effet mémoire de forme, il est naturellement beaucoup
plus faible pour une arche non traitée que pour une arche traitée adéquatement, mais

cependant existant.

Les échantillons taillés dans le ruban possédent une légére courbure initiale du fait que le

ruban est enroulé. Par une précontrainte axiale Hy, on peut fixer la fleche de I’arche a la
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valeur souhaitée. Cette contrainte axiale - et donc la fléche initiale a - peut étre modifiée trés
simplement grice a la compression de |’élastomére. Pour une arche initialement quasiment
plate de 25mm de long, une compression de I'élastomére de moins de 0.0lmm suffit a
conserver une fleche de 2mm. Or nous ne dépasserons pas cette fleche. On est donc bien
dans le domaine de caractérisation de I'élastomére de la Figure 2.7. La valeur de la
précontrainte axiale Hy est calculée grice i la variation de la longueur d de la projection de

I’arche en prenant pour hypothése I'incompressibilité de I’arche.

Des essais de flexion de I’arche AMF dans le domaine élastique ont donné les valeurs

suivantes des modules d’Young E,, a basse température et £, i haute température :

Ey =90GPa
E,; =120GPa

Ces valeurs sont supérieures a celles rencontrées habituellement du fait que les échantillons

n'ont pas subi de traitement thermique.

Les dimensions de I’arche utilisée pour les essais sont les suivantes :

Longueur L,=24.12mm
Epaisseur h=0.18 mm
Largeur [=52mm

Fleche initiale a =040 mm

inttrale

252 Observations et comparaison avec I’étude analytique

En faisant varier la fleche de I’arche — par compression de I'élastomére — on a observé les
trois types de comportement prévus par I’étude analytique : si I’arche est trop basse, elle ne

peut maintenir sa courbure inversée en I'absence de charge latérale. On note a_, cette

n

fleche minimale et S . le rapport précontrainte axiale sur charge d'Euler correspondant (cf.



66

paragraphe 2.4.1). Pour une fléche « comprise entre a,, et a,_ . (qui correspond & S__, ),

max
I'arche maintient sa courbure inversée en I'absence de charge latérale et flambe lors du
chauffage, i.e., elle fonctionne comme prévu dans le principe d’actuateur a action rapide (cf.

paragraphe 2.2). Pour une fléche supérieure & a,, . I'arche ne flambe pas au cours du

chauffage. Cette étude qualitative conforte donc la théorie.

Les valeurs de a,, et a,, observées, celles de §., et S ainsi que de 4, et 4,

calculées sont les suivantes :

a.., =1.69mm Aoy =2.04mm
Ain =16.4 Ay =19.8
S =0.79 Smax =0.83

Notons en premier lieu que ces fleches sont trés importantes, et garantissent une bonne
stabilité de I’actuateur entre deux phases d’actuation. La sensibilité aux chocs est donc trés
faible.

Si I'on suppose que 'arche est sinusoidale — ce qui n’est valable que dans une premiére
approximation — on peut appliquer fa théorie développée au paragraphe 2.4 afin de la
comparer avec I’expérience. On trouve que, pour que la théorie décrive I’expérience, on doit

avoir les valeurs suivantes du module d’ Young a basse et a haute température :

E, =1960GPa
E,; =3540GPa

Ces valeurs sont environ 20 fois supérieures aux valeurs mesurées. Inversement, la rigidité
du support telle que le flambement en snap ait lieu entre £, =90GPa et E,, =120GPa
doit étre a peu prés égale & @ =1,5.10"N/m - soit 20 fois supérieure 2 la rigidité mesurée.

Bien que les résultats expérimentaux paraissent trés éloignés des valeurs analytiques, il faut
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garder a P'esprit que de nombreuses incertitudes expérimentales subsistent, et que celles-ci

peuvent profondément modifier les résultats :

[§S)

I’arche n’ayant pas été traitée thermiquement. plusieurs cycles de chargement-
déchargement (environ une dizaine) sont nécessaires a éliminer les contraintes

résiduelles et ia stabilisation n’a pu €tre constatée avec les moyens mis-en-ceuvre;

la forme de I'arche est éventuellement assez €loignée d’une sinusoide et ne peut étre
choisie précisément sans traitement thermique. Or la présence d’une harmonique
asvmétrique diminue considérablement les charges critiques et par la le module
d’Young critique (une amplitude relative de la deuxiéme harmonique de 1% baisse la

charge critique de 10%, cf. paragraphe 1.3.3);

la fleche de I’arche ainsi que la précontrainte axiale ont été calculées a partir de la
variation — trés faible — de la longueur de la projection de [’arche, et ce en supposant
que la ligne élastique de ['arche soit sinusoidale. Les valeurs utilisées n’ont pas été

mesurees et ne coincident donc pas parfaitement avec les valeurs réelles;

la rigidité du support a été calculée en compression simple, mais une rotation des
pieces d’acier constituant les rotules est susceptible d’intervenir lors du flambemnent
de I'arche. La rigidité effective du support est donc éventuellement inférieure a la

rigidité en compression de |'élastomére.

253 Recommendations pour une étude expérimentale approfondie

La premiére étape a mettre au point est le traitement thermique. 11 s’agit de trouver un

traitement thermique tel que I’AMF reste suffisamment rigide & basse température, mais

permettant néanmoins d’éliminer les contraintes internes et de donner 4 I’arche la forme

souhaitée. Des moules en arc de cercle possédant des rayons de courbure de 0.75" et 2.06"

ont déja été fabriqués a cet effet. La fléche de I'arche peut alors étre calculée a partir de sa
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longueur totale et du rayon de courbure du moule, ou mesurée trés précisément griace a un

appareil optique.

Il s’agit ensuite de concevoir un systéme d’attache ajustable avec une trés grande précision,
afin que I'arche ne soit pas compressée initialement, et qu’il n’y ait pas non plus de jeu. Si
I’on souhaite étre en mesure de donner une compression initiale a I'arche. elle doit pouvoir
étre mesurée précisément - avec par exemple une cellule de charge montée en série entre

I"arche et le support rigide.

Le support doit étre tel que la réaction qu’il fournit au cours du flambement soit en

compression pure. Sa rigidité doit étre connue avec précision.

Parallélement a la mise au point d’un montage expérimental, une étude de validité de la
théorie peut étre menée en cherchant la limite d’élasticité de 'AMF a différentes
températures (par le tracé de courbes contrainte-déformation isothermes). II est cependant
probable que le passage en-dessous de la limite de rigidité —si tant est qu’il survienne -
n’influe que faiblement sur le flambement en snap de I'arche AMF, dans la mesure ou ce
passage s'accompagne d’une baisse de rigidité de ['alliage. La position avec courbure

inversée est alors stabilisée et non destabilisée.

2.6 Condlusion

Un modele analytique décrivant le flambement en snap d’une arche basse sinusoidale en
AMF chargée mécaniquement et thermiquement a été présenté. Ce modéle montre en
particulier que la rigidification de I’AMF occasionnée par la transformation martensitique
inverse est susceptible d’entrainer le flambement en snap, sous certaines conditions sur la

hauteur de ’arche. 1l permet le dimensionnement d’un actuateur AMF a action rapide.

Quoique ce modéle rende compte qualitativement des phénoménes observés

expérimentalernent, on constate un assez grand écart entre les résuitats quantitatifs issus des
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deux approches. Cet écart est attribuable a trois facteurs : I'incertitude expérimentale en
premier lieu, ['hypothése d’élasticité, le modele utilisé pour la loi de comportement des
AMF. L’incertitude expérimentale peut étre fortement réduite, en particulier grace a la mise
au point d’un traitement thermique spécifique. L’hypothese selon laquelle I'actuation se
passe entierement dans le domaine €lastique doit étre vérifiée par une caractérisation
expérimentale détaillée de I'alliage utilisé. Son invalidation ne constituerait cependant
qu'une faible remise en cause du modele analytique. Le modele utilisé pour décrire le
comportement des AMF, enfin, postule que [’effet mémoire de torme peut étre totalement
décrit par un changement de rigidité (non uniforme en général) du matériau. Or cette

hypothése n’a pas été totalement validée.

L étude effectuée dans ce chapitre a permis d’expliquer le flambement en snap d’une arche
AMF, grice a la solution analytique existant pour une arche sinusoidale sur rotules. Or cette
configuration n’est pas nécessairement la plus adaptée a une application industrielle. Un
encastrement est en effet beaucoup plus simple a réaliser. Une méthode plus générale doit

donc étre développée pour traiter les autres formes d’arches et de conditions aux limites.
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CHAPITRE 3

UNE METHODE NUMERIQUE POUR LES CALCULS
DE STABILITE DES ARCHES ET DES POUTRES

La modélisation du flambement en snap d’une arche AMF sinusoidale présentée au chapitre
2 peut étre étendue a d’autres formes d'arches grice au développement en série de Fourier,
mais ne peut étre adaptée a d’autres conditions aux limites qu'au prix de lourds
développements analytiques. Nous avons vu également au chapitre 2 qu’il est justifié de se
restreindre au domaine €lastique de la loi de comportement des AMF, dans la mesure ol un
éventuel écart hors du domaine élastique s’accompagne d’une perte de rigidité de I’alliage et

n’est a priori pas susceptible d’entrainer le flambement en snap d’une arche AMF.

L’objectif de ce chapitre est donc de mettre au point un algorithme simple permettant de
calculer la charge critique de flambement en snap d’une arche élastique chargée latéralement,

et ce pour tous les types d’arches, de conditions aux limites et de charge.

3.1 Choix de la méthode numérique

On a vu au chapitre | que I'approche la plus performante pour traiter les problémes de
stabilité est |’approche énergétique. Contrairement a I’approche dynamique, elle est légére
d’emploi. Elle se préte de plus trés bien a un traitement numérique, et permet de répondre

directement a la question de la stabilité, contrairement a I’ approche classique.
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Parmi les méthodes numeériques fondées sur I’approche énergétique, les plus fréquemment
utilisées sont les méthodes d’éléments finis non linéaires. Des logiciels commerciaux tels
qu’ANSYS les mettent en ceuvre mais présentent néanmoins un inconvénient majeur : s'ils
sont bien adaptés au repérage d’un point limite, ils ne permettent en revanche de mettre en
€vidence un point de bifurcation que par |'absence de convergence de 1’algorithme, laquelle
n’aura lieu que si ’on passe trés prés du point critique (cf paragraphe 1.4.2). Or, on a vu que
les conditions aux limites influent fortement sur les charges critiques, et on n’a donc pas a
priori d’idée valable de la valeur de la charge critique. De plus, I’absence de convergence
peut également avoir une origine numérique. Le repérage d’un point de bifurcation est donc

difficile avec les logiciels commerciaux.

Une possibilité est de développer un code utilisant les €léments finis non linéaires, dans
lequel on teste le signe des valeurs propres de la matrice des éléments finis (cf. paragraphe
1.3.4). Cependant, I'inconvénient d’'une méthode de ce type - utilisant la formulation
variationnelle du principe de I'énergie totale minimale — est que [’on perd une partie de

I"information sur I'énergie. Elle nécessite de plus un grand savoir-faire.

Nous allons donc opter pour une méthode conservant I'intégralité de I'information sur
I’énergie. et permettant d’utiliser des bibliothéques de fonctions déja disponibles. Elle est
fondée sur la représentation de la ligne élastique de I'arche par krigeage dual, et la

minimisation de |’énergie totale grice a un algorithme d’optimisation.

32 Présentation de la méthode

La méthode que nous proposons est inspirée des méthodes du quotient de Rayleigh (cf. [.4.1)
et de Rayleigh-Ritz (cf. 1.4.2). Elle consiste, comme ces demiéres, a supposer connue - a
certains coefficients prés - la forme de la ligne élastique de I’arche, et 2 minimiser I’énergie
totale en fonction de ces coefficients. Dans la méthode de Rayleigh-Ritz, la ligne €lastique de

I'arche est écrite comme une somme pondérée de fonctions de bases alors que dans notre
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méthode, elle est décrite par une courbe interpolée grice au krigeage dual. Les points

d'interpolation, en nombre fini. sont pris comme coordonnées généralisées.

Le probléeme continu étant ainsi discrétisé, I'énergie totale peut étre minimisée en fonction
d’un nombre fini de variables. selon le principe de I’énergie totale minimale énoncé au
paragraphe 1.2.3. Nous n’avons pas recours & une formulation variationnelle de ce principe.

mais a son application directe.

Nous allons dans un premier temps présenter bricvement la méthode d'interpolation du
krigeage dual et souligner l'intérét particulier de son application aux calculs de flexion des
poutres. Nous dériverons ensuite les équations énergétiques régissant la flexion d'une poutre
dans le domaine des déplacements finis. Nous expliciterons enfin les choix algorithmiques,

et en particulier le choix de I'algorithme d'optimisation.

33 Lekrigeage dual appliqué au calcul de la déformée d'une poutre
33.1 Présentation de la méthode d'interpolation du krigeage dual

Le krigeage dual est une méthode numérique générale permettant, entre autres, d'interpoler
des fonctions de K" dans R". 1 est également possible d'intégrer des conditions sur les
dérivées ou sur les gradients. La méthode du krigeage est fondée sur une approche
probabiliste et consiste i construire le meilleur estimateur linéaire sans biais d'une fonction
aléatoire. Nous ne donnerons ici que les éléments indispensables a la compréhension du
contenu de ce mémoire, tous les détails concernant la théorie et la mise en ceuvre du krigeage

dual pouvant étre trouvés dans [33].

Considérons une fonction f de R dans R dont on connait la valeur en p points x,,...,.x,,etla

dérivée en m points x;.,...,X,, :
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flx,)=f pourl<si<p
F€)=f pourt<jsm

La fonction krigée, ou interpolée, que nous noterons u, s'exprime

u(x)= P(x)+ ibiK(]x—inﬁ— icjg(x; —x)K'(]x—x'jU (3.0

1=l

avec

g(x):{ 1 si x20

-1 sinon

P est un polyndme de degré O, | ou 2, ou bien une somme de fonctions trigonométriques, que
l'on appelle la dérive. 1l correspond a I'espérance de la fonction f considérée comme une
fonction aléatoire. En d'autres termes, la dérive représente le comportement moyen du
phénoméne. K est une fonction de R dans R appelée covariance. Les termes comprenant K
correspondent 2 une correction par rapport & la dérive, reflétant la corrélation entre la valeur
prise par la fonction f en x et les valeurs observées de f ou de sa dérivée aux points
échantillonnés. Si l'on choisit le degré | pour le polyndme P et une covariance cubique, u

s'exprime alors sous la forme

2

u(x)=a, +a,x-i—ﬁ’b,,]x-x,]3 +i3ei£(x'l —x)lx— X,
=l

1=l

Les coefficients a,, a,, b; et ¢; sont solutions du systéme linéaire suivant :
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332 Lien entre le krigeage dual et Ia flexion des poutres

Flexion d'une poutre soumise a des forces latérales et des moments concentrés

Le lien entre le krigeage dual et la flexion des poutres a été mis en évidence en premier lieu

par Montes [20].

Figure 3.1 - Poutre soumise a des forces latérales et des moments concentrés

Considérons une poutre mince élastique telle celle que représentée a la Figure 3.1, soumnise a

p charges latérales concentrées (P, )[SiS p €t m moments concentrés (M i )l<j$m . La réaction

des supports ainsi que les moments liés a 'éventuel encastrement de la poutre font partie des
P; et des M; et ne sont pas soumis a un traitement particulier. L'équation différentielle

donnant la déformée w(x) de la poutre dans le domaine linéarisé est
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erd) (3.4)

La poutre étant en équilibre, la somme des moments externes et internes est nulle en tout
point. On peut alors exprimer le moment fléchissant M de deux maniéres, soit en considérant

la partie gauche de la poutre, soit en considérant la partie droite (cf. Figure 3.2).

On trouve alors

"

!l i Y d ! n 0
M = il’,(-‘—-‘;) -ZM,(x—-r',) = ip:(": —x) + ZMJ<‘t.J—x> (3-3)
J=t J=l

=]

=1

Figure 3.2 - Calcul du moment fléchissant

Les fonctions de singularité représentées par des crochets dans I'expression ci-dessus sont

définies comme suit pour n 2 0:

(x—a)" = (x=a)" six2a
- 0 six<a
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Elles s'intégrent comme des fonctions ordinaires :

i(x-ay _fema)”

n+1

On peut aussi exprimer M comme la demi-somme des deux termes auxquels il est égal:

M = %[i P ((x —x,) +{x ~x) )"‘ XM, ((I’j ‘-‘>0 - (-‘ - )U J} (3.6)

=1 =l =1

d'ou, en substituant dans (3.4)

d?w(x) (I u , 0 L\0
pe :2EI[§P’(<'(_I'>I+<'t'_'t>l)+,z=;M/((x:_'t> ~{r-x) ﬂ (3.7)
En intégrant

w(.t)=2—lE—l—[‘Z:‘—é-E((x—xi)3 +(x; —x>3)+ i%Mj((x'j -x)l —(x—.t‘j>2 )}4— a,x+ag

=l =

ce qui équivaut, avec les notations du paragraphe précédent, a

En notant
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_ P M
" I2E " 12El
I'équation (3.8) s'écrit alors
14 m N 2
w(x)=ag +ayx+ Zbilx- x,-l3 + z3cj£(.r’j —x)lx - x’j|" (3.9)
i=| j=i

On reconnait ici 'équation (3.2) d'une courbe krigée. De plus. on a en chacun des points x;

p m
wi =wly; )=ag +ayx; + Y bylx; - xl’ + X 3eeele—x ) - x> 310
1=l k=l

En dérivant I'équation (3.9), on trouve de méme en chacun des points x)

i

=Yool -] @an
k=)

[ M Y — LA, A —
W= w (x j]—a, +i3b,£(xj X ]x} X,
=l

Les conditions d'équilibre impliquent la nullité de la somme des forces extérieures et de la

somme des moments extérieurs, entre autres a l'origine en x=0:

YP=0 & Yh=0 (3.12)
=l

=i

Y Px +3M =0 o SI2E-bx +312E-c =0
1 !
i=| =] 1=l 1=l (3. 13)

o ib,..t, +ilc, =0
=

=l

En réunissant les équations (3.10), (3.11), (3.12) et (3.13), on aboutit au systéme suivant:



78

. bJ -w,—
lx, —x, |-‘ 3elx, _'t*)l“ﬂ _ 'rl;iz
. | b, W,
0 1|¢ B w)
(e, - x )~ g, ] e

0 1Ifje, w,

' I o 00 Ofa| |O
L t, | 1 0 0a] [ O]

On reconnait la le systéme d'équations du krigeage dual (3.3), a cela pres qu'ici, les w; et les
wj sont les inconnues, alors que dans le cadre du krigeage dual, les inconnues sont les b; et les
¢;. En d'autres termes, on aboutit 4 la méme solution pour la déformée de la poutre soit en
partant des forces et moments appliqués et en utilisant la théorie classique de la résistance des
matériaux, soit en considérant les déplacements et rotations aux points d'application des
forces et des moments et en utilisant le krigeage dual. Si I'on connait la force (ou le moment)
appliquée en certains points et le déplacement (ou la rotation) en certains autres, on peut
effectuer une combinaison des deux méthodes en résoivant le systeme (3.14) pour les bonnes

inconnues et en substituant dans I'équation (3.9).

Malgré ses fondements purement mathématiques et probabilistes, la méthode d'interpolation
du krigeage dual utilisée avec une dérive linéaire et une covariance cubique est donc
particulierement adaptée au probleme de la flexion des poutres. Elle fournit en effet la
solution exacte de la déformée d'une poutre fléchie sous l'action de forces latérales et de

moments concentrés dans le domaine des petits déplacements.

Flexion d'une poutre soumise 2 des forces latérales et axiales concentrées

Dans le probléme du flambement en snap d'une arche chargée latéralement, que l'on
considére une arche ou une poutre flambée, des forces axiales interviennent en plus des
forces latérales. I serait donc intéressant que le krigeage dual fournisse également la solution

exacte de la déformée dans le cas de forces latérales et axiales concentrées.
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Considérons une poutre mince €lastique soumise a p charges latérales concentrées (P,- ),5‘.S p

et une force axiale Q, telle que représentée i la Figure 3.3.

Figure 3.3 - Poutre soumise a des forces latérales et axiales concentrées

L'équation donnant la déformée de la poutre en flexion dans le domaine linéarisé est

toujours :

mais l'expression du moment fléchissant doit prendre en compte la force axiale :

M=in<x—r - ﬁP -Q-wlx =—iP|t xl—Qw (3.15)

=l t-l

d'ot

4

d’wx)
_ (3.16)
- + 2EI£P[X x|

Sil'on note k> = Q/ EI , la solution de cette équation différentielle s'écrit
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2

i=l =

P p.
w(x)= Acos(k - x)+ Bsin(k - x)+ Z—P'é-lv - x| (3.17

Les conditions d'équilibre sont

=l (3.18)

Pour pouvoir une nouvelle fois retrouver les équations du krigeage dual, cette fois avec une
dérive trigonométrique et une covariance linéaire, on doit avoir a [a place des équations

d'équilibre le systéme suivant :

"
Y Pcosk-x,)=0
r=l (3.19)

,!
Y Psin(k-x,)=0
=1

Le krigeage dual ne semble donc pas fournir dans le cas d'une poutre soumise a des forces
latérales et axiales la solution exacte de la déformée. Nous l'utiliserons néanmoins dans notre
étude, aussi bien pour des petits que pour des grands déplacements, et ce pour deux raisons :
d'une part pour ses qualités en matiére de minimisation de la courbure illustrées par le cas
d'une poutre soumise a des forces latérales et des moments concentrés, d'autre part pour son

adaptabilité aux conditions aux limites grice au krigeage des dérivées.
333 Représentation de la déformée d'une poutre par krigeage dual
Principe

Considérons une poutre ou une arche de forme quelconque, possédant des conditions aux
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limites quelconques, et soumise a une force axiale Q ainsi que des forces latérales et des

moments quelconques, telle que représentée a la Figure 3.4.

Figure 3.4 - Représentation de la déformée d'une arche par krigeage

Les points (xq, wy ) (x,, w; )...s x ,,,wp) sont des données du probléme. Nous verrons plus
loin que soit ils correspondent a des conditions imposées a l'arche, soit ils sont issus du
processus d'optimisation. IIs ne coincident pas nécessairement avec des points d'application
de forces ou de moments. On peut aussi avoir des données du type (.r' oW 1)’ i.e., des
conditions imposées sur les dérivées, si l'arche est encastrée par exemple. On adopte en tant
que déformée de larche la courbe obtenue par krigeage dual & partir des données

(x,.,w, ), (x' ;oW ) avec une dérive linéaire et une covariance cubique.

On note d; la longueur initiale de la projection de la poutre sur I'axe des abscisses, et d la
longueur de la projection de sa déformée. La poutre sera toujours comprise entre x=0 et x=d,
i.e.. on considére qu'elle est fixée en 0, ce qui ne nuit en rien a la généralité. De plus. on note

Ly, la longueur totale initiale de I'arche, et L, la longueur de sa déformée.

Précision de la représentation par krigeage dual

Avant de passer a la minimisation de I'énergie, nous allons évaluer l'erreur commise par

modélisation de la ligne élastique d'une arche par krigeage dual, en fonction du nombre de
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points d'interpolation. Le krigeage est effectué avec une covariance cubique et une dérive

linéaire.
a) b)
w I w
Jd
< g g P g,
< - X < >
d i d v X

Figure 3.5 - Arches tests

Deux formes d'arches sont envisagées : une arche sinusoidale sur rotules (cf. Figure 3.5-a), de

e
W, (x)=asm[:j-”—]

et une arche encastrée (cf. Figure 3.5-b), de ligne élastique :

| -cos| —
d,

Le calcul numérique est mené pour deux arches assez hautes - afin d'avoir une borne

ligne élastique :

wo(x) =

o8

supérieure de l'erreur dans les calculs qui vont suivre- avec :

{ dy =1
a=0.1

L'écart u—w, entre l'arche et la courbe qui la modélise, I'écart u’-w,’ entre leurs dérivées,
ainsi que I'écart u’-w, "’ entre leurs dérivées secondes sont tracés a la Figure 3.6 pour l'arche

sur rotules et a la Figure 3.7 pour l'arche encastrée. L'interpolation par krigeage dual est

menée avec n=I, 3 et 5 points d'interpolation (extrémités non comprises). A titre de
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comparaison, l'erreur est aussi calculée pour la modélisation grice aux fonctions
d’interpolation de Lagrange de degré 2, sur lesquelles sont généralement fondés les calculs

par éléments finis avec des éléments quadratiques.

On observe en premier lieu que I’interpolation par krigeage donne des résultats trés précis
avec peu de points : pour n=1, I'erreur sur la ligne élastique de "arche est inférieure 4 0.002 -
soit 2% de la fléche - pour une arche sur rotules et 3 0.001 - soit 1% de la fieche — pour une
arche encastrée. Avec n=3, on réduit cette erreur & moins de 0.00005 - soit 0.05% de la
fleche - pour une arche sur rotules et & 0.0002 - soit 0.2% de la fleche — pour une arche
encastrée. Ces résultats sont trés satisfaisants pour |’application a laquelle nous les destinons,
et nous nous contenterons en général de n=5 points de krigeage, parfois moins. En ce qui
concerne les dérivées premiére et seconde de la ligne élastique- qui interviennent toutes deux
dans le calcul de I’énergie totale - la précision est moindre mais néanmoins satisfaisante. Pour
n=3, les erreurs commises sur les dérivées premiére et seconde sont respectivement de |'ordre

de 0.001 et 0.02 pour I’arche sur rotules, et de I’ordre de 0.003 et 0.2 pour I’arche encastrée.

La comparaison avec I'interpolation grice aux fonctions de Lagrange montre que cette
derniére méthode converge rapidement en ce qui concerne la ligne €lastique, mais beaucoup
plus lentement pour ses dérivées. Pour obtenir avec les fonctions de Lagrange la méme
précision sur la dérivée seconde qu’avec le krigeage 4 n=5 points, il est nécessaire d’avoir
recours a 55 éléments quadratiques - soit n=109 nceuds de calcul — dans le cas de ['arche sur
rotules, et 2 32 éléments quadratiques - soit n=63 nceuds de calcul - dans le cas de I'arche

encastrée.
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Figure 3.6 - Erreur due a I'interpolation, dans le cas de l'arche sur rotules
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34 Expression de I'énergie en grands déplacements

Soit wy(x) la forme initiale de Farche, et w{x) l'expression obtenue par krigeage dual pour
sa déformée. On peut alors calculer, pour cet état de déformation, la valeur des différentes
énergies qui entrent en jeu dans le chargement: I'énergie de flexion, I'énergie de compression
et I'énergie potentielle liée aux charges extérieures, qui doivent donc nécessairement toutes

étre conservatives. Elles s'expriment indépendamment des contraintes et des déformations :

(]

d ‘V
ﬂfrum = E,)_J r - WO (X) I+ W’2 (x)d_\' (3-20)
-0

5

I+w (\:))”2 (I+w'(l,(.t))u-

[

EAa d 2 iy 2
U opressin = oL e d=L-L, =J;) JI+w”? (x)dx-J:) JI+wy (x)de  (3.21)

U =Q-L+P-x(P)+.. (3.22)

extérieures

+U +U (3.23)

ﬂr.tlun comprexston everieures

Uio =U

totale
L'énergie de compression telle qu'elle est exprimée ici suppose que la force de compression
soit constante tout le long de l'arche, et donc que celle-ci ne soit pas trop courbée. Ce facteur
n'est cependant pas limitant, car dans les cas ol la fléche est trés importante, on considére
pour les matériaux usuels que la compression est négligeable devant la flexion, et donc que
I'arche est incompressible. L'énergie de compression n'intervient donc que dans les cas ot

I'approximation effectuée dans I'expression (3.21) est valide.

35 Algorithme de résolution
351 Choix des points de controle

Considérons la barre mince de la Figure 3.4. Le premier choix a effectuer est celui des points
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de controle de la déformée, i.e., des points d partir desquels la déformée est calcuiée par
krigeage. Lors du chargement, on considére dans tous les cas (cf. paragraphe 3.3.3) que
I'extrémité gauche de la barre est fixée, et on prend donc toujours le point (x, =0, w, =0)
comme premier point de contrdle. Si l'extrémité droite de la barre est fixée également, on

prend aussi (d = d,,.0) comme deuxiéme point de contrdle.

Il s'agit ensuite de choisir des points additionnels répartis le long de la barre, grice auxquels
le plus grand nombre possibie de configurations de la déformée puissent étre obtenues par
krigeage. Si I'on choisit de ne prendre que le point au milieu de la barre (x, =d /2,w, }, eten
I'absence de conditions sur les dérivées, on ne pourra obtenir que des déformées symétriques
a cause de la symétrie des données. Or nous avons vu dans le chapitre 2 que le flambement
en snap d'une arche peut étre asymétrique. Il est donc nécessaire de prendre au moins deux
points ae contrble dans la longueur de la barre si I'on veut rendre compte du flambement
asymétrique et ne pas surestimer la charge critique de flambement en snap. Nous prendrons

en général trois ou cinq points, réguliérement espacés.

On note n est le nombre de points de contrdle additionnels. Trois situations doivent &tre

distinguées. en fonction du type de probléme a résoudre :

a) Si I'extrémité droite de la poutre est fixée. les points de controle additionnels sont choisis

de la maniére suivante :

. d .
x,=i—2 pour I<i<n
n+l

Les paramétres d'optimisation sont alors les

w,=w(x,) pour 1<i<n

1
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b) Si l'extrémité droite de la barre n'est pas fix€e, et la barre est considérée comme

compressible. on prend les mémes points de controle quénoncé précédemment, plus
I'extrémité droite :

d :
x, =i— pour 1€i<n
n
Les parametres d'optimisation sont alors :

{ w,.=w(x,) pour 1€i<n-|
d

c) Si l'extrémité droite de la barre n'est pas fixée, et la barre est considérée comme

incompressible, on choisit les mémes points de controle que dans le cas a)

x =i

!

pour |<i<n
n+l

d est inconnue comme dans le cas b), et est calculée par résolution de I'équation implicite

stipulant que la longueur de la poutre reste constante:

d 4 ‘ln 2
J;)\}H»w" (x x—jo y1+w; (x)dx=0 (3.24)
Les parametres d'optimisation sont alors :
w.=w(x,) pour ISi<n

Grice a ce mode de représentation des poutres, tous les types de chargement peuvent étre

traités de la méme maniére, sans avoir recours a l'optimisation sous contrainte.
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352 Schéma de I'algorithme de résolution

Le fonctionnement du code de calcul est détaillé en annexe. Nous ne donnerons ici que des

explications algorithmiques.

Le principe de I'algorithme est le suivant : pour un niveau de charge donné, on minimise

I'énergie totale du systéme (qui tient ici lieu de fonction-coiit) en faisant varier les (w, ) et

I1Sisn
d le cas échéant. Le probleme est formulé selon ['approche dite de la "boite noire" : dans le
cas incompressible, ol I'équation (3.24) constitue une contrainte, celle-ci est éliminée en

rendant la variable d dépendante des (w, )I <<, - En d'autres termes, au lieu deffectuer une
optimisation sous contrainte en prenant les (w;). et d pour variables, on prend
uniquement les (w,)., pour variables et < est ajustée afin que la condition
d'incompressibilité soit vérifiée. Un seul algorithme d'optimisation permet ainsi de traiter tous
les cas de figures d'une poutre en flexion-compression. Seule la fonction-coit doit étre

adaptée a chaque cas particulier.

Les fonctions krigées sont générées puis manipulées grace i des fonctions de la librairie de

krigeage LIBKRIG, développée i I'Ecole Polytechnique.

L'algorithme global comprend trois sous-algorithmes issus de la littérature : un algorithme

d’intégration. un algorithme de recherche de racine et un algorithme d'optimisation.

L'algorithme d’intégration suit la méthode d’intégration de Romberg (cf. [23]) qui consiste en
I’extrapolation pour un pas tendant vers 0 du résultat obtenu par la méthode des trapézes avec
différents pas. Malgré sa relative lenteur (en particulier en comparaison avec la méthode de
Gauss), elle présente I’avantage d’offrir une bonne maitrise de la précision de I’intégration.
Or nous verrons plus loin que la précision de I’évaluation de la fonction-coiit est un point

crucial dans le déroulement du programme.
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L'algorithme de recherche de racine choisi est celui de Winjgaarden-Dekker-Brent (cf. [23]).
Il consiste en la combinaison dune bissection et dune interpolation quadratique inverse. 1[I

est utilisé pour résoudre I'équation (3.24) en d, les paramétres (w, )|<.- <, Stant fixés.

Le choix et 'usage de l'algorithme d'optimisation sont présentés au paragraphe suivant.

L'algorithme de résolution est schématisé a la Figure 3.8 :

Krigeage , Déformée de la poutre

(().0).(.\:l W ) ..... (d.0) —_— LIBKRIG w( t)

T

d incompressible

!

IL-Ly|ze L, Extrémité droi
(W heren Recherche de racine | ¢———————— Xiremite droite
fixée ou
barre compressible
T IL-Lyj<e L, P
v
Algorithme L
& ind Calcul de U(ululf'
d "optimisation Critere d "arrét
non vérifié Critére d "arrét
vérifié

w(x)
Figure 3.8 - Schéma de |'algorithme de résolution

353  Algorithme d’optimisation

Cahier des charges

. L'algorithme d'optimisation est utilisé pour minimiser la fonction U, ,, en fonction des

totule
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(w, )ls‘.s,l et de d dans le cas d'une barre non fixée et compressible. Rappelons que F'objectif

est avant tout de calculer la charge critique de flambement en snap d'une arche chargée
latéralement, méme s'il est possible a l'aide de cette approche de calculer la déformée d'une
poutre en flexion-compression, dans la limite des restrictions citées précédemment. On
procede donc comme suit : en partant d'une charge latérale nulle, on augmente celle-ci de
maniére "quasi-statique”, jusqu'a ce que la fleche s'inverse. En d'autres termes, on reproduit
numériquement les expériences réelles de recherche du point critique. On sait de plus qu'a
partir d'une certaine charge, il existe plusieurs états d'équilibre possibles (cf. paragraphe 1.3),
mais on souhaite rester sur le chemin fondamental aussi longtemps qu'on ne rencontre pas de
point critique (point limite ou point de bifurcation asymétrique dans notre cas). II est donc
essentiel d'adopter un algorithme d'optimisation local et non global. L’algorithme
d’optimisation se décompose en deux sous-algorithmes : un algorithme d’optimisation multi-
dimensionnelle et un algorithme de recherche de ligne. Ce dernier effectue une optimisation

unidimensionnelle dans une direction privilégiée sélectionnée par |’algorithme précédent.

Optimisation multi-dimensionnelle

L'évaluation de la fonction-coiit ainsi que celle de son gradient par la méthode des différences
finies est possible en tout point. Nous avons donc choisi une méthode a différences finies,
qui présente I'avantage de converger rapidement. Plus précisément, nous avons opté pour une
méthode Quasi-Newton : la méthode de Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (cf. [23]) que

I’on notera simplement BFGS.

Le principe en est le suivant. Soit fune fonction de R" dans R, non linéaire et différentiable.

On cherche un minimum local de f, c’est-a-dire un point x" tel que

£lx )< £(x)
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pour tout x appartenant & un voisinage de x*. Soit x, une approximation de x°, et m un

modele simple de f sur ce voisinage. c’est-a-dire
m(x)= f(x)
Alors on aura
min m(x)= min f(x)

Au lieu de résoudre min f(x), on résout min m(x), en espérant que le point ¥ en lequel m

atteint son minimum fournisse une meilleure approximation de x* que «, .

Dans le cas des méthodes quasi-Newton, le modéle m a la k-iéme itération s’écrit

m(x)= f(x, )+ ViT(x, ) (x—x )+ %(t -, Y H (x-x,) (3.25)

ou H, est une matrice définie positive approchant la matrice hessienne. On a alors
X=x, ~-H'Vf(x,)
et la direction de la recherche de ligne est donc donnée par le vecteur
5, =—H'Vf(x,)=%-x, (3.26)

La matrice H, est généralement une matrice diagonale, éventuellement un multiple de la

matrice identité. Les différentes méthodes quasi-Newton se distinguent par le mode

d’actualisation de H,. Dans le cas de la méthode BFGS, on passe de H, , a H, selon la

formule d’actualisation :
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. T T
Vi Vi Hi 85080 H,,

T T
A JUNIR PO SeaHi o5

H, =H, + (3.27)

Via = Vf(.l’k )— Vf(xk-l)

Recherche de ligne

La recherche de ligne est effectuée dans la direction s, donnée par I'équation (3.26). Elle

permet de trouver le réel positif ¢, qui minimise I’expression
fle +,5,) (3.28)

Plusieurs méthodes ont été essay€es pour remplir cette fonction. Essayée en premier lieu, la
méthode de Brent (cf. [23]) ne s'est pas montrée concluante car elle ne convergeait que trés
difficilement & l'approche des points critiques. On n'était alors pas non plus assuré de
progresser dans la recherche du minimum de {'expression (3.28), i.e., il était possible d'obtenir

t, telque

.f('tk +r(~sk )2‘ f('tk )

Nous avons donc opté pour une méthode beaucoup moins élaborée mais plus robuste, fondée

sur la loi d'Armijo (cf. [10]). Elle consiste a trouver le plus petit entier n tel que

f(xk +t‘,sk)s f(.tk)+0'tk Vf(xk)-.s'k

<f)
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o) —

]

- . Ve ! - . ,
o doit étre pris dans l'intervalle [:0,—7-} . Nous avons choisi, selon le conseil de l'auteur,

oc=10"".
Critére d’arrét

Le choix du critere d'arrét est I'un des points cruciaux de l'algorithme d’optimisation. Si celui-
ci est trop faible. les résultats seront approximatifs, voire assez éloignés du résultat théorique
a proximit€ des points critiques. S'il est trop exigeant et suppose une précision de I'évaluation
de la fonction-coiit supérieure a la précision effective, on sera dans l'un des cas de figures
suivants : soit, dans le meilleur des cas, l'algorithme convergera vers le bon résultat, mais
avec un nombre d'itérations excessif, soit l'algorithme ne convergera pas, soit, dans le cas le
plus problématique car difficilement diagnostiquable, I'algorithme convergera vers un résuitat

totalement erroné.

En théorie. une condition suffisante pour que le point x” soit un minimum local de fest

{ vi(x)=0

V2 £(x") définie positive

Dans la pratique, on ne vérifiera que la condition sur le gradient, car ['aigorithme est écrit de
telle sorte qu'il ne pourra converger vers un point ol la matrice hessienneV*?f n'est pas

définie positive.

Dans un contexte numérique, on n’aura jamais Vf (x')= 0. 1 s'agit donc de trouver un €

cohérent pour poser comme critére d'arrét :
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|VF(x ) <e (3.29)

Précisons dans un premier temps le mode de calcul de Vf(x). On utilise la méthode des

différences finies. A l'ordre 2 nonnul,ona

_BL(I)z fle+he )= flx=h e.)+0(hz) (3.30)
ax; 2h

A l'ordre 5 non nul, on a

e L T e e e

Le calcul du gradient a l'ordre 5 nécessite donc I'évaluation de la fonction-coiit en quatre
point au lieu de 2 ce qui double le temps de calcul. Or il s’avere que les résultats obtenus
avec les différences finies calculées a I'ordre 3 et 5 sont partaitement identiques, donc on se

contentera de I’ordre 3.

Or supposons que la fonction-coiit soit calculée avec une précision relative 1 :

< Tll f (xum:l_wique)

I f (xnumérique )- f ('tunul_v!ique )
Alors le calcul du gradient par I’équation (3.30) n’a de sens que si
| fx+h-e)=flx=h-e}2n- f(x)

d’ol
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|f(x+h-ef)—f(x—h-e,»]2 n £z (3.31)

et

2-h 2 h

=l

In x+h-e)—-flx—h-e : rr—l
uwu]lﬂli(m e el S 3 ) By

Le critere d’arrét le plus restrictif que I’on puisse choisir, et que I'on choisit, est donc
(NS B %If (x) (3.32)

On peut éventuellement lui appliquer un facteur de sécurité.

Comme dans tout algorithme itératif, on pose aussi une condition sur la différence entre la
solution obtenue a la derniére itération et celle obtenue a litération précédente, i.e., une
condition du type :

e — x| < €]x.]

qui se traduit ici par

n s s e (3.33)

Précision de P’évaluation de la fonction-cotit

L’évaluation de la fonction-co(t est soumise a deux types d’approximations. En premier lieu,
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les intégrales qui entrent en jeu sont calculées a l'aide d’une méthode numérique,
I'intégration de Romberg, et non analytiquement. En second lieu, lors d’un calcul en
incompressibilité, la contrainte est remplacée par la résolution en 4 (longueur de la projection

de la poutre) de |'équation suivante :

d 9 ‘[n al
J:) 1/ 1+ w"™ (x) dx - J:) L+ w3 (x)dx=0 (3.34)

Or cette résolution, qui consiste en une recherche de racine, est également effectuée & I'aide
d’'une méthode numérique, la méthode de Brent. De plus, dans ce demier cas, les deux
approximations sont imbriquées puisque d est obtenue par la résolution d’une équation
comprenant des intégrales, puis est elle-méme utilisée dans des calculs d’intégrales, comme

par exemple celui de I'énergie de flexion :

d 12} "
_El w(x) W (x) 1+ w"” (x)dx (3.35)

flexon ™ 2 d (I + W,l (_‘_-))'”l (‘ + W’g (x))‘“:

Ainsi, dans le cas compressible, la seule approximation effectuée dans le caicul de la
fonction-cott provient de 1’intégration, et est parfaitement maitrisable grice a la méthode de
Romberg. On a choisi comme compromis entre précision et temps de calcul I'incertitude A/

sur le calcul de toute intégrale [ :

La précision relative théorique sur I'évaluation de la fonction-coiit est alors 107%, et ce chiffre

se vérifie numéniquement.

En revanche, dans le cas incompressible, en gardant la méme précision sur |’intégration et en

cherchant pour I'équation (3.34) une solution  telle que
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[Viewdr=(210%)[" i+ wiax

on constate que la précision finale de I'évaluation de la fonction-coiit est largement inférieure
aux espérances. La Figure 3.9 illustre ce fait, pour un cas de poutre encastrée a ses deux

extrémités et flambée en compression avec une charge axiale P =1.01*P_ . Pour n=5

cre
points de krigeage, on fait varier I'ordonnée du point du milieu en gardant les autres fixes.
On peut ainsi visualiser la projection de la fonction-colt sur un plan

W, = w, =w, = w5 = constante i proximité du minimum, et ce pour une précision relative

théorique de 107™.107°,107.107 et 107"

0.005
QF
_ -0.005 |
=
(=3
(5]
&
2
g
2
0.01 i
-0.015 [
-0.02 L 3 I | -
124 12.45 12.8 12.55 12.6 12.65

fleche au milieu (mm)

Figure 3.9 - Précision de |'évaluation de la fonction-coiit

Il sera donc nécessaire, avant tout calcul en incompressibilité, d’évaluer la précision du calcul
de la fonction-codt, afin de choisir un crittre d’arrét appropri€é pour [’algorithme

d’optimisation.
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Choix du pas des différences finies

Le choix du pas A de calcul des différences finies résulte également d’un compromis. D’une
part on veut minimiser le résidu en O(hl) de ['équation (3.30), ie., Perreur due a

[’approximation par différences finies, et a cette fin choisir & petit. D’autre part, / doit étre tel
que la différence finie ait un sens, et donc ne pas étre trop petit. On revient ici a des
considérations abordées lors de I’étude du critére d’arrét, ce qui n’est en rien un hasard.
Reprenons en effet le critére d’arrét adopté pour le gradient de la fonction-colt. D’apres

I’équation (3.32), le critére d’arrét acceptable le plus restrictif est :
V()| < l (
|97 ()< st

En d’autres termes. la précision 1| de I'évaluation de la fonction-coiit étant fixée, si I’'on veut
pouvoir adopter un critére d’arr€t sur le gradient relativement exigeant, on doit choisir 4
grand. Rappelons que la précision de I'algorithme d’optimisation repose naturellement

grandement sur la valeur du critére d’arrét sur le gradient.

. . .. - . . . . -8 ..
En général. avec une précision de |'évaluation de la fonction-colit =10"" on choisira

h =10 et le critére d’arrét
v ()] <107 £(2)

Revenons au cas incompressible. Ne connaissant pas 1, on peut avoir recours a la démarche
inverse : choisir le critére d’arrét, par exemple celui indiqué ci-dessus, et tracer la fonction-
cofit autour du minimum en fonction de |'ordonnée du point d’interpolation que I'on prend
unique pour le krigeage. On est alors en mesure de voir a quelle échelle de h la courbe est

réguliére et une différence finie a du sens.
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3.6 Validation de la méthode

La validation de la méthode se décompose en trois étapes. Dans un premier temps, nous
allons considérer des cas €lémentaires de compression et de flexion d’une poutre, résolus
analytiquement grice aux méthodes de la résistance des matériaux. Nous passerons ensuite
au volet grands déplacements, et comparerons nos résultats numériques 2 la solution
analytique du probléme de I'élastique (cf. paragraphe 2.1.2). Nous aborderons ensuite le
probléme spécifique de stabilité pour lequel I’algorithme a été écrit : le flambement en snap
d'une arche basse. Nous comparerons nos solutions numériques avec les solutions

analytiques obtenues dans le cas particulier décrit au paragraphe 2.2.2.

Toutes les simulations numériques (sauf celle de la colonne sur fondations élastiques) sont

effectu€es pour une poutre possédant les caractéristiques suivantes :

longueur dy =143.5 mm
largeur [=12.0 mm
épaisseur e =0.52 mm

module d' élasticité E =200 GPua

3.6.1 Flexion et traction-compression en résistance des matériaux

Traction-compression d’une poutre

La déformation € subie par une poutre en traction-compression est

avec P compté positivermnent en traction.
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Dans la mesure ol I'on s’intéresse a la compression de la poutre en-dehors de toute

considération de stabilité, les (w, ) <i< Festent nuls, et il est donc superflu de les considérer

comme des variables. On choisit donc comme unique variable la longueur 4 de la poutre

projetée, qui correspond ici a sa longueur réelle.
Les parametres de I"algorithme d’optimisation sont fixés aux valeurs suivantes :

h=10"

arrét =10~

En faisant varier la charge axiale P entre -100 N et 100 N, on trouve pour la déformation £

. » - . . . . .12 ~
des valeurs égales aux valeurs théoriques i une précision relative de 10" prés.

Flexion d’une poutre dans le domaine linéaire

Considérons une poutre incompressible sur rotules dont I’une des extrémités est sur rouleaux,
telle que celle représentée ci-dessous. Une force ponctuelie Q comptée positivement vers le

bas est appliquée au milieu de la poutre.

Q
0 l x=d

S =2 N X

Figure 3.10 - Poutre en flexion

Les équations de la résistance des matériaux donnent la fleche au milieu de la poutre en

. . e 4. - <2
fonction de la charge dans le domaine linéaire, i.e., pour w'~ << 1:

Q-dg
d/2)=-
wd/2) 48EI
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La simulation numérique est effectuée pour n=1, 3 et 5 points de krigeage. avec les mémes
parameétres de 1'algorithme d’optimisation que dans I'étude de la compression. Les résultats

sont illustrés a la Figure 3.11.

45 ¥ ] T L T L T T T
analytique ROM ~—
n=1 ----
a0 & \ n=3 -
n=§ -
35 f B
wF Tl -
€ 25 + \‘:"312‘:‘.
§- ~~~""~‘:. 4
@ o
3 af e 4
= .
~
15 F \\ b
N
10 b .
5F <
0 — L y L L ;. L 1 e
20 -18 -16 -14 -12 -10 -8 6 -4 -2 o]
charge (N)

Figure 3.11 - Flexion d’une poutre

On observe que les résultats numériques concordent parfaitement avec la solution analytique
pour une fléche faible, i.e., dans le domaine linéaire. Pour Q=-1N, le rapport fleche sur
longueur étant de I’ordre de 1%, on est bien dans le domaine linéaire. L’erreur reiative sur le

calcul de la fléche est alors de 0.1% avec n=1, 3 et 5.

En-dehors de la zone linéaire, la courbe analytique n’est plus valable et la comparaison
n’entre donc pas dans le cadre de la validation. On peut cependant noter deux faits
intéressants. D’une part, les courbes correspondant a n=3 et n=5 sont beaucoup plus
rapprochées que celles correspondant & n=1 et n=3. Il semble donc que la méthode soit
convergeante. D’autre part, comme évoqué au paragraphe 1.4.1, la modélisation de la ligne

€lastique par une courbe krigée introduit une rigidité artificielle, que I'on réduit en
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augmentant le nombre de points de krigeage, i.e., en augmentant le nombre de degrés de
liberté de la poutre. [ est donc correct que, pour une charge Q donnée, on trouve des fleches

correspondant a n=1, 3 et § telles que

Wyo s Wy=3 s Wy=s
L’évaluation de la fonction-colit pour une poutre sans fléche initiale et dans le domaine des
petits déplacements ainsi que I’algorithme d’optimisation sont donc validés, aussi bien dans

le cas compressible qu’incompressible.

3.62 L'élastique

Le calcul en grands déplacements de la relation charge-fléche d'une colonne soumise a une
force de compression axiale, i.e.. le probleme de I'élastique, a été présenté au paragraphe
2.1.2. Nous considérerons ici deux cas : celui d’une colonne sur rotules (cf. Figure 3.12),
ainsi que celui d'une colonne encastrée aux deux extrémités (cf. Figure 3.13). Dans les deux

cas. I'extrémité en x =d est sur rouleaux.

w Aprés flambement
wa Xu-'-‘d P
———————>
& [ & X

Avant flambement

Figure 3.12 - Flambement d’une colonne sur rotules

Comme expliqué précédemment, ces deux problémes se raménent a celui présenté au
paragraphe 2.1.2. Si 'on considére les colonnes comme incompressibles, les solutions

analytique sont données au Tableau 3.1 :



x,=d

Avant flambement

Apres flambement

Figure 3.13 - Flambement d’une colonne encastrée

Tableau 3.1 - Formules de I'élastique

Rotules

Encastrement

n!/2

% [ Vi-p*sin(e) do -1
)

ip
k

ol p est défini

implicitement par

k est défini par

On peut ainsi comparer les résultats numériques avec n=I, 3, 5 et 7 points de contrdle pour le

krigeage.

Ils sont présentés sur la Figure 3.14 et la Figure 3.15. L’axe des abscisses

correspond au rapport entre la fleche w, et la longueur d =d|, de la barre. L’axe des

ordonnées correspond au rapport entre la charge axiale P et la charge axiale théorique de

flambement P.. (ou charge d’Euler).

suivante :

Rappelons que celle-ci s'exprime de la maniére



105

TEl
P, = I Colonne sur rotules
47*El )
P = I Colonne encastrée

On trouve que pour n=1, la courbe numérique est assez éloignée de la courbe analytique, et
en particulier que la charge de flambement est supérieure a la charge critique théorique. Ceci
est normal puisque le fait d’adopter une forme inexacte, quoique réaliste, pour la déformée de
la poutre revient a augmenter artificiellement sa rigidité. Quand n augmente, la courbe
numeérique se rapproche de la courbe analytique. Pour n=5, on a une trés grande précision

jusqu'a P=1.05*P,

.- » c& qui représente déja une fléche de grande valeur, environ égale i
22% de la longueur totale de la poutre. Dans le cas de la colonne encastrée, notons qu'on
obtient pour n=3 une courbe confondue avec celle correspondant a n=1. Ceci tient 2 la

géométrie particuliere de la poutre encastrée. En effet. on aura toujours

w(d/4)=;l)-w(d/2)

donc on ne rajoute pas de degré de liberté effectif en passant de n=1 a n=3.

Les calculs illustrés ici ont été effectués pour une colonne incompressible, mais on obtient
des courbes parfaitement confondues en effectuant le calcul en compressible. L’hypothése

d’incompressibilité est donc bien justifiée.



charge/charga d'Euter

charge/charge d'Euler

0.9

0.9

Figure 3.15 - L'élastique, colonne encastrée

1 L3 L T L) T s T v Ll

! analytique —

: e
n=5 -
n=7

:
1 L e Y — L - L | - I
o] 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 03 035 04 0.45 Q0.5
flechelengueur
Figure 3.14 - L'élastique, colonne sur rotules
analyique ——
n=l ----
ns3 -
n=5
3 ' . L L ' -y L L
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 03 0.35 0.4 0.45 0.5
flechestongueur
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3.63 Flambement en snap d’une arche chargée latéralement

Nous abordons matntenant |'étape essentielle de la validation de [’algorithme : I'étude du
flambement en snap d’une arche chargée latéralement. Nous nous restreindrons au cas de
I"arche basse. et prendrons comme référence les résultats analytiques de Fung et Kaplan [7],
présentés au paragraphe 2.2.2 et utilisés au chapitre 2. Toutes les arches considérées dans les
calculs numériques possédent les caractéristiques géométriques données au début du

paragraphe 3.5. On doit de plus spécifier la valeur de la fléche initiale de l'arche.

Considérons une arche basse compressible sur rotules et fixée aux deux extrémités, telle que
celle représentée a la Figure 3.16. On ne lui applique aucune contrainte axiale initiale. En

I’absence de charge latérale, sa ligne élastique est donnée par :

, | X
w(x)=a- S”{Zo- ]

Elle est chargée latéralement par une force ponctuelle appliquée en son milieu, comptée

positivement vers le bas.

d=d,

a

Figure 3.16 - Arche basse

el J

Nous utilisons les notations et reprenons les résultats obtenus au paragraphe 1.3.3, avec
S=0et f=I.



Tableau 3.2 - Modes de flambement et charges critiques
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A<l 1sAsy55 12455
Pas de flambement, Iarche _ _
fléchit continiment Flambement symétrique Flambement asymétrique
) 1 :
Rc,=%[,1+,/%();-1)‘] R, =;(,1+3\/):-4)

Le Tableau 3.2 résume les modes de flambement ainsi que les charges critiques - dans le sens
"fleche positive vers fléche négative" - correspondant aux différentes valeurs de A. ie., du

rapport entre la fleche initiale et I'épaisseur de I’arche.

Arche trés basse (1<1)

Prenons pour fléche initiale a =0.002*d,, ce qui équivaut 3 A =0.95. La simulation

numérique est menée avec n=5. La fléche au milieu de I'arche est tracée en fonction de la

charge latérale a la Figure 3.17.

On trouve bien que la fléche varie continiment avec la charge latérale, jusque dans la zone

des fleches négatives. [l n’y a pas de phénomeéne de snap.
Arche basse (l <i< \/5.5)

Prenons pour fléche initiale @ =0.004*d,, ce qui équivaut 3 A=1.91. La simulation

numérique est menée avec n=5. La fléche au milieu de I’arche est tracée en fonction de la
charge latérale a la Figure 3.18. Le flambement est i point limite comme attendu. On trouve

une charge de flambement telle que :



charge (N)

chasge (N)

35 ¥ T L) L3 v
n=5 —
3 o
25 .
2 F 4
1.5 E
1k E
0.Ss \ b
A\
AY
A\
O L e J. - i \
-3 2 B 2] 1 2 3
fleche (mm)

Figure 3.17 - Relation fleche-charge latérale pour 4 =0.95

- I S I -
-6 -4 -2 ¢} 2 4 6
fleche (mm)

0

Figure 3.18 - Relation fléche-charge latérale pour 4 =1.91
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6.9N < Qﬂambcmem <7.0N
ce qui correspond parfaitement 4 la charge critique analytique :

chmque = 6’93N

Arche intermédiaire (/1 >455 )

Prenons pour fléche initiale a =0.05*d, =7.17mm, ce qui équivaut 3 A=23.9. En

théorie. le flambement est asymétrique puisque la charge de flambement asymétrique

(Q,,'w,,w-,,,qu, =d,*924N ) est de trés loin inférieure 4 la charge de flambement symétrique
(Q,w,,,,‘,,,qu, =d,*S5104 N ) Une premiére simulation avec n=1 a permis d’obtenir la courbe

avec point limite tracée a la Figure 3.19. Les points correspondant 4 I'état d’équilibre instable

sont obtenus en minimisant I'opposé de |’énergie totale.

[ est tout-a-fait naturel que I’on ne rencontre pas de point de bifurcation en ne prenant qu’un
seul point de krigeage, puisque la courbe krigée sera nécessairement symétrique. On ne
laisse tout simplement pas assez de degrés de liberté au systéme pour faire apparaitre le
comportement asymétrique. Notons cependant que la charge de flambement symétrique

correspondant au point limite (do *4900 N £ O unbement < dg *5000 N ) est trés proche de
la charge critique symétrique théorique (Qx_‘.,,,é,,,»q,,, =d,*5104 N ) 11 est donc impératif de

considérer au moins deux points de krigeage le long de la ligne élastique de I'arche, si I’on

souhaite €tre en mesure d’observer un comportement asymeétrique.
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Figure 3.19 - Relation fléche-charge latérale pour 4 =23.9, n=1|

Si I’on prend n=2 points de krigeage (€galement espacés sur la ligne élastique de I'arche), on
peut visualiser les différents états d’équilibre du systéme grice au réseau d’isovaleurs de
I"énergie totale. Cette approche est particulierement éclairante pour la compréhension du

flambement avec point de bifurcation. Une isovaleur est une courbe de I'espace (w,.w, ) sur

laquelle I’énergie totale est constante. Les isovaleurs sont obtenus simplement par évaluation

de I'énergie totale. sans optimisation.

Pour une charge latérale nulle, on obtient le réseau d’isovaleurs tracé aux Figure 3.20 et 3.21.
Les différents points d’équilibre - repérés grice a ces figures - sont reportés sur la Figure
3.22. Celle-ci permet de faire le lien entre les informations issues des isovaleurs et la courbe
fleche-charge. Notons qu’a des fins de lisibilité, le point de bifurcation a été placé sur la
Figure 3.22 au point correspondant a une charge de 1000 N/m au lieu des 94.5 N/m que I'on

trouve lors de la simulation numérique (cf. suite du paragraphe).



w2=8

points selles

minimum

.‘
|
‘\\\‘ \\ A
\\\\\\\ <’—=:/ maximum
w2=-8 \\\k\ — = }f” minimum
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Figure 3.20 - Isovaleurs de |'énergie totale en I’absence de charge latérale

w2=0.5 .

w2=6.0
wi=6.0 wl=6.5

Figure 3.21 - Isovaleurs de I'énergie totale en I’absence de charge latérale,
agrandissement
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6000 ~charge (N/m)

Lo ®—— point limite

i g -
4
I

4000 4

point de
bifurcation

fleche (mm)
9

S -4000 1

-6000 -

Figure 3.22 - Charge en fonction de la fleche au milieu de I’arche

On observe sur ta Figure 3.20 la présence de deux minima aux alentours de A(6.2,6.2) et
B(~6.2.~6.2). ainsi que d’'un maximum en O(0,0). La Figure 3.21 est un agrandissement
d’un voisinage du point A(6.2,6.2). et confirme le fait qu'il s’agisse d’un minimum. Le
point A correspond a la forme initiale de I’arche, naturellement stable. Le point B correspond
a la configuration de I’arche avec la courbure inversée, que I’arche peut donc maintenir en
’absence de forces extérieures autres que la réaction des rotules. Le maximum en O
correspond a I’état d’équilibre instable ou I'arche est totalement aplatie. I confirme le fait
que la portion de courbe entre les deux points limites (cf. Figure 3.22) correspond a des états
d’équilibre instable. Les points A, B et O sont sur le chemin d’équilibre fondamental. Deux
points selles aux environs de (4,—4) et (—4.,4) (qui correspondent 4 une méme valeur de la
fleche au milieu de ’arche et donc au méme point D, ici confondu avec O, de la Figure 3.22),

représentent les points d’équilibre instable du chemin d’équilibre secondaire.
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Observons maintenant les isovaleurs de la Figure 3.23 tracées pour une charge latérale
Q =d, *2000 N . comprise entre le point de bifurcation et le point limite théoriques. Le
minimum autour de (— 6.2,—6.2) - en B’ - est toujours présent quoique décalé vers des
valeurs plus petites (ce qui est normal puisque I'on applique une charge latérale positive). 1l
en est de méme du maximum proche de (0,0) - en O’ - décalé, lui, vers des valeurs positives.
En revanche, le minimum proche de (6.2.6.2), en A’ - semble s’étre transformé en un point
selle, ce qui est confirmé par I’agrandissement (cf. Figure 3.24). Il ne correspond plus a un
état d’équilibre stable, et il n’existe plus d’état d’équilibre stable dans le domaine des fléches
positives. On est bien au-dela du point de bifurcation. Le point de bifurcation correspond
donc au moment ol les deux points selles de la Figure 3.20 se rejoignent et se superposent a

la place du point limite.

Une simulation numérique menée avec n=7 donne la charge critique plus preécisément

qu'avec n=2. On trouve Q jumbemen: = do ¥94.5 N, ce qui ne différe que de 2% du résultat

analytique.

Notons qu’il est nécessaire, pour obtenir numériquement le point de bifurcation asymétrique
sans calculer le déterminant de la matrice hessienne, de désymétriser légérement le probleme.
En effet, si les points de krigeage sont parfaitement symétriques et que le point de départ de
I’algorithme |’est également, on élimine toutes les configurations autres que celles respectant

cette symeétrie.

Ainsi, pour n=2, on reste sur I’axe w, = w, (cf. Figure 3.24) et I'algorithme converge vers le

minimum de 'axe w, = w, , bien que celui-ci ne soit qu’un point selle dans le plan (W, wa).
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Figure 3.24 - [sovaleurs de I’énergie totale avec une charge latérale @ =d, *2000 N,

agrandissement
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Notons par ailleurs que la solution analytique est obtenue en linéarisant les équations, alors
que les calculs présentés ici sont non-lin€aires. Un calcul complémentaire linéarisé
permettrait d’effectuer une comparaison plus précise entre [’algorithme et la solution

analytique.

L’algorithme permet donc de repérer aussi bien les points limites que les points de
bifurcation, et ainsi de traiter le cas des arches de toutes hauteurs. I donne de plus, grice a sa

formulation énergétique trés “physique”, une vision claire de ce qu’est un point critique.

L’algorithme est désormais validé dans le domaine élastique et I"application au cas des AMF

peut étre effectuée.

3.7 Application au calcul du flambement en snap d’arches en AMF
3.7.1 Casd'une arche sinusoidale

Les méthodes numérique et analytique vont étre comparées dans un cas ol cette derniére est
valide : une arche basse sinusoidale sur rotules et reposant sur un appui axial élastique est
sounise a une charge latérale sinusoidale. On cherche pour quelle valeur du module
d’Young la position avec courbure inversée cesse d’étre stable pour une charge latérale nulle.

Le systeme présente les caractéristiques suivantes (les notations sont celles du chapitre 2) :

d=254.10"m
[=252.10" m*
A=936.10"m"
a=340.10°N/m
$=0

E, =15.10"Pa
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Arche basse

Considérons en premier lieu une arche de fleche a =0,255.10™ m , i.e., de hauteur réduite
A=2.46. Cette arche correspond au cas 2 du paragraphe 2.4. La simulation numeérique a
été menée avec n=1 et n=13 points d’interpolation - autres que ceux traduisant les
conditions aux limites - répartis régulierement sur la ligne €lastique comme représenté a la

Figure 3.25.

=] n=3

X, X, Xa X4
Figure 3.25 - Choix des points d’interpolation

Rappelons que la charge réduite R est liée & la charge gq par la relation :

_ qOU A

TartErV I

La charge critique g,,,,, - correspondant @ R, - de flambement dans le sens "fléche négative

vers fléche positive” est tracée en fonction du module d'Young £ i la Figure 3.26-a, d'apres
I'étude analytique et les simulations numériques. On constate que I’approximation avec
n=1 est aussi bonne que celle avec n=3. De plus, le flambement est symétrique dans
toute la gamme de modules d'Young considérée, donc trois points suffisent & modéliser

I'ensemble des lignes €lastiques possibles.

Le module d’Young critique - correspondant a g,,,,, =0 - obtenu analytiquement grice a

(2.3) et numéniquement avec n =1, est:



=46,6 GPa
=46,1 GPa

critique anuivtigue

E

critigue nunérique
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L’écart est d’environ [%. Ceue valeur du module d"Young correspond bien 4 la plage

balayée lors de la transformation martensitique inverse d'un AMF. C'est donc dans cette

gamme de hauteurs qu'il faut prévoir I'arche AMF de I'actuateur.

3- 2,
25 - , 5. ’
] i . — analytique /
2 - . — analytique // 1 ! ‘ Y,
¢ numénque n=1 ; y ; . numérque n=3| /
15 - : 3 = / 05+
!5 < numenque n=3 ! / s /
< < /
g -/ g °
! L]
& 05 - /S .05 2000 4oo</ §000
g . / 2 | /
Q . 1 1‘ /
05 9 20 . 60 80 1.5 .! \
A e 2 \&/
15 - <25 - £ (P
E (GPa) (GPa)
a) 4 =246 b) A=14.45

Figure 3.26 - Comparaison des méthodes analytique et numérique

Arche intermédiaire

8000

Une deuxiéme simulation a été menée avec une fleche a =1,5.107m , ce qui correspond a

A=14.45 et donc au cas 3 du Tableau 2.1. Avec E =15GPa, le flambement est

asymétrique. Cependant, on observe que, conformément i la théorie présentée au chapitre 2,

le flambement devient symétrique avant d'atteindre le module d'Young critique. La charge

critique ¢,,,,, est tracée en fonction du module d'Young a la Figure 3.26-b.

Les modules d'Young critiques obtenus analytiquement et numériquement sont :
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=4,71.10° GPa
=4,73.10° GPa

E

critique aralvnigue

critigue numerique

soit un écart d'environ 0.5%. Cette valeur du module d'Young est de trés loin supérieure a
celle quest susceptible datteindre un AMF. L'arche AMF de l'actuateur doit donc étre

beaucoup plus basse que celle envisagée icl.

La méthode numérique fournit donc des résultats en trés bon accord avec le modele
analytique, dans le cas d'une arche sinusoidale sur rotules. Elle peut donc étre appliquée a un
cas que le modele analytique ne permet pas de traiter, et qui présente néanmoins un grand

intérét du point de vue de I’application industrielle : le cas d’une arche encastrée.

3.7.2 Casd'une arche encastrée

Considérons une arche encastrée d'équation :

eey

M

d

Figure 3.27 - Arche encastrée

et possédant les mémes caractéristiques géométriques que larche sinusoidale étudiée

précédemment. Elle est représentée a la Figure 3.27.



120

Les courbes donnant la charge critique gq,,,,, en fonction de la hauteur réduite de ['arche,

pour l'arche encastrée et une arche sinusoidale sur rotules, sont tracées a la Figure 3.28. Les

fondations sont dans un premier temps considérées comme rigides.

On observe que l'arche encastrée doit étre prise beaucoup plus haute que I'arche sur rotules si
I'on souhaite que I'état d'équilibre avec la courbure inversée pour une charge latérale nulle soit

stable (étape b) de lactuation, cf. paragraphe 2.4.3), ie., que g, soit négatif. Ceci

s'explique par la présence de moments de rappels au niveau des encastrements.

15-
i——encastrement|
* o rotules |

10 4

5 -
z
E 0 +— T ; X
"]
a 0 1 2 3 4 5
-4 .
-5 -+
|
-10*.‘ ) \
-1§ -
lambda

Figure 3.28 - Relation hauteur réduite-charge critique pour des arches sur rotules et
encastrée

Prenons donc a =1,5.10m, ie., A=14.45, comme pour la deuxiéme arche sinusoidale

étudiée. Le module d'Young critique obtenu numériquement est :

=210GPa

critique numerique

I différe largement — d'un facteur 20 - de celui obtenu au paragraphe 3.7.1 pour une arche

sinusoidale sur rotules de méme hauteur. Par ailleurs, le flambement est asymétrique,
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contrairement au cas de l'arche sur rotules. La forme de I'arche et les conditions aux limites
ont donc une influence trés importante sur le flambement de I'arche et en particulier sur le

module d'Young critique.

38 Conclusion

Une méthode numérique adaptée aux calculs de stabilité des arches et des poutres élastiques a
été présentée et validée grice a des solutions analytiques. Elle permet en particulier de traiter
le flambement en snap d’une arche chargée latéralement, quels que soient sa ligne élastique,
ses conditions aux limites, et le mode de chargement. L’application au cas des AMF a
montré une trés bonne adéquation entre les résultats numériques et les résultats obtenus grice
au modele analytique du chapitre 2. L'étude a donc pu étre étendue d des arches non
sinusoidales. et possédant d’autres conditions aux limites que des rotules. II s’avére que le
flambement en snap provoqué par la rigidification du matériau peut également avoir lieu

pour une arche AMF encastrée.
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CONCLUSION

Une revue bibliographique approfondie a permis d’identifier les concepts propres a décrire
les phénomeénes d’instabilité dans les structures ainsi que les différentes méthodes utilisées
pour leur modélisation. Ces outils de base ont ainsi pu étre utilisés pour I’étude d’un
actuateur AMF 2 action rapide, dont le fonctionnement repose sur le flambement en snap

d’une arche basse.

En modélisant le comportemnent des AMF dans le domaine élastique par une évolution du
module d’Young en fonction de la température, le flambement en snap d’une arche basse
sinusoidale en AMF provoqué par I'effet mémoire de forme a ét€ mis en évidence
analytiquement. I s’explique par la rigidification du matériau occasionnée par la
transformation martensitique inverse. Des conditions explicites portant sur la hauteur de
I"arche ont été obtenues, et constituent une premiere étape de la conception d’un actuateur a
action rapide controlé par la température. Une bréve étude expérimentale a confirmé
I’occurrence des phénomeénes identifiés dans le modele analytique, et validé le principe
d’actuateur AMF 2 action rapide. Elle a également montré la nécessité de mettre au point un

traitement thermique spécifique a cette application des AMF.

Un code de calcul numérique a été présenté afin d’étendre le domaine d’investigation & des
arches possédant une géométrie et des conditions aux limites quelconques. Le code de calcul
a été validé par la comparaison avec des solutions analytiques de la littérature, ainsi qu’avec
le modele analytique de flambement en snap d’une arche AMF sinusoidale. Il a ét¢ appliqué

au cas d’une arche encastrée, plus réaliste dans I’optique d’un design industriel.

Afin de prolonger ce travail, il est dans un premier temps nécessaire de mettre en place un
banc d’essais expérimental permettant d’effectuer une comparaison quantitative avec les

solutions analytiques et les simulations numériques. Dans un deuxiéme temps, si



[’adéquation entre les observations expérimentales et les résultats numériques n’est pas
satisfaisante, il sera nécessaire de modifier le modéle par la prise en compte de la non-
linéarité de la loi de comportement des AMF, en utilisant un code d'éléments finis non

linéaires par exemple.
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ANNEXE

GUIDE D’UTILISATEUR DU CODE DE CALCUL DE
STABILITE DES ARCHES ET DES POUTRES

Le code de calcul de stabilité est développé sur plateforrne Unix (AIX). I est fondé sur la

modélisation de la ligne élastique d’une arche o' d’une colonne par krigeage dual. 1l utilise &

ce titre la bibliothéque de fonctions LIBKRIG, qui permet de générer une fonction interpolée

puis de la manipuler. Le calcul de I’énergie totale associée a une déformée donnée de I’arche

ainsi que la minimisation de I’énergie sont effectués dans le corps du programme.

Modules

Le code comprend cinq modules :

-

\d

\ %

vecteur.C une classe de vecteurs;

matrice.C une classe de matrices contenant une méthode de résolution de systémes

linéaires (par décomposition LU)

outils.C un fichier comprenant des algorithmes d’intégration et de recherche de racine
utilisés a plusieurs reprises dans le programme; qui peuvent étre considérés comme des

boites noires;

optim.C un fichier contenant [I’algorithme d’optimisation multi-dimensionnelle
(méthode quasi-Newton actualisée selon la méthode BFGS);

snap.C le programme principal, décrit ci-dessous.
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La libraiie de krigeage LIBKRIG peut é&tre atteinte par le chemin
~/landry/krigeage/lib_6000.

Organisation de snap.C

Le programme snap.C est articulé autour d’un vecteur appelé généralement y. II contient les
"variables de design’, c’est-d-dire les variables permettant de représenter |'arche, sur
lesquelles agit "optimiseur afin de minimiser I'énergie totale. Concretement, ces variables
sont ici les ordonnées des points d’interpolation de la ligne élastique de 1’arche (cf. Figure 1-
a), auxquelles on adjoint, dans le cas ol I'extrémité droite de I’arche n’est pas fixée et que
I’arche est considérée comme compressible, |'abscisse de I'extrémité droite de I'arche (cf.
Figure 1-b). Ce vecteur y est initialisé par I'utilisateur puis modifié par I'algorithme

d’optimisation.

a) b)
w w
Yi=w(x,)  y,=w(X,) Yi=W(Xxy)  ¥=W(X,)
R B
0 X X, 0 Xy X, ¥; =X,

Figure 1 - Variables de design

Ainsi, la plupart des fonctions de snap.C ont pour variables le vecteur de design y, ou bien
I’objet du type Handle_t (généralement appelé afield) issu de la libraine LIBKRIG,

représentant la déformée de I’arche.

Le programme snap.C est divis€ en 8 sections :
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~ Ligne élastique initiale de I’arche et ses dérivées

Cette section doit étre remplie en premier lieu car elle définit la géométrie de I’arche. Elle
contient les équations analytiques de la ligne élastique initiale de I’arche ainsi que de ses

dérivées premiere et seconde.

» Calcul par krigeage de la ligne élastique de I’arche et de ses dérivées

Pour une ache générée par krigeage (du type Handle_t), 1a fonction poutre renvoie la valeur
de I’ordonnée d’un point d’abscisse x de la ligne élastique de I'arche. Les fonctions dpoutre
et ddpoutre renvoient respectivement les valeur de la dérivée et de la dérivée seconde de la
ligne élastique de I’arche au point x. La fonction abscisse_max renvoie I’abscisse de

I’extrémité droite de I’arche générée par krigeage (I’extrémité gauche est toujours en x=0).
» Genération de la ligne élastique de I’arche par krigeage dual

A partir de la donnée des points d’interpolation et des conditions aux limites, on fait appel a
la librairie LIBKRIG pour générer une courbe krigée du type Handle_t. Deux fonctions sont
disponibles, selon les variables sur lesquelles on souhaite optimiser dans le cas de Figure |-a,
qui correspond soit a une arche dont I'extrémité droite est fixée, soit a une arche
incompressible, on fait appel a la fonction genere_poutrel. Dans tous les autres cas, et en

particulier celui de la Figure 1-b, on fait appel a la fonction genere_poutre2.
» Incompressibilité en grands déplacements

Lorsque I’arche est considérée comme incompressible, I'abscisse maximale de I’arche est
ajustée par la fonction incompressibilite- le vecteur de design y étant maintenu constant -
afin que la longueur de la courbe obtenue grice a la fonction genere_poutrel soit égale a la

longueur initiale de I’arche.



» Energie en grands déplacements

Pour une arche du type Handle_t générée par krigeage, les différentes énergies entrant en jeu
sont calculées en grands déplacements : I’énergie de flexion, I'énergie de compression. puis
les énergies potentielles associées aux différentes forces appliquées. La fonction
Energie_totale est la somme des différentes énergies. Elles doit étre adaptée pour prendre en

compte les contributions associées au type de chargement.

» Fonctions-coiits : fonctions de y a2 minimiser

Les différentes fonctions-coiits évaluent, i partir d’un vecteur de design y donné, la valeur de
I"énergie totale associée a I’arche générée grice au vecteur y. La valeur renvoyée par la
fonction-coit est transmise a I’algorithme d’optimisation, qui minimise cette valeur en faisant

varier y. Trois fonctions-cofits ont été écrites afin de couvrir tous les cas de figures

[

rencontrés : la fonction coutl traite le cas d’'une arche incompressible, non fixée a son

extrémité droite; la fonction cout2 traite le cas d’une arche compressible, fixée a son
extrémité droite; la fonction cout3 traite le cas d’'une arche compressible, non fixée a son

extrémité droite.
» Visualisation Vu

Un fichier au format d’entrée du logiciel Vu permet de visualiser I'énergie totale pour

différentes valeurs du vecteur y.
» Programme principal

Pour un chargement donné, la position d’équilibre stable de I’arche est trouvée grice a la
minimisation de la fonction-coiit, qui doit étre passée en paramétre a la fonction optimise.
Le fichier optim.C, dans lequel se trouve la fonction optimise, peut étre considéré comme
une boite noire et nous n’en présenterons pas le détail. En-dehors de la fonction-coiit, les
variables de la fonction optimise sont : le vecteur de design y, qui est modifié par la fonction

car optimisé€; un réel qui est passée en parametre a la fonction-coiit (lorsqu’on utilise la
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fonction-coilt cout2, il s’agit de Iabscisse de I'extrémité droite de I’arche, pour les autres
fonctions-coiits, il est quelconque); le pas relatif des différences finies (utilisées pour les
calculs de gradient), fixé par défaut 3 10™; le nombre maximum d’itérations au cours de

I"optimisation, fixé par défaut a 100.





