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Résumé

Nous considérons des problémes d’optimisation régis par des équations d’états sto-
chastiques. Nous introduisons dans la fonction de colit un facteur tenant compte de
I'attitude des décideurs face au risque. Nous établissons les conditions d’optimalité

pour ce genre de problémes.

Le contréle optimal s’obtient en considérant uniquement le systéme non commandé.
L’évaluation de la commande optimale se raméne i la recherche de la fonction gé-
nératrice des moments de la variable aléatoire temps du systéme non commandé.
C’est le temps que met le systéme pour atteindre I'état final. Il s’agit d’un probléme

d'instant de premier passage.

Nous illustrons le résultat théorique par des exemples concrets. En tout premier lieu,
nous traitons des problémes classiques de poursuite ou nous rajoutons le parameétre
tenant compte de I'attitude des décideurs face au risque. Dans un deuxiéme mo-
dele, nous proposons de déterminer la commande optimale d’un systéme dynamique
qui régit I'exploitation d’'une méme espéce animale par deux pays. Finalement, nous
proposons un modele de négociation salariale entre le syndicat et le patronat. Dans
les trois types de modeéles, nous calculons explicitement la commande optimale en
considérant des perturbations différentes et des cas limites pertinents. Nous présen-
terons dans le cas du modéle de péche les résultats d'une simulation numérique pour

confirmer 'exactitude de nos résultats théoriques.
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Abstract

We consider stochastic control problems which take into account the risk sensitive

factor. We establish the new optimality conditions for these types of problems.

We obtain the optimal control by considering only the uncontrolled system. We
compute the optimal control by calculating the moment generating function of the

random variable time of the uncontrolled system, known as the first passage time.

We go through concrete examples to illustrate our theoretical work. First of all, we
solve some classical pursuit problems by adding the risk sensitive parameter to the
cost function. In the second model, we consider a stochastic optimal problem that
describes the evolution of a certain animal species exploited by two countries. Finally,
we propose two stochastic models for labor-management negotiations. For each of
these examples, we compute explicitly the value of the optimal control by considering
different types of perturbations. At the same time, we study some limit cases. For the
hunting model, we present some simulation studies of numerical examples to verify

the theoretical results.
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Introduction

Selon 1'acception courante, un jeu est une situation ou des individus (les “joueurs™)
sont conduits a faire des choix parmi un certain nombre d’actions possibles, et ce dans
un cadre défini & ’avance (les “régles du jeu” ). Le résultat de ces choix constituent
une issue du jeu, 3 laquelle est associé un gain, positif ou négatif, pour chacun des

participants.

Un exemple classique est celui des jeux de société -comme les échecs ou le bridge- ou
les choix des joueurs se traduisent par des issues telles que la victoire, la défaite ou
le match nul. Ces issues entrainent des gains monétaires (si, par exemple, des paris
ont été pris), ou des gains d’ordre psychologique (la satisfaction d’avoir gagné ou le
dépit d’avoir perdu).

Le propos de la théorie des jeux est I'étude de toute situation présentant des ca-
ractéristiques semblables a celles des jeux de société, c'est-a-dire des situations ol
des individus font des choix en interaction, dans un cadre stipulé a l'avance. Son
domaine d’application est donc extrémement large, puisqu'il recouvre théoriquernent

I’ensemble des activités des humains vivant en société.

Le livre que le mathématicien John Von Neuman (39] publia en 1947 avec I’économis-
te Oskar Morgenstern suscita un enthousiasme inoui. Il fut unanimement reconnu
comme posant “les premiéres bases saines pour une explication scientifique du pas-
sage du comportement individuel au comportement collectif”. Depuis lors, la “théorie
des jeux” a acquis ses lettres de noblesse dans la communauté scientifique a la suite
des travaux de John Nash, Lloyd Shapley et Robert Aumann, entre autres. Aujour-

d’hui, elle constitue un discours d’une ampleur comparable 4 I'automatique théorique



ou a la théorie des systémes. Ses applications les plus marquantes concernent la mo-
délisation des comportements des agents économiques et politiques. Ainsi, il n'est
plus possible de nos jours de développer une analyse de la concurrence interindus-
trielle sans préciser quel concept de la théorie des jeux de société (par la théorie des

graphes} ou cinématiques (jeux différentiels) est a 'oeuvre.

C’est pourquoi économistes, sociologues, politicologues et autres, recourent de plus
en plus aux concepts de la théorie des jeux. L'objectif essentiel de cette théorie
est de “définir” des comportements rationnels, et de 14 d’en dégager les principales

caractéristiques de leurs interactions, avec le plus grand degré de généralité possible.

La notion de risque a depuis longtemps suscité I'intérét des chercheurs et des scien-
tifiques et le suscitera toujours. Comment pouvons nous le quantifier ? La notion de
'attitude du décideur face au risque a été introduite dans la fonction d'utilité de
individu qui cherche & la maximiser ou A la minimiser selon la situation ou il se
trouve. Un décideur opposé au risque se contente toujours de s’assurer de I'espérance
mathématique de la loterie plutét que la loterie elle-méme. Ce comportement est
quantifié dans la concavité de la fonction d’utilité. Dans le méme contexte, un vrai
parieur ne pourra pas avoir du plaisir au jeu s’il ne participe pas au jeu et dans ce
cas, sa fonction d’utilité sera convexe. Tandis qu’un décideur neutre face au risque
présente une fonction d’utilité linéaire. Ainsi, nous voyons que la notion de risque est
trés importante car elle permet de caractériser 'attitude du décideur dans certains

aspects de son comportement [35].

L’intérét que certains chercheurs ont porté aux problémes de contrdle stochastique
sensible au risque est d en partie aux développements réalisés en controle robuste
et 4 la théorie des jeux différentiels. La solution aux problémes sensibles au risque
se raméne 4 une stratégie optimale correspondant & un décideur opposé au risque.

Jacobson [14] a été parmi les premiers a établir une relation entre des problémes de



jeux différentiels et des problémes de contrdle sensible au risque avec information
compléte tout en considérant une fonction de cott linéaire ou quadratique. Des pro-
blémes non linéaires similaires ont été étudiés récemment et une solution 4 des jeux
différentiels a été obtenue comme étant un probléme limite avec un bruit assez petit
[11], [15], [43]. La solution & des problémes de contréle optimal neutre au risque est
proposée dans le cas limite d'un bruit assez petit [15].

Jacobson [14] a proposé aussi pour la premiére fois I'espérance mathématique d'une
fonction exponentielle comme étant une mesure de la performance. Le coilt est em-
ployé comme étant un critére d’optimisation pour un systéme markovien gaussien
avec une information parfaite [3], [32]. Le critére de performance a été par la suite
étudié dans le cas d’une information imparfaite . L'intérét dans les problémes avec
des fonctions de colt exponentielles a été considéré quand les solutions obtenues
étaient directement liées & 'espace H,, (espace de Hilbert muni de la norme de la
convergence uniforme) {8], [12]. Dans son article, Jacobson a pu établir la relation
entre une fonction de colit exponentielle et un jeu différentiel. La plupart des résul-
tats existant sur les problémes ayant une fonction de coiit exponentielle supposent

une équivalence exacte pour optimiser un colt quadratique.

Whittle {40] a résolu le probléme & temps discret de contréle stochastique sensible au
risque avec information incompléte et la solution est obtenue en utilisant le principe
d’équivalence certain (solution du probléme linéaire quadratique déterministe obtenu
par I'élimination du facteur bruit du probléme de contréle stochastique). Le probléme
analogue en temps continu a été résolu par Bensoussan et Van Schuppen [3]. Le
probléme a été converti pour obtenir un probléme avec information compléte. Une
technique de transformation a aussi été utilisée pour résoudre des problémes de jeux

différentiels partiellement observés.

Whittle [44] a considéré des problemes de contrdle stochastique sensible au risque

non linéaires et 4 temps continu. Il a proposé une solution approximative en utili-



sant le principe d’équivalence certain dans le cas limite d’un petit bruit blanc. Ces
résultats n’étaient pas suffisamment rigoureux mais ils ont énormement contribué a

I’émergence de nouveaux résultats.

Whittle et Kuhn [45] ont traité la sensibilité face au risque dans des problémes de
contrdle optimal stochastique. Dans leur modéle, 'attitude face au risque est repré-
sentée par un parameétre que le décideur fixe pour pouvoir lui permettre d’exprimer
son pessimisme ou son optimisme quant a I'issue du jeu. Ainsi, le décideur peut agir
sur le processus aléatoire qui caractérise en partie la dynamique du systéme en fixant
un paramétre par lequel il peut exprimer son attitude envers le jeu et de cette fagon,

il peut imposer son choix.

La thése consiste & résoudre de facon explicite des problémes de jeux différentiels
stochastiques et de contrdle stochastique qui tiennent compte de la sensibilité au
risque des décideurs. Ainsi, la thése se divise en deux parties. Dans la premiére partie,
nous reprenons le travail de Whittle et Kuhn et nous |'appliquerons au cas des jeux
différentiels stochastiques. Ainsi, nous proposons d’établir les nouvelles conditions
d’optimalité dans le cas des jeux différentiels. Nous prendrons aussi le soin de pouvoir
illustrer ce résultat théorique par deux exemples. En deuxiéme partie de la thése, nous
proposons des modéles de contréle stochastique que nous résoudrons explicitement
par la technique proposé par Whittle et Kuhn. Ainsi, notre travail consiste a proposer
des modeles associés a des problémes de contrdle stochastique avec risque et nous
obtenons des solutions explicites 4 ces problémes en utilisant la démarche de Whittle
et Kuhn.

Dans le chapitre 1, nous présenterons les nouvelles conditions d’optimalité pour une
classe de problémes de jeux stochastiques différentiels dans lesquels nous introduirons
dans la fonction de cofit un paramétre qui quantifiera 'attitude face au risque des

joueurs.



Dans le chapitre 2, nous illustrerons le résultat théorique trouvé dans le chapitre 1

par deux exemples classiques de problémes de poursuite.

Dans le chapitre 3, nous présenterons un modele de péche impliquant deux pays.
Ce modéle a été développé par Hamaldinen, Haurie et Kaitala. Nous apporterons
des modifications au modgle pour qu’il puisse traduire le mieux possible la réalité.
Nous étudierons les cas limites sous toutes leurs formes ainsi que leur impact sur la

commande optimale et sur 1'état des stocks.

Enfin dans le chapitre 4, nous reprendrons un modele de négociation salariale pro-
posé par Leitmann. Nous rajouterons dans ce modele le facteur incertitude par I'in-
termédiaire d’un bruit blanc. Ce rajout rendra le modele plus approprié et cela nous

permettra de mieux évaluer ses performances.

La matiére qui apparait dans les chapitres 2, 3 et 4 a servi & la rédaction de trois

articles qui ont été déja publiés [25], [26] et [27].



Chapitre 1

Modéles et solutions

Nous considérons des problémes de contréle stochastique et de jeux différentiels sto-
chastiques ou la fonction de codt contient un parameétre qui tient compte de I'attitude
du décideur face au risque. Les solutions optimales de ces types de problémes sont
calculées en considérant uniquement les systéme non commandés. Nous présentons

les conditions d’optimalité pour ces types de problémes.

1.1 Introduction

Dans le livre de Whittle [41, p. 289], il a été démontré, sous certaines hypothéses,
que la solution optimale de la commande d'un systéme dynamique peut étre obte-
nue en considérant uniquement le systéme non commandé. Lefebvre [16], [18] s'est
appuyé sur ce résultat pour déterminer la solution optimale de certains systémes
dynamiques . Il a par la suite élargi I'utilisation du théoréme de Whittle pour in-
clure une plus grande classe de systémes dynamiques [17]. De méme, Lefebvre [20] a
appliqué ce nouveau résultat sur des cas particuliers. Kuhn [31] a généralisé le théo-
réme de Whittle en considérant une fonction de colt incluant un paramétre tenant
compte de P'attitude du décideur face au risque. Dans ce chapitre, nous généralisons
le théoréme de Kuhn en établissant les nouvelles conditions d’optimalité pour le cas

des jeux différentiels stochastiques.



1.2 Théoréme de Whittle

Dans le livre de Whittle [41, p. 289, le systéme dynamique considéré est régi par le

systéme d’équations différentielles stochastiques suivant :

dz(t) = f(z,u,t)dt+ [N(z, )] dW(t)

L (1.1)
= a(z,t)dt + B(z,t)udt + [N(z,t)]? dW(t)

ol :

— z(t) représente le vecteur des variables d’état du systéme appartenant a R".

- u est la loi de commande appartenant 2 R™. u peut étre une rétroaction qui

est une fonction de z et de ¢t.

- f(z,u,t) et a(z,t) sont des vecteurs de n fonctions continues, bornées et véri-

fiant les conditions de Lipschitz.

- B(z,t) = [Bij(z,t)] est une matrice n x m ou Bj;(z,t) sont des fonctions

continues, bornées et vérifiant les conditions de Lipschitz .

- N(z,t) = [N;j(z,t)] est une matrice symétrique n X n non négative ou N,;(z, )

sont des fonctions continues, bornées et vérifiant les conditions de Lipschitz .

— W(t) est un processus de Wiener de dimension n.

Whittle a trouvé la commande optimale 4 qui minimise 1’espérance mathématique

de la fonction de colt suivante :
i /T
Jzus) =3 / WQ(z, udt + K [(T), | (12)

ou
T =T(z,s) =inf {t > s: (z(t),t) € D | z(s) =z},



Q(z,t) est une matrice symétrique définie positive de taille m x m , K est la fone-
tion de cott final. K est une fonction continue, bornée et vérifiant les conditions de
Lipschitz . D est un sous espace de R" x [0,00). D est une région dans laquelle le

processus se termine et cette région est dite “région de terminaison”.

Le probléme consiste & trouver la commande optimale u* qui permet de minimiser
I’espérance mathématique de la fonction J(x, u, s) pour tout ¢t € {s, T| définie comme
suit :

F(z,s)= iz&fE[J(z, u,s)] (1.3)

Ainsi, Whittle a prouvé ce qui suit :

Théoréme 1.1 L’équation de programmation dynamique du probléme défini dans
les équations (1.1), (1.2) et (1.8) s’écrit comme suit :

in Bu’Qu +F,+Fu(a+ Bu) + %tr(NFn)] =0 s€D oy
F(z,s) = Klz(s),s] z€D
et la commande optimale est :
ut = —Q-'B'F (1.5)

Maintenant, supposons qu’il eriste un certain réel a positif de sorte que la relation
sutvante soit vérifiée :
N =aBQ'B (1.6)

alors il existe une fonction unique ®(z,s) qui vérifie la relation suivante pour tout z

ets:
1
&(z,s) =exp [—EF(J:, s)] (1.7)
et qui est la solution de Uéquation auz dérivées partielles suivante :

&, +P.a + }itr(N@n) =0 z¢D

8(z,5) = exp[—%K[x(s),s]} reD



La fonction F(z,s) est ainsi calculée & partir de :

0s,9) =exp | ~2Fles)| = B{ew [-LKW)Al| w9 ==} (19

ot y(t) est le processus non commandé qui commence au point (z,s) et se termine

avec une probabilité 1 dans la région D et qui a la forme suivante :
dy(t) = aly, t)dt + [Nz, )] dW (£) (1.10)

et T représente T dans le cas du systéme non commandé y(t).

Quand le vecteur a et les matrices B, N et Q ne dépendent pas de la variable d’état
T, et que le systéme n'a pas atteint I'état final, les problémes considérés par Whittle
sont des problémes linéaires quadratiques gaussiens (LQG). En fait Whittle leur a
attribué le nom de LQG “homing”.

1.3 Théoréme de Kuhn

Kuhn [31] a généralisé le théoréme de Whittle 1.1 en considérant une fonction de coat
contenant un parameétre sensible au risque. Dans ce cas, la fonction de coiit s’écrit :
2

g

ol @ tient compte de I’attitude du décideur face au risque et la fonction J(z,u,s) a

C(z,u,s,0) = —< log E {exp [~0J(z, u. 5)|} (1.11)

cette expression :
J(z,u,8) = -;— /T ['Q(z, t)u + h(z,t)| dt + K [2(T), T] (1.12)

ou h(z,t) est une fonction continue et bornée.

Pour toute valeur de z, le développement limité de la fonction exp(z) s’écrit comme

suit :
52

T o(z%)

exp(z) =1+2z+
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et le développement limité de la fonction log(1 + z) s’écrit comme suit :

2
log(l+2)=z- 52- +0o(2%)

Pour comprendre I'idée derriére I'utilisation de la fonction de cott C(z, u, s, 8), consi-

dérons le cas ou 6 est trés petit. Cela nous permet d’écrire :

C(z,u,s,0)

1 g 3
—5logE 1—0J+—2-J + o(6°)

) -

02
——log [l - 6E(J) + ?E(Jz) + 0(93)]

DY -

~=log {1 + [—OE(J) + gz(ﬁ) + 0(9“’)] }

Cbln—l Mlo—* Q:lo-a

r-—’ﬁ

02
{-—()E(J) + —E(Jz) +0(6%)

E(J) -—E(J2 — o(6%) 2
N /)

02
—0E(J) + —E (J?) - -—E2( )+ 0(93)}

BW) - 5 [EG%) - [BU)P] +o(@?)

E(J) - gVar(J) +0(6?)

Le développement limité de la fonction de coiit C(x, u, s,6) montre qu’on tient compte

non seulement de I'espérance mathématique mais également de la variance de J.

A partir du développement limité de la fonction de coit C(z,u, s, #), nous pouvons

facilement montrer que :

lim C(z,u,s,0) =E
8—0

J(z,u,s)] (1.13)

Ainsi, a partir de I'équation (1.13), nous pouvons déduire que le probléme de mi-

nimisation de 'espérance mathématique de la fonction de codit décrite dans 'équation
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{1.11) est un cas o le décideur est neutre par rapport au risque. En fait, Whittle
[42] a consacré un ouvrage dans lequel il traite du sujet de la commande optimale
associée 4 I'attitude d’un décideur face au risque. Dans son livre [42], il rappelle que
Pattitude d'un décideur opposé au risque est obtenue quand 6 < 0 et que quand

8 > 0, le décideur a une attitude aimant le risque.

La généralisation du théoréme de Whittle 1.1 par Kuhn se traduit comme suit :

Théoréme 1.2 L’équation de programmation dynamique du probléme dont la dy-
namique est définie dans 'équation (1.1) et la fonction C(z,u, 3,0) est définie dans

U’équation (1.11) s’écrit comme suit :

0 = ix}‘f E 'Qu+h+F,+ Fela+ Bu) - F; (@1) Fl+ ltT(NF::)} z¢D

2 2
F(z,s) = K [z(s), s] z€D
(1.14)

La commande optimale s’écrit :
u' =-Q 'B'F. (1.15)

Maintenant, supposons qu’il existe un certain réel a de sorte que la relation suivante
sott vérifiée :

aN = BQ™'B' +6N (1.16)

alors, il existe une fonction unique ®(z, s) qui vérifie la relation suivante pour tout

rets:

®(z,s) = exp[-aF(z,s)]| (1.17)

et qui est la solution de ’équation aur dérivées partielles suivante :

—had® + &, + $.a + -;—tr(NtI)n) =0 z¢é D

(1.18)
®(r,s) = exp[-aK|z(s),s]] z€D
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La fonction F(z,s) est ainst calculée & partir de :
&(z, s) = exp[~aF(z,s)] = E {exp [-aK [y(r), 7] | y(s) = =]} (1.19)

ot y(t) est le processus non commandé qui commence au point (z,s) et se termine

avec une probabilité 1 dans la région D et qui a la forme suivante :
dy(t) = aly, t)dt + [N(z, t)]? dW (2) (1.20)

et 7 représente T dans le cas du systéme non commandé y(t).

Remarque 1.1 Dans la formulation du probléme de Kuhn, la fonction de coiit final
K dépend seulement de Uétat final z(T). Cependant, il n'est pas difficile de montrer
que K peut également dépendre de T. Par ezemple, en choisissant h(z,t) = L, une
constante, ceci revient & dire qgue K dépend de T (comme Kuhn l'a fait dans un

exemple).

Remarque 1.2 Les relations définies dans les équations 1.6 et 1.16 apparaissent
plutét spéciales. Ces relations supposent que les composantes du terme dz(t) doivent
étre relativement affectées de la méme facon aussi bien par la commande u que par
le bruit blanc. Pour un ensemble de processus, ces relations ne viennent pas Lrop

sérieusement violer la réalité.

1.4 Cas des jeux différentiels stochastiques

Nous considérons le systéme dynamique défini 4 I’équation (1.1) ainsi que la fonction
de cott C(z,u,s,d) définie & 'équation (1.11) et la fonction J définie a I'équation
(1.2).
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Dans le cas des jeux différentiels stochastiques, nous sommes en présence de deux
décideurs. Nous avons u = (uy,us). Ainsi, les commandes des deux décideurs sont
représentées respectivement par u; et us. Le premier décideur cherche 4 minimiser
la fonction de cot C(z,u;,us, s,#) en agissant sur la commande u,, tandis que le
deuxiéme désire maximiser la fonction de coat C(z,u;,us, s,8), en agissant sur la
commande u2. Ainsi, notre objectif consiste 4 déterminer les valeurs de u] et uj des

commandes u; et u; telles que :

C(z,u;,uq,5,0) < C(z,u],us,8,0) < Clz,u,,us,s,8) ¥ (ur, ug) (1.21)

Posons :
F(z,s) = infsup C(x, uy, ug, 8,6} (1.22)

u;m

ol le maximum et le minimum sont calculés pour t € {s, T}.

Proposition 1.1 L’équation de la progremmation dynamique du probléme ayant une
dymamique définie par le systéme d’équation (1.1) et une fonction de cotit définie par
Uéquation (1.22} s’écrit comme suit :

0 = infsup éu'Qu + F+ Ff - 1‘},(9—91!)1:‘;r + -;—tr(NFn)} z¢D

.o F(z,s) = K{z{s), 5] t€eD
(1.23)

Preuve. Dans le cas oil z se trouve dans la région D, nous pouvons facilement écrire
a partir de la définition méme de J(z,u;,us,s,) que :

J{z,u1, u9, 5} = K [z(s), 5]

Il s’ensuit que :
F(z,s) = C(z,u1,u, 5,0) = K [z(s), 5]
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Maintenant, considérons le cas ot ¢ D. Dans ce cas, pour démontrer la proposition,
nous utiliserons le principe de la récursivité de la programmation dynamique. Nous

avons par définition :

F(z,s) = infsupC(x,uy,us,s,6)

ur ey
= infsup {-—% log E {exp [~0J(z, u;, us, 3)]}}
U we
Nous proposons d’utiliser la transformation suivante :
F*(z,s) = exp [~0F]

Sachant que la fonction exponentielle est strictement monotone, nous pouvons ainsi

écrire :
F*(x,8) = ext E {exp [-0J(z,u1, ug, 8)| }
uy ug
ou :
supinf  (# > 0)
— u; 2
=9 inf sup (0<0)
U oy,

En utilisant le principe de récursivité de la programmation dynamique, nous pouvons

écrire que :

F*(z,s) = ext E { [exp (—%Ou’Q(a:, s)uAs)] x F*(z(s + As),s + As)}
®y up

La suite de la preuve est identique a celle d’'un probléme de programmation dyna-
mique dans lequel nous cherchons 4 minimiser la fonction de coit. De ce fait, nous

référons le lecteur a I'article de Kuhn [31] et au livre de Whittle [421.0

Proposition 1.2 En supposant que les dérivées partielles d'ordre 2 de w'Q(x, t)u par
rapport & u1 et up sont respectivement posilive et négative, la commende optimale

u* = (uj,u;) qui satisfait auz inéquations (1.21) est exprimée par :

w* =-Q'BF! (1.24)
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Preuve. Pour trouver les commandes optimales, il faut que I'équation de program-
mation dynamique (1.23) vérifie les conditions d'optimalité de premier ordre et de

deuxiéme ordre.
Nous posons ainsi :
H(z,u,s,0) = %u’Qu +F+F.f— Fz(gg)lﬁ + %tr(NFn)

Les conditions d’optimalité de premier ordre consistent & trouver les valeurs de la
commande optimale u* qui vérifient I’équation suivante :

dH(z,u",s,0)

Fu =0

Sachant, par hypothése, que la matrice () est symétrique et inversible, nous obtenons :

w)YQ = -F.B
= (') = -F.BQ!
= u = —(FBQ™"Y
= u = -Q'B'F,

Les conditions d’optimalité de second ordre se traduisent par le calcul de la matrice

hessienne ( notée : V2H(z,u, s,0)). Nous obtenons ainsi :
V2H(z,u,$,0) = Q

Vu que @ est indépendante de la commande u, nous obtenons ainsi :
V2H(z,u%,5,0) = Q

Dans le cas de jeux stochastiques, la commande u* doit étre un point de selle. Ainsi,
contrairement aux théorémes 1.1 et 1.2 ol la matrice de colt @ doit étre définie
positive, dans ce cadre, la matrice Q peut ne pas étre définie positive ni définie

négative.[]
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Proposition 1.3 Supposons qu'il existe un certain réel o de sorte que la relation
suivante soit vérifiée :
aN = BQ™'B'+ 0N (1.25)

L’équation de la programmation dynamique (1.23) peut s’écrire sous la forme sui-

vante :

®, + ®za(z,s) + §tr(Ndz:) = 0 ¢ D

®(z,s) = exp[-aK[z(s),s]] z€ D (1.26)

Preuve. Sachant qu’il existe un réel a de sorte que nous avons :
aN = BQ™'B' +6N

nous pouvons toujours définir une fonction ¢ qui vérifie la relation suivante pour

toute valeur de z et de s :

®(z,s) = exp{—aF [z(s), s]] (1.27)
donc, pour le cas particulier ou z € D, la définition de ¢ reste valable aussi.
Traitons maintenant le cas ou z ¢ D. Nous savons que la commande optimale est

définie par I’équation (1.24); ainsi, 1'équation de programmation dynamique (1.23)

obtenue a la proposition 1.1 s’écrit :
0 = %F,BQ‘IB'F; +F,+F:[a(z,5) - BQ'B'F] — Fz(gg)F; + %tr(NFn)
~ F,+F.a(z,s) - -;-F,BQ‘IB'F; - Fx(%i)f; + -;-tr(NFn)
~ F,+F.a(z,s)— %F,(BQ-IB' +ON)F. + %tr(NFn)

En utilisant la relation (1.25), I'équation de programmation dynamique évaluée avec

la commande optimale devient :

F, + F.a(z,s) — %Fz(aN)F; + -;-tr(NFn) ~0
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Maintenant, exprimons cette équation de programmation dynamique en fonction de

la fonction ®(z, s). D’aprés la définition de la fonction ®(z, s), nous pouvons déduire :

®(z, s) = exp[—aF(z,s)]
& log[®(z,s)] = -aF(z,s)
> F(z,s) _ _log[‘bo(!m,s)]

Ainsi, en supposant que ®(z, s) # 0, nous pouvons écrire :

oF  _ 1%

. { X

ng _ ?‘bzizi(p - (pzilpzj
6:1:,-6:::5 - —a $2

En substituant les expressions des dérivées partielles de F' dans I'équation de pro-

grammation dynamique, nous obtenons :

1%, 1"<I>,,. ==/ 1\&, [ 1)\ &
5l e 522 () (2) B

jn: i QIIQ ‘Dz@:

% Z 1 123 i JMJ — 0
15 -1"@, 1 e &, O,

'53‘5 —4? ) 5‘2‘_1 Zj_ —£ 3

En simplifiant les termes qui s’annulent entre eux, nous trouvons :

19, 1¢ rp‘. 1 & Bori
3% a3 zaz;z_: Ny =
= i=l j=1

En simplifiant le terme a®, cette derniére équation peut s'écrire en notation matri-

cielle sous sa forme finale :

&, + d.a(z,s) + %tr(N P.z) =0 a
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Proposition 1.4 L’équation (1.26) correspond 4 :
O(z,s) = exp [~aF(z, s)] = E{-K[y(r), 7] |y(s) = 2}

ot la variable aléatoire T représente le temps de premier passage dans la région finale

D avec une probabilité de 1 (ce qui assure 'unicité de la solution) :
r(z,s) =inf {t > s: (y(t),t) € D | y(s) = z}

du systéme non commandé y(t) défini comme suit :

dy(t) = a(y, t)dt + [N(y, s]* dW(t) (1.28)
Preuve. L'équation (1.26) est 'équation inverse de Kolmogorov (7} d’'un probléme
de temps de premier passage d’un systéme non commandé défini comme suit :

dy(t) = aly, E)dt + [Ny, ]2 dW (2)
Ainsi, ®(z, s) est solution de ’équation aux dérivées partielles suivantes :

o, + dya{y, s} + %tr(N dy) =0

sous les contraintes définies 4 Yéquation (1.28) et qui vérifient la condition a la

frontiére suivante :

®(y,s) = exp[—aK [y(s),s]] si(ys)eD

La fonction ® représente 'unique solution de F et cette unicité est assurée par le fait
que le passage dans la région D se fait avec une probabilité de 1 (voir Whittle {41,
p- 289]).0



19

1.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons montré qu'il est possible d’obtenir les valeurs des com-
mandes optimales d’une classe de jeux différentiels stochastiques et ceci en consi-
dérant un probléeme équivalent non commandé. Ce résultat est une extension des
résultats de Kuhn [31]. Nous avons ainsi pu obtenir les nouvelles conditions d’opti-
malité dans le cas des problémes de jeux différentiels. Dans le but de pouvoir utiliser
le résultat de ce chapitre, il faut s’assurer de la validité de deux conditions mention-
nées ci-dessus. La premiére consiste a vérifier que le jeu se termine a I'intérieur d'une
région spécifique. La deuxiéme condition nous ameéne & vérifier une relation entre le

terme bruit et le contréle.

La premiére condition ne présente aucun probléme. Si ’'entrée finale n’est pas assurée,
nous pouvons rajouter un coit additionnel pour pénaliser les joueurs qui ne tentent
pas de finir le jeu dans la région en question. La seconde condition est un peu spéciale.
Dans le théoréme de Whittle 1.1 et celui de Kuhn 1.2 et dans la proposition 1.2, la
relation entre les matrices est difficile a satisfaire si la taille des problémes est grande.
Par contre, si nous nous limitons A des cas ou la relation doit étre vérifiée pour des
variables appartenant & un espace 4 une dimension, nous avons plus de chances
de trouver des valeurs qui puissent satisfaire la deuxiéme condition. Nous pensons
qu'il faut éliminer cette condition, du moins partiellement. Cela pourrait étre rendu
possible en exprimant la fonction F(z, s), nécessaire pour 'obtention des commandes
optimales, par une espérance mathématique qui ne serait pas nécessairement obtenue
a partir de la dynamique du méme systéme [23], {24].

Dans le chapitre 2, nous appliquerons les résultats obtenus dans le cas des jeux
stochastiques différentiels sur des exemples de problémes de poursuite. Et dans les
chapitres trois et quatre, nous appliquerons les résultats de Kuhn sur les deux modéles

de péche et de négociations.
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Chapitre 2

Problémes de poursuite

Nous utiliserons les résultats théoriques développés dans le chapitre 1 pour trouver
des solutions explicites & des problémes de jeux différentiels stochastiques bidimen-

sionnels.

2.1 Cas de jeux stochastiques différentiels bidi-
mensionnels

Bien que la proposition 1.3 soit valable pour toute matrice /V bidimensionnelle qui
satisfait a 'équation (1.25}, nous montrerons dans ce qui suit que les matrices B et

N doivent étre singuliéres. En effet la relation (1.25) s’écrit comme suit :
(a—6)N =BQ'B

En introduisant la fonction déterminant sur cette équation et sachant que nous avons
des matrices de dimension deux, nous obtenons :

(a —0)2det(N) = det(BQ™'B)
det(B) det(Q ) det(B’)

Nous savons aussi que det (B) = det(B’) et que det{(Q™') = Ee_tl(ﬁ)’ donc nous

pouvons écrire que : .
[det(B))*

(a - 9)2 det(N) = _dEE@-

(2.1)
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Dans le cas de jeux différentiels & deux dimensions, la relation de ’équation (2.1)
ne peut étre vraie que si det(N) = 0. Et de ce fait, nous pouvons conclure que
det(B) = 0. Du moment que det(N') = 0, nous pouvons ainsi déduire que les proces-
sus stochastiques doivent étre complétement corrélés, autrement dit que leur coeffi-

cient de corrélation doit &tre égal 4 1 ou -1.

Le systéme d’équations régissant la dynamique définie a partir du systéme d’équa-

tions (1.1) se rameéne 4 :

{ dz, = a,dt 29)

dx, = axdt + [bml + bg'llz]dt + C%d“/

ol a;, b; et ¢ (> 0) peuvent dépendre de ,, z; et ¢ pour 7 = 1, 2. Nous prenons :
_le9 0
Q= [ 0 —-r ]
oll q et r sont positifs. Ainsi nous avons :
wQu = qu? — rul (2.3)

Les dérivées partielles de second ordre par rapport & u, et u; de u'Qu sont positive et
négative respectivement. Nous cherchons ainsi 'optimum de la fonction coit définie

dans I’équation (1.11). Nous pouvons ainsi énoncer la proposition suivante :

Proposition 2.1 L’équation de la programmation dynamique du probléme ayant une
dynamique définie par le systéme d’équation (2.2) et une fonction F' définie par l'équa-
tion (1.22) s’écrit comme suit :

. 1
0 = infsup {-2- (qu? — rud) + Fs + a\ Fz, + (a2 + byuy + bau) Fr,

U oy

6 c
-ECF'Ez + §F32=2} T ¢ D
F(z,s) = K(z,s) z€D

(24)
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Preuve. La démonstration de cette proposition est une conséquence directe de la

proposition 1.1. En effet dans ce cas particulier, nous avons :
| a 100 100
=[] =0 5] = [0¢]

_ _ lem lef-z
F.’t = (lel FIz)T Fﬂ - [ lezz Fzzzg

L’équation de programmation dynamique (1.23} s’écrit comme suit :

0 = infsup {% ’Qu+F,+sz--Fz(%)ﬁ—b%tr(NFn)} z¢D

{133 up
Donc pour tout z & D et connaissant les expressions de v'Qu, a, B et N, I'équation
ci-dessus s'écrit comme suit :

—_ o2 .2 o
0 = infsup {2(qu1 rug) + F + (Fry, ) az + by + bous

X 0 01[F 1. 1 [0 0] Frs, Fam
2(F’“Fm)[o c] [Fﬂ]*z“([o c] [Fm, Fo |
0 = infsup {i(quf—ru%)+ﬂ+alf;,+(a2+b1u1+b2u2)1~"z,

fc c
_EFEZ + EFzzzz}

Ainsi nous retrouvons l'équation (2.4).00

Proposition 2.2 Supposons que la matrice Q vérifie les hypothéses de la proposition

1.2. Alors les commandes u; et u3 pour lesquelles les inéquations :
C(z,u;,uz,8) < Clx,uj,u3,0) < Clx,uy,u3,6)
sont satisfaites pour tout couple (uy,uz) sont données respectivement par :
'h'.; = __an (2.5)
et :
. b
uz = ?Fzz (2'6)

ot Ty = To(s), et F(z) est obtenue & partir de la fonction ® définie dans U'équation
(1.27).
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Preuve. La démonstration découle directement de la proposition 1.2. Nous savons
que :

u* =-Q 'B'F.
En substituant les expressions de Q!, B’ et F. dans l'expression de la commande

optimale définie dans 1'équation ci-dessus, nous avons :

1
w] _ |7 Y |[0ob][E
| T Ty LIlo&]]F
-7
by
e
u.
2 'EFM

Nous retrouvons ainsi les équations (2.5) et (2.6).0

Proposition 2.3 En supposant qu’il existe un réel a de sorte que la relation suivante
est vérifiée :

b b2
ac=(=+—-2)+6c (2.7
q T
équation de programmation dynamique (2.4) s’écrit :
0 = (ps + al(bzl + az‘pzz + 'g“bzzgz (2-8)
pour tout (x,s) ¢ D, et
®(z, s,a) = exp [-aK(z, s)] (2.9)

pour tout (z,s) € D.

Preuve. D’aprés la proposition 1.3, nous pouvons écrire que :
aN = BQ'B'+6N

1
- 0
00 0 0 0 b 00
= = q
a[o c} [bl b2] 0 _1 [O b2]+0[0 C]
T
2 12
= ac = (b—l-—b—2)+0c

q T



D’aprés I'équation (1.26), nous pouvons écrire que pour tout (z,s) ¢ D :

1
@3—{»(‘}21,@32) [Z; ] +§tr(|:g g] I:g:‘:z: ‘I’m:z ]) =

I2T2

c
= &, +aqP;, +a:9,, + 5@;2;2 =0

Le cas ou (z,s) € D est un résultat direct de la proposition 1.3.

Proposition 2.4 La solution de l’équation (2.8) correspond d :

®(z,s) = exp[—aF(z,s)] = E{-K [y(r), 7] |y(s) = z}
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ot la variable aléatoire T représente le temps de premier passage dans la région finale

D (en étant sir que ca se réalise) :
7(z,8) =inf {t > s: (y(t),t) € D | y(s) = z}

du systéme non commandé y(t) défini comme suit :

dyl (t) = Clldt
dyg(t) = godt + C%Cﬂ’V

Preuve. La démonstration de cette proposition est une conséquence directe de la

proposition 1.4. Pour que ia solution soit unique, nous insistons sur le fait qu’il faut

avoir P[r(z;,2,,8) < c0] = 1.0

Remarque 2.1 i) Dans ce probléme particulier, si toutes les fonctions by, by, q, 7

et ¢ sont des constantes, la relation {2.7) est toujours satisfaite.

it) Dans la section 2, nous prenons T comme élant le temps du premier passage de

z1(t) = z2(t). Ainsi, les problémes considérés dans ce chapitre peuvent étre associés

G des problémes de poursuite.
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2.2 Premier exemple

Nous commengons par considérer le systéme dynamique suivant :

dz:(t) =0

dz(t) = [2uy +up)dt + cHdW (t)
Cela veut dire que nous fixons les variables des équations (2.2) 4a; = a2 =0, b =2
et b, = 1. Par ailleurs, nous supposons que ¢ est une constante et nous fixons ¢ =

r = 1. Ainsi la relation (2.7) est satisfaite pour :

3

a=-+16

c

Supposons maintenant que :
T(z1, 73, 8) = inf {t 2 5 : 21(s) = z2(s) | z1(s) = 71, T2(s) = 72}
et que la fonction de coit final est exprimée par I'égalité suivante :
Kz)(T),z2{T), T) = AT

oll A est une constante positive. Dans ce cas, nous avons un probléme de poursuite et
le jeu s’arréte quand le processus z;(t) rattrape le processus z,(t). Le premier joueur
utilise la commande u; et essaie de se rapprocher de z5(t) le plus vite possible tandis
que le second joueur utilise la commande u, et désire que z,(t) reste loin de z,(t)
le plus longtemps possible. Les deux joueurs doivent tenir compte du coit exprimé

dans la fonction quadratique associée au jeu.

En utilisant le résultat de la proposition 2.4 et en supposant que le systéme non
commandé doit se terminer strement dans la région dite de terminaison, la com-
mande optimale (u}, u3) peut ére obtenue en considérant le systéme bidimensionnel
suivant :

dyp(t) = cEdW (t)
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Posons :
(21,22, 8) =inf {t > 5 : 12(t) = 21 | 1(8) = 71, y2(8) = T2}
Ainsi, nous pouvons écrire que :
exp [~aF(z1, 22, 5)] = E {exp [-aXr(z, 22, 5)]} (2.11)

Sachant que le mouvement brownien posséde une variance ct et que y»(t) vérifie
I'équation (2.10), la solution de 'équation (2.11) s’écrit (voir 7], p. 221) :

E {exp [~aAr{zy, 122, s)}} = exp l:(rg —-1z) \/ 2'\7& , (2.12)

ou z9 2> T et Aa > 0.

Soit X une variable aléatoire continue et f sa fonction de densité. Nous définissons
#(t) comme étant la fonction génératrice des moments de la variable aléatoire X pour

toute valeur de ¢. Par définition, nous avons :

“+00

é(t) = exp (tz) f(z)dz

-0

Calculons ltlgl o(t) :

+00
imot) = i [ fexp()] flode

_ / e lim exp (t2)] f(2)da

-0
+o0

= f(z)dz

= P[X < o9
Ainsi, dans notre cas spécifique, si Aa décroit vers zéro dans I'équation (2.12), nous
obtenons :

2\
P [T(.’l:l,xg, 3) < oo] = )l‘il}}'exp [(32 _ xl) _zg]

=1
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En combinant le résultats des équations (2.11) et (2.12), nous pouvons obtenir l'ex-

pression de F' :

2\
—aF = (3~ 1) | ==
c
Ainsi, nous pouvons écrire que :
2\
o, ==y —
ca

Donc, d’aprés la proposition 2.2, les commandes optimales u} et u} sont :

1
. . 20 \?
uy = —2up, =2 (9c+ 3) (2.13)

Avec cette solution optimale, le systéme dynamique décrit dans (2.2) s’écrit :

dzy(t) = 0

dzs(t) = 3 2 %dt+c%dW(t)
AV =\ 0c+3

Nous concluons que si le paramétre § croit vers oo, les deux commandes u} et u;
tendent vers zéro. Les deux joueurs prennent de plus en plus de risque, et en méme
temps ils ont tendance i contréler de moins en moins le jeu. Cependant, nous ne
pouvons pas permettre aux joueurs d’étre opposés au risque autant qu'’ils le veulent.

En effet, de I'équation (2.13), nous pouvons déduire que :

0>—§
C

Notons que le fait que 6 > _3 découle aussi de la condition que Aa > 0. Cette
condition est primordiale pour ;ue I'équation (2.12) admette des solutions. Dans le
cas ou @ = —%, les deux commandes u} et u3 tendent vers l'infini. Pour § < —%, le
probléme n’admet pas de solution. Finalement, notons que si A tend vers oo, uj et u;
tendent & leur tour vers co. Cela s’explique par le fait que les joueurs sont pénalisés

si le jeu a tendance & trop durer. De ce fait, les joueurs ont le choix de prolonger le
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jeu et augmenter leur cofit en choisissant des valeurs élevées pour les commandes ou

plutét arréter le jeu.

Ainsi, nous avons pu considérer un cott final K = —AT. Cependant, nous n’aurions
pas pu permettre aux joueurs de chercher plus de risque ou méme d’étre neutres face

3
au risque car le paramétre 6 serait plus petit que -

2.3 Deuxiéme exemple

Le deuxiéme systéme dynamique que nous considérons est défini par :

{ dzy () =0

dzo(t) = zo(t) + [Drug + bous] dt + [2z§(t)]% AW (t) (2.14)

Nous prenons b; = 2z4(t), bo = zo(t) et ¢ = r = 1. Ainsi, la relation de I’équation
(2.7) est veérifiée pour :
a—§+0
T2

L'espérance mathématique de I’équation (2.11) s’écrit comme suit (voir [29], p. 281) :

I)

Var
E {exp [~akr(z1, 22, )]} = (ﬂ) (215)

pour tout 0 < z, < z; et a\ > 0. A partir de ’équation (2.15), nous pouvons déduire

que :

Vai
) -

— tm (22
P{r(z1, 2, 8) < 00} = clgﬁ) (Ix

A partir des équations (2.11) et (2.15), nous pouvons aussi déduire que :

Flzy,25) = -é log [(“-E) Jj
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Donc, nous pouvons calculer Fz, :

AL

E:I:n ==
Ty

(2.16)

A partir des équations (2.5) et (2.6), nous obtenons les deux expressions suivantes :

pom X, B
'" o Va “V2+3
P
="V 2943

Ainsi, en injectant les valeurs optimales trouvées, le systéme de 'équation (2.14)

et

devient :
d!L'] (f) =0
2 1
dzo(t) = [l +3 55+ 3} To(t)dt + [223(t)]2 dW (1)
Dans cet exemple, la borne inférieure du parameétre & est 6, = —%. Les cas limites

-

sont identiques a ceux du premier exemple.

Supposons que nous utilisons by =2, by =letg=r1= [2:z:§(t)]_l , la relation (2.7)
est vérifiée pour une valeur de & = 3 + 6. L'équation (2.16) reste inchangée mais les

commandes optimales s’expriment comnme suit :

A
'U.; = 21‘2\/;;

. A
2 a

Ainsi, le choix de ces nouveaux parameétres nous a permis d'obtenir des commandes

et

optimales u}, et u; qui sont linéaires en z; au lieu d’étre des constantes. Finalement,
la dynamique du systéme (2.14) s'écrit :
d:zl (t) =0

d&:z(t) = [1 +3J§

ol & = 0 4 3 est une constante positive.

za(t)dt + Rz3()]7 aW (1)
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Remarque 2.2 Le processus non commandé y(t) = (v1,y2)" qui correspond & z(t)
est un processus ayant une fonction de densité lognormale. En plus, dans ce cas

précis, lorigine est une frontiére naturelle (voir [29, p. 281 et [5]).

2.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons pu illustrer les résultat théoriques du chapitre 1 &
travers deux exemples de problémes de poursuite. Nous avons montré qu'il est pos-
sible d'obtenir les valeurs des commandes optimales d’une classe de jeux différentiels

stochastiques et ceci en considérant son probléme équivalent non commandé.

Ainsi, notre résultat a été prouvé pour des cas particuliers; plus tard nous aimerions
élargir le champ d’application de la proposition 1.2 & des cas d’ordre plus général. En
particulier, il serait intéressant de pouvoir trouver le méme type de résultat pour un
systéme bidimensionnel d’ordre plus général. Ceci pourrait peut-étre étre accompli

en considérant une nouvelle fonction de coiit.
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Chapitre 3

Un modéle stochastique de péche
impliquant deux pays

Nous étudions I'évolution d'une certaine espéce animale et plus spécialement des
poissons qui & l'instant ¢ posséde un nombre xz(t) en vie. La dynamique régissant
le comportement de cette espéce animale est modélisée par un systéme dynamique
stochastique ou la croissance de cette méme espéce animale est représentée par une |
fonction non linéaire. Deux pays exploitent le méme stock. Nous proposons de déter-
miner la comrmande optimale qui minimise une certaine fonction de coiit. La fonction
en question tient compte de l'attitude des décideurs face au risque et intégre une
récompense aux décideurs qui font 'effort nécessaire de maintenir le niveau du stock
dans une région spécifique. Nous illustrons nos résultats théoriques par des simula-

tions numériques.

3.1 Introduction

Hiamaildinen, Haurie et Kaitala [13] ont considéré le modgle déterministe suivant :
#(t) = Flz(t)] — [nw + goua]x(t) (3.1)

ol z(t) représente le nombre de baleines a I'instant ¢, F'(-) est la fonction de croissance

naturelle, u; est la variable de contréle qui correspond & P'effort de péche de chaque
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pays 1 et ¢; est le coefficient de prise de chaque pays i, pour i = 1,2. Dans leur
formulation, Himalédinen, Haurie et Kaitala se sont inspirés du modéle de Clark
[6]. Ce dernier a étudié I’évolution de deux espéces animales quand l'exploitation
du stock est effectué par un seul pays. Chaque espéce animale est représentée par
une dynamique ayant une croissance différente. Himail4inen, Haurie et Kaitala ont
choisi une fonction non linéaire pour décrire la croissance de 'espéce animale. Cette
fonction s’écrit comme suit :
F(z) =rz[l - i-]

ol r représente le taux de croissance intrinséque de I'espéce animale et & est la
capacité de prise. Himildinen Haurie et Kaitala se sont proposés de maximiser la
fonction de coiit suivante par rapport i la variable de décision u; pour déterminer un

équilibre de jeux coopératif et non coopératif :

5= [ explopilLslo(t)wiat
0
oli p; est le facteur d’actualisation pour i = 1,2. La fonction L; est quadratique en

;. Les variables z(t) et u; doivent tre supérieures ou égales & zéro.

Dans ce chapitre, z(t) représente le nombre d'une certaine espéce animale & l'instant
t. Ce nombre peut représenter des centaines ou des milliers, etc. Nous avons modifié

le modele de I'équation (3.1) et nous suggérons de 'écrire sous la forme suivante :
t
dz(t) = rz(t)[1 - %)-ldt — [wz(t) + quaz?(t)]dt + \/222(t)dW (£) (3.2)

ol W (t) représente un mouvement brownien standard. Nous nous proposons de trou-

ver la commande optimale u* = (u},u3) qui minimise la fonction de coit suivante :
C(a.,6) =~ og(E{expl-0J(a,u}) 33)
ot :

T(z) 2 2,2
J(z,u) = % / {[%lu% + @z—zﬂuﬂ - A} dt (3.4)
0
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ol f est un parametre réel qui tient compte de 'attitude des décideurs face au risque
et )\ est une constante positive. Le taux intrinséque de croissance noté r est supérieur
ou égal & 1, la capacité de transport k ainsi que les paramétres de prise ¢, et g, de la
fonction de coiit J(z,u) sont choisis positifs. La fonction J(z, s) représente le coiit
associé directement au nombre de poissons péchés. Nous diminuons ce coiit par le
parameétre A qui est directement lié i la variable T(z) car tant et aussi longtemps
que les deux pays respectent les limites permises de péche, cela leur permettra de
continuer & exercer l’activité et d’augmenter ainsi leur profit. Ainsi, le paramétre A
représente une forme de récompense aux décideurs. Finalement, le temps T'(z) est
défini par :
T(z) = inf{t > 0: =(t) ¢ (dy,d»)|z(0) =z € [d,d2]}

ot d; > 0. Vu que \ est positive, une récompense est remise aux pays qui essayent de
maintenir le niveau du stock dans les limites permises. En fait, aucun des deux pays
ne cherche a faire diminuer le stock en dessous de la limite permise car cela constitue
un danger sur I'espéce animale qui risque de disparaitre. D’autre part, les pays qui
exploitent I'espéce animale ne souhaitent pas que le niveau du stock dépasse la limite
supérieure car cela viendrait affecter la rentabilité de I'activité. En effet, une offre

trés abondante risque d’entrainer la chute des prix de 'espéce en question.

Nous aurions pu modifier le modéle de Hamilidinen, Haurie et Kaitala en rajoutant
simplement le terme bruit /2 z(t)dW (t). Cependant, le modéle (3.2) semble corres-
pondre plus 4 la réalité de tous les jours. En fait, le modeéle considéré tient compte du
fait que les deux pays ne possédent pas les mémes facilités de péche. Ainsi, leur effort
de péche peut varier et avoir différents impacts sur la variable z(t). Cette différence

dans les moyens apparait dans la fonction de coiit.

Notons que dans notre modéle, nous n’avons pas posé la contrainte u; > 0. Une

valeur de u; positive se traduit par le fait que les deux pays pratiquent la péche. Pour
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u; =0, la péche est interdite, et si 4 l'instant £, u; est négative, cela veut dire que le
pays 1 est en train de faire un effort pour ramener le stock de {'espéce animale & un
niveau qui permet aux deux pays de reprendre la péche. Cette effort de péche peut

étre traduit par une activité d'ensemencent.

De méme, il n'est pas nécessaire d'imposer la condition sur z(t) pour qu'elle soit po-
sitive car z(t) ne peut pas &tre plus petite que d; > 0. Cette condition est incorporée
dans le modéle lui-méme. Nous pouvons méme imaginer le cas limite ou z(t) = d
serait un état absorbant. Il s’agit du nombre d d'animaux & partir duquel I'espéce
animale n’arrive plus & se régénérer et ainsi &tre vouée 2 la disparition. Si le controle
est absent, le terme bruit constitue en lui-méme une condition naturelle. En effet,
le processus x(t) ne peut pas traverser la limite z(t) = 0. Ainsi, l'origine constitue

une frontiére naturelle dans le cas od u; = 0. Ce fait peut &tre prouvé en utilisant les
résultats de [29].

Dans la fonction de coiit, nous avons tenu compte de 'attitude des décideurs face an

risque caractérisée par le parameétre 4.

Dans la section 2, nous proposons de calculer les valeurs de la commande optimale
u!. Ces valeurs seront exprimées sous forme de fonctions spéciales. Dans la section
3 et 4, nous traiterons les cas ol nous serons en présence d’une seule borne. Enfin,

dans la section 5, nous présenterons les résultats des simulations numériques.

3.2 Commande optimale dans l'intervalle (d, dy)

Posons :

F(e) = inf{ ~ log(E{exp[-0J(z. )]})}
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D’apés le théoréme de Kuhn 1.2, la commande optimale solution de 'équation ci-
dessus et du probléme régi par une dynamique décrite dans I'équation (3.2) posséde

cette expression :
uw'=-Q 'B'F. (3.5)
Maintenant si la relation suivante :
aN = BQ 'B' + 6N (3.6)
est vérifiée pour un réel e, alors F{z) peut ainst étre obtenue de la formule suivante :
exp[—aF(z)] = ®(z) = E{explair(z)]} (3.7)

ol la variable 7(z) joue le méme réle que T'(z), dans un systéme non commandé z, (t)

qui s'écrit comme suit :

dz,(t) = rz, (8)[1 - E-‘E(Q]dt + /223 ()dW (2)

Afin que I’équation (3.7) admette une solution unique, il est nécessaire que P[r(z) <

o0 = 1.

Nous sommes en présence d’un systéme 4 une dimension en z. Ainsi dans notre cas,

les paramétres du théoréme de Kuhn 1.2 sont :
N =222()
B=[-qa(t) - @)
ﬁ
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La matrice @) est semi-définie positive pour toute valeur de g; et g» non nulles. Et

du moment que z(t) # 0, la matrice @ est inversible. Ainsi, la relation (3.6) s’écrit

comme suit :
g3z’(t)
= (eaa(d) - S SN el N e
a2e’(t) = [~qz(t) q22(t)] q1q::.$(t)]2 0 fl_%_ [—qzzz(t)]
9 2
+6222(t)
= 4z’(t) + 022%(¢)
a = 2+6

Le calcul des valeurs des commandes optimales u; se raméne & 'évaluation de I'es-

pérance mathématique dans l'équation (3.7), tout en vérifiant que Pfr(z) < oo} = 1.

Posons :

L{z; a) = E{exp[-a7(z)]}
L(x;a) est la fonction génératrice des moments de la variable 7(z) (la transformée
de Laplace de la fonction de densité). Nous supposons que a est positive. De méme,
le processus commence tout le temps a partir de I'instant ¢ = 0. Donc, la fonction
L(z; a) est indépendante du temps. Ainsi, la fonction L(z; a) qui satisfait & I'équation
de Kolmogorov (voir le théoréme de Kuhn 1.2} s%crit :

al +rzl — E]L, +2%Lee =0 (3.8)

tout en sachant que :
L(di;8) = L(dy;a) =1 (3.9)
De plus, nous avons :
0< L{z;e) <1 Vzeld,dy
La solution de I'équation (3.8) qui vérifie la condition (3.9) est (voir Abramowitz et
Stegun [1]) :
= 2 M — " M) U, 14 B,vz) + [4570, — d05] M, 1+ ,02)}
(3.10)
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ol, par définition, nous avons :

B=+(r-1)2+4a (3.11)
1=5-r+p) (3.12)

M; = M(7,1 + B, vd;)

Ui = U('y,1+ﬁ,vd,-)
A = UM, - MU,

et U(,:,-) et M(:,-,-) sont des fonctions confluentes hypergéométriques définies
comme suit (voir Abramowitz et Stegun (1], p. 504) :

_y (@
M(a,b,2) = ,.Z:=o ®), 7l
(@)a=a(a+1)---(a+n—-1) ((a)o=1)
et
o M(a,b,z) wM(Q+a-b,2-b,2)
Viab2) =0 {F(l Ta B ¢ T@IE=D) } (313)

Lorsque a décroit vers 0, 3 tend vers r— 1 car r > 1. Nous pouvons déduire aussi que
< tend vers 0. D’aprés la définition méme de la fonction M, nous avons M(0,b,2) =1,

ainsi nous obtenons :
; .2 v ~
lim L(z;a) = lim —{[d;"M; — ;" MyJU (3,1 + B, vz)
+Hd "0, — &7 U My, 1 + B,v3) |
.z . -
- {3 - amio o

i 4703 — &0 M, 14 6,03) |
7.
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li{ga:’f

T

= -1x1

HEIUIMQ — MU, {1x1-1x1)U(7,1+8,vz)
v

+({U—Uh) x 1}
1
= Ul—Ug (UI—U'I)
=1

Ceci implique que P[(z) < 0] = 1.

Nous pouvons ainsi utiliser I'’équation (3.5) pour pouvoir calculer la commande op-

timale u;, pour ¢ = 1,2.

Dans le cadre de notre probléme, nous avons a = ~aA, ainsi, nous avons :
®(z) = L{z; —al)

ol & = 6 + 2. Si le parametre § est plus petit que -2, il est clair que 'espérance
mathématique de I'équation (3.7) existe et elle est donnée par L(z; —al), ou L(z;a)
est définie dans I’équation (3.10). Si 6 est égal & —2, nous avons a = 0 et nous obte-
nons de I'équation (3.7) que ®(z) = 1. Finalement, quand 6 > —2, nous ne pouvons
pas admettre que ®(z) existe. Cependant nous pouvons déduire des équations (3.10),

(3.11) et (3.12) que la solution reste valable si 8 € R. Ce qui implique que :

(r—12+4a > 0
(r—12-4da 2 0
o < (r— 1)2
- 4
c’est-a-dire : ,
o<l ;\1) —32 (3.14)

La condition (3.14) est intéressante. Elle nous permet de conclure que les décideurs
peuvent é&tre opposés au risque autant qu'ils le désirent. Mais nous ne pouvons pas

leur permettre d’aimer le risque autant qu’ils le souhaitent. Nous pouvons déduire
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de cette équation que le paramétre 8 tenant compte de l'attitude des décideurs face
au risque est directement 1ié & la valeur intrinséque de croissance 7. Plus la valeur de
r est grande, plus grand serait I'attitude risquée admissible des décideurs. L’inverse
de cette conclusion s’applique pour le cas de A.

Nous pouvons ainsi énoncer la proposition suivante :

Proposition 3.1 Les commandes optimales u! gqui minimisent la fonction de cotlt
C(z,u,0) de Uéquation (3.3) sont données par :
~SU(L+4,2+8,vz) + (1 + 8)'M(1 ++,2+ 8,vz)
U(y,1 + B, vz) +eM(y,1 + B,vr) ]}

2
Uy =—-—l{1+v:1:[
aq
sidy <z <dp e # -2 ou:

§=d;"M(v,1+ B,vudy) — dy "M(v,1 + B,vd))

et
€= d';'yU(’Yi 1 +JB) Udl) - d;7U(“/, 14+ ﬁ:UdQ)
el
0¥
up = P

Finalement, le paramétre 3 de Uéquation (3.20) est défini dans U'équation (3.11) et a
prend la valeur —\a.

Quand 6 = -2, nous obtenons :

L.
i
8

Noe
[}
=

(3.15)

Preuve. Dans le cas ot # # —2, et d’aprés I'équation (3.5), nous pouvons écrire :

[:ﬁ;] = ‘_@]z :?“; % [:Z;:.gz)]}?

Lj 2 2 (3.16)
uj —F;
[ ] - LIF,,
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A partir du systéme d’équation ci-dessus, nous pouvons exprimer u; en fonction de

ui. En effet :

. __ Q.
u2—~——u1

Qo
D’apres I'équation (3.7), nous pouvons écrire que :
1
Fla) = ~~ log [2(a)]

Done, nous avons :

®,
F.= %%
Ainst, le calcul de F, passe par celui de 9.
b, = 2 [L(z, —a\)]
T - dl’ 1
d (27 -y -y
+ [dy Uy — d7Un] M(y,1+ B,vz)}]
Posons :
§=d{"My —d;" M,
et:

e=d, Uy —d;"Us
Nous pouvons ainsi écrire :

d [z

(I)z = C—l-a—:{K[(SU(’Y,I‘*',B,U:B)+€1\/[('Yr1+ﬂyvx)]}
7!

= 7

!

A

[BU (1,1 + B, vz) + eM(y,1+ B, vz)]

d d
+ [82-; [U(y,1+8,vz)] + € [M(v,1+3, v:r)]]
Nous avons les propriétés suivantes (voir Abramowitz et Stegun (1}, p. 507)

‘—id;U(a,b,z) =—al(a+1,b+1,2)

d a
ll = 1
dzM(a,b,z) bM(a-f— Jbh+1,2)
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donc, nous pouvons écrire :

1[z”
b = 7o { T U1+ fom) + M1+ B03)]

A
o
I ZﬂvM('y, 1 +ﬂ,vx)}

= +% [—67vU(7+1,2+ﬁ,vz)+e
[—5U(‘7+ 1,2+ 8,vz) + —:_—M('y,l + 8, vz)]

il

= J
= z‘l>+u'yA

1+4

d’ol, nous obtenons :

Foo 2|1, ZUr+1.2+6,u5)+e(1+8)"* M(y,1+8,vz)
T oalz 8U(y,1+ B,uz) +eM(v,1 + B, vz)

A partir de I'équation (3.16), nous pouvons ainsi trouver l'expression de u; :

U = EEFI
@t
2y —8U(y+1,24 B,uz) +€(1+8)" M(y,1 + B,vz)
= ——— |l+vz
aq, §U(v,1+ B,vz) +eM(y,1 + B,vx)
Quand 6 = —2, nous avons déji montré que ®(z) = 1. Donc, le résultat de 'équation

(3.15) se déduit directement de cette affirmation.

3.3 Le cas ou d, tend vers ’'infini

Dans cette section, la constante dy de Pintervalle (d) d,) tend vers Uinfini. Ainsi, le
systéme s’arréte pour la premiére fois quand le nombre de 1'espéce animale atteint la
borne inférieur d,. La péche reste profitable pour des quantités de prise trés grandes.
Ainsi, la commande optimale u} ne peut pas étre positif. Ceci est prouvé dans ce qui

suit :

Lemme 3.1 Quand la veleur de dy tend vers Uinfini, la commande optimale u} qui

minimise la fonction de cott C(z,u,8) est plus petite ou égale a zéro.
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Preuve. Nous avons déji montré indépendamment de la valeur de d; et d» (voir la

preuve de la proposition 3.1) quesia =0, ®(z) =1 et uf =0.
Nous savons d’une part que :

&(z) = exp [adr(z)]
D’autre part, nous avons d’aprés P'équation (3.7) que :

L)
F, = -3

Donc, si a < 0, alors ®(z) € (0,1}, donc :

sign(F;) = sign(®,)

Nous sommes en présence d’un cas ol nous avons une seule borne. 7(z) représente
le temps que met le systéme pour atteindre cette borne. Donc, plus nous sommes
éloignés de cette borne et plus de temps nous est requis pour atteindre cette borne.
Donc 7(z) croit avec z. Alors ®(z) décroit quand z croit, donc ®, < 0. Ce résultat,

combiné 4 I'équation (3.16), prouve que ¢} < 0 pour i = 1,2.
Maintenant si a > 0, alors ®(z) € [1,00) et :

sign(F;) = —sign({?®:)

Dong, si z croit, ®(z) croit & son tour. Ceci implique que $, > 0. Nous pouvons ainsi
déduire, d’apres I'équation (3.16), que la commande optimale u! < 0 pour ¢ =1,2.
0

Maintenant, si z — 0o, nous avons (voir Abramowitz et Stegun(l], p. 504) :

Mla,b,z) ~ %e‘z“'b (3.17)
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et :
U(a,b,z) ~ 272 (3.18)

En utilisant ces formules asymptotiques et en faisant tendre dy vers 'infini dans
'équation (3.10) et si a # 0, nous avons :

lim L(z;a) = lim —{(d My - dy" M) U(v,1 + B, uz)

dg—oo dy—oo A

+ (47U — d{7UR) M (7,1 + B,vz)}

7 ] — -
= {h‘m A}{U(7,1+ﬁ,vx)dlx_gam(dl'er—d,l’er)

da 00

+M(’}', 1 +,6,UI) dlim (d;TUl - d;vUz) }
2 ~00

Etudions cette limite en fonction de .

1. Siy >0, d’aprés I'équation (3.12), nous avons :

l-r+8 > 0
Jo) > r—1

En remplagant 3 par son expression (voir équation (3.11)), nous obtenons :

Vir=1P2—4ar > r-1
(r—-12—-dax > (r—1)?
a < 0

Ceci nous permettra d’écrire :

Iim A = lim ULMQ—A/Ile

da—co dg—oa
= U1 llm Mz-!"fl lim (Udg)
dz—c0 dg —0c0
= U hm M>
d3—o0

et

lim dy"Mp—dy"My =d;” lim My
2 — Q0

da—c0



et enfin :
lim &;"U; —d;"U, = Uy lim d;7 —d]” lim d;”
dp—oo dp—o0 dyo—o0
= 0
Nous pouvons ainsi conclure que :
im L(za) = ————U(y,1+B,vz)d" lim M:
dzl-{go nal = Ul lim M2 7 HUEIG dzg-nm 2
da—co
z\" U(y,1+8,vz)
= ! >d .
(5) toiiray vowezs G
2. Siy¥ <0, nous avons 8 <r —1 et a > 0. Nous pouvons ainsi écrire que :
o
i . = |i A7 My — d, 7 M
Jm Liza) = lim o gy (G M — M) ULy, 1+ 6,va)

+ (d;’Ul - dl-"Ug) M(v,1+8, Ua:)}

d-TMy — Md3™
~ Y N 1 2 142
=z {U(7,1+ﬁ,vz)dll_f}; UMy — MUy

Uy ~d U, }

+M(7r 1 +ﬁ,1}$) Ull‘/[Z _ IWIUZ

d"]‘
d7” - Ml;—[
= ¢ U(y,1+ B,vz) lim 2
B M2
1‘/[2
N
U,‘%— - dr%
+M(y,1+ B,vz) lim 2 7 2
TR U - My =
M,

Calculons dlim -A(i;- en utilisant les équations (3.17) et (3.18) :
2—co My

ﬁm 22— = 1 (’Udz)_’r
dy~co My dr—oo [(8+1) eVt (vd2)7-ﬂ—l

T'(7)




3 . P(’Y) (Uda)—ﬁ'ri-ﬁ-ﬂ

T o DB+

_ T (vdy)
dz—co ['(3 + 1)ev2

= 0

=7
Nous pouvons déduire aussi que la limite de lim -2~ =0 car Up = (vdy) ™"
dy—o0 1‘/[2

Ainsi, nous pouvons déduire que :

z,rd[’U (7,1 +8,vz)

dll_r.l"ln L(z;a) = 7
(3)"’ U(v,1+ B, vz)
di) Ulv,1+8,vdy)

Cette équation est identique  celle obtenue dans le cas ou vy > 0 (voir équation
(3.19)).

3. Siy =0, nous avons & = 0. Dans ce cas, nous avons deja montré que :
L{z;a) =1
Proposition 3.2 Quand dz — oo, les commandes optimales u} et u; qui minimisent

la fonction de cott C(z,u,0), telle qu’exprimée dans l'équation (3.3), sont définies

par :

I~
I
]
=
ow
1t
o

dans le cas ot a = (.

Preuve. Nous avons déja montré indépendamment de la valeur de d; et dy (voir la

preuve de la proposition 3.1} quesia =0, ¥(z) =1et u} =0.0

Proposition 3.3 Maintenant si o # 0, nous obtenons :

. =2_’V{_1 rualLEm2H ﬂ'“x)} (3.20)

aq U(vy,1+ B,vz)
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et

. G UI
T ( )

Finalement, le paramétre 8 de Uéquation (3.20) est défini dans équation (3.11) et a

prend la valeur —Ace.

Preuve. Le résultat est démontré en procédant de la méme fagon que dans la pro-
position 3.1. Calculons donc &, :

@ _,i{(ﬁ)*UhJ+ﬁm@}
T 7 dz \\d1/ U(y,1+8,vd)

d
_1— (i)‘?-i U(’y,1+ﬂ,v.'£) ' (3’_.)7 -&;U(’Y,l-i*ﬁ,U:r)
4 '\d,] Uly,1+Bvdy) Uly,1+B,vdy)
1

dy
-1 (3)7'1 U(y,1 + B,vz) (i)" —yulU(y+ 1,2+ 8,vz)
- dl dl

di) Uly,1+8,udi) Uy,1+ B, vdy)
_a:_) {EU(W,I-I-AB,U:B) _ U(7+1,2+ﬁ,vx)}
=7 d] $U("f,1+5,’l}d1) v U(’}’,1+ﬁ,t’d1)

Ainsi, nous pouvons calculer F :

2 = ad
_ l_UU(’y+1,2+,6,ua:)
alz U(y,1+ B,vz)

donc, a partir de I'équation (3.16), nous obtenons uj :

Uy = %EF;
i
Y U(l+7,2+6,vx)
= U e )

Maintenant, nous devons nous assurer que P[r(z) < o] est égale & 1 quand dy — co.
Lorsque a décroft vers 0, 3 tend vers r — 1 car r > 1. Nous pouvons déduire aussi
que 7y tend vers 0 :

o Uyrum)
i i) =l L) = 2
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En utilisant la définition de U(a, b, z) donnée par Iéquation (3.13) et en sachant que

['(a) — cc et M(a,b,z) — 1 quand a | 0, nous pouvons ainsi trouver que :
M(y,rvz) (vz)" M(1-r2 —r,u:c)}

I'(l1+a-4I(r) I(y)T(2-r)

s M(1-7r2-ruvz)
_ ,le b - y
o) e T2 - 1)

imU(0,r,vz) = lim T {

710 7110 sin b
il umﬂﬂ M(7! T 'U!B)
sinmb T'(1 + ¢ — b)['(r)
T 1
sinwb (1 + a — b)['(r)

Le méme raisonnement s’applique pour trouver que :

T 1
sinwb (1 + a — b)['(r)

li d,) =
”I{g U(Ov T, U 1)

donc :

13{51 L(z;e) =1
Cela permet, de confirmer que la condition P[r(z) < o0] =1 est bel et bien vérifiée.
a

Comme nous I'avons mentionné dans l'introduction, le cas o z(t) = d (d étant la
valeur & partir de laquelle espéce animale est condamnée & disparaitre) est impor-
tant. En effet si z(t) = d, I'espéce animale disparaitra avec une probabilité de 1.
Si nous remplagons z par 1 dans les équations (3.20} et (3.21), la valeur de u; sera
légérement affectée. Cependant si z(t) est exprimée en milliers et que z(t) devient
trés petit, alors nous pouvons déduire que le pays 2 , contrairement au pays 1, utili-
sera une commande optimale trés grande (en valeur absolue) pour protéger l'espéce
animale. Il faut noter aussi que uj peut prendre des valeurs trés grandes, en valeurs
absolues, quand z(t) est trés petit parce que la fonction de coit de Iéquation (3.4)

comprend le terme u3z?(t).

Pour conclure cette section, nous exposons les cas asymptotiques ot  prend une trés

grande valeur et T prend une trés petite valeur. En utilisant le résultat de I'équation



(3.18), et sachant que z est trés grand et v > 0, nous obtenons :

. X {_1+UzU(1+7,2+ﬂ,ux)}

u, = —

aq U(’T, 1+ ﬁr U"D)
—1-7
~ 2_7 -1 .{..vx(ﬂc)__—
aq (vz)™”
2
= L1+
aq
= 0
D’aprés I'équation (3.16), il s’ensuit que :
g ~0

Maintenant si 8 > 0 et d’aprés la formule suivante (voir Abramowitz et Stegun (1],
p. 508) :
I'(b -1 1-b

Ula,b,2) ~ —r—(-&)—z siz—0 (3.22)

et connaissant la propriété suivante de la fonction gamma :
Tv)=@w-1T(v-1)

Quand z prend une trés petite valeur , nous avons :

. X {_1+U$U(1+’7,2+B,v:c)}

Uy = —

aq U(r,1+ B,vz)
( PB+1) . 1p
o )yl (ve)
~s z;a; —-14v EXED,@Jz)_ﬁ
\ I'(y)
( (g +1)
oS R n
\ T(v)

_ {_1 + é} (3.23)
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d’ou :
.« 2 B
u'zzaq«zx{ 1+’Y} (3.24)
Déterminons dans quel cas (—1 + g) <0
—1+§ <0
- P <1
.7
= B < 7
= f < 1l-r
= J{r-12-4al < 1-r
= «a <9

B

Donc pour n’importe quelle valeur de @ < 0, nous | —1 + =} £ 0. Ainsi, d’aprés
I'équation (3.24), nous pouvons confirmer le fait que contrairement & u}, u3 tend vers

—o0 quand z décroit vers zéro.

Dans le cas ou § =0, nous avons & = 0. Dans ce cas spécifique, nous avons :
L{z;a) =1

et nous avons déja montré que :

0

Uy = ug

Dans la section 5, nous utiliserons la simulation numérique pour illustrer I'évolution

de la variable z(t) en fonction des commandes optimales u; et uj3.

3.4 Le cas ou d; décroit vers zéro

Dans cette section, nous traiterons le cas oili aucune action n’est prise pour protéger

’espéce animale. Ainsi, la valeur de d; décroit vers zéro. Une récompense d'une valeur
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de A par unité de temps sera ainsi attribuée aux décideurs tant et aussi longtemps
que le nombre d’animaux reste inférienr 4 la borne supérieure dp. Ainsi, la seule
contrainte qui reste active consiste a4 ne pas dépasser la constante dy pour ne pas
nuire A la rentabilité de la péche. En effet, si le niveau des stocks augmente, les prix

sur le marché vont baisser.

Dans le modele considéré, nous savons que z(t) ne peut pas étre égale i zéro méme
siu; =0, pour i =1, 2. Donc, nous ne tiendrons pas compte du probléme ot I'espéce
animale est condamnée & disparaitre. Comme nous l'avons mentionné auparavant,

I'unité dans laquelle z(t) est exprimée peut avoir un effet sur les résultats.

Lemme 3.2 Sachant que :
T(z) =inf{t > 0:z(t) € (0,d,)|0 < z(0) =z < dy} (3.25)
Alors, les commandes optimales u;, pouri = 1,2, qué minimisent la fonction de cotit

C(z,u,0) définie dans l'équation (3.3), ne sont pas négatives.

Preuve. La démonstration est similaire & celle du lemme 3.1 sauf que dans ce cas, la

variable 7(z) décroit (respectivement croit) quand z croit (respectivement décroit).
O

Maintenant, en utilisant la formule suivante (voir Abramowitz et Stegun [L], p. 504) :
lim M(a,b,2) =1 sib#-n
Déterminons :

(111311.3(1’, e) = alil;n})z{(d_ M, —d3"My) U(v,1 + B, vz)

+ (d3"Uy — d7"Us) M(v,1+ B,vz)}
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Calculons cette limite selon la valeur de v et celle de 8. Dans le cas, ou 8 =0, nous

avons a = 0. Dans ce cas spécifique, nous avons :
L(z;a) =1

Donc, dans ce qui suit, nous tiendrons compte juste du cas oti 8 > 0. Ainsi, la forme

asymptotique de la fonction I/ est définie dans I'équation (3.22).

1. Siy >0, nous avons f > r -1 et a < 0. Nous pouvons écrire que :
. . z? — -
. - g ‘
lmL(zia) = lim ey {(d7My = d"My) Uy, 1+ B,v1)
+(d3"U, — d{Up) M(7,1 + B,vz)}

d, "My - M d,”
= :n'Y{U('y,l-I-ﬂ u:r:) Lim Ule MiU;

, Uld; —dl U‘Z
M1+ 80 o T,
fi: M, - Myd;
. U
= 7 1
= 27 U(y,1 + 8,uz) ¢11],IR> e A
2T
d;'? _ d;"UZ
U
+M(v, 148, U:L')d o MUy
2”7,
Calculons &1113‘1) _[jx— :
— v
hmi = lim ———-——d;
410 Uy d: 10 I‘( ) -8
(vd))
(1)
_ o T
— o4l T(f)
Sachant que 8 > v pour tout 7 > 1, nous pouvons ainsi conclure que :
—
lim 5 = g

d;10 Ux



Ainsi, nous pouvons déduire que :

d, "M(vy,1 + B,vz)

i . = 72 !

'lillrlr'le(:z:,a) = z A
_ (=Y M(y,1+B,vz)
T \dy) M(7y,1+B,vdy)

si0l<z<d, (3.26)

. Siv <0, nous avons § < r—1 et a > 0. Nous pouvons ainsi écrire que :

10 limA
dy |0

o
lim L(Z, a) = { ad } {U(TI 1+ ﬁ) Uz) ']iirl% (d;’yAJQ - d;‘yMl)
1

+M(v,1 + B, vx) 'l‘ixlrcl, (d3"Uy —d"Un) }
1
Calculons lim A :
d1 10

imA = lim U[ﬂ/fz - M1U2
%10 110
= MU~ s

= Mg tl‘lzlf;l’Ul - Ug
Calculons :Ijix[r(ll (d7"My ~ dy" M) -
I

lmdy "My —dy "My = Mplimd;” ~d3"

= —d;"
et enfin :
H St - it — =Y 13 " it B -~
= &m0,
d; |0

donc, du moment que lim U1=lim%(£l (vd;)™® = oo, l'expression de L(z;a)
&iio - dle O

quand d; | O devient :
d;”

Mslimg, 1o U, — U

‘liirl%[.(x;a) = z7 {U(’y,l-{-ﬁ,vz)
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. dy'U;
+M(v,1+ 8,vz) zltl.rf(ll YA
: e
= I M('}’,l‘i’ﬂ,vm)‘]il[%'——m
1, — =2
M, 7
= 'M{y,1+8 m:)£
r ? M2

_ [z M(y,1+8vr)
B (dg) M(711+ﬁrvd2)

Nous remarquons que ce résultat est identique & celui de ’équation (3.26).

Maintenant, quand a | 0, nous pouvons écrire que :
. {2\ M(v,1+8,vx)
lim L(z;a) = l_%n (d_z) TICREY RN
it
= lim (_z;) i M(v, 1+ 8,vz)

110 \ dy 7$M('y,1+ﬁ,vd2)
1
= ].XI
= 1

nous pouvons ainsi utiliser I’équation (3.16) pour déterminer expliciternent les ex-
pressions des commandes optimales 1} and u;. Donc, la proposition s'énonce comme

suit :

Proposition 3.4 Sachant que T(zx) est définie dans l'éguation (3.25), et a # 0,
alors les commandes optimales u} et uj qui minimisent la fonction de cott C(z,u,6),

définie dans Uéguation (2.3}, sont données par :

u‘——zl L4 YT M1 +v,2+ 8,vz)
V7 aq | 148 M(y,14p,vz)
et
._ DU
uz-qg:c'

Dans le cas ot a = 0, nous avons u} =u; =0.
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Preuve. Connaissant I'expression de L{z,a) pour a # 0, nous pouvons ainsi calculer

®,. Nous avons :
o = L[(=) Mul+pva)
* T do\\d/) M(3,1+B,vd)
- L (_{)7—1 M(y,1+ 8, vx) (_{)7@”[(7114—[3,12:3)
4 \d, My, 1+ 8,udy)  \da) M(v,1+8,udy)
1 (x)'r-l M(y,1+8,vz) (i)v ——ﬁ+1v1\/l(7+1,2+ﬂ,ux)

4&'\&) M1+pud) \d, M(7,1+ B, udy)
B (3:_) {l M(y,1+48,vz) vy M(y+1,2+8,vx)
T\&) \zMn1+Bud) " B+1 M(y,1+ B, vdy)
Ainsi, nous pouvons calculer F :
_2:
ad
i {l vy M{y+1,2+3,vz)
T alz B+1 M(y,1+8,uz)

Donc, a partir de I’équation 3.16, nous obtenons uj :

Uy = g3-:17',:
Q
_21{1+ vI M(1+’y,?.+6,v:v)}

aq B+1 M(y,1+8,vz)

F; =

a

Ainsi, nous avons pu examiner les cas asymptotiques ou la variable d’état prenait
des valeurs treés grandes et des valeurs extrémement petites. Nous avons pu trouver

que pour a # 0 et z ayant des valewrs trés grandes :

o ___21{ vz M(l+’y,2+ﬁ,uz)}
VT aq B+1 M(y,1+8,vx)
L2 fop (v (o)

2y 1+ I(y+1)
aq B+1T(6+1)

To) [exp (vz)] (vz)
33

Q

1-8-1



95

Maintenant, si z | 0, nous avons M(e,b,0) = 1, alors que nous pouvons affirmer la
commande optimale u; devient :
2y vx
Uy —— 1+
1 aq { 1+ ﬂ}
quand z décroit vers zéro. Dans les deux cas, nous nous apercevons que uj est ap-

proximativement une fonction linéaire de z alors que 43 prend la forme de z~*.

Nous présenterons dans la section suivante un exemple de z*(t) qui est la valeur
de z(t) obtenue en utilisant les commandes optimales u} and u} données dans la

proposition 3.4.

3.5 Exemples numériques

Dans cette section, nous présentons les résultats de la simulation de différents exemples
numériques. En premier lieu, nous considérons le probléme ou l'intervalle est borné
des deux cotés. Nous traitons trois exemples différents. Dans les figures 1 4 3, nous
avons tracé la courbe du nombre d'animaux z(t) en fonction de la variable temps t,
ainsi que la commande optimale u} qui lui est associée. Dans chaque cas, nous avons
considéré la constante dy comme étant plus grande que la valeur de k. En fait, dans
le modéle (3.2) que nous avons considéré, la commande u; peut prendre des valeurs
négatives. Toutefois & cause du facteur bruit, le nombre de I'espéce animale z(t} peut
excéder la valeur de la constante k qui représente la capacité de prise dans le modéle

proposé par Himiildinen, Haurie et Kaitala [13].

Dans les exemples 1! et 22, le parametre § tenant compte de I'attitude des décideurs

face au risque a été choisi négatif ; par conséquent, il s’agit de décideurs opposés au

LCes figures sont obtenues quand @ = -3, A =10, 7 =2, k=80,q;, = 1, g0 = 2, d; = 10,
dz = 100, Iy =50

2Ces figures sont obtenues quand § = ~1, A =3,r =5 k=100, q = |, o = 2, d) = 10,
d2 = 150, Ip = 70
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risque. Dans I'exemnple 33, les décideurs aiment le risque puisque § = 2. A ce niveau,

Evolution de V'espéce vs Temps

6 T L} L] T
b4
]
'g 50 -1
c
840 4
R}
o
530 ]
§
=20 .
% 50 100 150 200 250 300
Temps
4 Contrdle du joueur 1 vs Temps
'5 L LE L3 L
w©
E30 1
a
o
o020 .
e
§ 10
% 50 100 150 200 250 300
Temps

Figure 3.1: Exemple 1

il est intéressant de noter que lorsque le taux de croissance intrinséque r est grand,
le jeu se termine quand la variable d’état z(t) atteint dy. Par contre quand cette
méme constante T prend de trés petite valeur, le jeu se termine quand la variable
d’état z(t) atteint d;. La commande optimale u} est positive dans 'exemple 1 alors
qu’elle devient négative dans les exemples 2 et 3. Nous n’avons pas tracé la courbe
de la commande optimale u} car nous pouvons déduire le comportement de cette

commande directement de la commande optimale u} [voir proposition 3.1].

Finalement, il est intéressant de noter que la variable d’état z(t) reste plus longtemps

entre les limites d; et dy quand la valeur de la récompense par unité de temps noté

3Ces figures sont obtenues quand 8 =2, A=3,7=9,k=70,q. =1, g2 = 2, d; = 10, dp = 150,
Ig = 70
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Evolution de {'espéce vs Temps
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Figure 3.2: Exemple 2

A est grande (A = 10) (Exemple 1 vs Exemple 2 et 3). Ce qui vient confirmer les
résultats théoriques.

Dans 'exemple 4 4, nous avons pu illustrer le cas oti nous sommes en présence d’'un
intervalle borné seulement 4 gauche. Nous avons choisi des décideurs opposés au
risque en fixant une valeur de 6 négative. Nous avons pris une valeur de k assez
grande. Nous avons pu observer que la péche s’arréte quand la valeur de d; est

atteinte.

L’exemple 5° illustre le cas ol nous avons un intervalle borné seulement a droite.

Le nombre d’animaux reste longtemps au-dessous de la limite supérieure pour finir

4Ces figures sont obtenues quand § = -2,5, A=10,r=3, k=100, = 1,2 =2, dy = 10,
Zo =350

5Ces figures sont obtenues quand # = -3, A=5,r =7, k=100, qy = |, @@ = 2, dp = 150,
Zo =170
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Evolution de I'espéce vs Temps
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Figure 3.3: Exemple 3

par se rapprocher de zéro. Ceci a été réalisé avec une commande optimale u] assez
petite et presque constante. Notons que la variable d’état z(t) n'a pas pu atteindre
zéro, sinon la commande optimale uj tend vers co. Ainsi, les décideurs recevront une

récompense A sans avoir a fournir un effort important.

3.6 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons considéré un modéle de péche stochastique impliquant
deux pays. Le but était de minimiser la fonction de coit qui tenait compte de I'atti-
tude des décideurs face au risque. Dans le modele, nous avons supposé que l'activité
de péche (par 13 il faut entendre l'effort pour protéger et I'espéce animale et l'in-
dustrie) n'est pas identique dans les deux pays. Ainsi, les deux pays ont des coiits
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Evolution de |'espéce vs Temps
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Figure 3.4: Exemple 4

différents. Le pays numéro 1 a un coiit proportionnel & u? alors que le pays numéro 2
présente un cofit proportionnel & udz?(t). Nous avons aussi attribué une récompense
aux décideurs s'ils gardent un niveau de stock & I'intérieur d'une certaine région. Nous
avons traité les cas oll nous étions en présence des deux bornes ou d’une borne 4 la
fois. Dans les différents cas, nous avons pu calculer explicitement les commandes op-
timales ;. Nous avons de méme effectué le méme travail pour les cas asymptotiques.
A la fin, nous avons présenté une simulation numeérique pour illustrer les différents

cas traités.

La commande optimale a été obtenue en considérant le systéme non commandé.
L’évaluation de la commande optimale se ramenait toujours & la recherche de la
fonction génératrice des moments de la variable temps T'(z) du systéme commandé.
C'est le temps que met le systéme pour quitter la région (d,,d») en sachant que

z(0) = z. Une fois que la commande optimale est obtenue, cela nous permet de
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Evolution de I'espéce vs Temps
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Figure 3.5: Exemple 5

retrouver la distribution de la variable T(z) du processus commandé en résoivant

I’équation de Kolmogorov.

Finalement, il serait intéressant de considérer le cas oi nous for¢ons les deux pays a
garder le niveau de stock au-dessus d’une certaine limite pour éviter de faire dispa-
raitre 'espéce animale. Ceci peut &tre accompli en suivant la démarche de Lefebvre
dans son article [20]. Mais pour étre capable de calculer la commande optimale v, il
faut connaitre la fonction de répartition de 7(z). Ceci revient & calculer I'inverse de
la transformée de Laplace obtenue dans ce chapitre. Ceci exige un travail élaboré et

ardu.
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Chapitre 4

Modéles stochastiques de
négociation

Dans ce chapitre, nous exposons deux modéles stochastiques de négociation entre les
parties syndicale et patronale. Nous nous proposons de résoudre explicitement ces
deux modeles. Nous considérons deux types de fonctions de coiit final qui serviront
a pénaliser les deux parties en négociations. La premiére fonction de coiit final pé-
nalisera les deux parties pendant la discussion tandis que la deuxiéme fonction de
coiit final engendrera une pénalité si les discussions n’aboutissent pas 4 une entente
apres un temps fixé. De méme, nous tenons compte de l'atttitude des décideurs face

au risque dans ce genre de négociations.

4.1 Introduction

Leitmann [33] a considéré un modele de jeu différentiel pour modéliser un probléme

de négociation. Le modéle en question s’énonce comme suit :
6(t) =u(t), o(0) =y, (4.1)

d(t) = —v(t), d(0)=4dy (4.2)

_ott oft) représente I'offre salariale par unité de temps du patronat & l'instant ¢ et d(t)
représente la demande salariale par unité de temps du syndicat a I'instant ¢. oy et



62

do sont respectivement les offres et les demandes initiales. Le jeu se termine quand
la condition d(t) — o(t) = 0 est atteinte pour la premiére fois. Les variables u(t) et
v(t) représentent les taux de concession qui sont contrdlés par les deux parties. Nous
introduisons la variable w(t) qui prend la valeur 1 §'il y a une gréve a 'instant ¢ sinon
la. valeur 0. Le patronat cherche & choisir u(t) de fagon & minimiser l'offre finale o(T),
limiter la perte dans les profits pendant la période de gréve :

f " ) b d(t)] de (43)
0

et maximiser la perte des salaires pendant la période de gréve :

T
/ w(t)o(t)dt (4.4)

De son c6té, le syndicat cherche & maximiser la demande finale d(T), la perte dans
les profits de la compagnie durant la gréve et minimiser la perte des salaires pendant
cette méme période de gréve. Dans I'équation (4.3), le paramétre & est le profit brut
de la compagnie (le profit avant les dépenses salariales) par unité de temps . Nous

supposons que k est une constante. Nous définissons T' comme suit :
T = T{oo,dp) = inf{t > 0:d(t) —o(t) =0 | o(0) = 0g d(Q) = dp}

Sous certaines conditions, Leitrmann a obtenu une stratégie d’équilibre qui dépend
du signe de k£ — 2 et il a montré qu’il y aura gréve (respectivement, il n'y aura pas
de gréve) si :

o*(t) <k —d*(t}) [resp. o'(t) >k —d*(t)]
ot 0* (t) et d*(t) représentent les stratégies optimales. Dans le cas o 0*(t) = k—d*(t),

il se peut qu'll y ait gréve mais ceci n'est pas nécessairement vrai non plus.

Dans ce chapitre, nous notons z(t) (respectivement y(t)) comme étant le pourcentage

en terme d’augmentation salariale que le syndicat exige a l'instant ¢ (respectivement
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'augmentation salariale offerte par le patronat 4 l'instant t). Nous considérons le

modéle suivant :
dz(t) = -—u(t)dt +dWi(t)
dy(t) = v(t)dt +dWa(t)

ou u(t) et v(t) représentent les taux de concessions contrdlés respectivement par le

4.5)

syndicat et le patronat. W) (t) et Wp(t) sont deux processus de Wiener indépendants,
ou des mouvements browniens avec une moyenne 0 et une variance infinitésimale

c>0.

Posons :
z(0) =z>y(0) =y
Nous définissons :

T =T(z,y) = inf{t 2 0: 2(t) - y(t) = 0| =(0) = z, 4(0) = ¥}

Nous proposons de déterminer les valeurs optimales u*(t) et v*(t) des variables u(t)

et v(t) qui minimisent la fonction de coit suivante :

C(0) = Cla,.0) = ~ 5 log(Elexp [~0.(z. y)] (16)
ol : S
J(z,y) = /0 [qu?(t) + rv?(t)] dt + K(T) (4.7)

ol q et  sont des valeurs positives indépendantes de u(t) et v(t), et K(T) est la
fonction de coiit final. Dans I'équation (4.6), le paramétre 6 tient compte de I'attitude
des décideurs face au risque. Nous rappelons que si 8 est positif, les décideurs aiment
le risque. Dans le cas ot § est négatif, les décideurs sont opposés au risque. Et enfin
dans le cas ou 8 est égal a zéro, le probléme se réduit 4 la minimisation de I'espérance
mathématique de la fonction J(z,y). Ce qui revient a étre neutre par rapport au

risque.
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Nous considérons dans ce qui suit deux fonctions de coiit final particuliéres. Dans la

section 2, nous prenons :

K(T) =T (4.8)

ou A est un paramétre positif. Tandis que dans la section 3, nous choisirons une
fonction K{T') définie comme suit :

ol T est une constante fixée d’avance. Dans le premier cas, tant et aussi longtemps
que les deux parties sont en train de négocier, une pénalité leur est attribuée. Dans
le deuxiéme cas, aucune pénalité n’est attribuée si les deux parties arrivent & une
entente avant |'instant fixé 7. Une fois que cette contrainte temps est violée et que
les deux parties n’arrivent pas & s’entendre, la pénalité infligée atteint I'infini. Ce
type de fonction de coit final force les deux parties 4 conclure une entente avant

I'échéance imposée T [20]. Dans les deux cas, nous obtenons explicitemnent les solutions

optimales.

Pour conclure ce chapitre, nous considérerons dans la section 4 un autre type de

modéle de négociation qui utilise un mouvement brownien géométrique.

4.2 Pénaliser les longues négociations

Nous considérons les modeles de négociations définis dans I'équation (4.5). Nous nous

proposons de minimiser la fonction de coit définie dans I'équation (4.6).

Posons :

F(z,y,0) = inf C(z,y,0)

ou 0 <t <T. F(z,y,0) est l'infimum de la fonction de coiit.
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Ce probléme tel que posé est une application directe du théoréme de Kuhn 1.2. It
s’agit d’un probléme 4 deux dimensions. La fonction F(z,y,0) est indépendante de

la variable s.

Pour établir ainsi les conditions d’optimalité de ce probléme, nous allons commencer

par identifier en premier lieu les paramétres du théoréme 1.2.

Dans ce cas spécifique, nous avons :
ai(z,t)=0 Vi=12
La matrice B s’écrit comme suit :
-10
o-| 7 1]
et la matrice de variance covariance des processus de Wiener est égale a :

w5 ¢

Quant a la matrice @), elle est définie comme suit :

0
e[ ]

Dans le cas du théoréme de Kuhn 1.2, la matrice Q doit étre définie positive. En fait,
vu que g et 7 sont tous deux positifs, nous pouvons facilement conclure que @ est
définie positive puisque det{Q) = 4¢gr > 0 . Nous allons considérer dans ce qui suit

lecasoig=r.

A partir de ces données, et en supposant que F admet des dérivées partielles de second
ordre par rapport & z et y, la fonction F satisfait & 'équation de programmation
dynamique suivante (voir 'équation 1.14) :

o = wliw [ 0][e]+aem mI[T Y[

u,v

G H I E )

8
0 = inf [q(u2 +v¥)+ A - Fu+ Fu—- ?C(F,,2 +FI) + g(Fn + Fw)]
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Cette équation de programmation dynamique est vérifiée pour tout (z,y) tel que
z > y. Si a l'instant ¢ = 0, le point (z,y) se trouve dans la région D dans laquelle
les deux parties arrivent & une entente, cela veut dire que les deux parties se sont

entendues avant méme d’engager des négociations, nous pouvons ainsi écrire que :
F(z,y,0) =0

Donc, les commandes optimales sont solutions de I'équation matricielle suivante (voir

I'équation (1.15)) :

u' . -l
] - o
u* 1 l0][—1 UJ[F]
= = —=|2 s
v ] 2[0 é 0 1 F,
| _ li-q 0] F
= %] = =7 alE]
t insi :
nous trouvons ainsi . F
}g (4.10)
v = —E—q-
Maintenant, la relation que doit vérifier o s’écrit comme suit :
aN = BQ'B' +6N
(a—0)N = BQ'B
1
(a —0)*det(N) = [det(B)]* x
o) = ol g -
a—0Px = 1x-——
(=9 P
a = 0+L
2cq

Donc nous venons de trouver la valeur de a qui vérifie la relation (1.16).

Connaissant la valeur de a, nous pouvons retrouver 'équation différentielle que vérifie

la fonction &(z,y) définie comme suit :

Q("l":'y) = exp [—aF(:r:,y,B)]
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Cette équation différentielle est vraie pour tout z > y et elle s’énonce comme suit
(voir équation (1.18)) :

0 = 2P+, x0+ %c(@w-i- ®,,)

= —gi—ad) + o + Dy

Dans le cas ou © =y, le point se trouve dans la région D. Donc, nous avons :

®(z,z) = exp [-aF(z,z,0)] = exp(0) = 1
Donc, d’aprés le théoréme de Kuhn 1.2, la fonction ¢ est donnée par :

®(z,y) = E {exp[-aK [T (z,y)]]} (4.12)

ou la variable aléatoire T} a la méme définition que la variable T, mais pour un

systéme non commandé défini par :

dzi(t) = dWi(t)
dpn(t) = dWa(t)

Done, (z1(t),y1(t)) est un mouvement brownien bidimensionnel avec une moyenne

zéro et une matrice de variance covariance notée N, :
c 0
N, =
! 0 ¢

P[Ti(z,y) < 0] =1

En plus, i faut que :

Avec le choix de la fonction de coiit final que nous avons effectué, nous pouvons écrire
que:

®(z,y) = E{exp [-aAT1(z,y)]}

ot ¢ est définie dans I'équation (4.11).
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Maintenant, sachant que z;(t) et 4 (t) sont deux processus de Wiener indépendants

et unidimensionnels, nous savons que :

z1(t) = 21 (t) — nlt)

est un processus de Wiener, avec une moyenne zéro et une variance infinitésimal égale

4 2c. Ainsi, nous pouvons formuler I'expression de T} de la fagon suivante :
Ty(z,y) = inf{t 2 0: 2,(t) =0 £(0) =z~ y 2 0} (413)
Si @) > 0, nous pouvons écrire (voir {7], p. 221 ou [34], p. 105) que :
E {exp [~a0Ti(z,9)]} = exp [— \/Q (c- y)] (4.14)
Il reste & montrer que P{T(z,y) < oo] = 1. Nous pouvons écrire que :

P[Ti(z,y) <oo] = limE{exp[-a)Ti(z,y)]}

. aA
= limep [— T(x—y)}

I

1
Nous pouvons ainsi énoncer la proposition suivante :
Proposition 4.1 Si ¢ = r dans la fonction de codt J{x,y) définie dans I'équation

(4-7), les valeurs de u et v notées u* et v* qui minimisent la fonction de codt de

l'équation (4.6) sont données par :

[ A
LI - - 4.1
u=v 2g (1 + 2cq) (4.15)

F(z,3,0) = —log (z.)

Preuve. Sachant que :
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et que:

aA
$(z,y) =exp [—\/ — (e~ y)]
Pexpression de F est la suivante :
1 [aA
F(z,y,6) = —\[—(=-v)
A
= {5 Y

2qA
1+ 2clq

{(z—y)

Donc, nous pouvons calculer F; et F, dont les expressions sont les suivantes :

2gA
= = — F
f2 V 1+ 2cq y

Nous pouvons ainsi déduire les expressions de u* et v* directement de I'équation

(4.10) :

b

L ] *

\
=Y =90 T\ 2901 + 2c69)

O

Nous remarquons que u* et v* sont des constantes. Nous pouvons déduire de |'équa-
tion (4.15) que le paramétre de & peut prendre des valeurs aussi grandes que les
décideurs le souhaitent. Ainsi, @ peut tendre vers l'infini et dans ce cas, u* et v*
décroissent vers zero. Cependant, les décideurs ne peuvent pas étre opposés au risque
autant qu’ils le souhaitent car d’aprés ’équation (4.15), 8 doit étre plus grand qu’une
veleur critique 0. : .

. =
2gc
Dans le cas contraire, u* et v* divergent. Cette condition peut étre aussi déduite du

fait que Ao, dans la transformée de Laplace définie dans ’équation (4.14), doit étre
positive.
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11 est aussi intéressant de noter que le paramétre de bruit noté c et le parameétre @
ont le méme effet sur les variables u* et v* sauf que le paramétre ¢ ne peut pas étre

négatif.

La fonction de densité de la variable aléatoire T; est connue (voir [7], p. 211) et Ty
n’admet pas de moments finis. Cependant, sachant que les décideurs utilisent un peu
de contrdle, la distribution de T' doit étre différente de celle de T;. En effet, T est le
temps que cela prend & un mouvement brownien unidimensionnel pour aller frapper
I'origine en partant du point £ — ¥ et ayant une moyenne infinitésimale —2u° et une
variance infinitésimale 2c . Ainsi, la fonction génératrice des moments de la variable
aléatoire T est définie pour toute valeur de 8 par (voir (7}, p. 221) :

V(@) + e

E{exp (-0T(z,y)]} =exp{ (z —y) |u' +

La moyenne de T ainsi que sa variance sont données par :

E[T] = ~(”’2"Ty)° (4.16)
_(z—y)e
Var[T} = ? (4.17)

Remarque 4.1 Si nous nous intéressons seulement a la valeur moyenne de la va-

riable aléatoire T, nous pouvons utiliser le fait que st :
n(t) = [=*(£) — =(0)] — [y*(t) — »(0)]
ot z°(t) et y*(t) sont les processus optimaux contrélés, alors :
T=inf{t > 0:n(t) =y -2} (4.18)

dn(t) = —2u'dt +dW,(t) — dWo(t)



Donc, nous avons :

n(t) =7(0) — 2 /0 “wrds + /0 AW (s) - /ﬂ " dWi(s)

Calculons 7(0). Nous avons par définition que :

7(0) = [z*(0) — =(0)] - [y*(0) — y(0)}]

(z*(0) — z] - [y°(0) — 3]

]

T ety représentent les conditions initiales de n'tmporte quel processus qui est solution
de notre probléme. Donc x et y sont aussi les conditions initiales des trajectoires de
z*(t) et y*(t) il s’ensuit que :

n(0) =0
Nous pouvons ainsi écrire que (W, et W, étant tous les deur des processus de Wiener,

donc nous avons Wi(0) = W5(0) =0) :
T} = —2u'T + Wi(T) — W(T)

Ainsi, nous obtenons que :

En(T)] = ~2u" E(T)

Sachant que 7(T) = y — , nous obtenons ainsi l’équation ({.16) (voir [18])

Pour conclure cette section, nous proposons de déterminer la distribution de la va-
riable aléatoire z*(T') qui représente la distribution de 'augmentation salariale conve-

nue par les parties patronale et syndicale.

Posons :

zo(t) = =°(t) ~ (0)

%(t) =y"(t) — y(0)
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et définissons le processus stochastique snivant :

£(t) = zo(t) + wo(t) (4.19)

Nous avons aussi :
1(t) = zo(t) — ()

Ainsi, puisque z*(t) et y*(t) sont des mouvements browniens indépendants ayant

respectivement —u* et u* comme moyenne infinitésimale (u* est définie a I'équation

(4.15)) et des variances infinitésimales identiques ¢, nous pouvons affirmer que £(t)

est un processus de Wiener ayant une moyenne zéro et une variance infinitésimale

2¢. De plus &(t) et n(t) sont deux processus indépendants. En effet, nous avons :
Cov [£(t),n(t)] = E[£(t)n(8)] — B En(2))

E [z3(t) — %3(t)]

Var [zo(t)] + (E [zo(£)])* — Ver [yo(t)] — (E [vo(t)])?
et + (—u't)? — ct — (u"t)?
0

in

Vu que £(t) et n(t) sont des processus gaussiens et que leur covariance est nulle, nous

pouvons conclure qu'ils sont indépendants.

A linstant T, les deux parties concluent une entente, donc nous avons :

z(T) = y(T)
Ainsi, nous pouvons noter que :

&(T)
7(T)

De plus, vu que 1(0) = 0, nous pouvons déduire de 'équation (4.18) que la fonction
de densité de la variable T' est donnée par (voir (7], p. 221) :

(z —y — 2u't)?
fr(t) = \/—\/—‘ {‘ i }

zo(T) +yo(T) =22*(T) —z —y

zo(T) —w(T)=-z+y (4.20)
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Sachant que :
§(t) ~ N(0, 2ct)

et que £(t) et n(t) sont deux processus indépendants, donc en d’autres termes, £(t)
et T' sont deux processus indépendants car T est en fonction de 7(t), nous pouvons
ainsi écrire :
fan(§) = f . [fecrne(€1t)] fr(t)dt
= [ fo@se

|, mm(-a)

-y _(:1:—y—2u‘t)2 dt
Vorvor i det
_ 1 ¢ (4.21)
B f N ( 4ct)
n A (z —y)? + (2u't)’ — 4(z - y)u‘t} it
J2_c et dct

- x4;cyexp[(z ylu ]7-—15
e {_e FE-y)l+ (u‘)’ﬁ}dt

4ct

Maintenant, en utilisant la formule suivante (voir {37}, p. 11) :

/ exp(—st)t‘zexp(—%)dt = \/gKI(\/a_s)
0
qui est vérifiée pour Re(a) > 0 et Re(s) > 0, et en posant :
(u')?
¢
_ E€+(z—y’
' 4e

nous obtenons :

fan(€) = [ iy m[(m.:,)u-”xm e+ -
aqc

V& +(z—y)?

(4.22)
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D’apres les équations (4.20), nous avons :

{T)=2"(T) -z —y=g[z"(T)]

donc, la fonction de densité de la variable aléatoire z*(T') est définie comme suit :
d
fem(€) = fany (€ )m 9] =2f¢n) (A€ —z—y)
Remarque 4.2 i) Si, dans Uéquation (4.22), nous faisons décroitre u* vers zéro et
nous utilisons la formule suivante (voir [1f, p. 875) :
Ky(2) ~ % stz-—10

nous obtenons ce qui suit (voir [10, p. 376) :

&m@)=nm[ @—ww);mvrfmq}xm(§+u—W%)

urlo 7rc\/§2 +{z—-y

o (z —y)u' Z-ylu'l . _ s
- e [ g e oD
_ {lim (z —y)u’ xexp[(l‘-y)u']} 1

O e e+ (@ -y ; JE+E@-yr=

(z~y)
w6 +(z - y)?]
ii) En utilisant la formule suivante (voir (1}, p. 376} :

Kiz) = —Ki(2)
et sachant que Ko(oo) = Ko{—o0) =0, nous obtenons :
E[§(T) =0

Nous pouvons ainsi déduire de {'équation (4.20) que :

z+y

2

Ce qui est logique. En fait, ces deuz résultats auraient pu étre obtenus directement

de l’équation (4.21).

El(T) =
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4.3 Forcer les deux parties a conclure une entente

Nous considérons maintenant le cas ol la fonction de coiit final est définie dans
I'équation (4.9). Ce type de fonction peut &tre utilisé quand il y a un risque que la
compagnie ferme ses portes si une entente entre les parties patronale et syndicale
n'est pas conclue avant l'instant fixée 7 ou quand le gouvernement peut voter une loi
spéciale pour forcer le retour au travail si un dénouement de la gréve n’est pas obtenu
avant l'instant 7. Ainsi, les deux parties ont tendance & accélérer les discussions et
conclure une entente avant la date limite pour éviter que la situation ne se détériore.

Donc, I'équation (4.12) devient :

(I’(:B,y) = P[Tl(a"’y) < T]

ot T est définie dans I'équation (4.13) et « est un parameétre non négatif. Nous avons

2
P[Ti(z,y) < 7] = \/W { %} dt

Nous pouvons aussi écrire que (voir [38], p. 461) :

donc :

P[Tiz,y) <7} =2 [1 - m(f/%)}

ou ¥ est la fonction de répartition d’une loi normale centrée réduite que nous pouvons

exprimer en terme de la fonction d’erreur définie par :

erf(z) = T exp(—tz)dt

11 s’ensuit que :
F(z,y,0) =—— Iog [2!-'( \/_)]
oi :
F{z)=1-—1¥(2)

Ainsi, en utilisant 'équation (4.10), nous pouvons énoncer la proposition suivante :
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Proposition 4.2 Si g = r et la fonction de cott final est définie dans U'équation

(4.9), alors les valeurs optimales de u et v sont données par :

o1 _exp[(z—y)*]
4aq\/_F—- Vet

?

ot o est définie dans l'équation (4.11).

Remarque 4.3 Nous remarquons que les ezpressions de u* et v* sont complétement
différentes de celles obtenues dans la proposition 4.1 ot elles étaient constantes. Dans

ce cas, u* et v* sont des fonctions non linéaires des variables = et y.

La plus petite valeur du parameétre 8 est dans ce cas identique & celle de la section
2:
0. = —(2cq)™"

vu que le paramétre a de I'équation (4.11) doit étre non négatif.

Finalement, il est trés difficile d’obtenir de U'information concernant la distribution
de la variable aléatoire T et ou z*(T') car u* et v* sont des fonctions non linéaires en
z et y. Cependant, sachant que u* = v*, le processus £(t) défini dans I'équation (4.19)
reste un processus de Wiener unidimensionnel avec une moyenne ( et une variance

infinitésimale 2c. Donc, par symétrie, nous pouvons écrire que :

E[(T)] =

Ce qui implique que d’apres I’équation (4.20), nous avons :

Ble(T)] = 52
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4.4 Un processus intégré pour modéliser la négo-
ciation

Le modeéle de négociation défini dans I’équation (4.5) et que nous avons utilisé dans
les sections 2 et 3 est une généralisation directe du modéle de Leitmann [33], puisque
nous avons rajouté seulement un processus de Wiener. Le modéle est assez utile
car il est facile & contrdler, spécialement quand nous utilisons la fonction de coiit
final K(T) = AT. Cependant, ce modéle peut étre sujet aux critiques. En effet,
d’aprés I'équation (4.5), nous pouvons constater que les valeurs de x(t) et y(t) peuvent
augmenter ou diminuer & n'importe quel instant sans méme que les deux parties
appliquent un contréle. Ce phénoméne peut &tre expliqué de plusieurs fagon : par
exemple, le taux d’inflation et ou le taux de change viennent changer les valeurs de
z(t) et y(t). En plus, si le paramétre de bruit c est petit, les variations des valeurs de
z(t) et y(t) sont égalemnent petites. Mais, il est préférable que x(t) soit une fonction

de t non croissante et que y(t) soit décroissante. Ceci implique que la différence :

z(t) = =(¢) — y(¢)

est une fonction non croissante de ¢ . Pour obtenir cette propriété, nous considérons

le modéle suivant :

dz(t) = w(t)dt
dw(t) = w(t)dt+ [u(t) +v(t)] dt + /2w (t)dW,(¢)

oi W,,(t) est un mouvement brownien standard. w(t) est un processus connu sous le

(4.23)

nom de mouvement brownien géométrique. La fonction de densité de transition de ce
processus est lognormale (voir [30], p. 175). L'origine est une frontiére naturelle pour
le processus w(t) (voir [29], p. 281). Donc, si nous supposons que w(0) = w est négatif,
pendant ['absence de toute forme de contrdle, la valeur de z(t) 4 U'instant ¢ doit étre

non croissante (en fait, elle est décroissante). Dans ce modele, w(t) représente la
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vitesse & laquelle la différence entre la demande du syndicat et 'offre du patronat
croit ou décroit. De plus, u(t) et v(t) sont les variables de contréle qui représentent

les concessions faites respectivement par le syndicat et le patronat.

Nous supposons que :

K(T) = AT
ou:
T=T{w)=inf{t20:2(t) =0{2(0)=2=z -y >0, w(0) =w}

et nous considérons la fonction de coiit définie dans I'équation (4.6). Dans ce cas pré-
cis, nous allons identifier les parameétres du théoréme de Kuhn 1.2. D’aprés I'équation

(4.23), nous pouvons écrire que :

a(z,w,t) = w(t)

az(z,w,t) = w(t)
o-[11]

N=[g 2w2(t)]

Dans ce probléme tel que posé, nous prenons une matrice  ayant cette forme :

@[3 7]

ot les paramétres g et T sont positifs pour assurer que la matrice @ soit définie

1 s’ensuit que :

et que :

positive.
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A partir de ces informations, la relation (1.16) nous permet de trouver que :

(@—6)N = BQ'B

] ) 1
w-gf0 0 ] _ o0 g Yl Jon
0 2%() | T |11 o ! 01
6 o "0 0 " (4.24)
(a—e)( 2 = 1 1
0 2uw?(t) 0 ~+-
L - L q r

= (2+2) +0
2u(t)\q r
Dans le but d'avoir le paramétre o indépendant de w(t), nous supposons que les

parameétres q et r sont choisis de sorte qu'ils doivent &tre proportionnels & w~2(t)
q= klw’z(t) r= kz’w_z(t) (425)

oll k; et ka sont des constantes positives. Du moment que w(t) n'est jamais égale &
zéro, les valeurs de g et r représentent tout le temps des quantités finies. De plus, ces

choix impliquent que les négociations colitent moins chers si la progression dans les

discussions est rapide.

D’aprés le théoréme de Kuhn 1.2, nous pouvons ainsi retrouver les expressions des

commandes optimales des variables u et v qui sont données par (voir I'équation

(1.15)) :

u — -l
o | = Q" 'B'F,
- 1
- (ut] _ q 0 0 1][F.
Ea 0 1 01 Fy
1
= [=1-|° -hp,]
I ? F,
[ 0 =
T
ainsi, nOus avons :
u‘——& (4.26)
p .
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. Fw
v = -_T— (427)

De plus, la fonction F(z,w,8) peut &re obtenue de la formule suivante (voir I'équa-
tion (1.17) :

Flz,w,60) = ~— log [8(z, )
ou:

®(z,w) = E {exp [-aXT(z,w)]}

Comme dans la section 2, il faut que :
P[Ty(z,w) < o0] =1

ou Ti(z2,w) joue le méme réle que la variable T(z,w), mais pour un probléme non

commandé :

dzi(t) = wy(t)dt
dun(t) = w(t)dt+ \/2wi(t)dB(t)

Maintenant, le processus bidimensionnel (z)(t), w,(t)) a été étudié par Lefebvre [22]

ot il a montré que si Aa > 0, nous avons :

vai
E {exp [~aATi(z,w)]} = T(VeA+1) [ﬂ] M(VaX, Var+1,2) (4.28)
r (\“/a_)\ + 1) z z

ott M est une fonction confluente hypergéométrique. (voir (1], p. 504).

En faisant tendre Aa vers zéro dans I'équation (4.28), nous obtenons :
cli\r& E {exp [-aATi(z,w)]} = P[Ni(z,w) < od]

w
= M(O,l,;)
= 1

Ainsi, en utilisant les équations (4.26) et (4.27), nous pouvons énoncer la proposition

suivante :
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Proposition 4.3 Si la relation (4.24) est vérifiée, alors les valeurs des commandes

optimales de u et v sont données par :

u-=i{_l+ y M(fy+1,27+2,%)l}
ag) w v+1 M(7,2'y+1,1§-) z
o=
ol :
1= var

Preuve. Nous avons :

z

var
d(z,w) = M X [ﬁ] M(Vad, Ve +1, %)

Iy (\’/J + 1)
de méme, nous savons que :
Fiz,w,0) = —élog [®(z,w)]

donc, nous pouvons déterminer F,, en fonction de 9.,

LY

ad

déterminons ainsi ®,,

3. = T(Var+1) { [_‘_”.] . M(\/EX,\’/ZX+1,§U)

,/‘
+[ ] M(\/_\/—+1—]}

_ I‘(\/?ﬁ+1) ﬂ‘/_ 1 2 w
- —P(VJH)[Z] {wM(\/cﬁ,s/a_,wl,z)

+% [M(Va3, Yar+1, 3"2-)]}

(4.29)

(4.30)
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En utilisant la formule suivante (voir [1}, p. 507) :
d a
= [M(a,b,2)] = ZM(a. +1,b+1,2)

nous pouvons écrire que :

_ I(Var+l) [—w]™ (1 Y
b, = —————-F(mH)[z} {wM(\/a,\/_/\--i-l,z)

Yol fyaxe, J—+z_]x§}

Tar+1

donc F, est égale & :

Fy=-

T ar M(VeX, VaX+1,2) 2

Ainsi les équations (4.29) et (4.30) peuvent étre déduites directement des équations
(4.26) et (4.27).0

1{1 Jax M(\/—_+1\/——+2—)1}

Puisque u* et v*sont exprimées en termes de fonctions spéciales, comme dans la

section J , il n'est pas facile de trouver la distribution de la variable aléatoire T.

Finalement, la valeur critique de # est obtenue quand aX = ( ol « est définie dans
’équation (4.24). Sachant que A est positive et ¢ et r sont définies & I'équation {4.25),

nous avons alors :

11 1 k' kg

0. = —W(E +2) 5
4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons considéré deux modéles stochastiques de négociation.

Le premier modéle est une généralisation directe du modéle de Leitmann [33]. Nous
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avons suggéré I'utilisation de fonctions de cofits différentes. Dans les deux cas, nous
avons choisi des fonctions de coiits quadratiques en fonction du contrdle et nous avons
tenu compte de l'attitude des décideurs face au risque. En plus nous avons utilisé
deux types de fonction de coiit final. La premiére fonction de coiit final pénalise
les deux parties tout au long de leur discussion. Tandis que dans le deuxiéme type
de fonction de coiit final, nous obligeons le patronat et le syndicat 4 atteindre une

entente avant un temps fixé sinon la pénalité qui leur sera imposée serait de l'ordre
de l'infini.

Dans la section 4, nous avons proposé un autre modéle stochastique de négociation
dans lequel la différence entre la demande syndicale et l'offre patronale ne peut pas
croitre. Ce modéle a été suggéré afin de mieux décrire la réalité, mais il est plus

difficile & contréler.

Pour conclure, nous mentionnons que le modéle stochastique de négociation qui tra-
duit le mieux possible la réalité serait décrit dans I’équation (4.5) en considérant un
mouvement brownien géométrique. Dans ce cas, z(t) [respectivement y(t)] décroit
[respectivement croit] avec le temps. Cependant, le probiéme de temps de premier
passage qui serait indispensable aux calculs explicites des commandes optimales u’

et v* n’a pas encore fait 'objet d'une étude approfondie.



Conclusion

L'objectif de cette thése est de généraliser le résultat de Whittle et Kuhn sur une
classe de problémes de contréle optimal stochastique et de jeux stochastiques diffé-
rentiels. En fait, Kuhn a essayé de résoudre des problémes de contréle optimal en
introduisant un parameétre qui tient compte de l'attitude du décideur face au risque
dans la fonction de coit. 1l a utilisé le résultat de Whittle qui consiste & considérer la
solution du probiéme d’'un processus non commandé pour ainsi trouver les stratégies
optimales du systéme commandé. Dans notre cas, nous avons obtenu les nouvelles
conditions d’optimalité des jeux stochastiques différentiels tout en tenant compte
de l'attitude des décideurs face au risque. Ainsi, nous avons pu élargir le résultat
théorique de Kuhn sur un ensemble de probléme ayant deux joueurs & la place d’un

seul.

Par la suite, nous avons pu illustrer le résultat théorique & travers des exemples. Dans
le chapitre deux, nous avons présenté des problémes de poursuite ol nous avons tenu
compte de |'attitude des décideurs face au risque. Dans le cadre de notre deuxiéme
chapitre, nous avons pu reprendre le modéle de Himéldinen, Haurie et Kaitala dans
le cadre d'une exploitation d’une espéce animale par deux pays. Enfin, le modele de
Leitmann a été réexaminé dans le cadre d’un probléme de négociation. Dans les trois
cas, nous avons tenu 4 améliorer la formulation des modeéles pour que nous puissions
avoir des dynamiques qui traduisent la réalité le mieux possible. Nous avons ainsi
introduit de I'incertitude par le moyen de bruits blancs. En fait, les modéles de départ
étaient déterministes. Nous avons aussi considéré différents modeles de perturbation
et nous avons étudié leur effet sur les stratégies optimales. Pour ce faire, nous avons

explicitement calculé, dans le trois cas, les commandes optimales. Nous avons tenu
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aussi & illustrer le modéle de péche par une simulation numérique. Cela nous a permis

de confirmer |'exactitude des nos résultats théoriques.

Comme future recherche, nous pensons qu'il serait souhaitable de prospecter les ave-

nues suivantes :

1. pouvoir traiter des problémes de grande taille. En effet, nous nous sommes
limités au cas des problémes & deux dimensions. Pour résoudre d’autres pro-
blémes de méme taille ou avec plus de variables, il faut passer par la résolution

de problémes d’instants de premier passage.

2. Suite aux simulations faites dans le cadre du probléme de péche, nous avons
pu constater la sensibilité des solutions optimales & certains paramétres et en
particulier & celui du facteur tenant compte de 'attitude des décideurs face au
risque. Il serait trés intéressant de consacrer toute une étude sur la sensibilité
des stratégies optimales au paramétre tenant compte de I'attitude des décideurs
face au risque et proposer ainsi des solutions adéquates pour mieux stabiliser

les commandes optimales.

3. Nous avons considéré des modeles ou la fonction de coit était commune aux
deux joueurs. Il faudra exploiter I'idée ol chaque joueur aura une fonction de
coiit propre & lui et par le fait méme un paramétre tenant compte de l'attitude

face au risque qui peut étre différent de celui des autres joueurs.

4. Tout au long de notre travail, nous nous sommes limités & ramener la réso-
lution des problémes & la recherche d'une fonction génératrice des moments
pour des systémes non commandés. Nous avons pu remarquer qu’il s’agit d’une
contrainte difficile 4 contourner quand nous devons résoudre des problémes de
grandes tailles. Ainsi, nous pensons qu'il faudra éliminer cette contrainte. Une
solution consiste & résoudre directement I'équation de programmation dyna-

mique par des méthodes numériques.
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