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RESUME

II est un fait bien connu que les mécanismes sont trés sensibles a l'accumulation
des défauts géométriques de leurs composantes. En effet, ces défauts affectent les coiits
de fabrication et conduisent souvent a des variations de performances des produits et

ce, de fagon imprévisible.

Plusieurs études des effets des accumulations d'erreurs mécaniques ont été
réalisées depuis quelques années. Un grand nombre de ces études ont été effectuées a
l'aide des méthodes du calcul différentiel, malgré que nous ayons constaté qu'il existe
d'importantes contraintes a son application pour l'analyse des erreurs mécaniques et des
jeux. Aussi, ce travail présente-t-il une nouvelle approche mathématique facilitant
I'étude des défauts géométriques et des jeux dans les systémes mécaniques
tridimensionnels. Nous avons développé cette procédure d'analyse de maniére a ce

qu'elle puisse étre automatisable.

La méthode d'analyse proposée est basée sur la théorie des torseurs et la
mathématique des exponentielles vectorielles. Ces outils mathématiques permettent
d'intégrer efficacement les tolérances dimensionnelles, les tolérances géométriques et les
jeux dans un méme modéle d'accumulation. L'analyse des erreurs mécaniques et des
jeux nécessite la compréhension de plusieurs facteurs d'importances. En effet, la
réussite d'un assemblage mécanique et l'assurance d'un fonctionnement optimal
demandent une analyse adéquate incluant les défauts géomeétriques et les jeux, les
déformations surfaciques et volumiques, ainsi que les efforts externes agissant sur le
mécanisme. Certaines hypothéses simplificatrices ont été effectuées pour développer

la méthode d'analyse vectorielle:

1. nous considérons que les mécanismes étudiés sont constitués d'un ensemble de

piéces et de liaisons mécaniques formant une ou plusieurs boucles fermées;



vi

2. nous considérons les déformations volumiques dues a des efforts comme
absentes ou négligeables;

3. nous considérons les déformations surfaciques dues a des efforts comme absentes
ou négligeables;

4. nous considérons les composantes mécaniques comme des corps indéformables
(compte tenu des hypothéses 2 et 3);

5. nous considérons les composantes mécaniques comme étant en situation réelle
et possédant des défauts géométriques (tolérances dimensionnelles et tolérances
géométriques);
nous proposons que les liaisons posseédent des jeux;
nous définissons une condition fonctionnelle comme un espace contrdlé entre
deux composantes;

8. nous considérons que la forme d'une surface est parfaite.

La validation de la méthodologie est réalisée a I'aide du générateur d'équations
a quatre membrures réguliérement employée en milieu académique. Nous caiculons
I'erreur de sortie connaissant les tolérances dimensionnelles sur chacune des membrures.
Nous comparons les résultats obtenus par notre nouvelle approche avec ceux obtenus
grice a la méthode différentielle. Les résultats confirment la validité de notre nouvelie
méthode d'analyse. En effet, les différences numériques observées entre les résuitats des

deux méthodes sont négligeables.

Un variateur mécanique de vitesse est analysé afin de démontrer les possibilités
pratiques de l'emploi de la nouvelle méthode. Sur ce modéle, nous calculons les jeux
fonctionnels du mécanisme connaissant le tolérancement dimensionnel, le tolérancement

géométrique ainsi que la condition fonctionnelle imposée.

En résumé, ce mémoire présente une nouvelle approche basée sur certaines

théories vectorielles, pour analyser les problémes d'accumulation des défauts



géométriques et des jeux. Les qualités systématiques et procédurales de cette nouvelle
méthode d'analyse permettent d'envisager avec réalisme I'informatisation de cette

démarche.

Plusieurs travaux de recherche et de développement peuvent étre entrepris pour

compléter les concepts mis en place dans ce mémoire:

- Création d'une procédure d'optimisation des produits mécaniques.

- Introduction des concepts de logique floue pour définir un tolérancement adéquat
en fonction de muitiples facteurs techniques.

- Résolution d'un probléme complet, car nous n'avons présenté que l'analyse
partielle d'un cas pratique.

- Création d'un logiciel intégrant les concepts de ce mémoire.

- Développement de la méthodologie pour I'analyse multi-cycles.

- Introduction de l'effet des déformations dans la méthodologie.

- Introduction d'une méthode d'estimation des efforts dans le mécanisme.



ABSTRACT

It is a historical fact that mechanisms are sensitive to their geometrical errors.
These errors affect fabrication costs and often lead to unpredictable performance

vanations.

Some studies have been conducted on the effects of mechanical error
accumulation. A lot of them are based on differential computation although, we have
observed difficulties in their application in the analysis of mechanical errors and
clearances. For this reason, we propose a new mathematical model to facilitate the
analysis of clearances and mechanical errors in 3D mechanisms. In addition, this new

model is appropriate for the computation analysis of mechanical errors.

Our new mathematical model is based on the screw theory and the vectorial
exponential mathematics. These two mathematical tools easily integrate dimensional
tolerances, geometrical tolerances and gaps in a unique accumulation model. A good
understanding of some factors is essential to a valid mechanical errors analysis. These
factors include geometrical errors, gaps, superficial deformations, volumic deformations

and external forces acting on the mechanism. Some hypothesis are proposed:

1. We consider that mechanisms are constituted from groups of parts and

mechanical links organized through one or more functionnal cycles.

2. We consider - that volumic deformations are negligeable.

3. We consider that superficial deformations are negligeable.

4. We consider that mechanical components are undeformable shapes.

S. We consider that mechanical components have real dimensions including
tolerances.

6. We propose that each joint has a clearance.

7. We define that a functionnal condition has a spacing between two parts or has



a backlash.
8. We consider that each surface has a perfect form.

The methodology validation is realized using the four bar linkage equation
generators. We calculate the output error knowing the dimensionnal errors of each bar.
The results are compared with the results generated by our new model. These results
confirm the validity of the new methodology.

A mechanical speed variator is analyzed in order to demonstrate practical use of
the new methodology. On this model, we compute functionnal gaps knowing

dimensionnal tolerances, geometrical tolerances and the functionnal condition.

To conclude, this thesis proposes a new methodology based on some vectorial
theories used to analyze mechanical errors acumulation problems. This new method

will permit to computarize effectively this kind of mechanical analysis.
Some works could be done to compliete this research:

- Create an optimization procedure for mechanical products.

- Solve a complete engineering problem.

- Build a software using this new methodology.

- Upgrade the methodology to deal with more than one functionnal cycie.

- Introduce the forces effects and the deformations effects in the methodology.
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INTRODUCTION -

L'accumulation et la propagation des erreurs dans les mécanismes ont
d'importantes conséquences sur la qualité de fonctionnement des produits. En effet, les
erreurs mécaniques affectent grandement la précision des machines et compliquent les
étapes d'assemblage et de fabrication. Il est donc normal que les chercheurs et les
industriels tentent d'améliorer la compréhension de ces phénoménes. 1l semble d'ailleurs
que I'établissement de techniques permettant de prévoir et de controler les accumulations
de tolérances au cours des étapes de la conception est devenu un véritable objectif
stratégique pour les entreprises manufacturiéres et les fabricants de systémes de CAO.
Nous pouvons aisément donner quelques exemples des avantages d'un contrdle
rigoureux des erreurs mécaniques. Un concepteur peut désirer ajuster les tolérances
dimensionelles et géométriques des composantes d'un mécanisme, de maniére a
optimiser son fonctionnement tout en respectant les conditions fonctionnelles. Un
concepteur peut également chercher a répartir les tolérances en tenant compte du coit
de fabrication de chacune des composantes. Un concepteur peut chercher a améliorer
la précision d'un assemblage en réduisant les dispersions des composantes les plus

critiques pour la fonctionnalité du systéme mécanique.

Les recherches bibliographiques réalisées n'ont-pas permis d'identifier une
méthode d'analyse convenant aux besoins de notre €tude. En fait, seule la méthode
différentielle fréquemment employée dans le domaine de la robotique se rapproche de
nos attentes. Toutefois, plusieurs auteurs ont traité, de fagon partielle, du tolérancement

tel que présenté dans la bibliographie.

Les travaux de recherche réalisés ont conduit a la création d'une nouvelle
méthode d'analyse des tolérances basée sur les torseurs. Sa validation a été accomplie
a l'aide du générateur d'équations a quatre membrures. L'intérét porté sur ce modéle

résulte dans le nombre important de publications dont ce mécanisme a fait I'objet dans



le cadre de I'approche par calcul différentiel. Ainsi, une comparaison entre les deux

méthodes a été conduite avec une précision acceptable.

L'analyse d'un modéle simple tel que celui du générateur d'équations a quatre
membrures ne permet pas de démontrer I'efficacité pratique de la méthode vectorielle
d'analyse. En effet, ce modéle ne contient que des tolérances dimensionelles dans la
direction des membrures. Pour cette raison, un modéle mécanique d'ingénierie est
étudié afin d'introduire les aspects de tolérancement géométrique et de jeux. Ces

concepts sont fondamentaux dans tous les assemblages de composantes mécaniques.

Un outil informatique permettant de réaliser efficacement les calculs vectoriels
associés & notre méthodologie est développé. Cet outil permet de valider rapidement
I'approche mathématique proposée et d'analyser le cas du variateur mécanique de

vitesse.

Le premier chapitre discute de la problématique associée a l'étude de
I'accumulation des erreurs dans les systémes mécaniques. Le chapitre deux présente une
revue bibliographique. Nous donnons les grandes lignes des travaux réalisés dans le
domaine de I'analyse des erreurs effectués au cours des deux derniéres décennies. Le
chapitre trois présente les fondements de la méthodologie vectorielle d'analyse. Les
concepts mathématiques proposés sont 8 la base de la méthode de modélisation et
d'accumulation des erreurs. Le chapitre quatre présente le modéle mathématique
d'accumulation des dispersions et des jeux mécaniques. Nous décrivons comment le
torseur peut définir et cumuler les tolérances dimensionnelles, les tolérances
géométriques et les jeux d'un systéme mécanique. Le cinquiéme chapitre donne la
démarche et les résultats obtenus lors de la validation de la méthode d'analyse des
erreurs mécaniques. Ce chapitre présente également I'ensemble des développements
mathématiques permettant de résoudre symboliquement un générateur d'équations a

quatre membrures. Le chapitre six illustre 1a procédure et les résultats de I'analyse d'un



cas pratique: le variateur mécanique de vitesse. Ce modéle est partiellement analysé sur
un cycle fonctionnel de fagon a vérifier la contribution des erreurs dimensionnelles, des
erreurs géométriques et des jeux au niveau du "backlash" dans les dents des engrenages
coniques. Le chapitre sept explique quelques généralités relatives au fonctionnement
du logiciel qui permet de manipuler symboliquement les torseurs et les vecteurs. Cet
outil nous permet d'accélérer I'analyse tout en démontrant la possibilité d'en informatiser
certaines opérations. Finalement, dans la conclusion nous discutons de I'intérét du
nouvel outil mathématique d'analyse des erreurs mécaniques et des jeux en présentant

les développements futurs envisagés.



1.0 PROBLEMATIQUE

Plusieurs travaux de recherche ont été réalisés dans le domaine de I'analyse des
dispersions mécaniques depuis les années soixante [GAR62,VEI86,DAI%4].
Malheureusement, les outils mathématiques employés depuis n'ont pas véritablement
évolués. Les techniques d'analyse d'erreurs sont encore fondées sur le calcul différentiel
pour répartir les poids relatifs des composantes des systémes mécaniques
[FEN89,CLE93,FU88, VEI86]. Le calcul différentiel est certainement un outil puissant
pour mesurer la contribution a I'erreur totale des variables critiques d'expressions
analytiques quelconques. En effet, une telle approche est avantageuse lorsque nous
connaissons la fonction mathématique liant ce que nous connaissons a ce que nous
cherchons. 11 est toutefois difficile d'établir une telle fonction lorsque le mécanisme
atteint un certain niveau de complexité. Il faut mettre en évidence les variables a
analyser avant d'appliquer les techniques de différentiation, ce qui n'est pas toujours une

tache réalisable.

L'informatique permet de faciliter le travail des ingénieurs dans un grand nombre
de secteurs d'activités. Il est donc intéressant d'envisager I'automatisation de I'analyse
des tolérances et des jeux. Compte tenu des difficultés engendrées par le
développement des fonctions mathématiques nécessaires a la résolution par calcul
différentiel, nous ne pouvons imaginer l'emploi de I'analyse différentielle des erreurs
dans I'élaboration d'algorithmes informatiques traitant les dispersions mécaniques. En
fait, il semble impossible de systématiser la procédure d'analyse différentielle de fagon

a envisager son utilisation par les ordinateurs.

Une autre limitation importante de I'analyse des dispersions mécaniques par le
calcul différentiel est sans nul doute l'impossibilité de réaliser une étude simultanée des
tolérances dimensionnelles, des tolérances géométriques et des jeux. Aucun auteur

semble avoir réussi a fondre ces trois éléments importants dans une seule analyse basée



sur le calcul différentiel.

Afin de lever les limitations de 'approche différentielle, une nouvelle approche
fondée sur le concept de torseur de petits déplacements est proposée. Les torseurs
permettent de représenter vectoriellement les erreurs mécaniques dans un espace a trois
dimensions. De plus, ils permettent d'éliminer entiérement les calculs différentiels en

introduisant une pondération vectorielle des composantes de l'erreur mécanique totale.

Pour comprendre la méthode qui est proposée et pour démontrer la complexité
de l'analyse, nous allons définir certains concepts fondamentaux et obligatoires a la

compréhension des travaux de ce mémoire.

Tout mécanisme posséde une ou plusieurs boucles fermées constituées de liaisons
et de composantes telles qu'illustrées ci-dessous (Figure 1.1). Nous pouvons concevoir
une situation nominale et une situation réelle. La situation nominale existe lorsque
toutes les composantes sont a leurs dimensions nominales excluant de cette fagon, tout
défaut géométrique. Par opposition, la situation réelle doit inclure les erreurs sur les
composantes qui représentent évidemment, des déviations 4 la situation nominale. Ces
erreurs regroupent les tolérances dimensionnelles et les tolérances géométriques sur

chacune des composantes mécaniques.

Un mécanisme est constitué d'un ensemble de composants en relation les uns
avec les autres. Son assemblage et son fonctionnement en situation réelle implique
inévitablement, 'introduction de jeux et la prise en compte d'efforts et de déformations
mécaniques pour analyser les incertitudes introduites par les erreurs. Nous devons tenir
compte, de plus, d'un minimum de critéres pour assurer le fonctionnement du
mécanisme. Ces critéres sont représentés par les conditions fonctionnelles qui se
définissent comme 'ensemble des conditions et des contraintes, qui assurent une réponse

adéquate du mécanisme a une ou plusieurs fonctions. Les jeux se retrouvent concentrés



dans les Liaisons entre les composants. Les efforts qui agissent sur le mécanisme
affectent inévitablement les composantes et définissent de quelle fagon les jeux sont
repris par ce dernier. Enfin, les déformations représentent un élément important qui doit
étre considéré dans I'analyse de tout mécanisme. Il existe deux types de déformation.
Premiérement, les déformations surfaciques dans les liaisons, qui sont engendrées par
le contact localisé entre les surfaces. Deuxiémement, les déformations volumiques dans
les composantes, qui sont générées par les efforts que celles-ci doivent subir compte

tenu des forces internes ou externes au mécanisme.

Figure 1.1  Boucles d'un mécanisme



Considérant l'ensemble des facteurs agissant sur les mécanismes, il s'agit

maintenant d'établir une équation liant I'ensemble de ces phénoménes et définissant leurs

influences relatives. Pour établir cette équation nous avons d'abord défini certaines

hypothéses:

1.

nous considérons que les mécanismes étudiés sont constitués d'un ensembie de
piéces et de liaisons mécaniques formant une ou plusieurs boucles fermées;
nous considérons les déformations volumiques dues a des efforts comme
absentes ou négligeables; '

nous considérons les déformations surfaciques dues a des efforts comme absentes
ou négligeables; :

nous considérons les composantes mécaniques comme des corps indéformables
(liées aux hypotheéses 2 et 3);

nous considérons les composantes mécaniques comme étant en situation réelle
et possédant des défauts géométriques (toiérances dimensionnelles et tolérances
géomeétriques);

nous proposons que les liaisons possédent des jeux;

nous définissons une condition fonctionnelle comme un espace contrdlé entre
deux composantes;

nous considérons que la forme d'une surface est parfaite.

En résumé, nous cherchons a mettre au point une méthodologie d'analyse

vectorielle des défauts géométriques et des jeux de mécanismes compiexes employant

des outils mathématiques compatibles les uns aux autres. Cette démarche permet de

préparer la voie a des travaux menant i une informatisation efficiente de I'analyse de

la propagation des erreurs mécaniques et des jeux.



2.0 REVUE BIBLIOGRAPHIQUE

Les travaux réalisés dans notre champ de recherche ont surtout porté sur I'étude
de la cinématique, lors de perturbations engendrées par des erreurs mécaniques. Des
les années 50, Denavit et Hartenberg établissaient une notation pour l'analyse
cinématique des liaisons en employant quatre paramétres géométriques [DEN75]. Cette
notation a été employée par ces mémes auteurs lors d'analyses d'erreurs de liaisons
mécaniques telles que les joints Hooke [AUS65]. Des recherches similaires ont été
réalisées par plusieurs chercheurs [DHA78, VEI86,DAI94]. Les matrices homogénes de
transformations géométriques (matrices 4x4) sont utilisées conjointement avec la
notation Denavit-Hartenberg pour I'analyse différentielle des erreurs
[GARG62,VEI86,DAI94]. Evidemment, les travaux consultés n'ont pas porté
exclusivement sur I'analyse des erreurs. Par exemple, Denavit et Hartenberg traitent de
l'effet des erreurs sur la cinématique des mécanismes. Due aux limitations naturelles
de la méthode d'analyse, seules les erreurs dimensionnelles et les jeux ont fait I'objet

d'étude.

Garrett et Hall quant a eux, se sont intéressés a I'empilement probabilistique des
erreurs dans les mécanismes [GAR62,GAR69]. Ces chercheurs ont également étudié,
tout comme Denavit et Hartenberg I'avaient fait, les problémes cinématiques caus€és par
les erreurs dimensionnelles. Dhande et Chakraborty proposent une technique d'analyse
probabilistique par linéarisation permettant d'établir le poids relatif a I'erreur totale de
chacun des éléments d'un générateur d'équations a quatre membrures. IIs ont cherché
a optimiser les membrures des mécanismes de maniere a respecter une erreur mécanique
maximale. Ces mémes auteurs ont étudié le comportement des erreurs aux joints
mécaniques [DHA73,DHA78]. Veitschegger et Wu ont validé l'analyse par linéarisation
des équations différentielles d'erreur en vérifiant la contribution réelle des termes de
degrés supérieurs [VEI86]. Tout comme leurs prédécesseurs, ils ont employé les

méthodes développées par Denavit et Hartenberg ainsi que la notation associée [ VEI86].



Un élément commun unit les travaux de tous ces chercheurs: l'utilisation du calcul

différentiel pour l'évaluation des erreurs mécaniques.

Plus récemment, Lee et Yi [LEE9S,LEE94] ont étudié l'assemblabilité des
systémes mécaniques. Ils ont compris l'importance du controle des erreurs et des jeux
lors de la conception et de 'assemblage de produits tridimensionnels. En effet, ils
illustrent les limitations inhérentes des méthcdes traditionnelles d'empillements
unidimensionnels de cotes ("Stack-up"). Ces chercheurs proposent donc une nouvelle
méthode d'analyse des défauts géométriques et des jeux. IIs abordent le tolérancement
géométrique de positionnement en supposant un désalignement des référentiels d'analyse
par rapport a une situation nominale. Ils proposent également de modéliser les autres
catégories de tolérances géométriques par une représefitation matricielle de type:
tolérance dimensionnelle. Ils discutent briévement de I'applicabilité de leur nouvelle
méthode d'analyse a des chaines de tolérances et de jeux a boucles multiples. Whitney
et Gilbert [WHI93] proposent quant a eux de modéliser les erreurs d'une fagon
statistique grace au modéle de 'ellipsoide probabilistique. L'un des apports importants
de leurs travaux est sans nul doute, la prise de conscience de I'aspect essentiel des jeux
dans les mécanismes. Iis comprennent la relation fondamentale qui existent entre les

tolérances et les jeux dans les assemblages.

Whitney et Gilbert [WHI93,GIL92] traitent de la représentation et de I'analyse
des erreurs géométriques grace a un ellipsoide d'approximation probabilistique. Ils
proposent un modéle d'accumulation probabilistique des tolérances dimensionnelles et
de certaines tolérances géométn‘ﬁues de maniére a vérifier l'assemblabilité des
mécanismes tridimensionnels. Ce modéle d'accumulation est basé sur un algorithme
"Closed-Form" recherchant les paramétres définissant la position statistique et
l'orientation statistique des composantes d'un assembiage. Les dispersions sont générées
grace a des algorithmes de type Monte Carlo. Tout comme les travaux présentés dans

ce mémoire, Whitney et Gilbert utilisent un outil mathématique définissant les erreurs
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mécaniques comme de petits déplacements possédant 6 degrés de liberté, soient les
matrices homogénes de transformation géométrique. De plus, leur modéle
d'accumulation demande la mise en place de référentiels pour chacune des erreurs tel
que nous le proposons. Whitney et Gilbert ne tiennent toutefois pas compte des jeux

et des conditions fonctionnelles qui sont évidemment essentiels a tout mécanisme.

Les travaux de Whitney, Gilbert, Lee et Yi constituent des avancements majeurs
dans l'étude des erreurs des systémes mécaniques tridimensionnels. Iis ont apporté
plusieurs nouveaux concepts mathématiques a l'analyse statistique de I'assemblabilité
des mécanismes. Malheureusement, la réussite des assemblages n'assure d'aucune fagon
le bon fonctionnement des produits mécaniques. En effet, il existe d'autres paramétres
qui doivent étre considérés tels que les conditions fonctionnelles et I'orientation des

forces internes dans les mécanismes.

Le tolérancement vectoriel a été abordé par quelques chercheurs. L'équipe de
Gaunet [GAU93] propose une formulation vectorielle pour décrire le tolérancement
dimensionnel et le tolérancement géométrique. Ils définissent le concept de torseurs de
tolérancement d'une maniére se rapprochant des modéles que nous proposons. Dans
leur modéle, chacune des tolérances de dimensions nominales se définit par deux
torseurs de petits déplacements et un systéme de contraintes. Malheureusement, le
modeéle d'analyse de Gaunet est limité a la vérification de l'assemblabilité des
mécanisme. Il ne permet pas de vérifier l'effet des défauts géométriques et des jeux lors

du fonctionnement des mécanismes.

Bjerke a traité de l'informatisation du contréle du tolérancement [BJO89]. Dans
son ouvrage, il effectue un tour d’horizon d'un grand nombre de techniques, de
méthodes et d'outils associés au tolérancement mécanique. Bjerke propose divers
modéles statististiques ou modéles analytiques de représentation des tolérances. 1l

présente également divers algorithmes de résolution des chaines de cotes. 11 propose
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des modéles d’accumulation d'erreurs pour les mécanismes a multi-cycles fonctionnels.
Malheureusement, Bjorke ne propose pas de méthode intégrée associant toutes les

catégories de tolérances et de jeux.

L'étude des erreurs mécaniques en utilisant les dérivées partielles, exprimées sous
forme de matrices de transformations jacobiennes, sont certainement l'une des
constances retrouvées dans plusieurs des travaux des chercheurs étudiés. Fenton,
Cleghom et Fu n'ont pas dévié de cette tendance. En effet, ils emploient les
différentielles pour introduire les erreurs dimensionnelles associées a chacune des
membrures des générateurs d'équations étudiées [CLE93,FU88]. IIs ont également
abordé les systémes mécaniques a boucles multiples et I'analyse par indice de sensibilité
[FEN89,CLE9S3,FU88]. Ce mémoire se propose d'employer ies résultats et les modéles
développés par ces auteurs pour valider le nouvel outil mathématique d‘analyse qui y

est présenté.
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3.0 FONDEMENTS MATHEMATIQUES DE LA _METHODOLOGIE
D'ANALYSE

Ce chapitre présente les fondements mathématiques de la méthodologie définie

pour |'analyse vectorielle des erreurs mécaniques et des jeux.

Nous nous devons de définir certains concepts préliminaires a la compréhension
des développements mathématiques présentés dans ce chapitre. Les jeux définis dans
les liaisons entre les composantes et les défauts géométriques définis sur chacune de ces
composantes possédent des caractéres essentiellement locaux. En effet, les jeux et les
tolérances ont une portée locale sur le mécanisme en affectant par exemple, certaines
dimensions et certains espacements. Par contre, le fonctionnement du mécanisme est
déterminé par l'interrelation de I'ensemble des composantes incluant, évidemment, les
défauts géométriques et les jeux qui y sont associés. Pour cette raison, nous disons que
le mécanisme posséde un caractére essentiellement global. Pour réaliser le processus
d'accumulation des défauts géomeétriques et des jeux, nous devons définir un pont
unissant ces deux caractéres opposés. De ce fait, les modéles qui sont développés dans
ce chapitre ont pour but de répondre aux deux questions suivantes: Comment modéliser
les jeux dans les liaisons et les défauts géométriques au sein des piéces sachant que
ceux-ci possédent un caractére essentiellement local? Comment déterminer l'incidence
de ces défauts en un point donné du mécanisme et dans une direction donnée sachant
que celui-ci a un caractére essentiellement global? Notons que les modéles
mathématiques utilisés dans ce chapitre sont tous définis a partir de la théorie des

déplacements des corps solides.

Nous présentons a la section 3.1 les notions de transformations isométriques
essentielles a 1a compréhension de la méthodologie d'analyse. Nous concluons a la
section 3.2, en définissant les modéles mathématiques utilisés pour décrire les tolérances

et les jeux.
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3.1 Fondements mathématiques

Nous résumons & la sous-section 3.1.1, la théorie des grands déplacements de
laquelle dérive la théorie des torseurs de petits déplacements présentée a la sous-section
3.12. Ces deux théories permettent d'obtenir une intégration compléte de la

méthodologie d'analyse vectorielle et de réconcilier les caractéres locaux et globaux.

3.1.1 Déplacement d'un point et champ de déplacement

La procédure mise au point pour calculer la contribution de chacune des erreurs
d'un systéme mécanique quelconque est basée sur la théorie des déplacements vectoriels.
Nous nous devons de bien définir ce que nous entendons par déplacement. En effet,
toutes les notions mathématiques, constituant le coeur de la procédure d'analyse

proposée, sont fondées sur ce concept.

Un deplacement se définit comme une transformation isométrique dont la matrice
orthogonale est directe [HER75]. Nous savons de plus, que ['ensemble des
déplacements dans un espace a trois dimensions constitue un groupe continu fini d'ordre
six [DUPS1,HER75]. Nous pouvons définir tout déplacement d'un solide (S) dans un

référentiel orthonormé Ro par I'expression suivante:

My = t+ [A] - mnld

ou,

m,, ° vecteur associé au point m_, € (S), exprimé dans Ro;
m,., vecteur associé au point m,.,. € (S), homologue du point
m,,, aprés transformation, exprimé dans Ro;

t : vecteur de translation du solide (S) exprimé dans Ro;
[A] matrice réguliére orthogonale directe exprimant une

rotation du solide (S) autour d'un point ou d'un axe.
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Cette équation traduit le fait que tout mouvement d'un corps solide (S) dans un
repére (Ro) peut étre obtenu par vissage, c'est-a-dire par une combinaison d'une

translation et d'une rotation telle qu'illustrée a la figure 3.1.

Figure 3.1  Modéle du mouvement infinitésimal d'un corps
Jacques-Marie Hervé [HER75] introduit la notation exponentielle vectorielle
dérivée de l'algébre de Lie des déplacements pour caractériser une rotation. Ainsi, le

déplacement du point m,, € (S) qui I'améne en m, ., homologue de m_,, est:

mnew =t+ exp(a“x) - mold

ou,
exp() : opérateur exponentiel vectoriel;
m,, °: vecteur associé au point m, € (S), exprimé dans Ro;
m,., vecteur associé au point m,., € (S), homologue du point

m,,, aprés transformation, exprimé dans Ro;

a : angle rotation autour de I'axe du vecteur unitaire u;



1S

t : vecteur de translation du solide (S) exprimé dans Ro;

X : symbole du produit vectoriel.

La forme matricielle se définit de la maniére suivante:

ol

Sous cette forme, il est possible d'appliquer un déplacement a tout vecteur m ou
a toute entité vectorielle qu'il s'agisse de points, de droites ou de plans [DUP91]. Nous
notons enfin qu'un changement de référentiel est interprété comme un déplacement du

fait de leur équivalence {DUP91].

Compte tenu que nous voulons définir les opérations mathématiques d'une
maniére plus explicite, nous avons redéfini la notation de certains opérateurs
mathématiques. Notons également que ces nouvelles notations sont employées par
I'outil informatique présenté dans ce mémoire. Définissons d'abord une rotation d'angle

o autour de l'axe du vecteur unitaire u de la facon suivante:
R(a,u) = exp(aux)
et, une translation de longueur B selon I'axe du vecteur unitaire u:

T(B.,u) =t=Bu

Les propriétés mathématiques de I'exponentielle vectorielle les plus utilisées lors

de la compilation des dispersions mécaniques sont présentées ci-dessous.

Linéarité:

1. exp(A ux)(B v + G w) = B.exp(A ux).v + G.exp(A ux).w
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2. exp(A ux)u=u

3. exp(Al ux).exp(A2 ux). = exp((Al + A2))ux).

4. exp(-1/2 ux). = ux

Développement en série de I'opérateur exponentiel:

exp(A ux). = 1 + (I/1)Aux + (1/21)A%Zux(ux) +...+(1/n)A(ux)"

Expression de I'opérateur "exp":

exp(Aux).v = v + sin(A).(u x v) + (1 - cos(A)).((ux)uxv)

Cette expression devient dans un repére orthonormé direct (u,v,w):

exp(Aux).v = sin(A).(uxv) + cos(A).v = sin(A).w + cos(A).v

et pour un repére quelconque, elle devient:

exp(Aux).v = (u.v)u + sin(A)[ux(v-(u.v)u)] + cos(A)fv-(u.viul

D'autres propriétés intéressantes sont présentés dans les publications de Jacques-

Marie Hervé [HER75].

Remarquons que l'exponentielle vectorielle ne représente aucunement une
approximation. Une dérivation par rapport au temps de I'expression exponentielle d'un
déplacement quelconque conduit directement a I'équation cinématique correspondante

(voir section 3.1.2) [DUP91].
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3.1.2 Les torseurs de petits déplacements

Le second concept mathématique d'importance employé dans ce travail est la
théorie des torseurs. Soit le solide SO soumis a une translation de vecteur t et & une

rotation infinitésimale d'amplitude B autour de I'axe de vecteur unitaire u centré sur m,

(R(B,u)) (voir Figure 3.2).

Figure 3.2  Illustration d'un corps se déplagant durant une période dt

Le déplacement de (SO) améne le point m, € (S0) au point m,"

m'=m, +t

ou,

m' vecteur (om',) identifiant le point m';

m, : vecteur (om,) identifiant le point m,;

t : vecteur déplacement définissant la translation du point m; au point

m,’.
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Ce méme déplacement améne le point m, € (S0) au point m,' tel que:

m, = m,'+ exp(Bux)(m,m,).

ou,
m,’ : vecteur (om’',) identifiant le point m,';
(m,m,) : vecteur constant liant le point m, au point m,.

Pour des rotations infinitésimales, nous pourrons développer l'exponentielle vectorielle

(exp(... ) ) a l'ordre 1. Ainsi,

m, = m,/ + (m,m,) + Bu x (m,m,),
or,
m, = m, + (m;m,),
m,= m, + (mym,) + t + Bu x (m;m,),

m,'= m, + t + fu x (m m,),
ainsi, les déplacements aux points m, et m, s'expriment de la fagon suivante:

point m;: (m,m,’) = m,' - m, = t=D(m,),

point m,: (m,m,") = m,' - m, =t + fu x (m;m,) = D(m,).
D'ou,

D(m,) = D(m,) + Bu x (m,m,).

Nous pouvons donc caractériser le champ de déplacement en tout point m du
solide (SO)/RO a l'aide de l'opérateur D(m), m € (S0). Cet opérateur est tel que si au

point m, D(m,) est connu et si Bu représente le vecteur de rotation infinitésimale alors

au point m, D(m,) = D(m,) + Bu x (m,m,) (théoréme des moments), on appellera
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Torseur des petits déplacements au point m, le couple {D(m,),8u}. Au point m;, le
torseur s'exprime par {D(m,) = t,fu}, le terme Pu représente la résultante du torseur et

est invariant par rapport a tout point de 'espace. D(m,) est le moment du torseur.

Un torseur de petits déplacements représente donc la résultante et le moment, en
un point donné, d'un champ vectoriel traduisant le déplacement d'un corps (SO) et
respectant le théoréme des moments. Chacun de ces vecteurs peut s'exprimer dans un
espace a trois dimensions orthonormé direct dont les vecteurs unitaires sont illustrés par
les symboles u, v et w (par convention). Nous pouvons donc représenter aisément les
six degrés de liberté exprimant les possibilités de petits déplacements d'un solide S1
auquel est attaché le référentiel R1 par rapport a un solide SO auquel est attaché le
référentiel RO. Les trois translations s'expriment par le vecteur moment du torseur

calculé au centre de rotation et les trois rotations s'expriment par le vecteur résultant.

Selon les hypothéses sous jacentes au concept du torseur de petits déplacements,
tout mouvement d'amplitude infinitésimal d'un corps solide indéformable peut se
représenter par un "vissage" infinitésimal. Compte tenu de cette approximation, il est
clair que nous devons nous soumettre & quelques limitations. La méthode proposée ne
peut s'appliquer en effet qu'a des rotations infinitésimales dont 1'angle n'excéde pas 5
degrés [DUP91]. Au-dela de cette limite, I'erreur sur I'approximation devient trop

élevée.

Notre intention est de mettre au point une procédure d'analyse pour les systémes
mécaniques dont les composantes sont soumises a de faibles variations dimensionnelles
autour d'une position_nominale ou moyenne. La méthode vectorielle d'analyse des
erreurs mécaniques et des jeux perd de son efficacité pour les produits ou les
dispersions dimensionnelles et géométriques sont importantes. En fait, I'emploi de cette
procédure d'analyse n'a d'intérét que pour les produits dont les tolérances et Ies jeux sont

critiques pour la fonctionnalité [DUP91]. Nous verrons au chapitre 5.0 "Validation de
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la méthodologie" (section 5.2) que les erreurs générées par l'approche différentielle et
par la méthode de I'exponentielle vectorielle, conduisent a des déviations similaires par

rapport a l'erreur mécanique calculée analytiquement.

Afin de simplifier les développements mathématiques qui suivent, nous allons
établir une convention dans la notation des torseurs. Nous définissons le torseur {T}

exprimé dans le référentiel ref et appliqué au point O de la fagon suivante:

et matriciellement,

X &

Dyro={ v B
Z Yy *io0

Posons un torseur {T} composé d'un champ constant (résultante du torseur) R(T)
et d'un champ de moments M(m,T) tel que M(b,T) = M(a,T) + R(T) x (ab). Nous
dirons que R(T) et M(m,T) sont les éléments de réduction au point m du torseur {T}

défini dans le référentiel ref [AGAS86].

Les propriétés mathématiques les plus importantes des torseurs sont les suivantes

[AGAS6,SPE93]:

- un torseur est complétement défini par ses éléments de réduction en un point

quelconque de l'espace;

- la résultante est un invariant du torseur c'est-a-dire, que sa direction, son sens

et sa grandeur ne varieront pas quelque soit le point choisi dans l'espace;
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- l'automoment R(T).M(m,T) est un invariant scalaire du torseur; Pour tous

points m,n : R(T).M(m.,T) = R(T).M(n,T)

- le champ de moment d'un torseur est équiprojectif. Pour tous points m,n :

M(m,T).(mn) = M(n,T).(mn)

Les principales opérations sur les torseurs sont [AGA86]:

-

Egalité de deux torseurs,

{T1} e = {T2}rpm OB
R(T1) = R(T2)
M(m,T1) = M(m,T2)

Somme de deux_torseurs
{Theom = {Tl}egm + {T2}epm OU
R(T) = R(T1) + R(T2)
M(m,T) = M(m,T1) + M(m,T2)

Produit d'un torseur par un scalaire,

{T}eom = X-{T1}5m OU
R(T) = X.R(T1)
M(m,T) = X M(m,T1)

Rappelons que cette derniére opération est:
- associative pour la multiplication des scalaires;
- distributive par rapport a I'addition des scalaires;

- distributive par rapport a l'addition des torseurs.
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TRANSPORT

Le macro-opérateur "TRANSPORT" constitue le calcul de I'effet d'un torseur en
un point b lorsque ce méme torseur est défini au point a. Il n'est qu'une reformulation
du théoréme des moments sous forme d'un opérateur. Voici la représentation

symbolique du transport d'un torseur (Figure 3.3).

ou, d = au + bv + cw = (AB) exprimé dans ref, peut étre obtenu par combinaison de

déplacement en transiations et en rotations.

Xp Gp X, ay a a,]

Y Bs = | Ya+|By x b B4

Zp Yp »efiB %y Ya ¢ Yaveri B
Xp &p x, + P -v,0 &y

¥z Bs Ya *t Ya8 - | By

Zp Yp refiB 3y +ab-pa Ya ¥/ B
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Figure 3.3  Transport du torseur {T} du point A au point B

Changement de Référentiel,

Le "Changement de Référentiel” permet comme son nom l'indique, d'exprimer
adéquatement le torseur dans un référentiel compatible avec I'expression des erreurs et
des jeux. Notons que l'action du changement de référentiel s'effectue par 'action de

transformations de type rotation (Figure 3.4).

*Changement de Référentiel
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Le vecteur A contient les transformations angulaires exprimées de la fagon suivante:

A= (Ou + Lv + nw).

(R)
(M)

ou encore,
R =
M) =
finalement,
R) =
M) =

Figure 3.4

(TXR)
(TYM)
ou, (M : transformation de I'opérateur exponentiel vectoriel;
(R) résultante du torseur initial;
™M) moment de la résuitante du torseur initial;
RHY résultante du torseur final;
M) moment de la résultante du torseur final.

(exp(8ux).exp(Cvx).exp(mwx)) . (R)
(exp(Sux).exp(Gvx).exp(nwx)) . (M)

(exp(Bux).exp(Cvx).exp(nwx)) . (Xu + Yv + Zw)
(exp(8ux).exp(Cvx).exp(nwx)) . (cu + Bv + yw)

Changement de Référentiel du torseur {T} du réf. A au réf B
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Nous venons de présenter I'ensemble des propriétés et des opérations qui sont
utilisées dans I'élaboration de la procédure d'analyse des erreurs et des jeux de systémes
mécaniques. Nous décrivons dans la section 3.2, comment les tolérances et les jeux

doivent étre modélisés en utilisant les outils mathématiques proposés.

3.2 Tolérances et Jeux

Toutes les composantes d'un assemblage contiennent des erreurs dimensionnelles
et des erreurs géométriques. Pour réaliser I'assemblage de ces composantes, il est
habituellement nécessaire d'introduire des jeux. Toutefois, une trop grande abondance
de jeux diminue la qualité du fonctionnement de 'assemblage. Les tolérances et les

jeux sont intimement liés.

Tolérances

Les tolérances dimensionnelles et les tolérances géométriques représentent les
défauts géométriques admissibles sur les composantes mécaniques dans une situation
réelle. Ces défauts sont, comme nous I'avons déja mentionné, des déviations par rapport
a la situation nominale de ces mémes composantes mécaniques. De ce fait, nous
pouvons imaginer une tolérance comme une déviation physique du référentiel d'un objet
par rapport a sa position nominale ou sa position moyenne. Cette déviation de nature
infinitésimale, peut s'exprimer suivant les six degrés de liberté d'un espace a trois
dimensions. En effet, la position d'un référentiel dans I'espace peut toujours étre définie
par trois rotations et trois translations. Cette définition de la tolérance d'un objet montre
l'intérét que nous portons a employer les torseurs de petits déplacements. Cet outil
mathématique est utilisé pour analyser de petits déplacements tels que ceux introduits
par les tolérances géométriques et par les tolérances dimensionnelles. La figure 3.5

donne une représentation de l'utilisation d'un torseur pour définir une tolérance.
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. - pd

solide

Figure 3.5  Représentation d'une tolérance dimensionnelle par un torseur

Nous savons maintenant que les torseurs de petits déplacements permettent de
définir les erreurs sur une composante. Il est habituellement nécessaire d'établir un
systéme de contraintes pour en compléter leur définition. En effet, les torseurs sont des
expressions vectorielles générales. Ces contraintes permettent donc de délimiter leur
action dans l'espace. Elles permettent également d'exprimer mathématiquement les
relations entre chacun des degrés de liberté. Ces relations établissent les limites
physiques des erreurs exprimées sur les composantes. Quelques auteurs ont défini des
modéles mathématiques pour chacun des groupes de défauts géométriques et chacun des
groupes de jeux [CLE94]. Nous nous sommes donc inspirés de leurs travaux pour

établir nos systémes de contraintes.

Nous devons présenter quelques exemples pour illustrer 1a modélisation des

tolérances grace aux torseurs de petits déplacements. Définissons trois cas standards de
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tolérancement soient: une tolérance dimensionnelle, une tolérance d'orientation et une

tolérance de position telles qu'illustrées a la figure 3.6.

La tolérance dimensionnelle se définit d'abord par un torseur de petits
déplacements positionné sur un point appartenant a l'un des deux plans de référence
associé & la dimension nominale (ou moyenne). Le référentiel du torseur est ensuite
défini dans un repére ou I'axe principal est orienté normalement au plan de référence.
Finalement, un vecteur d'erreur dimensionnelle est défini grice au torseur tel que
présenté a la figure 3.6. Comme nous I'avons dit précédemment, certaines contraintes
doivent étre développées de maniére a limiter la plage des erreurs. Ainsi, nous

définissons, pour cette tolérance, I'inéquation suivante:

{x, <X

Elle exprime la limite physique que peut adopter la tolérance dimensionnelle.

La tolérance d'orientation illustrée a la figure 3.6 correspond & une tolérance de
parallélisme. Elle comporte une composante en translation et deux composantes en
rotation. En effet, une telle tolérance est formée de deux plans limites entre lesquels
le plan réel peut se trouver. Ce plan réel peut donc étre soumis a une combinaison de
rotations autour des axes définis par les vecteurs unitaires v et w et de translations sur
'axe défini par le vecteur unitaire u par rapport a sa situation nominale elle méme
définie par x,. Notons qu'il existe un couplage entre ces degrés de libertés. En effet,
une translation ne peut étre maximale lorsqu'il existe un défaut angulaire. Le couplage
de ces degrés de liberté est exprimé par le systéme d'inéquations présenté ci-dessous.
Nous constatons également dans I'exemple, qu'une erreur de parallélisme affecte I'erreur
dimensionnelle. Les deux tolérances sont couplées car elles affectent l'erreur associée
a la méme dimension nominale (ou moyenne). Ce couplage est défini dans le systéme

d'inéquation ci-dessous.
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x.+°'g°‘ sx (Couplage entre i wiérance dimensionnelie et la wiérance de paraliéiisme)
2z, + Pk + Y.H < 0.001 (Equation de couplage générale)

pzs°-‘:°' (Si nous négligeons ks transiation et la rowazion sur W)
usL:‘l_ (SE mous négligeons ks transiation et ka rosasion sur v)
&‘o.:n (S mous ndgligeons les rotarions)

L
Le plus souvems, x, ~ 0

La tolérance de position—de la figure 3.6 permet d'établir l'erreur sur la position
d'un trou cylindrique. Elle comporte deux composantes en translation et deux
composantes en rotation. L'axe du trou doit étre positionné a l'intérieur d'une région
cylindrique dont I'axe de symétrie de la géométrie est orientée selon le vecteur unitaire
w. La tolérance de position nécessite également la mise en place d'un systéme
d'inéquations. En effet, il existe un couplage entre les degrés de liberté du torseur
comme nous l'avons explicité précédemment pour la tolérance d'orientation. De plus,
ces inéquations permettent d'introduire l'effet de I'environnement sur la tolérance tel que

la profondeur h du trou de la figure 3.6. Voici ce systéme d'inéquations:

(@2, + DA + s + e < 0.0082 (Equation géntrale de couplage)
c,s°':°5 (5¢ mous négligeons les mansiarions et la roation sur v)
“’50.(:35 {Si nous adgligeons les tramsiavions et la rosation sur x)
2 + ¥ < 0.005%4 (Si nous négligeons les rotations)

.

La décision relative a la négligence des mouvements en rotation ou des
mouvements en translation est déterminée par la nature du probléme. II faut considérer
. lI'importance des moments générés par les TRANSPORTS des erreurs. Par exemple,

nous pouvons négliger les erreurs angulaires lorsque les erreurs longitudinales sont plus
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importantes et vice-versa.

La nature des contacts entre les piéces affecte l'action des TRANSPORTS sur
les tolérances géométriques. Ainsi, lorsque les contacts plans dominent les contacts
cylindriques de certaines liaisons, 'effet des bras de levier peut étre négligé car l'erreur

angulaire est compensée.
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EEL mu...;[? :L u..h.uE EL

(Les coefficients doivent étre interprétés en + ou en -; La référence de déplacement correspond aux

dimensions nominales ou moyennes et on exprime un écart par rapport a la position de référence.)

Figure 3.6  Tolérances dimensionnelles et tolérances géométriques modélisées par les

torseurs de petits déplacements
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Jeux

Les jeux se présentent comme des micro-degrés de liberté entre deux piéces
d'une liaison mécanique ou comme les petits déplacements permis a une piéce 1, a partir
de sa position nominale, par rapport a une piéce 2 au sein d'une liaison mécanique. Les
composantes de ces micro-degrés de liberté peuvent étre obtenues par le torseur dual
du torseur cinématique de chaque liaison par emboitement. En effet, ces jeux ne
peuvent s'exprimer que dans les directions complémentaires des directions cinématiques
compatibles avec la liaison. Voici la représentation mathématique adoptée pour définir

les torseurs de jeu:

U hegae = 1 s F; begue

ou,

£3:} et : torseur de jeu d'indice i défini au point M dans le
référentiel ref,

A : vecteur résultant du jeu;

. : vecteur moment de la résultante du jeu.

Nous définissons les jeux mécaniques comme les dimensions nominales ou
moyennes de solides virtuels a corps parfaitement déformables par opposition aux
dimensions nominales (ou moyennes) des solides réels & corps non déformable. En
d'autres mots, les jeux ne peuvent résister a I'effort. Tout comme les solides réels, les
Jeux possédent une dimension nominale (ou moyenne) et des tolérances. La figure 3.7
présente un exemple de solides virtuels soumis a un effort F. Ainsi, dépendamment
du sens de l'effort, un solide virtuel particulier est comprimé. La situation "avant"
illustre le cas ou le solide virtuel 2 est écrasé. La situation "aprés" illustre le cas ou e

solide virtuel 1 est écrasé.



Figure 3.7

Solide
virtuel 2

Solides virtuels soumis a un effort F
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11 est donc possible d'employer le méme outil mathématique pour définir les "tolérances”

associés aux jeux, que celui employé pour définir les tolérances associées aux surfaces

des solides réels soient les torseurs de petits déplacements. La figure 3.8 illustre un

exemple de modélisaion du jeu dans une liaison pivot par torseur de petits

déplacements.
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Contraintes:
[ i o0
e
Bru < A [1}-’@’[’-" ".L
T < ‘% Y U
]1-2 * 2,.2 < jelj4
@i * B + Ry + Vo) < JF
note: Pour chacune des composantes du torseur dual du torseur cinématique,

un micro-degré de liberté existe.

Figure 3.8  Modélisation d'un jeu par torseur de petits déplacements

Tout comme les torseurs employés pour définir les défauts géométriques, les
torseurs de jeux nécessitent l'introduction de contraintes limitant la plage de valeurs
admissibles. La figure 3.8 présente un pivot avec son systéme d'inéquations. Nous
constatons que les contraintes sont de méme nature que celles définies pour la tolérance

de position de la figure 3.6.
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Remarquons que les serrages peuvent également étre modélisés par les torseurs
de petits déplacements. Ceux-ci sont définis de la méme fagon que les tolérances
géomeétriques. En effet, nous pouvons considérer un serrage comme un jeu ayant été
fixé instantanément dans une position donnée a l'intérieur d'une enveloppe d'erreurs

admissibles.

Le tableau suivant (Tableau 3.1) donne pour les cas de liaisons cinématiques

standards les torseurs de petits déplacements modélisant les jeux.

Tableau 3.1: Liaisons cinématiques standards (AFNOR NSE 04-015 / ISO 3952)

r_ﬁ_——_-k .

Symbolisation
normalisée (sur jes 2

Torseurs de jeux

vecteur unitaire u

\ glissiére d’'axe de
i

{J}RM):{J. ."P}.,qo
i=yv+aw
¥=qu+ fv+yw

enet et e—— eyl

e — —— T T

annulaire d'axe de
vecteur unitaire v

j=zw +xu

glissiére hélicoidale
d'axe de vecteur

S

 {Jleeo = {§ > Ploeno
jsyv+zw+xu

|
|
j i
| | B =G, ¥
pivot d'axe de vecteur | ‘ —l i {_}nﬂo =U: Yo
unitaire v } ¢ —'-1—"1 j=xutyv+aw
\ 5 | ¥=au+yw I
| .
- N [ | [ | {J} ={j, ¥}
pivot glissant d’axe de |} ; | 1 w0 » Lieepo
vecteur unitaire v i ¢ ; R I . {P ‘_"::f‘:w
| i 1
J\ ‘ i {J}mﬂﬂ =1{j, T}nm
rotule i g i n . i l:y==x;; + yv + zw
- 5 | |
linéaire } b (Fevo = {§ - Plooo i
| Q|+ |
f E
| |
l |
L |

unitaire a

¥ =fv+yw

Nous présentons a la section 3.1 les prérequis essentiels a la compréhension des

travaux résumés dans ce mémoire. Nous présentons a la section 3.2, comment les
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modéles mathématiques sont utilisés pour décrire les tolérances et les jeux mécaniques.

Conclusion

Nous voyons rapidement les raisons qui nous ont mené a utiliser les torseurs de
petits déplacements pour l'analyse des dispersions et des jeux mécaniques. En effet, cet
outil permet 'uniformisation des manipulations mathématiques d'analyse. Nous pouvons
cumuler et transformer les tolérances dimensionnelles, les tolérances géométriques et les
Jeux griace aux mémes outils de calculs vectoriels. Les-transformations exponentielles
permettent d'exprimer les changements de référentiel et les TRANSPORTS. Les
torseurs expriment les tolérances et les jeux dans un format vectoriel compatible avec
ces transformations exponentielles. Contrairement a la méthode différentielle, qui ne
permet pas une intégration facile de toutes les composantes d'erreurs, la méthode qui
sera présentée au chapitre 4.0 donne la possibilité d'accumuler conjointement les erreurs
dimensionnelles et les erreurs géométriques. Grace a cette accumulation, nous évaluons
I'effet de chacune des dispersions mécaniques sur l'etreur totale ou sur les conditions
fonctionnelles choisies. Nous aurons alors fait le pont entre le caractére local des
défauts géométriques et des jeux et le caractére global du fonctionnement du

mécanisme.

La direction et le sens des vecteurs résultants des torseurs peuvent étre employés
pour contenir ['orientation et la valeur min/max des tolérances et des jeux. L'obtention
d'un "maximum"” global ou d'un "minimum" global d'une accumulation de tolérances est
par conséquent, une combinaison appropriée des vecteurs résultants locaux d'erreurs
agissant dans un sens propre a chacun d'eux. L'évaluation du poids relatif de chacune
des composantes d'erreurs s'obtient par la comparaison des vecteurs correspondant les
uns avec les autres comme nous le présentons au chapitre suivant. Cette comparaison
est réalisée sur la direction de la condition fonctionnelle ou sur tout autre direction de
référence. Le chapitre 4.0 décrit le modéle mathématique vectoriel employé au cours

de I'analyse des tolérances et des jeux.
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40 MODELE D'ACCUMULATION DES ERREURS ET DES JEUX DANS UN
MECANISME

Ce chapitre présente le modéle de calculs vectoriels proposé pour effectuer
I'analyse des erreurs mécaniques. Ce modéle permet d'évaluer et de contrdler chacune
des erreurs et chacun des jeux tout en respectant certaines conditions d'assemblage ou

certaines conditions fonctionnelles.

Que ce soit pour satisfaire l'assemblabilité des composantes d'un systéme
mécanique ou pour satisfaire une condition fonctionnelle entre deux composantes, il faut
dans tous les cas identifier la boucle cinématique dans laquelle les composantes
considérées sont intégrées. Cette recherche suppose l'usage de méthodes d'analyse des
cycles au sein d'un graphe. Deux types de graphes sont employés pour réaliser ces

analyses: les diagrammes de liaisons et les diagrammes explosés de liaisons.

Les diagrammes de liaisons sont composés de piéces ou des sous-ensembles
mécaniques fondamentaux unis grice a de multiples liaisons. Ces diagrammes
perrnetteﬁt d'identifier efficacement les cycles fonctionnels nécessaires au mécanisme
étudié. Ils permettent également de mieux visualiser le fonctionnement global des
systémes mecaniques et facilitent l'identification des composantes fondamentales. Ces
diagrammes de liaisons sont définis dans plusieurs ouvrages [BER70] et ne sont donc

pas décrits en détail dans ce mémoire.

Les diagrammes explosés de liaisons sont formés par l'ensemble des piéces,
reliées les unes aux autres par des liaisons élémentaires de contact unissant les surfaces
fonctionnelles associées. Ces diagrammes illustrent donc I'ensemble des composantes
fonctionnelles d'un mécanisme. Ils sont employés dans le but d'identifier avec précision
les relations existantes entre les différentes composantes d'un mécanisme. Ils permettent

également de faciliter la recherche des tolérances et des jeux a l'intérieur de chaque
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cycle fonctionnel comme nous le présentons au chapitre 6.0. Ces diagrammes sont

congus pour organiser I'information de fagon i permettre I'automatisation de I'analyse

des cycles fonctionnels.
Les cycles fonctionnels étant détectés, deux cas vont alors se présenter:

1- recherche de l'assemblabilité: dans ce cas, le cycle a I'étude doit étre ouvert sur
une de ses liaisons au point dit, de coupure. La coupure se fait le plus souvent
sur la liaison la moins contrainte du cycle. La recherche de l'assemblabilité est
donc une vérification de I'existence d'une condition de compatibilité géométrique
de fermeture de cycle suffisante pour la réussite du montage des composantes

de la boucle du mécanisme étudié.

2- satisfaction d'une condition fonctionnelle: le choix de Ia liaison ou se fera la
coupure est automatique puisque défini par la condition fonctionnelle. La
satisfaction d'une telle condition peut étre employée pour valider le choix des

tolérances dans un mécanisme quelconque.

Une coupure étant définie, il faut procéder au choix du solide origine sur lequel
sera défini le référentiel global d'analyse. Cette piéce est-choisie le plus souvent sur le
béti de la machine étudiée ou bien sur un des éléments de la liaison cinématique la plus
contrainte (nombre de degrés de liaison le plus élevé). Le choix de ce solide d'origine
se justifie par le fait qu'il représente pour le premier cas, la structure sur laquelle repose
toutes les autres composantes et dans le second cas, I'élément de référence nécessaire
au fonctionnement du mécanisme. Le cycle est alors décomposé en deux sous-chaines
cinématiques partant toutes deux de la piéce origine et se terminant sur la coupure.
Nous nommons ces sous-chaines: demi-boucles car ils représentent un des deux parcours

pour réaliser le bouclage lors d'une analyse.
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Nous présentons a la section 4.1 les modéles mathématiques utilisés pour étudier
les mécanismes dans les deux cas d'analyse envisagés soit la recherche de
I'assemblabilité et la satisfaction d'une condition fonctionnelle. Nous discutons
briévement & la section 4.2 de la procédure d'analyse a suivre lorsqu'un mécanisme a
boucles multiples est étudié. Nous présentons & la section 4.3, la méthode employée
pour définir les référentiels d'analyse. Nous résumons a la section 4.4, la procédure

systématique a suivre lors d'une analyse.
4.1 Conditions fonctionnelles et assemblabilité

Cette section décrit les modéles mathématiques permettant de prendre en compte
les effets des conditions fonctionnelles sur le résultat de l'assemblage. Ces mémes
modéles mathématiques sont employés pour réaliser I'étude des erreurs et des jeux
mécaniques a l'intérieur des boucles fonctionnelles, lorsque I'objectif est de vérifier

I'assemblabilite.

Nous devons définir un nouvel opérateur mathématique pour présenter

I'inéquation principale:

-Opérateur de projection vectoriel (®):

Cet opérateur définit la projection vectorielle d'un torseur quelconque {J;} g Sur
un torseur {T,;} o - Il ne correspond en fait, qu'a un simple produit scalaire des
vecteurs résultants et des vecteurs moments de torseurs quelconques. Il est
employé pour aligner les jeux de chacune des liaisons avec les vecteurs d'inter-

efforts associés. En effet, les jeux ne peuvent agir que selon cette direction.

Ayant défini cet opérateur, il est maintenant possible de formuler I'inéquation
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d'analyse des accumulations des jeux et des défauts géométriques en fonction des

conditions fonctionnelles et des contraintes fonctionnelles:

q=1.s r=1.1

( E ED e = Em@,t,a)@(c},,,

i=1..n Jj=l.m

E UM} ® T}, * E UD) ® w;,,,]mm,,,,

+ : Si nous cherchons a vérifier I'assemblabilité et que nous

supposons les piéces a l'état maximum de matiére pour les

éléments dimensionnels tolérancés (avec J;, et B, ).

- : Si nous cherchons a vérifier une condition fonctionnelle et que

nous supposons les piéces a I'état minimum de matiére pour les

éléments dimensionnels tolérancés (avec I, et B,,,).

note : les bomnes introduites par cet état pour une cotation ® nont

pas €té pris en compte.

ou,

{E™,} rem : torseur d'erreurs dimensionnelles et d'erreurs

géométriques associé a la demi-boucle "x". "y" est

I'indice de la composante sur laquelle I'erreur est

appliquée. Ce torseur est défini au point M dans le

référentiel ref;
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'

{39, et : torseur des jeux associé a la.demi-boucle "x" pour
chacune des liaisons d'indice "y". Ce torseur est
défini au point M dans le référentiel ref;

{Clreont : torseur de la condition fonctionnelle a satisfaire sur
la liaison de coupure.

{T®, }reom : torseur d'inter-effort d'une liaison d'indice "y",
possédant un jeu et contenue dans la demi-boucle
"x". Ce torseur est défini au point M et dans le

référentiel ref:

s : nombre de composantes dans la demi-boucle 1;
t : nombre de composantes dans la demi-boucle 2;
n : nombre de liaisons dans la demi-boucle 1;
m : nombre de liaisons dans la demi-boucle 2.

Remarquons que cette inéquation n'est pas suffisante pour définir complétement
les relations entre les jeux, les défauts géométriques et les conditions fonctionnelles.
Nous devons introduire les systémes de contraintes qui sont préalablement définis pour
chacune des tolérances et chacun des jeux. De plus, la vérification de I'assemblabilité
ou la vérification du fonctionnement d'un mécanisme, nécessite l'interprétation de

l'inéquation sous une forme convenable.

Notons également que les dimensions nominales (moyennes) du cycle fonctionnel
doivent respecter sa condition de fermeture géométrique. Cette condition s'exprime par

I'équation suivante :

q=1.s r=1..t

Z (Dim™ ) = Z Dim®) = 0
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(Dim™) : vecteur déplacement des dimensions nominales des
composantes "y" associées a chacun des demi-boucles
fonctionnelles "x";

s : nombre de composantes dans la demi-boucle 1;

t : nombre de composantes dans la demi-boucle 2.

Dans le cas ot les jeux considérés dans le mécanisme sont jugés négligeables,

I'inéquation d'analyse vectorielle des erreurs peut se réécrire de la fagon suivante:

q=1.s r=1..t
z EN Y = E{E@,},,,,, ®{Clyy < (Clhp

Enfin, si la liaison de coupure est une liaison forte (liaison par emboitement), la
condition fonctionnelle s'exprime alors par le torseur jeu dans la liaison. Si les jeux
sont supposés négligeables dans ces conditions, l'équation s'écrira de la maniére

suivante:

q=1.s r=1..t

Z ED} = E ED) e | =10}

Dans ce contexte, seule I'égalité est acceptable car autrement I'assemblage ne

pourrait étre réalisé.

Cette condition peut étre retrouvée dans le cas du test d'assemblabilité avec les
mémes hypothéses. Ainsi, pour un mécanisme a simple boucle, elle peut étre utilisée
pour étudier les variations d'une variable de position attachée a un mouvement de sortie
en fonction des variations dimensionnelles des composantes du mécanisme et en

fonction de la variable de position attachée 4 un mouvement d'entrée. C'est avec cette
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condition, que nous développons l'exemple du générateur d'équations a quatre

membrures, présenté au chapitre 5.0.

Nous avons présenté dans cette section, les modéles mathématiques employés
pour réaliser une analyse des erreurs et des jeux en respectant les conditions
fonctionnelles et les conditions d'assemblage pour une boucle fonctionnelle unique et

ce, de deux maniéres différentes:

1. soit en respectant simultanément les conditions fonctionnelles et les

conditions d’asse;nblage;
2. soit en respectant les conditions fonctionnelles ou les conditions

d'assemblage.

Remarquons que la vérification des conditions fonctionnelies et des conditions
d'assemblages sont réalisées simultanément. En effet, ces deux contraintes sont

complémentaires l'une de l'autre.

Nous discutons briévement a la sous-section suivante de la procédure a suivre

dans le cas ou plusieurs boucles fonctionnelles sont prises en compte.

4.2 Boucles fonctionnelles multiples

Les mécanismes sont habituellement définis par plus d'une boucle fonctionnelle.
En effet, il existe peu de modéle comme celui du générateur d'équations a2 quatre

membrures, présenté au chapitre 5.0, qui posséde une seule boucle fonctionnelle.

La premiére étape de l'analyse d'un mécanisme possédant plus d'une boucle,
débute par la reconnaissance de ses cycles fonctionnels. Cette étape est franchie lorsque

le diagramme explosé des liaisons est complété. Comme nous l'avons déja exposé,
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celui-ci illustre I'ensemble des liaisons et relations existantes entre chacune des
composantes fonctionnelles du mécanisme. Par la suite, I'analyse est réalisée, sur
chacune des boucles, en employant la méthode vectorielle proposée. Toutefois, lorsqu'il
y a couplage entre certaines branches des cycles fonctionnelles quelques précautions
doivent étre prises. Des contraintes sont introduites de facon a rendre compatible les
torseurs de tolérancement et les torseurs de jeux associés a ces branches communes.
Ces contraintes sont résolues avec les systémes d'inéquations générées lors du parcours
de tous les cycles fonctionnels. Signalons que nous n'avons pas poussé plus avant notre

étude sur cet aspect du probléme.
4.3  Référentiel proposé

Chacun des torseurs modélisant un jeu ou une tolérance doit étre positionné et
orienté de maniére a faciliter la mise en équation initiale et finale. Les torseurs sont
donc organisés localement sur chacune des composantes incluses dans l'analyse. Le
choix de la position et de l'orientation des référentiels est effectué de fagon naturelle.
Ainsi, dans le cas du générateur d'équations a quatre membrures, ces référentiels ont été
positionnés a la premiére extrémité de chacune des membrures et orientés de maniére
a ce que la direction du vecteur unitaire u soit toujours paralléle 3 la direction de ces
demiéres. La figure 5.2 du chapitre 5.0 présente un exemple de cette organisation des
référentiels. Cette méthode de positionnement des référentiels semble suffisante compte

tenu des résultats observés aux chapitres 5.0 et 6.0.

4.4 Résumé de la procédure d'analyse

Voici le processus employé pour_l'analyse de la propagation des erreurs
mécaniques et des jeux. Evidemment, cette procédure n'est valable que pour l'analyse
d'une seule boucle fonctionnelle. Les étapes de cette procédure seront légérement

différentes dans le cas d'une analyse d'un mécanisme a boucles multiples.
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Création du diagramme des liaisons afin de visualiser le fonctionnement
du mécanisme, d'identifier les boucles fonctionnelles et de cemer les
composantes essentielles.

Définition de la condition fonctionnelle et (ou) de la condition
d'assemblage.

Choix de la liaison de coupure en respectant la définition de I'étape 2.
Création du diagramme explosé des liaisons sur chacune des boucles. Ce
diagramme permet d'organiser les référentiels d'analyse et d'identifier les
tolérances dimensionnelles, les tolérances géométriques et les jeux qui
sont considérés. Ce diagramme permet également d'observerl'écoulement
du flux fonctionnel.

Identification des tolérances et des jeux (voir étape 4).

Identification des référentiels locaux d'analyse (voir étape 4).

Choix d'un référentiel global d'analyse.

Définition des torseurs de tolérancement et de jeux a chacun des
référentiels locaux.

Définition des inéquations associ€es aux contraintes de modélisation des
tolérances géométriques et des jeux.

Définition du torseur de la condition fonctionnelle ou de la condition
d'assemblage.

Recherche du parcours pour I'écoulement du flux fonctionnel.
Accumulation des torseurs selon I'équation présentée a la section 4.1.

Résolution.

Nous présentons dans ce chapitre, le modéle mathématique développé pour

atteindre les objectifs visés par ce travail de maitrise. Nous discutons également des

méthodes employées pour définir les référentiels et imaginons de quelle maniére les

mécanismes a boucles multiples sont résolus. Nous présentons a la derniére section, les

étapes de la procédure d'analyse. Nous présentons au chapitre suivant, les résultats des
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travaux réalisés, en vue de la validation du modéle mathématique d'analyse vectorielle

des erreurs et des jeux mécaniques.
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5.0 VALIDATION DE LA METHODOLOGIE

Nous allons présenter dans ce chapitre un exemple de développement
mathématique illustrant 'utilisation de la procédure d'analyse vectorielle des erreurs des
systémes mécaniques. Nous avons choisi d'effectuer notre démonstration a l'aide d'un
modele trés bien connu: le générateur d'équations a quatre membrures. En effet, un
grand nombre d'auteurs ont réalisé des travaux sur ce modéle, ce qui facilite

I'évaluation de la méthode d'analyse proposée.

Figure 5.1  Générateur d'équations a quatre membrures
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Pour valider Ia méthodologie présentée au chapitre 4.0, la section 5.1 débute par
une définition du probléme. Ainsi, le générateur d'équations a quatre membrures est
analysé de fagon a établir les inéquations mathématiques nécessaires a la résolution du
probléme. Nous présentons a la section 5.2, les résultats expérimentaux obtenus. Ces
résultats permettent de comparer la méthode d'analyse différentielle a la nouvelle

méthode vectorielle qui est proposée dans ce mémoire.

5.1  Définition du probléme

Fenton, Cleghorn et Fu [FEN89,CLE93,FU88] ont réalisé quelques travaux a
l'aide du générateur d'équations 3 quatre membrures. Nous nous servons de leurs
résultats pour valider notre procédure de calcul. Pour respecter les paramétres d'analyse
employés par cette équipe [CLE93,FU88], nous nous limitons a des erreurs
dimensionnelles sur les membrures 1,2,3 et 4. Les développements mathématiques qui
sont présentés dans ce chapitre permettent de calculer l'erreur sur l'angle ¢ (sortie)
lorsqu'un angle 0 (entrée) est donné. Nous placons la coupure au noeud 3 (Figure 5.1)
du générateur et choisissons de placer le solide d'origine au noeud 4 lié au sol. Le
référentiel global est lié au solide d'origine. La figure ci-dessous montre de quelle fagon
les référentiels locaux sont positionnés dans l'espace et comment nous réalisons le

bouclage entre la piéce origine et la coupure.

A noter que chacun des torseurs d'erreurs posséde un référentiel propre de

maniére a exprimer les erreurs selon I'axe du vecteur unitaire approprié.
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Comme nous l'avons mentionné précédemment, nous devons effectuer
I'accumulation des erreurs en parcourant chacune des deux demi-boucles présentées a
la figure 5.2. Remarquons que chacun des vecteurs d'erreurs est orienté dans le sens
du parcours de chacune des demi-boucles soit: de l'origine vers la coupure. Les caiculs
d'accumulation (transports et changements de référentiel) servent a exprimer
adéquatement les torseurs dans un méme référentiel et a calculer I'action des erreurs
mécaniques au point de coupure. Les expresstons symboliques d'accumulations

s'tllustrent comme suit:

1)
Transport
(T Jgmoe =~ 777 { Ty Totpemmpun
d;
CR
{ Ty Iptiongere =777 [Tt It
Fo
Transformation réalisée pour le transport (d,) : T(u,-R,), R(w,8), T(u,R,),
R(w,y-0), T(u,R,).
Aucune transformation pour le changement de référentiel (A,) :
(2)
Transport
(T bor =777 { Ty hpmempune
4
CR
A { T bt
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Transformation réalisée pour le transpornt (d,) : T(u,R,), R(w,y-8), T(w,R,).
Transformation réalisée pour le changement de référentiel () :
T(u,-R1), R(w,0).

3)
Transport
{ Ty Yooy~~~ =~ { Toy termpere
&
CR
{ T hrgompurs =~~~ — { Ty gorm
I
Transformation réalisée pour le transport (d,) : R(w,8), T(u,R,), R(w,y-0),
T(u’RS)'
Aucune transformation réalisée pour le changement de référentiel (A,) :
“4)
Transport
(T hpwaz ~~77 7777 { T hrgtmpere
de
CR
{ Teey brpormpwre ==~~~ ~ { Teq Ingomper
g

Transformation réalisée pour le transport (d,) : T(u,R,).
Transformation réalisée pour le changement de référentiel () :
T(u,-R,), R(w, 6), T(u, R,), R(w,-0+Y).
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&) -
Transpors
(T bz =777 { T Ingcmpre
a5
CR
{ Tm }rﬂﬂ-r ........ { Ty }d--
E™
Transformation réalisée pour le transport (d;) : R(w,y), T(u,R,).
Aucune transformation réalisée pour le changement de référentiel (A) :
(6)
Transport
{ T b ——~"""""" { Tog) Vrgmmpure
dy
CR
{ T hrgtgompure =~ """ { Ty ratompere
e

Transformation réalisée pour le transport (d,) : T(u,R,).
Transformation réalisée pour le changement de référentiel (A, : R(w.$).
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™
Transport
{Tg) bepos =" { T bofcwwpure
z
CR
{ Ty oo =~~~ { Ty bgompens
A

Transformation réalisée pour le transport (d,) : R(w,$), T(u,R,).
Aucune transformation pour le changement de référentiel (A,) :

Les vecteurs locaux d'erreurs sont obtenus aprés développement des expressions

symboliques présentées ci-dessus.

Figure 53  Schéma des vecteurs composants les vecteurs d'erreurs totaux.

vecteur local d'erreurs 1 (v1) - Résultante du torseur {T .} gcoupures
{AR}u + {0}v + {O}w
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vecteur local d'erreurs 2 (v2) - Résultante du torseur {T,.} .scoupur:
{(AR)*cos(®)}u + {(AR)*sin(@)}v + {O}w

vecteur local d'erreurs 3 (v3) - Résultante du torse shreficoupure”

{-AR,*R;*sin(y) + R,*sin(®))}u + {AR,*(R;*cos(y) + R,*cos(@))}v + {O}w

vecteur local d'erreurs 4 (v4) - Résultante du torseur {T 1}, ocoupere:
{-AB*(R;*sin(y) + R,*sin(8))}u + {AO*(R;*cos(y) + R,*cos(8))}v + {O}w

vecteur local d'erreurs 5_(vS) - Résultante du torseur {T s} ccoupare:

{-Ar*R;*sin(y)}u + {Ay*R;*cos(y)}v + {O}w

vecteur local d'erreurs 6 (v6) - Résultante du torseur {T} ccoupur:
{AR *cos(d)}u + {AR,*sin($)}v + {O}w

vecteur local d'erreurs 7 (v7) - Résultante du torseur {T .}, gcoupurc:

{-A9*R,*sin(¢)}u + {Ap*R,*cos(p)}v + {O}w

Les vecteurs locaux d'erreurs composent les deux vecteurs totaux d'erreurs. Les
vecteurs locaux 1 a 5 forment le premier vecteur total d'erreurs (demi-boucle 1) et les
vecteurs locaux 6 et 7 forment le second vecteur total d'erreurs (demi-boucle 2).

L'addition vectorielle des vecteurs locaux d'erreurs peut s'écrire:

AV, =vl +v2 +v3 +v4 + v5

AV, =v6 +v7

En développant I'ensemble de ces équations, nous obtenons les deux vecteurs résultants

des torseurs d'erreurs totaux associés a la demi-boucle 1 et a la demi-boucle 2:
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AV, (demi-boucle 1) - Résultante du torseur {E® .} : -
{ Arl + Ar2cos(0) + Ar3cos(y) - Ayr3sin(y)}u

+

{Ar2sin(8) + Ar3sin(y) + Ayr3cos(y)}v

+

{O}w

AV, (demi-boucle 2) - Résuitante du torseur {E? .} :
{Ar4cos(¢) - Aprasin(d)}u

+

{Ardsin(¢) + Aprdcos(d)}v

+

{O}w

Lorsque la liaison de coupure est une liaison forte (liaison par emboitement), la
condition fonctionnelle s'exprime par le torseur nul ({0}). Si les jeux sont supposés

négligeables, I'équation s'écrira de Ia maniére suivante (section 4.1):

g=1.s r=1..t
1 - =
( E ED ) E {E(”,}d,] {0}
ou,
ref : référentiel d'accumulation des erreurs;
M : point de coupure ou nous réalisons I'accumulation des erreurs;
s : nombre de composantes associées a la demi-boucle 1;
t : nombre de composantes associ€es a la demi-boucle 2.
‘ Dans ce contexte, seule I'égalité est acceptable car autrement I'assemblage ne

pourrait étre réalisé. Les deux vecteurs AV, et AV, doivent donc étre égaux en
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grandeur, en sens et en direction de maniére a respecter la condition de fermeture

cinématique vue précédemment. Nous réécrivons cette équation de la fagon suivante:
AV, - AV, =0

Remarquons que l'équation précédente définie uniquement la fermeture
cinématique des vecteurs résultants des torseurs d'erreurs. Il existe évidemment une
équation similaire pour assurer la fermeture cinématique des vecteurs moments des
torseurs d'erreurs. Nous ne l'avons pas défini considérant qu'elle n'apporte aucune

donnée supplémentaire pour le présent probléme.

Tout comme I'équation d'accumulation d'erreurs, il existe une équation définissant
la fermeture géométrique du cycle fonctionnel des dimensions nominales (moyennes).
En effet, il est nécessaire que l'accumulation des dimensions nominales de chacune des
demi-boucles convergent vers un point de coupure unique. La formulation générale de

cette équation est définie au chapitre 4.0 de la fagon suivante:

q=1.s r=1.1
Yy wim® = Y} om®) = o
ou,

(Dim®,) : vecteur déplacement des dimensions nominales des
composantes "y" associées 4 chacun des demi-boucles
fonctionnelles "x"; ‘

] : nombre de composantes dans la demi-boucle 1;

t : nombre de composantes dans la demi-boucle 2.

Nous reformulons cette équation pour satisfaire la notation choisie:
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V,-V;=0
avec, V,;=T(u,-R,), R(w, 0), T(u, R,), R(w, y-0), T(u, R;).
et, V, = R(w, ¢), T(u, R)).

Pour obtenir I'erreur sur l'angle ¢, nous n'avons qu'a résoudre le probléme
d'égalité des deux vecteurs d'erreurs totaux pour un angle 6 donné. Nous arrivons a

formuler le systéme d'équations suivant:

projection/u:

(AR, +AR,cos(8)+AR ,cos(y)-AyR,sin(y)) -
(AR cos($)-AdR sin(9)) = O
projection/v:

(AR,sin(B)+AR ;sin(y)+AyR;cos(y)) -

(AR sin($)+ApR cos(9)) = 0

Les inconnues du systéme d'équations sont Ad et Ay.
Nous présentons & la section 5.1, la définition du probléme. Nous présentons a

la section 5.2, les résultats de l'expérimentation obtenus i partir des équations de la

définition du probléme. Une discussion suit la présentation de ces résultats.
5.2 Expérimentation

Dans cette section, nous allons vérifier numériquement que les résultats obtenus,
grice & la nouvelle méthode d'analyse qui est proposée dans ce mémoire, permét
d'obtenir des résultats équivalents & ceux obtenus par la méthode d'analyse différentielle.

Ces résultats sont comparés a ceux de la solution mathématique exacte.

La solution exacte est obtenue d'une équation liant I'angle d'entrée a I'angle de
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sortie telle que présentée ci-dessous. Cette équation est extraite des travaux de

recherche de Dhande et Chakraborty [DHA73].

B +C
A = sind
B - cos -
R,
C_R12+R22-R92+R‘2 &we
2R.R, R,
D=+ +B°-C
ou,

représente l'angle d'entrée;

représente I'angle de sortie;

représente la longueur de la membrure 1;
représente la longueur de la membrure 2;
représente la longueur de la membrure 3;

représente la longueur de la membrure 4.

Remarquons que les mémes résultats sont obtenus par l'expression de la

condition de fermeture géométrique sur les nominaux telle que définie précédemment.

C'est d'ailleurs avec une telle relation que nous avons choisi les dimensions nominales

(moyennes) des membrures du générateur d'équations & quatres membrures.

Les termes associés a la méthode différentielle sont déduits par différentiation

a partic de la solution exacte et en s'inspirant des modéles d'équations différentielles

développés par les auteurs Fu, Cleghorn et Fenton [FU88]. Les équations différentielles

. ont été générées et résolues numériquement griace au logiciel de caicul symbolique
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MAPLE V version 2. Par la suite, ces résultats numériques ont été importés dans le
chiffrier électronique EXCEL pour fin de comparaison avec les résultats de la solution
exacte et les résultats de la méthode d'analyse vectorielle. Ces demiers résuitats sont
obtenus grice aux outils informatiques développés au cours des présents travaux de

recherche. Le chapitre 7.0 en présente les éléments principaux.

Nous avons calculé numériquement les erreurs sur ['angle ¢ pour une rotation de
360 degrés de I'angle 8. Nous avons réalisé nos essais en choisissant les paramétres
suivants: R, =10.0, R, = 4.0, R, = 12.0, R, = 10.3923, AR, = +0.05, AR, = +0.05, AR,
= +0.05 et finalement AR, = +0.05. En fait, ces valeurs correspondent aux dimensions
choisies pour des angles 0 = 0 et ¢ = 90 degrés, par les auteurs [FU88] des travaux de
recherche sur lesquels nous comparons nos résultats. La figure 5.1 donne la
signification de ces paramétres. Remarquons que les longueurs nominales des
membrures (R,, R,, R; et R,) sont choisies de maniére a satisfaire la condition
vectorielle de fermeture géométrique. 1l existe 81 (3*) combinaisons possibles d'erreurs
pour un générateur d'équations a quatre membrures, c'est-a-dire, 81 fagons d'organiser
le choix des bornes minimum et maximum des tolérances des quatres membrures du
générateur. La figure 5.4 présente une seule des combinaisons possibles soit le cas ou
AR, = 0.05, AR, = 0.05, AR, = 0.05 et AR, = 0.05. Les essais réalisés montrent que
I'ensemble des 81 combinaisons conduisent & des résultats similaires & ceux obtenus

grace a 'approche différentielle.
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La figure 5.4 illustre trois courbes permettant de comparer les résultats obtenus
par l'approche différentielle, ceux obtenues utilisant les torseurs et la solution exacte.
Nous constatons que la méthode basée sur les torseurs donne des résultats similaires a
celle employant les différentielles. Les trois courbes sont confondues. En effet, nous
constatons que la différence entre les valeurs générées par la méthode différentielle et
les valeurs générées par la méthode utilisant les torseurs est inférieure 4 0.1%. Nous
sommes satisfaits de ces résultats compte tenu que les algorithmes de résolution
employés ne sont pas optimisés. De plus, nous constatons que I'évolution des courbes
de la méthode différentielle et de la méthode par torseur est comparable. En effet, la
différence entre la courbe exacte et chacune des courbes approximatives est trés

similaire en valeur absolue en chacun des points analysés et ce, a 0.1 % pres.

Comme nous I'avons mentionné plus t6t, 'approche par torseur posséde certaines
limites. En effet, il est important que 1'ordre de grandeur des rotations infinitésimales
soient inférieures a 5 degrés. Cette limitation est générée par l'approximation sin(at)~a
qui conduit inévitablement & d'importantes déviations lorsque I'angle devient plus grand
que 5 degrés [DUP91]. Nous avons effectué un essai pour illustrer ce comportement.
L'essai a été réalisé en choisissant les paramétres suivants: R,=1.0, R,=04, R;=12,
R=1.03923, AR,= +0.05, AR, = +0.05, AR;= +0.05, AR,= +0.05 pour des angles 6 =
0 et ¢ = 90 degrés. La figure 5.5 illustre les résultats obtenus.

Nous constatons des déviations importantes engendrées en certains points des
courbes d'approximation des erreurs. Les déviations entre les méthodes d'approximation
(méthode différentielle et méthode par torseur) et ia solution exacte sont importantes
dans la région ou la pente est nulie (d/fx)/dx = 0). Nous obtenons jusqu'a 15% d'erreur
sur la solution exacte en ces points. Toutefois, nous voyons que la courbe générée par
la méthode différentielle et la courbe générée par la méthode employant les torseurs
donnent des résultats similaires malgré la déviation importante vis-a-vis la solution

exacte.
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Conclusion

Les résultats expérimentaux supportent la validité du modéle d'analyse proposé
dans ce mémoire. En effet, il a été possible d'obtenir des résultats trés similaires a ceux
obtenus par 'approche différentielle. Nous constatons d'importantes déviations dans
certaines régions des courbes obtenues lorsque les conditions choistes sont en dehors
des limites d'utilisation prescrites. Toutefois, ces déviations ne sont pas particuliéres a
I'approche d'analyse vectorielle car elles sont également observées pour I'approche

différentielle.

Dans ce chapitre, nous présentons les travaux réalisés de fagon a valider la
méthodologie d'analyse des erreurs proposées dans ce mémoire. Ces résultats
démontrent la validité de nos modéles. Le chapitre 6.0 illustre la résolution d'un cas
pratique de maniére a démontrer l'utilité de la méthode d'analyse vectorielle des erreurs

mécaniques et des jeux sur des modéles d'ingénierie.
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6.0 ANALYSE D'UN CAS PRATIQUE

Ce chapitre présente les travaux réalisés au cours de l'analyse du varnateur
mécanique de vitesse. Ce mécanisme est illustré a la figure 6.1 et son schéma
cinématique, & la figure 6.2. Nous présentons d'abord a la section 6.1 l'étude
préliminaire qui nous a permis de repérer les boucles fonctionnelles. Compte tenu que
l'objectif de la présente étude est de démontrer l'utilité et la validité de la méthode
proposée, nous n'analysons qu'une seule des boucles fonctionnelles. En effet, 'analyse
de chacun des autres cycles peut étre effectuée d'une fagon similaire. Nous présentons
a la section 6.2 le développement des équations vectorielles nécessaires a la recherche
de la solution numérique. Nous évaluons grace a ces équations, I'effet de chacune des
erreurs sur le "backlash”" de I'engrenage conique. Nous présentons a la section 6.3 les

résultats numériques de I'étude.
6.1  Etude préliminaire du mécanisme

L'étude préliminaire débute par la compréhension du variateur mécanique de
vitesse présenté a la figure 6.1 a partir de son schéma cinématique illustré a la figure
6.2. Rappelons que le schéma cinématique permet de définir la fonction principale du
mécanisme et permet de mettre en évidence les composantes fonctionnelles qui lui sont

essentielles.

Le variateur mécanique permet de moduler la vitesse de rotation de l'arbre de
sortie par rapport a la vitesse de rotation de I'arbre d'entrée. Le contréle du rapport des
vitesses est réalisé grace a un systéme de roulement sans glissement de trois rouleaux
coniques, sur un anneau pouvant se déplacer longitudinalement selon !'axe des arbres
de transmission. Les rouleaux coniques sont entrainés par le planétaire d'entrée et leur
rotation est transmise a la couronne, tel qu'illustré sur le schéma cinématique. La
position longitudinale de I'anneau module le rapport des vitesses. En effet, cette
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position détermine le rayon des sections des rouleaux coniques sur lesquelles le
roulement s'effectue. De cette facon, les vitesses sont transformées grice aux relations

suivantes :

@ xr=o,xR

e, o, = g(w,)

et, o, = h(w, d)
ou,
o, : vitesse angulaire des rouleaux coniques;
@, : vitesse angulaire de I'arbre d'entrée;
o, vitesse angulaire de l'arbre de sortie;
X opérateur de multiplication scalaire;
R : rayon du planétaire;
r rayon des rouleaux de la section en roulement sur l'anneau;
d : position longitudinale de I'anneau.

Remarquons, qu'un tel systéme permet d'arréter ou d'inverser le sens de rotation
de I'arbre de sortie par rapport a I'arbre d'entrée. En effet, il existe un point mort ot la
vitesse d'entrainement de l'arbre d'entrée est contrebalancé par la vitesse relative des
rouleaux par rapport 2 ce méme arbre. Dans cette situation, nous observons une vitesse
angulaire nulle pour I'arbre de sortie. Nous pouvons également obtenir une inversion

du sens de rotation de 1'arbre de sortie.
Les engrenages coniques sont essentiels pour le fonctionnement du mécanisme.
Ils sont également difficiles & construire et & assembler. Nous avons donc choisi le

"backlash" de ces engrenages comme condition fonctionnelle a contrdler.

Le diagramme des liaisons proposé a la figure 6.3, compte quatre cycles
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fonctionnels et cinq solides formant le mécanisme. Ces solides sont les composantes,
précédemment identifiées grace au schéma cinématique. Ils sont essentiels a la fonction
du variateur mécanique de vitesse. Remarquons que deux des trois rouleaux coniques
ont été négligés dans le diagramme des liaisons. En effet, I'analyse d'un seul de ces
trois rouleaux permet de déduire les relations mathématiques agissant sur le "backlash”.
Dans le diagramme des liaisons proposé, il existe deux flux fonctionnels affectant la
condition choisie. Seul le flux du cycle 1 est analysé car l'objectif de ce chapitre est
de démontrer la méthodologie. L'analyse des autres cycles s'effectue d'une maniére

similaire.

Pour déterminer les tolérances et les jeux agissant sur la condition fonctionnelle,
il est nécessaire d'établir le diagramme explosé des liaisons tel qu'illustré i la figure 6.4.
Nous déterminons grice a ce diagramme les tolérances et les jeux associées au cycle
1 et agissant sur le "backlash”. Nous présentons i I'annexe III I'ensemble des torseurs

modélisant ces jeux et ces tolérances.
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6.2 Développements symboliques

Nous présentons dans cette section, les développements mathématiques
d'accumulation des torseurs de tolérances géométriques, de tolérances dimensionnelles
et de jeux. Ces développements permettront d'analyser les demi-boucles fonctionnelles

du cycle 1 relatives au "backlash" de I'engrenage conique.

6.2.1 Torseurs d'erreurs et de jeux

Nous avons établi la liste des torseurs d'erreurs et des torseurs de jeux
nécessaires a une analyse adéquate du variateur mécanique de vitesse. L'annexe III
contient la description détaillée des torseurs utilisés au cours de 1'analyse du "backlash"
de I'engrenage conique. Ces torseurs sont définis et positionnés sur les plans fournis
a I'annexe I. Remarquons que chacun des vecteurs d'erreurs est orienté dans le sens du
parcours de sa demi-boucle soit: de 1'origine vers la coupure. Nous présentons dans
cette sous-section, les résultats vectoriels des manipulations mathématiques effectuées
sur les torseurs. Précisons que certaines tolérances géométriques et certains jeux sont
négligés au cours de I'étude. En effet, nous cherchons a simplifier I'analyse compte tenu
de I'objectif qui est d'illustrer la faisabilité pratique du calcul vectoriel sur les tolérances
dimensionnelles et géométriques ainsi que sur les jeux. Nous considérons que certains

jeux du mécanisme ont un effet négligeable sur le résuitat final.
6.2.1.1 Torseurs d'erreurs et de jeux pour la demi-boucle 1 du cycle 1

Voici la liste des vecteurs d'erreurs et des vecteurs de jeux associés a la demi-
boucle 1. Chacun de ces vecteurs est identifié conformément au référentiel global défini
par convention pour le variateur mécanique de vitesse tel qu'illustré sur les plans fournis

a l'annexe L
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Vecteurs d'erreurs dimensionnelles:

{3} :V3 = (-X3)u + (O)v + (O)w

{T4} :V4 = -X)u + O + (O)w
{T5} : Vs = (-Xs)u + (O)v + (O)w
{Té6} :V6 = (-Xeu + (0)v + O)w
{T8} : V8 = Xs)u + (O)v + (O)w

{T9} :V9 = X)u + (O)yv + (O)w

{T11} tVIL = Xiu + (O + O)w
{T13} V13 = (X;3)u + (0w + (O)w
{T15} 1 V1S = (-Xi9)u + Q) + (O)w
{T16} : V16 = (-Xg)u + O)v + (O)w
{T17} V17 = (-X;pu + (O)v + (O)w
{T18} V18 = (-Xpu + O)v + (O)w
{T19} IVI9 = (Xpu+ Q) + (O)w
{T21} 1V21 = Xz)u + (O)v + (O)w

Vecteurs d'erreurs géométriques:

{TgéOI} : vgl = ('Ygldygl)“ + (Ygl + Yg[dxgl)v + (Zgl - Bgldxgl)w
{Tgéo3} Vg3 = (Yg3dygs)u + (Yg3 + Yp3dx i)V + (2,5 - Bydx,;)w
{TgeZolZ} - vgl2 = ("Ygxzdygxz)“ + Yoz T YerodX v + Z, - ngzdxglz)w
{Tgéo20} 1 Vg20 = (-Ye20dYg20)u + (Y0 + Yo0dXp20)V + (Zzg - Biz08X;20)W
{Tgéol6} 1 Vglé = (Va168Yg16)0 + (Yo16 + YaredXgue)V + (Zy16 - BrrsdXgue)W
{Tgéo21} 1 Vg2l = Yed¥g2)u + (Yoo + YeudXpa)V + (Zyy - Byy A%, )W

Les composantes "dx" et "dy" représentent les contributions des dimensions
nominales (ou moyennes) sur l'accumulation des erreurs grice a I'application des
opérateurs TRANSPORT et Changement de Référentiel (CR). Elles se définissent

comme suit:

dx,, = (-e2/2 +L9)+L11-L13 -jeu2 -L15-L16-L17-L18 -L19 +L21 -
L100

dy, = r3

dx,; = (-e1/2+L1L9)+L11-L13 -jeu2 -L15-L16-L17-L18 -L19 + L21 -

L100
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dy,; = 3
dx, =  e4/2+L21-LI00
dyg = 3
dx;,s = e3/2+L11-L13 ~-jeu2 -L15-L16-L17-L18 -L19+L21 -L100
dygs = 3
dxg;, = (el2/2) -L19 + L21 -L100
dyg, = r3

2l = (e21/2) + L20 + L21 - L100

Les symboles "a", "B" et "y" sont les composantes des vecteurs "résultants” des

torseurs.

Vecteurs de jeux:

{Tjeul} (Vi1 = (-Xjeur)u + (O)v + (O)w
{Tjeu2} (V2 = (-Xjeuu + (O)v + O)w
6.2.1.2 Torseurs d'erreurs et de jeux pour la demi-boucle 2 du cycle 1

Voici la liste des vecteurs d'erreurs et des vecteurs de jeux associés a la demi-
boucle 2. Chacun de ces vecteurs est identifié conformément au référentiel global défini
par convention pour le variateur mécanique de vitesse tel qu'illustré sur les plans de
I'annexe I. Le symbole A est introduit afin de simplifier I'écriture de ces équations. I

se définit de la fagon suivante:
A = (ang2 - 90) degrés
Vecteurs d'erreurs dimensionnelles:

{TS1} V81 = X5 cos(M)u + (<X, sin(A))v + (O)w
{TS54} : V84 = Xscos(W)u + (X sin(A)v + (O)w
{TSS5} :VSS = (Xsscos(A)u + (-Xgesin(A))v + (0w
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Vecteurs d'erreurs géométriques:

{Tgéo26} - Vg26 = (Y4268Y526€05(X) = (Y26 + Yg26dXg26)5i0(A))u +
(Ye26dYg265IN(A) + (Y26 = Yg26dXg26)COS(A)V +
(Z 26 - ByasdXgre)W

{Tgéo27} 1 vg27 = (‘Ygz7dYg21cos(A‘) - (Y521 + Ypardxy,s)sin(A))u +
(Ye214Y,208In(X) + (Yg7 - Yg208X;57)cOS(A))V +
(Z327 - Berdxgor)Ww

La contribution des dimensions nominales (ou moyennes) sur I'accumulation des

erreurs pour la demi-boucle 2, est introduit par les symboles "dx" et "dy" ci-dessous:

dx,,s = e8/2 + L51 + L54 + LS55

dy,e = r2

dx.,, = 0

dy,,; = 2

6.2.1.3 Backiash de I'engrenage conique

Le "backlash" de l'engrenage conique du variateur mécanique de vitesse
correspond a la contrainte fonctionnelle qui doit étre respectée pour assurer le bon
fonctionnement du mécanisme. Ce vecteur est défini dans le référentiel global du
variateur mécanique de vitesse tel que défini sur les plans de I'annexe I. Le vecteur B

représentant le "backlash" est illustré sur le schéma de la figure 6.5.

Par hypothése, seules les composantes des moments des torseurs résultants
suivants les vecteurs unitaires u et v sont analysés. Elles correspondent aux contraintes

technologiques les plus sévéres.
B = (Backl)u + (Back2)v + (Back3)w

On notera que I'analyse des résultantes peut étre utile lorsque nous voulons

controler la répartition de la pression sur la denture.
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Figure 6.5  Repreésentation du vecteur B sur les dents de l'engrenage

Les vecteurs "moments" énumeérés ci-dessus sont les résultats des opérations de
TRANSPORT et de Changement de Référentiel (CR) effectuées sur les torseurs
correspondants. Ces opérations mathématiques demandent la connaissance des
dimensions nominales (ou moyennes) du mécanisme. Nous donnons ces dimensions
dans les tableaux 6.3 et 6.4. Ces dimensions respectent la condition de fermeture
géométrique du cycle 1. Nous présentons aux annexes I et ITI l'ensemble de ces
dimensions ainsi qu'un apergu de leur utilisation au cours des TRANSPORTS et des
Changements de Référentiel (CR).

6.2.2 Accumulation vectorielle des erreurs

Nous savons qu'il est possible d'évaluer l'influence sur le "backlash" B de
I'ensemble des dispersions mécaniques du cycle fonctionnel 1. Cette évaluation est

réalisée grice a la relation mathématique du chapitre 4.0:
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g=1.s r=1.2

( E{Em"""‘ - X‘E“Jm)Q‘C'm

<

F

i=t..n j=1.m

( E U e ® Ty = E u@,}_,,@{rﬂi},,,]mc}_,

Cette inégalité représente la relation entre les torseurs d'erreurs mécaniques, les
torseurs de jeux et le torseur de la condition (ou contrainte) fonctionnelle. Elle peut étre
interprétée de maniére a mettre en évidence les paramétres particuliers au probléme du
variateur mécanique de vitesse dans le cas ou nous cherchons a vérifier une condition
fonctionnelle. Cette inégalité a donc été transformée pour représenter les vecteurs

obtenus précédemment.

((2E - AE) + ((A4, ®T,) - (4, ®1,)))OB

<

B

ou,
AE, : vecteur représentant la somme des vecteurs
d'erreurs générés sur la demi-boucle 1;
AE, : vecteur représentant la somme des vecteurs
d'erreurs générés sur la demi-boucle 2;
AJ, : vecteur représentant l'ensemble des jeux agissant

sur la demi-boucle 1;
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AJ, : vecteur représentant l'ensemble des jeux agissant
sur la demi-boucle 2;

T, : vecteur d'inter-effort de chacune des liaisons ou
existe un jeu;

T, : vecteur d'inter-effort de chacune des liaisons ou
existe un jeu;

B : vecteur dispersion du "backlash" des dents de

l'engrenage conique.

L'accumulation des erreurs mécaniques locales est obtenue par I'addition des
vecteurs de chacune des demi-boucles. Les deux vecteurs résultants sont projetés sur
le vecteur de la contrainte fonctionnelle. Finalement, une différence des vecteurs
d'erreurs projetés sur B est effectuée. Le résultat correspond a l'erreur mécanique
introduite par les tolérances dimensionnelles et les tolérances géométriques associées au
cycle 1. La projection des vecteurs d'erreurs résultants sur la contrainte fonctionnelie

est illustrée 2 la figure 6.6.

Figure 6.6  Projection des erreurs et des jeux sur la contrainte fonctionnelle B
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Comme nous I'avons déja mentionné, il est possible d'évaluer I'ensemble des
combinaisons d'erreurs pour un mécanisme quelconque. Toutefois, I'intérét pratique est
porté sur 'obtention du minimum global et du maximum global des tolérances. En
effet, nous cherchons a connaitre I'enveloppe limite des tolérances du mécanisme. Les

vecteurs AE, et AE, sont évalués de maniére a connaitre cet enveloppe limite.

AE, = Maximum/Minimum{V3 + V4 + V§ + V6 + V8 + V9 + V11 + V13 + V1§ +
V16 + V17 + V18 + V19 + V21 + Vgl + Vg3 + Vgl2 + Vg20 + Vgli6 +
Vg21}

AE, = Maximum/Minimum{V51 + V54 + V55 + Vg26 + Vg27}

L'évaluation de la contribution des jeux résultants & la coupure s'effectue
différemment. Contrairement aux défauts géométriques, la prise en compte des jeux a
I'intérieur des cycles fonctionnels demande une bonne connaissance des forces agissant
dans le mécanisme. Ces forces affectent la reprise des jeux et leur organisation interne.
De ce fait, les jeux ne peuvent agir que selon la direction des vecteurs d'inter-efforts de

chacune des liaisons. Voici I'équation d'accumulation des vecteurs de jeux:

AT =(AJ,®T)®B- (A, T)®B

on, AlJ, : maximum/minimum {Vj1 + Vj2};
Al, {o}
T, : vecteur d'inter-effort associé au jeu 1I;
T, : vecteur d'inter-effort associé au jeu 2;
B : vecteur du "backlash".

Les jeux associés sont alignés avec les inter-efforts T, et T,. Ainsi, nous
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pouvons réécrire I'équation précédente de la fagon suivante:

AJ=AJ,®B - AJ,DB

A partir de ces équations, nous reformulons l'expression mathématique de

propagation des erreurs et des jeux:

Maximum/Minimum{V3 + V4 + V5 + V6 + V8 + V9 + V11 + V13 + V15 + V16
+ V17 + V18 + V19 + V21 + Vgl + Vg3 + Vgl2 + Vg20 + Vgl6 + Vg21}} ® B

{Maximum/Minimum{V51 + V54 + V55 + Vg26 + Vg27}} ® B
+

Maximum/Minimum{Vjl + Vj2}} ® B
<

B
Evidemment, lintroduction des tolérances géométriques et des tolérances
dimensionnelles dans I'équation de la propagation des erreurs nécessite la mise en place
d'un systéme de contraintes. Les inéquations ci-dessous représentent le systéme de

contraintes qui doit étre respecté au cours de la recherche d'une solution.

Tolérance géométrique (12)

4Y, ) + 4(Zm)2 + ([?.g,zeIZ)2 + (-yme12)2 < 12
Tolérance géométrique (20)
(Y 0)* + 4(Zy50)* + (Bpaoed)* + (Y0e4)? < ts2

Tolérance géométrique (21

4(Y321)2 + 4(2321)2 + (3321321)2 + ('1’321321)2 < t?



Tolérance géométrique (26)

(Y6 + 4(Zg2s)*  + (Bpse8)* + (Ypaee8)®
Tolérance géométrique (3)

4(Y 2 + 4(Z) + (Bpel)? + (Yel)
Tolérance géométrique (1

A2+ 4Z, P+ (Bue2l + (Yue2)
Tolérance géométrique (16)

4(Yp6)* + 4(Z, 6 + (Bgie€3)* + (Ygl6e3)2

Tolérance géométrique (27)

AY 07 + 4(Zg2r)* + (Bgre9P + (¥1€9)

Tolérances dimensionnelle

X, < Ax,
X, < Ax,
X, < Axg
X, < Ax,
X < Axy
X, < Ax,y
Xy = Axy,
X; < Ax,y
xl5 S Ax[s
X < Axyq
X = Ax,,
xlﬂ S Axl8
Xp = Ax,g
Xa = Ax,y,
X, < Ax,
X5y < Axgq
X55 < Axss

In
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Autres équations:

A
dxgo6
dYgZG
g27
dYg27
dx,,

dYgl
dxs?-

dy,;
dxg0
dYgZO
dxgls
dYg 16
Xe12
dYng
g21
dYgzl

I

| |

(ang2 - 90)

e8/2 + L51 + L54 + LS55

r2

0

2

-€2/2 +1L9 +L11 -L13 -jeu2 -L15-L16-L17 - L18 -L19 + L21 -
L100

3

12+ L9+ L11 -L13 -jeu2-L15-L16-L17-L18 -L19 + L21 -
L100

3

e4/2 + .21 -L100

3

e3/2+L11-L13 -jeu2 -L15-L16-L17 -L18 -L19 +L21 - L100
3

el2/2 -L19+L21 -L100

3

e21/2 + L20 + L21 -L100

r3

Toutes les contraintes associées au cycle 1 ont été définies. Nous allons

maintenant réécrire le systéme d'équations et d'inéquations de maniére a résumer le

probléme d'optimisation. Chacun des vecteurs est représenté par ses variables.

Inéquation principale:

[-{(-Xs)“} - {(:X)u} - {(-X)u} - {(-Xu} + {(Xu} + {Xo)u} + {(X;)u} - {(-X;5)u}
- {(X)u} - (X} - {(-X;7)u} - {(-X,u} - {(-X,o)u} + {(X;,))u} + {("Ygldygl)“ +
(Yg! + Ygldxgl)v + (Zgl - Bgldxgl)w} + {(‘Yg.adygs)“ + (Yg3 + Ygsdx@)v + (ng -
Bgdeg3)w} + {("Yg:zdyglz)“ + (YgIZ + 'Yglzdxglz)v + (Zglz = Bglzdxglz)w} + {("YgzodYgzo)“
+ (YgZO + Ygzodxgzo)" + (ZgZO - Bgzodxgzo)w} + {('Yglsdygls)“ + (YgIG + Ygusdxgls)" +»

(Zgls - B;lsdxgls)w} + {(‘YgzldYgzl)“ + (Ygzl + 'Ygzldxgzl)" + (Zg?.l - BngngZI)w}]
-{(Backl)u + (Back2)v + (Back3)w}/({(Backl)u + (Back2)v + (Back3)w}.{(Backl)u

+ (Back2)v + (Back3)w}) {(Backl)u + (Back2)v + (Back3)w}

[{(XanOS(l))ll + (Xgsin@))vi + {(Xscos(Mu + (X sin(A))v} + {(Xgscos(A)u +



81

(-Xsssin(A)V} + {(-¥g26dY26€08(A) - (Y56 + Ye26dXg26)sIn(A))U +
(-Yg26dY 26810 (A) + (Y06 - Yg268X;526)COS(RIV + (256 - BgasdXp2c)W} + {(-Ye2rdygrcos(R)
- (Yg27 + Yg?.‘ldxgz‘r)Sin(l))“ + (‘YgﬂdYgl'ISin(l) + (Ygz') = Ygl‘ldng'}')cos(l))v +

(Z - Bgz,dxﬂ-,)w}].{(Backl)u + (Back2)v + (Back3)w}/({(Backl)u + (Back2)v +
(Back3)w}.{(Backl)u + (Back2)v + (Back3)w})
{(Back1)u + (Back2)v + (Back3)w}
+
(-Xur - Xjeu)u}-{(Backl)u + (Back2)v + (Back3)w}/({(Backl)u + (Back2)v +
(Back3)wl}.{(Backl)u + (Back2)v + (Back3)w})
{(Backl)u + (Back2)v + (Back3)w}
<

(Backl)u + (Back2)v + (Back3)w

Contraintes associées:

4(Yglz)2 + 4(Zg12)2 + (ngze12)2 + (Ygllel‘?')z < ts*
A4(Y o) + 4(2520)2 + (Bgzoe4)2 + (732064)2 = t?
4(Y52[)2 + 4(2321)2 + (BngeZl)z + (7321321)2 < t?
A4(Y ) + 4(Zg26)2 + (Bgzses)z + (Y,26€8)° < t?
4(Y33)2 + 4(Zg3)2 + (B;;el)z + (Ygsel)z = ty%
A, ) + 4(Z,) + (Bue2)* + (v,€2)° < t’
4(Yg[6)2 + 4(Z316)2 + (BglGe3 )2 + (731683)2 < t‘}’z
AYpr)* + 42 + (Bg27e9)2 + (Yg20€9) s t;?
X; < Ax,

X, < Ax,

X5 < Ax,

Xs < Ax,

Xs < Ax,

X, < Ax

Xy = Axy,

X5 < Ax,;

Xis < Ax,s

X < Axq

Xy £ Ax,,

Xy < Ax,y

X < Ax,y

Xy = Ax;,

X = Axg,
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X < Axs, -

Xss < Ax;,

A = (ang2 - 90)

dxy = e8/2 + L51 + L54 + LSS

dygps = 2

dx,,;, = 0

dyeg = 2

et = -e2/2+L9+LI11-L13 -jeu2 -L15-L16-L17 -L18 -L19 + 121 -

L100

dy,, = 3

dx,; = -el/2+1L9+L11-L13 -jeu2 -L15S-L16-L17-L18 -L19 +L21 -
L100

dy,; = 3

dx;, = e4/2 + L21 - L100

dyge = r3

dx,,s = e3/2+L11-L13 -jeu2 -L15-L16-L17-L18 -L19 +L21 -L100

dYgIG = r3

dx,, = el2/2 - L19 +L21 -L100

dyglz = 3

dx,, = e21/2 + L20 + L21 - L100

dYgzl = r3

Les variables contenues dans le systéme d'équations et d'inéquations sont définies

aux annexes I et III.
6.3 Résuitat de I'étude

Cette section présente les résultats numériques de I'étude du variateur mécanique
de vitesse. Nous démontrons qu'il est possible de générer une information utile aux
concepteurs en employant la méthode vectorielle d'analyse. Comme exemple, nous
évaluons les limites des jeux 1 et 2 et ce, en respectant la contrainte fonctionnelle.
Evidemment, différents types d'analyse peuvent étre réalisés avec la méthode proposée.
Nous pouvons fixer les jeux et la contrainte fonctionnelle afin d'étabiir un tolérancement
convenable. Nous pouvons également balancer les tolérances et les jeux en employant

différentes techniques d'optimisation ou de pondération telle que la "logique floue".

Les tableaux suivants présentent 'ensembie des paramétres numériques que nous
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proposons afin de résoudre le probléme du vanateur mécanique de vitesse. Remarquons
que les tolérances choisies correspondent a celles d'un mécanisme de précision. En
effet, elles représentent des erreurs qui sont a la limite de ce qui peut étre réalisées en
pratique.

Tableau 6.1 Valeurs numériques des tolérances associées a la demi-boucle 1

: Demi-Boucle 1 Tolérances 1
variables valeurs | variables valeurs
numériques (mm) | numériques (mm) |

j
|
ts 0.01 J

Demi-boucle 2 Tolérances

— e . —— —
variables valeurs | variables valeurs |
numériques (mm) | numériques (mm)
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Tableau 6.3 Valeurs numériques des dimensions nominales associées a la
demi-boucle 1 I

__demibouclel —
[: Dem-elN-x —_—

| e21 11.5 2 8.00 |
5.00 6.00

el2 27.00 4.50 |
L3 12.00 | 5.95 f
Ls | 12.00 | L6 10.00 1
L8 25.00 | Lo 225.00
L11 30.00 5.00 ﬂ
LIS 12.00  L16 5.95 J
L17 12.00 f L18 5.00
L19 20.00 | 10.00
L21 70.53904668 | L100 112.24177614
jeul 0.05 3 46.58756432

[ jeu2 _ 0.05 i .

Tableau 6.4 Valeurs numériques des dimensions nominales associées a la
demi-boucle 2

_ f, -
valeurs ! variables valeurs
[ numériques mm) § | numériques (mm) |

variables
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Les dimensions nominales des demi-boucies 1 et 2 sont sélectionnées de maniére
a assurer la fermeture géométrique du cycle 1. Pour cette raison, les dimensions
nominales L21, L52, r3 et L100 possédent des valeurs numériques a plusieurs

décimales.

Nous supposons par hypothése, que le "backlash” minimum posséde une valeur
de 0.01 mm. De plus, nous supposons que le "backlash” maximum posséde une valeur

de 0.19 mm. Nous obtenons le vecteur du "backiash” moyen de la fagon suivante:

Brax * Bmi
Bmy:_é'—ﬂ

Nous obtenons alors,

- +0.09
B, = 0.10 mm
Finalement,

B, (0.09sin(14 degrés) mm)u + (0.09cos(14 degrés) mm)v

B, =  (0.021773 mm)u + (0.087327 mm)v

moy

Compte tenu des paramétres numériques proposés dans les tableaux précédents,

nous allons réécrire les contraintes associées au problémé.

Contraintes associées:

A = -14° (paramétre géométrique)

dxg,e = 17.75 + 5.00 + 8.00 + 73.50 = 104.25 mm

dygs = 17.95 mm

dx,; = 0

dyg,;, = 17.95 mm

dx,; = -4 00 + 225.00 + 30.00 - 5.00 - 0.05 - 12.00 - 595 - 12.00 - 5.00 -

20.00 + 70.53904668 - 112.24177614 = 149.29727054 mm

46.58756432 mm
225 +225.00 +30.00-5.00-005-1200 -595-12.00-5.00 -
20.00 + 70.53904668 - 11224177614 = 151.04727054 mm

dyBl
dx

23

no



dy,s
dx o
dy, 220
dxg6

dygi6
dxglz
dygiz
dx,),
dYea

4(Y 1) + 4(Zg o) + (Q7.0)B10)* + ((27.0)7,10)°
4(Y 20l + 4(Zg50)* + ((5.00)B,50)* + ((5-00),5)
A(Yg2)* t+ 4(Zg1)* + ((11.50)B, ) + ((11.50)y,a )
A(Y26) + 4(Zg56)* + ((35.50)B56)* + ((35.50)Y6)
4(X)* + 4Zg)* + ((4.50)B:)* + ((4.50)7,3)°

A(Y, ) + 4Z,,)* + ((8.00)B,,)* + ((8.00)y,,)*
A(Yq6)* + 4Zgie)* + ((6.00)B,1c3* + ((6.00)y,6)°
(Yo7l + AZypr)* + ((12.0)B,7)* + ((12.0)y,29)

BN

I

[l

INIAININ AN A A NN ININ AV A IA A A

46.58756432 mm
2.50 + 70.53904668 - 112.24177614 = -39.20272946 mm

46.58756432 mm
3.00 + 30.00 - 500 - 0.05 - 12.00 - 595 - 12.00 - 5.00 - 20.00 +

70.53904668 - 112.24177614 = -68.70272946 mm

46.58756432 mm
13.50 - 20.00 + 70.53904668 - 112.24177614 = -48.20272946 mm

46.58756432 mm
5.75 + 10.00 + 70.53904668 - 112.24177614 = -25.95272946 mm

46.58756432 mm

0.01 mm
0.01 mm
001 mm
0.01 mm
0.01 mm
0.01 mm
0.01 mm
0.01 mm
0.01 mm
0.01 mm
001 mm
0.01 mm
0.01 mm
0.01 mm
0.01 mm
0.01 mm
0.01 mm

< 1.0x10* mm?
< 1.0x10™ mm?
< 4.0x10* mm?
< 4.0x10™ mm?
< 1.0x10™ mm?
< 1.0x10™ mm?
< 1.0x10* mm?
< 4.0x10™* mm?2
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Certaines hypothéses doivent étre formulées pour résoudre le systéme d'équations

et d'inéquations. En effet, il existe trop d'inconnues dans ce probléme. Nous cherchons

l'effet maximal de la distribution des erreurs. Nous supposons donc que les tolérances
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dimensionnelles sont connues et possédent la valeur limite 0.01 mm. Le tolérancement
géométrique est choisi de maniére a générer une déviation maximale au point de

coupure. Deux cas peuvent alors étre analysés tels qu'illustrés a la figure 6.7:

1. la déviation est longitudinale et ne posséde aucune composante angulaire;

Dans ce cas, la contrainte associée peut se redéfinir ainsi,

Y o) +(Z,.) < (tolérance xx)? mm?

2. la déviation est angulaire et ne posséde aucune composante longitudinale.
Dans ce cas, la contrainte associée peut se redéfinir ainsi,
Box < (tolérance xx)/(longueur de la zone xx)

Yo < (tolérance xx)/(longueur de la zone xx)

L]

Figure 6.7  Cas extrémes des déviations engendrées par les tolérances géométriques
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Nous avons défini au chapitre 4 certaines régles permettant de simplifier les
systémes d'équations et d'inéquations. Ainsi, nous savons que lorsque le bras de levier
est important, les déviations angulaires des tolérances géométriques deviennent
prépondérantes vis-a-vis des déviations longitudinales. 1l faut également tenir compte
de la nature de chacun des contacts unissant les composantes du mécanisme. Par
exemple, les déviations angulaires des tolérances géométriques (iv), (iii) et (v) des
composantes respectives 11, 18 et 20 n'affectent pas la condition fonctionnelle. En
effet, considérant I'importance du contact plan par rapport au contact cylindrique, nous
arrivons a la conclusion que l'erreur angulaire n'agit que localement. Pour cette
condition, seules les composantes longitudinales de I'erreur sont considérées au cours
I'accumulation. Rappelons que I'analyse de la condition fonctionnelle choisie est
réalisée sur un plan unique défini par les axes des vecteurs unitaires u et v. Les erreurs
agissant selon I'axe du vecteur unitaire w sont négligées. Nous cherchons a vérifier la
fonctionnalité de I'engrenage conique dans sa situation extréme c'est-a-dire, lorsque les
dimensions fonctionnelles des composantes possédent une déviation limite. Un tel
probléme nécessite I'accumulation des erreurs en considérant les piéces au minimum de
matiére admissible. Ainsi, nous allons choisir le sens de chacun des vecteurs d'erreurs
de fagon a ce qu'il augmente le jeu entre les dents de I'engrenage conique. Voici le

systéme d'équations a résoudre:

Systéme
Inéquation vectorielle principale

[’{('Xs)“} - {(-XJu} - {(-X)u} - {(-Xu} + {(Xpu} + {C)u} + {(X,)u} - {(-X,5)u}
- (X5 - {(-X,9u} - {(-X,)u} - (X} - {(-Xo)u} + {(X;))u} + {(-v,,dy,)u +
Wgdxg )V + (-Bydx,, )W} + {(Y)v + (Z5)wh + {(Yoo0)v + (Zppg)W} + (Y0 + -
(Zywt + {(~Yg129Yg120u + (Y128Xg1)V + (B 1p0x%,,)WE + {(=7,5,dygo )u + (Ye21d%g21)V
+ (-B‘ndx‘n)w}] .£(0.021773)u + (0.087327)v}/({(0.021773)u +

(0.087327)v}.{(0.021773)u + (0.087327)v})
{(0.021773)u + (0.087327)v}
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[{(Xslcos(l))ll + (X5 sin))v} + {(Xscos(R)u + (X sin(A)v} + {(Xsscos(A)u +
(-XssSin(A))V} + §(-7,268Y526C08(R) - (Yg268X,26)sIn(A))u +
(‘YgzdengSin(l) + (“Yp6dX,06)c08(R))V + (-Be26d%,06)W} + {(=Y;22dYgrc08(R) -
Yg2rdXg27)SIN(ANN + (-Yg218Y,275I0(R) + (~Ygardxga7)cOS(A)V +

(-B,Z,dx,z,)w}].{(o_ozl773)n + (0.087327)W}({(0.021773)u +
(0.087327v}.£(0.021773)u + (0.087327)v})
{(0.021773)u + (0.087327)v}

+
{(-XKsenp) - (-Kiu))u}.£(0.021773)u + (0.087327)}/({(0.021773)u +
(0.087327)v}.{(0.021773)u + (0.087327)v})
{(0.021773)u + (0.087327)v}

<

(0.021773)u + (0.087327)v

Contraintes associées

Y, < 0.005 mm  ((0.0001/4)'%)
zZ, = 0

Yas < 0.005 mm  ((0.0001/4)"%)
ZglG = 0

Yoo < 0.005 mm  ((0.0001/4)"%)
Zy = 0

g1z 0

Yoo < 3.7037x10* (0.01/27.00)
ﬁgzl = 0

Y21 S 1.7391x10® (0.02/11.50)
BgZG = 0

Ye26 < 5.6338x10™* (0.02/35.50)
Bgl = 0

Yer < 1.25000x10 (0.01/8.0)
BgZ"I = 0

Y1 < 1.6667x10 (0.02/12.00)

Reformulons le systéme d'équations et d'inéquations en introduisant chacune des

valeurs numériques des bras de levier et en éliminant les termes nuls.
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Inéquation vectorielle principale

[{(0_14)-.} + {(1,,46.58756432)u + (v,,149.29727054)v} - {(-Y,,,46.58756432)u +
(e12(-48.20272946))v} + {(Ygs)vi + {(Yg0)V} + {(Ygu6)V} - {(-7,2,46.58756432)u +

(yw(-zs.95272945))v}].{(2.68800 19734)u + (10.7810199942)v}
{(0.021773)u + (0.087327)v}

[{(0.01cos(-14))u + (-0.01sin(-14))v} + §(0.01cos(-14))u + (-0.01sin(-14)Ww} +

{(0.01cos(-14))u + (-0.01sin(-14)V} - {(¥,2617.95c08(-14) - (7,,6104.25)sin(-14))u +
(“Yo2617-955in(-14) + (-1,5104.25)cos(-14))V} + {(-y,,,17.95cos(-14) -

(Yg2r(0))sin(-14))u + (-y,,,17.95sin(-14) + (-7gz1(0))005(-14))V}]
.{(2.6880019734)u + (10.7810199942)v}
£(0.021773)u + (0.087327)v}

+
{(-(-Kiar) - (Kieux))u}. {(2.6880019734)u + (10.7810199942)v}
{(0.021773)u + (0.087327)v}

<

(0.021773)u + (0.087327)v

Contraintes associées

Y, < 0.005 mm  ((0.0001/4)"%)
Yo < 0.005 mm  ((0.0001/4)'?).
Yoo < 0.005 mm  ((0.0001/4)'?)
Yoo < 3.7037x10* (0.01/27.00)
Yeu < 1.7391x10% (0.02/11.50)
Y26 < 5.6338x10* (0.02/35.50)
Ya < 1.25000x10° (0.01/8.0)

Yoor < 1.6667x103 (0.02/12.00)

Supposons que les tolérances géométriques sont orientées a leurs limites
extrémes c'est-a-dire, remplagons les inégalités des contraintes associées par des égalités.

L'inéquation principale se reformule de la fagon suivante:
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Inéquation vectorielle principale

[t010m +
{(-1.25x10%)46.58756432)u + ((1.25x10%)149.29727054)v} -
{((-3.7037x10~)46.58756432)u + ((3.7037x10™)(-48.20272946))v} +
{(0.005)v} + {(0.005)v} + {(0.005)v} -

{((-1.7391x10?)46.58756432)u + ((1.739 lxlO")(—25.95272946))v}].

{(2.6880019734)u + (10.7810199942)v}
{(0.021773)u + (0.087327)v}

[-{(0.01cos(-l4))u + (-0.01sin(-14))v} -

{(0.01cos(-14))u + (-0.01sin(-14))v} -

{(0.01cos(~14))u + (-0.01sin(-14))v} +
{((-5.6338x107*)17.95cos(-14) - ((5.6338x10™)104.25)sin(-14))u +
((-5.6338x10™)17.95sin(-14) + ((-5.6338x107)104.25)cos(-14))v} -

§((-1.6667x102)17.95cos(-14))u + ((-I.6667x10”)17-955in(-14))v}]

.{(2.6880019734)u + (10.7810199942)v}
§(0.021773)u + (0.087327)v}

+
{(-(-Xpewr) - (-Xieu2))u}.{(2.6880019734)u + (10.7810199942)v}
{(0.021773)u + (0.087327)v}

<

(0.021773)u + (0.087327)v
L'inéquation devient aprés simplification:

£(0.1800406)u + (0.2646088)v}
{(2.6880019734)u + (10.7810199942)v}
£(0.021773)u + (0.087327)v}

{(0.004431609)u + (-0.0690366)v}
.{(2.6880019734)u + (10.7810199942)v}
{(0.021773)u + (0.087327)v}

+
{(-(FKemr) - (-Xje2))u}-{(2.6880019734)u + (10.7810199942)v}
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{(0.021773)u + (0.087327)v}
<

(0.021773)u + (0.087327)v
Finalement, nous formulons le probléme de la maniére suivante:

{(0.07265002)u + (0.29138420)v}

{(-0.01594595)u + (-0.06395592)v}
+

{(-(-Xe1) = (-Xicu2))u}.{(2.6880019734)u + (10.7810199942)v}
{(0.021773)u + (0.087327)v}

<

(0.021773)u + (0.087327)v

Cette inéquation vectorielle peut se réécrire sous forme de deux inéquations

ordinaires qui sont combinaisons linéaires I'une de l'autre:

pour u : 0.07265002 + 0.01594595 + 0.05852587(Xeg; + Xur) < 0.021773
pour v : 0.29138420 + 0.06395592 + 0.23473515(X,; + X,ou) < 0.087327

et
X

it * Xz € -L14mm

Nous avons résolu le probléme d'optimisation suggéré dans cette sous-section.

Nous allons maintenant analyser le résultat obtenu.
6.3.1 Analyse des résultats

Cette derniére inégalité exprime la relation entre les jeux fonctionnels du
variateur mécanique de vitesse et la limite supérieure de la contrainte fonctionnelle
(B...,)- Ainsi, lorsque tous les éléments dimensionnels des composantes du mécanisme

sont a leur état minimum de matiére admissible, soit la pire situation pour le
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fonctionnement d'un mécanisme, les jeux étant maximum ainsi que les défauts

geéométriques.

Nous constatons que ['accumulation des défauts géométriques commandent la
suppression d'un jeu supérieur a celui pré-défini par la condition fonctionnelle et ce, par

I'ajout de matiére. Quatre solutions sont proposées:

1. Nous pouvons réduire le nombre de composantes dans le cycle fonctionnel de
maniére 3 diminuer le nombre de défauts géométriques agissant sur le

"backlash". Cette solution demande la reconception entiére du mécanisme.

2. Nous pouvons donner un jeu suffisant sur les arbres de transmission de maniére
a assurer l'assemblage. Par la suite, nous devrons définir un jeu de calles qui
seront introduites dans le mécanisme au moment de son assemblage. Par
exemple, grice au décalage de la couronne, ces calles réduiront le "backlash" de
l'engrenage dans sa zone acceptable (0.130.09 mm). Ce jeu pourrait se
composer de 8 calles de dimensions variées s'échellonant de la fagon suivante:
0.15 mm, 0.30 mm, 0.45 mm, 0.60 mm, 0.75 mm, 0.90 mm, 1.05 mm et 1.14
mm. Remarquons que l'introduction de calles dans le cycle fonctionnel aitére
sa fermeture géométrique car une nouvelle composante est ajoutée. Cette
altération affecte particuliérement les TRANSPORTS des tolérances
géométriques par de légéres modifications des bras de levier. Elles ne
produiront habituellement que de faibles variations des erreurs introduites par les
tolérances géométriques. Nous devons donc analyser chacun des problémes de

maniére a2 déterminer la validité des calculs d'accumulation.

3. Nous pouvons surdimensionner une piéce d'appuie telle que la piéce 26 (voir
annexe I) de maniére a créer un jeu suffisant a I'assemblage. Ensuite, elie sera

réusinée pour chacun des variateurs assemblés de fagon a réduire le jeu et
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obtenir un "backlash" acceptable. Encore une fois, cette solution altére la
fermeture géométrique du cycle et une procédure similaire a celle proposée a la

solution 2 doit étre appliquée.

4. Nous savons que les résultats de l'analyse présente la situation la plus
désavantageuse pour le fonctionnement du mécanisme. En effet, nous avons
calculé la condition limite générée lorsque tous les défauts géométriques tendent
a accroitre la contrainte fonctionnelle. Il est peut probable que toutes les piéces
produites soient a leur état minimum de matiére. Nous pouvons donc apparier
des piéces différentes pour chercher une combinaison intermédiaire satisfaisant

la condition fonctionnelle.

Nous avons résolu le probléme du variateur mécanique de vitesse sur son cycle
fonctionnel 1. Les résultats obtenus satisfont I'objectif que nous nous étions fixé. En
effet, nous avons démontré que la méthode vectorielle d'analyse permet de résoudre des

probiémes complexes d'ingénierie.

Le chapitre suivant traite du logiciel que nous avons développé pour manipuler

informatiquement les torseurs.
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7.0 LOGICIEL DE CALCUL PAR TORSEUR

Ce chapitre présente le logiciel de calcul symbolique réalisé au cours des travaux
de recherche qui ont mené a la rédaction de ce mémoire. Ce logiciel a permis de

réaliser efficacement la validation de la méthode vectorielle d'analyse des erreurs.
Généralités

Le logiciel de calcul symbolique a été développé en langage C. Il comprend
plusieurs bibliothéques de fonctions permettant de résoudre la plupart des problémes de
nature vectorielle tels que ceux engendrés par les torseurs et ce, dans un espace

orthonormé direct.

I est clair que l'objectif des présents travaux de recherche n'est nullement
d'arriver a produire un logiciel automatisant l'analyse de I'accumulation des erreurs
mécaniques. Ainsi, les fonctions du calculateur symbolique ont été créées dans le seul
but de faciliter I'avancement des travaux. Toutefois, la création de ces fonctions C
permettant de résoudre les problémes d'analyse d'accumulation des erreurs mécaniques,
illustre la faisabilité d'une démarche d'automatisation. Plusieurs des étapes des travaux
de recherche ont nécessité l'emploi du logiciel de calcul symbolique. Ainsi, la
validation de la méthodologie a été réalisée grace a la bibliothéque de fonctions du
logiciel. Les fonctions ont été organisées dans un programme de fagon a calculer
itérativement les résultats numériques des erreurs sur 'angle de sortie (A¢) en fonction
de l'angle d'entrée (8), la longueur nominale des membrures (R,, R,, R;, R)) et

finalement, les tolérances dimensionnelles de ces membrures (AR,, AR,, AR;, AR,).

Vous trouverez a l'annexe II la définition des principales fonctions des

bibliothéques du logiciel de calcul symbolique.
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CONCLUSION -

L'objectif des présents travaux de recherche est de mettre au point une nouvelle
méthodologie d'analyse des accumulations des défauts géométriques et des jeux dans les
systémes mécaniques tridimensionnels. Cette nouvelle méthodologie est basée sur des
outils mathématiques vectoriels compatibles permettant de fondre les divers types de
tolérances et de jeux. Pour se faire, nous employons les torseurs de petits déplacements
et les exponentielles vectorielles. Nous cherchons également a développer une
méthodologie facilitant la démarche d'informatisation de I'analyse de la propagation et

du contrdle des défauts géométriques et des jeux.

Certaines hypothéses simplificatrices ont été définies préalablement au

développement de la méthodologie vectorielle d'analyse des erreurs mécaniques:

1. nous considérons que les mécanismes étudiés sont constitués d'un ensembie de
piéces et de liaisons mécaniques formant une ou plusieurs boucles fermées;

2. nous considérons les déformations volumiques dues a des efforts comme
absentes ou négligeables;

3. nous considérons les déformations surfaciques dues a des efforts comme absentes
ou négligeables;

4. nous considérons les composantes mécaniques comme des corps indéformables
(liées aux hypothéses 2 et 3);

5. nous considérons les composantes mécaniques comme étant en situation réelle
et possédant des défauts géomeétriques (tolérances dimensionnelies et tolérances
géométriques);

6. nous proposons que les liaisons possédent des jeux;
nous définissons une condition fonctionnelle comme un espace contrélé entre
deux composantes;

8. nous considérons que la forme d'une surface est parfaite.
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Nous comparons la nouvelle méthodologie d'analyse avec la méthode d'analyse
différentielle des erreurs réguliérement employées dans le domaine de la robotique.
Nous employons le modéle bidimensionnel du générateur d'équations a quatre
membrures pour comparer ces deux méthodes. Les résultats confirment la validité de
la nouvelle méthodologie d'analyse proposée. En effet, les résultats générés par la
méthode d'analyse vectorielle sont similaires & ceux générés par l'approche différentielle.
La variation maximale observée entre les résultats obtenus pour les deux méthodes est
de l'ordre de 0.1% pour des tolérances dimensionnelles et angulaires petites par rapport
aux dimensions nominales des membrures. Nos résultats montrent également que les
deux méthodes d'analyse conduisent a des erreurs importantes par rapport a la solution
exacte lorsque que les tolérances sont grandes par rapport aux dimensions nominales.
Ces déviations sont particuliérement importantes dans les régions voisines des points

d'inflexion des courbes d'erreurs.

Nous démontrons l'utilité et la validité de notre nouvelle méthodologie d'analyse
par le traitement d'un cas d'ingénierie réel: le variateur mécanique de vitesse. Grice a
ce modéle tridimensionnel, nous montrons qu'il est possible de contréler la propagation
des défauts géométriques et des jeux a l'intérieur d'un cycle tout en respectant une
condition fonctionnelle préalablement définie. Nous avons validé les inéquations
développées grice a notre méthodologie en calculant les jeux fonctionnelles du
mécanisme lorsqu'un "backlash"” maximum est exigé au niveau des dents des engrenages
coniques. Nos résultats confirment l'utilité et la validité de la nouvelle méthodologie

d'analyse. En effet, nous obtenons la relation suivante:
Xiewt + Xjeuz < -1.14 mm
qui illustre l'existence de certains problémes de conception du mécanisme. Nous

remarquons une surabondance de tolérances (une trentaine de tolérances) a l'intérieur

du cycle fonctionnel analysé. Quatres solutions sont alors proposées:
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2. création d'un jeu de 8 calles (0.15 mm, 0.30 mm, 0.45 mm, 0.60 mm, 0.75 mm,
0.90 mm, 1.05 mm et 1.14 mm) qui sont introduit au moment de 'assemblage
de chacun des variateurs mécaniques de vitesse de fagon a obtenir un "backlash"”
acceptable;

3. surdimmensionnement de la piéce 26 de maniére a générer un jeu suffisant au
cours de l'assemblage. Réussinage de cette piéce pour obtenir un "backlash”
acceptable;

4. recherche de la meilleure combinaison de piéces satisfaisant la condition

fonctionnelle.

Grice aux travaux de recherche entrepris, nous avons développé une nouvelle
méthodologie d'analyse apte a cumuler et a contrdler les défauts géométriques ainsi que
les jeux a I'intérieur de modéles mécaniques tridimensionnels. Contrairement aux autres
méthodes d'analyse des erreurs mécaniques, nous employons des outils mathématiques
compatibles fes uns aux autres facilitant l'intégration des divers types de tolérances et
de jeux. Cette nouvelle procédure d'analyse posséde les qualités suffisantes a son
utilisation pour l'informatisation du contréle des jeux et des tolérances mécaniques. En
effet, 1a nouvelle méthodologie d'analyse contourne I'ensemble des problémes associés
a l'analyse différentielle des erreurs. Ainsi, nous n'avons pas d'opérations de
différentiation a effectuer numériquement évitant ainsi un grand nombre de difficultés
associées aux calculs d'approximation numérique. De plus, nous pouvons employer des

équations simples ne nécessitant aucun traitement préliminaire particulier.

La méthodologie d'analyse proposée posséde certaines limitations. En effet, nous
devons limiter l'utilisation de cette méthode a I'analyse de modéles mécaniques dont les
tolérances et les jeux sont faibles vis-a-vis des dimensions nominales correspondantes.
Remarquons toutefois, qu'une analyse différentielle posséde une limitation similaire.
Une autre limitation non négligeable de la méthodologie proposée est sans nul doute,

I'importante quantité d'équations et d'inéquations générées au cours d'une analyse. Ces
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systémes d'équations et d'inéquations sont difficiles 4 manipuler manuellement. La
méthodologie d'analyse vectorielle doit donc étre employée par l'intermédiaire d'une
application informatique inexistante pour le moment. La résolution des systémes
d'équations et d'inéquations au cours d'opérations d'optimisation peut également
représenter un obstacle d'importance. En effet, ces systémes sont composés d'équations
et d'inéquations de types non-linéaires qui représentent une difficulté lors de résolutions

numeériques.

11 est clair que nos travaux de recherches ne constituent qu'une étape préliminaire
a des développements plus poussés de l'analyse de la propagation et du contrle des
tolérances et des jeux dans les systémes mécaniques tridimensionnels. Ainsi, des travaux
de recherche et de développements peuvent étre entrepris pour compléter les concepts

mis en place dans ce mémoire:

- Création d'une procédure d'optimisation des produits mécaniques.

- Introduction des concepts de logique flou pour définir un tolérancement adéquat
en fonction de multiples facteurs techniques.

- Résolution d'un probléme complet, car nous n'avons présenté que l'analyse
partielle d'un cas pratique.

- Création d'un logiciel intégrant les concepts de ce mémoire.

- Développement de la méthodologie pour I'analyse multi-cycles.

- Introduction de l'effet des déformations dans la méthodologie.

- Introduction d'une méthode d'estimation des efforts dans le mécanisme.
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L2  Dessin du cycle fonctionnel 1
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L3 Dessin des composantes |
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14 Dessin des composantes 2
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ANNEXE 11
PROGRAMME DU CALCULATEUR SYMBOLIQUE
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II.1 Programme C utilisé pour la validation de la méthodologie

VALIDATION.C

/* ~————-——- fichiers inclus ——-—~—-=- */

#include <string.h>
#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>

#include "structurebd.h"
#include "stuctorsor.h”
#include "structure.h"

#include "exterme.h”

#include "superieur.h”

#include "torsor.h"

#include "torchaine.h"
#include "creftrans.h"
#include "maitrise.h"

extern parametre *pointeur;

extern torliste *TT;
/* symbole de precompilation (define) --~---- ———-
/* eee—- =+-=—  Variables glcbales ——————————

YA A4 22212424 Ql

/*DEBUOCT =/
/t Sttty Q/

int main(int argc, char **argwv)

{

size_t memdim

char *vl
char *v2
char *v3
char *v4
char *v5
char *veé
char *v7
char *norml
char *norm2
char *norm3
char *norm4
char *norm5
char *normé
char *norm7
char *normrl
char *normr2
char *valvl
char *valv2
char *valv3
char *valv4
char *valv5s
char *valvé
char *valv7
char *valvril
char *valvr2
char *valvRl
char *valvR2
char *nl

I
(=]
~e

'\O"
*\Q"*
v\ol
l\ov
"\O'
r\0|

v\ov
1\01
l\ov
I\OI
1\0!
I\Ol
v\or
t\ov
'\ol
*\O"'
l\ov
l\ov
|\ov
I\OI
'\Q"
!\Ol
t\ol
I\Ol
l\ol
v\ol
r\ov

-~
o

A A R R R R T L T T T P I A YT A TIR TIL IO TRE TR TIR ¥

LI 1 O T T TN T I R I
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char *n2 = '\0';
char *rl = "\0*;
char *r2 = *\0°';
char *R1 = '\0';
char *R2 = '\0°;
char *normR1l = '\0";
char *normR2 = '\0°*;
char *tl = *\0°*;
char *t2 = '\0';
char *lastl = '\0';
char *last = '\0';
char *f1l, *£2;

double ang3, ang4;

double angle2 = 0.0;
double angle3 = 0.0;
double angle4 = 0.0-

double vall,
val2,
val3l,
val4,
vals,
vale,
val7,
valrl,
valr2,
valRl,
valR2;

double rrl,
rr2,
rr3,
rr4;
double AA,
BB,
cC,
DD;
double phim,
phip;
double AA2,
BB2,
ccz,
DD2;
double phim2,
phip2;
double ang;
double d3,d4,dd3,dd4,a3,a4q;
double z1,z2,23,2z4;

const double multi = 1.0;
const double pi = 3.14159265359;

/* note: commant stocker les parametres autres que les torseurs....%*/
memdim = sizeof{char};

normR1 {char*)malloc (memdim) ;

normR2 = (char*)malloc (memdim) ;
last = (char*)malloc (memdim) ;
lastl = (char*)malloc(memdim);
vi = (char*)malloc (memdim);
v2 = (char*)malloc (memdim)
v3 = (char*)malloc(memdim);
v4 = (char*)malloc (memdim);
v5 = (char*)malloc{memdim);
vé = {char*)malloc (memdim);



v
norml
norm2
norm3
normé
normS
normé
norm7
normrl
normr2
valvl
valv2
valv3
valv4
valvs
valvé
valv7
valvrl
valvr2
valvRl
valvR2

rl
r2
R1
R2

nnun

t1l
t2

([}

nl
n2

(char*)malloc (memdim) ;
(char*)malloc (memdim) ;
{char*)malloc (memdim) ;
(char*)malloc (memdim) ;
(char*)malloc {(memdim) ;
(char*)malloc (memdim) ;
(char*)malloc (memdim) ;
(char*)malloc (memdim) ;
(char*)malloc (memdim) ;
(char*)malloc (memdim) ;
(char*)malloc (memdim) ;
(char*}malloc (memdim) ;
(char*)malloc (memdim]) ;
(char*}malloc (memdim) ;
(char*)malloc (memdim) ;
(char*)malloc (memdim) ;
(char*)malloc (memdim]) ;
{char*)malloc {(memdim] ;
(char*)malloc (memdim) ;
(char*)malloc (memdim) ;
(char*)malloc (memdim) ;

(char*)malloc (memdim) ;
(char*)malloc (memdim) ;
(char*)malloc (memdim) ;
(char*)malloc (memdim) ;

{char*)malloc (memdim);
(char*)malloc (memdim) ;

{char*)malloc (memdim) ;
(char*)malloc (memdim) ;

inittorseur("mattor.dat");

/t L2 2222222222323 2122223 i/

/* definition des torseurs */

/t b2 4222222222223 2 2222 ¢ i/

puttorseur("E1l","{rxl} [u + {ryl}[v + {(rzl} {w" "{drl}{u
{mzl1l} [w",1);

puttorseur ("E2","{rx2} {u + {(ry2}[v + {rz2} [w" " {dr2} [u
{mz2} [(w",1);

puttorseur("E3","{rx3}[(u + {ry3}[v + {rz3}[w" 7 {dr3} [u +
{mz3} [w",1);

puttorseur ("E4","{rx4} [u + {ry4}liv + {dtheta2} [w" ,"{mx4}([u
{mz4} [w",1); ’

puttorseur("ES", "{rx5} [u + {ry5} (v + {dtheta3} (w" ,"{mx5}[u
{mz5} [w",1);

puttorseur ("E6", "{rx6} [u + {ry6}[v + {rzé} [w" ,"{dr4} [u
{mz6} [W",1);

puttorseur("E7", "{xx7}[u + {ry7}[v + {dthetad} [w" ,"{mx7}[u
{mz7} [w",1):

z1l = atof{argv{ll}-

z2 = atof(argv([2]):

z3 = atof(argv[3])-

z4 = atof(argv{4ji):

/* z1 = 0.05; z2 = 0.05 ; 23 = 0.05 z4= 0.05; */

put_T num ("E1", =21 , .0 , 6.0 , 0.0 , 0.0 .,

put_T num ("E2", 22 ., 0.0 , 0.0 , 0.0 , 0.0 ,

put_T num ("E3", 23 r 0.0 , 0.0 , 0.0 , C.0 ,

put_T num ("E4”", 0.0 , 0.0 , 0.0 , 0.0 , 0.0 ,

put T num ("ES", 0.0 , 0.0 , 0.0 , 0.0 , 0.0 ,

put_T num ("E6", =z4 , 0.0 , 0.0 , 0.0 , 0.0 ,

put_T num ("E7", 0.0 , 0.0 , 0.0 , 0.0 , 0.0 ,

N Ve N Ny

114

{myl} (v
{my2} [v
{my3} (v
{myd} [v
(myS} [v
{myé} [{v

+ o+ 4+ o+ o+ o+ o+

{my7} (v

/* 0.06981317 */
/* angle */

/* angle */
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/‘ ekttt dhd bttt ded t/

/* elimination des variables inutiles */

/! P2 22 222133132222 2222222222122 sdd i/

put_nulle var("rzl");
put_nulle " var{"rx1"};
put_nulle var("ryl");
put_nulle var("myl"”):;
put_1 “nulle  var("mzl1l") ;
put_nulle var("rz2");
put_nulle “var("rx2");
put_nulle var("ry2");
put_nulle var("my2");
put_nulle var("mz2"):
put_nulle var("rzé6");
put_nulle var("rxé");
put_ "nulle var({"ry6"):
put_nulle var("my6”):
put_nulle var ("mzé"});
put_nulle var("rz3");
put_ “nulle var("rx3"),
put_] "nulle _var("ry3");
put_nulle var("my3");
put_] "nulle > var("mz3"}:
put_ "nulle -  var("mx4v);
put_nulle var("rx4");
put_nulle var("ry4");
put_nulle var("my4");
put_nulle var("mz4");
put_nulle var("mx5");
put_nulle var("rx5");
put_nulle var("ryS");
put_nulle var("myS");
put _nulle var("mz5");
put_nulle var("mx7"7);
put nulle - > var("cx7"});
put_nulle var("ry7");
put_} “nulle _var ("my7");
put_nulle > var("mz7");

|

!

tl |

| II II II "

/t t 2223222233 t/

/* transports */

/t L2 322224223 Q/

TRANS PORT

("E1"," [trans (u, r3),rot (w,t3-t2), trans(u,r2),rot(w,t2),trans(u,-r1)1","E1E")
TRANSPORT ("E2", "[trans (u,r3), rot (w,t3-t2),trans (u,r2} 1", "E2T") ;
TRANSPORT ("E3"," [trans(u,x3)]","E3T");

TRANSPORT ("E4", " [trans (u, r3), rot(w, t3-t2) ,trans(u,r2),rot(w,t2)]","E4AT");
TRANSPORT ("E5", " [trans (u,r3) ,rot({w,t3) 1", "EST")};

TRANSPORT ("E6"," [trans (u,r4)]1","E6T");

TRANSPORT ("E7"," [trans (u,r4) ,rot(w,t4}]","E7E");

/t LA 24 2228212224222 24 4432442324 i/

/* changements de referentiels */
/t 1222222222221 3233232222822 23 'I

CR("E2T", " {trans(u, rl) ,rot(w,t2)]1”,"E2E"};

CR("E3T", "{trans(u, rl), rot(w, t2), trans(u,-r2), rot(w,-t2+t3)]1","E3E") ;
CR("E4T", " (trans(u,rl)]","E4E");

CR("EST"," [trans(u,rl), rot(w,t2), trans(u,-r2), rot{w,-t2}]","ESF")
CR("E6T"," [rot(w,c4}]","E6F");

/Q L2 24222222713 '/

/* les nominaux */
/i i 223 42232223213 QI

vecteur_deplacement
(" {trans(u, r3},rot(w,t3-t2), trans(u,r2),rot(w,t2),trans{u,-rl)]", &nl);
vecteur_deplacement (" [trans(u,r4),rot(w,t4)]",&n2);
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J® RRRkansesndttnentRtatan %/

/* les vecteurs d'erreurs */
/% snktrhttattnatentnttnt &/

getsym moment ("E1lF", &vl};
getsym moment ("E2F", &v2) ;
getsym moment ("E3F",&v3);
getsym moment ("E4F", &v4) ;
getsym_moment ("ESF", &v5) ;
getsym moment ("E6F", &v6) ;
getsym moment ("E7F", &v7) ;

[% ERRRREAREARERA LN EEEEAAAREREN SRR TR SRR ARR SRR ORO RS L 74

/* les deux vectaurs d'erreurs (chemin 1 et chemin 2) */
VAR e Y N X T/

/* vaectaur rl */

addition vecteur(vl,v2, &tl);
addition_vecteur(tl,v3, &t2);

addition vecteur(t2,v5, &rl);

/* vectaur 2 */

addition vecteur(vé,v7,&r2);

printf("drl: %2.41f dr2: %2.41f dr3: %2.41f dr4: %2.41f \n\n",z1,2z2,z3,z4);

printf("nominaux : nl : \n %s \n\n",nl):;
printf("nominaux : n2 : \n %s \n\n",n2);

printf ("erreurs \n");

printf ("erreur \n %s \n\n",vl);
printf ("erreur \n %s \n\n",v2);
printf{"erreur \n %s \n\n",v3);

NP N T YR Y
S8 Y% N0 #9940 Y e
-

o]

printf("erreur $s \n\n",v4);
printf("erreur \n %s \n\n",v5);
printf("erreur \n %s \n\n",ve);
printf("erreur \n %s \n\n",v7);

printf("erreur total du chemin 1: \n %s \n\n",rl):;
printf("erreur total du chemin 2: \n %s \n\n",r2);

egn2(rl,r2, &last,'u’');
eqn2 (rl, r2, &lastl,'v');

eqnl (nl, &f1);
egn2 (ni,n2,&£f2,'u");

[* wetvkerbabttttbbttttt NUMERIQUE *R44adadttdtaedtorteads &/

/t L s s i s 24l 2223224222222 2222222222222 22T ﬁ,

/* ipnitialisation de la resolution numerique */
[ SRR AR RARRREACEAARRRANNRAAARAANCACRINNSE &/

printf("drl: %3.21f dr2: %3.21f dr3: %3.21f dr4: %3.21f \n",zl1,22,z3,z4);

init_calcul ("inctransfo.dat”);

YARR A d sl st i d st sl 22 22222222 2] */

/* definition des inconnues manquantas */
/-t L2 s 4 s 4482824223213 3 2223223222222 ys Ql

/* introduction de variables dans la liste des variables du parseur */
put_inc("rl",1.00*multi) ;

put_inc("r2",0.4*multi);
put_inc{"r3",1.2*multi);



put_inc("r4",1.03923*multi) >

put_inc("t2",0.0);
put_inc("t3",0.0);
put_inc("t4",06.0};
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/* variables pour le calcul analytique de la grandeur theta 4 +/

rrl = 1.00*multi;
rr2 = 0.4*multi;
rr3 = 1.2*multi;
rr4d = 1.03923*multi;

/f 12222223 2282222223222 3222222222222 3 2242222222122 2232422422222 222332242339 i/

/* Boucle de resolution
/* 2222422333222 22233 3XXPTTLTL 3223232223223 2222222222222 2 223212332312 242444 C,

pour une rotation de 360

degres autour du piwvot Ol */

for(angle2 = 0.0;angle2 <= 2.1 *(pi};angle2 += (pi/36.0)}
{

if (!(modifie_inc("t2",angle2}}) return 0;

rrl = 1.0 * multi;

rr2 = 0.40 * multi:s

rr3 = 1.2 ® multi;

rr4 = 1.03923 ®mqulti;

AR = sin(angle2);

BB = cos(angle2) - rrl/rr2:;

cC =
(rri*rrl + rr2*rr2 - rr3*rr3 + rr4*rr4)/(2.0*rr2*rr4) - (rrl/rr4) =
cos (angle2);

DD = sqrt (AA*AA + BB*BB — CC*CC);

phim = 2.0*atan{(AA - DD)/ (BB + CC));

phip = 2.0*atan((AA + DD)/ (BB + CC));

phim = phim*180.0/pi;

phip = phip*180.0/pi;

rrl = 1.0*multi - z1;

rr2 = 0.4*multi + z2;

rr3 = 1.2*multi + 237

rr4 = 1.03923*multi + z4:;

AA2 = sin(angle2);

BB2 = cos{angle2) - rrl/rr2;

cc2 =
(rri*rrl + rr2*rr2 - rr3*rr3 + rrd4*rrd)/(2.0%rr2*rr4) -
(rrl/rr4)*cos{angle2);

DD2 = sqrt(AR2*AA2 + BB2*BB2 — CC2*CC2);

phim2 = 2.0*atan((AA2 - DD2)/(BB2 + CC2));

phip2 = 2.0*atan((AA2 + DD2)/(BB2 + CC2));

phim2 = phim2*180.0/pi;

phip2 = phip2*180.0/pi;

rrl = 1.0*multi;

rr2 = 0.4*multi;

rr3 = 1.20*multi;

rr4 = 1.03923*multi;

if (phim < 0) phim = 360.0 + phim;

if (phip < 0) phip = 360.0 + phip;

if (phim2 < 0) phim2 = 360.0 + phim2;

if (phip2 < 0) phip2 = 360.0 + phip2;

/* On calcule les angles gamma (t3) et phi (td) =/

regulafalsi(fl,"t3",0.000001,200,angle2, &gangle3);
regulafalsi(f2,"t4",0.000001,200,angle2, &angled);

d3 = d4 = 0.0/
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/* On calcule les erreurs sur gamma et phi */
eqn2 newton (&d3, "dtheta3"™, &d4, "dtheta4d"”, last, lastl, 0.00001,0.00001,150) ;

modifie inc("dtheta3”,d3);
modifie inc("dtheta4”,d4q):;

printf("%3.51f\n" rangle2*180.0/pi); /* theta 2 input */
printf("$1£\n" ,phim) ; /* theta 4 analytique */
prg.ntg é::igtn: phim2) ; /* theta 4 analytique */
print n Phim-phim2) ;

printf("%$1£\n" rangled4*180.0/pi); /* theta 4 experime */
prix}ltf ("%3.51f \n\n" ,d4*180.0/pi) ; /* delta theta 4 */

endtorseur(};



119

IL2 Descriptions des fonctions principales du calculateur symbolique

Il existe un grand nombre de fonctions dans les bibliothéques du logiciel de
calcul symbolique. Toutefois, plusieurs d'entre-elles ne sont que des fonctions
intermédiaires employées par le logiciel lui-méme. De ce fait, 1a liste qui suit regroupe
que les fonctions susceptibles d'étre employées par les utilisateurs éventuels. Cette liste
est divisée en trois catégories: les fonctions associées aux opérations sur les torseurs
(sous-section I1.2.1), les fonctions associées directement aux opérations sur les vecteurs
(sous-section I1.2.2) et finalement, les autres fonctions qui ne peuvent étre catégorisées

dans les deux autres catégories (sous-section I1.2.3).

I1.2.1 Fonctions associées aux opérations sur les torseurs

Opérations

int inittorseur(char *fichier);

Cette fonction effectue l'initialisation de Ia liste globale des torseurs (symbolique
et numérique). C'est dans cette liste globale que toutes les informations sont stockées
(TT). L'appel de cette fonction est obligatoire avant de réaliser toute autre opération sur
les torseurs. La fonction recoit en paramétre le nom du fichier s'il y a lieu. Elle
retourne l'entier:

1 : en cas de succes;

0 : en cas d'échec.

int endtorseur(void);
Cette fonction détruit la liste globale contenant I'ensemble des torseurs. Cette

liste a préalablement été initialisée par la fonction imittorseur. Aucun paramétre est
nécessaire lors de l'appel de cette fonction en effet, toutes les informations sont

transmises par l'intermédiaire de variables globales. Elle retourne I'entier:
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en cas de succes;

0 : en d'échec.

int scalaire_torseur(char *T1,char *var, double num, char *T2);

Cette fonction permet de multiplier un scalaire a un torseur. Pour ce faire, elle
doit recevoir en paramétre le nom du torseur (T1) sur lequel le scalaire est multipli¢,
le nom symbolique de la variable scalaire (var), la valeur numérique de ce méme
scalaire (num) et finalement, le nom du torseur de destination (T2). La fonction
retourne l'entier:

1 : en cas de succes;

0 : en cas d'échec.

int soustraction_torseur(char *T1, char *T2, char *T3);

Cette fonction gére la soustraction de deux torseurs (partie symbolique et partie
numeérique). Pour réaliser cette opération, la fonction doit recevoir en paramétre le
torseur sur lequel la soustraction est réalisée (T1), le torseur qui doit étre soustrait (T2)
et le torseur de destination (T3). Evidemment, d'autres informations sont transmises a
la fonction par variables globales. Elle retourne le nouveau torseur (T3) et l'entier:

1 : en cas de succes;

0 : en cas d'échec.

int addition_torseur(char *T1, char *T2, char *T3);

Cette fonction geére l'addition de deux torseurs (partie symbolique et partie
numérique). Pour réaliser cette opération, la fonction doit recevoir en paramétre le
torseur sur lequel I'addition est réalisée (T1), le torseur qui doit étre additionné (T2) et
le torseur de destination (T3). D'autres informations sont transmises a Ia fonction par
variables globales. Elle retourne le nouveau torseur (T3) et I'entier:

1 : en cas de succes;

0 : en cas d'échec.
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int CR(char *T1, char *vecteur, char *T2); -

Cette fonction gére les changements de référentiel des torseurs. Elle emploie les
outils mathématiques présentés dans ce mémoire. La fonction CR doit donc recevoir
le nom du torseur qui subit le changement de référentiel (T1), le vecteur déplacement
(vecteur) exprimé sous la forme de Ia symbolique rotation/translation qui a été présenté
au chapitre 3.0 et le torseur résultant du changement de référentiel (T2). La fonction
regoit également la liste globale contenant toutes les informations relatives aux torseurs.
Elle retourne le torseur résultant (T2) avec ces nouvelles valeurs par l'intermédiaire de
cette liste globale et 'entier:

-1 : en cas d'échec;

0 : en cas de succés.

int TRANSPORT(char *T1, char *vecteur, char *T2);

Cette fonction gére le transport d'un torseur. Elle emploie les outils
mathématiques présentés dans ce mémoire. Pour réaliser un transport, la fonction doit
recevoir en paramétre le nom du torseur a transporter (T1), le vecteur (vecteur) liant
l'origine du torseur T1 au point ou doit s'exprimer ce demier aprés son transport et
finalement, le nom du nouveau torseur qui est généré (T2). La fonction regoit
également la liste globale contenant toutes les informations relatives aux torseurs. Elle
retourne le résultat du transport par {'intermédiaire de cette- méme liste globale et l'entier:
-1 : en cas d'échec;

0 : en cas de succes.

Manipulations intermédiaires

int getval_moment(char *T1, double *vall, double *val2, double *val3);
Cette fonction extrait la composante numérique du moment de la résultante du
torseur (T1). Ainsi, pour accomplir sa tache, la fonction doit recevoir en parameétre le

nom du torseur (T1). Elle doit également obtenir la liste globale définissant I'ensemble
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des torseurs. La fonction retourne les trois composantes numériques du vecteur moment
associé au torseur T1 soit vall pour la composante u, val2 pour la composante v et val3
pour fa composante w. De plus, elle retourne l'entier:

1 : en cas de succés;

0 : en cas d'échec.

int getval_resultante(char *T1, double *vall, double *val2, double *val3);

Cette fonction extrait la composante numérique de la résultante du torseur (T1).
Ainsi, pour accomplir sa tache, la fonction doit recevoir en paramétre le nom du torseur
(T1). Elle doit également obtenir la liste globale définissant I'ensemble des torseurs.
La fonction retourne les trois composantes numériques du vecteur résultante associé au
torseur T1 soit vall pour la composante u, val2 pour la composante v et val3 pour la
composante w. De plus, elle retourne ['entier:
1 : en cas de succes;

0 : en cas d'échec.

int getsym_moment(char *t,char **mom);

Cette fonction extrait la composante symbolique du moment de la résultante du
torseur (t). Ainsi, pour accomplir sa tiche, la fonction doit recevoir en paramétre le
nom du torseur (t). Elle doit également obtenir la liste globale définissant I'ensemble

des torseurs. La fonction retourne l'expression symbolique du vecteur moment (mom)

et l'entier:
1 : en cas de succes;
0 : en cas d'échec.

int getsym_resultante(char *t,char **res);
Cette fonction extrait 1a composante symbolique de la résultante du torseur (t).
Ainsi, pour accomplir sa tiche, la fonction doit recevoir en paramétre le nom du torseur

(t). Elle doit également obtenir la liste globale définissant I'ensemble des torseurs. La
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fonction retourne I'expression symbolique du vecteur résultante (res) et I'entier:
1 : en cas de succes;

0 : en cas d'échec.

int init_calcul(char *fichier);

Cette fonction a pour tiche de préparer I'ensemble des listes de variables et
parameétres qui sont utilisés lors de la résolution numérique des équations symboliques.
Ainsi, elle réalise la création d'une liste chainée contenant les variables symboliques
et les valeurs numériques associées. Une certaine part de ces informations est extraite
d'un fichier dont le nom (ﬁci:ier) est recu en parameétre. Cette fonction doit
impérativement étre appelée avant toute demande de résolution. Elle retourne I'entier:
1 : en cas de succes;

0 : en cas d'écheg-
Le format du fichier de lecture doit étre le suivant:

variablel 1.0
variable2 2.0

variable3 ...

$$

Remarquons que le symbole "$3" doit étre donné a la fin du fichier.

int put_inc(char *var,double num);

Cette fonction permet d'introduire une variable symbolique et la valeur
numérique associée, dans la liste chainée contenant tous les paramétres. Elle peut étre
appelée lorsque la fonction d'initialisation init_calcul a été exécutée avec succés. La
fonction regoit le nom symbolique de la variable (var) et sa valeur numérique associée

(num). Elle utilise également la liste globale regroupant l'ensemble des variables
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contenues dans les équations a résoudre. Elle retourne 'entier: -
1 : en cas de succes;

0 : en cas d'échec.

int resoudre(char* tl);
Cette fonction permet de résoudre numériquement un vecteur exprimé sous la

forme qui est exigée par le logiciel. Pour réaliser cette résolution, la fonction regoit le
vecteur (tI) qui doit étre défini avec les composantes unitaires u,v et w (espace
orthonormé direct). Par la suite, elle décompose le vecteur pour les traitements
subséquents (passage dans le "parser” numérique). La fonction regoit également deux
listes globales regroupant la liste des variables et la liste des torseurs. Elle retourne le
torseur résolu et l'entier:

1 : en cas de succes;

0 : en cas d'échec.

int put_nulle_var(char *var);

Cette fonction permet d'éliminer les variables nulles des équations symboliques.
Cette opération permet d'alléger la formulation symbolique de ces équations. La
fonction regoit le nom de la variable (var) en paramétre. De plus, la fonction utilise la
liste globale des variables a éliminer. Elle retourne l'entier:
1 : en cas de succes;

0 : en cas d'échec.

int modifie_inc(char *var, double num);

Cette fonction est employée pour modifier la valeur numérique associée a une
variable symbolique existante dans Ia liste globale des variables. La fonction regoit en
parameétre le nom symbolique de la variable (var) et ia nouvelle valeur numérique (num)
qui doit étre associée a ce nom dans la liste globale des variables. Elle retourne I'entier:

1 : en cas de succeés;
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0 : en cas d'échec.

int vecteur_deplacement(char *transformation,char **vr);

Cette fonction construit un vecteur liant I'origine d'un référentiel défini dans un
espace orthonormé direct dont les composantes unitaires sont u, v et w et un point
quelconque dans ce méme référentiel. La fonction emploie les transformations
exponentielles définies au chapitre 3.0 pour réaliser cette tiche. La fonction doit
recevoir le parcours du déplacement (transformation) a suivre entre les deux points sous

un format défini par le logiciel. La fonction retourne le vecteur déplacement (vr) et

I'entier:
1 : en cas de succes;
0 : en cas d'échec.

Le format du parcours de déplacement contenu dans la variable "transformation” est le
suivant:

"[expression_1(vecteur,expression_2),...]"

ou,

expression_1 est la transformation géométrique recherchée. Cette
expression peut étre une "translation” ou une "rotation".
La fonction accepte toute contraction de ces mots. Elle
accepte autant les majuscules que les minuscules.

vecteur : est la composante unitaire selon laquelle la transformation
doit étre exécutée. Cette composante peut €tre u, v ou w.

expression_2 : est une vanable définissant I'amplitude de Ila
transformation. L'expression de cette variable est laissée

au choix de l'utilisateur.

Exemple d'expression contenue dans la variable transformation:
"[trans(v,1),rot(u,alpha)]"
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int resoudre_eqn(char *vsym, double *vnum);

Cette fonction calcule I'expression numérique d'une équation définie
symboliquement. Pour réaliser cette opération, la fonction emploie les bibliothéques
d'un "parser”. La fonction regoit en paramétre l'expression symbolique de I'équation a
résoudre (vsym). La liste globale des variables contenues dans les équations est utilisée.

La fonction retourne le résultat numérique a l'aide d'une variable (vnum) ainsi que

I'entier:
1 : en cas de succes;
0 : en cas d'échec.

int puttorseur(char *T2, char *r, char *m,int flag);

Cette fonction permet d'ajouter un torseur a la liste des torseurs. Si cette liste
n'existe pas, elle en effectue l'initialisation. La fonction regoit en paramétre le nom du
torseur a ajouter (T2), le vecteur resultante associé a ce torseur (r), son vecteur moment
(m) et un entier qui doit conserver la valeur 1. Les vecteurs moment et résultante
doivent étre définis selon la norme choisie pour le logiciel. La fonction emploie

également la liste globale des torseurs. Elle retourne I'entier:

1 : en cas de succes;
0 : en cas d'échec;
-1 : st le nom du torseur (T2) existe deja, la fonction abandonne 'opération.

Voici le format qui doit étre employé pour définir le vecteur résultante et le vecteur
moment:

".({composante_1}{u + {composante 2}{v + {composante_3}[w)"

ou,
composante_1, composante_2,
composante 3 : sont les expressions des composantes associées a

chacun des vecteurs unitaires du vecteur.
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IL.2.2 Fonctions associées aux opérations sur les vecteurs

Opérations

int addition_vecteur(char *vl1, char *v2, char **vr);

Cette fonction permet l'addition de deux vecteurs exprimés symboliquement.
Pour réaliser cette opération, la fonction regoit un premier vecteur (v1) et un second
vecteur (v2). Ces deux vecteurs sont définis symboliquement dans un format propre au
logiciel. Le résultat de I'addition est retourné par l'intermédiaire d'une variable (vr). La
fonction retourne l'entier:
1 : en cas de succeés;

0 : en cas d'échec.

int soustraction_vecteur(char *vl, char *v2, char **vr);

Cette fonction permet la soustraction de deux vecteurs exprimés symboliquement.
Pour réaliser cette opération, la fonction regoit un premier vecteur (vi) et un second
vecteur (v2). Ces deux vecteurs sont définis symboliquement dans un format propre au
logiciel. Le résultat de la soustraction est retourné par l'intermédiaire d'une variable
(vr). La fonction retourne l'entier:
1 : en cas de succes;

0 : en cas d'échec.

int norme_vecteur(char *vi,char **vr);

Cette fonction calcule la norme d'un vecteur. Ce vecteur est défini
symboliquement selon un format choisi par convention. La fonction regoit en paramétre
le vecteur (v1) dont la norme est a calculer. Ce résultat est retourné sous une forme
symbolique grice a la variable (vr). De plus, la fonction retourne l'entier:

1 : en cas de succes;

0 : en cas d'échec.
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Voici une description sommaire de la procédure de calcul:
((x*x) + (y*y) + (z*2))*(1/2) = sqrt(proscalaire(vecteurl,vecteurl)).

int scal_mul_vecteur(char *vl, char *scal, char **vr);

Cette fonction permet de mutiplier un vecteur et d'un scalaire qui sont définis
symboliquement. La fonction regoit le vecteur (v1) sur lequel le scalaire (scal) doit étre
multiplié. Le résultat symbolique est retourné par l'intermédiaire de la variable (vr).
La fonction retourne I'entier:

1 : en cas de succes;

0 : en cas d'échec.

int scal_div_vecteur(char *vl, char *scal, char **vr);

Cette fonction permet de diviser symboliquement le scalaire d'un vecteur. La
fonction regoit le vecteur (v1) et le scalaire (scal). Le résultat symbolique est retourné
par l'intermédiaire de la variable (vr). La fonction retourne l'entier:

1 : en cas de succes;

0 : en cas d'échec.

int provectoriel(char *v1, char *v2, char **vr, int tidx);

Cette fonction effectue le produit vectoriel entre deux vecteurs. Cette tiche est
réalisée a la suite de la réception du premier vecteur (v1), du second vecteur (v2) et
d'un entier (tidx). Cet entier permet d'éliminer les signes négatifs (1: pas de signe -, 0:
respect de la régle de la main droite). La fonction retourne le vecteur solution (vr) en
respectant la convention choisie:

(fxxoxxxx}u + {yyyyyyy}lv + {(zzzzzzzz}[w) .

La fonction retourne également l'entier:
1 : en cas de succes;

0 : en cas d'échec.
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int proscalaire(char *vl, char *v2, char **vr);
Cette fonction effectue le produit scalaire des deux vecteurs (v1 et v2) regus en

paramétre. Le résultat du produit vectoriel est retourné en paramétre grace a la variable
vr. La fonction retourne également l'entier:
1 : en cas de succeés;

0 : en cas d'échec.

int projection_vecteur(char *vl, char *v2, char **vr);

Cette fonction effectue la projection du vecteur vl sur un second vecteur v2. La
fonction retourne le résultat de cette projection grice a la variable vr. Elle retourne
également l'entier:

1 : en cas de succes;

0 : en cas d'échec.

Manipulations intermédiaires

int resoudre_vecteur(char *vsym, char **vnum);

Cette fonction résout numériquement un vecteur grice a la bibliothéque de
fonction du "parser". Pour réaliser cette tiche, la fonction regoit le vecteur (vsym) sous
une forme symbolique définie par convention (.({composante _1}{u+ {composante_2}[v
+ {composante_3}[w)). Il est impératif que chacune des variables contenues dans
I'expression du vecteur soit associée a une valeur numérique dans la liste globale des
variables. Cette liste est regu par la fonction. Les résultats des calculs sont renvoyés
de la fonction grace a la variable "vnum". La fonction retourne également l'entier:

1 : en cas de succés; |

0 : en cas d'échec.
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11.2.3 Autres fonctions

int obtention_angles(double t2, char *nl, char *n2, double *angie3, double
*angled);

Cette fonction est employée pour la résolution du générateur d'équations a quatre
membures (chapitre 5.0) par la méthode de la sécante. Cette méthode numérique est
dérivée de la méthode de Newton/Raphson associée aux équations non-linéaires. Les
valeurs des angles 03 (angle3) et 04 (angle4) sont obtenus connaissant les grandeurs des
membrures rl, r2, r3, r4 et l'angle d'entrée 02 (t2). Les variables "nl" et "n2" sont
employées dans le fonctionnement interne de la méthode numérique. La fonction
retourne |'entier:

1 : en cas de succes;

0 : en cas d'échec.

int eqn2(char *nl, char *n2, char **f2, char x);

Cette fonction est employée lors de la validation de la méthodologie au chapitre
5.0. Elle permet de construire la seconde équation qui est résolue par la méthode de
la sécante au cours de la recherche de la valeur numérique de I'angle 64. La fonction
regoit en paramétre le vecteur nominal 1 (n1) et le vecteur nominal 2 (n2). La fonction
retourne 'équation a résoudre par la méthode de la sécante (f2) et l'entier:
1 : en cas de succes;

0 : en cas d'échec.

int eqnl(char *nl,char **fl);

Cette fonction génére la premiére équation pour l'algorithme de la sécante. Elle
est employée lors de la validation de la méthodologie (chapitre 5.0). Pour réaliser sa
tache, la fonction regoit I'équation nominale du chemin de fonctionnalité 1 (n1). Le
résultat est retourné par la variable "f1". La fonction retourne également l'entier:

1 : en cas de succes;
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0 : en cas d'échec.

int secante(char *f1,char *var, double d1, double d2, double tol, int N,double ¢2,
double *res);

Cette fonction utilise la méthode de la sécante pour résoudre la fonction
non-linéaire (f1) qu'elle regoit (trouve 63 ou 04). Pour accomplir cette tiche, la
fonction regoit en paramétre l'ensemble des variables de controles (d1,d2,tol et N)
associées a la méthode numérique soient les deux valeurs de départ, la tolérance a la
convergence et le nombre maximum d'itérations. Elle retourne ie résultat des calculs

s'il y a convergence ou dans le cas contraire, un message d'erreur. La fonction retourne

également l'entier:

1 : en cas de succes;

0 : en cas d'échec;

2 : en cas de divergence des calculs.

int cherche _borne(char *eqm, char *var, double t2, double *bormel, double
*borne2, double precision);

Cette fonction est employée par la fonction regulafalsi (méthode "Regula Falsi")
pour calculer une borme positive et une borne négative afin d'initier les calculs
d'optimisation. La fonction recoit I'équation symbolique (eqn), la variable symbolique
(var), la valeur numérique de I'angle d'entrée 62 (12). La fonction retourne la valeur
numérique des bornes min (bornel) et max (borne2) de maniére a obtenir: f(a)f(b) < 0.
La fonction retourne également l'entier:

1 : en cas de succes;

0 : en cas d'échec.

int regulafalsi(char *eqn, char *var, double tol, int M, double angle2, double

*root);
Cette fonction calcule I'inconnue d'une équation non-linéaire par la méthode
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REGULA FALSI Pour accomplir cette tiche, la fonction recoit Ia tolérance définissant
la convergence (tol), le nombre d'itération maximum (M), I'expression de I'équation non-
linéaire (eqn), la représentation symbolique de la variable (var). La fonction retourne

la racine de l'équation (root) et I'entier:

1 : en cas de succés ("nous avons atteint la précision désirée");
0 : en cas d'échec;
2 : en cas de succés ("nous avons atteint le nombre maximum d'itération").

int newton(double *xo, char *var, char *eqn, double xterm, double fterm, int N);

Cette fonction effectue la résolution d'une équation non-linéaire par la méthode
de Newton. Pour accomplir cette tiche, Ia fonction regoit une valeur numérique de
départ, des bomes numériques controlant la convergence, le nombre d'itération
maximum permis (N), I'expression symbolique de I'équation a résoudre, l'expression
symbolique de l'inconnue et un index indiquant I'état de la résolution. La fonction

retourne I'index d'état et le résultat de I'approximation. La fonction retourne également

I'entier:

1 : en cas de sortie due a fterm;

2 : en cas de sortie due a xterm;

3 : en cas de sortie due a N (nombre d'itérations)

int eqn2_newton(double *x0, char *varx, double *y0,char *vary,char *eqnl, char
*eqn2, double xterm, double fterm, int N);

Cette fonction effectue la résolution de systémes de deux équations non-linéraires
par la méthode de Newton (version 2). Pour accomplir cette tiche, la fonction regoit
les valeurs numériques de départ (xO et y0), des valeurs numériques controlant I'arrét
des itérations, le nombre d'itérations maximum alloué (N), les expressions symboliques
des deux équations (eqnl et eqn2), les expressions symboliques des deux inconnues
recherchées (varx et vary) et un index indiquant l'état de la résolution. La fonction

retourne l'index d'état, le résultat de I'approximation et l'entier:
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en cas de sortie de la fonction due a fterm;
2 : en cas de sortie de la fonction due a xterm;

en cas de sortie de la fonction due au nombre d'itération (N).

double Fonct(double xo, char *var, char *eqn);

Cette fonction permet d'évaluer numériquement ['expression symbolique d'une
équation grice au "parser”. Il estimpératif que la liste globale des variables contiennent
I'ensemble des variables contenues dans l'équation a résoudre. La fonction regoit la
valeur numérique (x0) et la variable symbolique inconnue associée (var) et 'expression
symbolique de l'équation (eqn). La fonction retourne le résultat numérique ou

-123456789 .45 dans le cas d'un échec de I'évaluation.

double derivel_fonction(double xo,char *var,char *eqn);

Cette fonction évalue numériquement la dérivée d'une fonction ("Richardson
extrapolation and numerical differentiation"). Pour accomplir cette tiche, la fonction
doit recevoir en paramétre la variable symbolique (var) selon laquelle la dérivée doit
étre calculée, la valeur numérique de cette variable (xo) et I'équation symbolique qui
est a dériver (eqn). La fonction retourne le résultat numérique de la dérivée ou un

message indiquant 1'échec des calculs ("-123456789.45").
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ANNEXE II1
TORSEURS EMPLOYES LORS DE L'ANALYSE DU VARIATEUR
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II1.1 DEMI-BOUCLE 1 -

Hi.1.1 Torseurs d'erreurs dimensionnels

{T3} (référentiel 0)

-X3 0
0 0
0 0

note : Le systéme de contraintes est défini au chapitre 6.0

Transport a la coupure:
T(ua-L3)’ T(“v-L4)s T(u"LS), T(“,.jeul), T(ua.L6)9 T(“’Ls)’ T(“)Lg), T(“,Ll l)t

T(u,-L13), T(u,-jeu2), T(u,-L15), T(u,-L16), T(u,-L17), T(u,-L18), T(u,-L19),
T(w,L.21),T(u,-L100),T(v,r3)

d3 = (dx3)u + (dy3)v + (dz3)w

dx3 = -L3-14-L5-jeul -L6 +L8 +L9+L11-L13 -jeu2-L15-L16-
L17 -L18 -L19 + L21 -L100

dy3 = 3

Changement de référentiel:

Aucun

Résultat:

-X3 0
0 0
[ )
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{T4} (référentiel 2)

X4 0
0o 0
0 o0

note : Le systéme de contraintes est défini au chapitre 6.0

Transport a la coupure:

T(u,-L4), T(u,-LS), T(u,-jeul), T(u,-L6), T(u,L8), T(w,L9), T(u,L11), T(u,-L13),
T(u,~jeu2), T(u,-L15), T(u,-L16), T(u,-L17), T(u,-L18), T(u,-L19), T(u,L21),
T(uw,-L100), T(v,r3)

d4 = (dx4)u + (dy4)v + (dz4)w

dx4¢ = -L4-1L5-jeul -L6+L8+L9+L11-L13-jeu2-L15-L16-L17 -
Li8 -L19 +L21 - L100

dy4 = 3

Changement de référentiel:

Aucun
Résultat:
-X4 0

o0
0 0



137

{TS} (référentiel 5)

-X5
00
0 O

note : Le systéme de contraintes est défini au chapitre 6.0

Transport a la coupure:
T(II,-LS )a T(u”j eul )’ T(ll,°L6), T(u$L8)1 T(uaLg)s T(“aL 1 1)’ T(“"L 13 )’ T(“,.j euz):

T(u,-L15), T(u,-L16), T(u,-Ll?): T(u,-L18), T(u,-L19), T(u,L21), T(u,-L100),
T(v,r3)

ds = (dx5)a + (dyS)v + (dz5)w

dxs = -L5-jeul -L6+L8+1L9+L11-L13-jeu2-L15-L16-L17-L18-
L19+L21 -L100

dys = 3

Changement de référentiel:
Aucun

Résultat:

-X5 0
0 o
00
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{T6} (référentiel 7) -

-X6 0
0 O
0 0

note : Le systéme de contraintes est défini au chapitre 6.0

Transport a la coupure:
T(u,-L6), T(u,L8), T(u,L9), T(u,L11), T(w,-L13), T(u,~jeu2), T(u,-L15), T(u,-L16),
T(u,-L17), T(u,-L18), T(u,-L19), T(u,L21), T(u,-L100), T(v,r3)

dé = (dx6)u + (dy6)v + (dz6)w

dx6 = L6 +L8+L9+L11-L13-jeu2 -LI1S-L16-L17-L18-L19+L21
-L100

dy6 = 3

Changement de référentiel:

Aucun

Résultat:

-X6 0
0 0
00
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{T8} (référentiel 8)

8 0
00
00

note : Le systéme de contraintes est défini au chapitre 6.0

Transport & la coupure:
T(u,L8), T(u,L9), T(w,L11), T(u,-L13), T(u,-jeu2), T(w,-L15), T(u,-L16), T(u,-L17),

T(u,-L18), T(u,-L19), T(u,L21), T(u, -L100), T(v.r3)

ds = (dx8)u + (dy8)v + (dz8)w

dx8 = L8 +19 +L11-L13 -jeu2 -L15-L16-L17-L18 -L19 +L21 -
L100

dy8 = 3

Changement de référentiel:

Aucun

Résultat:

8 0
00
00
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{T9} (référentiel 4)

0
00
00

note : Le systéme de contraintes est défini au chapitre 6.0

Transport 4 la coupure:
T(u3L9): T(ur[-' 1 1)’ T(ll,'L 13)a T(“i-j eu2), T(“:‘L 15 )9 T(“’-L 1 6), T(“,'L 1 7):

T(u,-L18), T(u,-L19), T(u,L21), T(w,-L100), T(v,r3)

d9 = (dx9)u + (dy9)v + (dz9)w
dx9 = L9+L11-L13-jeu2-L15-L16-L17-L18-L19 +L21-L100
dy9 = r3

Changement de référentiel:
Aucun

Résultat:
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{T11} (référentiel 15)

11 Q
00
0 0

note : Le systéme de contraintes est défini au chapitre 6.0

Transport a la coupure:
T(u,L11), T(u,-L13), T(u,-jeu2), T(u,-L15), T(u,-L16), T(u,-L17), T(u,-L18),

T(u,-L19), T(u,L21), T(u,-L100), T(v,r3)

di1 = (dx11)u + (dyll)v + (dz1Dw
dx11 = L1l -L13 -jeu2 -L15-L16-L17-L18-L19 +L21 -L100
dyll = 3

Changement de référentiel:

Aucun

Résultat:

o
o O O



142

{T13} (référentiel 9)

-X13 0
O 0
0 O

note : Le systéme de contraintes est défini au chapitre 6.0

Transport a la coupure:
T(u,-L13), T(u,-jeu2), T(w,-L15), T(u,-L16), T(u,-L17), T(u,-L18), T(u,-L19),

T(a,L21), T(u,-L100), T(v,r3)

di3 = (dxI3)u + (dyl3)v + (dzl3)w
dx13 =  -L13-jeu2-L15-L16-L17-L18 -L19 +L21 - L100
dyl3 = 13

Changement de référentiel:
Aucun

Résultat:

~X13 0
c o
0 0
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{T15} (référentiel 11)

-X15 0
0 0
o o0

note : Le systéme de contraintes est défini au chapitre 6.0

Transport a la coupure:
T(u,-L15), T(u,-L16), T(u,-L17), T(u,-L18), T(u,-L19), T(u, L21), T(u,-L100),

T(v,r3)

d1S = (dx15)u + (dy1S)v + (dz15)w
dx15=-L15-L16-L17-L18 -L19 +L21 - L100
dylS =13

Changement de référentiel:

Aucun

Résuitat:

-X15 0
0 o
0 O



{T16} (référentiel 13)

-X16 O
0o O
o 0

note : Le systéme de contraintes est défini au chapitre 6.0

Transport a la coupure:
T(u,-L16), T(u,-L17), T(u,-L18), T(w,-L19), T(uw,L21), T(u,-L100), T(v,r3)

di6 = (dx16)u + (dyl6)v + (dz16)w
dxl6 = -L16 -L17-L18 -L19 +L21 -L100
dylé = 3

Changement de référentiel:

Aucun

Résultat:

-X16 O
o 0
o O
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{T17} (référentiel 14)

-X17 Q
o 0
o 0

note : Le systéme de contraintes est défini au chapitre 6.0

Transport & la coupure:
T(w,-L17), T(u,-L18), T(u,-L.19), T(w,L21), T(u,-L100), T(v, 3)

d17 = (dx17)u + (dy17)v + (dz17)w
dx17 = -L17-L18 -L19+L21 -L100
dyl7 = r3

Changement de référentiel:

Aucun

Résultat:

-X17 O
o 0
o O



{T18} (référentiel 17)

-X18 O
0 0
0O 0

note : Le systéme de contraintes est défini au chapitre 6.0

Transport_ a la coupure:
T(u,-L18), T(u,-L19), T(u,L21), T(u,-L100), T(v,r3)

dig = (dx18)u + (dy18)v + (dz18)w
dx18 = -Li8 -L19 +L21 -L100
dyl8 = r3

Changement de référentiel:
Aucun

Résultat:

-X18 0
0 0
0 o
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{T19} (référentiel 18)

-X19 0
o 0
0 0

note : Le systéme de contraintes est défini au chapitre 6.0

Transport & ia coupure:
T(u,-L19), T(u,L21), T(u,-L100), T(v,r3)

di9 = (dx19)u + (dy19)v + (dz19)w
dx19 = -L19 + L21 - L100
dyl9 = r3

Changement de référentiel-
Aucun

Résultat:

-X19 0
0 0
0 0
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{T21} (référentiel 19)

21 O
0 0
00

note : Le systéme de contraintes est défini au chapitre 6.0

Transport a la coupure:
T(u,L21), T(u,-L100), T(v,r3)

d21 = (dx21)u + (dy2l)v + (dz21)w
dx21 = L21 -L100
dy21 = r3

Changement de référentiel:
Aucun

Résultat:
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mL.1.2 Tolérances géométriques (demi-boucle 1)

{Tgéo 1} (référentiel 1 - identificateur (ii) sur les plans)

0 O
8l Pgl
8l vgl

note : Le systéme de contraintes est défini au chapitre 6.0

Transport a la coupure:
T(u,-€2/2), T(uw,L9), T(u,L11), T(u,-L13), T(u,-jeu2), T(u,-L15), T(u,-L16),

T(u,-L17), T(u,-L18), T(u,-L19), T(u,L21), T(u,-L100), T(v,r3)

dgéol = (dxgl)u + (dygl)v + (dzgl)w

dxgl = (-2/2 +1L9) + L11 -L13 -jeu2 -L15-L16 - L17 - L18 -L19 + L21
-L100

dygl = r3

Changement de référentiel:
Aucun

Résultat:

-ygldy 0
Ygl + ygldxgl Pgl
81 - Pgldxgl ygl
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{Tgéo 3} (référentiel 3 - identificateur (iv) sur les plans)
0 0
83 Bg3
81 Y83

note : Le systéme de contraintes est défini au chapitre 6.0

Transport a la coupure:
T(u,-el/2), T(u,L9), T(u,L11), T(w,-L13), T(u,-jeu2), T(u,-L15), T(u,-L16),

T(u,-L17), T(u,-L18), T(w,-L19), T(u,L21), T(u,-L100), T(v,r3)

dgéo3 = (dxg3)u + (dyg3)v + (dzg3)w

dxg3 = (-el2 +L9)+L11-L13 -jeu2 -L15-L16-L17-L18 -L19 + L21
-L100

dyg3 = r3

Changement de référentiel:

Aucun

Résultat:

-vg3dyg3 0
Yg3 + yg3dxg3 Pg3
83 — Pgidxg3 vyg3



151

{Tgéo 12} (référentiel 12 - identificateur (vi) sur les plans)

0 0
gI12 PgI2
gl12 ygl2

note : Le systéme de contraintes est défini au chapitre 6.0

Transport a la coupure:
T(u,el2/2), T(u,-L.19), T(u,L21), T(u,-L100), T(v,r3)

dgéol2 = (dxgl2)u + (dygl2)v + (dzgl2)w
dxgl2 = (el2/2) - L19 + L21 - L100
dygl2 = r3

Changement de référentiel:

Aucun

Reésuitat:
-ygl2dygl2 0

YgI2 + ygl2dxgl2 PBgl2
812 - Pgl2dxgl2 ygl2
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{Tgéo 20} (référentiel 20 - identificateur (v) sur les plans) -

0 0
820 Pg20
220 vg20

note : Le systéme de contraintes est défini au chapitre 6.0

Transport a la coupure:
T(u, e4/2), T(u, L21), T(u, -L100), T(v, 13)

dgéo20 =  (dxg20)u + (dyg20)v + (dzg20)w
dxg20 =  e4/2+L21-L100
dyg20 = 3

Changement de référentiel:
Aucun

Reésultat:

~Y820dyg20 0
Y220 + yg20dxg20 Bg20
820 - Bg20dxg20 vg20
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{Tgéo 16} (référentiel 16 - identificateur (jii) sur les plans)

0 0
Ygl6 Pgl6
gl6 vgl6

note : Le systéme de contraintes est défini au chapitre 6.0

Transport a la coupure:
T(u,e3/2), T(u, L11), T(u, -L13), T(u, -jeu2), T(u, -L15), T(u, -L16), T(u, -L17),

T(u, -L18), T(u, -L19), T(u, L21), T(u, -L100), T(v, r3)

dgéolé6 = (dxgl6)u + (dygl6)v + (dzgl6)w

dxglé = e3/2+L11-L13 -jeu2 -L15-L16 -L17 -L18 -L19 + L21 -
L100

dyglé = 3

Changement de référentiel:

Aucun

Résultat:
-yglédygl6 0

Ygl6 + ygl6dxgl6 Pgl6
216 — Pgl6dxglé vgl6
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{Tgéo 21} (référentiel 21 - identificateur (vii) sur les plans)

(1 0
821 Pg21
g2l vyg2l

note : Le systéme de contraintes est défini au chapitre 6.0

Transport a fa coupure:
T(u, €21/2), T(u, L20), T(u, L21), T(u, -L100), T(v, r3)

dgéo2l = (dxg21)u + (dyg21)v + (dzg21)w
dxg21 = e21/2 + L20 + L21 -L100
dyg21 = r3

Changement de référentiel:

Aucun

Résultat:

-yg2ldyg21 0
Yg2l + yg2ldxg2l Pg2l
221 - Pg2ldxg2l yg21
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.13 JEU (demi-boucle 1)

{Tjeul} (référentiel 6)

-Xjl 0
00
0 O

note : Le systéme de contraintes est défini au chapitre 6.0

Transport a la coupure:
T(u: 'jeul), T(“: L6)! T(“3 LS), T(ll, Lg): T(“: Lll): T(“1 -L13 )’ T(u, 'jeu2),

T(u, -L15), T(u, -L16), T(u, -L17), T(u, -L18), T(u,-L19), T(u,L21), T(u, -L100),
T(v, r3)

djeul = (dxjeul)u + (dyjeul)v + (dzjeul)w

dxjeul = -jeul -L6 +L8+L9+Lk1-L13-jeu2-L15-L16-L17-L18
-L19 + L21 -L100

dyjeul = r3

Changement de référentiel:

Aucun

Résultat:

-Xj1 0
0 0
0o 0
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{Tjeu2} (référentiel 10)

-Xj2 0
00
0 0

note : Le systéme de contraintes est défini au chapitre 6.0

Transport & la coupure:
T(u, -jeu2), T(u, -L15), T(u, -L16), T(u, -L17), T(u, -L18), T(u,-L19), T(u,L21),

T(u, -L100), T(v, 13)

djeu2 = (dxjeu2)u + (dyjeu)v + (dzjeu2)w
dxjeu2 = jeu2 -L15-L16-L17-LI8 -L19 +L21 -L100
dyjeu2 = 3

Changement de référentiel:

Aucun

Résultat:

-Xj2 O
0 O
0O O



1.2 DEMI - BOUCLE 2

mL.2.1 Torseurs d'erreurs dimensionnelles

{T51} (référentiel 23)

10
00
0 0

note : Le systéme de contraintes est défini au chapitre 6.0

Transport a la coupure:
T(u,L51), T(u, L54), T(u, L5S), T(v, r2)

asit = (dx51)u + (dy5Sl)v + (dz51)w
dx51 = L51 + L54 + L55
dy51 = 2

Changement de référentiel:
R(w,))

Résultat:

10
00
0 0

Aprés changement de référentiel:
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X5Icos(A) O
-X51sin(A) O
0 0
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{T54} (référentiel 24)

0
00
o0

note : Le systéme de contraintes est défini au chapitre 6.0

Transport 3 la coupure:
T(u, L54), T(u, LSS), T(v, r2)

ds4 = (dx54)u + (dy54)v + (dz54)w
dx54 = LS54 + LSS
dy54 = 2

Changement de référentiel:
R(w,A)

Résultat:

4 0
0 O
00

Apreés changement de référentiel:




X54cos(A) O
~X54sin(3) O
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{T52} (référentiel 25)

X52 0
{0 O
)

note : Le systéme de contraintes est défini au chapitre 6.0

Transport 3 la coupure:
T(u, L55), T(v, r2)

ds2 = (dx52)u + (dyS52)v + (dz52)w
dx52 = LSS
dy52 = 2

Changement de référentiel:
R(w,))

Reésultat:

20
0o
0 0

Aprés changement de référentiel:
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X52cos(A) O
-X52sin(A) O
0 0
IL.2.2 Torseurs d'erreurs géométriques (demi-boucle 2)

{Tgéo 26} (référentiel 26 - identificateur (ix) sur les plans)

0 0
Y226 Bg26
820 vg26.

note : Le systéeme de contraintes est défini au chapitre 6.0

Transport a la coupure:
T(u,e8/2), T(w,L51), T(u,L54), T(u,L55), T(v,r2)

dgéo26 = (dxg26)u + (dyg26)v + (dzg26)w
dxg26 = e8/2 + L51 + L54 + L55
dyg26 = 12

Changement de référentiel:
R(w,A)

Résultat:
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~Y826dyg26 0
Yg26 + yg26dxg26 Bg26
826 - Pg26dxg26 vg26

Aprés changement de référentiel:

(-vz26dyg26cosA - (Yg26 + yg26dxg26)sin(1)) -(Bg26)sin(i)
(-v826dyg26sinA + (¥g26 - yg26dxg26)cos(A)) +(Pg26)cos(A)
Zg26 - Pg26dxg26 v826

{Tgéo 27}  (référentiel 27 - identificateur (x) sur les plans)

0 0
Yg27 Pg27
227 vg27

note : Le systéme de contraintes est défini au chapitre 6.0

Transport a la coupure:

T(v, r2)

dgéo27 = (dxg27)u + (dyg27)v + (dzg27)w
dxg27 = 0

dyg27 = 2

Changement de référentiel:
R(w,A)
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Résultat:

-vg27dyg27 0
Yg27 + yg27dxg27 Pg2
827 - Bg27dxg27 vg27

Aprés changement de référentiel:

(-v827dyg27cosr - (Yg27 + yg27dxg27)sin(A)) -(Pg27)sin(1)
(-v827dyg27sinA + (Y827 - yg27dxg27)cos(A)) +(Bg27)cos(A)
2g27 - Pg27dxg27 Y827
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Im1.3 BACKLASH

B = (backl)u + (back2)v + (back3)w



