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Résumé 

La réentrée est un mécanisme majeur dans l'initiation et la perpétuation de 

plusieurs arythmies cardiaques 11, 4, 3, 4, 51. La stimulation des myocytes ventri- 

culaires permet d'obtenir un potentiel d'action caractérisé par une rapide activation, 

un long plateau suivi d'une lente repolarisation. La phase de plateau détermine la 

durée du potentiel d'action ( M D )  pendant laquelle le système est complètement 

réfractaire, une propriété essent ieUe à la synchronisation du cycle cardiaque. L ' AP D 

varie beaucoup avec la prématurité et il a été montré que cette variation est le 

déterminant principal de la dynamique dans des modèles de cellule stimulée et de 

câble stimulé ainsi que lors de réentrées sur une boucle unidimensionelle. Dans les 

modèles ioniques, l'inclusion d'un courant entrant agissant sur une échelle de temps 

intermédiaire entre l'activation rapide de la dépolarisation et le courant lent de la 

repolarisation permet de former ce plateau. L'ajout de ce courant est la source de 

la différence entre les modèles de cellule nerveuse et cardiaque. Le modèle choisi est 

celui du myocyte de type BeeIer-Reuter (MBR) qui est le plus simple satisfaisant ces 

caracté~stiques. 
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De plus, il a été montré que la courbure joue un rôle important sur la propagation en 

milieu cardiaque théorique et expérimental. L'objectif de cette recherche est donc de 

combiner les effets de la courbure et de Ia prématurité dans un modèle &étique de 

propagation dans le tissu cardiaque bidimensiomel. En premier lieu, une approxima- 

tion du modèle ionique est utilisée dans le but d'obtenir les effets de la courbure et 

de la prématurité sur la vitesse de propagation, 17AP D et la période réfractaire ab- 

solue. Deux versions du modèle ionique sont étudiées qui different quant au temps de 

récupération de l'excitabilité. Les fonctions construites à pastir des résultats de simu- 

lation sont utilisées dans un modèle cinétique décrivant la propagation des solutions 

de période-1 dans un anneau de tissu. 



Abstract 

Reentry is a major mechanism underlying the initiation and perpetuation of many 

cardiac mhythrnias [l, 2,3,4,5]. Stimulated ventricular myocytes give action poten- 

tial characterized by a fast upstroke, a long-lasting plateau, and a late repolarization 

phase. The plateau phase determines the action potentid duration ( AP D) during 

which the system remains refractory, a property essential to the synchronization of 

the heart cycle. The APD varies much with prematurity and this change has been 

shown to be the main determinant of the dynamics in models of paced ceIls and cabie, 

and during reentry in one dimensionalioop_ In ionic models, it requires the inclu- 

sion of at least one additionna1 inwaxd current acting on an intermediate time SC& 

between the fast activating current of the upstroke and the slow current of repolaxiza- 

tion which makes the difference between nesve cell and cardiac celI model. We used a 

modified Beeler-Reuter model (MBR) of the cardiac myocyt e, which is the simplest 

model meeting this requirement. Cuvatue has also been shown to be an important 

factor for propagation in experimental and theoriticd cardiac extented tissue. The 

objective of this research is to combine both curvature and prematurity effects in a 
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kinematical model of propagation in cardiac tissue. First, an approximation of the 

ionic model is used to obtain the effects of curvature and prernaturity on the speed of 

propagation, the APD and the absolute refiactory period. Two versions of the ionic 

model are studied whkh difFer in their rate of excitability recovery. The functions are 

used in a kinematic model descnbing the propagation of period-l solutions around a 

ring. 
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Introduction 

Le phénomène de réentrée est un mécanisme majeur dans l'initiation et la per- 

pétuation de plusieurs arythmies cardiaques. Ce type de propagation a été observé 

autour d'un obstacle anatomique ou autour d'une région du tissu cardiaque partielle- 

ment ou totalement inexcitable [l, 2, 31. La réentrée a aussi été vue dans des tissus 

sains sous la forme de vortex [4, 51. 

Plusieurs approches ont été utilisées pour modéliser la réentrée allant de l'utilisation 

d'automates cellulaires jusqu'à des systèmes d'équations a u  dérivées partielles utili- 

sant des représentations ioniques de grandes dimensions [6, 7, 8, 9, 101. 

Le potentiel d'action des myocytes cardiaques est caractérisée par trois phases 

distinctes soit, la dépolarisation rapide, le plateau de longue durée et finalement Ia 

phase tardive de repolaxisation. La phase de plateau détermine la durée du potentiel 

d'action ( A P  D) pendant laquelle le système est totalement inexcitable. Cet te phase, 

qui caractérise la période réfractaire absolue, est une propriété essentielle à la syn- 

chronisation du cycle cardiaque. L' M D  est fortement dépendant de la prématurité. 



Cette propriété est un aspect déterminant de la réponse à l'entrainement des modèles 

de cellules stimulées [Il, 12,13,14], de câbles stimulés [15] et des régimes de réentrée 

dans une boude unidimensiomelk (ID) [16, 17, 181. La formulation d'un modèle 

cardiaque ionique réaliste nécessite donc l'inclusion d'au moins un courant entrant 

supplémentaire dont l'échelle de temps est intermédiaire, entre la dépolarisation 

rapide et la repolarisation tardive. L'addition de cette troisième échelle de temps 

est une différence essentielle entre fa cellule cardiaque et la cellule nerveuse. La 

nécessité de travailler dans le cadre précis du tissu cardiaque tout en utilisant un 

modèle ionique le plus simple possible nous a mené à choisir un modèle ionique de 

type Beeler-Reuter [19] dont la dynamique du sodium a été mise à jour [2O]. Nous 

avons ausi choisi ce modèle pour mieux isoler les aspects attribuables à la propa- 

gation dans un milieu bidimensionnel puisque la dynamique du modèle MBR a été 

décrite en détail pour la cellule, le câble et le modèle de réentrée sur la boucle ID. 

Pour toutes ces configurations, un modèle simplifié reproduisant les dynamiques des 

modèles ioniques a pu être construit [15, 17, 181. Un de nos objectifs est d'étendre 

ces modèles simplifiés à. la configuration d'un anneau bidimensionnel (2D). 

Des travaux expérimentaux et théoriques ont démontré que la propagation du 

front d'activation dans le tissu cardiaque dépend de la courbure [217 22, 23, 241. 

Zykov a développé dans [25] un modèle cinétique de réentrée. Dans sa formula- 

tion originale le modèle n'incluait que l'effet de la courbure sur la vitesse du fiont 



de dépolarisation. Cette représentation est donc inexacte en présence de disper- 

sion. L'approche cinématique a été étendue pour inclure l'effet de la période de 

rotation sur la vitesse du front de dépolarisation [26, 271 et une analyse de stabilité 

a montré que les perturbations de la courbure près du centre de la réentrée peuvent 

déstabiliser la solution [2S, 291. D'autres approches ont été proposées notamment les 

méthodes des perturbations singulières sur des modèles de type Fitzhugh-Nagumo 

(FHN) [30, 31, 32, 331- Dans ce contexte, une méthode de renormalisation a permis 

de trouver une relation entre la vitesse de propagation et Ia courbure incluant une 

correction pour la dispersion [34, 351. Les résultats de cette étude étaient cependant 

limités aux courbures faibles ou moyennes. La variable dépendante était encore la 

période de stimulation. À cause de la nature même des modèles utilisées dans ces 

études, la notion de courbe de restitution ( M D )  n'a pu y être intégrée. 

Ainsi, l'objectif de cette recherche est de combiner les effets de la courbure et de 

Io prématurité dans un modèle cinétique de propagation dans le tissu cardiaque. Les 

effets de la courbure et de la prématurité sur la vitesse de propagation, la courbe de 

restitution et la période réfractaire absolue sont obtenus en utilisant une approxima- 

tion du modèle de câble en 2D. À partir de ces résultats, les fonctions d(K, DIA), 

APD(I<, DIA) et DI&,(K) sont lissés pour construire des représentations analy- 

tiques. Deux versions du modèle MBR sont utilisées dont la différence se situe au 

niveau du temps de récupération d'excitabilité. Dans le modèle lent, 5, la constante 



de temps de Ia Mnable lente du courant IN, a été réduite par un facteur 6. Les 

fonctions sont par la suite appliquées dans un modèle cinétique représentant la p r e  

pagat ion des solutions de période-1 autour d'un obstacle anat ornique. Les simulations 

de ce modèle permettent de discuter de I'infiuence de la prématurité et de la courbure 

sur la forme et la stabilité des solutions- 



Chapitre 1 

Curvature Effects on Activation 

Speed and Repolarization in an 

Ionic Mode1 of Cardiac Myocyte 

P. Comtois and A. Vinet 

Le contenu de ce chapitre est l'article soumis le 16 décembre 1998 à la revue 

Physical Review E. II s'agit des travaux, décrits en introduction, sur la propagation 

dans un milieu cardiaque bidimensionnel. La méthode utilisée pour formuler les 

fonctions DIAmin(K), B(K, DIA) et APD(K, DIA) y est décrite et les résultats y 

sont discutés. En seconde partie de cet article se trouve la dérivation du modèle 

cinétique et les codusions qui en sont tirées. 



1.1 Abstract 

Reentry is a major mechanism underlying the initiation and perpetuation of many 

cardiac arrhythmias [1,2,3,4,5]. Stimulated ventricular myocytes give action poten- 

tial characterized by a fast upstroke, a long-lasting plateau, and a late repolarization 

phase. The plateau phase determines the action potential duration ( M D )  during 

which the system remains refractory, a property essential to the synchronization of 

the heart cycle. The APL) varies much with prematurity and this change has been 

shown to be the main determinant of the dynamics in models of paced ceus and cable, 

and during reentry in one dimensional Ioop. Curvature has also been shown to be 

an important factor for propagation in experimental and theoritical cardiac extented 

tissue. The objective of this article is to combine both curvature and prematurity 

effects in a kinnematical model of propagation in cardiac tissue. First, ôn approxi- 

mation of the ionic model is used to obtain the effects of curvature and prematurity 

on the speed of propagation, the APD and the absolute refiactory period. Two ver- 

sions of the ionic model are studied which differ in their rate of excitability recovery. 

The functions are used in a kinematical mode1 descrïbing the propagation of period-1 

solutions around a ring. 



1.2 Introduction 

Reentry is a major mechanism underlying the initiation and perpetuation of many 

cardiac arrhythmias. Transient or nistained propagation has been shown to occur 

around an matornical obstacle, or around a region of part idy or t o t d y  unexcitable 

tissue [l,  2? 31. Sustained activation fiont with the form of vortices have been ob- 

served in healthy substratum [4,5]. A large amount of modelling work has also been 

devoted to reentry, with approaches ranging fiom cellular automata to systems of 

partial differential equations involving high dimensional ionic models [6: 7, 8, 10, 91. 

This paper is focussed on reentry in an homogeneous 2-dimensional ring of ventricular 

excitable tissue with a central hole, 

Stimulated ventricular myocytes give action potentid characterized by a fast up- 

stroke, a long-lasting plateau, and a late repolarization phase. The plateau phase 

determines the action potentid duration (APD) during which the system remains 

refractory, a property essentid to the synchronization of the heart cycle. The APD 

varies much with prematurity and this change has been shown to be the main deter- 

minant of the entrainment response in mode1 of paced cells and paced cable, and of 

the regime of reentry in one dimensiond loop [Il, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 181- In ionic 

models, the plateau phase requires the inclusion of at least one additiomd inward 

cment acting on an intemediate time scale between the fast activating current of 

the upstroke and the slow current of repolarization which makes the clifference be- 



tween nerve ceU and cardiac ce11 model. We used a modified Beeler-Reuter mode1 

(MBR) of the cardiac myocyte, which is the sirnpiest model meeting this require- 

ment. We also used this model because its dynamics have been thoroughly studied in 

the space-clamped, cable and 1-dimensional loop configuration. In these setting, the 

main features of the dynamics of the MBR model have been reproduced by simple 

non-linear Iow dimensional models [lj, l?, 181. Our purpose is to extend these simple 

models to the ring. 

Curvature has b e n  shown to be a deterxninant of propagation both in experi- 

mental and theorïtical model of cardiac extented tissue [21, 23, 22, 241. Zykov has 

developped a kinematical model wïth a linear dependence between velocity and cur- 

vature [25] which is not accurate in presence of dipersion. The kinematical model was 

extended [26,27] to include the effect of rate dependent change of velocity and stabi- 

lity analysis has shown that perturbations of curvature near the core may destabdized 

the solution [28, 291. Ot her simple represent ations were proposed using singular per- 

turbation methods on Fitzhugh-Nagumo type (FEIN) models [30, 31, 32, 331 and a n  

eikonal relationship \vas developped using a finite renormakation method [34, 351. 

The A P R  restitution was not considered in these works. 

The objective of this article is to combine both cuntature and prematurity effects 

in a kinematical model of propagation in cadiac tissue. First, an approximation of 



the ionic model is used to obtain the effects of curvature and prematurity on the speed 

of propagation, the APD and the absolute refiactory period. Fuactions are obtained 

to describe these quantities. Two versions of the ionic model are studied which 

differs in their rate of excitability recovery. The fundions are used in a kinematicd 

model describing the propagation of perïod-1 solutions around a ring which is solved 

numerically. The Ïdtuence of prematurity and cwature on the form and stability of 

the solutions is discussed. 



1.3 Methods 

The wd-known cable equation in a %dimensional (2D) homogeneous isotropie 

excitable cardiac medium embedded in an unbounded externd medium of negligible 

resistivity is: 

where V is the transmembrane potentid (mV) ,  Cm is the membrane capacitance 

(1 ~ F r n - ~ ) ,  S the surface-to-volume ratio (0.4 pm-', assuming cylindrical ceus 

with radius of 5 p m )  and p is the mean intracellular resistivity (200 flnn). The 

membrane ionic model used to cdculate Ii,, is a modification of the Beeler-Reuter 

model (MBR) of cardiac ceLl membrane [2O]. It gkes a membrane resting resistivity 

R, = 5.6 KRcrn2 such that the resting cable length constant X = (&JpS) is equal 

to  837 Pm. 

The gating variables y; of the MBR model corresponds to a first-order process descri- 

bed by a steady-state value Yi= (V) and a time constant T~~ ( V) . The total ionic current 

is the s u m  of a fast sodium current INa, a secondary inward current Isi assumed to 

be carried mainly by calcium ions, a delayed outward potassium current IK and a 

time-independent potassium m e n t  IK1. Here, IN, = ijnr,m3h j (V - EN.), where 
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ijNa = 15 r n ~ c m - ~  is the maximum conductance, EN, = 40 mV is the sodium equili- 

brium potential, and nt, h and j axe the gating varÏabIes; In = 3,-df (V - E,-([Ca])): 

where gn = 0.09 msm-* is the maximum conductance, &([Ca]) is a calcium- 

dependent reversal potentid, and d and f are the gating vaxiables; in this model, 

IK = IKi + XI Iz1 is governed by a gating activation variable XI and a fked equili- 

brium potential Erc = -94 mV; and IKl is an empkical function. To study the effect 

of slower [Na] charnel recovery, simulations where done with the nominal rj (normal 

model) and with rj increased by a factor 6 (slow model). 

Figure 1.1 show the distribution of isopotential V in cartesian coordinates at times 

t and t + At. In the new coordinates defined by the unit vectors n and r in the direc- 

tion normal and tangent to the equipotential and the associated coordinates z and 

w, eq. (1.1) becomes [25]: 

Since n coincides with the direction of VV, the gradient dong r is nul1 so that 

a2V(z, w, t ) /aw2 = O. The term @ / a s  is equal to the cwature K ( s )  of the equipo- 

tential. For a circular front propagating fiom the middle of a circular medium, the 

correspondence is K = l/r and z = r. If is taken as constant, eq. (1.2) becomes 

a one-dimensional system which represents the propagation of a maveform with a 



constant arbitrary curvature. This approximation was used to study the effect of 

curvature on the speed of propagation and the repolarization. The sign of curvature 

K is positive for convex front due to the vector convention used in the development. 

Figure 1.1: Schematic representation of a wave propagating with a local curvature K- 

u is the speed in direction of propagation of the fiont, O,  the speed of propagation 

perpendicular to the isoiine (pardel to the unit vector n), f l ,  the angle between the 

real speed u and On. r, the unit vector parauel to the isoline and s, the cunilinear 

coordinate of the isoiine. 
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Equation (1.2) was simulated for a close medium z = [O, L] with no flux boundary 

conditions. L was set to 10 cm (2000 nodes) to overcome the effects of boundary 

conditions on central nodes. The system was first discretized in time with a constant 

time step (At = 0.002 ms) and 1, was solved with an hybrid method descrïbed in 

[36, 371. For each t h e  step, the system becomes a second order ordinary differential 

equation which was approximated with a Galakin finite element method projected 

on a linear bas% function ( hat function) and a regulor spatial mesh ( Az = 0.005 n). 

The resulting tridiagonal linear system of equations was solved with a simplified LU 

decomposition method. The choice of At and Ar is motivated by the fact that 

depolarkation is the stiffest part of the process. Program were wrïtten in C and 

ninned on SGI workstation (Silicon Graphics). 

1.3.2 Simulations 

Simulations were performed for different values of the parameter K with normal 

and slow rj- Starting with the system at its resting state and a given value of A', pro- 

pagation was initiated by applying for Tst = 1 ms a stimulation of Ist = 100 pA/cm2 

on 40 nodes located at one end of the medium. During propagation, the beginning 

of the action potential (AP) at each node (td,) was taken as the instant at which 

d V / d r  reaches its maximum. The end of the action potential (t,,) was defined as the 

time at which V crosses -50 mV during repolarization. The speed of propagation 

B,(K) was calculated £rom the difference of td, between points spaced by ten nodes 
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to reduce discretization error. The action potential duration (APD) at each node 

was calcuhted as the difference between t, and tdq. Propagation was also initiated 

by applying premature stimulations at d o u s  time after the onset of the first action 

potential (AP) .  The diastolic interval (DIA) was then dehed at each node as the 

time fiom the end of the test AF to the beginning of the next AP. Expressions were 

deveIopped to represent the k a t i o n  of 0 and APD as functions of K and DIA. Re- 

sults of simulation were fitted using a least-square minimization procedure of Matlab 

(Mathworks inc, M a s )  . 



1.4 Results 

1.4.1 Velocity and APD from rest 

To evaluate the effects of curvature on velocity and APD fiom rest, measures 

were averaged for a set of 50 nodes in the middie of the media (Le. 5 cm fiom the 

simulation site). This was done to overcome the effects of boundaries. Simulations 

have shown an increase of velocity for a distance less than 0.07 cm n e z  both ends of 

the media for all K values- 

As the curvature of the propagation fiont increases, the ratio of the surface to depo- 

larize to the surface excited increases, inducing a slowing of the propagation. It is 

wïdely accepted t hat the linear expression, 

where K is the curvature, Bo, the speed of the plane wave, and p, an hybrid diffu- 

sion coefficient, gives a good approximation of propagation velocity as a function of 

the curvature in an excitabIe media at equilibrium [25, 351. The figure 1.2(a) shows 

that eq. (1.3), with $ = 70.29 n s ' - '  and p = 1.05 n 2 s - '  fits the values of 

obtained by simulation. Results found with both nomimal and slow rj(V) are super- 

imposed since j desactivated after the upstroke and has no infiuence on the speed 

fiom rest . Equation (1.3) holds for convex (K > O) as well as concave (K < 0) fronts. 



Sustained propagation was found until Km = 50 n-'. For K > K,, the propagating 

AP was vanishing within a distance of 200 nodes. 

These results were dso compared with those of eq. (1.2) with the modifications corres- 

ponding to the propagation of a àrcular target wavefkont (dashed c u v e  in fig 1.2(a)). 

Stimulation was applied on the first 10 nodes of the medium ( r  = 0.05 m, K = 

20 cm-'). In this case, the cunmture changes continuously as propagation proceeds 

[IO]. Nevertheless, results of both models stay close up to K = 15 cm-'. Near the 

center, the transient associated to the stimulation, the accumulation of current due 

to the syrnetry condition as well as the steep change of m a t u r e  mask the relation 

between speed and cunature. We have also constructed a curve of the threshold 

current as a function of the radius of stimulation. We found that 0.012 cm was the 

smallest radius to induce a sustained propagation. (0.012 cm) is less than 

l /h,  (0.020 cm), but the difference is much beIow the distance over which transient 

propagation was found for fiont with constant IC > ALit. 

In repolarization, the ratio of depolKized to repolasized surface is the inverse of 

what exïsts at the fiinge of the excitation front. The term KaV(z, w, t) /ar in eq. (1.2) 

is positive such that the A P D  is prolonged, as shown in figure 1.2(b). Again, results 

with normal and slow rj(V) functions are superirnposed. The variation of A P D ( K )  

is important, since APD increases from 249.15 m s  for a plane wave (K = 0, dash- 

dot curve) to 337.35 rns at the critical cutvature, a variation of more than 35% in 



duration. The relation between APD and K can be fitted within 1% error by the 

exponential fundion (full curve in fig. 1.2(b)) : 

with APDo = 200.31 ms, al = 86.07 cm-' and r = 0.053 cm. Again the target 

circular wavefiont (dashed curve) gives similar results at low cwature. Eowever the 

increase is stopped due to the symetry and stimulation effects at the center. 

Figure 1.2(c) shows the action potential at one node for Ir' = O (plane wave, dashed 

curve) and = 50 cm-' (full curve) . The A P D  at critical curvature is clearly longer, 

but it is also associated to lower Vm., at upstroke. To find if the prolongation of the 

A P  D was induced by the difference of upstroke, we took the state of all variables at 

the time of V,, as initial condition for simulations of the space-clamped model. The 

space-clamped action potentials given by initial conditions taken from the plane wave 

(A) and the critical cunrature (O) corne together and follow the same time course 

that the action potential of the propagated plane wave. The same procedure was 

repeated for all curvatures, and the same APD was obtained for all cases. As shown 

in fig. 1.2(d), the prolongation of the APD at high curvature is caused by the increase 

of the diffusion current which peaks around D I A  = O during repolazization. 



K (cm ") 
(dl 

Figure 1.2: a) 9, (IC) calculated with eq. (1.2) assuming constant curvature (O) and 

fitted by eq. (1.3) (full curve). The dashed curve is B,(K) for a propagating target 

pattern. b) APD,(K) calculated for a fiont with fixed curvature (O) and fitted by 

eq. (1.4) (full n w e ) .  The dashdot curve indicated the value for a plane wave (K = 0) 

and the dashed curve those obtained for a propagating target pattern. c) The AP at 

central node for a plane wave (dashed curve) and a front with = K,  = 50 cm-' 

( f d  curve). Space-clamped AP with initial conditions taken at V,, of the plane 

wave (A) and the wave with K = Km ( O )  d) Difision current for the plane wave 

(dashed curve) and the wave with I< = Km (Ml curve). 



1.4.2 Refractory period and DIA,,(K) 

-M'ter an upstroke, the slow gates variables h and j of In= inactivate, and propa- 

gation is impossible until recovery of a miminal level of excitability. The refiactory 

period (DIAmi,) is the minimal time after which a second activation front can be 

initioted. In general, it depends both on the parameters of the stimulation and on 

the nature of the action potential &er which the stimulus is applied. After a first 

stimulation fiom rest, the same stimulus was applied at various prematurity to find 

DIAmin(K). Figure 1.3a shows the results for the normal (O) and slow ( O )  model. 

As expected, slower recovery for j prolongs DIA,,. As K increases, more curent 

is dso needed to sustain propagation, such that DIA,,(K) increases. The effect is 

much more important for the slow model. DIA,,,,(K) was fitted with the second 

order polynomial: 

with [do, dl, d2] =[34.6,0.2g1 0.0131 and [68.5,3.07,0.04] respectively for the normal and 

slow model. 
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1.4.3 Velocity B(K,DIA) and AP duration APD(K,DIA): 

general representations 

Results of premature stimulations were used to  obtain 0 ( K ,  DIA) for each value 

of h'. The propagation velocity is a function of both DIA and K .  However, as shown 

in fig. l .3(b) ,  plotting 0 ( K ,  DIA)/B,(K) as a function of D I A  - DIAmin ( K )  gives 

a cunre which is independent of K for both the dow and nomal model. For the 

normal model, there is a steep increase of DIA)/B,(K) in a s m d  interval near 

DIA,, (K), while the variation is much more progressive for the slow model. Both 

curves were fitted with the double exponential function, 

where O&<) and DIAm,(K) are given by eqs ( 1  -3) and (1.5), and [A, B, TI, T*] take 

the values [0.205,0.300,19.0,3.54] for the normal and [0.420,0.084,135.7,338.6] for 

the slow model. In summary, D IAmin (IO inmeases with K and 0, (IO diminishes, 

but 6(K,  DIA)/B,(K) can be expressed as invariant function of D I A  - DIAmin(K). 

This shows that DIA is more appropriate than the period of rotation [34] to express 

the change of velocity as a hinction of prematurity. 



K (cm -' ) 
(cl 

Figure 1.3: a) DIA,, ( K )  for the normal (O)  and slow (O)  model. Full curves are the 

fits by eq. (1.5). b) B(DIA,K)/O, vs D I A  - DIAmin(K) for the normal and slow 

model and c) APD(I<, DIA)/APD, (Ii) for the normal and slow model. 



APD(K,DIA)  were obtained by the same protocol used for B(K,DIA). Fi- 

gure 1.3(c) shows that APD(K,  DIA)/APD,(hr) plot as h c t i o n  of D I A  defined 

invariant curves for the normal and slow model. For the normal model, this ratio 

varies as a double exponentid fundion with a steep initial increase, followed by a 

slow drift toward saturation value. In the slow model, the initial phase has a sigmoid 

appearance, but tends toward the same saturation d u e  and its variation cornes at 

higher DIA. Thus, the recovery of IN= excitabilïty could not be prolonged without 

increasing DIA,, and extending the D I A  interval with low APD values. The cuives 

were fit ted with the relation: 

DIA" 
APD(K, DIA) = APD,(IC) I - ai + B(DIA)  

wu + DIAY 

with the same APD,(K) (eq. 1.4) for both models, and [ a i , l ~ , . r ~ , w , v , ~ ~ , ~ ~ ]  = 

[O, 3.9,29.2,1,0,0.45,166.9] or [0.66,0.13,278.7,143.9,17.6,0.62,94.1] respectively for 

the normal and slow model, 

1.4.4 Clue to stability 

The stability of MBR type models has been analyzed for isolated cell and one- 

dimensional cable and loop [15, 16, 18, 371. In al l  cases, results of the ionic models 

were show to be equivalent to those of low dimensional models using D I A  as  inde- 



pendent variable. In these low dimensional mod&, period 1 responses occurs when 

DIA + APD(DIA) = BCL where BCL is either the constant stimulation period 

(paced membrane and cable) or the period of circulation (reentry on loop). For cable 

and loop, the equality holds for all points in the medium. The stability of the period4 

solution is lost at the BCL corresponding to the critical DIA value where 

Consider the stable rotation of an activation fiont in an isotropic and homogeneous 

2D ring with internal and external radius Tin and rmt and no flux boundary condi- 

tions. The activation front is a curve extending from Tin to rd which rotates with 

a fixed period BCL. The propagation velocity B(K, DIA)  is everywhere normal to 

the fiont. At Tin ,  the no-flux boundary condition constraints B to be tangent to the 

circumference- Zykov [25] has shown that the curvature must be maximum at ri,. As 

a first approximation, assume also that the curvature of activation and repolarization 

fronts are the same. Then, at r;,, the relation 

fZ7WiIt 
BCL = 

O(K, DIA) 
= DIA + APD(K, DIA),  

must be satisfied- 
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At DIAmk (K) , the mlnimumvalue at which propagation can be sustained, eq. (1 -9) 

becomes: 

and, by eq. (1-61, 

rmia(K) = 
@m (K)fû (O) (DIAmin ( K )  + APD(K, ( K ) )  

2~ 
(1.11) 

So, the minimum radius for propagation 6 t h  curvature K, depends on 

the opposite effects of O,(K), which decreases with K, and on (DIAmin(K) + 
APD(K, DIAmh (K) ) ) which increases. r,, (K) for the nomimal (dotted curve) and 

slow (dashdot ) model are shown in fig. 1.4. At low K ,  the increase of (DIAmi@<) + 

APD(DIA,,(K))) is dominant, and r,, grows. The balance is reverse at high 

K. The effect is much more pronounced for the slow model because the increase of 

Dl&, (K) is more important (fig. 1.3(a)). SIowing rj thus increases rmin(K) which 

is the rationai for the used of class-1 antiarrhythmic h g s  which delay the recovery of 

the In, current [38, 391. Equation (1.11) provides a lower estimate for rmin(K) since 

it is supposed that propagation can be sustained with DIA = DIAmin(K) constant 

along the circumference of the ring. This is not the case in a one dimensional loop 



for which the stability &teria is given by eq. (1.8). 

If we accept that the same criteria applied to the 2D ring, then DIAm-t(IC) cor- 

responds to the d u e  for which ôAPD(K, DIA)/âDIA = 1. If it is Iarger thon 

DIA,,(K), it is the smdest DIA vdue to get a stable period-l circulation. We 

defme DIASt(K) as 

In the slow model, there is two values of DIAmit because of the sigrnoidal form of 

APD(II, DIA) (fig. l.3(b)). The upper value was kept for calculation. The insertion 

of DIAst in eq. (1.10) gives: 

rs t (K)  is shown in fig. 1.4 for the normal (Ml curve) and the slow model (dashed 

curve) . For the normal model, DIAst = DIAmt for ail K, while for the slow model, 

there is a maximum K vdue from which DIA,(K) = DIA,,(K) and rst(Ii) = 

rmin (Ic)  - 

When K is low, DIAd = DIAmit for both models. Since the value of DIAmit does 

not vary much with K ,  the decrease of r,, (K) is controlled by the drop of 6, (K) and 



fs(DIA&(K) - DIAmin(K)). In the normal model, DIAmk(K)  is almost constant, 

but it increases rapidly in the sIow model (fig. 1.3(b)), which expIains why r d ( K )  

has a higher slope. 

If the criteria of stability is valid, the aiea over rd(K) corresponds to stable period- 

1 circulation, and propagation may be sustained but not period-1 for [r, K ]  values 

between rd(K)  and r,,(li). At low K ,  rd is larger for the  slow model, because 

DIAmit is larger (200 ms vs 170 rns at Ii = O). At higher curvature, the lower 

velocity of the slow model compensates the difference in DIAmt, and the slow rnodel 

has a lower rd. For I< < 5.4 m-'. both r, and r,, are larger in the slow model. 

Beyond Ic = 5.4, slowing rj decreases the minimal radius for stable propagation but 

reduces the possibility of non-period-l reentry. 
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Figure 1.4: r,, (eg. (1.11)) and r,, (eq. (1.12)) as a function of K for the normal 

(dot ted and full c w e )  and the slow (dashdot and dashed curve) models. 



1.4.5 Reentry in a ring 

The st abiüty of propagation also depends on the additional constraints imposed 

by the spatial extension of the fiont throughout the ring. DSerent kinematic descrip 

tions of propagation in 2D excitable media have been proposed [25, 32, 35, 40, 411. 

Zykov [25] has considered the activation front as a continuous line and described the 

change of vdocity dong a stable rotating front as: 

where w is the anguiar velocity. 0, v and K are respectively the speed normal and 

pmallel to the front, and the curvature which are functions of s, the curvilinear coor- 

dinate along the front. In a ring with no flux boundary conditions at the inner ( r k )  

and outer (rat) radii, the solution must satisfy the constraints: 

v = O at ri, and rOut . 

Since 6 and v are function of Ii and DIA, each point dong the front is also charac- 

terized by a value DIA(s) which satisfies the additional constraint 



Assuming that the curvature at the excitation front and repoIa.rïzation front are the 

same, then 

dDIA - -  - - d A P D  
ds ds ' 

do - - - ae d~ -- a0 dDIA 
ds 

+-- dK ds dDIA ds y 

dAPD - - dAPD dI< dAPD dDIA -+ 
ds BK ds dDIA ds 

Putting together eqs (1.14) and (1.17) and ushg the notation y, = ay/ax for partial 

derivatives, the final system is given by: 

The system must be solved between rh and rmt with the constraints (1.15) and (1.16). 



As stated in section 1.4.4, at rh, the constraints imply that 

27rr;, 
DIA = 

B(K, DIA) 
- APD(K,  DIA) = g(K-? DIA) >_ DIA,,,,(K), 

which defines an implicit relation between and DIA. For each curvature K ,  

ag(K, DIA)/ôDIA < O such that eq- (1.19) as either one or no solution, i.e. 

1 if g(K, DIAmin(K)) 2 DIA,,(K), 
number of solutions -t 

O if g(K, DIA,,(K)) < DIAmin(K). 

The system (1.18) can be solved numerïcdly for a given rh. To do so, a value of K 

is chosen at rin and eq. (1.19) is solved by a Matlab minimization procedure. If the 

solution exists for DIA, it provides the value of w by eq. (1.16) and an initial condi- 

tion of eq.' (1 .M). The trajectory in the [DIA, li. v] space is an acceptable solution 

if K(s) 5 Keit = 50 cm-' and DIA(s)  2 DIAmin(K(s))- It ends at the point where 

v(s) = O, which corresponds to the constra.int at rat. 

Figure l.5(a) shows the projection in the [v, K ]  plane of the trajectories obtained for 

the normal mode1 with r,  = 4 cm and different at rin (Kin). The Iimit case for 

acceptable solutions is the trajectory for which v converges asymptotically toward 

K = O. It corresponds to propagation in an W t e  medium (rat -t 00). Trajecto- 

ries above this curve are not solutions. Because K is dways maximum at r,,, the 



period of rotation must decrease as a function of rat (fig- 1.5(c), £uIl curve) . There 

is two ways to decrease the speed at rh: increasing K or decreasing DIA. However, 

DIA cannot be diminished because it is constrained by the relation (1.16) (fig. 1.5(c), 

dashed curve). Hence, Kin must increase as a function of r,t (fig. 1.5(b)). The raise 

of Ki, saturates for rd 4.5 cm. Indeed, when rat - ri, > 0.5 cm, Kk is as in 

an i . t e  medium. Figure 1.5(d) shows the form of the activation (Mt curve) and 

repol~zation front (dashed curve) in space for rmt = 4.95 m. It corresponds to 

the lower trajectory in panel (a). The repolarization hont was defined as the set of 

points with DIA = O. The figure was scaled (see caption) to get a clearer picture of 

the fionts. The portion of the front with K < O corresponds to a tiny segment near 

r After rotation, the repolarization front is alrnost everywhere superimposed to 

the activation front, such that the hypothesis of equd curvature used in eqs (1.18) 

for the two fionts is fulfilled. 

Solutions were computed as a function of rk for on infinite media (r,, -r a>) for 

both the normal (fig. 1.6) and slow models (fig. 1.7). To delineate the effect of K and 

DIA on the solutions, simulations were done with: 

1. O,(K) only (dotted curve), 

II. O(K, DIA) and APD constant fixed at APD(DIAst) as defined in eq. (1.12) 

(normal, 170 ms, slow, 200 ms , dashed curve) or 30 rns (dashdot curve), 

III. O(K,DIA) and APD(0, DIA), 



Figure 1 -5: a) Solutions of eq. (1.18) in (v, K) plane for four different initial conditions 

(IC) K, in the case ri,, = 4 cm for the normal model. (o,o,a) points correspond to the 

h a 1  state at rOut for the I(, IC shown on pane1 (b). The upper trajectory which is 

not an acceptable solution was obtained using the ( O )  IC &, plus cm-'. b) Kin 

vs rat for acceptable solutions. c) T (fidl curve, right ordinate) and DIA, (dashed 

curve, left ordinate) vs rat. d) The form of the solution in space for rat = 4.95 m. 

The plot was rescded with rin = 0.5 n and r,, = 2.5 nn to improve the viewing. 

The depolazïzation (full cunre) and the repolaxization (dashed curve) fkonts are shown. 

After rotation, the two konts are supenmposed. 



W. û(K, DIA) and APD(K, DIA) (£id curve). 

Case III and IV are superimposed, meaning that the modulation of APD by K has 

minimal influence on the solutions because K never becomes high enough (panel (a)) 

for the correction to be important ( s e  A.PD,(K) on fig. 1.2). It means that for each 

rh, DIA and APD can be considered constant in space and the activation and repo- 

larization fionts have the same curvatwe. Case II, with A P D  = APD(O,DIAmt), 

gives much to high minimal value for rin (panel (a), dashed c w e )  but cornes closer to 

the complete model value for AP D = 30 ms (dashdot m e ) .  This can be understood 

by comparing the range of M D  covered by the complete model to the fixed levels 

used for calculation (panel (d)). Since APD = 30 rns is close to the minimum APD 

reached for both models, its d o w ç  a good approximation of DIAmk (panel ( c ) ) ,  of 

the penod rotation T at low rh (panel (b))), and hence of the minimal rk. However, 

APD is a fast increasing function of r,, such that using a fixed APD gives a poor 

reproduction of DIAin as a function of rin (panel (c)). DIA, increases too rapidly, 

as well as T (panel (b)) since û is also increasing h c t i o n  of DIA. The difference 

in the period of rotation is more important for the slow model for which the effect 

on DIA and 0 is more pronounced. In surnmasy, B(K, DIA) and APD(DIA) are 

needed for a good representation of the dynamics, but the effect of K on APD can 

be neglected. This is emphasized by the cornparison of the complete model with case 

1 (dotted curve) which included only B,(lr') .  Because the slowing of propagation at 

low DIA is lacking, the curvature of case 1 is larger. Besides, the main factor fixing 



the minimum rh (0.33 cm, normal model, 0.578 cm, sIow model) in the complete 

model is DIA,,(K) whose calculotion requUes APD(D1A). For case 1, the mini- 

mum rin is fixed only by K,, giving a much to short minimal rh  (1 = 0.02 cm 

vs 0.33 nn and 0.578 cm for the normal and slow mode1). 

The stability of the above solutions remains to be established. As an indication, 

the (O) on panel (c) of figs 1.6-1.7 shows the d u e  of rin where DIAin = DIA&. It 

is higher for the slow model. Since IC at r--t is below 5.4 cm-', this agrees with the 

prediction made in sec. 1.4.4. 



Figure 1.6: Characteristics of the propagating wave in an unbounded ring as a func- 

tion of rh £rom eq. (1.18) with the functions denved fiom the normal model. Four 

variants of the low dimensional model, which included the complete model (full curve), 

9(K7DIA) and APD = 200 ms (dashed) and APD = 30 m s  (dashdot), and 6,(K) 

only (dotted). The case with B ( K ,  DIA)  and APD(0, DIA) is superimposed to the 

complete model: a) curvature at the inner boundary Kk, b) penod of rotation, c) 

diastolic interval DIA at r k ,  and d) APD at rin. 



Figure 1.7: Same as fig. 1.6 for the functions coming from the slow model. The dashed 

curves are obtained with APD = 170 ms. 

Findy, fig. 1.8 shows the form of the solutions with rk = rm, (bottom row) 

and 0.6 cm, which is closed to r,, for the slow model (top row). rmt was taken 

1 m larger than rin, beyond the range where its variation may influence the solution 

around rin. Solutions are shown for the normal (left column) and slow (right column) 

rnodel. The full curve is the activation fkont, and the dashed cuve, the repolarization 
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fiont. After rotation, the two fiont axe superimposed, except near rat where the high 

negative cunature imposed by the boundary condition induced a noticeable reduction 

of the APD. The dotted c w e  is the locus of the points with DIA = DIAmin(IC). 

The region 1 enclosed ail the points where the action potentid is not finished, the 

regions 2, the points that are still in their refiactory period. The region 3 corresponds 

to the excitable gap, in which a new action potentid couId propagated. For both 

rh, the slow model has a smaller region 1 (smaller APD) , longer region 2 (longer 

DIAmin(I<)), resulting in a Iaxger excitable gap (region 3). Moving îiom the center 

to the periphery, and DIA,,(K) decreases, such that the EG enlarges. Since 

DIAmin(K) is much more sensitive to IC in the slow model, it is responsible for the 

enlarged EG. 



Figure 1.8: Depolaxization (full curve) , repolaization (dashed curve) and DIA,, 

(dotted curve) fionts for the normal (a,c) and slow mode1 (b,d) for r, = 0.6 cm 

(top row) and rh = rmt (bottom row). These cunres separate the domain in three 

distinct regions: 1- action potential (AP), 2- refractory period (RP), and 3- excitable 

gap 



1.5 Discussion and conclusion 

In previous works in space-clamp (and 1D cardiac domain), the importance of 

D I A  was established to represent the behavior in a variety ofsituation in compaxïson 

with the period of stimulation (or propagation). Within this view, it is easily under- 

stand that the core of this work needed to be oriented in the same direction- Since 

higher dimension introduces eur~ture as a new player, the key was to represent its 

effect on the restitution and dispersion relations while excitability changes appears. 

This was the prelude to the development of the simplified cable equation with ar- 

bitrary K. This approach permitted to construct a set of relations which have the 

foIlowing points to note. First, M D ( &  DIA) can be represent by the multiplication 

of two function, one dependent of K, APD,(K), multiplying a function fm (DIA). 

However most interesthg is that in both case, it is possible to formulate a function 

DIAmin(K) describing the variation of the refractory period with curvature. This re- 

lation permits to represent the velocity B(K, DIA) by O, (K) fe(DIA - DIAm,(K)) 

where is the well knom lineu approximation for the velocity which is sur- 

prisingly good for K near ICm. Note that Km may be slightly underestimate since 

the simulation used a finite discretization in space. On the other hand, the part 

fe (D I A  - DIA,,(R)) dependent on both K and D I A  has the property to diminish 

when D I A  dimishes and K augments since DIAmin (K) translates the curve to higher 

DIA. 
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With those new relations, a simple system was constmcted &om whkh the period- 

1 solution is found. One interesting point was to look at the minimum obstacle radius 

Tm, since it can be view as the minimal boundary for propagation. The simulations 

show that DIA,,(K) is the determinant of rmi,, in both models. The direct conse- 

quence of this dependence in DIA,,(K) is the low Kk found, even at rmm and this 

permits to negIige the curvatnre effect on APD on period-1 solution and f m  the 

apriori condition of same curvature on depolarization and repolarization fronts. Intu- 

itively, since slowing Tj slow the propagation, the hypothesis wôs that it will diminish 

Tm,. However DIA,,(K) is higher and augments more rapidly with than in the 

normal rnodel which is responsible for the augmentation of Tm, for the slow model. 

As explained in sec. 1.4.4, results in 1D ring show that it exist a transition 

from period-1 solution to quasi-periodic patterns at the circumference corcepond- 

ing to the point where the slope of the restitution curve equais unity (eq. (1.8)). 

So the APD(K,DIA)  relation is needed to get an insight on the system stabi- 

Lity. Since DIA,, is limiting Tm,, hypothetizing on the stability criteria derived 

in 1D is interesting. Noting that eq. (1.8) is a total derivative, the uses of the 

partial derivative on D I A  must be adequate. Using the chah d e ,  it follow that 

dAPD/dL)IA = âAPDIâDIA + aAPD/aK - dK/dDIA. Knowing that the c m -  

ture effect on M D  can be neglected, it follows that ôAPD/âK = O, thus the criteria 

seems applicable even in 2D propagation. Simulations results for the normal model 
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did not M e r  fiom the reference model formulate only with while the obstacle 

radius decreases to r&t. The main reason cornes &om the speed ÏnViLL7iance on DIA 

unless it is near DIA,,(K) which Ïs  not the case near r d .  This means that if 

the condition given by 1D t heory is applicable, the form of solution depends only on 

cunrature for the period-1 solution. But, if this characteristic on the veIoQty cannot 

be  found, Iike for the slow model, the sirnpIification is not obvions. Indeed, since 

f s (DIA  - DIA4&(K)) Vary in this case even at high D I A  due to K via DIAmk(K) 

and the variation with DIA, there is a ciifference of solution with the reference model 

and because the solution depends on DIA, relation APD(K,  DIA) is necessary to 

investigate the solution. However, the hypothesis was again that the slow [Na] dy- 

namic WU diminish the critical radius because it slow the propagation but as viewed 

before, the curvature found in the solutions are small in cornparison with I(, and 

t his is responsible, wi th  the shift on velocity with DIA,,(K), for the slight augmen- 

tation of r,i, in the slow model. However simulation of spiral waves have show. (ref. 

J. Leon) that slowing j stabilized the solution which seems to contredict our results. 

However as fig. 1.4 shows, when I< > 5.4 n-', there is a larger zone of period-1 

sohtion. Since spiral wave does not attach on an obstacle, it can be possible that 

curvature is greater (that will slow the propagation) and thus will have a diminished 

r,it and be more stable. 



Chapitre 2 

Discussion 

L'objectif premier de ces travaux a été d'obtenir des formulations permettant de 

déterminer la dépendance conjointe de la courbure et de la prématurité sur la vitesse 

8 du front de dépolarisation et la durée du potentiel d'action AP D. Une formulation 

a été cherchée qui rendrait ces fonctions applicables à l'étude des régimes transitoires 

et stationnaires de propagation dans le milieu bidimensionnel. Pour cette raison, 

les relations devaient pouvoir décrire des rythmes rapides de circulation et des cour- 

bures élevées. Ces résultats permettront d'étudier ultérieurement les solutions plus 

générales que celle de période-1. 

Le premier modèle utilisé pour étudier les effets de la courbure a été le modèle 

de symétrie polaire avec une stimulation centrale. Les résultats obtenus sur du tissu 

au repos ont montré les limitations de cette approche. Les conditions de symétrie et 
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l'effet transitoire de la stimulation au centre du tissu ont empêché d'extraire l'impact 

de fortes courbures sur la propagation. Ces effets ont été encore plus important sur 

1'APD à cause de la nature lente du processus. Ces limitations ont conduit à une 

formulation permettant l'étude de la dynamique dans le cas d'une propagation avec 

courbure constante (c-f. éq (1.2)) qui a permis d'obtenir l'effet des courbures élevées. 

Des travaux ont montré que le déterminant majeur de la réponse à l'entraînement 

du modèle MBR, est la courbe de restitution de 1'APD. Dans le modèle MBR avec 

les paramètres à leurs valeurs nominala, 1'APD est représentée par une fonction in- 

Msiante de l'intervalle diastolique (DIA). Ceci permet de reproduire la réponse du 

modèle représentant la cellule stimulée par un modèle itératif. Dans la version la 

plus simple de ce modèle, la séquence des intervalles diastoliques est décrite par la 

relation DIAi+l = BCL - APD(DIAi) où BCL est 1a période de stimulation. La 

vaziable DIA a été plus appropriée que la période de stimulation pour décrire l'effet 

de la prématurité sur 1'APD [l?]. Cette conclusion a été confirmée par l'extension de 

ce modèle à une boucle unidimensionnel en ajoutant la courbe de dispersion 8(DIA)  

de la vitesse du fiont de dépolarisation, elle aussi invariante par rapport à DIA. 

\ 

A nouveau, ce modèIe simple a permis de reproduire plusieurs caractéristiques des 

régimes de réentrée du modèle MBR Dans le cas de Io boucle ID, le paramétre de 

bifurcation a été la circonférence de la boucle au Lieu de la période de stimulation [SI. 



C'est guidé par ces résultats que D I A  a été choisi pour exprimer l'excitabilité et 

la repolarisation dans le modèle MBR bidimensionnel. Des relations pour APD et 6 

ont été cherchées qui, pour I< = O, seraient identiques à celles utilisées en ID. Cette 

contrainte a conduit à une représentation de B différente de celles où la période de 

rotation décrivait l'effet de la prématurité [26, 27, 34: 351. La courbe de restitution 

dYAPD doit être indue dans tout modèle cardiaque réaliste parce que Ia présence du 

plateau et sa sensitivité à la prématurité sont les caractéristiques qui distinguent les 

cellules cardiaques des neurones - 

Les fonctions APD(K, DIA) et B(K, DIA) calculées avec l'approximation du 

modèle ionique de réaction-diffusion (modèle ARDI) (éq. (1.2) généralisent les ex- 

pressions trouvées pour la cellule stimuIée et la boucle 1D en introduisant la courbure 

comme facteur supplémentaire. 

La dépendance en courbure et en prématurité est séparée en deux termes dis- 

tincts dans la relation APD(K, DIA) (éq. (1.7)) et ce pour les deux vaxiantes du 

modèle ionique que nous avons étudiées, bien que la forme du terme dépendant de 

D I A  differe entre ces deux variantes. La courbure agit sur la valeur asymptotique 

APD,(K), la durée du potentiel d'action propageant sur du tissu au repos. Cette 

relation est la même pour les deux vaxiations du modèle ionique. Comme il a été 

expliqué à la section 1.4.3, la durée du potentiel d'action est augmentée lorsque la 
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courbure est convexe. Le phénomène devient important pour des courbures élevées 

parce que l'amplitude du courant de diffusion est de l'ordre de grandeur des courants 

repolarïsants. 

Pour DIA) (éq (1.6)), K influe sur la vitesse asymptotique 6,(K) et sur 

la partie ( fe (DIA - D I L i n ( K ) ) ,  dépendante de l'excitabilité, où la courbure agit 

dors comme facteur de translation des courbes. Lorsque Ii est élevé, DIA,,(K) 

augmente, ce qui a pour effet de diminuer la vitesse. La présence du terme fe 

dans 0(K7 DIA) mesure à quel point la prématurité dépasse localement la période 

réfractaire absolue donnée par D IAmk(K).  

Contrairement à ce qui est d é c ~ t  dans la littérature, l'approximation linéaire, utilisée 

dans la formulation de O&<), reste adéquate pour des courbures près de I L ,  la plus 

grande courbure soutenant la propagation, Dans le tissu au repos, le courant sodique 

responsable de la dépolarisation est beaucoup plus élevé que les autres courants. 

Cette grande amplitude de IN, contraint l'activation à une zone restreinte du tissu. 

La propagation du front peut ainsi être représentée par le déplacement d'une courbe 

dans l'espace. Le modèle à symétrie polaire permet de retrouver cette relation jusqu'à 

K = 15 n-l. Au delà de cette valeur, l'effet de la courbure est masqué. Dans [XI, 

Cabo et cou. ont montré que le rayon critique du fiont d'activation pouvant propager 

est de 200 Pm. Cette valeur concorde avec celle ca ldée  avec l'approximation de 

l'équation (1.2) (Km = 50 cm-') . 



Les relations APD et  6 ont été utilisées dans un modèle simplX6 de basse di- 

mension pour étudier les réentrées de pénode-1 autour d'un obstacle anatomique. 

Une solution de période-l exige une inMnance de la morphologie de l'onde et une 

vitesse de rotation constante à tout moment de la réentrée. À cause de la forme des 

fonctions (DI&,, O et APD) et des conditions frontières à la &conférence interne 

et externe du disque, il n'existe qu'une seule solution de période-l pour un domaine 

compris entre le rayon de l'obstacle ri, et le rayon externe rWt. Cette conclusion a 

montré la nécessité d'indure 1'APD dans la formulation du modèle puisqu'elle pres- 

cri t l'int e ~ a l l e  diastolique correspondant. 

L'étude du modèle simplifié a établi que est le déterminant de Tm,, 

la valeur minimal de r;, pour laquelle une solution de période-l existe. L'effet de 

DIA,,(K) sur la vitesse limite la courbure maximale des solutions de période-1 

dans un intervalle oii l'effet de Ic sur I'APD est négligeable. La variation de D I A  

est minimale entre r;, et rat puisque la période de rotation doit être constante. Ce 

dernier point garantit que le fiont d'activation et celui de repolarisation auront ap- 

proximativement la même courbure dans tout le domaine entre rin et rat, lhne des 

hypothèses utilisées dans le calcul du modèle simplifié. Ces résultats concordent avec 

ceux obtenus numériquement dans [42] avec le modèle ionique de Luo-Rudy [43]. 

Dans ces simulations, les valeurs de 1'APD sont légèrement plus grandes en rin qu'en 



r,,. Ce point corrobore notre conclusion sur l'effet négligeable de la courbure sur la 

durée du potentiel d'action pour les régimes de rotation de période-1. r,, est plus 

grand lorsque la dynamique du sodium est ralentie. Ceci est dû à l'augmentation plus 

importante de DIAmin(K) avec K. 

Les travaux sur Ia ceMe stimulée et la boucle 1D ont montré que les solu- 

tions de période-1 deviennent instables lorsque DIA atteint la valeur DIAmt où 

dAPD/dDIA = 1 (eq. (1.8)). Les résultats de Xie et coll. [42] suggèrent qu'un 

critère similaire peut s'appliquer sur le modèle d'anneau. Pour cette configuration, 

l'équation (1.8) devient 

dAPD dAPD dAPD dI< - 
dDIA - dDIA bK m- 

aAP DiaK = O puisque que l'effet de K sur I'APD est minimal lors d'une réentrée 

de période-1. Le critère de stabilité pour l'anneau serait donc similaire à celui dérivé 

pour la cellule et la boucle 1D. La période au point critique, = DIAma + 
AP D(D IAmit), est déterminée par les caractéristiques de la courbe de restitution. 

Co~aissont Tmt, le rayon critique de l'obstacle est donné par la relation r&t = 

O([<, DIAmit) T m i t / 2 ~ .  Si DIAmit se trouve dans une portion constante de fe, comme 

c'est le cas dans le modèle normal, r d  ne dépend alors que de la courbure et de 

Tmu. Pour le modèle lent, la variation de DIAmk(K) est si importante que le terme 
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fe de la vitesse n'est pas saturé à Dans ce cas, fe ne peut être négIigé 

dans le calcul de rm-t et des solutions de période-1. Donc, en général, r,a dépend de 

l'équilibre entre DIA&t, qui définit APDmet, et le ralentissement de la propagation. 

La diminution de la vitesse vient de l'influence de K sur 0,(K) et sur DIAmm(IC) 

via le terme fa. rmt obtenu pour le modèle ralenti est légèrement supérieur à celui 

trouvé pour le modèle normal. 

Certaines indications montrent que d'augmenter Tj peut stabiliser les vortex dans 

un milieu 2D continu [44], ce qui va à l'encontre des conclusions sur l'anneau. Cette 

différence peut venir de l'utilisation d'un autre modèle ionique dont les fonctions 

APD(K, DIA) , DIA,, (Ii) et @(K, DIA) differeraient de celles tirées du modèle 

MBR. Elle peut aussi indiquer que le centre d'un vortex ajoute une contribution 

spécifique nécessaire à Ia représentation de basse dimension d'une réentrée sans ob- 

st acle [29]. En fait, pour une réentrée dans l'anneau de tissu, la condition frontière de 

flux nul contraint les isopotentiels à être perpendiculaire à l'obstacle ce qui n'est pas 

le cas pour un vortex. Il existe, pour ce type de réentrée, un point caractérisé par un 

potentiel au-dessus du potentiel de repos (point q) où le fiont d'activation et la fiont 

d'inactivation coïncident. L'onde, pour propager autour du centre, active les cellules 

qui se trouvent en avant du fiont. Au point q, le fiont ne peut pénétrer le centre 

CU le tissu n'est plus excitable, le potentiel moyen étant à un niveau où le courant 

sodique ne peut s'activer. Le courant difhisif causé par la différence de potentiel 
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entre le centre et l'onde de réentrée doit idiuencer I'APD et la vitesse d'activation- 

La contribution exacte est cependant inconnu. 

Les fonctions DIA,(K), B ( K ,  DIA) et APD(K, DIA) sont calculées en utilisant 

l'approximation de courbure constante en propagation. Dans notre modèle simplifié, 

la variation de courbure a lieu dans deux minces régions près de r, et rd- En dehors 

de ces régions, la courbure I< varie très peu. Cette conclusion est vraie même pour 

r = rm, correspondant à la solution ayant les courbures les plus élevées- Le résultat 

suggère que la largeur du domaine a un effet sur la solution que lorsque l'anneau est 

plus mince que la largeur des deux zones de variations de La courbure. Dami ce cas, 

la condition frontière en r,t contraint la courbure au centre et accélère la rotation. 

La largeur nécessaire pour découpler l'effet de r,t sur la solution est autour de 1 cm. 

Ce résultat sur la variation de coubure dans l'espace permet de questionner la 

validité du modèle ARDI. Les relations trouvées avec K constant sont-elles applica- 

bles quand la courbure varie rapidement dans deux zones restreintes du tissu dans 

les solutions de réentrée? Les courbures sont basses dans les réentrées de période-1 

avec un maximum autour de 6 cm-' pour le plus petit obstacle de rayon Tm,. Si le 

critère de stabilité en 1D est applicable en 2D, la courbure à la bifurcation est alors 

inférieure à 6 cm-'. La variation d w d s  est donc négligeable même si elle a lie; dans 

un espace restreint puisque K est faible. De plus, les résultats obtenus avec Ie modèle 



de symétrie polaire correspondent à ceux du modèle ARDI jusqu'à des courbures près 

de 10 cm-'. En supposant que la variation dK/dt dans le modèle de symétrie polaire 

est comparable à l'effet de dK/ds, il est possible de conclure que les relations obtenues 

avec K constant sont adéquates pour Ie calcul des solutions de période-1. 

Les résultats du modèle cliiétique sur l'importance de la courbure sont confumés 

par les simulations numériques [42]. La forme de la solution dans l'anneau (fig. l(d) 

dans [42]) est fort semblable à celle prédite par le modèle cinétique. De plus, la courbe 

de restitution de ce modèle montre que 1'APD à l'obstacle n'est que légèrement plus 

élevé qu'à la frontière externe (fig. 3 dans [42]). Ce point confirme que les courbures 

en jeu lors de la réentrée autour d'un obstacle sont faibles et que la courbure tend B 

augmenter 1'APD au centre, 

Puisque les relations représentaient adéquatement la dynamique du modèle a 

symétrie polaire jusqu'à des courbures de 6 cm-', il faudrait que les transitoires soit 

très fortement courbées pour y déceler un efFet notable de dIC/ds. La repolarisation 

est un phénomène lent, de telle sorte que la repolarisation de chaque site devrait être 

soumise à une courbure effective qui serait une moyenne temporelle et spatiale de la 

courbure existant pendant tout le processus de repolarisation. En utilisant la valeur 

de K existant au moment de la dépolarisation pour calculer L'APD, son influence serait 

probalement surestimée. Le même argument peut aussi s'appliquer à O(K, DIA) et 



D IA,(K). Cependant, puisque qu'ils correspondent a des phénomène beaucoup 

plus rapides et locaIisés, I'iniluence de dI</ds devrait être moindre et les relations de- 

vraient rester proches de la dynamique. Notons en dernier lieu que I'approximation 

de courbure constante est limitée car l ' auence  de I'évolution de la courbure dans 

l'espace et dans le temps sur 0 et APD n'est pas p ~ s e  en compte dans le calcul de ces 

fonctions. Si Les courbures sont élevées, le terme dépendant de K est plus important 

et une variation de courbure pourrait modi6er les caractéristiques de propagation. 

La variation de courbure trouvée dans les zones près des frontières indique la 

nécessité d'utiliser une discrétisation spatiale particulière pour la résolution du modèle 

ionique dans l'anneau 2D. Puisque la variation de la courbure est restreinte aux 

deux minces régions près des frontières en rin et rat, le maillage à utiliser en ces en- 

droits devra être plus fin pour éviter les erreurs numériques. Les résultats présentés 

par Xie et COU. [42] montrent une dépendance des solutions en rWt même si le tissu 

a une largeur de plus de 1 cm. Cependant, le maillage utilisé était défini par une 

discrétisation angulaire constante et un incrément de rayon constant. Ce choix amène 

une résolution spatialle de moins en moins fine lorsque r augmente. Ce point serait 

probablement la source de la différence de conclusion sur l'effet de r,,, sur la dy- 

namique. 



Conclusion 

L'utilisation de l'approximation du modèle ionique de réaction-diffusion a permis 

de formuler des relations pour 0, APD et DIA,, lors de la propagation dans du 

tissu cardiaque 2D. Ces résultats ont montré que l'inclusion de la courbure dans la 

propagation amène une augmentation de la période réfractaire qui est plus importante 

lorsque la dynamique de récupération de l'excitabilité est ralentie. De plus, I'APD 

est augmenté pour des courbures importantes à cause des courants de diffusion. En 

incluant ces fonctions dans un modèle cinétique de propagation autour d'un obstacle, 

il est ressorti que le facteur limitant pour r,,, la valeur minimale de rh pour laquelle 

une solution de période- 1 existe, est DIAmk(Ii) .  Ainsi, changer le rayon de l'obstacle 

amène la modification de la solution de période-1. Dans ce régime, la courbure reste 

basse résultant en une quasi-invaxiance de 1'APD avec K .  De plus, puisque la varia- 

tion de K dans l'espace est iimitée à deux minces zones près des frontières en rh  et 

rat, I'approximation de même courbure pour le fiont d'activation et de repolarisation 

est adéquate. L'utilisation de APD(DIA),  DIAmin(Ii) et B ( K ,  DIA) est nécessaire 

pour obtenir une reconstruction réaliste des solutions. Ce point est encore plus im- 



portant lorsque Ia récupération de l'excitabilité est ralentie. 

Maints travaux futurs seraient à considérer. Une dérivation d'un modèle cinétique 

plus généra1 permet trait d'étudier les solutions transitoires de mêmes que la stabilité 

des solutions de période-1. La méthode pourrait être basée sur la théorie cinétique 

telle que dérivée dans la littérature [45, 411. De plus, à la lumière des critères de 

discrétisation, la résolution du modèle ionique compIet permettrait de vérifier les Lm.- 

i tes de la représentation cinétique. II serait alors possible d'étudier la différence fonda- 

ment ale entre la réentrée autour d'un obstacle et celle sans obstacle. L'utilisation d'un 

modèle de jonctions int erceilulaires pemét trait de juger de l'importance de l'aspect 

discret sur la propagation du milieu cardiaque 2D. L'expérimentation sous fluores- 

cence établirait une base comparative pour les résultats numériques. L'important 

dans ce cas serait d'utiliser des tissus dont le rapport d'anisotropie serait partout con- 

stant. Ainsi, pax des transformations géométriques du domaine, l'équivalent isotrope 

o f i r a  des condit ions semblables aux modèles théoriques [46]. 
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Annexe A 

Modèle cellulaire cardiaque 



Le modèle myocardique cardiaque traité est un modèle de membrone d'une cellule 

space-clamped décrit par un ensemble d'équations différentielles. Il s'agit du modèle 

de Beeler-Reuter [19] modifié par Drouhard et Roberge [20] (modèle MBR). La grande 

différence avec le modèle de Beeler-Reuter est la modification de certains paramètres 

comme g~~ et VNa- 

A. 1 Équations du modèle 

Les différents paramètres et variables sont : 

cm est la capacité membranaire spécifique (1 p F c n r 2 ) ,  

I i o n  est le courant ionique total ( p A n - 2 ) ,  

1 s t  est le courant de stimulation ( ~ A c r n - ~  ) , 

v est le potentiel membranaire (m V )  , 

est la concentration en calcium intracellulaire, 

est la concentration en calcium intracellulaire multipliée par 107, Ca = 

107 x [Ca], 

est le courant sodique ( p ~ m - 2 ) ,  

est un courant composite p~ncipalement contrôlé par le calcium ( ~ A c m - ~ ) ,  

sont des conductances maximales ( g ~ ,  = 15 r n S n - 2 ,  g, = 0.09 mSm-*) , 



E h  et E, sont les potentiels d'équilibre (type Nernst) avec EN. = 40 mV, et En 

fonction de [Ca], 

IK1 et Iz1 sont des courants potassiques (pAcrn-2) définis par des fonctions em- 

piriques. 



Les équations du modèIe sont les suivantes : 

Les fonctions décrivant les courants potassiques sont : 



(A. 14) 

Par ailleurs, E, est donné par : 

En = -82.3 - 13.0287 ln [Ca] (A.15) 

Le modèle MBR est un modèle à huit (8) variables : V, rn, j ,  h, d, f ,  XI et [Ca]. 

Pour les variables rn, h, j, d,  f et XI, les constantes de temps r, et les valeurs 

à l'équilibre y,(V) sont exprimées en fonction des taux d'ouverture ay(V) et de 

fermeture &(V) des canaux correspondant. On a : 

Les cr et B sont donnés par des expressions de la fonne : 

avec les paramètres présentés au tableau suivant: 



Tableau A.1: Les - 

Constante ci c2 

ms -= ms -1 mV-l 
r 

am O O 

MBR 
l 1 I 

Ces paramètres sont donnés dans [19] et [20]. Cependant, il y a modification au 

niveau de am, B,, ai, et qui sont divisés respectivement par 1.1 et 0.6 compara- 

tivement à l'expression donnée dans [%O]. Par ailleurs, la constante C2 de crr est mise 

égale à -0.0008 en lieu et place de -0.008 comme dans [NI. 

Pour les équations sur Le calcium, la formulation donnée dans [19] a été retenue. 

Un changement d'échelle a également été effectué sur les concentrations de calcium. 



Si la concentration de calcium multipliée par 107 est considérée, dors : 

Ca = 10?[~a], le changement de variable 

et les équations (A.15) et (A.12) sont modifiées et d e v i e ~ e n t  

dCa -- 
dt 

- g.df (V - &(Ca)) + 0.07 (1 - Ca). 

A.2 Courants 

Les travaux expérimentaux ont permis de construire un modèle constitué de trois 

types de courants représentant les phases du potentiel d'action (PA). II y a le courant 

sodique IN, responsable de la dépolarisation de la cellule, un courant hybride d'entrée 

secondaire Isi permettant de retrouver le plateau du PA et le courant potassique IK 

responsable de la repolarisation. 

L'équation du d V ' d t  (éq. (A.1)) est nulle lorsque que 1, vaut O (sans stimulation). 

La figure A.1 montre les différents courants ioniques du modèle et le courant total 

(Iim) lorsque la cellule est en voltage imposé. 



1 . . S .  . . 1 C 
'si 

k 

Figure A.1: Les courants du modèle cellulaire 

Pour les paramètres définis dans la section A.1, le modèle cellulaire n'a qu'un 

point d'équilibre stable pour V = -86.93 mV. De plus, les dérivées des équations 

(-4.6 - A.8) sont nulles lorsqlie les variables Y i  correspondant à m, h, j, d, f, XI prennent 

les valeurs y,. Le courant Ibn est positif pour des valeurs supérieures à la valeur 

d'équilibre. Si le courant de stimulation Ist est nul, dV,/dt sera négatif pour les valeurs 

positives de Ik et positif pour les valeurs négatives. IL faut noter que cette conclusion 

ne tient pas compte du processus non-instantané d'ouverture et de fermeture des 

canaux. 



Le courant IN, est déterminé par l'équation (A.3) où l'ouverture des canaux est 

représentée par la variable m tandis que la fermeture est représentée par les vari- 

ables h et j .  La figure A 2 a  permet de remarquer que j, et h, sont de forme 

semblable en voltage imposé. Leurs constantes de temps ne sont toutefois pas les 

mêmes sur L'intervalle de potentiel (figure A.2e). Les valeurs maximilles sont, pour 

~ h ,  de 20.74 rns (-67.5 mV) et pour rj de 83.85 ms (-67.5 mV). Notons que rj est 

toujours plus élevée que ~ h -  

La variable m tend vers un pour les valeurs de potentiels supérieurs -20 mV 

(figure A.2a). La constante de temps associée au processus d'ouverture des canaux 

sodiques est basse. La figure A.2d montre les valeurs de r, en fonction de If, le 

potentiel transmembranaire- La valeur maximale de est de 0.22 rns à -48.70 mV. 

Donc, l'ouverture des canaux sodiques se fait avec une constante de temps beaucoup 

plus courte que celies des variables de fermeture h et j. Lors de la dépolarisation, la 

perturbation supra-seuil active les canaux sodiques (rn -t m,) suivi par h et j qui 

viennent bloquer les canaux ((h, j) - (h,, j , )) .  

Le courant Isi est responsable du plateau du PA dans le modèle MBR. Il dépend 

de quatre variables : d ( V ) ,  f (V), V et Es(Ca). La figure A.2b montre les variables 



Figure A.2: Variables dynamiques à I'infini (yim) en voltage impose a) variables pour 

IN=, b) variables pour In et c) variable pour courant potassique IK- Les sous-figures 

d,e et f montrent les constantes de temps associées aux variables dynamiques. 



6, le taux d'ouverture des canaux, et f ,  le taux de fermeture. Notons que le potentiel 

où les deux variables sont égales est de -24.40 mV. Les figures A.2e et A.2f montre 

la Wérence des constantes de temps rd et ~f pour les équations (A.9) et (A.10). 

Tout d'abord, b forme de rj est fort différente des autres ri. Sa valeur est minimale 

pour des potentiels bas et augmente progressivement pour des valeurs supérieures à 

30 mV. Le maximum de rd se trouve autour de -24.40 mV. ~f est au maximum 

deux fois plus élevé que r d -  Ainsi, lorsque la cellule est dépolarisée, le courant In 

s'active pendant un certain temps à cause de 1a plus courte échelle de temps de d par 

rapport à f. La durée du plateau dépend donc de la différence de cinétique entre les 

deux processus et du temps séparant les activations successives. 

Le dernier courant de ce modèle est le courant potassique If; qui, contrairement 

aux courants In et INo, est séparé en deux parties distinctes (équation (A.4)). Il y a 

IKi qui est fonction de V seulement et qui a la forme retrouvée à la figure A.3 et la 

seconde partie dépendante de XI (figure A -2c). La figure A .2£ montre la valeur de ~ ~ 1 .  

XI est la variable la plus lente du modèle avec une constante de temps rzl minimum 

de 161.44 n s  et maximum de 640.46 ms (à -24.05 mV). Ainsi, pour une valeur de 

potentiel transmembranaire donnée, il existe deux types de courants potassiques, le 

premier instantané et le second non-instantané plus lent que les autres courants du 

modèle. 



Figure A.3: Le courant potassique IK1, indépendant des variables dynamiques, et IZ1. 




