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RESUME

Cette thése présente une méthode heuristique efficace pour la répartition des tiches
paralléles dans la simulation en temps réel des réseaux électriques. Dans cette répartition
des tiches, les contraintes temporelles sont définies par le temps d’exécution et par les
échéanciers rigides des tiches. Tandis que les contraintes spatiales sont définies par la
disposition des convertisseurs AN/NA dans certains processeurs et par les

interconnexions du réseau des processeurs de |’ordinateur paralléle.

La problématique générale de la répartition des tiches est un probléme fort
difficile a résoudre. La nature combinatoire de ce probléme élimine, a toute fin pratique,
la possibilité d’une solution par une méthode d’énumération exhaustive. Les méthodes
exactes et approximatives visent & obtenir des solutions optimales mais ne s’appliquent
qu’a des cas particuliers du probléme. C’est pour ces raisons que nous proposons une
méthode heuristique qui est en mesure de donner une répartition adéquate des tiches

paralléles pour la simulation en temps réel des réseaux électriques.

Cette méthode heuristique est développée en considérant le probléme de
répartition des tiches comme un probléme de fouille dans un espace d’états. Un cadre
formel peut étre établi par la définition d’une métrique générale de l'espace d’états.
Cette métrique généralisée est la longueur d’un chemin exprimé a I’aide de monoides
des ensembles. Les propriétés intéressantes des méthodes de fouille heuristique sont
alors facilement dégagées. Ce cadre formel est ensuite utilisé pour le développement
d’une nouvelle méthode de fouille heuristique 2 mémoire limitée. L’utilisation constante
de la mémoire est un facteur important dans la mise en ceuvre pratique du répartiteur de
taches.
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Un ensemble d’heuristiques de prétraitement sont utilisées pour traiter les
systémes de tdches contenant des relations de préséance. Ces tiches particuliéres sont
issues de la décomposition explicite des programmes simulant le comportement des
composants électriques. Le répartiteur proposé est donc capable d’ordonnancer les
taches avec relations de préséance et d’assigner les tiches sans ordre d’exécution dans

les processeurs de I’ordinateur paralléle.
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ABSTRACT

This thesis presents an efficient heuristic method for the mapping of parallel tasks
in real-time simulation of electrical networks. In this mapping problem, the temporal
constraints are defined by the execution time and by the deadlines of the task system.
While the spatial constraints are defined by the availability of AD/DA converters and

processor network connections of the parallel computer.

The general tasks mapping problem is very hard to solve. Its combinatorial nature
inhibits any practical solutions by means of exhaustive enumeration. The existing exact
and approximate mapping methods are geared toward obtaining optimal solutions. But
they can only be applied to particular and restricted problems. For these reasons, we
propose a heuristic method, which enables the mapping of parallel tasks for real-time
simulation of electrical networks.

In this research, it is possible to transform the mapping problem into a space-state
search problem. A formal framework can then be constructed by defining a generalized
metric in the space-state. This generalized metric is the concept of path length as
represented by a set monoid. Appealing properties of space-state search techniques can
be obtained using this generalized metric. This formal framework was also used in the
formulation of an efficient limited-memory heuristic search method. The so-called
constant-memory behavior is an important characteristic, which enables the proposed

method to solve practical mapping problems.

An effective heuristic preprocessing module is also included in the proposed
method. This preprocessing module allows the scheduling of sub-tasks where partial

ordering is defined. These precedence-constrained sub-tasks are used to model electrical
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components where the sequential execution time is too high to meet the real-time
requirements. The coupling of the preprocessing module with the proposed heuristic

search method provide the means for the practical solution of different task system.
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Problématique

La répartition automatique des tiches est un probléme fondamental dans la
simulation parall¢le et en temps réel des réseaux électriques. La coordination des
activités a I’intérieur d’un systéme distribué est normalement assurée par une politique
de répartition des tiches qui permet une utilisation équitable des ressources et améliore
le rendement du systéme [STA88]. De plus, une répartition efficace des tiches peut
diminuer le temps d’exécution d’un programme en profitant du parallélisme (implicite et
explicite) des taches a exécuter. Dans le cas d’un systéme temps réel et distribué, la
répartition des tdches joue un réle encore plus prépondérant. En effet, dans le traitement
en temps réel, I’exactitude des résultats d’un calcul ne repose pas uniquement sur la
logique du programme mais dépend aussi de I’instant ou ces résultats sont produits. En
d’autres mots, il ne suffit pas d’obtenir un résultat logiquement correct, il faut également
I’obtenir au bon moment [STA88]. Conséquemment, la répartition des tiches dans un
systéme temps réel distribué est plus qu’un désir de réduire le temps d’exécution du
programme paralléle. La répartition des tiches ayant des contraintes de type temps réel
est essentielle au bon fonctionnement du systéme tant du point de vue logiciel que

matériel.
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La répartition automatique des tiches a comme fonction d’assigner les tiches
requises pour la simulation des réseaux électriques dans le réseau des processeurs. Cette
répartition est basée sur un ensemble de contraintes imposées selon les besoins matériels

et logiciels de I’environnement de simulation.

L’obtention d’une politique de répartition des tiches paralléles dans la simulation
en temps réel des réseaux électriques n’est pas simple. La raison est qu’il s’agit d’un
probléme de nature NP-complet [GAR75], [GAR79]. Seuls les problémes de répartition
les plus simples possédent des solutions algorithmiques calculables en un temps
polynomial. Par exemple, il existe un algorithme capable d’obtenir une solution optimale
en un temps polynomial pour le probléme de répartition ot le temps de communication
entre les tiches est nul et ou le graphe des tiches est en structure d’arborescence
[HU61]. Cependant, la condition de la solution optimale n’est rencontrée que si le temps
d’exécution de toutes les taches est strictement unitaire. Clairement, ce genre de solution
algorithmique n’est pas envisageable pour la simulation en temps réel des réseaux

électriques.

Les techniques de répartition des tiches sont intimement lides a leur
environnement d’implantation et du mode d’exécution désiré. Une méthode de
répartition des tiches peut étre trés complexe et semi-automatique s’il s’agit d’une
planification a long terme pour des simulations hors ligne de grande envergure. Par
contre, le temps de réponse du répartiteur doit étre trés court s’il s’agit des séances de
simulation interactive. Dans ce demier cas, la complexité du répartiteur des tiches est
généralement moins grande. Concernant I’environnement d’implantation, un répartiteur
des tdches est un module du systéme d’exploitation de l’ordinateur paralléle. En
pratique, les ressources informatiques allouées au répartiteur des tiches sont
normalement limitées. Ainsi, ['utilisation de la mémoire vive du répartiteur des tiches

doit étre une fonction de sa disponibilité offerte par le systéme d’exploitation.



La conception et la réalisation de la méthode de répartition des tiches doivent tenir
compte de ces contraintes pratiques imposées. L’exclusion de ces contraintes pratiques
durant la phase de conception risque de produire un répartiteur qui ne convient pas a
’environnement d’implantation envisagé. Le défi est de concevoir une méthode de
répartition automatique des tiches qui adhére au role qui lui est assigné tout en
respectant les contraintes pratiques de ’environnement d’implantation et du mode

d’exécution désiré.

1.2 Objectif de recherche

L’objectif principal de cette recherche consiste a apporter une contribution a la
solution du probléme de répartition automatique des tiches paralléles pour la simulation
en temps réel par des méthodes avancées de traitements algorithmiques. Cet objectif
implique I’étude et 1’analyse des méthodes de répartition et des outils de réalisation
existants applicables dans le domaine de la simulation paralléle en temps réel. Puis en
formuler une solution novatrice. La poursuite de cet objectif de recherche conduit aux

sous-objectifs suivants :

* étude des méthodes générales de répartition automatique des taches;

» études des méthodes spécialisées pour la répartition des tiches temps réel;

* développement de nouvelles méthodes pour la répartition des tiches temps réel
conformes a ’environnement d’implantation et du mode d’exécution désiré;

s vérification des méthodes de répartition développées dans un environnement de
simulation en temps réel des réseaux électriques;

* proposition d’une nouvelle méthode adaptée a la simulation paralléle en temps réel

des réseaux électriques.



1.3 Méthodologie de recherche

La premiére étape pour atteindre I’objectif principal et les sous-objectifs de cette
recherche consiste & identifier clairement les paramétres et les contraintes matérielles et
logicielles du probléme de répartition automatique des taches. Ces paramétres et
contraintes nous guideront dans le choix des méthodes 2 étudier et dans la conception de
la nouvelle méthode envisagée. L’identification des paramétres et des contraintes est

également utile pour faire ressortir les particularités et les détails cachés du probléme.

La répartition des tiches est un sujet de recherche qui conceme plusieurs
disciplines scientifiques. Notamment, le domaine de la recherche opérationnelle a
grandement contribué a 1’élaboration et a la réalisation des premiers travaux sur le
probléme d’ordonnancement et de la répartition des taches. Les résultats de ces premiers
travaux ont été obtenus griace a ['utilisation de la théorie des graphes et de la
programmation mathématique [COF76]. La branche mathématique portant sur la théorie
de décision a été également mise & contribution en montrant que le probléme général de
la répartition des tiches est indécidable. Cet aboutissement théorique de la
mathématique moderne sur la décidabilité nous donne un cadre formel pour I’analyse du
caractére NP-complet de notre problématique. De plus, si la conjecture NP est vraie
alors elle devient une motivation supplémentaire pour la recherche d’une alternative a
I’approche traditionnelle. C’est ainsi que le domaine de I’intelligence artificielle (I.A.)
peut jouer un réle important dans 1’élaboration d’une nouvelle approche de solution a la
problématique de la répartition automatique des tdches. En effet, I'utilisation des
techniques de I'LA. est souvent considérée comme une avenue intéressante pour

contourner les problémes non décidables [SCH90].

Donc, pour parvenir aux buts fixés, une combinaison des connaissances des

domaines suivants est a envisager :

* la recherche opérationnelle;



= |a théorie de décision et la théorie de la complexité;

= ['intelligence artificielle.

Ainsi, I'informatique et particuliérement I’utilisation des graphes pour la
modeélisation des taches et des processeurs nous permettront d’étudier le comportement
du répartiteur des tiches sous les contraintes imposées. Pour déterminer la nature
intrinséque du probléme de répartition automatique des tiches paralléles pour la
simulation en temps réel, la théorie des décisions est un outil essentiel. Une fois la nature
NP-complet prouvée pour notre problématique, I’utilisation des techniques d’[.A. pour
la solution du probléme est alors pleinement justifiée.

Les réussites récentes dans le domaine de I’I.A. et en particulier la caractérisation
formelle des heuristiques [PER88] serviront aux développements d’une méthode
heuristique de répartition des tiches. Cependant, le domaine de I'.A. est vaste,
I’application de ses techniques doit étre cernée et judicieuse. Leur utilisation doit étre

adaptée a notre problématique afin d’apporter une contribution réelle et nouvelle.

La méthodologie de recherche préconisée comprend également une revue
bibliographique. Dans cette étape, nous nous intéressons surtout a connaitre les
différentes méthodes de modélisation des tiches et des processeurs présentées dans la
littérature. La revue bibliographique nous aidera également a dégager les algorithmes et
les méthodes de répartition déja existants. La catégorisation des différentes méthodes
utilisées dans la répartition des tiches a deux bénéfices : i) elle permet de situer ce projet
de recherche par rapport aux autres; ii) elle indique le niveau de contribution apporté par

les résultats de cette recherche.



1.4 Structure de la thése

Afin de simplifier la présentation de cette thése, un schéma bloc de sa structure est

proposé a la figure 1.1.
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Figure 1.1 Structure de la thése.




Au chapitre 2, nous présentons la formulation et I’analyse du probléme de
répartition automatique des tiches. C’est dans ce chapitre que nous explicitons les
parametres et les contraintes caractérisant le probléme de répartition des tiches. Aussi,
les techniques récentes de répartition et les résultats importants parus dans la littérature
sont également exposés. Nous classifions les différentes techniques et approches
existantes sous la forme d’un graphe hiérarchique. Cette classification est notre point de
départ pour I’élaboration d’une nouvelle stratégie de répartition des tiches qui nous

donnera une nouvelle classe de répartiteurs des taches.

La modélisation du probléme de répartition est présentée dans le chapitre 3. Cette
modélisation permet de faire ressortir les relations qui existent entre les tiches, les
contraintes de communication inter-tiches et la topologie d’interconnexion des
processeurs. Nous discutons également dans ce troisiéme chapitre, les critéres de
performance appropriés pour mesurer ’efficacité de la classe des méthodes proposées
par rapport a une méthode baréme. Enfin, une preuve de la nature NP-complet de la
problématique est également donnée afin de motiver le choix d’une stratégie de
conception. Cette démonstration repose sur une nouvelle approche et est beaucoup plus
simple que celle utilisée habituellement dans le domaine de I’informatique théorique. Le
cadre formel de cette démonstration est présenté dans I’annexe B et la preuve compléte

est donnée dans [’annexe C.

Le travail impliqué dans la conception d’un systéme est rarement accompli d’une
maniére isolée et indépendante des étapes de modélisation. Au contraire, la conception
et la modélisation sont des étapes trés liées. En effet, le résultat d’une conception repose
souvent sur le degré de raffinement du modéle utilisé et le degré de raffinement exigé
d’'une modélisation dépend de la qualité du résultat souhaité. La relation intime et
imbriquée qui existe entre les étapes de la conception et de la modélisation peut étre vue

comme un processus itératif. [déalement ce processus doit aboutir a un équilibre entre la



complexité du modéle et la convivialité de la conception. C’est pour cette raison que le
chapitre 4 est le chapitre le plus imposant de cette thése. Dans ce chapitre, une nouvelle
méthode de répartition des tiches temps réel est présentée. Cette nouvelle méthode est
basée sur une technique de fouille heuristique développée spécifiquement pour la
répartition des tiches. La synthése de cette technique de fouille heuristique a été réalisée
a I’aide de graphes d’états munis de monoides d’arcs et de valeurs. Les notions formelles
concernant les monoides et les graphes d’états sont données dans I’annexe D.
L’utilisation de ces monoides d’ensembles permet une généralisation des résultats

obtenus.

La nouvelle méthode de répartition proposée dans le chapitre 4 est évaluée par des
simulations. Une évaluation qualitative et quantitative de la méthode proposée a
également été obtenue. Ainsi, le chapitre 5 est consacré aux résultats de recherche
obtenus et aux discussions sur la validité des méthodes de répartition des tiches

proposées selon les exigences énoncées dans le chapitre 3.

Enfin, nous terminerons la présentation de cette thése par la conclusion de
"approche utilisée dans la conception et la réalisation d’une classe de méthodes pour la
répartition des tdches. Nous donnerons dans la conclusion un sommaire de la
contribution algorithmique et méthodologique ainsi que la synthése des résultats
obtenus. Nous discuterons également de 1’application des résultats de cette recherche et

des perspectives intéressantes pour le développement futur.



Chapitre 2

Répartition automatique des tiches paralléles
pour la simulation en temps réel

2.1 Répartition des taches de type temps réel

La simulation numérique en temps réel offre une trés grande flexibilité pour
I’étude du comportement des réseaux de transport d’énergie. Mais la capacité de calcul
d’un systtme monoprocesseur est parfois limitée. Le développement d’un simulateur
basé sur une architecture paralléle de processeurs est donc une solution intéressante.
Pour profiter pleinement d’un tel simulateur, un systéme de répartition automatique des

tiches est souhaitable.

Or, le probléme général de la répartition des tdches est NP-complet [GAR78]. Le
probléme de répartition qui nous intéresse concerne un systtme multiprocesseur
impliquant des taches: i} périodiques; i) non-préemptibles; iii) a échéancier rigide avec
contrainte d’exclusion mutuelle dans I'utilisation des ressources. Les méthodes
opérantes de fagon dynamique ne sont pas en mesure de garantir une solution optimale
en un temps polynomial [DER89]. En d’autres termes, seule une fouille exhaustive est
en mesure de garantir I’obtention d'une allocation optimale, si elle existe. Nous verrons
dans la section 2.1.1 les résultats théoriques connus des différents problémes de
répartition.
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Le modéle général du probléme de répartition suppose I’existence d’un ensemble
de ressources qui doivent satisfaire 4 un second ensemble, appelé ensemble de
consommateurs, selon une certaine politique de service. Reposant sur la nature et les
contraintes agissant sur les consommateurs et les ressources, le probléme consiste a
trouver une politique efficace pour gérer I’accés et I’utilisation des ressources selon une

mesure de performance convenable.

Dans le contexte temps réel d’un simulateur numérique, les ressources sont
représentées par les processeurs et les modules matériels de I’ordinateur paralléle tandis
que les consommateurs sont des tiches effectuant un certain nombre de calculs. Un
répartiteur de tiches est I’objet qui administre une politique de gestion gouvernant
I’accés des tiches aux ressources de I’ordinateur sous un ensemble de contraintes
imposées. La répartition manuelle des tiches n’est possible que dans des cas simples.
Pour la simulation de grands réseaux électriques comme ceux d’Hydro-Québec,
’approche manuelle n’est pas réalisable a cause de la nature combinatoire du probléme.
Une méthode de répartition automatique est donc nécessaire voire essentielle au bon

fonctionnement du systéme de simulation.

Le répartiteur automatique des tiches a comme fonction d’assigner les tdches
requises pour la simulation des réseaux €lectriques dans les processeurs. De prime
abord, cette répartition est basée sur les critéres suivants: i) les processeurs doivent
communiquer, dans la plupart des cas, avec les voisins immédiats; ii) le regroupement
des tdches dans les processeurs est favorisé pour obtenir une meilleure utilisation des

processeurs et pour minimiser la quantité d’information a transférer entre les

processeurs.

La topologie des tdches requises pour simuler un réseau électrique refléte la
topologie du réseau électrique. L’allocation des processeurs est directement liée &

I’architecture de I’ordinateur paralléle. De plus, la répartition des taches est une fonction
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de la nature et des caractéristiques des tiches. Le but principal de la répartition
automatique des tiches consiste donc a obtenir un horaire d’exécution qui rencontre

I’échéancier de toutes les tiches du programme paralléle.

Il existe un grand nombre de travaux effectués dans le domaine de la répartition
automatique traitant I’allocation des tiches dans des ordinateurs ayant des topologies
d’interconnexion spécifique. Dans le cas d’un systéme a deux processeurs sans coiits de
communication, la méthode d’allocation optimale fait partie de la famille des
algorithmes « max-flow min-cut » ayant une complexité temporelle de O(ne log n) ou n
est le nombre de tdches et e est le nombre de liens de communication entre les tiches
[TARS3]. Il en est de méme pour les topologies d’interconnexion linéaire avec coiits de
communication [LEE92}. Cependant, la topologie d’interconnexion des ordinateurs
paralléles utilisés dans ces algorithmes optimaux est trop simpliste pour étre utile dans la

simulation en temps réel des réseaux électriques.

Dans le cas des ordinateurs a topologie d’interconnexion arbitraire, la plupart des
répartiteurs de tiches pratiques sont des techniques améliorées de la méthode
d’ordonnancement par liste [COF73], [ADA74]. Ces répartiteurs utilisent un ensemble
de critéres de performance et d’heuristiques pour régler la priorité des tiches a allouer

dans les processeurs de I'ordinateur paralléle.

La méthode MH (Mapping Heuristic) [REW90], est un répartiteur basé sur
I’ordonnancement par liste. La valeur de la priorité des tiches est calculée en fonction du
niveau d’un sommet dans le graphe des tiches. Les tiches ne sont pas réparties selon la
disponibilité des processeurs mais plutét d’aprés le temps d’achévement de la tache.
Cette politique de sélection est connue sous le nom de EFF (Earliest Finishing-time
First). Le processeur retenu est celui qui peut achever le plus tdt I’exécution d’une tiche
préte. C'est-a-dire une tiche dont ses prédécesseurs immeédiats ont terminé leur

exécution, tout en tenant compte des délais de communication inter-processeur. Ce
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répartiteur est l'une des méthodes performantes capables d’allouer un ensemble de
tiches dans un ordinateur a topologie arbitraire. Cependant, ce type de répartiteur ne
tient pas compte de I’échéancier des tiches et par conséquent, il ne peut répondre aux

besoins de la simulation en temps réel.

Dans la littérature, il existe plusieurs critéres de performance proposés pour la
répartition des téches de type temps réel. Un grand nombre de fonctions d’objectifs sont
formulées pour traiter différents aspects de ces critéres de performance. La plupart de
ces critéres proviennent du domaine de la recherche opérationnelle. Nous pouvons citer,
parmi ces fonctions d’objectifs, la minimisation de la somme des temps d’achévement
des tiches, la minimisation de la durée de I’horaire d’exécution des tdches, la
minimisation du nombre de processeurs utilisés et la minimisation des retards par
rapport 4 I’échéance des taches. Il est a remarquer que les dates limites des tiches ne

sont pas directement impliquées dans ces fonctions d’objectifs.

Nous pouvons apporter des critiques constructives a plusieurs de ces critéres de
performance. La somme des temps d’achévement est un critére qui n’est pas intéressant
pour les systémes temps réels puisqu’il ne considére pas directement les propriétés
temporelles des tiches (c’est-a-dire, les dates limites et la périodicité). La minimisation
de la durée de I’horaire d’exécution des tiches peut aider a réduire ['utilisation des

ressources du systéme informatique.

Malheureusement ce type de critére de performance ne tient pas compte du fait
que chaque tiche posséde une date limite bien précise. Il en est de méme pour la
minimisation du nombre de processeurs utilisés. Les retards par rapport & I’échéance des
tiches est un critére plus intéressant que les autres. Ce dernier tient compte
explicitement des échéanciers des tiches. En contrepartie, la minimisation des retards
n'a d’utilité¢ que si nous pouvons ajouter continuellement les ressources matérielles

nécessaires afin d’éliminer les retards.
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Pour la répartition des tiches temps réel, nous ne pouvons pas nous contenter
d’appliquer simplement les critéres de performance. Il nous faut également minimiser le
nombre de taches qui peuvent dépasser leur échéancier. Ainsi, nous pouvons stipuler
qu'une méthode optimale de répartition des tiches temps réel est une méthode qui
produit & tous coups un horaire d’exécution, soit un horaire dans lequel toutes les tiches
satisfont aux contraintes temporelles imposées et dont la fonction d’objectif utilisée est
minimisée (ou maximisée). Cette spécification a une portée plus grande que les
définitions utilisées dans les méthodes d’optimisation classiques. En effet, un horaire
d’exécution n’est utile que si les contraintes temporelles sont satisfaites. L’optimisation
de la fonction d’objectif, a elle seule, ne peut garantir |’exactitude des relations

temporelles de I’horaire généré.

2.1.1 Résultats connus: cas monoprocesseur

Afin de rendre la lecture de cette sous-section plus facile, nous utiliserons la
notation <a | B | x> pour désigner les différents problémes de répartition de tiches. Dans
cette notation o indique le nombre de processeurs utilisés, B indique le type de taches

impliquées et x indique le critére d’optimisation utilisé [LAW83].

Soit un systéme de tiches indépendantes et non-préemptibles o chaque tiche j
posséde un temps de calcul e;, un échéancier d; et un temps de départ r, = 0. Dans ce cas,
le retard L de la tache j par rapport 4 son échéancier est défini par L; = ¢; — d; et une
solution optimale existe pour le probléme <1 | indépendante, non-préemptible |

L, =max, {L ; }> par application de la régle de Jackson. Cette régle stipule que toute

séquence de tiches placée en ordre non décroissant de d; dans un processeur est une
séquence d’exécution optimale [JACSS]. Cette régle est donc optimale par rapport au
critére de retard maximal Lpa. Aujourd’hui cette technique est connue sous le nom de
méthode EDD (Earliest Due Date) [HOR74]. Cependant. lorsque le temps de départ r;

des taches n’est pas égal a zéro alors la régle de Jackson n’est plus optimale. Par contre,
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si les tdches sont préemptibles alors la méthode EDD demeure une méthode optimale
pour la minimisation de Ly« [DER74). Donc, la régle de Jackson est également optimale

pour le probléme <1 | indépendante, préemptible, r | L . =max ) {L ; }>.

En observant de plus prés la régle de Jackson. on s’apercoit que si Lo = 0 alors
toutes les tiches termineront leur exécution a temps puisque dans ce cas ¢; < dj. Cette
observation a €té étudiée et des méthodes optimales qui tiennent compte des contraintes
temporelles des tiches ont été proposées par Liu et Layland pour le cas <1 |
indépendante, préemptible | L < 0>. Pour ces problémes, la séquence d’assignations
utilisant la politique du plus court échéancier d’abord ou EDF (Earliest Deadline First)
est une séquence d’assignations optimale [LIU73]. De plus, il existe une condition
nécessaire et suffisante pour vérifier a priori la faisabilité de la solution. En effet, une

solution est envisageable par les méthodes EDF si et seulement si:
e
Z'LSI’ (2.1.1.1)
1 u}

ol ¢, u; sont respectivement le temps d’exécution et la période d’exécution de la tache ;.

Une des réalisations basées sur la politique EDF consiste a attribuer aux tiches une
priorité statique qui est inversement proportionnelle & leur période. Donc, les tiches de
courte périodicité regoivent une grande priorité et seront exécutées en premier. Dans ce
cas, une borne supérieure existe pour le taux d’utilisation du processeur. Cette borne est
donnée par [LIU73]:

" e

> L<n2"" -1, (2.1.1.2)
Y,
ol n est le nombre de tiches a ordonnancer. Lorsque le nombre de tiches est grand,
n(2'" — 1) - In 2. Cela signifie que le taux maximal d'utilisation du processeur inférieur

a4 69% est une condition nécessaire pour que toutes les tiches rencontrent leur

échéancier.
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Il est a noter que toutes ces méthodes considérent la périodicité et I'échéancier de
durée identique. Pour les problémes ou la périodicité et I’échéancier sont différents, les
priorités sont assignées selon I’étroitesse de 1’échéancier. Plus une tiche posséde un
échéancier étroit plus sa priorité est haute [LEU82]. La nature optimale de cette méthode
n’est établie que dans le sens suivant: Pour un ensemble de taches T, si une méthode est
en mesure d’ordonnancer T en utilisant une technique de priorité fixe quelconque alors
une méthode utilisant le schéme de priorité basée sur la politique EDF est également

capable d’ordonnancer T.

Les différentes méthodes basées sur la politique EDF sont aujourd’hui connus sous
le nom collectif d’ordonnancement & taux monotone (rate-monotonic scheduling
[GAF91], [SHA94]). La préemption des tiches est le facteur prépondérant dans la nature
optimale de ces méthodes [ZHAR7]. Des travaux récents ont apporté d’importantes
contributions a la robustesse de ces méthodes dans le contexte des ordinateurs
monoprocesseurs et multiprocesseurs ainst que leur implantation dans le langage ADA

[LEH89], [ADA92], [HAR94].

De plus, la méthode a taux monotone a été utilisée en partie dans le projet de la
station orbitale Freedom pour la commande en temps réel et dans la gestion en temps
réel du nouveau systéme de controle aérien AAS (Advanced Automation System) de
I’agence américaine d’aviation FAA (Federal Aviation Agency) [STA94]. Cependant,
P’ordonnancement a taux monotone exige la préemption et I’indépendance des taches.
Ce qui exclut les tiches communicantes a échéancier rigide et de périodicité trés courte.
Ces tiches sont souvent rencontrées dans la simulation en temps réel des phénoménes
physiques transitoires. La politique EDF est donc insuffisante pour tenir compte de

toutes ces contraintes.

Une modification de la politique EDF capable de traiter des tiches communicantes

non préemptibles avec relation de préséance a €té proposée par Lawler [LAW73]. Le
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probléme traité est du type <1 | préséance, non-préemptible | L >. Le principe de
fonctionnement de cette méthode est fort simple. Une liste d’assignations est construite
itérativement. A chaque itération, la tiche avec une valeur minimale (selon le critére
d’optimisation choisi) est sélectionnée et placée dans la liste a condition que tous ses
prédécesseurs sont déja dans la liste. La méthode de Lawler a une complexité
polynomiale O(nz) ou n est le nombre de tiches. Malheureusement cette méthode ne
peut tenir compte de I’utilisation exclusive des ressources par les tiches. Les ressources,
dans ce contexte, sont des dispositifs autres que les processeurs du systéme
informatique. Ces dispositifs peuvent étre des sémaphores de synchronisation, des

modules entrées-sorties ou de la mémoire physique.

En effet, dés qu’il existe une utilisation exclusive des ressources par les tiches, les
méthodes basées sur les politiques semblables & EDF cesseront d’étre efficaces. La
raison est que les tdches de plus grandes priorités peuvent étre bloquées par les tiches de
plus basses priorités en cours d’utilisation d’une ou plusieurs ressources. Pour palier a ce
probléme, des protocoles de contrdle ont été proposés. Un protocole de contrdle est en
fait un estimateur qui tente de déterminer la durée et le taux d’utilisation des ressources
par les tiches [RAJ88], [CHE94]. Ces informations sont ensuite intégrées dans la
méthode d’ordonnancement afin d’obtenir un horaire d’exécution acceptable. Ainsi, un
protocole de contrdle est intimement lié a la méthode d’ordonnancement utilisée et par
conséquent, il ne peut étre généralisé. Dans un certain sens, on peut considérer les
protocoles de contréle comme des solutions ad hoc visant a résoudre les problémes

particuliers des méthodes d’ordonnancement par attribution de priorités.

En résums, il existe des méthodes optimales capables de répartir les tiches de type
temps réel pour le cas des systémes monoprocesseurs. Par contre, leur réle est confiné a
des applications ou le taux d’utilisation du processeur est faible (69% selon 1’équation

2.1.1.2) et oui I utilisation des ressources n’est pas réalisée d’une maniére exclusive.
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2.1.2 Résultats connus: cas multiprocesseur

Pour les problémes de répartition des tiches dans un systéme multiprocesseur, les
résultats connus sont plut6t décevants. C’est-a-dire, la plupart de ces problémes sont de
complexité NP-complet. Certes, il existe des méthodes optimales pour la répartition des
tdches dans des systémes possédant plus d’un processeur. Or. ces méthodes font
intervenir des problémes qui sont souvent trop élémentaires pour étre utiles en pratique.
Néanmoins, nous pouvons utiliser ces résultats comme points de référence pour nous

guider dans notre recherche.

Les premiers résultats concernent un systéme de processeurs homogénes dont la
matrice de connectivité est pleine. Le nombre de ressources du systéme est noté par R
ol £ est un indice indiquant le type de ressource disponible. Si R, = 0, cela signifie qu’il
n’y a pas de ressource de type k dans le systéme. Une ressource peut donc étre utilisée
en partie ou en totalité. Par exemple, il est possible d’utiliser seulement une partie de la
mémoire physique mais il est toujours nécessaire d’utiliser d’une maniére exclusive un
port d’entrée-sortie. Le systéme des tiches est régi par une relation de préséance et
chacune des tiches posséde un temps d’exécution e;. Les tiches ne sont pas préemptibles

et possédent un méme échéancier.

Le probléme de répartition des taches impliquant deux processeurs, Ry =0, V ket
dont ¢, = |, V j est résoluble d’une maniére optimale en un temps polynomial [COF72].
Dans ce cas simpliste une répartition basée sur le principe de "max-flow min-cut" est
applicable. Or, si le temps d’exécution des tiches n’était pas uniforme (3 j, ¢; # 1), alors
le probléme serait dans la classe NP-complet [GAR75]. En fait méme si le temps
d’exécution des tiches est confiné dans ’ensemble ¢; = {1, 2}, le probléme demeure
toujours NP-complet [GAR75]. Le tableau 2.1 est un résumé de différents résultats

parus dans la littérature impliquant un ensemble de tiches sans préemption.



Tableau 2.1 Résumé des résultats connus pour les systémes multiprocesseurs.
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Nb. proc. | Ressources Ordre Temps exéc. | Complexité Réf.

2 0 arbitraire uniforme | polynomiale | [COF72]
2 0 indépendant | arbitraire | NP-complet | [GAR75]
2 0 arbitraire | 1 ou 2 unités | NP-complet | [GAR75]
2 1 arborescent | uniforme | NP-complet | [GAR75]
3 1 indépendant | uniforme | NP-complet | [GAR75]
n 0 arborescent | uniforme | polynomiale [HU61]

n 0 arbitraire uniforme | NP-complet | [ULL73}

Décidément, presque tous les problémes dont les tiches ne sont pas préemptibles
appartiennent a la classe de complexité NP-complet. D’aprés le tableau 2.1 la répartition
des tiches dans un systéme multiprocesseur est NP-complet lorsque le temps
d’exécution des tiches n’est pas uniforme ou lorsque les tiches utilisent des ressources.

Intuitivement, nous devons recourir & des méthodes heuristiques pour de tels problémes.

De plus, méme si les tiches sont préemptibles, cela ne veut pas dire que le
probléme est automatiquement résoluble en un temps polynomial. Par exemple, le

probléme de répartition ou le critére d’optimisation est la minimisation de la somme des

temps d’exécution pondéré <n | préemptible | Z, w,e, > est en fait identique au
probléme ou les tiches ne sont pas préemptibles <n | non préemptible | Z; we, >

[MACS59]. Dans les deux cas, le probléme est NP-complet. Donc, dans le cas des
systémes multiprocesseurs, la préemption des tiches n’apporte pas nécessaire une

solution plus facile.

Nous pouvons penser que 1’application des méthodes optimales pour les systémes
monoprocesseurs peut aider a4 la solution des problémes multiprocesseurs. Or, le

probléme <n | préséance, non-préemptible | L > présenté dans la section 2.1.1 est
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résoluble en un temps polynomial lorsque » = | mais devient NP-complet lorsque n > |
[LAWS3).

Méme les schémes utilisant le principe de priorit€é fixe peuvent causer des
problémes inattendus. Supposons qu’un ensemble de tiches soit réparti d’'une maniére
optimale (dans le sens du critére d’optimisation choisi) dans le réseau des processeurs.
Supposons également que cette répartition est obtenue grice a une attribution de
priorités fixes. Alors, pour le méme ensemble de tiches et en utilisant la méme méthode
de répartition, on peut observer une augmentation dans la durée de I’horaire d’exécution
si on augmentait le nombre de processeurs utilisés ou si on diminuait le temps
d’exécution des tiches. Les taches qui étaient réparties d’une maniére optimale peuvent
ne plus rencontrer leurs échéanciers a cause de 1’augmentation de la durée de 1’horaire
d’exécution. Ce résultat surprenant des systémes multiprocesseurs est appelé 1’anomalie
de Richard [GRA76]. Cette anomalie signifie que les méthodes par attribution de
priorités peuvent donner ponctuellement de trés bons résultats mais que ces résultats ne

sont plus valides dés que I’on modifie les paramétres du probléme a solutionner.

De prime abord, I’anomalie de Richard semble contre intuitive. Aprés tout on
ajoute de nouveaux processeurs ou on diminue la durée d’exécution des taches pour
relacher les contraintes temporelles et spatiales du probléme et non le contraire. Mais
pour un systéme multiprocesseur ou [’effet domino est beaucoup plus important,
I’anomalie de Richard est une réalité qui se produit fréquemment. On peut imaginer la
situation ou deux tiches 7; et T} sont allouées dans le méme processeur. En réduisant le
temps d’exécution de T, la tiche 7; démarre aussi son exécution &4 un moment plus tot.
En démarrant son exécution 4 un moment différent, 7; peut trés bien causer un blocage a
des taches situées dans un autre processeur. Cette situation de blocage existe si T} utilise
une ressource partagée. Donc, la diminution du temps d’exécution d’une tiche a

I’intérieur d’un horaire de durée minimale peut rendre ce dernier non minimale. L’effet
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résultant est un horaire inapplicable puisque certaines tiches peuvent ne plus rencontrer

leur échéancier.

Il est possible d’éviter I’anomalie de Richard en laissant les tiches tourner dans
une boucle vide jusqu’a la fin de leur temps d’exécution original. Mais cette technique
est peu efficace en terme d’utilisation des ressources disponibles. Des méthodes
ingénieuses ont été proposées pour contourner ce probléme {SHE93]. La plupart d’entre
elles sont des heuristiques qui consistent a réutiliser la portion du temps disponible &
d’autres fins. Cependant ces méthodes ne s’appliquent qu’a des systémes relativement
lents. Elles ne conviennent donc pas a notre probléme de répartition ou le pas de calcul

est dans les microsecondes.

On voit donc la nécessité d’introduire une approche systématique de répartition
qui puisse tenir compte a la fois des différentes topologies d’interconnexion matérielle et
des exigences des tiches temps réel a échéancier rigide et de courte périodicité. La
réalisation d’un répartiteur automatique implique donc I’obtention d’une ou plusieurs
procédures pour la solution d’un ensemble de contraintes mixtes tout en évitant les

problémes combinatoires associés.

2.1.3 Répartiteur de taches

L’allocation des processeurs est directement reliée & I’architecture de I’ordinateur .
paralléle. De plus la répartition des tdches est une fonction de la nature et des
caractéristiques des tiches. Le but principal de la répartition automatique des tiches de
type temps réel consiste donc a obtenir un horaire d’exécution qui respecte I’échéancier

de toutes les taches du programme paralléle.

Le répartiteur des tiches est I’'un des composants du noyau exécutif du systéme

d’exploitation. Dans notre cas, le systéme d’exploitation du simulateur est trés léger. La
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raison est que nous devons minimiser la surcharge imposée par le noyau exécutif afin de
donner une plus grande flexibilité dans 1’établissement des échéanciers des taches. La
figure 2.1 donne I’emplacement logique du répartiteur dans le systéme informatique du

simulateur.

Réseau de processeurs

0

Segmentation
des taches

[—] [—1
a =

- = a

— =

d'exécution
des taches

= =
Programme Reépartiteur : .n-
automatique i
m !
\_/\ ' MNes [
i[|=0 =0
Paralléle HIE D] - |I=T0
M= —
= —]
Horaire PHE= —
; Réseau de processeurs
%
i
!

—rre s

Figure 2.1 Utilisation du répartiteur dans le systéme informatique du simulateur.

Les taches du programme paralléle sont générées automatiquement par un module
de segmentation des tiches. La section 2.2.1 explique le principe utilisé dans la
segmentation des réseaux électriques a simuler. Le programme est ensuite compilé pour
produire des modules exécutables distincts. Le répartiteur accepte ces modules et produit

un horaire d’exécution.

Le micro-noyau prend en charge les tiches et les distribue dans le réseau des
processeurs selon les directives inscrites dans I’horaire d’exécution. Le fonctionnement
du systéme informatique est donc trés simple. Mais cette simplicité est nécessaire pour
satisfaire les contraintes temporelles du simulateur. Le tableau 2.2 présente les

caractéristiques générales de notre probléme de répartition des tiches.



Tableau 2.2 Caractéristiques générales du répartiteur automatique des tiches.

(1)

Toutes les taches du simulateur ont des contraintes de type rigide;

)

les taches peuvent posséder des relations de préséance (ordre partiel);

3)

le nombre de tiches, leur dépendance, leur périodicité ainsi que leurs besoins en

ressources informatiques sont connus a priori;

4)

le nombre de données a transférer entre les tiches est un paramétre connu a priori;

)

les caractéristiques de communication (vitesse, délai de transferts, etc.) des

processeurs sont connues d’avance;

©

la topologie d’interconnexions des processeurs ne change pas durant I’exécution

d’un programme;

()

le simulateur est composé de processeurs homogénes ou hétérogénes.

Le répartiteur automatique des tiches a pour fonction d’assigner les tiches

requises pour la simulation des réseaux électriques dans les processeurs. Dans cette

recherche, la politique de répartition doit tenir compte des caractéristiques générales du

probléme et des besoins du simulateur paralléle [ROS94]. En plus des caractéristiques

générales, certaines exigences sous-jacentes sont imposées au répartiteur de taches. Ces

exigences sont énuméres dans le tableau 2.3.

Alors, I’élaboration du répartiteur des taches doit étre faite en fonction des

caractéristiques du probléme et les exigences imposées. L’utilit¢ de la méthode de

répartition sera donc mesurée par rapport aux caractéristiques et exigences énoncées.




23

Tableau 2.3 Exigences pour le répartiteur automatique des tiches.

(1) Les processeurs doivent communiquer, dans la mesure du possible, avec les voisins

immeédiats;

(2) le regroupement des tiches dans les processeurs afin de procurer une meilleure
utilisation des processeurs et pour minimiser la quantité d’informations i transférer

entre les processeurs;

(3) certaines tiches spéciales doivent étre assignées a des processeurs particuliers. Ces
taches spéciales utilisent des ressources dédi€es qui n’existent que sur un nombre

restreint de processeurs.

2.2 Présentation du probléme de répartition des taches

Cette section présente les caractéristiques des objets manipulés par le répartiteur
des taches. Dans ce travail de recherche, les objets impliqués sont le systéme des réseaux
électriques et le systéme informatique du simulateur. Donc, I’ensemble des taches a
répartir correspond au systéme de réseaux électriques & simuler et ’ensemble des
processeurs représente le systéme informatique du simulateur. Nous débutons I’analyse
du probléme de répartition des taches par une présentation des réseaux électriques et du

systéme informatique utilisé.

2.2.1 Réseaux électriques

La topologie des tiches requises pour simuler un réseau électrique refléte la
topologie du réseau. Ainsi, une tiche est un objet numérique qui effectue un ensemble
de calculs. La plupart des calculs sont réalisés dans le domaine discret par des équations
récurrentes. Une tache peut échanger des résultats de calculs avec d’autres tiches. Une
des caractéristiques importantes est que les tiches sont périodiques avec des contraintes

temps réel de type rigide. Pour les besoins du simulateur, la période d'un pas de calcul
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estréglée a 1/ f =50 ps. A cette fréquence de calcul, nous pouvons simuler des lignes de
haute tension en trongons de longueur minimale de 15km. Cette longueur correspond a
la vitesse de propagation de I’onde électrique. On distingue deux types de taches

appelées ligne et poste. La figure 2.2 montre un exemple d’interconnexions des lignes et

des postes.
-~ ™~
- Alternateur
] - Convertisseur
«- Lige I \\ |- Systéme de commande Systéme de
- etc. commande
< - Ligne I — /
» Poste Ligne Poste -

4.._ / ‘ Alternateur I

Figure 2.2 Connexions des lignes et des postes d’un réseau électrique.

Nous pouvons remarquer, dans la figure 2.2, que les extrémités des lignes sont
terminées par des postes. En effet, une ligne est toujours reliée a deux postes. Les lignes
sont des objets numériques qui simulent le comportement d’une ligne de haute tension
en fonctionnement. Les postes, quant a eux, peuvent représenter les altemnateurs, les

convertisseurs CA/CC ou systémes de commande qui sont reliés au réseau.

Cette modélisation des réseaux électriques permet d’utiliser une technique
rationnelle pour réaliser la segmentation des composants du réseau en taches
informatiques. Supposons que les composants a I'intérieur des postes sont modélisés par
des circuits équivalents linéaires ou non linéaires. On peut alors considérer les lignes de
haute tension comme des éléments d’interface entre les différents postes d’un réseau
électrique. Les dimensions de ces lignes par rapport a la longueur d’onde du courant

électrique sont telles que I’on doit les considérer comme des lignes de transmission.
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Ainsi, la propagation des ondes dans ces lignes de haute tension n’est pas instantanée.
Ce délai de propagation des lignes rend possible la réalisation des calculs en paralléle
[DUR93], [FAL93].

La relation qui existe entre la tension et le courant en un point d d’une ligne de
transmission triphasée est donnée par les équations de (2.2.1.1) [STE82, chapitre 5.11],
[MAG92, chapitre 2].

—a—v(d,:) = Lﬂ(d,:) +RI(d,?),

-g(d t) =C§(d N+GV(d,t) &2
od" "’ o n

Dans ces équations différentielles partielles, le paramétre d est la distance mesurée

partir du point de transmission. Les quantités V(d, ¢) et I(d, r) sont des vecteurs de

tension et de courant des phases. Les matrices R, L et C représentent les éléments

passifs de la ligne et ont des valeurs qui sont reliées aux propriétés physiques de la ligne.

Un modéle simplifié a été proposé pour tenir compte des pertes dans une ligne de
haute tension lorsque R << oL [DOM69]. Ce modéle utilise un circuit équivalent
contenant des sources de courant et des résistances en paralléle. Pour le cas des lignes
triphasées, les phases sont décomposées en trois modes de propagation indépendante. La

simulation des lignes de transmission peut étre réalisée en utilisant le modéle de la figure
23.

Dans ce modeéle les pertes de transmission sont représentées par des impédances.
La propagation du courant est représentée par des sources de courant situées dans les

extrémités de la ligne.
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Figure 2.3 Modéle modal d’une ligne de transmission.

Les tensions de phase et les courants de phase sont obtenus en utilisant une
transformation appropri€ée. Pour chaque mode de propagation m, la valeur instantanée
des sources de courant du modéle de la figure 2.3 est donnée par [HUY93]:

T ()= l“h(Vﬂ“ ¢-7) +hfm(t—r))+ L+h( Vo 0=1) +hf-,w(t—t)),

2 Z, 2 |z
_ . 2.2.1.2)
J,,N(:)=1‘2h(Vm~g ‘)+hi,~(r-r)]+1;h( '""g”)mfm(:-r)}

oume {1,2,3}, h= (Jfg -ﬂf—')/ (.\/% + %) et T est le temps de propagation des ondes.

Les tensions modales V de (2.2.1.2), quant a elles, sont déduites a partir des
tensions de phases V des barres en utilisant une matrice de transformation modale Ty.
Nous avons donc,

V=T;'V. (2.2.1.3)
Une fois les courants calculés dans le domaine modal, nous pouvons obtenir les courants
de phase par une transformation similaire.

I=T,1, J=T7J, (2.2.1.4)

ou I, J sont les vecteurs des courants de phase, I, J sont les vecteurs de courants dans le
domaine modal et T, est la matrice de transformation modale pour le courant. Ainsi, le
courant des sources au temps ¢ est calculé a partir des valeurs obtenues au temps ¢ - T. On

peut alors effectuer le calcul de /ny et Z,y 4 des intervalles de temps donnés par la valeur
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de . A cause de ce délai de propagation des lignes, il est possible d’effectuer un certain
nombre de calculs en parall¢le. En effet, on peut calculer la tension des barres du réseau
en méme temps que les variables des lignes de transmission. La solution des équations
de nceuds peut étre réalisée en modélisant les composants & I’intérieur des postes par des

éléments RLC (lin€aires ou non linéaires) et des sources (commandées ou non).

Par la régle d’intégration trapézoidale, les éléments inductifs et capacitifs sont
équivalents & des circuits constitués d’une résistance en paralléle avec une source de
courant tels que représentés dans la figure 2.4 [FAL93]. La valeur instantanée des
sources de courant J; et /¢ est calculée a chaque pas d’intégration par :

At At
1,(0)=1,(t~Ar) +2—L-(vM (t— A —vy (t - AD)+ EZ(V“ () =vy ()
(2.2.1.5)
2C 2C
Ic(t)=Ic(t-AI)—Xt—(v“(r-At)-vN(t-At))-i-—A—t-(vM(t)-vN(t)),

ou At est la durée du pas d’intégration que I’on peut associer a la valeur du délai de

propagation t.
i) if)
2L/t A2C
— NN\
~— —o ~— —e
v, (1) {3 ) v (D VAR v D
N

N
o L I w 1

Figure 2.4 Circuits équivalents obtenus par la régle d’intégration trapézoidale. i)
Inductance. if) Capacité.

Donc, d’une maniére générale, nous pouvons obtenir les tensions de barre par la

relation matricielle suivante :
VO =Y'(0) 10, (2.2.1.6)
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ou Y est la matrice d’admittance contenant toutes les résistances équivalentes des
composants et I est le vecteur de toutes les sources de courant équivalentes. En ne
considérant que les systémes temps invariants, on peut inverser a priori la matrice
d’admittance Y avant le début des calculs [QUE9S6].

Pour des sous-systémes de plus grande complexité, il est nécessaire d’effectuer les
calculs séparément. Par exemple, les modéles numériques des machines synchrones et
des turbines demande un nombre de calculs beaucoup plus élevé que les simples
branches inductives et capacitives [QUE93]. La puissance de calcul des systémes
uniprocesseurs est nettement insuffisante pour traiter tous ces modeéles a I’intérieur d’un
pas de calcul. C’est pour cette raison que les modéles des sous-systémes doivent étre
calculés par d’autres processeurs. L’ensemble des sous-systémes est alors représenté par

des sources commandées de tension ou de courant.

Poste Ligne Poste Ligne
Equations Equations Equations
2.2.1.6) |
tensions de tensions de |}

barre

barre

numérique du
Sous-systéme

Modtle i
numérique du §
Sous-systéme §

.................... ot o

Modtle k&
numérique du
So éme 8

Figure 2.5 Schéma bloc montrant les calculs effectués en parailéle.

Ces sources commandées sont intégrées dans 1’équation (2.2.1.6) et elles regoivent leur
consigne a partir des résultats calculés des sous-systémes. Par conséquent, les postes
sont simulés en méme temps que les lignes de transmission d’un réseau. L’utilisation

d’un systéme multiprocesseur permet donc le calcul parall¢le des modéles numériques
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utilisés. Ce concept de calcul paralléle méne naturellement & un ensemble de tiches
informatiques communicantes. En effet, I’application de ce concept de parallélisme au
schéma bloc de la figure 2.2 résulte en un ensemble d’opérations représentées dans la

figure 2.5. Ces opérations de calculs sont effectuées en paralléle.

J LV
f Réception Ligne CP\\ \/E E
[l Traitement ___? -
=T ission poste
Sous- : 3
systéme C&v&s’ L, E

/

Ligne Ci R / R 7 i !
! g )
poste (¢ e 4}? l’
Sous- l’ l 1
systeme q q 1)) P ¢
IS
e

Figure 2.6 Chronogramme pour le transfert des données.

Les transferts des données nécessaires lors des calculs sont indiqués par les fléches
bidirectionnelles du schéma bloc de la figure 2.5. A chaque pas de calcul, les équations
du circuit équivalent des lignes sont calculées ainsi que les équations des tensions de
barre. Parallélement, les modéles numériques des sous-systémes des postes sont évalués
a I’aide d’algorithmes appropriés. Par conséquent, il est possible de gérer uniformément
les transferts de données en utilisant la méthode de communication R-T-T (Reception-
Traitement-Transmission) telle que résumée dans la figure 2.6. Cette figure présente
I'aspect dynamique des échanges d’information entre les différents composants d’un

réseau électrique.
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Les tiches informatiques représentant les différents composants du réseau
regoivent leurs signaux au début de chaque pas de calcul. Ainsi, une ligne obtient les
tensions et les courants de phase venant des postes (les vecteurs V et I de la figure 2.6).
Un poste, quant a lui, regoit les courants des sources J des lignes de transmission. Enfin,
un poste regoit également la contribution des sous-systémes en termes de tensions et de

courants (les vecteurs Vg et I de la figure 2.6) pour le calcul des tensions de barre.

Aprés la réception des données, chacune des tiches du réseau effectue un
ensemble de calculs. Une ligne doit calculer les courants J de ses sources internes. Pour
réaliser ces calculs, la ligne transforme les quantités V et I recues des postes en quantités
modales. Les courants J sont ensuite calculés dans le domaine modale 4 1’aide de
I’équation (2.2.1.2) du modéle simplifi€ d’une ligne de transmission. Ces courants
internes J sont ensuite transformés en courants de phase J préts pour étre transférés aux
postes qui lui sont reliés. Pour un poste, son travail consiste a former les tensions de
barre en utilisant le vecteur de courant J venant des lignes, les vecteurs Vg et I;.; venant
des sous-systémes ainsi que toutes les branches simples reliées a la barre. Donc, dans
son étape de traitement, un poste doit solutionner 1’équation nodale V = Y' I pour une
barre donnée. L'étape de traitement pour les sous-systémes des postes consiste a
appliquer les algorithmes de calculs appropriés pour simuler leur comportement
dynamique pour le pas de calcul en cours. Le traitement des sous-systémes est
également une étape qui exige un grand nombre de calculs puisque la complexité des
modeéles numériques utilisés est normalement plus grande que celle des autres
composants du réseau. Il est donc possible qu'un sous-systéme soit segmenté en
plusieurs parties pour le calcul paralléle [ASH90], [QUE93], [MAH95].

Une fois les calculs terminés, une ligne envoie ses courants internes J aux postes
reliés a ses bornes. Ces courants seront utilisés par les postes pour le prochain pas de
calcul. Il en est de méme pour un poste, ce dernier doit transmettre le vecteur des

tensions et des courants de la barre aux lignes pour le prochain pas de calcul. Comme
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une ligne utilise les tensions V(¢ —1) et I(t —1) pour le calcul de ses courants internes,

cette fagon d’effectuer la communication ne produira pas de pertes de précision dans les
calculs. Par contre, pour un sous-systéme, la transmission des données vers son poste est
décalée d’un pas de calcul. L’effet de ce retard sur les tensions de barre ne causera pas
de probléme si la constante de temps du sous-systéme est beaucoup plus grande que la
durée du pas de calcul [QUE96].

2.2.2 Systéeme informatique du simulateur

Le systéme informatique du simulateur comprend un ordinateur paralléle ayant
une architecture générale MIMD (Multiple Instruction Multiple Data). Durant les
travaux de cette recherche, I’ordinateur paralléle est composé de processeurs homogénes
TMS320C40 et ils sont organisés en nceuds de calcul. Chaque nceud contient quatre ou

huit processeurs.
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Figure 2.7 Organisation des processeurs de |’ordinateur paralléle.

La figure 2.7 est une représentation du réseau des processeurs. Les processeurs
ainsi reliés peuvent transférer des données directement aux voisins immédiats et aux

processeurs situés dans n’importe quel nceud du systéme via le réseau d’interconnexions.
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Nous verrons plus loin dans cette sous-section, la composition détailiée du réseau

d’interconnexions de I’ordinateur paralléle.

Remarquer que la communication entre les processeurs d’'un méme nceud peut étre
réalisée par le passage des messages ou par |'utilisation de la mémoire commune.
Cependant, la taille de la mémoire commune est trés limitée et est surtout utilisée pour
’entreposage des paramétres des modéles numériques 4 simuler. La communication
entre les processeurs situés dans des nceuds de calculs différents est réalisée
exclusivement a I’aide du paradigme de passage des messages. Enfin, le délai de

communication inter-nceud est plus long que le délai de communication intra-nceud.

D’un point de vue de réalisation matérielle, les nceuds de I’ordinateur paralléle
sont connectés sur un bus de standard industriel nommé VME (Versa Module
Extension) établi par la compagnie Motorola. Ce bus est trés approprié pour relier des
composants hétéroclites pour former un systéme informatique sur mesure. Les
processeurs d’un nceud de calcul, quant a eux, sont reliés aux processeurs des autres

nceuds par cablage.

La figure 2.8 est un schéma descriptif représentant les composants matériels du
simulateur. Le réseau des processeurs est représenté par la cage au coin supérieur droit.
A noter que le bus VME et les interconnexions par cablage des processeurs sont aussi
physiquement situés dans cette cage. La construction du schéma unifilaire représentant
le réseau a simuler, la segmentation du réseau électrique en tiches informatiques, la
compilation des programmes, la répartition des tiches ainsi que la gestion des fichiers
sont effectuées a I’aide d’'un ordinateur a usage général. Dans le systéme Hypersim
d’Hydro-Québec, il s’agit d’un ordinateur de type poste de travail utilisant le systéme
d’exploitation UNIX [QUE96].
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Le simulateur comprend également une série de ports d’entrée-sortie numériques
et analogiques. Les sorties numériques servent a enregistrer les données dans le systéme
d’acquisition ou & imprimer sur table tracante. Ces équipements sont normalement
utilisés pour effectuer des analyses postopératoires sur les données générées par le
simulateur. Les convertisseurs A/N-N/A sont prévus pour effectuer |’interface entre le
simulateur et des machines réelles. Ces machines sont commandées dynamiquement par
le simulateur au cours de la simulation. Il est également possible de simuler

numériquement les machines et les systémes de commande du réseau électrique.

Le réseau d’interconnexion des nceuds sert a transporter des données transmises
par les processeurs. Bien que le bus VME soit le médium principal d’interconnexions du
simulateur, il ne sera pas utilisé pour la transmission des messages. La raison est que le
bus VME n’est pas un bus déterministe. Lorsque plusieurs messages sont envoyés, ils
sont placés sur le bus, le temps d’arrivée de ces messages peut varier grandement.
Autrement dit, il est difficile de borner le temps de transfert de ce bus. De plus, la vitesse
de transfert du bus VME est de loin inférieure a celle des ports de communication des

processeurs utilisés.

Pour les besoins du simulateur, le transfert des messages par le bus VME est
inadéquat. Par conséquent, nous utiliserons les ports de communication des processeurs
pour effectuer la communication inter-processeur. Le bus VME est plut6t utilisé pour les
transferts secondaires. C’est-a-dire, le transfert de programmes exécutables vers les
processeurs, le changement des paramétres de simulation et [’enregistrement des
données accumulées. A noter que le chargement des programmes et I’enregistrement des
données sont effectués hors ligne alors que le changement des paramétres est accompli

en ligne pendant le déroulement de la simulation.
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Figure 2.8 Composants matériels du simulateur.

Donc, le réseau d’interconnexion du simulateur est en fait composé de trois
composants: 1) le bus VME pour les transferts secondaires; 2) les ports de
communication des processeurs pour les transferts de messages; 3) la mémoire
commune 4 un nceud pour les transferts intra-noeuds. L’ensemble de ces méthodes de
communication rend le réseau d’interconnexions fort versatile et malléable pour la
programmation du simulateur. La figure 2.9 présente les détails du réseau

d’interconnexions d’un nceud & quatre processeurs.
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Nous pouvons remarquer dans cette figure que chaque processeur posséde une
banque de mémoire dite Jocale et une banque de mémoire dite globale. Contrairement
aux étiquettes données, ces banques de mémoire sont particuliéres 4 un processeur. Un
processeur ne peut adresser directement une position mémoire d’un autre processeur. Ce

qui évite la possibilité de corruption accidentelle des données.
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Figure 2.9

Réseau d’interconnexions d’un nceud de calcul.
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La mémoire partagée VME-DSP est une mémoire & accés double (dual-port) qui
sert a entreposer des variables locales au nceud. Il est possible d’accéder a cette mémoire
simultanément via le bus VME et par les DSP d’un nceud. Les adresses de cette mémoire
sont communes aux DSP. Un mécanisme d’arbitrage de bus est prévu pour palier aux
conflits d’accés de cette mémoire. De plus, ’accés de la mémoire partagée peut étre
synchronisé d’une maniére logicielle par les sémaphores disponibles. Ces sémaphores
sont accessibles aussi bien par le bus VME que par les DSP du nceud. Comme le goulot
d’étranglement est surtout situé du coté "mémoire partagée-DSP", nous n’utiliserons la
mémoire partagée que pour l’entreposage des parameétres de simulation et lors du

chargement de programme.

Tel que montré a la figure 2.9, les processeurs d’un nceud sont normalement reliés
en anneau par des ports de communication. Cependant, quatre autres ports de
communication sont réservés pour réaliser un nceud pleinement connecté. Dans une
configuration pleinement connectée, chaque processeur d’un nceud est capable de
communiquer avec un autre processeur via un lien direct. Enfin, chacun des processeurs
possede un ensemble de ports de communication (cet ensemble de ports est noté par
I’étiquette "externe" dans la figure 2.9). Ces ports de communication sont dédiés a la
connexion inter-nceud. Donc, la communication inter-nceud peut étre réalisée en reliant
directement les processeurs concernés par ses ports de communication et ce, sans aucune

interface logique.

La synchronisation globale des neeuds au cours d’une simulation est réalisée par
des interruptions périodiques en provenance du bus VME. Ainsi, chaque ncud de
I’ordinateur paralléle posséde un gestionnaire d’interruptions. Le maitre du bus VME est
capable d’interrompre les processeurs individuellement ou d’envoyer les interruptions a

tous les processeurs par la méthode de la diffusion publique (broadcasting).
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Comme nous !’avons vu, les processeurs choisis pour le simulateur sont des
processeurs dédiés au traitement numérique des signaux. Cette décision a surtout été
motivée par la grande rapidité de calculs en virgule flottante de ces processeurs. Les
processeurs TMS320C40 de Texas Instruments sont capables d’effectuer les
multiplications et les divisions en virgule flottante de 40 bits en un seul cycle
d’instruction. Pour un cycle d’instruction de 50 ns (horloge systéme de 40 MHz), le DSP
est capable d’environs 20Mflops. La relation entre la fréquence de I'horloge du

processeur Freq_horloge et la durée d’un cycle d’instruction est cycle instruction

=2/ Feq_horloge.
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Figure 2.10 Architecture interne du processeur TMS320C40.

L’architecture interne du TMS320C40 est détaillée dans la figure 2.10. L’anté-
mémoire d’instructions est réalisée directement sur le circuit du processeur. Cette anté-

mémoire d’instructions sert a effectuer le préchargement (prefetch) des instructions du
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programme. La capacité de traitement paralléle de ce processeur est représentée par trois
bus d’adresses de données appelés respectivement "Programme", "Datal" et "Data2”.
Ces bus internes permettent au processeur de lire une instruction et de lire ou écrire deux

opérandes en un seul cycle d’instruction.

Il y a six ports de communication dans le processeur TMS320C40. Ces ports de
communication peuvent €tre controlés par le coprocesseur DMA (Direct Memory
Access). La vitesse de transfert de chaque port est de 20Mo/s. Si le transfert des données
est pré-programmé dans le DMA, alors aucune intervention de la part de I'unité de
traitement n’est nécessaire. De plus, le DMA est doté de la capacité d’initialisation

automatique, ce qui facilite grandement le transfert répété des données.

La plage de mémoire accessible par le processeur est de 4Gmots de 32 bits.
L’adressage est linéaire puisqu’il n’y a aucune segmentation de la mémoire. Les
premiers Mmots (32 bits) de la plage de mémoire sont réservés pour la mémoire a
lecture seulement («kROM») si le processeur est en mode micro-ordinateur. Ces premiers
Mmots sont disponibles & I'utilisateur si le processeur est en mode microprocesseur.
Dans les secondes Mmots de la plage de mémoire, sont installés deux blocs de mémoire,
vive statique (RAMO-RAMI1) de lkmots chacun. Ces blocs de mémoire servent a
entreposer des variables locales a accessibilité fréquente. Ces mémoires internes au
processeur sont surtout utilisées, en traitement numeérique des signaux, pour le stockage

des coefficients des filtres numériques.

2.3 Classification des méthodes de répartition des taches

La répartition peut étre locale ou globale. La répartition locale est spécifique a
Parchitecture des processeurs utilisés [FOX88]. Par exemple, dans les processeurs avec

architecture pipeline, le degré de parallélisme est maximal lorsque le pipeline est plein.
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Les méthodes d’ordonnancement local consistent a remplir le pipeline d’instructions le

plus souvent possible.

Ce travail de répartition est normalement accompli par les processeurs eux-mémes
ou par le systéme d’exploitation. Le controle a ce niveau est souvent déterminé par le
matériel employé. Quant a la répartition globale, il consiste a assigner les différentes
taches d’un programme aux processeurs de ’ordinateur paralléle. Dans notre contexte,
un programme de calcul est organisé en un ensemble de tiches réparties dans les
processeurs de I’ordinateur. Ce sont donc les méthodes de répartition globale qui nous
intéressent. La figure 2.11 présente la taxinomie des méthodes de répartition parus dans
la littérature [CAS88], [BUR90], [LEW92], [XU%4].

Technique de
répartition globale

Statique |

P

Sous-

optimale Optimale

Heuristique Approximative

Heuristique F Approximative [}
: :

——

——pe—_3 oY Tt are——————" e

Figure 2.11 Classification des méthodes de répartition des tiches.
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Il est possible de distinguer les méthodes de répartition globale en méthodes
statiques ou dynamiques. Pour les méthodes statiques, le graphe des tiches ainsi que les
contraintes imposées doivent étre connus a priori et supposés constants pendant la durée
d’exécution du programme paralléle. A ’opposé des méthodes statiques, les méthodes
dynamiques répartissent les tiches pendant I’exécution du programme.

La répartition dynamique est effectuée en fonction des ressources disponibles au
moment de I’arrivage des tiaches. Notons que I’ordonnancement dynamique est souvent
réalisé sous forme de balancement de la charge de calculs. L’énumération suivante
explique les sous-classes de la figure 2.11. Certaines méthodes de répartition ne sont

pas présentes dans cette classification.

Parmi ces méthodes figurent la répartition multiples applications, la répartition
avec préemptive et la répartition adaptative. La répartition a multiples applications
consiste 4 ordonner ’ensemble des applications dans un environnement paralléle mais
en temps partagé. Une application est préemptible s’il est permis de suspendre
I’exécution de certaines tiches de |’application.

Dans le cas du traitement en temps réel & échéancier rigide, la répartition
préemptive peut poser des problémes trés difficiles a résoudre. Enfin, la répartition
adaptative est un cas particulier des méthodes dynamiques ou 1’historique du systéme est
un parametre d’entrée de I’algorithme de répartition. Il est & noter que I’ordonnancement
dynamique pose un probléme de surcharge (overhead) due aux nombreux changements
de contexte nécessaires pour le balancement des tidches pendant I’exécution du
programme. De plus, son caractére dynamique impose une limite sérieuse a la

complexité de I’algorithme de répartition utilisé.
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Répartition statique

Optimale

Une répartition optimale n’est que possible pour des problémes
particuliers et simplistes. Pour le cas général, qui a été reconnu
comme étant NP-complet, aucune solution optimale n’a encore
été proposée.

Sous-optimale
Approximatif Une répartition en un temps polynomial est possible
en simplifiant les contraintes imposées, le modéle de
la programmation paralléle et le modéle de
I’ ordinateur.
Heuristique Des algorithmes puissants peuvent étre trouvés en

utilisant I’intuition et I’expérience humaine.

Répartition dynamigue

Non-distribuée

Distribuée

Dans la répartition dynamique, les décisions de répartition sont
prises aprés I’exécution du programme paralléle. Si le travail
impliqué dans le rendu des décisions est assigné a un seul
processeur, alors la répartition dynamique est dite
physiquement non-distribuée.

Le travail de la répartition est partagé par le réseau des
processeurs de 1’ordinateur paralléle. Dans ce cas, I’allocation
des tiches peut étre non-coopérative ou coopérative.

Non-coopérative ~ Le répartiteur local effectue la répartition sans égard

aux répartiteurs voisins.

Coopérative Les répartiteurs locaux collaborent pour obtenir un

ordonnancement global basé sur la situation globale
de la machine & un moment donné.
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Si I’algorithme de répartition nécessite un temps de calcul trop long, il risque
d’augmenter le temps d’exécution du programme. C’est pour ces raisons qu’on retrouve
souvent dans I’ordonnancement dynamique, des algorithmes trés modestes reposant sur

quelques heuristiques simplistes.

Pour la simulation en temps réel des réseaux électriques, la répartition statique
semble étre la méthode la plus prometteuse. Etant donné que la structure du programme
est bien définie pour un réseau donné et que cette structure demeure constante durant
toute la simulation. Dans ce cas, la complexité des algorithmes peut étre arbitrairement
élevée sans pénaliser le temps d’exécution du programme. Bien qu’une répartition
statique ne puisse profiter de I’évolution de la disponibilité des ressources du systéme,
son efficacité demeure un facteur prépondérant par rapport a celle d’un ordonnancement

dynamique.
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Chapitre 3

Modélisation et analyse du probléeme de la
répartition des tiches

3.1 Méthodologie

L’approche préconisée pour le présent travail de recherche consiste A répertorier
I’ensemble des contraintes qui sont imposées au systéme de répartition, connaitre les
caractéristiques des taches et de celles de I’ordinateur paralléle. Une fois ces différents
parametres obtenus, nous pouvons établir une modélisation des éléments en jeu puis

élaborer une stratégie de solution.

Les contraintes imposées au répartiteur dépendent, en grande partie, de la nature
des taches a répartir et des méthodes de siruulation utilisées. Les modéles dégagés dans
ce chapitre serviront a I’analyse et 4 la conception du répartiteur des tiches. En
modélisant le probléme dans son entier, nous pouvons déduire un nombre de résultats
intéressants. Ces résultats pourront nous guider dans la réalisation du répartiteur de
taches.

Les étapes suivies dans ce chapitre sont montrées dans la figure 3.1. Nous
débutons par la synthése des informations présentées dans le chapitre 2 en spécifiant les

caractéristiques du répartiteur de tiches. A ’aide de cette synthése, nous aborderons les
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étapes de modélisation pour le systétme des tiches et pour I’ordinateur paralléle du
simulateur. Ces modéles serviront 4 établir le comportement spécifique du répartiteur de
taches.

Spécification du répartiteur
des tiches

Modélisation du Modélisation de
systéme des taches l'ordinateur paraliéle

\/

Modélisation du probléme
de répartition des taches

i

Sélection d'une approche pour la
solution du probléme de répartition
des taches

Figure 3.1 Etapes de conception du répartiteur des tiches.

Une analyse approfondie est ensuite effectuée sur le probiéme de la répartition des
tiches. Les résultats de [’analyse seront mis & contribution pour la conception du
répartiteur de taches.

3.2 Spécification du répartiteur des taches

Les caractéristiques générales des tiches et les exigences du répartiteur des tiches
ont été présentées dans la section 2.2 et dans les tableaux 2.2 et 2.3 du chapitre 2.
L’étude de ces données nous a permis de les regrouper en plusieurs catégories. La

premiére catégorie concerne les caractéristiques et les contraintes du systéme des taches.
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Ces paramétres sont reliés a la fagon dont les tiches sont générées par le module de

segmentation des tiches. Ce module est une application directe de la méthode de

simulation utilisée (section 2.2.1, chapitre 2).

La deuxiéme catégorie s’adresse 4 la structure du systéme paralléle constituant le

simulateur. Les caractéristiques et les contraintes matérielles de 1’ordinateur paralléle

sont représentées dans cette catégorie. Enfin, la troisiéme catégorie traite les exigences

et contraintes du répartiteur qui ne sont pas abordées par les deux premiéres catégories.

Le contenu de ces trois catégories de notre problématique est explicité dans les tableaux
3.1a3.3.

Tableau 3.1 Spécifications du systéme des tiches.

(D

Les taches sont des objets de calcul reliés entre eux par des résultats de calculs;

(2)

la séquence d’exécution des tiches est périodique;

)

la durée d’un pas de calcul est la méme pour toutes les tiches;

(4)

le temps d’exécution des tiches est inférieur 4 la durée d’un pas de calcul;

)

certaines tiches peuvent utiliser des convertisseurs AN/NA d’une maniére
exclusive.

Tableau 3.2 Spécifications du systéme paralléle.

(1)

Le systéme paralléle est de type MIMD « Multiple Instruction Multiple Data »;

@)

le réseau des processeurs peut étre homogéne ou hétérogéne;

3)

I"architecture du systéme paralléle 4 mémoire distribuée;

4

les processeurs effectuent les transferts de données via des ports de communication
ou via la mémoire commune;

(3)

certains processeurs ont des ports associés 4 des convertisseurs AN/NA;

(6)

la topologie d’interconnexion des processeurs ne change pas apreés le démarrage de
la simulation.
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Tableau 3.3 Implications pour le répartiteur des taches.

(1) Les tiches nécessitant des convertisseurs AN/NA doivent étre assignées sur des
processeurs ayant des ports AN/NA;

(2) l'horaire d’exécution généré doit favoriser la communication entre processeurs
voisins et la réduction des transferts de données inter-processeur;

(3) la proposition d’une architecture d’interconnexions est souhaitée si la topologie
d’interconnexions initiales des processeurs ne convient pas.

On voit par le tableau 3.1 que les taches sont entiérement caractérisées par leur
période d’exécution. Dans la méthode de simulation basée sur le délai de propagation
des lignes, une tiche a une période d’exécution égale a la durée de ce délai (section
2.2.1, chapitre 2). L’échéancier des taches est alors €gal ou inférieur & sa période
d’exécution. Puisque I’échéancier des tiches est du type rigide, le temps d’exécution des
tiches doit aussi étre inférieur a la périodicité des tiches. Cette derniére condition est la
responsabilité des concepteurs qui réalisent les algorithmes de simulation. Les méthodes
numeériques utilisées dans la simulation des composants d’un réseau électrique doivent
étre décomposables en un ensemble de tiches. Le temps de calcul de ces ensembles est
limité par 1’échéancier des tiches. Ainsi, le temps d’exécution est donné comme une

borne supérieure et non une caractérisation exacte du comportement dynamique des
taches.

Un systéme paralléle 4 mémoire partagée est par définition un systéme pleinement
connecté : tous les processeurs sont reliés entre eux par la mémoire. Le transfert des
données entre processeurs est trés rapide. Cependant, il peut exister un goulot
d’étranglement au niveau de I’accés des bus de données [TMS96, chapitre 8]. De plus,
les systémes a mémoire partagée ne sont pas extensibles. Le nombre de processeurs est
souvent limité afin de réduire la contention dans les accés & la mémoire [BAC97,
chapitre 3]. La plupart des réalisations commerciales (excluant les super-ordinateurs
destinés pour des applications spéciales) tendent a restreindre le nombre de processeurs

a 2". Ces réalisations contournent les problémes de contention par un bus de données a
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trés grande vitesse. A I'heure actuelle, les machines disponibles sur le marché
domestique ont une valeur maximale de n = 8 et disposent d’un systéme dont la vitesse

de transfert de données entre la mémoire et les processeurs est prés de 1 Gbits/sec
[SUN97].

Malgré ces caractéristiques, les machines 2 mémoire partagée ne conviennent pas a
la simulation en temps réel des réseaux électriques. La raison principale est I’intégrité
des données en mémoire et la périodicité trés courte des tdches. Dans un systéme a
mémoire partagée, un seul espace d’adresse est utilisé par tous les processeurs. Nous
devons instaurer une politique de contrdle pour la lecture et I’écriture afin d’assurer
I’intégrité des données échangées entre les différents processeurs. L’application de cette
politique de contrdle est la responsabilité du systéme d’exploitation. Or, la périodicité
des tiches est de I’ordre de S0psec (section 2.2.1, chapitre 2). Le temps disponible pour

la gestion de I’intégrité des données est tout simplement trop limité.

L’extensibilité et la disponibilité des systtmes a mémoire distribuée sont une
considération importante pour la simulation de grands réseaux électriques. Le nombre de
processeurs n’est pas limité puisque 1’interconnexion des processeurs n’est pas fixe. On
peut relier les processeurs par une topologie d’interconnexion particuliére pour un
probléme donné. Cependant, le probléme de communication est plus difficile a résoudre.
Le transfert de données entre deux processeurs n’est pas toujours direct. A moins d’avoir
suffisamment de ports de communication dans tous les processeurs, le transfert de
données passera éventuellement par des processeurs intermédiaires. Ce qui complique
quelque peu la méthode de communication a utiliser. Cependant, en favorisant la
répartition des tiches voisines dans des processeurs voisins, on peut diminuer le délai de
communication encouru. De plus, si deux tidches communicantes sont placées dans un

méme processeur alors le temps de communication est réduit considérablement.
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Pour les besoins du simulateur, certains processeurs du systéme sont associés a des
convertisseurs AN/NA. Ces convertisseurs sont reliés & des équipements physiques du
simulateur. Une tiche T; qui utilise un convertisseur AN/NA particulier doit étre
assignée au processeur P; qui est relié a ce convertisseur. C’est une contrainte spatiale
que le répartiteur doit tenir compte. Cette contrainte spatiale a un effet double sur le
répartiteur des tiches. D’un point de vue pratique, elle permet d’effectuer une répartition
a priori de certaines tiches dans les processeurs appropriés. Par contre, pour une
topologie d’interconnexions donnée, il devient plus difficile d’obtenir une répartition
satisfaisante. La contrainte spatiale qui consiste a répartir 7; dans P; peut effectivement
éliminer certaines solutions acceptables de I’espace des solutions. Plus le nombre de
contraintes spatiales dans le probléme est grand plus I’élagage des solutions est
important. A la limite, tout ’espace des solutions peut étre éliminé par les contraintes
spatiales excessives.

Le probléme engendré par les contraintes spatiales excessives est parfois
détectable par une «reconnaissance» de la topologie d’interconnexions des processeurs.
Les techniques de reconnaissance topologique sont surtout utilisées dans
I’ordonnancement des taches ou le systéme multiprocesseur est séparable en plusieurs
sous-ensembles de processeurs. Pour un réseau de processeurs reliés en hypercube de
dimension &, il est possible de vérifier en un temps polynomial, I’existence d'un
hypercube de dimension N - i, pour i < N - 1 a partir de n’importe quel nceud de
Phypercube [CHE90], [BAS92]. En utilisant les contraintes spatiales comme nceuds de
départ, nous pouvons déterminer la faisabilité d’une répartition par une technique de
reconnaissance d’hypercubes. Toutefois ce genre de techniques ne s’applique pas
lorsque la topologie d’interconnexions est arbitraire. En effet, le probléme général de
reconnaissance dans une topologie d’interconnexions arbitraire est un probléme NP-
complet [KRI92]. Autrement dit, la reconnaissance topologique est un probléme aussi
complexe que la répartition des tiches. Décidément, il y a 13 une impasse difficile a4

surmonter.
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Malgré ces difficultés causées par les contraintes spatiales excessives, une solution
reste envisageable. Au lieu de chercher a éviter le probléme avant la répartition des
tdches nous pouvons obtenir une meilleure appréciation de la situation aprés I’opération
de la répartition. Si la répartition des taches est effectuée hors ligne alors nous pouvons
changer le réseau des processeurs pour contourner le probléme des contraintes spatiales
excessives. Pour ce faire, le répartiteur doit pouvoir suggérer les correctifs nécessaires
en cas de probléme. Cette capacité du répartiteur est un critére important dans la
conception du répartiteur des tiches. Aussi, la proposition automatique d’une topologie
d’interconnexions alternative par le répartiteur rend son utilisation plus conviviale. Bref,
en cas de probléme, le répartiteur des tiches ne produira pas seulement un message

d’erreur laconique mais il proposera également une solution possible.

3.3 Modélisation du systéme des taches

La modélisation des tiches est accomplie par une approche mixte. D’une part, les
caractéristiques fonctionnelles des composants du réseau électrique sont explicitées
mathématiquement. D’autre part, en utilisant le paradigme de la programmation orientée
objet, ces caractéristiques sont considérées comme des attributs d’objets. Ces objets sont
caractérisés par des attributs qui controlent leur fonctionnement. Certains attributs d’un
objet peuvent étre partagés par d’autres objets. De plus, ces objets peuvent englober
d’autres objets dépendant du niveau d’abstraction utilisé.

Deux aspects fonctionnels des besoins informatiques du simulateur sont a retenir:
I’aspect structurel et [’aspect comportemental. L’aspect structurel concemne les
caractéristiques statiques des objets alors que l’aspect comportemental concerne le
fonctionnement dynamique de ces mémes objets et du réseau électrique dans son
ensemble. En plus des aspects fonctionnels, nous pouvons distinguer deux niveaux

d’abstraction dans la description des objets simulant un réseau électrique. Le niveau
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élevé d’abstraction donne une vue d’ensemble du réseau électrique sans trop aller dans
les détails de la composition des objets. L’accent, dans ce niveau d’abstraction, est mis

sur les caractéristiques et la connexité des objets qui simulent le réseau électrique.

N\

Figure 3.2 La modélisation du systéme des taches: i) le niveau élevé d’abstraction; i)
niveau bas d’abstraction.

Tel que montré dans la figure 3.2, le niveau bas d’abstraction exprime la
composition interne et la relation des constituants des objets. C’est & ce niveau
d’abstraction que I’on retrouve la séparation du travail en unités élémentaires qui sont
les tiches. Autrement dit, dans le niveau élevé d’abstraction, les objets sont des postes et
des lignes d’un réseau électrique et dans le niveau bas d’abstraction, les objets sont les

taches qui effectuent les calculs numériques.

3.3.1 Aspect structurel des objets

Dans le niveau élevé d’abstraction, un réseau est composé d’objets qui sont des
lignes et des postes. Ces objets sont paramétrisés. La valeur de leurs paramétres peut
varier en cours de simulation. Chaque ligne du réseau est reliée 4 deux postes et chaque
poste peut étre relié 4 un nombre quelconque de lignes. A ce niveau d’abstraction du
réseau €lectrique, le parallélisme des calculs est explicite et sa granularité est grosse. Le

parallélisme est explicite parce que tous les objets du réseau évoluent en cadence
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coordonnée et ce, sans relation de préséance. Le parallélisme est 4 gros grain parce que
chaque objet peut contenir un grand nombre de procédures et routines. Chaque ligne et
chaque poste disposent d’un ensemble de ressources utilisables. Ces ressources peuvent

représenter un nombre de convertisseurs A/N et N/A, de ports séries et de ports
paralléles.

Dans le niveau bas d’abstraction, les lignes et les postes peuvent englober d’autres
objets que 'on appelle les tiches. Une ligne ou un poste est donc un macro-objet
composé d’un ensemble fini de tiches. Ces tiches peuvent partager en tout ou en partie
’ensemble des paramétres du macro-objet. Le parallélisme des taches a I’intérieur des
macro-objets est implicite parce qu’il peut exister des relations de préséance parmi les
taches. De plus, la granularité de ce parallélisme implicite est plus fine. C’est a ce niveau
d’abstraction que 1’on distingue précisément I’utilisation des ressources disponibles. Les

ressources utilisées seront indiquées dans les taches.

3.3.2 Aspect comportemental des objets

Dans le niveau élevé d’abstraction, une séance de simulation est constituée d’un
trés grand nombre de pas de simulation. Il est possible de changer certains paramétres du
réseau électrique en cours de simulation. Un cycle de simulation posséde trois étapes :
réception des signaux, calcul et transmission des résultats. Il y a échange d’information
entre une ligne et les postes qui lui sont reliés. De plus, la durée d’un pas de calcul est

inférieure a la période d’échantillonnage des lignes.

A chaque pas de simulation, une ligne doit recevoir les résultats du pas de calcul
précédent et les signaux des deux postes qui lui sont reliés. Un poste doit recevoir les
résultats du pas de calcul précédent et les signaux des lignes qui lui sont reliées. La
période d’échantillonnage des lignes est normalement la méme que celle des postes. On

considére que la durée d’un pas de simulation est inférieure a la période
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d’échantillonnage des lignes puisqu’il faut considérer les temps de réception et

transmission des données (voir figure 2.6).

Dans le niveau bas d’abstraction, les tiches a I'intérieur des lignes et des postes
sont normalement organisées par des relations de préséance. Les contraintes temporelles
limites de I’ensemble des tiches d’un macro-objet sont les mémes que celles du macro-
objet. A chaque pas de simulation, les tiches d’un macro-objet doivent prendre les
signaux d’entrée, effectuer les calculs avec les parameétres réglés puis envoyer les
résultats vers leurs destinations. Les tidches d’un macro-objet peuvent communiquer
entre elles mais pas avec les tiches d’autres macro-objets. La communication entre

macro-objets est modélisée dans le niveau élevé d’abstraction.

3.3.3 Modéle du systéme des tiches

Définition 3.3.3.1 Un systéme de tiches est un couple T = (G, L), ou :

G = {G, Gy .., Gy} est un ensemble de regroupements de tiches. Les
regroupements de tiches de I’ensemble G peuvent avoir des caractéristiques en
commun;

L est une relation binaire entre les éléments de G exprimant la connexité des
groupes de tdches.

Chaque regroupement de tiches G; est un ensemble composé d’un nombre m; de
taches:
G.<clJT, m=|G]| k=12...N, (3.33.1)
=t
ou 7;, m; sont respectivement les tiches et la cardinalité des groupes G, et N est le
nombre de regroupement de tiches dans (. Ainsi, I’ensemble des regroupements de

taches peut étre exprimée par
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§=LNJG,, cLVJ{UT,} (333.2)

k=l k=l | y=l

La relation £ < G x G est une relation symétrique mais non réflexive. Autrement
ditt Vx.yve G.(x.v) e L= (v.x) € Let(x,x) € L. Dong, il n’v a pas de connexions
entre un groupe et lui-méme (liens redonnants) tandis que G; connecté au groupe G;
signifie que Gj est aussi connecté & G;. Fait a noter que L n’est pas une relation d’ordre

sur G.

Nous pouvons associer 4 G une application non symétrique A: G x G » N qui
indique le nombre de données a transférer entre deux regroupements de tiches. Cette
application a comme propriété que A(G;, G;) = a > 0 & (G;, G;) € L. Dans ce cas, a
désigne le nombre de données a transférer entre G; et G;. Lorsque A(G;, G) = 0, il

n’existe aucun lien de connexion entre G; et G;.

La représentation graphique de I’ensemble des tiches 7~ est un graphe non orienté
et pondéré dans lequel G est un ensemble de sommets. Les couples (G, G)) € £ forment
’ensemble des arétes. Le graphe est non orienté a cause de la symétrie de la relation L et
il est possible de représenter une aréte non orientée par deux arcs orientés, mais de sens
contraire. L’image de I’application A(-) sur le produit cartésien G x G est alors donnée

par des valeurs inscrites sur les arétes du graphe.

Nous pouvons définir, pour chaque sommet G; du graphe 7, un ensemble [, = {y
€@ | (x,¥) € L}. C'est-a-dire, I’ensemble des sommets y qui sont reliés a x. On peut
aussi dire que I’y est I’ensemble des voisins de x. La relation £ étant symétrique, il est
évident que I'ensemble [, est égal 2 ;' . Un chemin est une suite d’arétes (G;, Gir1, ..,
Gy) telle que pour chaque aréte (G;, Gii), I'extrémité final d’une aréte est égale a

I’extrémité origine de l’aréte suivante. Si Gi = Gy, alors on dit qu'’il existe un circuit
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passant par G;. La modélisation du réseau électrique implique donc un graphe non

orienté avec possibilité de circuits dans le graphe.

Dans le niveau bas d’abstraction, nous décomposons les lignes et les postes en
ensembles de tiches. Les caractéristiques et I’utilisation des ressources de ces tiches
seront définies. De plus il peut exister, a I'intérieur d’un ensemble de tiches, une
organisation hiérarchique basée sur un ordre de préséance. Autrement dit, I’exécution

d’une tiche n’est possible que si ses prédécesseurs ont achevé leurs activités.

Définition 3.3.3.2 Un regroupement de tiches G de I’ensemble G est un 5-uplet G
=(=, 3, [ay], D, [ri]), 01 :

3 ={T, Ty, .., T,, } est ’ensemble de tiches appartenant au regroupement G;

< est un relation d’ordre partiel sur I’ensemble des tiches 3, T; < 7; signifiant
que 7 doit étre exécutée avant T;;

[a;] est une matrice m; x my exprimant la connexité et le nombre de données en
octets a transférer entre les tiches de I’ensemble J;

D est une constante positive non nulle indiquant la période maximale d’exécution
des taches contenues dans 3J;

(45] est une matrice m; x n qui indique les ressources utilisées par les tiches du
regroupement. N est le nombre de ressources disponibles.

La relation d’ordre partiel < est transitive et non réflexive. Eneffet, VT, T;et T €
3, nous avons T; & Tiet (T; < Tj) A (T; < Ty) = T; < Ti. Ainsi, a; = h > 0 si et seulement
si T, < Tj et h est le nombre de données a transférer entre T; et 7;. On peut représenter la
matrice [a;] par une application fz : 3 x 3 - N de sorte que f,(T;, T)) = ay et fo(T;, T)) =
0= (T: £ T) v (I, ¥ T). Nous avons donc établi une relation fonctionnelle sur
I’ensemble des couples (T}, T;) € 3 x 3. Si < = @ pour I’ensemble 3, alors [a;] =0

puisque toutes les tiches de I sont indépendantes et f;(-) ne sera pas définie. Par contre,
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si < # @ alors on dit que Y’ (7) = {v € 3 | fiv, T) > 0} est I'ensemble des
prédécesseurs immédiats de T; et y(T}) = {v € 3 | (T, v) > 0} est I'ensemble des
successeurs immédiats de 7. Le contenu da la matrice {u;] indique le type de ressources
utilisées par chacune des taches dans 3. Ainsi, 1’élément u,, = b signifie que la tiche T,

du regroupement utilise b ressources de type v.

Nous pouvons généraliser la définition 3.3.3.2 pour ’ensemble des regroupements
de tiches de G en dénotant chaque 5-uplet de G par un indice. Ainsi G; = (<, 3, 4;, Dy,
R;) ot < est la relation d’ordre partiel sur 3;, 4; est la matrice de connexions des tiches,
D; est la période maximale d’exécution du regroupement et R; = [r;]; est le vecteur des
ressources du groupe G;. L’application f;(-) peut alors étre définie comme une famille de
fonctions F; : 3; x 3; = N pour 1 £i < Nou N est la cardinalité de G.

Définition 3.3.3.3 Une tiche T; € J; du regroupement G; est caractérisée par un 7-

uplet ,=(5/, i/, £, d}, ¢/, s, [u],), ou:
b’ estle temps de départ de la tache 7; du groupe Gj;

i/ est le nombre d’instructions a exécuter dans la tiche 7; du groupe G;;

t
£ estle réciproque de la périodicité de la tiche T; du groupe Gj;
d’ est une constante positive non nulle indiquant la période maximale
d’exécution des tiches contenues dans J;

e’ est le nombre de données en octets a transférer de cette tiche;

s/ est une variable booléenne qui indique la sévérité de I’échéancier. Si 5]/ =
alors d; est une contrainte de type rigide. Dans le cas contraire, d; est une
contrainte de type douce;

[,], estun vecteur de longueur n indiquant I’ utilisation des ressources par la tiche

T; du groupe G;. u; = b signifie que la tiche T; utilise b ressource de type k. n
est le nombre de ressources disponibles.
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D’abord, les regroupements de tiches peuvent contenir une ou plusieurs tiches.

Donc, |3,| 2 1. Pour un ensemble J; donné, toutes les tiches partagent le méme
échéancier. Ainsi, pour T; € 3;, 1 <i < |3, |, nous pouvons avoir d/ = D; (la période
maximale du regroupement G;). Quand D; =« alors il n’y a pas de date limite pour {7}}.
Toujours pour un ensemble I donné, la valeur 1/ £/ de chacune des tiches doit étre
bornée par la périodicité maximale D du groupe. Ainsi, 1 < 1/f’ <Djpour1 <i< | 3; .

Enfin, le temps de départ des tiches peut étre nul, ce qui permet le démarrage simultané

des tiches 4 I'intérieur de I’ensemble des regroupements de G.

Tache

Une tache posséde un temps de départ,
une durée d'exécution, une périodicité, |~ . : )
un échéancier (rigide ou doux), le tiches. £.es’t une relation qui exprime
nombre de données a transférer et le la connexité des regr ouper’nents dans
type de ressources utilisées. G' Le couple (q, L) représente

Une téche est un bloc de calcul utilisé | !'ensemble des lignes et des postes du

pour la simulation d'un composant du reseau electrxqz{e a simuler. -
réseau électrique La communication entre les éléments

du réseau est représenté par une
application symétrique et non réflexive.

Systéme de tiches: (G, [)
G est un ensemble de regroupement de

Regroupement de tiches

Chaque regroupement comprend un
ensemble de taches J, une relation
d'ordre partiel régissant 3 pour
indiquer la préséance des taches.

Une matrice de connexité est utilisée
pour indiquer le nombre de données a
transférer entre les tiches. Les
ressources disponibles sont représen-
tées par un vecteur.

Un regroupement représente une ligne
ou un poste.

Figure 3.3 Résumé de la modélisation du systéme des tiches.
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Un schéma bloc résumant les aspects importants de cette modélisation est présenté
dans la figure 3.3. A noter que certains attributs du systéme des tiches sont dupliqués
dans les modéles objets. Cette disponibilité des attributs est réalisée automatiquement
par l’application des concepts «d’héritage» et de «polymorphisme» de la
programmation orientée objet.

3.3.4 Modéle du systéme des processeurs

Définition 3.3.4.1 Le modéle du systéme des processeurs est représenté par un 6-
uplet (P, (B, [S], [£], [Ly), [ral), ou:
P ={P,, ..., Pn} est 'ensemble des processeurs formant |’ordinateur paralléle;

[By] est une matrice de connexions m x m indiquant la topologie d’interconnexion
des processeurs;

[Si] estun vecteur de grandeur m indiquant la vitesse des processeurs P;

[Z]] est un vecteur de grandeur m indiquant le temps de démarrage nécessaire
pour envoyer un message par le processeur P;;

[L,] est le taux de transmission en octets par seconde du lien de communication
reliant les processeurs voisins P; et P;;

[r4] est une matrice m x n indiquant les ressources disponibles sur le processeur
P;. r*> 0 signifie que le processeur i dispose d’au moins une ressource de

type k.
|

La topologie d’interconnexion de la machine paralléle peut &tre exprimée
graphiquement par un graphe non orienté simple A = (S, A). Les sommets S représentent
les processeurs et les arétes A représentent les liens de communication. Le temps
d’exécution et le délai de communication du systéme peuvent étre modélisés en utilisant
la définition du modéle des tiches et la définition du modéle du systéme des processeurs.

Ainsi, le temps d’exécution d’une tiche T; assignée & un processeur F; est :
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i .
k=5 (3.3.4.1)

ol i, est le nombre d’instructions de la tiche T A noter qu’en pratique, le temps

d’exécution E;; est donné en mesurant le comportement asymptotique de la tache T, dans

le processeur P;. Dans ce cas, £j; est le temps d’exécution maximal de 7, dans P,.

Le délai de communication C(Ty, T, P, P2), quant & lui, est le temps de
communication entre les tiches 7T et T, lorsqu’elles sont exécutées par les processeurs
P, et P; respectivement. Ce délai est donc une fonction des paramétres de performance
de I’ordinateur paralléle et du nombre de données a transférer. D’abord, supposons que
P, et P, sont deux processeurs voisins adjacents, alors le délai de communication d’un
message envoyé par la tiche 7; dans P) a une autre tiche T dans P, par un lien direct est

donné par

a
T T By B)= T4 (3342)

AP
ol ar; est le nombre de données a transférer entre les tdches 7', et T (définition

3.3.3.2).

Il est possible que plusieurs messages soient envoyés d’un processeur vers un autre
en utilisant le méme lien de communication. Dans ce cas, nous devons tenir compte du
délai causé par la contention des liens de communication. Si le délai dii & la contention
de communication entre les processeur P, et P; est estimable alors (3.3.4.2) peut étre

modifiée en

a
C(T,.T,,P,P)= Lﬂ’= +1, +CDp7pp (3.3.43)
AP,

ol CDypp, est le délai provoqué par la congestion dans le lien de communication reliant

les processeurs Py et P,.
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En pratique, le coilt de démarrage de transmission /p et le délai de contention CD
sont influencés par la méthode de communication utilisée et par la structure du sous-
systéme de communication des processeurs. Pour le cadre de cette recherche, la méthode
R-T-T est considérée (section 2.2.1, chapitre 2). Dans cette méthode de communication,
tous les regroupements de tiches effectuent en paralléle les étapes suivantes: i)
réception des messages; if) traitement des données; iii) transmission des résultats. Les
colts de transmission et de réception sont bien délimités. Dans les processeurs
modemnes, le sous-systtme de communication est normalement controlé par un
coprocesseur DMA (Direct Memory Access). Le sous-systéme de communication du
processeur TMS320C40 comprend six ports indépendants mais identiques, la figure 3.3
présente les détails fonctionnels d’un de ces ports [TMS92, chapitre 8].

Coprocesseur DMA
Canal de
transfert
a —® DMA
Signaux
2 FIFO de réception d'entrée-sortie
2 A Contrdle du port d‘?
‘: FIFO communication
3 R 32
g < - : § niveaux ; [¢—~5— Unité
< d'arbitrage
] 32 32 : E :
g A [ riivedux | |——4—{ | duport
q Controle
FIFO
\_ FIFO de transmission

Figure 3.4 Structure fonctionnelle d'un port de communication du TMS320C40.

Chaque port de communication est contrélé par un canal du coprocesseur DMA.

Le transfert des données de la mémoire vers le port de communication est alors effectué



60

sans intervention du processeur central. Donc, le coiit de démarrage /, est négligeable si
la transmission des messages est réalisée par DMA. Chaque port du sous-systéme de
communication est muni d’un tampon de transmission et un tampon de réception de 8
niveaux (32bits chacun). Il n’y aura pas de contention dans la transmission, si la taille
totale des messages destinés a un processeur est inférieure a 64 octets (puisque la liaison
de deux ports de communication forme un tampon de 16 niveaux). Dans le cas contraire,
le contenu de la queue FIFO de réception doit étre libéré pour faire place aux nouveaux
messages arrivants. Alors, le délai causé par la contention dans un lien de
communication est :

0 ary Slp +1p,

e ={(“ﬂ, —(I,,‘ +1, ))tom arg, >l +1y,.

Le parameétre /p représente la longueur en octets de la queue FIFO, Le paramétre fpma

(3.3.4.4)

représente le temps de transfert par octet du coprocesseur DMA. Pour un systtme

homogéne /, =/ », - Pour un systéme hétérogéne le temps de transfert /pma peut différer

d’un processeur a I’autre. Dans ce cas, on utilisera le plus grand des tpma de P; et P;.
Pour le TMS320C40, le transfert par DMA d’un mot de 32bits est de 50ns (un cycle
d’instruction) [TMS92, chapitre 9].

Pour tenir compte de la situation ou le processeur émetteur n’est pas voisin du
processeur récepteur. Il est nécessaire de trouver le nombre de sauts parcourus par le
message et I'intégrer dans le calcul du colit de communication. Supposons que le
message envoyé de Py & P; utilise le chemin Py, k), k2, ..., k-, P2 ot &y, ..., k. sont des

processeurs intermédiaires du chemin d’envoi. Alors le délai de communication devient

a a :-1
O Ty R P)= 724 Dy, + 754 Dy, +Z(:T—"=+cprmd]. (334.5)

Ak Pk el
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Lorsque 'ordinateur paralléle est composé de processeurs homogénes avec les
caractéristiques d’E/S partout identiques, le calcul du délai de communication utilisant

un chemin de communication indirect peut étre simplifié en

(@, T, 5,P,)= ["’L"’ )(z +1)+CDypp, (3.3.46)

ou L représente le taux de transmission du réseau des processeurs, z est le nombre de
sauts nécessaires pour atteindre le processeur qui est le récepteur du message. z = 0 est le
cas ou les processeurs P et P, sont des voisins adjacents. Enfin, un schéma bloc

résumant les aspects importants de cette modélisation est présenté dans la figure 3.5.

Systéme de processeurs

Le systéme englobe un ensemble de

processeurs, une matrice de connexité

des processeurs et la vitesse de Processeur

transfert des liens de communication. Chaque processeur posséde une vitesse
Le systéme modélise le comportement | d'exécution, un temps de démarrage
géneéral de l'ordinateur paralléle utilisé pour la mise en oeuvre de transfert des
dans le simulateur numérique. données, un ensemble de ressources
associées (ex.: ports de communication,
sémaphores de synchronisation, etc.).
Un processeur est un élément de
traitement capable d'effectuer des
calculs et réaliser le transfert des
données.

Systéme de processeurs

Figure 3.5 Résumé de la modélisation du systéme des processeurs.
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3.3.5 Modélisation du probléme de répartition de tiches

Un répartiteur de tiches accepte comme paramétres d’entrée, un modéle du
systéme des tiches et un modéle du systéme des processeurs. Il produit 4 la fin de son
opération un horaire d’exécution des taches. Donc, le résultat de la solution du probléme
de répartition est un horaire dans lequel est inscrite I’affectation du systéme des tiches
dans les processeurs et le temps de départ des tiches. Le temps de départ sert a indiquer

’ordre d’exécution des taches. Le probléme de la répartition des tdches est schématisé
dans la figure 3.6.

Paramétres d'entrée Résultat

i : i i
1| Modéle | : i
t| dusystéme | : E
i { destaches | ! i :
E ] i i
i e i | Horaire | ;
! : Répartiteur { e ;
! : pal ——» d'exécution | !
i ! de taches i A ;
' : i | destaches | !
5 i i i
i [ Modéledu | ; i i
i | systéme des 'L i :
3 M .
i | processeurs | : ;
i i i i
i ! i !

Figure 3.6 Schéma représentant le probléme de la répartition des taches.

Un horaire d’exécution d’un systéme de tiches 7 = (G, £) dans un ordinateur
paralléle P de m processeurs est une application R qui assigne chaque tiche de G 4 un
processeur de I’ordinateur avec un temps de départ pour son exécution périodique.
Formellement, R: G — P x [0, »). Si R(g) = (P;, ) pour une tiche g € G, alors nous
disons que la tiche g est sélectionnée pour €tre traitée par le processeur P; et g débute

son exécution au temps e.
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A noter qu'il n’existe pas de tiches u, v € G et u = v tel que R(u) = R(v). Puisque
deux tiches différentes ne peuvent s’exécuter dans le méme processeur en méme temps.
S’il existe une relation de préséance parmi les tiches # < v alors R(u) = (P;, e1) et R(v) =

(P, e2) signifie nécessairement que e, <e.

Enfin, un horaire d’exécution est un horaire faisable s’il préserve toutes les
relations de préséance (si elles existent). Un horaire d’exécution est un horaire
acceptable s’il préserve toutes les relations de préséance (si elles existent) et satisfait

toutes les contraintes temporelles et spatiales imposées.

Nous pouvons utiliser les graphes disjonctifs (split graphs) [GOL80] pour
modéliser la répartition des tiches [ALI93]. L’avantage des graphes disjonctifs dans ce
contexte est double : /) la représentation est intuitive; ii) les manipulations sont aisées.
Les détails sur I'utilisation des graphes disjonctifs sont donnés dans I’annexe C de cette
thése. Nous allons reprendre les définitions utiles de cette annexe pour aider a la
présentation du modéle de la répartition des tdches. Dans les définitions qui suivent, les

numéros entre parenthéses sont les numéros de définition correspondants dans |’annexe
C.

Un graphe disjonctif est un graphe non orienté. Ce type de graphe est défini par un
ensemble § de sommets et un ensemble A d'arétes, A = (S, 4). Pour nos besoins nous ne
considérons que les graphes simples. Un graphe simple est celui qui ne posseéde pas de

boucles autour d'un seul sommet ni d'arétes paralléles partageant les mémes extrémités.

Définitions 3.3.5.1 (C1.0.1) Un graphe est complet quand I'ensemble de ses sommets
contient exactement une arétes par pair de sommets.



64

Définitions 3.3.5.2 (C1.0.2) Un ensemble de sommets S'c S d'un graphe H = (S, 4) est
indépendant si ses €léments sont mutuellement disjoints. C'est-a-dire, qu'il n'y a pas

d'arétes reliant les sommets de S'.

Définitions 3.3.5.3 (C1.0.3) Un ensemble de sommets S'c S d'un graphe H = (S, 4) est
complet si chaque pair de sommets dans S’ est relié par une aréte a € A. Ces arétes sont

appelé arétes complétes.

Définitions 3.3.5.4 (C1.0.4) Un graphe H = (S, A) est disjonctif s'il existe une
séparation S = §; U S, de ses sommets en un ensemble indépendant S et un ensemble

complet S.

Il est a remarquer que l'ensemble des sommets S; forme un sous-graphe complet
qu'on appelle communément une clique de A [BER83]. Dans un graphe disjonctif, il n'y

a pas de contraintes sur les arétes qui existent entre les ensembles S, et S».

Définitions 3.3.5.5 (C1.0.5) Un graphe disjonctif est complet s'il existe une aréte entre
chaque sommet dans S) et chaque sommet dans S;. On nomme aréte de liaison, une aréte

reliant un sommet dans S, & un sommet dans S,.

Dans un graphe disjonctif complet, il y a exactement nn; — na(n; - 1)/2 arétes ou n
=n + nyavec ny = |S[ | et n, = |Sz| . La figure 3.7 montre un graphe disjonctif avec
Isi| =3et |Sz| = 4. Dans cette figure, il existe 12 (n,n;) arétes de liaisons et 6 (r(n> -

1)/2) arétes complétes.
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Arétes de
liaison

Arétes complétes

Figure 3.7 Graphe disjonctif.

Le graphe disjonctif représente un probléme de la répartition des tiches. Puisque
’on peut représenter l'ensemble des processeurs par les sommets de l'ensemble
indépendant S; du graphe. L'ensemble complet S; du graphe peut représenter l'ensemble
des taches a répartir. La figure 3.8 est une représentation de cette organisation.

2.3
l Ensemble des
processeurs

Ensemble des
taches

Figure 3.8 Graphe disjonctif représentant le probléme de répartition des taches.
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Définitions 3.3.5.6 (C2.0.1) Une aréte compléte, c'est-a-dire une aréte reliant deux
sommets dans S, représente la communication entre deux tiches. Le colit de
communication est une valeur ¢ € N indiquée sur l'aréte.

Définitions 3.3.5.7 (C2.0.2) Une aréte de liaison, c'est-a-dire une aréte reliant un
sommet dans S; 2 un sommet dans S,, représente l'exécution d'une tache (dans S,) dans
un processeur (dans S)). Le coiit de I'exécution est une valeur ¢ € N~ indiquée sur
l'aréte.

Les étiquettes {a, b, ..., f} des arétes complétes de la figure 3.8 représentent les
colits de communication entre les tiches. Lorsqu'une valeur est nulle, cela signifie qu'il
n'y a pas de communication entre les tiches qui sont reliées par I'aréte. Les étiquettes
{a, ...,0, Bty -..oB4s X1» ---, X4} des arétes de liaisons de cette méme figure représentent

les coiits d'exécution des tiches sur les processeurs P; 2 Ps.

Définitions 3.3.5.8 (C2.0.3) Une clique d'un graphe H = (S, ¥) est un sous-ensemble S’

¢ S dont chaque pair de sommets de S’ est relié par une aréte a € 4.

La répartition des tiches dans ce modéle correspond a une séparation du graphe
disjonctif en cliques disjointes par une relation R : S — S;. Chaque clique du graphe H
consiste en un sommet P € S; et un ensemble de sommets S” c S,. L'ensemble S”
représente les tdches assignées au processeur représenté par le sommet P. Noter que
nous intéressons surtout, au probléme ou le nombre de cliques disjointes obtenues doit
étre de cardinalité égale a 18], c'est-a-dire le nombre de cliques disjointes est égal au
nombre de processeurs. Ce cas étant particuli¢rement approprié pour le probléme de
répartition des taches.
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Figure 3.9 Répartition des tiches dans un graphe disjonctif.

La figure 3.9 montre une séparation possible du graphe disjonctif H en cliques gj,
1 <i< |S|. Donc, en prenant S, = P du modéle des processeurs et S; = G du modéle
des tiches nous obtenons, par les graphes disjonctifs, un modéle simplifié de notre
probléme de répartition des tiches. C’est a 1’aide de ce modéle que nous allons analyser

la nature et la complexité de notre probléme.

3.4 Analyse du probléme de répartition des taches

Nous avons établi, dans la section 2.1 du chapitre 2, que le critére de performance
le plus important pour le répartiteur des tiches est la satisfaction de toutes les relations
de préséance (si elles existent) et de toutes les contraintes temporelles et spatiales des
tiches. Dans la définition générale du systéme des tiches (définition 3.3.3.1), le couple
(G, L) et 'application A : G x G — N décrits I’ensemble des relations qui existent dans
le réseau électrique a simuler 4 un niveau élevé d’abstraction. G représente les postes et
les lignes du réseau, £ est une relation définie sur G donnant I’interconnexion des
éléments. L’application A sert a indiquer la quantité d’information échangée entre les

éléments de G. Le réseau des processeurs, quant & lui, est modélisé par un ensembie de
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processeurs P et divers attributs du simulateur numérique. Les relations de préséance ne

se trouvent pas dans ce niveau d’abstraction.

En ne considérant que cette définition du systéme des tiches, on peut se rendre
compte qu’un probléme de répartition des tiches S est un probléme dans lequel nous
devons trouver au moins une application

R:G>P (34.1)
qui vérifie (G, P) € R, D o, »E(G,.P)+C(G)<D. Le terme E(G, P) est le

temps d’exécution de G dans P. C(G) et D sont respectivement le temps de
communication exigé et I’échéancier de G. L’obtention d’une telle application pour le

probléme S n’est pas facile.

La situation se complique davantage si on considére les modéles plus raffinés
donnés par les définitions 3.3.3.2 et 3.3.4.1. L argument que I’on peut soumettre est le
suivant : le modéle des regroupements (définition 3.3.3.2) accentue les contraintes du
systéme en introduisant 1’éventualité de 1’utilisation d’un ensemble de ressources U par
les tiches. Le mode¢le des processeurs (définition 3.3.4.1) admet I'existence d’un
ensemble de ressources U’ dans le réseau des processeurs. Si Uc U’ et U ¢ {J} alors

la contrainte de S devient () E(G,,P)+C(G)<D) A (4, r,). Dans cette

G, €GP, eP

contrainte, u; est I’ensemble des ressources exigées par les tiches de G, r; est ’ensemble

des ressources disponibles dans le proecsseur P;.

En resserrant les contraintes du systéme, le probléme devient plus difficile a
résoudre. Par conséquent, I’étude d’un probléme simplifié suffit pour bien comprendre la
complexité des éléments en jeu. Un argument plus formel est donné a la fin de la section
3.4.1. En effet, nous allons mettre en évidence que le probléme S, méme dans sa forme

simple, est un probléme de complexité NP-complet.
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3.4.1 Complexité du probleme

Nous avons mentionné, a la section 2.1.2 du chapitre 2, que la plupart des
problémes impliquant un systéme multiprocesseur sont de nature NP-complet. D’une
fagon générale, un probléme appartient a la classe NP-complet si sa résolution en un
temps polynomial exige une machine de type non déterministe [MOR98, chapitre 7]. En
d’autres termes, un probléme NP-complet est un probléme qui ne peut éire résolu en un

temps raisonnable par un ordinateur déterministe.

Bien entendu, dans ce contexte, la résolution d’un probléme est basée sur des
contraintes et critéres de décisions ou d’optimisation. Ce sont ces contraintes et critéres
qui rendent le probléme difficile & résoudre. Cependant, une caractéristique d’un
probléme NP-complet est que leur solution peut étre vérifiée en un temps polynomial
[COR93, chapitre 36]. Autrement dit, si une solution existe pour cette classe de
problémes, nous pouvons vérifier la validité de cette solution. Une explication intuitive
de cette caractéristique est comme suit : il est plus facile de vérifier une solution donnée
que de la trouver. Un probléme appartient a la classe P si sa solution peut étre obtenue
en un temps polynomial. Un probléme dont la solution est vérifiable en un temps
polynomial est un probléme qui appartient a la classe de complexité NP. Ainsi, un
probléme NP-complet est aussi un probléme NP (définition B4.3.3, Annexe B).

La nature NP-complet de notre probléme de répartition des tiches est le sujet de
cette section. Les notions fondamentales de la théorie de complexité sont énoncées dans
I’annexe B de cette thése. Ces notions théoriques sont utiles pour saisir la cohérence de
notre démarche. L’annexe B renferme donc les données nécessaires pour la

caractérisation de notre probléme de répartition des tiches.

La méthode utilisée dans la démonstration NP-complet de notre probléme est
basée sur le travail monumental de Garey et Johnson [GAR78] ou des centaines de

problémes NP-complet ont €té répertoriés. En utilisant une technique de réduction
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polynomiale (section B4.3, annexe B), nous pouvons montrer la nature NP-compet de

notre probléme de répartition des tiches. Cette technique transforme un probléme connu

¥ appartenant a la classe NP-complet en une instance de notre probléme initial ®. Si

cette transformation de ‘¥ en @ est réalisable en un temps polynomial alors @ est aussi
dans la classe NP-compet [COR93, chapitre 36).

Reformuler notre
problématique sous la forme
d'un probléme de décision

!

Sélectionner un probléme
connu appartenant a la
classe NP-complet

v

Montrer que la solution de
RTTR est vérifiable en un

temps polynomial

v

Construire une procédure
qui transforme PARTITION
en RTTR

'

Montrer que cette procé-
dure de transformation a un
temps polynomial

Modéle du probléme
(section 3.3.5)
Nommer le probléme
RTTR

Probléme PARTITION
(Ré£[GARIT))

Utiliser les arguments
classiques de la
complexité
algorithmique

PARTITION <fRTTR

Utiliser les arguments
classiques de la
complexité
algorithmique

Figure 3.10 Etapes de la démonstration NP-complet.

La démonstration compléte de la nature NP-complet de notre problématique est

présentée dans I’annexe C. Cette démonstration utilise le modele de la répartition des

tiches de la section 3.3.5. La procédure de réduction polynomiale est basée sur le

probléme général impliquant la séparation d’un graphe en m sous-graphe de K sommets.
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Ce probléme est répertorié dans [GAR78] comme étant NP-complet. Notre
démonstration consiste a4 construire une procédure qui transforme ce probléme de
séparation en une instance de notre modéle de la répartition des tiches. L’exécution de la
procédure de transformation peut étre réalisée en un temps polynomial. Par conséquent,
la réduction polynomiale est possible. Donc, la nature NP-complet de notre

problématique est établie en démontrant qu'une réduction polynomiale est réalisable.

Nous présentons dans la figure 3.10, les grandes lignes de cette réduction
polynomiale et les résultats obtenus . Les détails techniques de la démonstration sont
présentés dans I’annexe C de cette thése. Débutons par une explication des étapes de la
démonstration.

La forme décisionnelle de notre problématique est baptisée RTTR (Répartition des
Taches Temps Réel). Cette formulation est tirée directement du modéle du graphe
disjonctif de la section 3.3.5.

RTTR = {<'T, PWad:T= {T\, T, ...,T,} ensemble des tiches, P = {P,, P, ...,Pm}
ensemble des processeurs, W = [wy] matrice de communication et 4 > 0 un entier.

Existe-t-elle une répartition des tiches 7 dans les processeurs P de sorte que Cg + Cc <
dou Cg = Zx,! est le colit d'exécution de la tiche 7; dans le processeur P; et Cc =
Zwy est le coilit de communication entre les tiches T; et T} si elles sont assignées a des

processeurs différents}. (34.2)

Pour le probléme connu qui sert a la réduction, il est tiré de [GAR79] ou sa nature
NP-complet a été prouvée.

PARTITION = {<G', ¢', I', K, J> : G’ = (V', E") un graphe simple, ¢ ¥’ — 1 une

application indiquant le poids des sommets de ¥, I' : E' = I une application qui donne
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la valeur des arétes, K et J entiers positifs. Existe-t-elle une séparation de ¥’ en m

ensembles disjoints ¥,¥,,...,V,, telle que Zmy. c'(v)<K pour 1 <i < m. De plus, si E”

< E' l'ensemble des arétes dont les deux extrémités sont dans deux ensembles

V, différents alors )__I'(e)<J }. (3.4.3)

Ce probléme a été sélectionné parce que sa structure est proche de RTTR mais dont la
nature est beaucoup plus général. Le probléme PARTITION consiste 4 séparer un
graphe quelconque en m ensembles disjoints de sommets. Chaque ensemble doit
contenir au plus X sommets. Les arétes qui relient deux ensembles disjoints ne doivent
pas avoir un poids total supérieur & J. PARTITION est un probléme de la classe NP-
complet [GAR79], (EVA79, chapitre 10].

Pour démontrer que RTTR est NP-complet, nous devons effectuer une réduction
de PARTITION en RTTR. La notation utilisée pour indiquer cette réduction est
PARTITION <r RTTR ou ¢ est I'opérateur de réduction et f est la fonction ou
procédure de réduction a construire. Pour faciliter cette transformation nous utiliserons
un troisi¢me probléme qui agira comme probléme intermédiaire entre PARTITION et
RTTR. Nous utiliserons un probléme qui sera similaire 4 PARTITION et 4 RTTR. Ce
probléme est la recherche de cliques maximales dans un graphe disjonctif. Nous
I’appellerons MAXCLIQUE. La définition de MAXCLIQUE est donnée dans (3.4.4).

MAXCLIQUE = {<G, I, B> : G = (V| U V>, E) un graphe disjonctif complet avec ¥} un
ensemble de sommets indépendants et ¥> un ensemble de sommets complets, / : E —> N
une application qui donne la valeur des arétes, B > 0 un entier. Existe-t-elle une

séparation de ¥ en m cliques disjointes c; de sorte que Zm l(e)=B,pourl £i<mou

eeEetm= |11} - (3.4.49)
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Pour le probléme MAXCLIQUE, le but est de séparer un graphe disjonctif en
cliques dont la somme des poids des arétes est égale ou supérieure & un entier positif. Le
nombre de cliques a obtenir est égal au nombre de sommets dans |’ensemble des

sommets indépendants du graphe.

A cause de la propriété transitive de I’opérateur < (théoréme B4.3.1, Annexe B),
nous pouvons utiliser le probleme MAXCLIQUE comme tremplin pour montrer que
RTTR € NP-complet, puisque

PARTITION <, MAXCLIQUE

MAXCLIQUE %, RTTR } = PARTITION <, RTTR . (3.4.5)

Nous procédons en deux étapes. D’abord, nous transformons PARTITION en
MAXCLIQUE, démontrant ainsi que MAXCLIQUE € NP-complet. Ensuite nous
transformons MAXCLIQUE en RTTR pour prouver que RTTR aussi appartient a la

classe des problémes NP-complet.

La transformation de PARTITION < MAXCLIQUE consiste a ajouter un certain
nombre d’arétes de valeur nulle dans le graphe du probiéme PARTITION pour le
changer en un graphe complet. Les arétes ajoutées ont une valeur nulle pour ne pas
changer le systéme des valeurs du probléme original. Nous ajoutons également un
certain nombre de sommets au probléme PARTITON. Ces sommets ajoutés sont reliés
au reste du graphe par des arétes. Ces arétes sont arrangés de sorte qu’en choisissant
n’importe quel sous-ensemble de X sommets dans le graphe, il existe au moins K arétes
de valeur 1. Si le graphe de PARTITION contient m sommets, cet arrangement est
réalisé en ajoutant un nombre de sommets égal a la valeur de X-combinaison dans un
ensemble de m éléments. Il est possible de démontrer que ces manipulations
transforment le probléme PARTITION en une instance de MAXCLIQUE en un temps
polynomial (théoréme C3.1.2, Annexe C).
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Théoréme 3.4.1.1 Le probléeme MAXCLIQUE € NP-complet.

Démonstration Selon le théoréme C3.1.1, le probléeme MAXCLIQUE € NP. Par le
théoréme C3.1.2, nous savons que le probléme PARTITION est réductible, dans un
temps polynomial, en une instance de MAXCLIQUE. Alors, selon le théoréme B3.4.1,
MAXCLIQUE € NP-complet.

a

En utilisant la méme démarche, nous construisons une transformation du probléme
MAXCLIQUE en une instance de RTTR. L’idée de base consiste a faire correspondre
I’ensemble des tiches T i I’ensemble des sommets complets de MAXCLIQUE. De
méme pour |’ensemble des processeurs P et |’ensemble des sommets indépendants de
MAXCLIQUE. Le coiit de communication wy de RTTR est associé au poids des arétes
complétes. Le coiit d’exécution des tiches x;; est associé au poids des arétes de liaisons
du graphe disjonctif de MAXCLIQUE. Nous pouvons démontrer que ces manipulations
transforment le probléeme MAXCLIQUE en une instance de RTTR en un temps
polynomial (théoréme C3.2.2, Annexe C).

Théoréme 3.4.1.2 Le probléme RTTR € NP-complet.

Démonstration Selon le théoréme C3.2.1, le probléme RTTR & NP. Par le théoréme
C3.2.2, nous savons que le probléeme MAXCLIQUE est réductible, dans un temps
polynomial, en une instance de RTTR. Alors, selon le théoréme B3.4.1, RTTR € NP-

complet.

O

Enfin, le probléme RTTR est une version simplifiée de notre problématique de
répartition des tiches.. Les contraintes de préséance et |’utilisation des ressources

(contraintes spatiales) ne sont pas pris en compte dans RTTR. Nous appellerons notre
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problématique initial RTTR-(<, u) ol < représente les relations de préséance et u
représente le taux d’utilisation des ressources par les tiches. Notre problématique initial
est donc une généralisation de RTTR. Nous pouvons obtenir une instance de RTTR a
partir de RTTR-(<, u) en appliquant les restrictions suivantes: i) I’ensemble des
relations de préséance est vide, < = {J}; ii) le taux d’utilisation des ressources par les
taches est nul, = 0. Puisque RTTR appartient a la classe NP-complet alors RTTR~(<,
u) I’est également.

Lemme 3.4.1.1 Si un probléme £’ est obtenu par application de restrictions a un

probléme &, alors £ est réductible a £’ a condition que ces restrictions soient applicables
en un temps polynomial.

Démonstration La transformation de  en une instance de £’ consiste a construire une
fonction de réduction simulant I’application des restrictions sur {. La réalisation des
restrictions est effectuée en un temps polynomial. Donc, la réduction est également de
complexité polynomiale.

O

Théoréme 3.4.1.3 Le probléme RTTR-(<, u) € NP-complet.

Démonstration Puisque le probléme RTTR peut étre obtenu par restrictions sur RTTR-
(<, u) alors par le lemme 3.4.1.1, RTTR-(<, u) <, RTTR. La condition de complexité
polynomiale dans les restrictions est simple car RTTR = RTTR-(<, ) lorsque < = {&}
et ¥ = 0. On peut utiliser une technique similaire a celle du théoréme C3.2.1 pour
montrer que RTTR-(<, u) € NP. Enfin, par le théoréme B3.4.1 RTTR € NP-complet
= RTTR-(<, u) € NP-complet.

O
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3.4.2 Conséquences du résultat de I’analyse de la complexité

Un probléme peut posséder un trés grande nombre d’instances. Le fait qu’un
probléme appartient a la classe de complexité ne signifie pas nécessairement que toutes
les instances du probléme soient aussi difficile les unes que les autres & résoudre
[MORG9S, chapitre 6]. Par exemple, la répartition d’une tache sur un processeur est facile
a résoudre. Peu importe le nombre et le type de contraintes, on peut déduire une solution
en un temps raisonnable. La solution peut étre nulle ou non nulle. Il s’agit 1a d’une

instance triviale du probléme.

En fait, RTTR-(<, ¥) € NP-complet signifie qu'il existe, parmi toutes les
instances de RTTR-(<, u), un ensemble d’instances qui ne peuvent pas étre solutionnées
en un temps polynomial. Ce sont précisément ces instances du probléme qui le rendent

complexe.

En théorie, si nous pouvons répertorier toutes les solutions obtenues de toutes les
instances solutionnées de RTTR-(<, u), le probléme devient simple a résoudre. I suffit
de placer toutes ces solutions dans un tableau. La résolution d’une instance du probléme
est transformée en une fouille dans le tableau de solutions. La solution d’une instance du
probléme existe si elle est dans le tableau. Autrement, la solution n’existe pas. Dans ce
cas idéal, le probléme RTTR-(<, u) est un probléme décidable et sa complexité est
linéaire (complexité de classe P). Evidemment, en pratique, on ne peut pas procéder de
cette fagon puisque certaines instances du probléme ont une complexité spatiale ou
temporelle super-polynomiale (c’est-a-dire, de complexité quadratique, logarithmique,
exponentielle, etc.). Répertorier toutes les instances solutionnées exige une énumération

exhaustive, ce qui interdit la faisabilité d’un tel tableau de solutions.

La difficulté majeure est donc située dans cet ensemble d’instances qui présente
une complexité super-polynomiale. Il est possible de surmonter cette complexité en

utilisant une machine non déterministe [MOR98, chapitre 7]. Le non déterminisme peut
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aider 2 la solution de ce type de problémes puisqu’il présente un élément de choix dans

son fonctionnement (section B2, Annexe B).

Pour le probléme de répartition des tiches, une machine non déterministe peut
simplement choisir une séquence d’affectations des tiches. Il ne nous reste qu’a vérifier
si la séquence obtenue par la machine est effectivement une solution. Le choix d’une
séquence d’affections demande au plus une complexité linéaire proportionnelle au
nombre de tiches a répartir. Méme s’il y a un grand nombre de séquences d’affections
possibles, une machine non déterministe n’a pas a effectuer une énumération exhaustive
pour trouver une solution. Le temps nécessaire pour vérifier la validité de la solution
d’une répartition de tiches est au plus de complexité polynomiale. Si le temps de
vérification d’une solution est de complexité polynomiale, la machine non déterministe
peut générer une solution beaucoup plus rapidement qu’un algorithme déterministe.
Dans ce contexte, une machine non déterministe dotée d’une capacité de sélection peut

surmonter la complexité super-polynomiale des problémes.

Il est & noter que le non déterminisme ne peut transformer un probléme dans la
classe NP en un probléme de classe P. En effet, le non déterminisme implique une
certaine clairvoyance dans le choix des étapes de solution et non dans la caractérisation
compléte d’un probléme. Une machine non déterministe peut résoudre un probléme NP-
complet que si ce probléme présente une solution. Elle ne peut pas nous dire si une
solution existe pour un probléme donné en un temps polynomial. Cette asymétrie entre
Pobtention d’une solution et la caractérisation d’un probléme est un point important.
Parce que, méme avec une machine non déterministe, on ne peut décider facilement si

un probléme posséde une solution ou non [VALS85].
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3.4.3 Proposition d’une solution

La construction d’une machine non déterministe pour la répartition des tiches
n'est pas vraiment faisable. Les ordinateurs numériques modernes sont, par leur
conception, parfaitement déterministes. Cependant, il est possible de simuler certains
aspects de ce non déterminisme par ordinateur. [l s’agit de 1’aspect du choix dans la

sélection d’une solution et de 1’aspect vérification d’une solution.

Ces aspects d’une machine non déterministe ont été exploités dans des langages de
programmation. Par exemple, le langage CHIP (Constraint Handling In Prolog) est une
extension du langage Prolog (Programming Logic) utilisé pour le traitement des
problémes sous la forme de satisfaction des contraintes (constraints satisfaction
problems). Le langage CHIP est muni d’un moteur d’inférence et d’un ensemble de
prédicats qui simulent le comportement du non déterminisme par l'utilisation d’un
ensemble d’heuristiques de sélection [HEN89, chapitre 4]. Une de ces heuristiques porte
le nom de MCVF (Most Constrained Variable First) et elle consiste a choisir d’abord la
variable la plus contraignante du probléme pour le développement d’une solution. Si le
probléme ne peut étre satisfait (solutionné), une technique de retour-arriére est appliquée
pour recommencer la sélection d’une autre variable. Le mécanisme de sélection-
vérification est donc réalisé par des heuristiques (MCVF) et une technique de gestion

d’erreur (retour-arriére).

Le langage LISP posséde également une extension qui simule le comportement
d’une machine non déterministe [SRC97]. Cette extension du langage LISP repose sur le
principe utilisé dans Prolog. Le choix d’une solution est réalisé par une fouille en

profondeur d’abord et la gestion d’erreur est réalisée par la technique de retour-arriére.

La simulation du non déterminisme n’est pas limitée qu’aux langages de
programmation. La célébre méthode Monte Carlo repose également sur le principe de

sélection-vérification [PRE92, chapitre 4]. La réalisation plus explicite de ce principe est
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illustrée par les méthodes de fouille heuristique. Notamment, dans la méthode Tabou,
dans les algorithmes génétiques et dans la méthode A" [GLO93], [NEU90], [PEAS0].

Dans la méthode de fouille Tabou, le choix d’une solution est construite
itérativement en utilisant des heuristiques de sélection [GLO93]. Cette méthode
maintient en mémoire une liste de choix tabous pour éviter le bouclage dans |’espace de
fouille. Cette liste sert aussi a indiquer les choix permis pour les itérations en cours. La
taille et la durée de maintenance de la liste tabou sont variables. La taille de la liste
représente la grandeur du voisinage de la fouille en cours et la durée de maintenance
représente la mémoire 4 court terme de la méthode. La liste tabou est reconstruite si la
solution n’est pas obtenue aprés un nombre d’itérations prédéterminées. Il s’agit la d’'une
fagon originale de la méthode Tabou pour échapper au piége des minimums locaux
[GLO93]. Ainsi, la fouille peut parfois sélectionner un chemin intermédiaire qui n’est
pas minimal. Dong, le contrdle sélection-vérification est directement réalisé par la liste
tabou de cette méthode.

Les algorithmes génétiques différent de la méthode Tabou a plusieurs points de
vue. D’abord, le non déterminisme est encore plus explicite. Le point de départ des
algorithmes génétiques est un ensemble de chemins partiels sélectionnés d’une manicre
aléatoire. Le chemin d’une solution est obtenu en répétant un grand nombre fois les
procédures de sélection, reproduction et de mutation [NEU90]. La procédure de
sélection consiste a choisir un chemin partiel selon la valeur d’une fonction de sélection.
Cette derniére peut étre exacte ou heuristique. La procédure de reproduction consiste a
joindre deux chemins partiels pour former un nouveau chemin que 1’on espére pouvoir
nous amener a la solution. La procédure de mutation consiste a changer la composition
des chemins d’une maniére aléatoire [NEU90]. Ce sont ces étapes qui perrettent aux

algorithmes génétiques d’éviter les minimums locaux.
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Enfin, la méthode A’ est une méthode de fouille dans un espace d’états utilisant
une fonction d’évaluation heuristique de type
f(n)=r(g(n),h(n)), (3.4.3.1)
ou n est un état, r est une relation quelconque, g(n) est le coiit du chemin partant de 1’état
initial jusqu’a I’état n et A(n) est une estimation du coiit du chemin minimal partant de n
jusqu’a un état but. La simulation du non déterminisme est réalisée par des heuristiques
de sélection. Le mécanisme de vérification est réalisé par deux listes OQUVERT et
FERME. Les états générés mais non encore visités sont placés dans la liste OUVERT.
Les états générés et visités sont placés dans la liste FERME. Si la fouille rencontre un
cul-de-sac, on peut retirer de la liste FERME un état potentiel pour recommencer la
fouille ailleurs dans I’espace d’état. [PEA90]. D’une maniére implicite, la valeur de g(n)

sert a contourner le probléme des minimums locaux.

Toutes ces méthodes de fouille présentent un certain comportement non
déterministe. Les reégles de sélection n’indiquent pas précisément le chemin & prendre
pour obtenir une solution. Elles donnent seulement les caractéristiques désirées des
étapes intermédiaires menant vers la résolution du probléme. La puissance de ces
méthodes est dans la stratégie de contrdle et dans les heuristiques de sélection et de

génération des étapes intermédiaires.

Dans la pratique, les méthodes de fouille heuristique ont été appliquées avec
succes dans des problémes de planification de grande envergure. Le systéme PlanERS1
a €té congu pour la planification des missions d’observation pour le satellite ERS-1
(European Earth Ressource Observation Satellite) de I’agence spatiale européenne
[FUC90]. De méme pour le systtme OPTMUM-AIV [AAR94]. Ce dernier sert a
planifier ’assemblage des véhicules spatiales pour le compte de l’agence spatiale
européenne. Le concept de planification O-Plan, adopté par la compagnie HITACHI
pour effectuer la planification a4 moyen terme et I’ordonnancement des opérations

d’assemblage des produits électroniques [CUR91]. Toutes ces systémes utilisent une ou
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plusieurs méthodes de fouilles heuristiques pour accomplir leur travail. Il est donc
justifié pour nous de porter une attention particuliere a ces méthodes de fouilles

heuristiques pour la solution de notre probléme.

D’abord les langages de programmation Prolog, CHIP et LISP ne sont pas
intéressants pour nous. La raison est d’ordre pratique. Le répartiteur de tiches est un
composant du systéme d’exploitation d’un simulateur numérique (voir figure 2.1,
chapitre 2). Il est trés inconvénient d’avoir dans le noyau du systéme d’exploitation un
module utilisant un langage déclaratif.

Pour ce qui a trait aux algorithmes génétiques, ils présentent des caractéristiques
qui sont indésirables. La configuration initiale de ces algorithmes est obtenue par une
collection aléatoire de solutions potentielles. Le non déterminisme de la configuration
initiale rend ces algorithmes trés difficiles a analyser. La taille de I’ensemble initiale des
solutions potentielles n’est pas facile a déterminer mais influence directement la
possibilité de solution. En effet, si la taille de I’ensemble initial est petite alors on risque
d’élaguer les solutions du probléme. Si la taille est grande alors le temps de traitement
est grand. Enfin, les étapes sélection, reproduction et mutation rendent la convergence

des algorithmes génétiques beaucoup plus lente que les autres méthodes heuristiques.

Les méthodes de fouille Tabou et A’ semblent plus convenables pour notre
application. Leurs principes de fonctionnement sont simples et peuvent étre programmeés
facilement en langage C ou C++. Cependant, la méthode Tabou est elle-méme une
heuristique et son comportement est difficile a caractériser par une analyse formelle.
Pour ce qui a trait 4 la méthode A", son efficacité optimale a été démontrée dans le cas
d’une fouille heuristique dans un espace d’états [DEC85]. Cette caractéristique optimale
de A" est établie dans le sens suivant: pour un espace d’états donné, aucune autre
méthode de fouille heuristique ne peut développer moins d’états que A" avant d’obtenir

une solution optimale. Puisque I'on peut représenter 1’espace d’états par un graphe, on
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peut caractériser formellement le comportement de la méthode de fouille A* par une

étude des propriétés générales des graphes d’états.

D’un point de vue théorique, cette méthode est intéressante car il est possible de
déduire de nombreux résultats en utilisant les connaissances de la théorie des graphes.
D’un point de vue pratique, la formulation du probléme de répartition des tiches par la
représentation d’états est naturelle. II n'y a pas d’encodage supplémentaire pour
représenter le probléme comme c’est le cas des systémes de satisfaction des contraintes
CSP (Constraints Satisfaction Problems).

Nous proposons I’utilisation d’une méthode de fouille basée sur la méthode A’
pour la solution du probléme de répartition des tiches temps réel. La conception du
répartiteur des tiches sera donc réalisée par une étude détaillée des propriétés de
I'espace d’états. Le chapitre 4 présente les étapes de conception de cette méthode de
répartition des taches. Les modifications apportées & la méthode de base ainsi que les

résultats théoriques obtenus seront également donnés dans le prochain chapitre.
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Chapitre 4

Méthode heuristique de répartition des taches temps réel

Nous avons vu dans les chapitres précédents qu’il est important de satisfaire les
contraintes temporelles et spatiales dans les systémes temps réel & échéancier rigide.
Nous devons considérer les besoins en ressources et en communication des tiches
exécutant en paralléle. Ces besoins de 1’ensemble des tdches sont souvent représentés
sous la forme d’un graphe. Toutes les tiches doivent pouvoir utiliser les processeurs et le
réseau de communication de sorte que les contraintes temporelles et spatiales peuvent

étre satisfaites en tout temps.

Ce chapitre présente une nouvelle méthode hors ligne pour la répartition des tiches
temps réel a échéancier rigide dont le probléme est représenté par le modéle RTTR-(<,
u) défini dans le chapitre 3. Cette nouvelle méthode détermine un horaire d’exécution et
effectue la répartition des tiches avant le lancement de cellesci dans le systéme
paralléle. La répartition des tiches est basée sur une méthode de fouille heuristique
développée spécialement pour la solution du probléme de répartition des tiches en mode

hors ligne.

4.1 Méthodes de fouilles heuristiques

La solution des problémes par la fouille est une technique trés utilisée dans le
domaine de la recherche opérationnelle et dans le domaine de I’intelligence artificielle
[DEOS82], [KORS88]. Les algorithmes classiques tels que la fouille en profondeur

d’abord, la fouille en largeur d’abord et la fouille a colt uniforme ont été introduits pour
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résoudre un nombre de problémes pratiques [MAR84] [KAR93] [NIL80]. Il est possible
de formuler tous ces algorithmes de fouille comme des techniques de fouille dans un

espace d’états.

Il a ét€¢ montré dans le chapitre 3 que le probléme de la répartition des tiches
RTTR~(<, u) est un probléme qui appartient a la classe NP-complet. Ce genre de
probléme peut étre solutionné en un temps polynomial par des machines non
déterministes. Malheureusement il n’existe pas, a I’heure actuelle, une implantation
concréte de ces machines non déterministes. Donc, il peut s’avérer inutile de considérer
la résolution de notre probléme par une machine non déterministe. Or, les méthodes de
fouille heuristique simulent justement certains aspects du comportement des machines
non déterministes. Il est vrai que le comportement non déterministe simulé par les
méthodes de fouille est trés limité Aprés tout, la fouille est réalisée par des ordinateurs
qui sont déterministes. Néanmoins, les méthodes de fouille heuristique présentent un
aspect trés intéressant, qui est I’incorporation de la notion du choix dans leur principe de
fonctionnement. En effet, lors du déroulement d’une fouille heuristique, on doit choisir

une transformation du graphe d’états, parmi un ensemble de transformations possibles.

Une machine de Turing non déterministe est caractérisée par l’existence d’une
fonction de transition qui place la machine dans un état choisi parmi un ensemble d’états
possibles (annexe B, définition B2.0.1). Une machine de Turing non déterministe peut
résoudre un probléme NP parce qu’elle peut deviner les bons états nécessaires a la
solution du probléme, parmi I’ensemble des états possibles, en un temps polynomial
[MOR98]. Certes, les méthodes de fouille ne peuvent donner une performance
équivalente car elles ne peuvent deviner une solution directement. Cependant, une
méthode de fouille heuristique offre la possibilité de choisir une transformation qui
convient aux buts recherchés. Ce choix est guidé par des heuristiques ou I’on espére

pouvoir conduire la fouille 4 une solution.
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4.1.1 Représentation du probléme dans la fouille heuristique

La condition nécessaire pour effectuer une fouille est une représentation adéquate
du probléme a solutionner [POH73]. En effet, si le probléme ne peut étre représenté
convenablement, on ne peut appliquer la fouille heuristique pour le solutionner. D’une
maniére générale. un probléme de fouille P est caractérisé par un 4-uplet P = (E, s;, M,
B)ou
» FEest ’ensemble des états représentant I’espace d’états du probléme;

& 5; € E est un état initial du probléme;
= M={m,m, ..., m:} est’ensemble des opérateurs de transformation;
= B={by, by, ..., by} est’ensemble des états but du probléme.
(4.1.1.1)

L’ensemble M représente les opérateurs qui transforment le probléme d’un état
donné en un autre état. L’application successive de ces opérateurs doit nous conduire a
un des états but de I’ensemble B. L’ensemble des opérations de transformation est une
solution possible du probléme. Evidemment si B & E alors une telle solution ne peut
exister. Dans ce cas, la fouille n’est pas applicable au probléme. En pratique, il est trés
difficile de connaitre a priori I’inclusion de B dans E. Puisque cette connaissance revient
a décider un probléme. Dans ce contexte, méme une machine non déterministe ne peut
faire mieux qu’une machine déterministe (section 3.4.2, chapitre 3). La méthode de
fouille heuristique doit donc inclure un mécanisme de vérification pour contrdler les

situationsou B ¢ E.

Dans notre probléme de répartition des taches temps réel, chaque état dans £ est
une décision d’assignation d’une tiche 7 & un processeur j sous forme d’un couple noté
(T, P). L’état initial du probléme est une assignation vide. L’ensemble des opérateurs de
transformation M représente l’ensemble des régles heuristiques utilisées pour la
génération de nouvelles assignations (T}, P;). On appellera M I’ensemble des régles de

génération. Une répartition compléte des tiches dans le réseau des processeurs est
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réalisée lorsque la fouille a atteint I’un des buts de I’ensemble des états but B. Autrement
dit, un horaire complet d’exécution des tiches est obtenu. Donc, le probléme de
répartition des tdches temps réel peut étre représenté par un probléme de fouille
heuristique caractérisé par un 4-uplet P, = (£, 5, M, B) ou
* [ est’ensemble des états représentant toutes les assignations (7, P;) du probléme;
8 5 € F est une assignation tiche-processeur vide;
= M= {m, my, ..., m} est 'ensemble des régles heuristiques de génération des
assignations candidates;

* B={b),b, ..., b} est '’ensemble des assignations finales du probléme.

(4.1.1.2)

Pour faciliter la lecture de ce chapitre, nous considérerons désormais un état du
graphe d’états comme synonyme d’une assignation dans un horaire d’exécution. Nous
construisons un horaire d’exécution des tiches, en partant d’une assignation vide s, par
la génération successive de nouvelles assignations (T}, P;). Puisque pour chaque état du
probléme il peut exister un grand nombre d’assignations possibles, les régles de
génération M sont utilisées pour limiter ces assignations en un sous-ensemble utile. Les
régles de génération doivent générer que les assignations (T, P;) qui satisfont les
contraintes temporelles et spatiales imposées. Si un tiche 7; est forcée a étre assignée au
processeur P, (contrainte spatiale) alors il est inutile de générer des assignations (7}, £;)
pour j # m. De méme pour les contraintes temporelles. Si a I’état n, le processeur P; est
déja utilisé a sa pleine capacité alors les assignations générées par M pour cet état ne

doivent pas contenir le processeur P; (contrainte temporelle).

En dépit de I’application des régles de génération, il n’est pas garanti que les
assignations générées soient uniques. C’est pourquoi que les méthodes de fouille sont
munies d’une fonction de sélection. Cette fonction de sélection a pour réle de choisir une
seule assignation (T}, P;) parmi toutes celles générées pour un état du probléme donné.

Le processus de génération et de sélection des assignations continuera jusqu’a
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I’assignation de la derniére tiche du programme paralléle. Donc, la fouille rencontre un
état but dés que la derniére tdche est assignée a un processeur. En retragant toutes les
assignations (T}, P;) effectuées depuis I’état initial s jusqu’a I’état final rencontré, on peut

produire un horaire complet d’exécution des tiches.

Un horaire d’exécution est un ensemble ordonné de couples H = {((T\, P, 1),
((T.l: R[ $] tz)a vovy ((I‘l, Pj)m tn)} 0‘:1
* (T, P est I’assignation de la tiche T; dans le processeur P; pour la & entrée de
I’horaire d’exécution;

* 1 est le temps de départ de la tiche contenue dans la k° entrée de I’horaire

d’exécution.
(4.1.1.3)
i ~ !”—”—”-"—"_“_"-"-“_]
! Ensemble des états duj I | Ensemble des toutes les assignations -
| probléme { + taches-processeurs possibles I
: o :

-

| i:vide |
: A :
! P |

:[ Etat inital !'| Uneassignation tiche-processeur

Régles de génération qui tiennent i
: | compte des contraintes temporelles et i
. | spatiales des tiches :
| NN |
. i .

| ;o . ] )
. 2 [ "

: Lgm but du probléme | | Horaire d'exécution est un horaire .
I : complet |

JU

— e b e mm— e s e emmt et st e e et A e s - e e

Probléme de fouille Probléme de répartition des tiches

: Opérateurs de T
| transformation

Figure 4.1 Représentation du probiéme par la fouille heuristique.

Un horaire d’exécution JH est un horaire acceptable si toutes les assignations (7}, P;)

contenues dans [’horaire satisfont les contraintes temporelles et spatiales imposées. De
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plus, lorsque || est égale au nombre de tiches dans le systéme, |’horaire est un
horaire acceptable complet ou siniplement horaire complet lorsque le contexte est clair.
L’objectif de la répartition des tiches par la fouille heuristique est donc de produire un
horaire complet en utilisant le modéle du systéme des taches et le modeéle du systéme des
processeurs développés au chapitre 3. Cet horaire complet est un horaire dans lequel
toutes les assignations des tiches satisfont les contraintes temporelles et spatiales en tout
temps. Enfin, la figure 4.1 est un schéma résumant notre formulation du probléme de
répartition des taches dans le domaine des problémes de fouille.

4.2 Fouille heuristique pour la répartition des taches

L’ensemble des actions possibles et disponibles & une méthode de fouille est donné
par les opérateurs de transformation. Dans ce sens, un opérateur de transformation est
une action qui fait passer la méthode de fouille d’un état x & un autre état y. L’ensemble
des opérateurs de transformation et 1’état initial forment un espace d’états. Ainsi, un
chemin dans I’espace d’états est une séquence d’actions qui conduit la méthode de
fouille vers un des états but. Cette formalisation de la fouille heuristique est basée sur les

résultats de ’annexe D.

4.2.1 Conditions d’applicabilité

On représente par un graphe d’états I’ensemble des états du probléme. Un graphe
d’états est un graphe orienté. La section D1 de ’annexe D donne les définitions
concernant les graphes d’états. Dans notre probléme de la répartition des tiches,
’ensemble des assignations (T}, P;) peuvent avoir une cardinalité trés grande mais elle
est bornée. En effet, il existe m" assignations possibles pour un systéme a m processeurs
et a n tiches. Evidemment, on ne peut pas représenter toutes ces assignations

explicitement dans son graphe d’états. Autrement dit, la méthode de fouille pour la



89

répartition des tiches doit pouvoir explorer le graphe d’états du probiéme sans recourir a

une énumération explicite des assignations.

Un chemin dans un graphe d’états est une séquence d’actions qui conduit la
méthode de fouille vers un état but. Dans la répartition des tiches, ce chemin est une
séquence d’assignations qui forment un horaire complet acceptable du systéme des
tiches. Le graphe d’états qui représente ce probléme est un graphe fini puisque le
nombre maximal d’assignations est m". Comme le graphe d’états du probléme de
répartition des tdches est un graphe d’états fini, il est également borné sur L ou L est la
longueur généralisée applicable dans l’gspace d’états (théoréme D3.0.4). En utilisant la

logique du théoréme D3.0.6, on peut déduire le théoréme suivant.

Théoréme 4.2.1 1l existe une séquence d’assignations des tdches partant de 1'horaire

vide jusqu'a un horaire complet si un horaire complet existe pour le probléme.

Démonstration Le théoréme D3.0.6 indique trois conditions pour qu’une telle
séquence d’assignations puisse exister: /) la finitude du graphe d’états; ii) le graphe
d’états est borné sur L; iii) le graphe d’états est accessible. Nous savons que le nombre
d’assignations est borné donc le graphe est fini. D’apres le théoréme D3.0.4, un graphe
d’états fini est bomé sur L. Donc, cette deuxiéme condition est remplie. Un graphe
d’états est dit accessible si I’ensemble des états but est non vide et coincide avec
’ensemble des états du probiéme. Cette derniére condition ne peut étre vérifiée que lors
de la fouille car nous ne connaissons pas d’avance la composition de I’horaire complet.
O

Le graphe d’¢états du probléme de répartition des tiches est trés grand. On ne peut
que 'expliciter partiellement a I'aide des régles de génération. Si un horaire complet
existe, il ne sera découvert que par une application successive des régles de génération.

Autrement dit, I’horaire complet sera construit d’une maniére progressive. Méme dans
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cette condition, on peut montrer que I’assignation des tiches de I’horaire complet peut

former un horaire a coiit minimal.

Théoréme 4.2.2 Un horaire complet est a coit minimal pourvu que ses horaires

partiels soient aussi a codt minimal.

Démonstration Nous savons, par les corollaires découlant du théoréme D3.0.6, que le
chemin joignant un état » a un état but est minimal si 1’état n est situé sur un chemin
minimal. De plus, le chemin joignant un €tat n et son successeur m est également un
chemin minimal si n et m sont situés sur un chemin minimal. Transposons les états en
assignations de tiches de la forme (7}, P)), les chemins en séquences d’assignations et le
théoréme est démontré.

O

La conséquence directe de ce théoréme est la possibilité de construire un horaire
complet minimal par une fouille progressive de |’espace d’états du probléme. Certes, la
condition d’un graphe d’états accessible (théoréme 4.2.1) est une condition sine qua non
pour la construction d’un horaire complet. Mais comme nous allons le voir, il est
possible de détecter cette condition par une réalisation judicieuse de la méthode de
fouille.

4.2.2 Méthode de fouille heuristique

D’aprés les théorémes 4.2.1 et 4.2.2, nous pouvons réaliser une méthode de
répartition heuristique pour la construction progressive d’un horaire complet a coiit
minimal. Cette méthode heuristique doit pouvoir profiter des connaissances spécifiques
4 la répartition des tiches temps réel et des connaissances relatives aux propriétés de

I’espace d’états du probléme.
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De plus, si £ est 'ensemble des états du probléme et B est I’ensemble des états
« but » alors la méthode heuristique doit pouvoir détecter la condition
EnB=3. (42.2.1)
Si la condition (4.2.2.1) est vérifiée alors la méthode de fouille doit terminer
immédiatement son travail. En d’autres mots, si £ ~ B = @ alors il n’existe pas

d’horaire complet. La méthode heuristique doit signaler cette situation et terminer la

fouille.

Alors, deux scénarios sont possibles lorsque la méthode de fouille s’arréte. Le
premier est la détection de la condition (4.2.2.1). Le second scénario est la rencontre
d’un état but avec un horaire complet (minimal ou non). L’objectif ici est de réaliser une
méthode de répartition des tiches qui n’admet que ces deux conditions d’arrét. Une
premiére ébauche de la méthode de fouille heuristique proposée est présentée dans les

figures 4.2 2 4.5. La nomenclature du pseudo-code est montrée dans le tableau 4.1.

Tableau 4.1 Nomenclature utilisée pour le pseudo-code.

Etiquette Signification
CHEMIN(n) Fonction qui retourne toutes les assignations effectuées jusqu’a
I’assignation n.
EXTRACTION() Fonction qui sélectionne une assignation parmi les assignations
disponibles dans la liste /.
fn),f(n) Valeur et valeur mémorisée de la fonction heuristique pour
I’assignation n.

GENERATION(n)  |Fonction qui réalise la génération des assignations (T}, P)) selon
les régles de génération a partir de I’assignation .
MISE-A-JOUR() Fonction qui réalise la mise 4 jour des valeurs de f et des
pointeurs des assignations obtenues.

OUVERT, FERME |Listes contenant les assignations (7; , P;) générées par les régles
de génération et par la fonction heuristique de contrdle.

PRED(n) Fonction qui retourne I’assignation précédente a I’assignation n.

SUCC(n) Fonction qui retourne une assignation suivante a I’assignation n,
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Type-composé Assignation
1 réel £, _ .. // mémorise la valeur heursitique f
2 pointeur Assignation prédécesseur; // pour retracer I'horaire
) _ . // complet
3 tache & // tache assignée au processeur p
4 processeur p; // processeur choisi pour ¢
5 } réel temps; // temps de départ de la tache t

Figure 4.2 Pseudo-code pour la structure de données des assignations.

}?unction MISE-A-JOUR
1 PRED(p) « m;
2 } fipyer;

Figure 4.3 Pseudo-code pour la fonction MISE-A-JOUR.

Function EXTRACTION(LISTE )

{
1 retour ({n

}

neG.f(=min S (o)}
pe

Figure 4.4 Pseudo-code pour la fonction EXTRACTION.

Cette méthode est une variation de la méthode A*. La méthode de fouille
heuristique A* est connue pour son efficacité optimale [HAR68], [HAR72], [DEC88].
Nous avons congu cette variante de A* dans le but d’obtenir certaines propriétés

souhaitées pour la répartition des tiches. Ces propriétés sont données  la section 4.2.3.

La méthode de fouille débute par I’extraction d’une premiére assignation n de la
liste OUVERT. Initialement la liste OUVERT est vide. Donc, les régles de génération
doivent générer un ensemble d’assignations susceptibles d’étre choisies par la fonction

d’extraction. Le pseudo-code de la figure 4.4 présente le contenu de la fonction
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EXTRACTION. L’extraction s’effectue en prenant une assignation qui donne une valeur
minimale pour la fonction d’évaluation heuristique f{n). L’assignation choisie par la

fonction d’extraction est retirée de la liste OUVERT et placée dans la liste FERME.

?déthode Répartition
ftesesll%natlon n, p;
1 OUVERT « {s}; FERME « {@}; f{s) « O;
2 %ant que OUVERT != {3}
¢31 gl(r_l Eg'l}l%g? %bg%;;) arrét("Succeés"); } // solution !
: ME S
7 répéter v p = GEN]'ERA’I'ION(n)
8 <R .
o S 255 : %’mwn%]li"i‘ SO aa™ MISEAJOURG:
TR~ SN
13 F%% l~'ERll'\'r¥R {p}; d
14 51 ((p € OUVERT) && (p « FERME)) alors
15 { MISE-A-JOURQ;
16 OUVERT « OUVERT + {p};
\ }

17 \ arrét("Echec”); // pas de solution !

Figure 4.5 Méthode de répartition des tiches (fonction principale).

Ensuite, on génére un ensemble d’assignations a 1’aide des régles de génération
mais en tenant compte de I’assignation n choisie (ligne 7, figure 4.5). Les éléments de
cet ensemble d’assignations sont ensuite classés par la méthode de fouille (lignes 8 a
16). Si I’assignation générée est déja dans la liste OUVERT et qu’elle posséde une valeur
heuristique f plus petite que celle déja calculée (f°), alors la méthode doit effectuer une
mise & jour de ces valeurs heuristiques. Si 1’assignation générée est déja dans la liste

FERME et qu’elle posséde une valeur heuristique f plus petite que celle déja calculée £,
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alors on effectue une mise a jour de ces valeurs heuristiques. On retire 1’assignation de
FERME pour la placer dans OUVERT. Autrement dit, cette assignation est candidate pour
étre développée ultérieurement. En fin, si ’assignation générée est une nouvelle
assignation (qui n’est pas déja dans les listes OUVERT et FERME). On doit alors effectuer
une mise a jour de ces valeurs heuristiques et placer I’assignation dans la liste OUVERT.

Cette assignation est également une candidate pour étre développée plus tard.

La fonction de mise & jour (MISE-A-JOUR) est appelée pour modifier la valeur de la
fonction heuristique stockée et changer le pointeur de ’assignation précédente. Le
stockage de la valeur de f est nécessaire parce que la valeur de f est dynamique. Elle
dépend des assignations effectuées précédemment. La mise 4 jour du pointeur
prédécesseur (ligne 1, figure 4.3) est nécessaire pour permettre i la fonction CHEMIN de

présenter ’horaire complet une fois la fouille terminée.

Ainsi, la liste OUVERT est utilisée pour entreposer les assignations candidates pour
le développement. On choisit toujours une assignation & développer dans OUVERT. La
liste FERME sert surtout & éviter le bouclage dans la fouille. En effet, une assignation
développée n est toujours placée dans la liste FERME. Elle est remis dans OUVERT si n
donne une valeur heuristique plus petite que celle mémorisée (ligne 10 a 13, figure 4.5).
On ne reconsidére une assignation déja développée que si elle présente une meilleure
(plus petite) valeur heuristique comparée a celle obtenue lors de son développement

précédent.

Nous pouvons comparer le fonctionnement de la méthode Répartition 4 de I’eau
qui coule sur une surface. L’eau provient d’une source qui est [’état initial du systéme.
Elle se déplace en suivant un chemin qui a une pente la plus abrupte localement.
Lorsqu’elle entre dans un minimum local elle forme une riviére et ce, jusqu'au
débordement. Méme si le minimum global est situé dans le cratére d’un volcan, il suffit

que le niveau d’eau puisse monter suffisamment pour atteindre le bord du cratére et elle
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finira par couler jusqu’au plus profond du cratére. Par cette analogie, la liste FERME
correspond & la surface sous ’eau de la riviére et la liste OUVERT correspond a la bande
de terre le long du rivage. Cette méthode de fouille procéde toujours a partir du point le

plus bas du rivage.

4.2.3 Propriétés de la méthode Répartition

Dans la méthode de la figure 4.5, il n’existe que deux points de sortie possible. La
ligne 4 est une sortie avec un horaire complet. La ligne 17 est une sortie avec aucun
horaire. Evidemment, le comportement de la méthode de répartition est fortement
influencé par la fonction de contrdle heuristique f{n). Aprés tout, c’est cette fonction
heuristique qui agit comme guide lors de la fouille dans I’espace d’états du probléme de
répartition. Nous pouvons tirer deux propri€tés importantes de la méthode de répartition

des tiches sous certaines conditions concernant la fonction heuristique d’évaluation f{n).

Propriété 4.2.3.1 La méthode de fouille s’arréte en sortant a la ligne 4 ou a la ligne
17.

Propriété 4.2.3.2 S’il existe un horaire complet pour les tiches, la méthode de
fouille le trouvera en sortant a la ligne 4.
[

La propriété 4.2.3.1 indique que le répartiteur des tiches ne pourra jamais boucler
indéfiniment. Cette propriété d’arrét est importante car elle donne I’assurance que la
répartition des tdches terminera éventuellement son travail en donnant soit un horaire
complet soit un message d’erreur. Quant a la propriété 4.2.3.2, elle indique que le
répartiteur des tiches s’arrétera a coup sir en produisant un horaire complet si un tel

horaire existe. Les conditions nécessaires et suffisantes pour que ces propriétés soient
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présentes dans la méthode de répartition des tiches sont données ci-dessous. Pour
exprimer succinctement ces conditions nous allons définir quelques termes pour

simplifier les énoncées.

Définition 4.2.3.1 Une itération de la méthode de répartition des tiches est une
boucle compléte des lignes 2 a 16 de la figure 4.5. L’exécution de la fonction

d’extraction a la ligne 3 4 la * itération est appelée la i* extraction.
|

Définition 4.2.3.2 On désigne par ¢ l’ensemble des numéros d'itérations de la
méthode de répartition des tiches. ¢ = {1, 2, ...z} ou z est le dernier numéro d’itération

juste avant la sortie de la méthode.

Définition 4.2.3.3 On dénote par f(n) la valeur de la fonction d’évaluation
heuristique calculée 4 la ;¢ itération.

Définition 4.2.3.4 On dénote par f,(n) la valeur de la fonction d’évaluation

heuristique mémorisée 4 la i° itération.

Définition 4.2.3.5 On dénote par W ’ensemble des valeurs possibles donnée par la
fonction d’évaluation heuristique f{n).
|

Définition 4.2.2.6 On dénote par OUVERT; et FERME; le contenu des listes OUVERT
et FERME 4 la £ itération de la méthode de répartition des tiches.
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La condition 4.2.3.1 est une condition nécessaire et suffisante pour que la propriété
4.2.3.1 soit présente. Cette condition assure donc la propriété d’arrét de la méthode de
répartition des taches. L’ensemble des conditions 4.2.3.1 a 4.2.3.3 sont nécessaires et

suffisantes pour que la méthode Répartition s’arréte et retourne un horaire complet.

Condition 4.2.3.1 Pour toute assignation » déja générée, V j € ¢ ou est le dernier
numéro d’itération, 3 i € N de tel sorte que si I’assignation n est réévaluée par le

répartiteur alors pourj > i = fi(n) > f, (n).

Condition 4.2.3.2 Vie @,3 0 € W tel que f{n)) < ©. n; est une assignation extraite

ala i* itération de la répartition des tiches.

Condition 4.2.3.3 Viep,3we W,3ke N tel que fin) <o = 7(s,n,)<k.n
est une assignation extraite a la # itération de la répartition des tiches et 7(s,n,) est le
nombre minimal d’arcs dans le graphe d’états reliant 1’assignation initiale s (horaire

vide) et ’assignation obtenue a la # itération.

Théoréme 4.2.3.1 La propriété 4.2.3.1 est présente et la méthode de répartition des
tdaches doit éventuellement terminer son exécution si et seulement si la condition 4.2.3.1

est satisfaite.

Démonstration La condition 4.2.3.1 est nécessaire. A cause de la facon dont la

fonction MISE-A-JOUR effectue son travail, les numéros d’itération j > i implique

nécessairement que f(n) = f,(n). La condition est suffisante car le graphe d’états du
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probléme de répartition des tiches est un graphe fini. Pour que la méthode ne s’arréte
pas il faut que I’'une des assignations soit extraite et remise dans liste QOUVERT
indéfiniment. Pour pouvoir rencontrer cette situation de bouclage, il faut qu’une
assignation posséde des valeurs f strictement plus petites a chaque réévaluation. La
condition 4.2.3.1 interdit cette situation de bouclage et la méthode doit éventuellement

terminer son exécution en sortant a la ligne 4 ou a la ligne 17.

a

Lemme 4.2.3.1 Si le graphe d’'états G du probléme de répartition des tdches est
accessible alors la liste OUVERT est toujours non vide lors d’une extraction quelconque

réalisée a la ligne 3 de la figure 4.5.

Démonstration Si G est accessible, c’est-a-dire G posséde au moins un état but.
Alors il existe une séquence d’assignations depuis I’horaire initial vide s jusqu'a un
horaire complet. Considérons la i itération. Si s € OUVERT,, alors OUVERT est non vide.
Considérons le cas ou s € FERME;. Notons par y la séquence d’assignations ¥ = ay, ay,
...,ap avec ag = s et ap € B (ensemble des horaires complets possibles). Un état but n’est
jamais développé a la ligne 4 de la figure 4.5. Donc, a, ¢ FERME,. Par conséquent, 3 j €
N, 0 <j <b tel que g; soit le dernier élément de y dans FERME,. Si g; a été placée dans
FERME 4 la x® itération pour x < i alors 4 la i€ itération tous ses successeurs auront été
développé grice 4 la boucle des lignes 7 2 16. A la # itération tous les successeurs de a;
seront dans OUVERT; ou dans FERME;. Mais comme g; est le dernier élément de ¥, dans
FERME;, I’élément suivant a;., doit étre dans OUVERT;. Donc la liste OQUVERT n’est

jamais vide lorsqu’un horaire complet existe.

Théoréme 4.2.3.2 La propriété 4.2.3.2 est présente et la méthode de répartition des
tdches s’arrétera avec un horaire complet si et seulement si les conditions 4.2.3.1,
4.2.3.2 et 4.2.3.3 sont satisfaites.
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Démonstration La condition 4.2.3.1 est nécessaire et suffisante pour l'arrét de la
méthode de répartition des taches. La condition 4.2.3.2 est nécessaire pour que les
valeurs de f{n) soient bornées. La condition 4.2.3.3 est nécessaire pour que le nombre
d’assignations de I’horaire initial jusqu’a I’assignation de la  itération soit borné.
Puisque la condition 4.2.3.3 est satisfaite alors Vi € 9, 3w € W, I ke N tel que fin)
< © = fi(s,n,) < k. Puisque la condition 4.2.3.2 est satisfaite alors Vi € 9, 3o € W tel
que fin)) <. Donc, Vie 9,3 ke N telquen;e Eou E= §{n | A(s,n)<k}. Or, le
graphe d’états du probléme de répartition des tiches est fini, £ est également un
ensemble fini (théoréme D3.0.2). Alors pour que la méthode ne s’arréte pas, il faut que
I'une des assignations de E soit extraite indéfiniment de la liste OUVERT. Ce qui est
impossible par la condition 4.2.3.1. Donc la méthode de fouille s’arrétera
éventuellement. D’aprés le lemme 4.2.3.1, la liste OUVERT n’est jamais vide si un
horaire complet existe. Alors, la seule sortie possible de la méthode est une sortie avec
un horaire complet.

O

Donc, un répartiteur de tiches réalisé par la méthode de la figure 4.5 posséde une
fin d’exécution indubitable et un résultat assuré si les trois conditions 4.2.3.1, 4.2.3.2 et
4.2.3.3 sont satisfaites.

4.2.4 Caractéristiques de la fonction heuristique f{r)

Pour que la méthode de répartition des tiches termine toujours son exécution, nous
devons satisfaire la condition 4.2.3.1. Pour pouvoir produire un horaire complet nous
devons satisfaire la condition d’arrét et les conditions 4.2.3.2 et 4.2.3.3. Toutes ces
conditions exigent un nombre de caractéristiques intrinséques a la fonction de

d’évaluation heuristique f{n).
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En effet, pour la condition d’arrét (condition 4.2.3.1), la fonction f{r) doit étre
définie de maniére & obtenir fi(n) > f, (n) lorsque j > i. Cette caractéristique de f{n) est
possible si la fonction heuristique A(n) est décroissante finie. Une fonction est
décroissante finie si dans la suite de valeurs prises par A(n), il n’existe pas de sous-suite
infinie qui soit strictement décroissante [EPP9S]. Le terme g(n) n’intervient pas dans
cette caractéristique puisqu’il est calculé en fonction de n et non en fonction du numéro
d’itération (définition D2.0.1, Annexe D). Autrement dit, g{(n) = g(n). La caractéristique
décroissante finie de A(n) est obtenue dés que A(n) prend ses valeurs dans un ensemble
qui est fini [EPP95]. Si I’image de n sous 5 est un ensemble fini alors la condition
d’arrét de la méthode est satisfaite. Les lemmes 4.2.4.1 et 4.2.4.2 ainsi que le théoréme

4.2.4.1 démontrent ce fait.

Lemme 4.2.4.1 [EPP95] Une fonction heuristique h(n} qui prend ses valeurs dans un

ensemble fini est une fonction heuristique décroissante finie.

Démonstration Par contradiction. Supposons que h(n) prend ses valeurs dans
’ensemble ¥ du monoide des valeurs d’arcs. ¥ < R est un ensemble infini. Alors, V m
€ V,3 nétatde G, 3 i € @ un numéro d’itération pour lequel s(n) < m. I est possible de
trouver un numéro d’itération j € @ pour lequel A(n) < A(n). De méme, 3 k € @ un
numéro d’itération pour lequel A(n) < h(n) et ainsi de suite. On obtient alors une sous-
suite infinie strictement décroissante. Or, ce n’est pas possible si I’ensemble des valeurs
de h(n) est un ensemble fini. Forcément, la valeur de h(n) ne sera plus distincte pour
certains numéros d’itération si I’ensemble des valeurs de 4(n) est un ensemble fini.

O

Lemme 4.2.4.2 Dans un graphe d’'états G fini, borné sur L et sans circuit, f(n) est

décroissante finie pourvu que h(n) soit aussi décroissante finie.



101

Démonstration Par contradiction. Supposons que fln) = r(g(n), A(n)) n’est pas
décroissante finie pour un état n donné. Il existe alors une sous-suite infinie de f qui est
strictement décroissante pour cet état. Noter cette sous-suite infinie de valeur par f, > f}
>f>...>0ua<b<c<.. <sontles numéros d’itération. Les valeurs de g(n) ne
dépendent que de » alors nous avons g, = g, = g. = ... =. La fonction heuristique 4(n) est
décroissante finie. Donc, au deld d’un certain numéro d’itération i nous aurons v > u > §
= hy(n) 2 h,(n). C’est-a-dire, h(n) prend un nombre fini de valeur distincte strictement
décroissante. Puisque le graphe d’états est fini, borné sur L et sans circuit, la relation r
du monoide de valeurs est croissante a droite ainsi f, = r(gy, h(n)) = r(gu, h{n)) = r(g,,
h,(n)) = fu. Donc, au dela d’un certain numéro d’itération i, f, 2 f, pour v > u > i. Ce qui
contredit la supposition initiale.

()

Théoréme 4.2.4.1 Si la fonction h(n) prend ses valeurs dans un ensemble fini alors

S 2 f.(n) pourj > i

Démonstration Par le lemme 4.2.4.1, la fonction heuristique h(n) est croissante finie si
elle prend ses valeurs dans un ensemble fini. Par le lemme 4.2.4.2, f{n) est également
croissante finie. Donc, f{n) n’a pas de sous-suite infinie strictement décroissante. A
cause de la fagon dont les valeurs de f sont misent a jour (ligne 9, 11 et 15 de la figure

4.5) alors 4 un certain numéro d’itération i on aura fi(n) > f, (n) pourj > i.

m|

Pour satisfaire a la condition 4.2.3.2, la fonction d’évaluation heuristique doit
avoir f{n;) < @ ou n; est I’assignation extraite de la i€ itération et ® une valeur de
I’ensemble image f- Donc, les valeurs de f doivent étre borées. Nous pouvons choisir @

= j'(n) si la fonction heuristique A(n) est congue de sorte que a(n) < r(c(n, n"), A(n")) o
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n’ est un état successeur de n et c¢(n, n’) est le coiit exigé pour passer de I’état n 3 |’état

n’. En effet, le théoréme suivant montre que ce choix est acceptable.

Théoréme 4.2.4.2 Pour un graphe d’états G fini, borné sur L et sans circuit, la
Sfonction d’évaluation heuristique f(n) est bornée si h(n) <r(c(n, n’), h(n')) et ¥V b € B,
h(b) = & L’état n’ est le prédécesseur de l’état n, B est I'ensemble des états but et ¢ est

[’élément neutre de la relation r.

Démonstration V n € G, h'(n) est définie puisque G est fini, borné sur L et sans
circuit. Donc, 3 b € B tel que h'(n) = L'(n, B) = L'(n, b) (définition D3.1.2, Annexe D).
Alors V i € @ numéro d’itération ou I’état n est évalué et V i € ¢ numéro d’itération ou
I’état b est évalué nous avons h{n) < r(L"(n, b), hy(b)). Vu que h(b) = €, nous pouvons
écrire A(n) < r(h'(n), €) = h'(n). Puisque r(g(n), h(n)) est une estimation de r(g’(n), A'(n))
(section D2, Annexe D), nous pouvons affirmer que f{n) < /(). Donc, la fonction
d’évaluation heuristique f{n) est bornée par f'(n).

a

En terme pratique, le théoréme 4.2.4.2 indique que la fonction d’évaluation f{n)
doit toujours sous-estimer le coft réel de la solution finale. Le caractére optimiste de la
fonction heuristique A(n) a été souligné dans la présentation de I’annexe D. Il est 4 noter
que l’inégalité h(n) < r(c(n, n"), h(n")) est équivalente a h(n) < h(n") si la relation r du
monoide de valeurs est (R", +). Dans ce cas, I’élément neutre £ du monoide est 0 et c(n,
n’) > e. Il est évident que h(n) < A(n’) < c(n, n’) + h(n") pour le monoide (R", +). La
fonction d’évaluation heuristique f{n) = g(n) + h(n) est donc une relation du monoide de

valeurs (R", +) dans lequel g(n) > 0 et h(n) > 0.

Finalement, pour satisfaire la condition 4.2.3.3, il faut bomer les valeur de f et

bomer le nombre d’assignations dans [’horaire partiel obtenu a la i€ itération. Pour
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parvenir a borner le nombre d’assignation dans un horaire partiel, il suffit que I’on ait
fn) 2 L(s, n;). Puisque le graphe d’états du probléme est borné sur L (voir I’annexe D,
définition D3.0.10), Vie ¢, 3w € W, Ik e N, L(s, n) < @ = n(s, n;) < k ot n; est
I’assignation extrait 4 la * itération de la répartition des tiches et 1(s, n;) est le nombre
d’assignations dans le graphe d’états reliant I’assignation initiale s (horaire vide) et
I’assignation obtenue 4 la i itération. Si n(s,n,) est le nombre minimal d’assignations
dans I’horaire partiel, alors L(s, m) < © = n(s, n) < k = 1(s,n,)<k puisque
fi(s,n,) Sn(s,n,) . Quand nous avons f{n;) = L(s, n;) cela signifie que pour fn;) < ®, nous
avons aussi L(s, n;) < . Donc, n) < ® = n(s, n) < k. La relation fn;) = L(s, n)

satisfait donc les graphes d’états borné sur L.

Tableau 4.2 Caractéristiques de la fonction f{n).

Caractéristique Signification Caractéristique Signification

fn) 2fi'(n),j>i. Critére d'arrét | h(n) < h'(n) = fn) S £ (n). | Critére d’arrét et
fbornée
fn) <o. festbomée | h(n) < h(n") = fln) <fn). JSbornée
) < A(s.n)<k. Nombre > o' (n). Nombre

fn) <o = n(s,n) <k d’assignations est Amzg () d’assignations
borné est borné

En pratique, la relation f{n;) > L(s, n;) est équivalente 4 la relation frn) > g'(n).
Prenons n = n,, et par la définition D3.1.1, g‘(n) =L (s, n). Alors nous avons f{n;) 2 L (s,
n;). Selon le théoréme D3.0.5, pour un graphe d’états fini, borné sur L et sans circuit, il
existe une séquence d’assignations tel que L(s, n;) = L (s, m;). Donc, f(n;) 2 L(s, n;) et est
équivalente a f{n;) > g'(n,). Enfin, nous récapitulons les diverses caractéristiques de la

fonction d’évaluation heuristique f{n) dans le tableau 4.2.
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4.2.5 Complexité temporelle et spatiale

Les aspects les plus contraignants de la méthode Répartition sont le temps de
réponse et sa demande en mémoire. Tout d’abord, cette méthode génére toutes les
successeurs possibles pour chaque assignation retenue (ligne 7, figure 4.5). Aprés
traitement par la boucle principale (ligne 7 a ligne 16. figure 4.5). les successeurs sont
placés dans la liste OUVERT ou dans la liste FERME. Donc, toutes les assignations
candidates pour le développement seront éventuellement développées et conservées en

mémoire.

On peut toujours construire un graphe d’états ott la méthode Répartition génére un
nombre exponentiel d’assignations candidates. Sans aucune modification de cette
méthode, la quantité de mémoire exigée peut devenir trop grande méme pour les
ordinateurs les plus puissantes dont nous disposons aujourd’hui. Puisque I’on calcule
pour chaque assignation développée sa valeur heuristique f{n) (ligne 8, figure 4.5), le
temps de réponse de la méthode de répartition des tiches peut aussi avoir une
complexité exponentielle. Donc, les aspects avantageux de la méthode Répartition sont
en fait obtenus sans égard & son comportement général en terme de complexités

temporelles et spatiales.

Nous montrons maintenant la condition suffisante pour que la méthode de
répartition des tiches géneres un nombre exponentiel d’assignations candidates. Ce cas
pathologique a ét€ démontré par Martelli dans [MAR77]. Elle utilise un résultat sur les
anomalies de l’algorithme de Dijkstra pour le calcul d’un chemin minimal dans un
graphe orienté simple, sans circuit et dont les arcs peuvent avoir des valeurs positives ou
négatives [JOH73]. Pour les besoins de cette démonstration, nous utilisons |’ensemble
des assignations candidates pour représenter la taille du probléme. La raison est que la
méthode Répartition ne développe pas explicitement tout I’espace d’états lors de la
fouille. Elle ne considére que la partie intéressante indiquée par la fonction d’évaluation

heuristique f{n). On ne peut donc pas utiliser la grandeur du graphe d’états pour
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représenter la taille du probléme. La définition 4.2.5.1 donne une caractérisation de

I’ensemble des assignations candidates.

Définition 4.2.5.1 Soit un graphe d’états G = (S, 4) ou S est I’ensemble des
assignations et 4 est ’ensemble des arcs pondérés reliant les assignations de S. Une
assignation est une candidate pour le développement si elle appartient 4 I’ensemble S’ =
{stu{n | rg'(n), h(n)) < f'(s) et au moins un parent de n est dans S’} . Dans cet
ensemble d’assignations candidates, s est ’assignation initiale (horaire vide) et la
relation r(-,-) est celle définie dans le monoide de valeurs (Annexe D, définitions
B3.0.4). S’ c S est ’ensemble des assignations dont la valeur de a fonction d’évaluation
heuristique f{n) est inférieure a celle du plus petit chemin entre I’assignation initiale s et
Pensemble des buts.

|

Cette définition de |’ensemble des assignations candidates est correcte puisque la
méthode Répartition développe toujours les assignations parmi celles qui ont une valeur
heuristique inférieure a la f(s). Méme si certaines d’entre-elles ne seront pas

éventuellement développées, elles sont néanmoins conservées en mémoire.

Définition 4.2.5.2 La taille du probléme est la cardinalit¢ de |’ensemble des

assignations candidates N = |s’].

Nous utilisons une analogie entre I'algorithme de Dijkstra et la méthode
Répartition pour montrer que la méthode de répartition des tiches peut générer un
nombre exponentiel d’assignations candidates. Nous pouvons effectuer cette
correspondance, parce que I’algorithme de Dijkstra est analogue a celui de la fouille
heuristique lorsque le terme heuristique A(n) = 0 [MAR77]. Pour ce faire, nous

construisons un graphe D pour lequel I'algorithme de Dijkstra s’exécute en O(2%)
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itérations [JOH73]. Par la suite, nous effectuons une transformation d’un graphe D en un
graphe d’états G pour démontrer qu’il existe des problémes ou notre méthode de
répartition des tiches développe un nombre d’assignations candidates dont la cardinalité
est une fonction exponentielle de la quantité N.

D’abord construisons un graphe D orienté simple avec N sommets, sans circuit.
Les valeurs des arcs peuvent étre positives ou négatives. Utilisons les formules de
constructions suivantes [JOH73] pour les valeurs des arcs (n;, ;) avec i > .
colm, m) = -2,
(R, ny) = cpny, m) - (272 + 1), 2<i<N, (4.2.5.1)

co(ni, np1) = cp(mi, ) + 1, 1<j+l1 <i<N.

Figure 4.6 Graphe D construit selon les valeurs d’arcs données par les équations
(4.2.5.1).

La figure 4.6 montre un exemple de ce graphe avec ¥ = 5. Remarquer que ce
graphe posséde des valeurs d’arcs qui sont exactement — (22 + 1) pour 1 <i < N. Sile

sommet de départ s est 7y alors le chemin minimal entre s et un sommet 7; est

g(n\\') = 09
gn) =g(n) - @72+ 1), 1<i<N, 4.2.5.2)
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N-f

g(nl)=zco(nk¢|’nk), 1<i<WN.

k=t

Par inspection de la figure 4.6 la suite d’arcs n;, n.y, ..., Mikst, M €st le chemin minimal
des sommets 7, 4 n;. et I’algorithme de Dijkstra s’exécutera en O(2") itérations pour un
tel graphe [JOH73].

Figure 4.7 Graphe D augmenté par I’addition de deux sommets ng et 71+1.

Maintenant augmentons le graphe D par I’addition de deux nouveaux sommets ng

et nw+ avec les valeurs d’arcs suivantes:

e |
cp(m,n) == cp(n,m,), (42.53)
=]
-1
Cp (M) == Cp(Mym )+ (R +1). (4.2.5.4)

[
Ces valeurs sont choisies de fagon a faciliter la transformation des graphes d’états en un
graphe D. La figure 4.7 est le graphe D augmenté. Prenons ny.; comme sommet de
départ. L’algorithme de Dijkstra s’exécutera de la méme fagon mais avec deux itérations
supplémentaires. La complexité temporelle de I'algorithme Dijkstra est toujours
exponentielle dans le graphe D augmenté.
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En prenant ny comme un état but et ny.+; comme une assignation initiale nous
pouvons appliquer la méthode de répartition des tiches a ce graphe D augmenté avec un
terme heuristique (n) nul. La fouille heuristique de la méthode de répartition des tiches
se comportera alors exactement comme [’algorithme de Dijsktra [MAR77]. Autrement

dit, la méthode Répartition développera un nombre exponentiel de sommets avant la fin

de son exécution.

Pour la transformation d’un graphe D en un graphe d’états G. La condition

suffisante est donnée par les valeurs heuristiques et les valeurs d’arcs suivantes

[MAR77]:

h(no) = h(n) =0, (4.2.5.5)
h(n) = h(n.y) + (22 +2), 1<i<N, (4.2.5.6)
ca(mi, ) = co(n, ny) + h(ny) — h(ny), i>j. (4.2.5.7)

Il suffit donc de prendre le graphe augmenté D et d’appliquer les équations (4.2.5.5) a
(4.2.5.7) pour obtenir un graphe d’états G. Ainsi, le graphe D augmenté de la figure 4.7
peut étre transformé en un graphe d’états G tel que montré dans la figure 4.8.

Dans le graphe d’états obtenu, le colt de I’arc reliant ’état ny.; et 1’état ny est
exactement égal a la valeur heuristique de [’état ny. C’est-a-dire, cp(nn+1, ny) = A(ny).
C’est pour cette raison que le graphe d’états G ne contient pas I’état ny.;. Dans cette
figure, la valeur heuristique /() est indiquée dans les carrés.

II est & remarquer que le graphe d’états G obtenu posséde une caractéristique bien
spéciale. En effet. pour chaque arc reliant les états n; et n; avec i > j, nous avons toujours
h(n;} = h(n;) > c(n;, n;). Autrement dit, nous avons construit un graphe d’états dans lequel
le terme heuristique A(n) ne donne pas une bonne estimation de /'(n) peu importe le

choix de I’état successeur. Dong, la transformation d’un graphe orienté et sans circuit de
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valeurs d’arcs positives ou négatives selon les régles (4.2.5.5) a (4.2.5.7) produit un
graphe d’états orienté et sans circuit de valeurs d’arcs positives avec h(n;) — h(n;) > c(n;,
n;) pour i > j. Ce graphe d’états est équivalent au graphe D augmenté, cela signifie que la
fouille heuristique de la méthode de répartition des tiches doit effectuer O(2%)
développements avant de terminer son exécution. Puisque la méthode conserve tous les

états développés en mémoire, sa complexité spatiale est également O(2%).

1t I

19

Figure 4.8 Graphe D augmenté est transformé en graphe d’états G.

Le point a souligner est que tout graphe d’états pour lequel A(n;) — h(n)) > c(n;, ny)
est vrai, le nombre d’états développés sera toujours une fonction exponentielle de . En
pratique il est trés difficile de trouver des heuristiques qui peuvent garantir que A(n;) —
h(n)) < c(ny, ny), Y, ny, i > j. Dong, la croissance exponentielle est une éventualité qui est
caractéristique des méthodes heuristiques. Parce que la condition A(n;) — h(ny) < c(n;, n),
Vn;, n;, i > j dépend fortement de la fonction heuristique h(n), il arrive fréquemment
qu’une méthode heuristique puisse solutionner facilement un probléme p mais échoue

lamentable pour un probléme semblable p ' a cause de I’explosion combinatoire.

Pour la mise en ceuvre pratique de la méthode de répartition des tiches, nous

devons apporter quelques modifications a la méthode Répartition. Nous devons ramener
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le temps de réponse de la répartition des tiches en une fonction polynomiale de N et
empécher la croissance exponentielle dans [’utilisation de la mémoire pour le stockage

des états lors de la fouille.

4.3 Meéthodes de fouille avec limitation de la mémoire

Pour les fouilles heuristiques, la croissance exponentielle de la mémoire utilisée
est un probléme plus aigu que la complexité temporelle. La raison est que ’espace de la
mémoire disponible peut étre complétement utilisée en quelques secondes. Par exemple,
un poste de travail Sun Ultra-10 posséde une puissance de traitement de 100MIPS (méga
instructions par seconde) et une capacité maximale de 2Go de mémoire vive. Supposons
que la cardinalité de I’ensemble des assignations candidates N est de 40 et que chaque
assignation occupe 100 octets de mémoire. Ainsi, 100 x |2%] ~ 110 x 102 octets sont
nécessaires pour conserver toutes les assignations en mémoire. Cette quantité de
mémoire dépasse largement la capacit¢ maximale de la machine. Supposons que le
temps nécessaire pour développer une assignation est de 100 instructions. Alors, la
mémoire vive disponible sera complétement utilisée en moins de 4 minutes. Ainsi, le
probléme de la complexité spatiale se manifeste bien avant celui de la complexité

temporelle.

Pour palier & ce probléme de complexité spatiale, nous pouvons imposer une limite
a la grandeur des listes OUVERT et FERME utilisées dans la méthode de fouille. Or, le
simple fait de limiter la grandeur de ces listes rend la méthode inopérante. Il faut non
seulement limiter la grandeur de ces listes mais aussi conserver certaines informations

additionnelles qui peuvent continuer a guider la fouille.

Dans la littérature, deux voies s’offrent pour réaliser cet objectif. La premiére
consiste 4 maintenir, par des modifications mineures, les caractéristiques avantageuses

de la méthode Répartition sous certaines conditions et d’imposer directement une limite
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fixe au nombre d’états conservés en mémoire. L’autre voie consiste a utiliser une
méthode de fouille classique réputée pour avoir une complexité spatiale linéaire. Puis
ajouter des informations heuristiques pour qu’elle devienne une méthode de fouille
heuristique. Ces deux fagons d’agir se ressemblent mais produisent des méthodes de
fouille qui différent beaucoup dans leur comportement. Cependant, elles ont toutes un
point en commun. Toutes ces méthodes de fouille avec limitation de mémoire doivent
effectuer explicitement de 1’élagage pour réduire le nombre d’états conservés en

mémoire.

La méthode SMA" est une méthode de fouille heuristique qui impose directement
une limitation sur la quantit¢ de mémoire utilisée pour le stockage des états générés
[RUS92]. Cette méthode utilise une seule liste OUVERT de grandeur MEM-MAX. Les
états sont entreposés dans cette liste en ordre décroissant de la valeur heuristique f- Cette
méthode de fouille effectue un élagage explicite lorsque le nombre d’états générés est
supérieur 3 MEM-MAX. L’élagage dans SMA" consiste 4 enlever un état de OUVERT
ayant la plus grande valeur heuristique /. Le monoide de valeurs utilisé est (R", +).
Donc, f{n) = g(n) + h(n) et g(n), h(n) € R".

Les figures 4.9 4 4.13 sont le pseudo-code de la méthode SMA'. Elle suit
essentiellement les mémes démarches que celles de la méthode Répartition. La
différence est dans la limitation explicite de la taille de la liste OUVERT (ligne 14, figure
4.9) et I'implantation d’une fonction d’élagage (ligne 22, figure 4.9). La fonction
COMPLET sert a indiquer si un état a €té complétement développé. Un état est
complétement développé si tous ses successeurs sont générés. Pour pouvoir continuer la
fouille malgré la possibilité d’élagage d’un état, la meilleure valeur heuristique f est
mémorisée dans les ancétres de tous les états complétement développés (ligne 17, figure
4.9 et fonction RETRO-PROPAGATION de la figure 4.13).
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Méthode SMA*(entier MEM-MAX)
{
Assignation m, n; entier usage;
1 OUVERT « {s}; usage « 1; // sestl'état initial du probléme
2 répéter
{
3 si ((OUVERT = {@} |l (s) = o)) alors { arrét("Echec™)};
4 m « EXTRACTION(OUVERT);
5 si (film) = «) alors // remettre le parent de m dans OUVERT
6 OUVERT « OUVERT + {m.prédécesseurt;
7 autrement {
8 n « GENERATION(m); // génére un successeur de m
9 si n e B alors { HORAIRE(n); arrét("Succés”); } // solution !
10 si (n !=bidon) alors // m est sans issue par manque
11 si (NBPARENT(n) > MEM-MAX) alors // de mémoire ?
12 n « bidon;
13 si (n '=bidon) alors
14 fin) « max(fim), g(n) + h(n));
15 autrement // m est sans issue !
16 fin) « w;
17 si COMPLET(m) alors RETRO-PROPAGATION(m);
18 si (Am) '= x) alors {
19 si COMPLET(m) alors
20 OUVERT« OUVERT - {m};
21 usage « usage + 1;
22 si usage > MEM-MAX alors {
23 ELAGAGE(OUVERT);
24 usage « usage - 1;
}
25 OUVERT « OUVERT + {n};
}
}
}
}

Figure 4.9 Pseudo-code de SMA* (fonction principale).
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Type-composé Assignation
{
1 réel f; // Valeur de la fonction d'évaluation.
2 réel fim; // Meilleure valeur de f pour la partie
// élaguée du graphe d'états.
3 Pointeur Assignation prédécesseur; // Pour retracer la solution.
4 liste Assignation successeurs;// Pour retracer les successeurs.
5 entier nbsucc; // Nombre de successeurs.
6 taiche T; // Tache assignée au processeur P.
7 processeur P, // Processeur choisi pour T
8 réel temps; // Temps de départ de la tache T
}

Figure 4.10 Type de données utilisé par SMA".

Fonction ELAGAGE(liste Assignation )
{
// L'élagage copsiste a éliminer une assignation de la liste OUVERT.
// L'assignation a élaguer est celle qui posséde la plus grande
// valeur de la fonction d'évaluation heuristique f.
Assignation p, g;
1 pe—max{figiougel
// Enlever cette assignation de son prédécesseur
2 p.prédécesseur.successeurs < p.prédécesseur.successeurs - {p},
// Mettre a jour la valeur f du prédécesseur pour la partie élaguée
// du graphe d'états. Maintenir toujours la valeur minimale.
3 p.prédécesseur.fm=(p.f < p.prédécesseur.fm)?p.f: p.prédécesseur.fm;
// Effacer p de la mémoire
4 effacer (p);

}

Figure 4.11 Fonction d’élagage réalisée par SMA".

La fonction d’élagage est exécutée dés que le nombre d’états en mémoire dépasse
la taille MEM-MAX. L’élagage consiste a éliminer, de la liste OUVERT, I'état qui

posseéde la plus grande valeur de f. Puisque 1’on souhaite obtenir une solution a un plus
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petit colit possible, I’élimination de I'état avec la plus grande valeur de f est une

politique convenable.

Booléen Fonction COMPLET(Assignation n)
{
// Vérifier si n est complet. C'est-a-dire, tous les successeurs de n
// sont générés.
si n.nbsucc = longueur(n.successeurs) alors
retourne (VRAI);
autrement
retourne (FAUX);

B W N

}

Figure 4.12 Fonction qui vérifie si une assignation a été complétement développée.

Fonction RETRO-PROPAGATION(Assignation n)

{
. // Cette fonction propage la valeur minimale de la fonction
// d'évaluation heuristique f des successeurs de n vers ses ancétres.
Assignation p; réel fm;

// Mettre a jour la valeur fde n. Si certains successeurs sont
// élagués alors utilise la valeur élaguée pour effectuer la mise a
// jour.

1 fm = min(f{p)) ol p e n.successeurs,
2 si n.nbsucc = longueur(n.successeurs) alors
3 n.f= fm;
4 autrement
5 n.f = min(fm, n.fm);
// Mettre a jour le prédécesseur de n
6 si (n.prédécesseur) alors
7 RETRO-PROPAGATION(n.prédécesseur);

}

Figure 4.13 Fonction qui effectue la propagation de la valeur f vers les ancétres.

En effet, lorsqu’un état n posséde une valeur fn) = a, le chemin passant par n ne

. peut avoir un coiit inférieur a o {RUS92]. Donc. en élaguant un état avec une valeur f
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maximale, nous sommes certains qu’il existe des chemins 4 moindre coit partant des
autres états qui sont encore dans la liste OUVERT. Dans ce sens, |’élagage dans SMA” est
plutdt conservateur. La méthode de fouille heuristique SMA' posséde la méme
puissance que la méthode Répartition [RUS92] sous une condition qui est nécessaire et

suffisante. Cette condition concerne la taille de la mémoire disponible pour la fouille.

Théoréme 4.3.1 [RUS92] La fouille heuristique SMA" est garantie d’obtenir une
solution a cotit minimal si et seulement si MEM-MAX est plus grand ou égal au nombre

d’états générés pour le chemin menant vers la solution a coiit minimal.

a

Autrement dit, en donnant 4 la méthode SMA' une liste OUVERT de grandeur

convenable mais finie, la méthode trouvera toujours une solution minimale si elle existe.

[=0+12=12

«(A,G)

f(n) = g(n) + h(n)
gn) = g(n") +c(n", n)
10+5=15 @ @ 8+5=13  pn' est le prédécesseur de n

20+5= 25+5=29 16+2=18
,

30+1=31  24+0=24

Figure 4.14 Graphe d’états pour la démonstration des méthodes de fouille.

Les figures 4.14 et 4.15 donnent un exemple de fonctionnement de cette fouille
heuristique avec limitation de la mémoire. La figure 4.14 est un graphe d’états contenant
11 états. A cdté de chaque état est indiqué la valeur de £ La valeur des arétes représente
le cotlt nécessaire pour passer d’un état & un autre. Enfin, 1'état J est un état but et sa

valeur heuristique # est nulle.



116
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@ [a m(a) [B]A m(a) [B]G

QUVERT A
Méthode SMA’ 15 9 h 9 @ 13
MEM-MAX =5 A est complet; 7

rétropropagation des valeurs;
enléve A de QUVERT;

C|H|B

3) I3 4) 5}’3/ 5) 15
()

A m AG AG
is(B) (G)n 1s(B) (G 18 18(29)
m
n :. i .:
n (H) 18 (H)18(1) 29 18(1) 29
G est complet; ) teeneeeeed
rétropropagation des valeurs;  Elaguer L.
enléve G de OUVERT.
7 18
D|H JIH
AGB A GB
18(29) 25(25) 18(29)
Vecseseol 25 : '
Bestcomplet;, o :
rétropropagation des valeurs; n n est un état but .
enléve B de OUVERT; Elaguer C. 54  Solution: A, G, H, J.

Figure 4.15 Application de la méthode de fouille SMA® (MEM-MAX = 5).

La méthode SMA" utilise un monoide de valeurs (R*, +) et calcule le terme g(n)
d’une maniére récursive. Ainsi, la valeur de g de I’état n est la somme de la valeur g de
son prédécesseur n”’ et du coiit nécessaire pour passer de I’état n’* 4 I’état n. Donc, la

valeur de g(n) dépend uniquement de n. Le terme g de I'état initial est nul.
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La figure 4.15 est une application de la méthode SMA" au graphe d’états de la
figure 4.14. La quantité¢ de mémoire est suffisante pour entreposer 5 états. Les états
placés dans la liste OUVERT sont en ordre décroissant selon leur valeur heuristique f. La
fouille s’effectue en développant toujours 1’état avec la plus petite valeur de f. Dans la
figure 4.15, I’état le plus a droite de la liste OUVERT posséde la plus petite valeur
heuristique.

A I’étape 2, tous les successeurs de I’état A sont développés et la plus petite valeur
f de ses successeurs est rétro-propagée. L’état A est enlevé de la liste OUVERT mais
conservé en mémoire. La rétro-propagation de la valeur minimale de f est également
effectuée dans les étapes 4 et 6. L’élagage est nécessaire a I’étape 5. L’état a élaguer est
celui qui posséde la plus grande valeur de la fonction heuristique dans la liste OUVERT.

A D’étape 5, I’état a élaguer est I’état I et il est indiqué par un carré pointillé. L’état
but est trouvé a |’étape 7 par le développement de I’état J. La solution obtenue est A, G,
H, J. Les états générés par la méthode SMA sont: A, B, G, H, I, C, D, J. Les états
développés sont : A, G, B, H. En utilisant un taille de mémoire MEM-MAX égale a 5, la
méthode SMA" appliquée au graphe d’états de la figure 4.14 n’a pas eu a redévelopper

les états déja visités.

Cependant, en pratique, il est souvent impossible de connaitre a priori le nombre
d’états générés pour I'obtention d’une solution. Si le nombre d’états nécessaires pour
I’obtention d’une solution est supérieur 3 MEM-MAX, alors SMA" terminera son
exécution dans un état indéterminé. La méthode de fouille SMA" est incapable de
produire des solutions partielles. Les figures 4.16 et 4.17 donnent le résultat d’une
fouille par la méthode SMA® dans le graphe d’états de la figure 4.14 mais avec une
quantité de mémoire MEM-MAX = 3. La méthode de fouille ne pourra pas trouver une

solution puisque le chemin de la solution contient 4 états.
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0) 12 2) 2 13
@ [a BlA m(A) [B]G
OUVERT A
Méthode SMA®
MEM-MAX =3 5(B) (©
A est complet; n
rétropropagation des valeurs;
enléve A de OUVERT;
3) 13 (15) 5) 15(15)
I
A G A G
I est complet; 18(18)

des valeurs m 0 , 9{’
Elagage de B. >
rétropropagation des valeurs; on
enléve G de OUVERT; élagage H. bidon o
6) 7y  15(15) 8 15(15)
1|G (o) |H
A A G
D = H est complet; @ /8{00)
remettre le parent de [ rétropropagatio w
dans la liste. n des valeurs
< () m
rétropropagation des valeurs; _%n
enléve G de OUVERT; élagage I. bidon o
9) 10)
H|G H{G|A
A
fH) ==, AG) ==;
remettre le parent de H  remettre le parent de G
dans la liste. dans la liste.

Figure 4.16 Application de la méthode SMA" avec MEM-MAX = 3.
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1)

A est comp'l’et, .
rétropropagation des valeurs;  Elaguer G. rétropropaganon des valeurs;
eniever A de QUVERT; enlever B de QUVERT;
élaguer H. élaguer C.
14) 25(e0) 15) 16) 25(x0)
(A) (D D|B
A B A B
2525 AD) =,
2) G remettre le parent de D
dans la liste.
m Q /2$/ ]
on Best complet,
bidon o rétropropagation des valeurs;
D est complet; enlever B de OUVERT;
rétropropagation des valeurs; élaguer D.
17) 0 25(x) 18)
C C
A B
o A B
/ﬁ(w) e Sf{A) = «. L'état initial posséde
désormais une valeur infinie. Aucune
Etat C est complet; solution n'est possible.

/}( 0 m  rétropropagation des valeurs;
*n
bidon o

Figure 4.17 Suite de I’application de la méthode SMA" avec MEM-MAX = 3.

La méthode de fouille termine son exécution a I’étape 18. Aucune solution n’a pu
étre trouvée. Les états générés par la fouille sont : A, B, G, H, I, H, B, C, D, C. On voit
I"action de la rétro-propagation des valeurs dans les figures 4.16 et 4.17. Elle permet 4 la
méthode SMA’ d’élaguer certaines parties du graphe d’états tout en conservant
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suffisamment d’information pour les redévelopper plus tard. Cependant, la rétro-
propagation des valeurs empéche |’obtention des chemins partiels lors de la fouille. En
effet, lorsque la méthode de fouille rencontre un cul-de-sac (par manque de mémoire ou
parce que l'état développé est sans issue), la valeur de la fonction d’évaluation
heuristique devient infinie. Si la mémoire allouée pour la fouille est insuffisante alors la
valeur infinie sera rétro-propagée dans tous les états retenus en mémoire. Cette situation
est rencontrée dans I’étape 17 de la figure 4.17. En conclusion, la rétro-propagation des
valeurs peut aider a retenir les chemins intéressants des sous-graphes élagués. Mais elle

peut aussi effacer tous les chemins partiels obtenus lors de la fouille.

Une approche différente de celle utilisée dans SMA* est la méthode ITS
[GHO94]. Cette derniére profite du fait qu'une fouille en profondeur d’abord a une
complexité spatiale linéaire. Si la longueur de la solution minimale est / alors sa
complexité spatiale est simplement O(/). Pour contrdler la profondeur de la fouille, et du
méme coup empécher une fouille sans issue, la méthode ITS utilise un facteur de
contrdle qui indique a la méthode la profondeur maximale a fouiller [KOR85]. Ce
facteur de contrdle est justement la fonction d’évaluation heuristique £. Donc, ce sont les

valeurs de f qui guideront la fouille.

A P'invocation de la méthode ITS, la profondeur de la fouille est donnée par la
valeur de la fonction d’évaluation heuristique / appliquée a I’état initial s du probléme.
La méthode retient alors la valeur minimale f° obtenue des successeurs de |’état initial s.
Une seconde itération est ensuite enclenchée avec comme point de départ 1'état initial du
probléme et a une profondeur donnée par la valeur /°. On procéde de la méme fagon
jusqu’a ce qu’on rencontre un état but. Si les valeurs de la fonction d’évaluation
heuristique sont monotones et décroissantes alors la fouille finira par trouver le chemin
minimal entre I’état initial et [’état but. En tout moment de la fouille, on ne retient que le
chemin partiel qui a conduit a la valeur minimale de £ Donc, la complexité spatiale de la

fouille est une fonction linéaire de la longueur du chemin minimal parcouru.
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Cependant, la fouille en profondeur d’abord utilise trop peu de mémoire car elle ne
conserve pas les états déja rencontrés. La génération multiple des états déja développés
n’est pas rare dans ce genre de fouille. Par conséquent, méme si la complexité spatiale
de la fouille en profondeur d’abord est linéaire, il n’en demeure pas moins que sa

complexité temporelle est souvent exponentielle.

La méthode ITS apporte une solution intéressante au probléme de complexité
temporelle des fouilles heuristiques en profondeur d’abord. Tout comme la méthode
SMA', la méthode ITS utilise une procédure d’élagage explicite. L’¢élagage des états sert

surtout 2 compenser la limitation de la mémoire disponible.

Pour ne pas perdre les parties du graphe d’états élaguées, la méthode ITS utilise
une technique de rétro-propagation fort différente de celie réalisée dans SMA". En fait, il
n’y a pas vraiment de rétro-propagation des valeurs heuristiques. Il s’agit plutét d’une
mise a jour d’une quantité qui est représentative de la valeur heuristique /- Le principe de
fonctionnement de I’élagage et de la mise a jour de f dans la méthode ITS est comme
suit. Lors de la fouille heuristique, un arbre de fouille est maintenu implicitement. Les
états sont générés un a un puis placés dans I’arbre de fouille a I’aide de liens reliant les
états.

La méthode ITS construit cet arbre de fouille implicite d’'une maniére particuliére.
En effet, lorsqu’elle place un état n généré dans I’arbre, elle crée en méme temps des
liens virtuels entre 1’état n et ses successeurs qui ne sont pas encore générés. Il est tout &
fait possible de créer ces liens virtuels puisque nous disposons de I’ensemble des
opérateurs utilisés dans la génération des états. Au lieu de les invoquer sur I’état n pour
générer ses successeurs, la méthode ITS effectue un simple test d’applicabilité de ces

operateurs pour connaitre le nombre de successeurs de 7.
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La méthode ITS crée un lien virtuel pour chaque opérateur applicable. Ainsi, pour
chaque état n considéré, un ensemble de liens virtuels (n, 2(n)) sont placés dans ’arbre
de fouille implicite ol Q est I’ensemble des opérateurs applicables. Les états dont les

successeurs sont liés par des liens virtuels sont candidats pour I’élagage [GHO9%4].

Chaque lien (m, n) de I’arbre de fouille contient une variable B. Cette variable sert
a maintenir I’estimation du coit du chemin minimal passant par les états m et n. La
variable B, est initialement réglée a f{m) = g(m) + h(m) lorsque 1’état m est placé dans
I’arbre de fouille.

La valeur B, est mise a jour a chaque élagage de 1’état n. Il est & noter que la
méthode ITS utilise aussi un monoide de valeurs (R", +). Lorsque I’état n est choisi
pour étre élagué, la mise a jour de B, est effectuée en prenant la plus petite valeur B de
tous les liens virtuels de 1’état n. La Figure 4.21 est le pseudo-code principal de la
méthode ITS. Les structures de données nécessaires sont un peu plus complexes. La

Figure 4.18 présente une fagon possible pour représenter ’arbre de fouille.

’{l‘ype-composé Lien

// idm et idn sont des numéros représentant la position des états
// dans la liste sommets.

1 entier idm, idn; // mest le parent de n.
2 entier numop; // numéro de I'opérateur applicable
X // pour générer I'état n.
3 } réel p; // Valeur de mise a jour de ce lien.
’{I‘ype—composé Arbre // Arbre de fouille
4 Liste Assignation sommets;

5 | Liste Lien liens;

Figure 4.18 Données utilisées par la méthode ITS.
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Fonction AJOUTE(Arbre A, Assignation n, réel g, entier usage)
{
// cette fonction ajoute un état dans l'arbre implicite
entier i, nindice, nbliens,

// un état est un sommet dans I' arbre implicite

1 nindice « (A.sommets « n);
2 usage « usage + 1;
3 gn « g,

// s'il n'y a pas d'opérateurs applicables a I'état n ...
4 si (nbliens « OPERATEUR-APPLICABLE(n)) = Q) alors {

5 A.liens.idm « nindice; // ajouter un lien bidon
6 A.liens.numop « bidon;
}

7 autrement {
// ajouter des liens virtuels dans I'arbre implicite pour
// Yétat n.

8 pour i = l..nbliens {

9 A.liens.idm « nindice;

10 A.liens.numop « OPERATEUR-APPLICABLE(n);

11 A.liens.p « g(n) + h(n); // valeur initiale de ce lien virtuel
H

Figure 4.19 Fonction pour la construction de I’arbre de fouille.

Le pseudo-code de la Figure 4.19 montre les étapes impliquées dans la
construction de [’arbre de fouille. Les lignes 3 a 11 de cette figure indiquent comment
les liens virtuels sont insérés dans I’arbre en méme temps qu’un état #. Lorsque [TS
ajoute un état dans son arbre de fouille (Fonction AJOUTE, Figure 4.19), la méthode
calcule par la fonction OPERATEUR-APPLICABLE le nombre d’opérateurs applicables
pour I’état » sans les invoquer. Si n > 0, alors on ajoute également les liens virtuels de n
dans I’arbre. Par contre, si I’état n n’a pas de successeur, on lui assigne un lien spécial

pour empécher sa régénération (ligne 6, figure 4.19).
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Fonction ELAGAGE(Arbre A, réel z, entier usage)

{
// L'élagage de ITS consiste a éliminer de I'arbre implicite
// d'un état avec uniquement des liens virtuels dont p est
// supérieur a la seuil de profondeur heuristique.
Assignation p, q, n;

1 si (3 qlB,,> z V liens (q.n)
ou tous les liens de g sont virtuels) || (g est la premiére
assignation trouvée n'ayant que des liens virtuels)) alors

// mise a jour de la valeur p chez le parent de I'état a

// élaguer. Eliminer I'état a élaguer.

Bpq « min, B, ou p est le parent de g dans A;

A.sommets « A.sommet - {q};

A.liens « A.liens - (g, V) ou (g, ») sont tous les liens virtuels de q;
effacer (g); usage « usage - 1;

vl > W N

}

Figure 4.20 Fonction de mise a jour des valeurs de §§ dans ITS.

La fonction d’élagage des états (Figure 4.20)comprend également la routine de
mise a jour des valeurs des liens virtuels. Dans la fonction ELAGAGE, on élimine le
premier état trouvé qui est reli€ a tous ses successeurs par des liens virtuels ayant une
valeur B plus grande que le seuil heuristique z. L’élimination des états ayant des valeurs
de liens P > z est justifiée. Puisqu’un état ¢ possédant des valeurs B > z dans ses liens
avec tous ses successeurs signifie que les chemins passant par ¢ sont nécessairement de
cofit supérieur 4 z. Et puisque dans une itération donnée z est constante, il s’avére inutile
d’explorer les états dont la valeur B est plus grande que z. Enfin, la mise 4 jour consiste a
ajuster la valeur B du lien reliant 1'état g et son parent par la valeur minimale des valeur

Bq.- ol (g, r) sont les liens virtuels de q.
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Méthode [TS(entier MEM-MAX)

{

}

Arbre 4; Lien [, réel z; entier usage;
Assignation m, n;

AJOUTE(4, s, 0, usage); // s est 1'état initial du probléme
répéter {
// seuil de profondeur est ia valeur minimale de 3 des liens
// virtuels du graphe implicite A.
Z «min{p,, }, ¥(p,q) € Aol (p, g) estun lien virtuel du graphe
répéter tant que Bpe>2 Vgl e A {
// développer un état donc le lien virtuel posséde une
// valeur B < z.
1 « Premier lien virutel avec BmnsSzdans A
si A.sommets{Lm] ¢ B alors { // Solution !
HORAIRE(A.sommets{Lidm]); arrét("Succes”); }
// l'état m est sans issue alors régler g, 4 I' infinie.
si Lidn = bidon alors
1B o
autrement {
// élagage s'il y a lieu
si usage > MAX-MEM alors
ELAGAGE(A, z, usage);
// Installer le successeur de m dans l'arbre implicite
// en générant 'état n avec le numéro de I'opérateur
m = A.sommets{Lidm]; n « GENERATION(Lnumop);
AJOUTE(A, n, g{m) + c(m, n), usage);

Figure 4.21 Méthode de fouille heuristique ITS (fonction principale).
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La Figure 4.21 est le code principal de ITS. Cette fouille heuristique début par

I’insertion de I’état initial s dans 1’arbre de fouille (ligne 1). La profondeur de fouille z
est déterminée en utilisant la plus petite des valeurs B des liens virtuels dans 1’arbre. La

fouille demeure dans la zone délimitée par z tant et aussi long temps que la valeur B des

liens virtuels est plus petite que z. Le développement et I’élagage des états sont réalisés
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dans les lignes 5 a 12 de Figure 4.21. Un état est développé si et seulement si la valeur
du lien virtuel qui le relie 4 son parent est plus petite ou égale a z. Evidemment, un état

est élagué si le lien virtuel reliant I’état 4 son parent a une valeur g > z.

Les propriétés de la méthode ITS sont intéressantes. D’abord, elle ne mémorise
que les états du chemin en cours. Donc, sa complexité spatiale est linéaire. Lors du
développement d’un état, la méthode ITS sélectionne toujours un lien virtuel (m, n) de
valeur B, < z. Ainsi, elle développe toujours les états ou le chemin passant est le plus
court. Enfin, a cause de la fonction de mise a jour, aucun état ne peut étre généré plus
d’une fois dans la boucle principale (lignes 4 a 12, Figure 4.21) [GHO9%4].

Nous avons pu constater une propriété cachée de cette méthode qui peut nous étre
utile. Puisque la fouille heuristique réalisée par la méthode ITS ne mémorise que les
états du chemin en cours, n’importe quel état du graphe d’états peut agir comme point de
départ de la fouille. En effet, on peut démarrer la fouille heuristique ITS & un état x sans
avoir emmagasiné le chemin de 1’état initial a I’état x. Ce fait est une conséquence de la

mémoire a court terme de la méthode ITS.

Cependant, si la quantité de mémoire MAX-MEM est insuffisante alors aucune
solution partielle ne peut étre trouvée, ce qui est contraire 4 la méthode SMA". De plus,
si le graphe d’états n’est pas accessible, c’est-a-dire, le graphe d’états ne contient pas de

but, alors la fouille par la méthode ITS peut boucler indéfiniment sans jamais arréter.

La figure 4.22 donne un exemple de fonctionnement de cette fouille heuristique
avec limitation de la mémoire appliquée au graphe d’états de la figure 4.14 de la page
115. Rappelons-nous que la figure 4.14 est un graphe d’états contenant 11 états. L’arbre
implicite construit par la méthode ITS comprend les sommets qui sont les états générés
et les liens virtuels de ces états. Dans la figure 4.22, la quantit¢ de mémoire disponible

pour la fouille est suffisante pour emmagasiner 3 états.
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0 Méthode ITS D)

bidon 24

m est un état but .
Solution: A, G, H, J.

Figure 4.22 Application de la méthode ITS avec MEM-MAX =5.
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Dans I’exemple de la figure 4.22, la profondeur de fouille z a été réajustée a
plusieurs reprises lors de Ia fouille. La méthode TS développe toujours les états ayant
un lien virtuel donc la valeur P est inférieure ou égale 4 z. Les changements de la valeur
z ont eu lieu aux étapes 2, 5, 7 et 10. On peut considérer ces changements de z comme
des descentes dans le graphe d’états. Chaque descente conduit la fouille & des
profondeurs différentes et de plus en plus prés de I’état but. La solution de la fouille a
été obtenue a I’étape 10 et les états générés sont : A, B, G, H,I,C,D, H, J, K.

Dans cet exemple, le nombre d’états générés par la méthode ITS est plus élevé que
celui de la méthode SMA". Cependant, nous pouvons observer un avantage indéniable
de la méthode ITS. En effet, 4 1’aide d’une modification mineure, cette méthode est
capable de générer une solution partielle lorsque la mémoire disponible est insuffisante
pour qu’elle obtienne une solution. Cette situation est montrée dans la figure 4.23 et

. 4.24. La mémoire disponible est MEM-MAX = 3 et la méthode de fouille ne pourra pas

trouver une solution puisque le chemin de la solution contient 4 états.

0) Méthode ITs 1) m (A)
MEM-MAX =3

12 12 z=12 @ n

29

. Figure 4.23 Application de la méthode ITS avec MEM-MAX = 3.
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Aucun état ne peut étre élagué;
la longueur du chemin courant
29 est égal & l]a mémoire disponible;
solution partielle: A, G, H.

bidon

Figure 4.24 Suite de I'application de la méthode ITS avec MEM-MAX =3.

A I’étape 12 de la figure 4.24, la méthode a développé 1’état H et généré I’état J.
La mémoire disponible est épuisée. La méthode doit élaguer un état possédant des liens
virtuels. Or, aucun état de I’arbre implicite ne peut étre éliminé puisque le seul état ayant
un lien virtuel est I’état J et il n’est pas encore installé dans 1’arbre. Donc la méthode
doit s’arréter. Les états emmagasinés en mémoire au moment de 1’arrét constituent au

minimum une solution partielle. Il s’agit la d’un comportement naturel d’une fouille en
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profondeur d’abord. La mémoire utilisée par la fouille ITS contient les chemins partiels

de profondeur plus petite ou égale a z.

4.4 Synthése d’une nouvelle méthode

La méthode Répartiion présentée dans la section 4.2.2 est une méthode qui
garantie 1’obtention d’un horaire d’exécution complet. Dans cette méthode de répartition
des tiches, une fonction d’évaluation heuristique f{n) = g(n) + h(n) est utilisée pour
guider la sélection des assignations tache-processeur. Le monoide de valeurs est donc
(R", +). Le terme g(n) représente le coiit déboursé depuis 1’assignation initiale jusqu’a
’assignation n. Le terme heuristique A(n) représente une estimation du cofit encore a
débourser de 1’assignation 7 jusqu’a la fin de la répartition des tiches. Si un horaire
complet existe, alors son obtention est garantie par cette méthode (théoréme 4.2.3.2).
Cependant elle posséde une complexité spatiale qui est exponentielle. Son implantation
pratique n’est possible que pour des graphe d’états de trés petite taille & cause du nombre
d’états conservés dans les listes OUVERT et FERME (Figure 4.5). Pour des applications
pratiques, nous devons limiter [’utilisation de la mémoire en imposant une taille fixe a
ces listes. La taille de ces listes est alors considérée comme la mémoire disponible pour

effectuer la fouille heuristique.

La méthode SMA " [RUS92] réalise une telle méthode de fouille heuristique. Cette
méthode de fouille heuristique utilise une seule liste (c’est-a-dire, la liste OUVERT) et sa
taille est limitée a une valeur fixe MAX-MEM. Sa performance est comparable a celle
de Répartition si la taille de OUVERT est suffisante pour entreposer tous les états générés
pour le chemin menant vers un horaire complet. Si non, SMA " produira une erreur et son

état final est indéterminé (voir I’exemple des figures 4.16 et 4.17).

Une approche différente consiste a utiliser une liste de taille fixe pour

emmagasiner uniquement les assignations des chemins parcourus. C’est le principe de
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fonctionnement de la méthode ITS [GHO94]. Cette méthode est essentiellement une
fouille en profondeur d’abord avec comme seuil de profondeur la valeur donnée par
I’application de la fonction d’évaluation heuristique f{n) = g(n) + hA(n). Elle aussi utilise
un monoide de valeurs (R", +) et présente une performance comparable & une fouille en
profondeur d’abord classique si la mémoire disponible est suffisante pour entreposer
toutes les assignations de I’horaire complet. Cependant, le nombre de régénération des
assignations de ITS est plus élevé que la méthode SMA®. La méthode ITS peut donner
des horaires partiels a cause de la nature en profondeur d’abord de la fouille (voir
I’exemple des figures 4.23 et 4.24). Ces horaires partiels sont les assignations conservées
immédiatement avant 1’épuisement de la mémoire disponible. Un arbre implicite est
construit par la méthode ITS lors de la fouille. A cause de la structure des arborescences,
la méthode ITS peut débuter une fouille & partir d’un état quelconque de I’arbre de

fouille.

Il a été démontré que dans le chapitre 3, le probléme de la répartition des taches est
un probléme de la classe NP-complet. La répartition des tiches par ordinateur est donc
un probléme trés difficile & réaliser. Il est donc naturel de chercher une solution qui ne
sera pas nécessairement optimale. La technique heuristique représentée par la méthode
Répartition est excellente mais elle exige une quantité énorme de mémoire. Les
techniques heuristiques représentées par les méthodes SMA" et ITS sont des candidates
intéressantes. Or, la méthode SMA" nécessite une liste OUVERT de taille plus grande ou
égale 2 N (voir définition 4.2.5.2). La valeur de ¥\ n’est pas connue d’avance et on ne

peut la connaitre qu’une fois la répartition effectuée.

Pour la méthode ITS, elle demande une mémoire proportionnelle i la longueur du
chemin menant a un horaire complet. Comme le nombre d’assignations dans un horaire
complet est connu d’avance (c’est le nombre de tiches a répartir), on peut facilement
borner la taille de la mémoire 4 utiliser. Or, si la quantité de mémoire est tout juste

suffisante pour entreposer les assignations de 1’horaire complet, alors la méthode ITS
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doit régénérer un grand nombre d’états avant d’atteindre un état but. Cette méthode
utilise la mémoire disponible pour entreposer les assignations d’un horaire partiel de
longueur inférieure ou égale au profondeur de fouille z. Pour pouvoir fouiller d’autres
parties du graphe d’états de méme profondeur, elle doit élaguer un nombre
d’assignations de la mémoire. La possibilit¢ de régénération des assignations déja
rencontrées est donc grande. Par contre, dans le cas ou la mémoire disponible est
inférieure au nombre d’assignations de I’horaire complet ou si le graphe d’états n’est pas
accessible (sans état but), la méthode ITS peut quand méme produire des horaires

partiels.

s est 'assignation initiale;

b est une assignation finale;

/; sont les valeurs de la fonction
d'évaluation heuristique dans le
chemin menant vers un horaire
complet.

Figure 4.25 Espace d'états contenant un horaire complet.
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Une illustration intuitive du principe de fonctionnement de ces méthodes de fouille
montrée dans la figure 4.25. Dans cette figure, s représente I'état initial et b représente
un des états but. Un horaire complet comprend k assignations. Par conséquent, il y a &
valeurs de la fonction d’évaluation heuristique qui seront retenues lors de la fouille. Pour
satisfaire aux conditions d’arrét avec solution, les valeurs f; retenues forment une suite
finie non décroissantes f{ < 5 < ...< fi.i < fi (théoréme 4.2.4.2). On peut donc tracer un
ensemble de frontiéres, dans I’espace d’états, en fonction de ces valeurs heuristiques.
Les ovales de la figure 4.25 représentent justement ces frontiéres délimitées par les

différentes valeurs de f dans un horaire complet.

Dans cette représentation de I’espace d’états, les assignations qui sont situées entre
deux frontiéres f; et /j ont une valeur heuristique f; < f < f; pour f; < f;. Ces assignations
intermédiaires situées entre deux frontiéres sont des assignations indésirables. Elles sont
indésirables parce qu’elles ne répondent pas aux contraintes temporelles et spatiales
imposées ou parce qu’elles ménent & un chemin sans issue. Donc, une fouille efficace
doit pouvoir élaguer rapidement ces assignations intermédiaires. Les assignations situées
directement sur une frontiére donnée ont une valeur heuristique identique. C’est dans ce
cas que la performance des heuristiques de génération des assignations devient
importante. En effet, on doit pouvoir obtenir un ensemble de frontiéres dont le contour
est le plus aplati possible. Ainsi, la fouille peut concentrer I’effort de recherche dans une
bande étroite de I’espace d’états. On voit la I’importance des heuristiques utilisées dans

la génération des assignations candidates pour la continuation de la fouille.

La méthode SMA" utilise la rétro-propagation des valeurs heuristiques f dans les
ancétres de I’état élagué pour délimiter I’espace de fouille. Cette rétro-propagation peut
conduire la méthode & passer d’une frontiére a I’autre rapidement. La fouille effectuée
par SMA” est en largeur d’abord. Donc, plus les états indésirables sont élagués tot dans
la fouille, plus le balayage de I’espace d’états est efficace. Les états ancétres contiennent

suffisamment d’information des parties élaguées pour aider a la fouille méme si la
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méthode doit rebrousser chemin a cause d’un mauvais choix. Ce qui contribue a rétrécir

davantage la bande de I’espace d’états délimitée par les heuristiques de génération.

Tableau 4.3 Caractéristiques des méthodes SMA" et ITS.

Caractéristique

Méthode

Commentaire

Nature de la fouille

SMA"®

Cette méthode est une fouille en largeur d’abord
avec évaluation heuristique f{n) des états a
développer.

ITS

Cette méthode est une fouille en profondeur
d’abord. La profondeur de fouille est
continuellement ajustée par la fonction
d’évaluation heuristique f{n).

Elagage

SMA

L’élagage est réalisé d’une maniére explicite. Il
y a rétro-propagation des valeurs de la fonction
d’évaluation heuristique dans les ancétres de
1'état élagué.

ITS

L’élagage est réalisé d’une manicre explicite.
La valer de la fonction d’évaluation
heuristique est propagée au parent de I’état
élagué.

Arrét de la fouille

SMA

A cause de la rétro-propagation des valeurs,
cette méthode peut terminer son exécution son
exécution de deux fagons: /) arrét avec un
horaire complet; i) arrét avec f{s) = <.

ITS

La nature d’une fouille en profondeur d’abord
permet & cette méthode de produire un horaire
complet ou un horaire partiel.

Difficultés

SMA

La mémoire nécessaire pour la fouille est
difficile 4 déterminer. Lorsque la méthode
s’arréte a cause d’une manque de mémoire, son
état interne est indéterminé.

ITS

Lorsque les valeurs heuristiques f des états sont
éloignées les unes des autres, cette méthode doit
développer un grand nombre d’états pour
chacune des frontiéres de 1’espace d’états.
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Quant a la méthode ITS, elle repose sur la valeur heuristique f des états pour
déterminer la profondeur z de la fouille. Dans le cas idéal, les valeurs de z peuvent
correspondre a la valeur f des frontiéres et la méthode peut produire trés rapidement un
horaire complet. Mais normalement, la méthode ITS doit développer tous les états d’une
certaine profondeur avant de passer a une profondeur différente. Dans le pire des cas,

tous les états générés peuvent avoir une valeur heuristique f différente.

Pour la méthode ITS, cela signifie qu'un grand nombre de frontiéres
supplémentaires existent dans 1’espace d’états et elle doit les franchir une 4 une. Ainsi,
efficacité de la méthode ITS dépend trés fortement sur les valeurs de f. Plus les états
possédent une valeur f divergente, plus la méthode verra de frontiéres supplémentaires
dans I’espace d’états. En pratique, il est trés difficile de prévoir complétement le
comportement des fonctions heuristiques. La fonction d’évaluation heuristique f{n) peut
produire des valeurs trés rapprochées dans une région de I’espace d’états mais elles
peuvent diverger considérablement ailleurs. On voit par cette discussion que la fouille en
profondeur d’abord posséde une difficulté qui n’est pas présente dans la méthode SMA”.
Enfin, le tableau 4.3 de la page 134 est un résumé de quelques caractéristiques des
méthodes SMA” et ITS.

4.4.1 Méthode combinée
11 est donc difficile d’appliquer directement la méthode SMA” ou la méthode ITS

au probléme de la répartition des tiches. Par contre, il est tout & fait possible de réunir
les avantages de ces deux méthodes pour créer une nouvelle approche qui soit plus
performante. Il n’est pas nécessaire de s’acharner sur le probléme de la détermination de
N pour la méthode SMA" et sur la difficulté de la méthode ITS pour des valeurs f
divergentes. Nous pouvons utiliser une approche combinée de ces deux méthodes.
Autrement dit, nous pouvons accorder une quantité de mémoire disponible a la méthode

combinée pour le traitement du systéme des tiches. Si cette derniére obtient un horaire
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complet alors la répartition est une réussite. Par contre, si la mémoire réservée ne suffit
pas nous aurons quand méme un horaire partiel. Dans ce cas, nous pouvons enregistrer
I'horaire partiel sur disque et utiliser la derniére assignation trouvée comme état initial

pour relancer la répartition des tiches pour des traitements subséquents.

Nous pouvons justifier cette approche combinée par une analogie avec la capacité
d’arrét automatique des postes de travail Unix. Ces ordinateurs Unix sont munis d’un
sous-systéme de gestion d’énergie et peuvent s’arréter complétement aprés une période
d’inactivité de durée déterminée [SOL98]. Lors de I’arrét automatique, ces ordinateurs
enregistrent sur disque I’état de ses registres et les données qui sont en mémoire. Dés
que ces informations sont écrites sur disque, une séquence de terminaison est exécutée
pour mettre hors tension le systéme informatique. Aprés le redémarrage, ces ordinateurs
rechargent en mémoire toutes les informations enregistrées afin de permettre aux
utilisateurs de poursuivre leur travail. Les informations enregistrées contiennent
uniquement |’état du processeur et l’état de la mémoire au moment de I’arrét
automatique. Autrement dit, seule la configuration des états du systéme au moment de
I’arrét est conservée. Méme si I'ordinateur concermné a effectué un grand nombre
d’opérations avant l’arrét automatique, il n’est pas nécessaire d’enregistrer ces
opérations. La configuration des états du systéme au moment de P’arrét suffise pour

reconstruire |’environnement de travail.

Il en est de méme pour la méthode de fouille proposée. Dans cette approche,
I’enregistrement des chemins partiels de la fouille correspond a la sauvegarde de la
configuration des états des ordinateurs. Chaque chemin partiel enregistré peut étre
considéré comme une configuration d’un ordinateur en mode d’arrét automatique. Méme
si la méthode de fouille a effectué un grand nombre de générations et de
développements, la mémorisation du chemin partiel au moment de [I’enregistrement
suffise pour relancer la fouille. Donc, notre méthode consiste a effectuer une fouille

efficace dans I’espace d’états et dés qu’un chemin partiel est obtenu, elle I’enregistre sur
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disque. Ces chemins partiels seront examinés si la fouille initiale n’a pu produire un
horaire complet. Si tel est le cas, la méthode poursuivra la fouille en utilisant les chemins
partiels conservés. Les chemins partiels enregistrés peuvent engendrer d’autres chemins
partiels. La méthode relancera la fouille sur ces nouveaux chemins partiels et ainsi de

suite jusqu’a I’obtention d’un horaire complet.

Dans le cas ou le systéme des tiches ne posséde pas d’horaire complet. Nous
aurons quand méme les horaires partiels générés lors des fouilles. Ainsi, il est possible
de suggérer les modifications & apporter au systtme de tiches et au réseau des
processeurs pour que la répartition soit une réussite. Ces modifications seront formulées
a ’aide d’une analyse postopératoire des chemins partiels finaux obtenus par la méthode
de répartition des tiches. Cette analyse postopératoire sera présentée au chapitre 5.

4.4.2 Principe de la méthode combinée

Soit T = {Ty, T, ..., Tx} un ensemble de tiches et P = {Py, P, ..., P,} un
ensemble de processeurs avec y 2 x. Un horaire d’exécution est une séquence
d’assignations x, = {a), a2, ...,ax} ou a; sont les assignations tdche-processeur (7}, Pj)
formant I'horaire 3. Ny = || est le nombre d’assignations dans x. N, = | T | est le
nombre de tiches dans 7. Un horaire partiel est un horaire dont N, < N,. Si I’horaire x

est un horaire complet alors N, = N_. Le principe de fonctionnement de la méthode

combinée est donné dans la figure 4.26.

La méthode de répartition des tiches proposée est une méthode de fouille
heuristique combinant les avantages des méthodes SMA" et ITS. Dans I’application de la
méthode combinée, le balayage en profondeur d’abord de SMA® est utilisée pour
éliminer le probléme des valeurs divergentes de la fonction d’évaluation heuristique. Par
contre, la technique de mise a jour des valeurs B des liens virtuels de ITS est utilisée

pour réduire le coiit lors des élagages normaux. La rétro-propagation des valeurs de la
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méthode SMA " n’est effectuée que pour les états menant vers des chemins sans issue. La
raison est que |’élagage d’un chemin sans issue doit étre définitif. La rétro-propagation
des valeurs vers les ancétres d’un état sans issue permet la réalisation de cet élagage
définitif.

Phase de traitement principal s est un horaire vide (état initial).
MAX-MEM est la quantité de mémoire
Q = MC(s, MAX-MEM) donnée a la méthode de fouille.

Q est un ensemble d'horaires générés et
enregistés sur disque.

N, est le nombre de taches a répartir.
N(y) est le nombre d'assignations dans
X

Phase de traitement
supplementaire
y est un horaire lliécupél‘e Q sur tiisqqe. .
complet CIETLTe a 2610 14 MEMOLTe | 1o narareur » représente
utilisée pour la fouille. la concaténation.
Y %' est I'horaire généré par
Prendre uny e Q la méthode.
v Si|x"| = N alors x" est

un horaire complet.
Autrement, x" est un
horaire partiel.

n est la derniére
assignation de .
v

x' = MC(n, MAX-MEM)

¥’ est
a colt minimal
et de longueur maximale
parmi Q ?

non

[Vers le systéme L

d'exploitation J‘

Figure 4.26 Principe général de la méthode combinée.

La méthode proposée tente d’obtenir un horaire d’exécution complet ou partiel

avec comme état initial un horaire vide s et avec une quantité de mémoire maximale
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MAX-MEM. La quantité de mémoire maximale doit étre supérieure au nombre de
tiches de I’ensemble T. Donc MAX-MEM > Nr. La phase de traitement principal
consiste a exécuter la méthode de fouille avec un horaire vide s. A la fin de son travail
elle doit générer un horaire y' . Si N,» = Nr alors ' est un horaire complet et la méthode
de répartition des tiches a également terminé son travail. Les assignations de tiches
contenues dans ' seront utilisées par le systéme d’exploitation pour le chargement et
I’exécution des programmes dans |’ordinateur paralléle. Par contre, si I’horaire ' est tel
que Ny < Nt alors, la méthode passe dans la phase de traitement supplémentaire.

Dans la phase de traitement supplémentaire, la méthode récupére les horaires
partiels sur disque. Soit ' = {a), a3, ..., a¢’} un horaire partiel généré lors de la fouille
initial. Remarquer que Ny < Nr est toujours vrai dans la phase du traitement
supplémentaire. L’ensemble de la séquence d’assignations a, ... gy est mémorisé sur
disque et a;' devient I’état initial s de la phase de traitement supplémentaire, s = ay-.
Ainsi, |’état a;- et la valeur heuristique flai) sont nécessaires pour I’expansion de
I’horaire partiel x'. La méthode de fouille traitera tous les horaire partiels ' € Q pour

obtenir un horaire complet.

Q = MC(s, MAX-MEM)

non oui

Figure 4.27 Procédure nécessaire pour l'expansion des horaires partiels.
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A cause de la limitation de la mémoire disponible, les horaires partiels peuvent
produire d’autres horaires partiels. Une procédure de bouclage est nécessaire pour
vérifier les résultats intermédiaires de la méthode de fouille. Cette procédure est montrée
dans la figure 4.27. La procédure bouclera tant qu’un horaire complet n’est pas obtenu et

qu’il existe des horaires partiels encore a explorer.

4.4.3 Formulation de la méthode combinée

Si on examine de plus prés le principe de fonctionnement des méthodes SMA" et
ITS, on peut remarquer une similitude dans leur fagon de gérer 1’élagage des états. Il en

est de méme pour la rétention d’information nécessaire pour retrouver les états élagués.

Dans la méthode SMA®, les états a élagués sont ceux qui ont une valeur
d’évaluation heuristique f maximale. De méme pour la méthode ITS mais elle est sous la
forme d’un seuil de profondeur z. Pour pouvoir régénérer de nouveau les états élagués,
la méthode SMA" maintient une valeur / dans tous les ancétres d’un état élagué n. La

valeur f” représente la partie du chemin minimal passant par n.

Dans la méthode ITS, cette valeur est maintenue dans les liens virtuels du parent
dont I’enfant est élagué. A cause de la fouille en profondeur d’abord de la méthode ITS,
cette derniére peut ranger les informations de régénération uniquement dans le parent de
I’état élagué. Tandis que SMA® doit mettre les mémes informations dans tous les

ancétres d’un état élagué car elle ressemble 4 une fouille en largeur d’abord.

Manifestement, il est possible de simplifier les étapes de la figure 4.26 pour tenir
compte de ces similitudes entre SMA” et ITS. Plus spécifiquement, nous pouvons mettre
en commun |"approche général d’une fouille 4 caractére largeur d'abord de SMA” et le
concept de liens virtuels de ITS. La méthode SMA " est en mesure de trouver les horaires

partiels en insérant les directives d’enregistrement dans les parties appropriées de la
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méthode. Les liens virtuels de ITS permettent une meilleure coordination dans la
génération des états et dans 1’élagage des chemins sans issues. En effet, le coit de rétro-
propagation de SMA" est beaucoup plus cofiteux que la simple mise a jour de ITS. Ainsi,
une fois un chemin sans issue est découvert, il est inutile de propager cette information
dans tous les états ancétres. Il suffit d’effectuer une mise a jour dans le style de ITS pour

que le chemin sans issue demeure élagué.

[l existe deux phases de traitements distincts dans le principe de fonctionnement de
la figure 4.26. La phase de traitement principal consiste 4 obtenir un horaire complet en
utilisant la méthode de fouille proposée. Si la limitation de la mémoire I’empéche de
produire un horaire complet, la méthode est relancée et elle tentera d’étendre les horaires
partiels pour obtenir un horaire complet. Cette séparation entre les deux phases n’est pas
vraiment nécessaire. En effet, il est possible de combiner les deux phases de traitement
en une seule et de 1’appliquer d’une maniére répétitive tant et aussi longtemps qu’il

existe des horaires partiels dans le probléme.

Nous allons donner une nouvelle formulation de la méthode qui peut étre réutilisée
pour solutionner les horaires partiels générés. Nous avons donné & cette nouvelle
formulation I’acronyme DPSM (Dynamic Prunning Scheduling Method). Les figures
4.28 4 4.31 présentent le pseudo-code de cette méthode de répartition des tiches.

Fonction EXTRACTION(Liste Assignation A)

{
// Retourner un état de la liste A qui a une valeur heuristique f
// minimale.

Assignation q;
1 retourne a = min {a.f}, ¥ a dans A;

}

Figure 4.28 Fonction d’extraction de la méthode DPSM.
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Fonction GENERATION(Assignation A)

{
// Retourner un successeur de A qui n'est pas en mémoire et
// n'est pas relié a A par un lien virtuel dont B = .

Assignation a;
1 a=(SUCC(A) && B, != © && (a ¢ OUVERT) && (a & FERME));
2 si (a) alors // Tout comme ITS, on doit aussi ajouter les
3 retourne a; // liens virtuels initiaux de a dans l'arbre. Ces
4 autrement // opérations ne sont pas montrées ici pour
5 retourne bidon; // simplifier la présentation.

}

Figure 4.29 Fonction de génération d'une assignation.

Fonction SANS-ISSUE(Assignation m, Assignation n)

{
// Traitement dans le cas o n est un état sans issue. L'état m est le
// parent de n.

// Mettre a jour le lien virtuel entre le parent de m et m.
Bm.prédécesseur,m = w;
2 ENREGISTRE-HORAIRE(s, m, FINAL); // enregistre le chemin partiel
/* siprédécesseur de m est dans FERME et qu'il posséde un lien
virutel encore a développer alors le remettre dans OUVERT */
3 si ((m.prédécesseur ¢ FERME) && (3 B, , < )) alors {
OUVERT « OUVERT + {m.prédécesseur};
FERME « FERME - {m.prédécesseur};
}
6 EFFACER(n); EFFACER(m); // élaguer ces états de la mémoire
}

—

(7 N

Figure 4.30 Traitement d’une assignation sans issue.

Le pseudo-code de la méthode DPSM est montré dans la figure 4.31. L’extraction
des assignations est toujours réalisée 4 I'aide d’une assignation avec la plus petite valeur

de f (voir la fonction d’extraction, figure 4.28). La génération d’une assignation dépend
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des opérateurs de génération (fonction SUCC de la figure 4.30) et des conditions

intrinséques a la méthode proposée.

En effet, I’assignation candidate ne doit pas mener vers un chemin sans issue et ne
doit pas étre déja en mémoire. C’est pour cette raison que I’on vérifie la valeur B du lien
virtuel reliant I’assignation prédécesseur et [’assignation candidate. Une assignation
candidate méne vers un chemin sans issue si elle est reliée a son parent par un lien

virtuel dont § = co.

Fonction MEM-SANS-ISSUE(Assignation s, Assignation m, Assignation n)
{

// Traitement dans le cas ou le chemin passant par n a une

// longueur égale a quantité de mémoire disponible. L'état s est

// I'état initial de la fouille. L'état m est le parent de n.

1 ENREGISTRE-HORAIRE(s, n, NON-FINALY);
2 B
3 EFFACE(n);

}

Figure 4.31 Traitement d'une assignation sans issue par manque de mémoire.

Lorsqu’une assignation m génére un successeur nul, cela signifie que 1’assignation
m meéne a un horaire partiel (ligne 9, figure 4.30). Dans ce cas, nous pouvons enregistrer
I’horaire partiel sur disque et éliminer 1’assignation de la mémoire. Puisque I’ensemble
des successeurs de I’assignation m est un ensemble vide, on ne peut étendre davantage
cet horaire partiel. L’horaire partiel enregistré est un horaire partiel final. Ces horaires
partiels finaux sont des données qui seront utilisés dans |’analyse postopératoire de la
méthode. Comme il a été indiqué dans la section 3.2 du chapitre 3, le répartiteur de
taches doit pouvoir proposer une nouvelle architecture d’interconnexions du systéme des
processeurs si la topologie d’interconnexions initiales ne convient pas. En analysant, les

horaires partiels finaux obtenus, nous pouvons dégager les modifications nécessaires.
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Appliquées au systéme des processeurs, ces modifications permettront une répartition

réussite du systéme des tiches.

WO N W & W

13
14
15
16
17

18
19

20

Méthode DPSM(Assignation s, entier MEM-MAX)

{

Assignation m, m;
entier usage;

OUVERT « {s}; usage « 1;

FERME « {@};

répéter {

si OUVERT = {@} alors { HORAIRE(0); arrét("Echec™)};

m « EXTRACTION(OUVERT);

si m e T alors { HORAIRE(m); arrét("Succés"); } // solution !

n « GENERATION(m);

/* Pour les chemins sans issues */
si n = BIDON alors { // ajuste la valeur du lien entre m et son

SANS-ISSUE(m, n); usage « usage - 1; // prédécesseur
} autrement {

n.f « max(m.f, g(n)}+h(n));  // pathmax
/* Pour traiter le cas ou la longueur d'un chemin atteint la
limite de la mémoire. Inutile de poursuivre la recherche
dans cette direction */
si (LONGUEUR(s, n) = MEM-MAX) alors {
MEM-SANS-ISSUE(s, m, n);
} autrement {
si usage > MEM-MAX alors {
ELAGAGE(OUVERT); usage « usage - 1;
}
OUVERT « OQUVERT + {n}; // placé en ordre décroissante
usage « usage + 1;

/* Est-ce que tous les successeurs de m sont traités ?
Vérifier si un état est complétement développé. Un état
est complétement développé si tous ses successeurs
sont géneéreés. */

si COMPLET(m) alors COMPLET-SANS-ISSUE(m);

Figure 4.32 Pseudo-code de la méthode DPSM.
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Une assignation peut aussi conduire a un horaire partiel si le nombre
d’assignations dans |’horaire partiel est égal 4 la quantité de la mémoire réservée pour le
stockage des états. Dans ce cas, I’horaire partiel est non final et peut étre étendu par une
application subséquente de la méthode de fouille. Nous devons également enregistrer sur
disque les horaires partiels non finaux. Le traitement des horaires partiels non finaux est
donné dans la routine de la figure 4.32.

Le nombre d’horaires partiels générés peut étre trés élevé. Certains de ces horaires
partiels sont inutiles pour 1’analyse postopératoire ou pour I’expansion subséquente. Par
exemple, pour un systéme a 40 tdches, un horaire partiel %) comprenant 20 assignations
est plus intéressant qu’un horaire partiel %, & 10 assignations. Parce que y; est plus prés
de I’horaire complet. De méme, un horaire partiel non final est plus intéressant qu’un
horaire partiel final parce que le premier peut étre étendu par une application
subséquente de la méthode de fouille. Ainsi, Ia routine d’enregistrement est une

heuristique qui ne conserve que les horaires partiels les plus intéressants.

L’heuristique d’enregistrement des horaires partiels sont données dans la routine
de la figure 4.33. Lorsque I'horaire partiel y est un horaire final, il n’est conservé que
s’il contient le plus grand nombre d’assignations. S’il existe un ou plusieurs horaires
finaux de méme longueur, on ne conserve que celui qui posséde la plus petite valeur
heuristique f. En effet, plus la valeur de fest petite plus I’horaire partiel est considérée

comme adéquate pour la répartition des taches.

Cependant, les horaires partiels finaux ne sont pas extensibles, nous devons tenter
d’obtenir un horaire partiel final comprenant le plus grand nombre d’assignations
possible pour faciliter I’analyse postopératoire. Lorsque |’horaire partiel ¥ est un horaire
non final, il n’est conservé que s’il contient un nombre d’assignations supérieur ou égal
aux horaires partiels non finaux déja enregistrés. Si la longueur de y est supérieure a

celle des horaires non finaux déja enregistrés alors on peut effacer tous les horaires
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stockés. Ainsi, nous aurons toujours un horaire partiel contenant le plus grand nombre

d’assignations possible.

Fonction ENREGISTRE-HORAIRE(Assignation s, Assignation m,
CheminType type)
{
// Heuristique pour |'enregistrement des horaires partiels.
// s est l'assignation départ, m est l'assignation courante, type
// indique si I'horaire partiel est final ou non.
Entier N,, N,; Réel f;

N, = LONGUEUR(s, m);

cas (type) {
FINAL: // Trouver la longueur maximale des horaires
// finaux déja enregistreés.
N, = LONGUEUR-MAX-CHEMIN-FINAL-DISQUE( );
si (N, > N,) alors {

// effacer tous les horaires finaux de
// longueur < N,
EFFACE-CHEMIN-FINAL-DISQUE (N,);
‘ ENREGISTRE-SUR-DISQUE(s, m, m.f, type);
} autrement si (N, = N,) alors {
// Ne conserve que les horaires finaux de
// valeur heuristique minimale.
f = VALEUR-MIN-CHEMIN-FINAL(N,);
si(m.f< f) alors {
EFFACE-CHEMIN-FINAL-DISQUE(N,);
ENREGISTRE-SUR-DISQUE(s, m, m.f, type);
}
}
NON-FINAL: // Trouver la longueur maximale de tous
// horaires déja enregistrés.
N, = LONGUEUR-MAX-CHEMIN-DISQUE( );
si (N, 2 N,) alors {
// effacer tous les horaires de longueur < N,
si (N, > N,) alors
EFFACE-CHEMIN-DISQUE(N,);
ENREGISTRE-SUR-DISQUE(s, m, m.f, type);

}

. Figure 4.33 Heuristique pour la sauvegarde des horaires partiels.
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Une assignation est compléte si tous ses successeurs sont générés. La routine
COMPLET-SANS-ISSUE (figure 4.34) vérifie I'état d'une assignation lorsque cette derniére
est compléte. Si I’assignation s’avére sans issue, alors on peut I’éliminer de la fouille.
Une assignation est sans issue lorsque tous ses liens virtuels ont une valeur § = . On
doit également vérifier s’il est nécessaire de remettre le parent de 1’assignation compléte
dans la liste OUVERT. Cette étape est nécessaire pour ne pas découper la partie du graphe
d’états qui contient encore des chemins non explorés. Les assignations complétes avec
successeurs sont déplacées de la liste OUVERT 4 la liste FERME. Ce déplacement est

nécessaire pour permettre le développement d’une autre assignation de la liste OUVERT.

Fonction COMPLET-SANS-ISSUE(Assignation m)

{
// Vérifier si un état méne vers des chemins sans issue. Si oui,
// éliminer I'état de la mémoire et remettre son parent dans
// OUVERT s'il y a lieu. Autrement, placer I'état dans FERME.

[

si min {8, } = «, V liens virtuels de m alors {
2 RETRO-PROPAGATION(m, );
// si le parent posséde encore des successeurs a développer ...

3 si (m.prédécesseur ¢ FERME) && (3 Bp.g < «)) alors {
4 OUVERT « OUVERT + {m.prédécesseurt;
5 FERME « FERME - {m.prédécesseur};
}
6 EFFACE(m);
7 } autrement {
8 OUVERT « OUVERT - {m}; FERME « FERME + {m};

}
}

Figure 4.34 Routine de traitement pour les assignations complétement développées.

On voit par les figures 4.31, 4.32 et 4.34 que |’élagage de la méthode DPSM est
beaucoup moins conservateur que les méthodes SMA" et ITS. Il est permis d’effectuer

un élagage plus agressif puisque les horaires partiels intéressants sont enregistrés sur
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disque. On peut donc libérer de la mémoire les assignations considérées comme sans

issue par la méthode DPSM.

Enfin, deux possibilités existent & la fin des applications de la méthode de
répartition des tiches. La premiére est I’obtention d’un horaire complet contenant un
nombre d’assignations égal a la cardinalité du systéme des taches. La seconde possibilité
est I’obtention d’un ensemble d’horaires partiels finaux. Ces horaires partiels finaux ont
une longueur identique mais inférieure & la cardinalité du systéme des tiches. Les
horaires partiels seront examinés par le module d’analyse postopératoire pour dégager

une alternative 2 la topologie d’interconnexions du systéme des processeurs.

Envoyer les horaires partiels non finaux a la
méthode de fouille avec s = derniére assigna-
tion de I'horaire partiel. Trier les horaires

partiels non finaux en
ordre décroissant de f

Continuer le traitement jusqu'au dernier horaire
partiel non final enregistré.

Horaire
complet ?

Horaires

DPSM(s, MAX-MEM) non finaux ?

Vers systéme Armrétde la
d’'exploitation fouille

Module
d'analyse
postopératoire

Figure 4. 35 Stratégie de contrdle pour la méthode de répartition des taches.

La stratégie de répartition des tiches utilisant la méthode de fouille heuristique
DPSM est donnée dans la figure 4.35. Dans cette stratégie, les horaires partiels non
finaux générés par la fouille sont triés en fonction de la valeur heuristique /. Le contrdle

est retourné a la méthode de fouille avec comme entrée la derniére assignation de
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I’horaire partiel ayant la plus petite valeur heuristique £ Tous les horaires partiels non
finaux sont ainsi traités un a un. Un second ensemble d’horaires partiels non finaux peut
étre généré a la fin des traitements. Si tel est le cas, la boucle de contrdle est de nouveau
relancée. Si I’ensemble des horaires non finaux est vide alors on passe le contrdle au
module d’analyse postopératoire. Cela signifie que la méthode est incapable de générer

un horaire complet parce que le probléme de répartition n’a pas de solution.

Un exemple illustrant le principe de fonctionnement de la méthode DPSM est
présenté ci-dessous. La figure 3.36 est une application de la méthode DPSM au graphe
d’états de la figure 4.14 a la page 115. La mémoire disponible pour la fouille est MEM-
MAX = 3. Dans les étapes 3, 4, 5 et 6 de la figure 3.36, des horaires partiels sont
enregistrés sur disque. Tous ces horaires partiels sont jugés non finaux par la méthode de
fouille. Ils seront donc réexaminés par une application subséquente de la fouille.
L’élagage de cette méthode est beaucoup plus agressif. Dans les étapes 4 et 6, une
assignation compléte (celle dont tous ses successeurs sont générés) est automatiquement
éliminée de la mémoire. C’est pour cette raison qu’elle peut détecter la fin de la fouille
seulement apres 7 étapes.

Dans cet exemple aucun horaire partiel final n’est généré. Les horaires partiels non
finaux généres lors de la fouille sont: i) A, G, H avec une valeur heuristique fH) = 18;
ii) A, B, C avec une valeur heuristique {C) = 25; iii) A, B, D, AD) = 25; iv) A, G, [ avec
une valeur heuristique fI) = 29. Tous ces horaires partiels ont trois assignations, ils ont
donc la méme longueur. De plus, ils sont tous non finaux. Donc, ces quatre horaires
partiels seront étendus dans les prochaines applications de DPSM. Ces horaires partiels
sont triés en ordre décroissant en fonction de leur valeur heuristique. L horaire partiel
contenant les assignations A, G et H est sélectionné pour effectuer une seconde

application de la fouille. La figure 4.37 donne le résultat de cette seconde application.
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12 OUVERT
0) R‘ A
12 12 FERME
Méthode DPSM
MEM-MAX =3
A est complet;
enlever A de OUVER:[‘ :
placer A dans FERME.
12 (w)
B
A

Longueur A, G, I = MEM-MAX;
earegistrer A, G, [ comme non
final;

: G est complet;
18 18  mmmeemeeses bidon Propager la valeur o dans les
Longueur de A, G, H= MEM-MAX; ancétres de G;

enregistrer A, G, H comme non final; effacer G.

OUVERT est vide;

horaires partiels sur non finaux sur
A disque;

relance 1a méthode de fouille

Longueur A, B, D = MEM-MAX;
enregistrer A, B, D comme non final;

B est complet;
propager la valeur « dans les
ancétres de B;

enregistrer A, B, C comme non final; effacer B.
Pac ==
effacer C; Horaires partiels non finaux enregistrés:
A, G, H:KH) =18;
A,B,C AC)=125;
A, B, D, AD) = 25;
A, G LAD=29;

Figure 4.36 Application de ia méthode DPSM avec MEM-MAX = 3.
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L’assignation de départ de cette seconde application est H avec une valeur
heuristique f{H) = 18. L’assignation finale est trouvée a I'étape 3. Un horaire complet est
alors obtenu par la concaténation des assignations A, G, H et de I’assignation courante J.
Il n’est plus nécessaire d’examiner les autres horaires partiels non finaux parce que la

premiére solution trouvée est nécessairement une solution minimale.

Horaire partiel & traiter: A, G, H, {H) = 18

18 OUVERT 18 18
0) H 1)ym JIH| 2ym I[17J
H
18 18 FERME 24 n 24 n 29
Méthode DPSM 24 24 2
relance #1 bidon bidon bidon
enlever H de OUVERT;
placer H dans FERME.
i8

concaténer J 2 l'horaire partiel;
arréter la fouille.

m 24 29
24 29 Solution trouvée: A, G, H, J, AJ) = 24.
n
bidon bidon

Figure 4.37 Seconde application de la méthode DPSM avec MEM-MAX =3.

4.4.4 Propriétés de la méthode DPSM

Cette section présente les propriétés importantes de la méthode DPSM. Ces
propriétés décrits d’'une maniére formelle le comportement et les capacités de cette
méthode de fouille. Nous débutons la présentation des propriétés par deux définitions et

un théoréme qui aideront dans la suite des explications.
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Définition 4.4.4.1 Une fonction d’évaluation heuristique f{n) est monotone si Vn,

fn) £ AS(n)), ou S(n) est un successeur de n.

Définition 4.4.4.2 Une fonction d’évaluation heuristique f{n) est admissible si Vn,
fim <f ().

Théoréme 4.4.4.1 [KOR85] Pour toute fonction d’évaluation heuristique
admissible, il est possible de construire une fonction heuristique monotone f(n) qui est

aussi performante que f(n).

Démonstration Par construction. Si n est un état initial, alors f°(n) = f{n). Autrement
F(S(n)) = max(AS(n)), £(n)). Ainsi, f(n) est monotone car f(n) < f(S(n)). La fonction
f(n) est également admissible car /°(n) est égale 4 la valeur maximale de f appliquée a
tous les prédécesseurs de n. Puisque f est bornée par f'(n), f(n) est aussi une borne

inférieure sur le coiit de I’état n.

Propriété 4.4.4.1 La méthode DPSM développe toujours 1’état avec une valeur
heuristique f minimale.

Les états a développer sont puisés de la liste OUVERT. Les états dans cette liste
sont maintenus en ordre décroissant. La fonction EXTRACTION (figure 4.28, page 141)

s’assure que cette propriété est respectée.
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Propriété 4.4.4.2 L’élagage d’un état sans issue ne change pas ['ordre de
développement des états tel qu’indiqué par la propriété 4.4.4.1.
|

Un état sans issue n est le dernier état d’un chemin qui ne peut mener a un état but.
Son élagage ne changera pas la solution finale. De plus, son élimination ne peut changer
I’ordre de développement des états puisqu’il ne sera jamais régénéré pour ’application
en cours de la fouille. La valeur B = o donnée au lien virtuel reliant I’état n et son

parent interdit sa régénération (figure 4.30, page 142).

Propriété 4.4.4.3 L’élagage d’un état » dont LONGUEUR(s, n) 2 MEM-MAX ne
doit pas changer I'ordre de développement des états tel qu’indiqué par la propriété
444.1.

n

Lorsque LONGUEUR(s, n) > MEM-MAX cela signifie qu’il n'y a pas assez de
mémoire disponible pour les successeurs de n. L’élagage de n ne change pas I’ordre des
états de la liste OUVERT puisqu’il n’est pas installé dans la liste au moment de son

élagage.

Propriété 4.4.4.4 L’élagage d’un état complet n avec B, , = ® ou Vg successeur de
n ne change pas l'ordre de développement des états tel qu’'indiqué par la propriété
444.1.

|

Un état n est complet lorsque tous ses successeurs sont générés. Le fait que tous
ses liens virtuels ont une valeur B = o signifie que ses successeurs sont soit sans issue ou
soit qu’il n'y ait pas suffisamment de place pour les entreposer en mémoire. Selon la

propriété 4.4.4.2 et la propriété 4.4.4.3, les états successeurs de n peuvent étre élagués
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sans changer [’ordre de développement de la liste QUVERT. L’élimination de n ne peut
changer I’ordre de développement des états puisqu’il ne sera jamais régénéré pour
I’application en cours de la fouille. La valeur p = « donnée au lien virtuel reliant I'état n
et son parent lors de la rétropropagation des valeurs interdit sa régénération (figure 4.34,
page 147).

Propriété 4.4.4.5 La méthode DPSM développe tous les états de méme valeur
heuristique favant de développer les états de valeur fsupérieure.

Sans aucun é€lagage, la propriété 4.4.4.5 est vérifiée directement par la fonction
d’extraction de la figure 4.28 de la page 141. Dans la méthode DPSM, un état n est
éliminé de la mémoire si: i) n est sans issue; ii) la longueur du chemin passant par n
excéde la mémoire disponible; iii) n est complet. Or, les propriétés 4.4.4.2 4 4.4.4.4 nous
indiquent que ces élagages ne changent pas I’ordre de développement des états de la liste
OUVERT. Donc, la méthode DPSM développe toujours les états de méme valeur f avant

de développer ceux qui ont une valeur f supérieure.

Propriété 4.4.4.6 L’enregistrement des solutions partielles sur disque ne change

pas la nature des solutions obtenues par la méthode de fouille.

Soitx = (s, ..., np, -.., nF) une suite ordonnée d’états ou s est I’état initial, nr est le
dernier état de la suite. L ensemble des successeurs d’un état n est noté [(n). Prenons un
ensemble de k sous-suites de y avec y; = (n;, ..., M) pour 1 i < k. Pour LONGUEUR(%)
> LONGUEUR(y;), Vj # i nous conservons la sous-suite ; puisqu’elle contient un plus
grand nombre d’états. Pour LONGUEUR(Y;) = LONGUEUR(y,) alors nous conservons les
sous-suites ot ['(n:£) # {D}. Il s’agit la un résumé de la politique d’enregistrement des
horaires partiels de la méthode DPSM. Cette procédure d’enregistrement est exécutée a

chaque application de la fouille. Si la suite ¥ représente la séquence d’assignations d’un
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horaire complet alors nécessairement f{s) < ... < flnp) < ...< flng) ol nr est un élément

de I’ensemble des états but.

Pour la premiére application, n; = s. Pour les applications subséquente de la fouille,
’état n; est nécessairement différent des applications précédentes. Les applications
subséquentes de la méthode de fouille sont réalisées en utilisant la derniére assignation
des horaires partiels non finaux enregistrés. Donc, pour la m* application de DPSM,

(m-1)

n™ =nTou nTVest la derniére assignation des horaires partiels non finaux de

I’application précédente.

La fonction d’évaluation heuristique f{n) est monotone alors {nF™) < Anf™ ). Par
la propriété 4.4.4.5 de la méthode DPSM, nous avons An™) < An'™) ou B e
[(n{™) pour Vi et Vm. Si la fonction d’évaluation heuristique f{n) est admissible alors
An™) < f(n'™) pour Vi et Vm. Donc la concaténation des horaires partiels non

finaux est un ensemble de séquences d’assignations ordonnées y; = (s, ..., n™, ..., n&,
] E

vy 0P, 0P, Si un horaire complet existe alors I'une des séquences de y; aura

comme derniére assignation un élément de 1’ensemble des états but.

Enfin, la figure 4.38 donne une illustration de I’effet des applications successives
de la méthode DPSM. Lors de la premiére application, la méthode produit 2 horaires
partiels non finaux. A la deuxiéme application, 7 horaires partiels finaux et 1 horaire
partiel non final sont générés. Les horaires partiels de I’application #1 sont effacés
puisqu’ils sont contenus dans ceux de la deuxiéme application. A la troisiéme
application, deux nouveaux horaires partiels non finaux sont obtenus. Tous les horaires
partiels de I’application #2 sont effacés puisque ceux de 1’application #3 contiennent un

plus grande nombre d’assignations. Un horaire complet est trouvé & la quatriéme
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application de la méthode de fouille. Ainsi, chaque application de la méthode DPSM est
un découpage de I'espace d’états fouillé par |'application précédente.

Application #1

2 horaires partiels
non finaux

.............................................................................

Application #2

7 horaires partiels
finaux. 1 horaire
non finaux.

...................................................................................

Application #3

2 horaires partiels
non finaux

..............................................................................

Application #4

....................................................................................

Figure 4.38 Illustration de la propriété 4.4.4.6 de la méthode DPSM.

Théoréme 4.4.4.2 La méthode DPSM obtiendra un horaire complet si le probléme

de répartition des tdches admet une solution.

Démonstration Selon la propriété 4.4.4.5, la méthode DPSM développe toujours les
états de méme valeur heuristique f avant de développer les états de valeur f supérieure.
Selon la propriété 4.4.4.6, I’enregistrement des solutions partielles sur disque ne change
pas la nature des solutions obtenues par la méthode de fouille. Si le probléme posséde
une solution, la méthode DPSM doit éventuellement développer une assignation finale.
A moins qu’il existe une infinité d’assignations de valeur {n) < /(). Cette condition
existe si une assignation posséde une infinité de successeurs ou s’il existe un horaire

complet a coiit fini mais avec un nombre infini d’assignations. Or, ce n’est pas possible
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puisque le graphe d’états du probiéme est fini et borné sur L. Donc, la méthode DPSM

doit produit un horaire complet a la fin de son exécution.
a
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Chapitre 5

Heuristiques de répartition et performances de
la méthode

5.1 Motivation

Ce chapitre présente les heuristiques utilisées dans la répartition des tiches par la
méthode DPSM. Ces heuristiques sont nécessaires dans le prétraitement des groupes de
tiches avec ordre de préséance, dans la génération des assignations candidates, dans le
calcul de la fonction d’évaluation heuristique f{n) et dans I’analyse postopératoire d’une

répartition sans solution.

Le prétraitement est nécessaire lorsqu’un composant du réseau électrique est
réalisé par un ensemble de tiches possédant un ordre de préséance. Les assignations
candidates sont des couples comportant une tiche et un processeur. Elles sont
susceptibles d’étre choisies par le répartiteur lors de la production d’un horaire
d’exécution. Les heuristiques de génération représentent donc les contraintes
temporelles et spatiales du probléme de la répartition des tiches. Quant a la fonction
d’évaluation heuristique f{n), elle est utilisée pour la sélection des assignations
candidates. Elle doit représenter une certaine mesure de performance que 1’on tentera de
minimiser. Enfin, lorsque le répartiteur des tiches ne peut obtenir une solution

satisfaisante, les heuristiques de ’analyse postopératoire sont utilisées pour permettre a
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la méthode DPSM de proposer une alternative a4 la connexion du systéme des

processeurs. Cette proposition doit pouvoir mener a terme la répartition des taches.

C’est également dans ce chapitre que nous présentons les performances de la
méthode proposée. Ces résultats sont obtenus en contrdlant différents paramétres du
systéme des tiches et du systéme des processeurs qui sont soumis a la répartition. Ainsi,
les caractéristiques des tiches et des processeurs sont générées d’une maniére
synthétique. La méthode de répartition des tiches peut alors étre étudiée dans un

environnement contrdlé.

5.2 Prétraitement des regroupements de tiches

Dans le modéle du systéme des taches (section 3.3.3, chapitre 3), le réseau
électrique est représenté par un ensemble de regroupements de tiches G ={G, G, ...,
Gy} et une relation £ qui donne la connexité des regroupements de tiches. Ces
regroupements de tiches peuvent contenir plus d’une tache. Lorsque | Gjl > 0, alors G;
représente un composant dont les calculs sont décomposés explicitement en tiches
paralléles. Dans ce cas, une relation d’ordre partiel < doit exister. Pour tenir compte de
ces regroupements de tiches, nous utilisons une heuristique de prétraitement qui consiste

a ordonnancer ces taches a I’aide d’une méthode d’ordonnancement par liste.

L’ordonnancement par liste est une heuristique simple et rapide capable
ordonnancée des tiches avec un ordre de préséance. Chaque regroupement de tiches
posséde également une période d’exécution maximale D. Donc, ’objectif du
prétraitement est d’ordonnancer les tiches 7; € G; en tenant compte de I'ordre de
préséance des taches, du cofit de communication entre les tiches et de leur échéancier.
Ainsi, chaque regroupement de tiches avec | G}l > 1 est prétraité par cette heuristique

d’ordonnancement enfin de minimiser le temps de terminaison des tiches.
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L’ordonnancement par liste est une méthode classique. Elle est surtout connue
pour sa simplicité¢ [HU61], [ADA74]. La formulation standard de cette heuristique est
donnée dans la figure 5.1.

Méthode OL(GROUPE_TACHE gt, GRAPHE_PROCESSEUR gp)

{
// Heuristique de I'ordonnancement par liste (Méthode classique)
Listeq; tache T, Processeur P, Horaire h;
Temps td;

// Calculer le niveau de chaque tache dans le graphe gt.
1 CALCULE-NIVEAU(gt);
// Placer toutes les taches sans prédécesseur dans la liste.
2 INTT-LISTE(q);
// Prendre une taches de la liste ayant la plus haute priorité
3 T = PRENDRE-TACHE(q);
// Assigner T au premier processeur disponible P dans gp avec un
// temps de départ 0. Mettre le résultat dans 'horaire h.
4 h = ASSIGNE-TACHE(h,T, 0, P, g);
// Ordonnancer le reste des taches
5 répéter tant que g != {3} {
// Mettre a jour la liste selon 'assignationcourante en
// placant de nouvelles taches prétes de gt dans la liste q.

6 q = MISE-A-JOUR(q, T, gt);
// Prendre une taches de la liste ayant la plus haute priorité
7 T = SELECTIONNE-TACHE(q);

// Choisir un processeur de gp qui peut terminer le plus

// rapidement I'exécution de T en tenant compte du délai de
// de communication entre les taches. Obtenir également le
// temps de départ de la tache T sur le processeur P.

8 (P, td) = PRENDRE-PROCESSEUR(T, h, gp);
// Assigner la tache T au processeur P trouvé.
9 h = ASSIGNE-TACHE(h, T, td, P, q);
}
}

Figure 5.1 Pseudo-code de I'heuristique de 'ordonnancement des groupes de tiches.

Dans cette heuristique, les tiches a I'intérieur d’un regroupement sont représentées

par un graphe de taches. Chaque tiche est assignée une priorité qui est calculée en
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utilisant le niveau de la tiche dans le graphe (ligne 1, figure 5.1). Le niveau d’une tiche
T dans le graphe des tiches est le chemin le plus long partant de la tiche initiale jusqu’a
la tiche considérée. La valeur d’un niveau est la somme des temps d’exécution des
taches situées le long de ce chemin [ADA74].

La fonction INIT-LISTE consiste a placer dans la liste ¢ toutes les tiches qui sont
prétes i étre ordonnancées. Si v (T) désigne I’ensemble des prédécesseurs immédiats de
T, alors une tiche T est préte dés que y'(T) = {D}. Pour obtenir cette information, un
compteur de prédécesseurs est entretenu dans la structure de données de chacune des
tiches. Pour une tiche T donnée, la valeur initiale de ce compteur correspond aux
nombres de tiches T; qui satisfont la relation d’ordre partiel 7; < T. Cette valeur peut
étre obtenue facilement en parcourant le graphe des tiches. Les taches sont considérées

prétes et sont placées dans la liste g lorsque la valeur de leur compteur est égale a zéro.

Les tiches sont placées dans la liste g en ordre décroissant de priorité (niveau). La
tache la plus prioritaire est sélectionnée par les applications de la fonction PRENDRE-
TACHE (ligne 3, figure 5.1). Le processeur utilisé pour exécuter la premiére tiche
sélectionnée est choisi d’'une maniére aléatoire. Par la suite, les processeurs seront
choisis en fonction d’un critére plus serré. En effet, pour une tiche T donnée, le
processeur choisi est celui qui peut terminer I’exécution de T le plus rapidement parmi
I’ensemble des processeurs disponibles. Pour obtenir ce processeur, nous devons
considérer la connexité du systéme des processeurs et du délai de communication. Pour
la connexité des processeurs, nous avons besoin du graphe des processeurs (ou la
matrice de connexions, définition 3.3.4.1 du chapitre 3). Une relation qui exprime le
temps de communication des tiches assignées dans différents processeurs est nécessaire
pour le calcul du délai de communication. Le délai de communication a été expliqué
dans la section 3.3.4 du chapitre 3. La fonction SELECTIONNE-PROCESSEUR réalise
justement ces calculs. Cette fonction retourne un processeur P qui est

- . 3.2
P m%ef{C(t,T,}i,P)+tP +Ep}. (5.2.1)
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Dans I’équation (5.2.1), T est la tiche a ordonnancer, y'(7) est I’ensemble des
prédécesseurs immeédiats de T, P est I’ensemble des processeurs disponibles. Le terme
tp est le temps ou le processeur P est libre et E7p est le temps d’exécution de la tiche T
dans le processeur P. Enfin, C(-) est le délai de communication entre les taches y'(T) et
la tiche T (équations 3.3.4.5 et 3.3.4.6 de la section 3.3.4 du chapitre 3) Pour un systéme
a Nr tiches et Np processeurs, la fonction doit examiner tous les processeurs avant
d’effectuer un choix. Pour chaque processeur, la fonction SELECTIONNE-PROCESSEUR
doit également calculée le délai de communication C(-) pour tous les prédécesseurs
immédiats y°(T) de la tiche T & ordonnancer. Dans le pire des cas, |y’ (T)| = Nr - 1.
Dans ce cas, la complexité asymptotique de la fonction SELECTIONNE-PROCESSEUR est
O(Np Nr-1). Enfin, puisqu’il y a Nr tiches 4 ordonnancer dans le regroupement, la
complexité temporelle de I’heuristique OL est O(Np N}).

En général le nombre de tiches d’un regroupement est petit par rapport au nombre
de processeurs de [’ordinateur paralléle. Aprés tout, un regroupement de tdches
représente un seul composant d’un poste du réseau électrique a simuler. Donc, la
cardinalité d’un regroupement de tiches G est normalement inférieure a la cardinalité de
’ensemble des processeurs, |G| <<< | P|. Ainsi, il nous est permis d’utiliser un sous-
ensemble P de processeurs de P pour effectuer ’ordonnancement de G. Pr c Petla
cardinalité de |P7| < |G|. Dans le cas ou l'Prl = IGI, la complexité temporelle de
OL devient O(N;). L’heuristique OL utilise une liste de priorité pour entreposer les

tdches qui sont prétes pour étre ordonnancées. Donc la complexité spatiale de cette
heuristique est O(N7).

Un exemple de ’application de I’heuristique OL est donné dans la figure 5.2. Cet
exemple comprend 9 tiches. Le graphe des tiches de cette figure est un graphe orienté.

La valeur inscrite & I'intérieur des sommets représente le temps d’exécution des tiches.
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La valeur des arcs donne le nombre de données & transférer entre les tiches. Les arcs
servent aussi a indiquer la relation de préséance qui existe entre les tdches. Ainsi, la
tiche C doit terminer son travail avant le démarrage de la tiche I (c’est-a-dire, C < I).
Enfin, ’annotation numérique a coté de chaque sommet donne la valeur du niveau de
chacune des taches. Dans I’exemple de la figure 5.2, la tiche C posséde un niveau de 2
et la tiche [ un niveau de 1. Le résultat de I’ordonnancement par I’heuristique OL
utilisant 3 processeurs est donné dans la figure 5.3. Pour simplifier la discussion, le
réseau des processeurs est considéré comme pleinement connecté. Le taux de transfert

des données des processeurs est de 1 donnée par unité de temps.

Figure 5.2 Graphe de tiches avec ordre de préséance.

D’apreés le résultat de la figure 5.3, la durée totale de I’exécution des tiches est de
8 unités de temps. A cause du temps de démarrage de la tiche C dans le processeur P1,
la tiche I ne peut terminer son travail qu’au temps ¢ = 8. L’horaire d’exécution de la
figure 5.3 montre la présence de temps mort au temps 3 < ¢ <4 et au temps 6 <t < 7 pour
les processeurs PO et P1. Ce temps mort est créé par le délai de communication.
L’inactivité des processeurs dans ce temps mort diminue le taux d’utilisation des

processeurs et peut augmenter la durée de I'horaire d’exécution généré.
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P2 B
P1 F C
PO A D E G H [

Temps 0 1 2 3 4 5 6 7 8

Figure 5.3 Horaire d'exécution obtenu par I'heuristique OL.

Une fagon simple pour palier a ce probléme consiste & assigner des tiches prétes
dans ce temps mort des processeurs. Pour ce faire, nous modifions la fonction ASSIGNE-
TACHE. La sélection d’une tiche pour ordonnancer s’effectue toujours par la valeur de
leur niveau mais une fouille secondaire est également réalisée. Cette fouille secondaire
consiste & trouver dans la liste de priorité, une tiche qui peut étre placée dans le temps
mort des processeurs. Le pseudo-code de la fonction ASSIGNE-TACHE modifiée est
donné dans la figure 5.4.

Pour considérer I'effet de cette modification, nous reprenons I’exemple de la
figure 5.2 en appliquant I"heuristique OL avec la fonction ASSIGNE-TACHE modifiée. Le
résultat de I’ordonnancement est expliqué dans la figure 5.5. Lors de 1’ordonnancement
de la tiche G, la fonction PRENDRE-PROCESSEUR retourne le processeur PO avec un
temps de démarrage td = 4. Un temps mort est créé dans I’intervalle 3 < ¢ < 4 dans le
processeur PQ. Alors la fonction ASSIGNE-TACHE remplira, dans la mesure du possible,
ce temps mort par une tiche de la liste de priorité. La premiére tiche préte et qui peut
étre placée dans le temps mort est la tiche B. Par contre, la tiche B peut aussi étre placée
dans le processeur P2 avec un temps de démarrage td plus petit que celui du processeur
PO. Donc, la fonction ASSIGNE-TACHE doit chercher une autre tiche pour remplir le
temps mort de P0. Dans cet exemple, la tiche C de la liste de priorité peut étre utilisée
pour remplir le temps mort de PO. En résumé, la fonction ASSIGNE-TACHE modifiée

tentera toujours de placer une tiche préte dans un intervalle de temps mort. Si cette tiche
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peut achever son travail a I’intérieur de cet intervalle de temps et st elle ne peut démarrer

son exécution & un temps d plus petit dans un autre processeur.

Fonction ASSIGNE-TACHE(Horaire h, Tache T, Temps td, Processeur P,
Liste Tache g, GROUPE_TACHE gt)
{
// Assigne une tache T a un processeur P et remplir les temps morts
// du processeur P.
Temps tm, t,, t,; Tache Ta = PRENDRE-TACHE(qg);
Booléan trouvé = FAUX;

// Obtenir le temps mort du processeur P.

1 tm = td - TEMPS-PRET(P);
2 si (tm > 0) alors {
3 répéter tant que ((tm != 0) && (Ta != {O})) {
4 répéter tant que ((! trouvé) && (Ta != {@})) {
// Calculer le temps départ de Ta dans P. t, et ¢,
// sont le temps de démarrage et de fin d'exécution
// de Tadans P.
5 (t,, t,) = TEMPS-DEMARRAGE(Ta, P, h);
6 si(t, - t; < tm) alors trouvé = VRAI autrement {
7 trouvé = FAUX; Ta = PRENDRE-TACHE(qg);
}
}
8 si (trouveé) alors {
// Insérer la tiche trouvé dans le temps mort de P.
9 h = INSERER-TACHE(h, Ta, t,, P);
// Ta est ordonnancée alors mettre a jour q.
10 q = MISE-A-JOUR(q, Ta, gt);
// Voir s'il existe un temps mort créé par l'assignation
// de Tadans P.
11 m=tm-(t,- t));

}
}
// Ajouter T dans P avec un temps de départ de td.
h = INSERER-TACHE(h, T, td, P);

}

Figure 5.4 Pseudo-code de la fonction ASSIGNE-TACHE Modifiée.
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Avec Iapplication de la fonction ASSIGNE-TACHE modifiée, la durée totale de I’horaire

d’exécution est de 7 unités de temps. Le temps mort du processeur P0 est €liminé.

o
Pt
T3

Temps 0 1 2 3 4 5 6 7
i)

PO | A[D|E| F|[B|C]|]G]|H]I
Temps 0 1 2 3 4 5 6 71 8 9

li“igurle 5.5 Horaire d'exécution obtenu avec I’heuristique OL modifiée: i) | Pr| = 3; i)
’.pr = 1.

Pour vérifier ['efficacité de cette heuristique, nous avons généré 500
regroupements de taches. Ces regroupements ont des cardinalités de 20, 60, 100, 160 et
200 taches. L’ordre de préséance de ces regroupements de tiches est créé d’une maniére
aléatoire en utilisant une variation de la méthode proposée dans [XU94], [WON95].
Nous pouvons envisager cette méthode de génération des tiches comme le remplissage
d’une matrice de ¢ x p ou p est le nombre de processeurs et g est la durée totale de
"horaire optimal. La procédure de génération comporte six étapes: i) donner a chacune
des taches du regroupement un temps d’exécution unitaire; ii) placer une tiche dans la
premiére ligne et dans la demiére ligne de la matrice; iii) placer ¢ — 3 tdches dans les g -
2 lignes restantes de la matrice; iv) relier les taches de I’étape iii par des arcs de valeurs
unitaires; v) compléter la matrice jusqu’a la cardinalité du regroupement en ajoutant des
tiches dans les lignes 2 &4 ¢ — 1 inclusivement de la matrice; vi) relier les taches de
I’étape iv par des arcs de valeurs comprises entre 1 et C¢. La constante Cc est la valeur

maximale du coiit de communication dans le regroupement.
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A I’étape iii et a I’étape v les tiches sont assignées d’une maniére aléatoire dans
une des p colonnes de la matrice. A I'étape v, les tiches d’une ligne / sont reliés a leur
prédécesseurs immédiats (les tiches de la ligne / — 1) par au moins un arc. Pour un
regroupement de tiches dont le temps d’exécution est unitaire et dont le coit de
communication est borné pour tout le groupe, le chemin minimal entre la tiche de la
ligne 1 et la tiche de la ligne ¢ est le chemin réalisé dans les étapes ii, iii et iv. En effet,
Donc, la durée totale d’exécution des tiches est (g — 1) + (g — 2) = 29 - 3. Tous les
autres chemins contiennent au moins g tiches et ont une durée d’exécution supérieure a
2q — 3. Les paramétres des essais réalisés et la configuration d’interconnexions des

processeurs sont donnés dans le tableau 5.1 et la figure 5.6.

Tableau 5.1 Conditions des essais pour la validation de I'heuristique OL".

Paramétre Caractéristique
Nb. de regroupements 500
Taille des regroupements Nr= {20, 60, 100, 160, 200}
Nb. de regroupements par taille 100

Temps d’exécution des taches

1 unité de temps

Temps de communication entre les tiches 1 a 30 unités de temps

Nb. de processeurs utilisés Méme nombre que Nr

La configuration d’interconnexions des processeurs de la figure 5.6 est tirée du
simulateur numérique Hypersim d’IREQ (Institut de recherche d’Hydro-Québec)
[IRE95). Elle utilise 5 ports de communication bidirectionnelle par processeur. Les
étiquettes a I’intérieur de la figure indiquent I’état initial des ports de communication.
L’étiquette « i » signifie que le port est initialement en mode de réception. Tandis que

I’étiquette « o » signifie que le port est initialement en mode de transmission. On peut
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augmenter le nombre de processeurs de ['ordinateur en ajoutant des cartes

supplémentaires.
I | [ I
l § | | | | | |
I } | | | | | |
' "Carte#0' ! ' !'Carte#l ' !
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Figure 5.6 Interconnexions des processeurs utilisées pour les essais.

Les tableaux 5.2 a 5.4 présentent les résultats obtenus par simulation. Dans cette
présentation, I’heuristique OL est I’heuristique de la figure 5.1 tandis que P’heuristique
OL" est celle comportant la modification de la figure 5.2. Dans le tableau 5.2, le
pourcentage d’amélioration (speedup) relative moyenne %4 de I’heuristique OL" est
calcué par rapport a I’heuristique OL en fonction du coflit de communication.
L’amélioration relative moyenne de OL" est donnée par [HEN97, Chapitre 1]

% Z(S(OL*)—S(OL)
S(OL)

)100%, (5.2.1)

ol 5(x) est I’amélioration (speedup) donnée par |’ordonnancement monoprocesseur par
rapport 4 un ordonnancement a [’aide de I’heuristique x sur p processeurs. S(x) mesure

donc la diminution de la durée totale d’exécution du regroupement des tiches produit
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par ’heuristique x. Par exemple, S(OL") = 1.29 pour le résultat de la figure 5.5. La
valeur de %4 est une indication quantitative sur la contribution apportée par

I’heuristique OL" 4 la méthode classique de I’'ordonnancement par liste.

Tableau 5.2 Amélioration apportée par OL" par rapport 4 I’heuristique OL.

Nombre de tiches dans les regroupements

20 60 100 160 200
Coiit de communication %A %A %A %A %A
Ce=1 7.1 15.18 34 .81 44 .43 58.79
Cc=5 44.02 38.56 42.68 56.08 62.86
Cc=10 83.63 88.76 73.29 89.87 86.45
Cc=15 93.0 89.54 94 31. 95.54 94.59
Cc=20 77.7 80.37 83.86 102.95 129.69
Ce=30 4981 57.63 64 .91 150.43 163.22
20 tAches 60 tiches 100 taches
100 100 100
80} 80 %0
5 3 S0
40} 40
20} 20 40
% 10 20 % % 10 20 o P 1w 20 30
C (unité de temps) Cc (unité de temps) C (unité de temps)
160 thches 200 thches
160 200
140
120 } 150
80¢ 100 |
60}
Vo120 0 Y% T 20 30
C (unité de temps) C-(unité de temps)

Figure 5.7 Représentation graphique des résultats du tableau 5.2.
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D’une maniére générale, la modification 4 la fonction ASSIGNE-TACHE permet une
diminution appréciable de la longueur de I’horaire d’exécution des tiches. D’aprés les
résultats du tableau 5.2, I’apport du remplissage du temps mort des processeurs est le
plus important pour des regroupements de grande cardinalit¢ et un temps de
communication élevé. Lorsque le délai de communication est supérieur a 20 fois le
temps d’exécution des tiches, I’amélioration apportée par [I’heuristique OL* dépasse les
100% pour des regroupements de 160 tiches et plus. En effet, plus le délai de
communication est grand, plus le temps mort des processeurs est important. Plus le

nombre de tiches est grand, plus il y aura de tiches prétes pour remplir ces temps morts.

I existe un seuil de maximal dans la contribution de ’heuristique OL" pour les
regroupements de 100 tiches et moins (figure 5.7, page 169). Ce seuil maximal est
atteint lorsque le délai de communication est environ 20 fois le temps d’exécution des
tiches. Au dela de C. = 20, I’heuristique OL" n’apporte plus d’amélioration croissante.
On peut considérer la plage de valeurs Cc = 1 2 C¢ = 20 comme une région dans laquelle
il existe suffisamment de tdches prétes pour remplir le temps mort des processeurs.
Lorsque C¢ > 20 fois le temps d’exécution des tiches, les tdches prétes que I'on peut
assigner dans les intervalles de temps morts devient de moins en moins nombreuses.
Pour ce qui a trait aux regroupements de plus de 100 tiches, le seuil maximal est situé a
des valeurs de C¢ qui sont plus grandes. Enfin, peu importe le nombre de tiches dans les
regroupements, 1’apport de I’heuristique OL" doit éventuellement plafonner pour une

certaine valeur du colit de communication.

Nous vérifions maintenant le comportement de I’heuristique OL" face a des
variations du coiit de communication. Pour ce faire nous définissons une quantité %S qui
représente ’amélioration (speedup) donnée par I'heuristique OL+ a un certain cofit de
communication C¢ par rapport 4 I’amélioration donnée par cette méme heuristique a un

colit de communication C¢ = 1. La quantité %S est donc une mesure qui indique la
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capacité intrinséque de I’heuristique OL" a traiter des systémes de tiches a différents
p q q Yy

colt de communication. Les valeurs de %S sont calculées de maniére suivante :

%S-—-[ Sc(OL’,C.) JlOO%.

. (5.2.2)
Sc(OL",Co ) .o

Le terme SHOL', Cc) de I'équation (5.2.2) est 'amélioration réalisée par
I’heuristique OL" pour des systémes de tiches dont le coiit de communication est borné
par Cc. Les valeurs de S{OL"*, C¢) sont obtenues en comparant la durée totale des

horaires d’exécution générés pour le cas monoprocesseur et multiprocesseur.

Tableau 5.3 Amélioration moyenne de OL" en fonction du cofit de communication.

Nombre de taches dans les regroupements

20 60 100 160 200
Coiit de communication %S %S %S %S %S
Cc=1 100.0 100.0 100.0 100.0 100.0
Cc=5 50.56 51.64 49.34 51.27 51.47
Cc=10 34.74 36.71 35.87 36.55 34.36
Cc=15 20.5 21.11 21.01 20.89 21.93
Cc=20 11.59 12.03 12.43 12.36 12.38
Cc=30 6.42 5.61 5.77 5.96 5.81

Selon les résultats obtenus, plus le colit de communication des tiches est grand
plus la performance de I'heuristique OL" est faible. Lorsque le coiit de communication
est 5 fois plus grand que le temps d’exécution des tiches (Cc = 5), ’amélioration
apportée par OL" n’est qu’a 50% de celle obtenue pour Cc = 1. Lorsque le coiit de
communication des tiches est 30 fois plus grand que le temps d’exécution (Cc = 30),
I'amélioration de OL" dégringole sous les 7%. Ce comportement de I’heuristique OL™

est similaire pour différentes grandeurs de regroupement. Il existe donc une lacune qui
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est propre 4 ce genre d’heuristique pour traiter des systémes dont le cofit de

communication est supérieur au coiit d’exécution des tiches.

Enfin nous avons mesuré le temps d’exécution de I’heuristique pour différents
regroupements de tiches. Le temps d’exécution est une quantité qui dépend fortement
sur les caractéristiques matérielles de I’ordinateur utilisé. C’est pour cette raison que
nous présentons le temps d’exécution de |’heuristique comme un rapport plutét comme

une quantité absolue. Nous définissons ce rapport comme suit

[«

.= , 5.23
T 623

Nrﬂm

ol {(N7) est le temps d’exécution de I’heuristique OL* pour un regroupement de Ny
taches. Dans I’équation (5.2.3), la quantité Vo + est une mesure relative calculée en

fonction des regroupements de 20 taches.

300 T ¥ L T L

(Nl = 0318 sec

N

S

T
\

S0+ .

/

02/ L L : X
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Nombre de tiches

Figure 5.8 Rapport des temps d’exécution de I'heuristique OL".
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Le temps d’exécution de I’heuristique OL" augmente d’une maniére exponentielle
en fonction du nombre de tiches dans les regroupements. La durée d’exécution est prés
de 50 fois plus longue pour des regroupements de 100 tiches que celle des
regroupements de 20 tiches. Pour des regroupements de 200 tiches, la durée
d’exécution de OL" est 250 fois plus longue. Décidément, I’heuristique OL" n’est pas
appropriée pour traiter des regroupements de grande taille.

Dans le but de vérifier la capacité d’ordonnancement de cette heuristique, nous
avons relevé la longueur des horaires d’exécution obtenus. Ces résultats sont présentés
dans le tableau 5.4. La quantité H est obtenue en prenant la moyenne des longueurs
d’horaire de chaque ensemble de regroupements. C’est-3-dire,

H= (i h,(OL")/h, J /N . (5.2.4)

in]

Dans le calcul de I’équation (5.2.4), N est le nombre d’essais utilisés pour une
taille de regroupement. La valeur de #{(OL") est la longueur de |’horaire obtenue par

OL" pour le i essai. La valeur de i;,. est la longueur minimale de I’horaire pour le
regroupement des tiches du  essai. Cette derniére est obtenue directement par le
générateur des tiches. Pour les résultats du tableau 5.4, le nombre d’essais M est égal &

100 puisqu’il y a 100 regroupements pour les systémes de tiches de mémes tailles. I1 est

a noter que ce type de moyenne arithmétique est aussi utilisé pour les résultats montrés
précédemment.

L’heuristique OL" est trés performant pour des regroupements de petite taille. Pour
des regroupements oi Nt = 20, les horaires obtenus ont une longueur qui est, au plus,
8% supérieurs 4 celle de I’horaire optimal. De plus, lorsque le temps de communication
est égal ou inférieure au temps d’exécution des tiches (0 € C¢ < 1), la majorité des

horaires obtenus sont des horaires de longueur minimale. Par contre, lorsque la
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cardinalité des regroupements est grande, {’heuristique montre des signes de faiblesse.
Dans ce cas, I’heuristique génére des horaires qui sont deux fois plus longs que les

horaires optimaux (derniére colonne du tableau 5.4 avec 20 < C¢ < 30).

Tableau 5.4 Longueur moyenne des horaires obtenus par OL".

Nombre de tiches dans les regroupements

20 60 100 160 200
Coiit de communication H H H H H
Cec=1 1.002 1.05 1.104 1.03 1.09
Cc=5 1.051 1.06 1.12 1.18 1.39
Cc=10 1.057 1.07 1.13 1.17 1.55
Cc=15 1.073 1.08 1.15 1.25 1.98
Cc=20 1.076 1.10 1.36 1.47 2.11
() Ce=130 1.08 1.24 1.43 1478 | 223
20 tches 60 tiches 100 téches
125 L5
<l < <
s %12 w14
g g1t 213
510 3 E
» I &2
3 3 k]
1 105 1
0 10 2 30 10 20 30 10 20 30
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. Figure 5.9 Représentation graphique des résultats du tableau 5.4.
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5.2.1 Discussion sur les résultats de I’heuristique OL"

Le prétraitement par I’heuristique OL" convient & des regroupements de petite
taille. Dans les simulations réalisées, la performance de OL" est supérieure i celle de
I’heuristique classique OL. D’aprés les résultats du tableau 5.2 I'heuristique OL" apporte
une amélioration indéniable & ’ordonnancement par liste. Quant a la capacité
intrinséque, les résultats de OL" sont meilleures lorsque la taille des regroupements est
inférieure ou égale a Nr = 20. A cette taille, I’heuristique est en mesure d’obtenir des

horaires d’exécution qui sont, au plus, & 8% des horaires optimaux.

La performance de I'heuristique OL® se dégrade rapidement pour des
regroupements de grandes tailles. Il en est de méme pour des systémes avec un cofit de
communication supérieur au cout d’exécution des tdches. En effet, I’amélioration de
OL" est réduite de moitié dés que le coit de communication est égal & 5 fois le coiit

d’exécution des tiches.

Ainsi, I’heuristique OL" s’applique lorsque la cardinalité des tiches et le délai de
communication sont petits. Or, ces caractéristiques sont justement celles des
regroupements de taches des réseaux électriques. Les regroupements de tdches sont
congus pour des composants électriques trop complexes pour étre simulés en un pas de
calcul. Le comportement de ces composants est alors simulé par un ensemble de calculs
paralléles. La quantité de données transférées entre ces calculs est normalement trés
réduite afin de satisfaire la contrainte temporelle du systéme.

L’utilisation de I’heuristique OL" impose une limite sur le nombre de tiches dans
les regroupements et sur la quantité d’informations a transférer entre les tiches. Les

algorithmes paralléles utilisés doivent adhérer 2 ces restrictions pour obtenir la meilleure
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performance possible du répartiteur des tiches. Le tableau 5.5 donne les restrictions

nécessaires pour les regroupements de taches.

Tableau 5.5 Limites des paramétres pour les regroupements de tiches.

Parameétre
Nb. de tiches dans les regroupements <20
Temps d’exécution / Temps de la communication >1

5.3 Génération des assignations candidates

Les assignations candidates sont utilisées lors de la fouille heuristique. Les
assignations candidates sont générées par des opérateurs de génération. Certaines de ces
assignations candidates seront retenues par la méthode de fouille pour la construction
d’un horaire d’exécution satisfaisant les contraintes temporelles imposées. Donc, chaque
assignation candidate générée doit étre une assignation qui remplie correctement les
exigences dictées par les contraintes du systéme. Ainsi, les opérateurs de génération sont
des heuristiques qui représentent les différentes contraintes du systéme des tiches et du

systémes des processeurs.

Les heuristiques utilisées doivent pouvoir générer uniquement les assignations qui
satisfont toutes les contraintes temporelles et spatiales. Nous établissons ces heuristiques
en utilisant le modéle du systéme des tiches et le modéle du systéme des processeurs
élaborés dans le chapitre 3 de cette thése. Dans le modéle de la section 3.3.3 du chapitre
3, le systéme des tiches est représenté par un couple T = (G, £) ou G = {Gy, G, ...,
Gy} est un ensemble de N regroupements de tiches et £ est une relation exprimant la
connexité des éléments de G. Nous utilisons une application A: G x G - N pour
indiquer le nombre de données a transférer entre deux regroupements de tiches. Chaque

regroupement G; est composé d’un ensemble de my tiches 3 = {7, T3, .... T, }. Les

attributs de ces tiches sont donnés dans la définition 3.3.3.3 du chapitre 3. Dans cette
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section nous traitons les regroupements de tiches dont la cardinalité est |’unitaire, c’est-
a-dire, | G,| =1 ou encore m; = 1 pour I’ensemble des tiches J a I'intérieur de G.. Les
regroupements de quantités supérieures étant déja considérés par I’heuristique
d’ordonnancement OL" de la section 5.2. Le systéme des processeurs est modélisé par
un 6-uplet (P, [By], [Si, (L], [L;], [r«]) tel que défini dans la section 3.3.4 du chapitre 3.

La matrice [B;] donne la connexité des processeurs de I’ensemble P.

Une tiche T € G; et un processeur P € P sont considérés comme une assignation
candidate si : i) la tiche T peut étre placée dans P sans excéder I’échéancier de T ii) la
tache T utilise b ressources de type & alors le processeur P doit posséder un nombre de
ressources de type k supérieur ou égal a b; iii) le processeur P est un voisin des
processeurs utilisés pour les tAches voisines de 7. Les deux premiéres conditions sont
des conditions absolues. Autrement dit, une assignation candidate (7, P) doit
nécessairement satisfaire les conditions i et ii. La derniére condition est souhaitable pour
réduire le temps de communication entre les tiches et permettre une meilleure utilisation

du réseau des processeurs.

Pour vérifier la premiére condition, nous devons connaitre les tiches voisines de T.
Une tache T" est voisine de T si elle communique avec 7. Un processeur P est choisi s’il
peut achever le travail de T a ’intérieur de sa période d’exécution en tenant compte du
délai de communication entre la tiche T et ses voisines. Enfin, si la tiche T exige des
ressources spécifiques alors le processeur doit pouvoir satisfaire ces demandes de la part
de T. La figure 5.10 est le pseudo-code qui effectue la sélection d’un processeur pour
une tiche quelconque. Dans cette fonction de sélection, le paramétre t4P) est le temps
ou le processeur P est prét a recevoir un tiche. Les paramétres A(T", T) et L(P’, P) sont
respectivement le nombre de données a transférer entre T’ et T et le taux de transmission
du lien reliant les processeurs P’ et P. Les taches T sont les tiches voisines de T et sont
représentées par [’ensemble I'(T). Les processeurs P’ sont les processeurs assignés aux

tiches T". Enfin, les paramétres ir et S, sont respectivement le nombre d’instructions de
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la tache T et la vitesse d’exécution du processeur P. En pratique, ces paramétres sont
remplacés par le temps d’exécution mesuré de la tiche T dans les processeurs de
I’ordinateur paralléle.

Fonction GENERATION(Assignation n)

{
// Sélectionner un processeur pour la taiche T
Liste Processeur PL, PL'; Tache T=n.T

// Obtenir I'ensemble des processeurs libres qui peut achever
// le travail de T a l'intérieur de son échéancier

1 P <P+ Y ML), ) MLT) by ypep
TPer(n Lpp T Pel(T) “pp Sp
2 PL (-—{Pe?|td(P)—tf(P)sD,};
// Sila téche T utilise des ressources, ne conserver que les
// processeurs disposant de ces mémes ressources
si (u >0, Vv k) alors
4 PL(—{PePLlunsrp,,,Vk};
// Tenter de conserver les processeurs qui sont voisins aux
// processeurs des tiches voisines de T.
PL'«{PePL|B,, > 0,vP e [(M};
si (|PL'| > 0) alors
7 PL « PL",
// Retourner le processeur de la liste PL avec la plus petite
// valeur de te
8 si (|PL| > 0) alors

w

o n

9 retourne P =min¢,(P);
PePL

10 autrement

11 retourne bidon;

}

Figure 5.10 Heuristique pour la sélection d'un processeur.

La ligne 2 de la figure 5.10 sert a retenir les processeurs qui peuvent terminer
I'exécution de T a l'intérieur de I’échéancier Dr de la tiche. Pour traiter une tiche
utilisant des ressources, une seconde sélection est effectuée en parcourant la liste des

processeurs retenus. Dans cette seconde sélection (lignes 3 et 4 de la figure 5.10) les
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ressources utilisées par la tiche T (uz:) sont associées a des processeurs disposant les
mémes ressources en nombre et en type (rp¢). Enfin, la fonction GENERATION tentera de
trouver un ensemble de processeurs qui sont voisins des processeurs assignés aux tiches
voisines de 7. Le processeur choisi par la fonction est celui qui peut achever [’exécution

de T le plus vite (ligne 9 de la figure 5.10).

En résumé, les heuristiques de génération des assignations candidates représentent
les contraintes imposées au répartiteur des taches. Elles sont découplées de la méthode
de fouille. Par conséquent, elles peuvent étre modifi€es sans aucun remaniement majeur

dans le code source du répartiteur.

5.4 Fonction d’évaluation heuristique f{#n)

Nous avons vu dans la section 4.4.1 du chapitre 4 que la fonction d’évaluation
heuristique de la méthode DPSM est donnée par f{in) = r(g(n), A(n)) ou r(-,+) est une
relation définie sur I’ensemble des valeurs de f. La relation r est associative et admet un
élément neutre £. Pour la méthode DPSM, le monoide de valeurs (R*, +) est utilisé.
Dans ce monoide, la relation r est ’opérateur addition et ’ensemble des valeurs est

I’ensemble des nombres réels. L’élément neutre de la relation est le nombre £ = 0.

La fonction d’évaluation heuristique f{n) est composée de deux parties. Le terme
g(n) est le coiit encouru depuis I’assignation initiale jusqu’a |’assignation n. Le terme
h(n) est une sous-estimation du coit encore a débourser de 1’assignation n jusqu’a une
assignation finale. La méthode de répartition sélectionne les assignations candidates,

produites par le générateur d’assignations, qui minimisent la valeur de f.

Dans notre contexte, les coilits impliqués dans le calcul de g(n) et A(n) sont
modélisés par le délai communication entre les différents regroupements de tiches.

Puisque le probléme de répartition est un probléme impliquant des tiches de type temps
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réel, la minimisation du délai de communication est un critére adéquat. De plus, les
taches 4 répartir ne possédent pas de relations de préséance', la minimisation du délai de
communication permet aussi une meilleure utilisant des processeurs disponibles. En
effet, les taches voisines assignées a des processeurs voisins donnent un délai de

communication plus court qu’une répartition dans des processeurs disparates.

5.4.1 Heuristique pour la fonction g(n)

D’apreés le développement théorique sur les caractéristiques de la fonction
d’évaluation heuristique présenté dans le chapitre 4, la condition d’arrét de la fouille
heuristique exige que la fonction g(n) soit calculée indépendamment du numéro
d’itération (lemme 4.2.4.2). Nous devons donc calculer g(n) en fonction de 1’assignation

n.

Une fagon simple pour la réalisation de ce calcul consiste a rendre la fonction g(n)
récursive [PEA90]. Pour chaque assignation développée par la méthode DPSM, la valeur
de la fonction g(n) est la sommation de deux quantités. Ces quantités sont le coidt de
communication propre a la tiche contenue dans |’assignation # et la valeur de la fonction
g du prédécesseur de |’assignation n. Nous écrivons d’une maniére récursive

g (8)= 0,

(54.1.1)
g(n)=c(n)+ g(PRED(n)),
ol s est I’assignation initiale, c(n) est le colit de communication de la tiche contenue
dans |’assignation n et PRED(n) est 1’assignation précédente a n dans I’horaire partiel en
cours. L’équation (5.4.1.2) donne une fagon pour le calcul de ¢(n).

c(ny= Y .C(T,nT,P,n.P) (5.4.1.2)

' Pel(nl)
ou C(T", n.T, P', P) est le délai de communication entre la tiche 7" dans le processeur P’

et la tdche T dans le processeur P de I’assignation n. Les tiches 7' € ['(n.7) sont les

! Les regroupements avec relations de préséance sont prétraités par I’heuristique OL" de la section 5.2.
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taches voisines de n.T. La fonction C(-) a été décrite dans la section 3.3.4 du chapitre 3.
A noter que certaines tiches voisines de n.T peuvent ne pas se trouver dans [’horaire
partiel courant. Dans ce cas, la fonction C(-) est nulle pour ces tiches voisines non

encore réparties.

D’aprés les équations (5.4.1.1), la fonction g(n) est une fonction croissante. La
fonction g(n) prendra sa valeur maximale lorsque la fouille aura développé la derniére
assignation de I’horaire.

5.4.2 Heuristique pour la fonction A(n)

D’aprés le développement théorique de la fonction d’évaluation heuristique
présenté dans le chapitre 4. La condition d’arrét de la fouille heuristique et la possibilité
d’obtenir un horaire complet exigent un nombre de caractéristiques spécifiques a la
fonction A(n). Dans le cas du critére d’arrét de la fouille, la fonction h(n) doit étre
congue de sorte que 4(n) < h'(n). Dans le cas de I’obtention d’un horaire complet, la
fonction A(n) doit satisfaire la condition A(n) 2 h(S(n)) ou S(n) est une assignation qui
succéde a n. Ces deux caractéristiques sont équivalentes a 1’admissibilité (définition
4.4.4.1, chapitre 4) et a la monotonie (définition 4.4.4.2, chapitre 4) de la fonction
d’évaluation heuristique f{n).

Ces deux caractéristiques de la fonction h(n) sont difficiles & obtenir. En effet, &
cause de la nature heuristique de cette fonction, nous ne pouvons pas caractériser son
comportement pour toutes les instances de probléme soumises au répartiteur. C’est pour
cette raison que la méthode DPSM utilise la fonction max(APRED(n), g(n)+h(n))
(théoréme 4.4.4.1) pour garantir la monotonie de fonction f{nn). Nous établissons la
fonction h(n) de la maniére suivante. Pour chaque assignation n, la valeur h(n) est le coiit
de communication des tiches non réparties du systéme des tiches 7 . De plus, le calcul

du coit de communication est réalisé en supposant que toutes les tiches non réparties
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seront allouées dans des processeurs voisins sans aucune contention dans la
communication. Donc,

= ¥ ML 5 MaLT) o g (5.42.1)

T TeH L T'el(n.T) L

Dans le calcul de I’équation (5.4.2.1) le paramétre A représente I’horaire partiel en
cours et L est la vitesse de transmission d’un lien du réseau des processeurs. Il est &
remarquer que la tiche contenue dans ’assignation » est également considérée pour
satisfaire a la définition de A(n). Le coiit de communication ainsi calculé est le coiit d’un
scénario optimiste dans lequel toutes les tiches non réparties seront allouées dans des
processeurs voisins. La fonction A(n) est décroissante puisque les tiches assignées ne
sont pas incluses dans le calcul. Le nombre de tiches non réparties doit diminuer avec la

progression de la répartition.

5.5 Kvaluation de la performance du répartiteur

Nous avons effectué une série de simulations afin de vérifier I’efficacité du
répartiteur des tdches. Les résultats de ces simulations sont ensuite classés en trois
catégories. Les résultats de la premiére catégorie sont issues d’une étude comparative
entre la méthode de fouille A" et Ia méthode de fouille DPSM. Cette étude comparative
consiste a vérifier le nombre d’assignations développées par la méthode DPSM en
fonction de la quantit¢ de mémoire utilisée. Cette comparaison a pour but de valider
notre méthode de fouille par rapport 4 une méthode reconnue comme une méthode
optimale. La seconde catégorie détermine d’une maniére empirique le nombre
d’assignations développées par la méthode DPSM en fonction de la taille des systémes
de tiches. Puisque le temps d’exécution des méthodes de fouille est proportionnel au
nombre d’assignations développées, cette étude donne également un apergu de la
complexité temporelle du répartiteur. Enfin, la derniére catégorie concerne les résultats

montrant la capacité du répartiteur dans l’obtention d’un horaire acceptable pour
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différents systémes de taches. [l s’agit de la mise en ceuvre compléte du répartiteur des

taches. L utilité du répartiteur est démontrée par les résultats obtenus.

5.5.1 Comparaison des méthodes : nombre de développements

Les conditions de cette comparaison sont données dans le tableau 5.6. Le nombre
de tiches pour chacun des essais est limité parce que la méthode A’ posséde une
complexité spatiale qui est exponentielle. Les systémes de tiches sont générés d’une
maniére aléatoire sans relations de préséance. La topologie d’interconnexion du réseau
des processeurs est celle de la figure 5.6. Le nombre de tiches voisines est réglé a 5
(maximum) afin de réduire le temps de calculs de la fonction d’évaluation heuristique

fn).

Tableau 5.6 Conditions des essais pour la comparaison entre les méthodes A" et DPSM.

Paramétre Caractéristique
Nb. d’essais 400
Taille des essais Nr={10, 20, 30, 40}
Nb. d’essais par taille 100
Temps d’exécution des tiches 100 unité de temps
Temps de communication 10 unités de temps
Echéancier des tiches 200 unités de temps
Nb. de tiches voisines Maximum 5 taches voisines
Nb. de processeurs Méme nombre que Nr
Mémoire allouée a la fouille | M = Mppsm / Mae = {0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.6, 0.7, 0.8}

L’objectif de cette premiére comparaison est d’obtenir le nombre d’assignations
développées par la méthode DPSM en fonction de la mémoire allouée pour la fouille et
ce, sans enregistrement d'horaires partiels sur disque. C’est pour cette raison que la

quantité de mémoire allouée a ia méthode DPSM est un paramétre défini en fonction de
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la mémoire utilisée par la méthode A’. Ainsi, M = 0.1 signifie que la quantité de
mémoire allouée a la méthode DPSM s’éléve a 10% de celle utilisée par la méthode A°
pour solutionner le méme probléme. Enfin, les heuristiques utilisées sont les mémes

pour les deux méthodes.
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Figure 5.11 Assignations développées en fonction de la mémoire disponible (10 tiches).
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. Figure 5.12 Assignations développées en fonction de la mémoire disponible (20 tiches).
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Figure 5.13 Assignations développées en fonction de la mémoire disponible (30 tiches).
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Figure 5.14 Assignations développées en fonction de la mémoire disponible (40 tiches).

Les figures 5.11 a 5.14 montrent le nombre d’assignations développées par la
méthode DPSM en fonction de la quantité de mémoire allouée pour la fouille. La
quantité de mémoire disponible pour la fouille M est calculée par rapport a la quantité de
mémoire utilisée par la méthode A", La tendance générale de ces quatre graphiques

démontre bien I'effet de la limitation mémoire sur le comportement de la fouille. En
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effet, le nombre de développements effectués par la méthode DPSM est inversement
proportionnel & la quantité de mémoire disponible. Plus la quantité de mémoire allouée
est petite, plus la méthode développe un grand nombre d’assignations candidates.
Autrement dit, la limitation de la mémoire disponible provoque le développement répété
des assignations élaguées. On peut observer ce méme comportement de la méthode

DPSM pour des systémes de taches de taille différente.

Les figures 5.15 a 5.19 montrent un autre ensemble d’essais. Cette fois, la capacité
d’enregistrement des horaires partiels de la méthode DPSM est utilisée.
L’enregistrement des horaires partiels sur disque permet a la méthode de fouiller des
chemins plus longs. En reléguant la fouille & des applications subséquentes de la

méthode, on doit pouvoir diminuer le nombre de développements répétés.
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0 1 __ L
0.1 02 0.3 04

Figure 5.15 Assignations développées en fonction de la mémoire disponible (10 tiches).

Pour des ensembles comprenant 10 tiches, la réduction du nombre de
développements est remarquable. A 10% de la mémoire wtilisée par A", I’enregistrement
des horaires partiels a réduit le nombre de développements par un facteur de 5. Sans

I'enregistrement des horaires partiels, la méthode DPSM développe 80 fois plus
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d’assignations que la méthode A". Tandis que I'utilisation de I’heuristique
d’enregistrement permet a cette méthode de développer seulement 14 fois plus
d’assignations. La mémoire disponible pour la fouille étant trés restreinte (10% de celle
utilisée par A"), ces résultats sont trés encourageant.
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Figure 5.16 Assignations développées en fonction de la mémoire disponible (20 tiches).
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‘ Figure 5.17 Assignations développées en fonction de la mémoire disponible (30 tiches).
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Figure 5.18 Assignations développées en fonction de la mémoire disponible (40 tiches).

L’heuristique d’enregistrement des horaires partiels est d’autant plus efficace que
le nombre de tiches a traiter est grand. Pour des systémes de 30 et 40 tiches, le nombre
de développements est réduit par un facteur de 9 et de 11 a 10% de la mémoire utilisée
par la méthode A°. On ne peut pas extrapoler cette tendance a des systémes de tiches de
taille supérieure. La quantité de mémoire exigée par la méthode A" est exorbitante
puisqu’elle conserve toutes les assignations développées en mémoire. Il a été impossible
d’appliquer la méthode A’ pour des problémes de plus grande dimension. Donc,
I’avantage de la méthode DPSM est sa capacité de fouille des chemins plus longs et du
méme coup de traitement des problémes de grande taille. Ce point fort est montré dans

les résultats de la section suivante.

5.5.2 Nombre de développements vs longueur des solutions

L heuristique d’enregistrement des horaires partiels permet  la méthode DPSM de
traiter des problémes de grande dimension. Pour démontrer cette affirmation, nous avons
relevé le nombre d’assignations développées par rapport a la cardinalité des systémes de

tiches. La figure 5.19 présente la moyenne des assignations développées pour des
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systémes de 10 & 600 taches. Dix essais ont été effectués pour chacun des systémes de
tiches. La quantité de mémoire réservée pour la méthode DPSM est réglée a 50% de la
mémoire utilisée par la méthode A* pour la solution d’un probléme de 20 tiches. Les

conditions de ces essais sont données dans le tableau 5.7.

Tableau 5.7 Conditions des essais sur la longueur des solutions.

Paramétre Caractéristique
Nb. d’essais 100
Taille des essais Nr= {10, 20, 30, 40, 100, 200, 300, 400, 500, 600}
Nb. d’essais par taille 10
Temps d’exécution des tiches 100 unité de temps
Temps de communication 10 unités de temps
Echéancier des tiches 200 unités de temps
Nb. De tiches voisines Maximum 5 tiches voisines
Nb. de processeurs Méme nombre que Nt
Mémoire allouée a la fouille M= Mppsm / Mas=0.5 A Nr=20.

Dans ces essais, la méthode de fouille A" est incapable de traiter des systémes
supérieurs a 40 tiches. Cette méthode emmagasine toutes les assignations générées en
mémoire afin de réduire le nombre de développements nécessaires pour l’obtention
d’une solution. La méthode DPSM, quant i elle, dispose d’une quartit¢ de mémoire
limitée pour réaliser la fouille et elle ne conserve en mémoire que les assignations
développées. Lorsque le nombre d’assignations d'un horaire partiel dépasse la quantité
de mémoire disponible, la méthode DPSM enregistre ’horaire partiel sur disque et
concentre sa fouille sur un autre horaire partiel. Aprés avoir fouillé les horaires partiels
d’une certaine longueur, la méthode est appliquée de nouveau sur les horaires partiels

enregistrés et ainsi de suite jusqu’a I’obtention d’un horaire complet.
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Les résultats de la figure 5.19 montrent cette capacité de la méthode DPSM. Le
nombre d’assignations développées est une fonction exponentielle de la taille des
problémes mais la dimension des problémes traités est bien plus grande. En effet, nous
pouvons réaliser, a I’aide de cette méthode, une répartition impliquant des centaines de
taches. Tandis que la fouille par A* est limitée 4 des systémes de petites tailles (environs

40 dans nos essais).
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Figure 5.19 Assignations développées en fonction de la taille des problémes.

La méthode DPSM développe en moyenne 3 millions d’assignations pour des
systémes comprenant 200 tiches. Alors que le nombre d’assignations développées est de
’ordre de 6.3 milliards pour des systémes de 600 tdches. Méme si ces valeurs sont

énormes, elles sont néanmoins trés inférieures a celles d’une énumération exhaustive.

Nous avons mesuré le temps d’exécution des essais sur un poste de travail SUN de
modeéle Enterprise 6000 et un ordinateur personnel compatible PC. Le poste de travail
comprend 16 processeurs RISC UltraSPARC a 167MHz, 2Go de mémoire vive avec
comme systéeme d’exploitation le Solaris 2.5. L’ordinateur personnel PC posséde un
processeur AMD K2 a 266Mz, 256 Mo de mémoire vive et le systéme d’exploitation
utilisé est le systéme Windows 95 version 4.00.950B (OSR2). La méthode DPSM a été
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codée en langage C++ et est conforme & la norme ANSI. Pour le poste de travail Sun, le
code a été compilé, sans aucune option d’optimisation supplémentaire, par le
compilateur SPARCworks version 4.2. Quant & la version réalisée pour !’ordinateur
personnel, le compilateur utilisé est le Borland C++ version 5.1. Cette compilation a été

également réalisée sans optimisation du code généré.

Le programme réalisant la méthode DPSM est un programme entiérement
séquentiel. Pour le poste de travail Enterprise 6000, |’exécution du programme est
réalisée en mode mono-utilisateur et les appels de systéme sont exécutés en paralléle par
le syst¢éme d’exploitation. Cet avantage du poste de travail SUN n’est pas présent dans
'ordinateur personnel. Cependant I’ordinateur personnel est essentiellement une
machine monotdche. Donc, I’exécution du programme n’est jamais suspendue par le
systtme d’exploitation de |’ordinateur. Ces mesures ont été prises pour vérifier le
comportement de la méthode dans différents environnements d’exécution. Enfin, les

systémes de taches a répartir sont identiques pour les deux ordinateurs utilisés.

Tableau 5.8 Temps d’exécution de la méthode DPSM.

Nombre de tiches Compatible PC Poste de travail
10 10.3 secondes 2.2 secondes
20 16 secondes 5.1 secondes
30 31.4 secondes 7.7 secondes
40 57.7 secondes 18 secondes
100 3.1 minutes 43.4 secondes

200 63 minutes 15.7 minutes
300 5.7 heures 1.8 heures
400 7.2 heures 3.6 heures
500 23.9 heures 10.6 heures
600 6.7 jours 2.3 jours
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D’aprés le tableau 5.8, I'exécution de la méthode est plus rapide dans le poste de
travail SUN. Cependant, le systéme 4 600 taches exige quand méme deux jours et demi
de travail pour I’ordinateur SUN. Les temps d’exécution obtenus montrent bien
I'importance du sous-systéme d’E/S des ordinateurs. En effet, I’enregistrement des
horaires partiels effectués par la méthode DPSM exige un systéme de fichiers qui est
performant. L’efficacité du sous-systéme d’E/S et du systéme de fichier de la machine
Enterprise 6000 est nettement supérieure a celle de I’ordinateur personnel. Méme si la
cadence du processeur AMD K2 est plus élevée que le processeur UltraSPARC, le

temps d’exécution est plus long pour |’ordinateur personnel.
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Figure 5.20 Représentation graphique des résultats du tableau 5.8.

Le temps d’exécution de la méthode DPSM peut sembler trés long. Plus de deux
jours de calculs sont nécessaires pour répartir un réseau de 600 taches. Or, un réseau
électrique de cette envergure peut comprendre plusieurs centaines de barres et de
composants. L’étude dynamique et statique en temps réel d’un tel réseau demande un
grand effort de préparation. Nous croyons que le temps utilisé pour la répartition des

taches est encore bien en de¢a du temps nécessaire pour le travail préparatoire des études
de cette dimension.
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5.5.3 Performances du répartiteur de taches

Cette section présente la performance du répartiteur des tiches dans son ensemble.
Les systémes de tiches sont réglés pour simuler différents scénarios pratiques. Le
répartiteur des tiches est appliqué en utilisant I’heuristique OL" (section 5.2) pour traiter
les regroupements de tiches. D’aprés le tableau 5.5, Uefficacité de I'heuristique est
maximale lorsque les regroupements comprennent au plus 20 tiches et lorsque le temps
de communication des tiches est plus petit que le temps d’exécution des tiches. Ces

limites sont utilisées dans les conditions des essais effectués.

L’échéancier des tdches est fixé & 50 unités de temps tandis que le temps
d’exécution des tiches peut varier entre 5 a4 40 unités de temps. Le temps de
communication des taches est réglé entre 1 & 10 unités de temps. Ainsi, plus le temps
d’exécution et le temps de communication sont longs plus la sévérité des échéanciers est

grandes. Le tableau 5.9 donne les conditions utilisées pour ces essais.

Tableau 5. 9 Conditions des essais pour la mesure de la performance du répartiteur.

Paramétre Caractéristique
Nb. d’essais 500
Taille des essais Nr= {10, 20, 30, 40, 100, 200, 300, 400, 500, 600}
Nb. D’essais par taille 50
Nb. De regroupements 0% a 50% de Nr
Nb. de tiches par regroupement Maximum de 20 taches
Temps d’exécution des tiches 10 4 40 unité de temps

Temps de communication

1 & 10 unités de temps

Echéanciers des tiches

50 unités de temps

Nb. de tiches voisines

Maximum 5 taches voisines

Nb. de taches avec E/S

0% a 50%de Nr

Nb. de processeurs

Méme nombre que Nr

Mémoire allouée a la fouille

M= l‘VIDPSM / fV[Ac =05a Nr= 20.
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La premiére série de résultats concerne 1’effet de la sévérité des échéanciers sur
I’efficacité du répartiteur de tiches. Dans ces essais, le nombre de regroupements et le

nombre de tiches avec E/S sont maintenus a zéro.
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Figure 5.21 Pourcentage de succés du répartiteur de tiches (1 £ Er<20,1<Cc<4).
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Figure 5.22 Pourcentage de succés du répartiteur de tiches (20 < Er<40,4 < C-<10).
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Dans ces essais, nous mesurons donc le taux de réussite des répartitions en
fonction de la sévérité des échéanciers des tdches. Les résultats de ces essais sont
présentés dans les graphiques des figures 5.21 et 5.22. Le répartiteur des tiches est
insensible lorsque les échéanciers sont peu séveéres. Les problémes de répartition sont
résolus & 100% pour des tiches ou le temps d’exécution maximal Er et le temps de
communication Cc sont & 40% et & 8% des échéanciers. Lorsque le temps d’exécution
maximal Er et un temps de communication Cc¢ sont réglés 3 60% et a 16% des
échéanciers, le répartiteur demeure sans faille pour des systémes de 200 taches et moins.
Une dégradation de performance est perceptible pour les systémes de 300 tiches et plus

mais le taux de succés demeure au-dela de 88.5%.

Pour des systémes de tiches aux échéanciers trés sévéres, c’est-a-dire £ra 80% et
Cc @ 20% des échéanciers, le répartiteur présente une trés bonne performance pour Nr <
40. Cependant, le pourcentage de succés est réduit a 96% et ce, jusqu'a 78% pour des
systémes de taille supérieure a 100 tdches. En effet, I’étroitesse des échéanciers est trés
exigeante dans ces demiers essais. Le nombre de solutions possibles est réduit
considérablement dans ces problémes. Done, il est trés difficile de sortir d’une impasse

causée par les erreurs des heuristiques lorsque les échéanciers sont trés étroits.

Une deuxiéme série d’essais ont été réalisés pour vérifier I’influence des
regroupements de tiches sur la performance du répartiteur. Pour ces essais, le temps
d’exécution des tiches est fixé 4 1 < Ey < 30 unités de temps et le temps de
communication est borné entre 1 < C¢ < 8 unités de temps. Ces valeurs de Er et Cc ont
été choisies pour ne pas perturber la performance normale du répartiteur de tiches. Le
nombre de regroupements est ajusté pour totaliser entre 20% a 50% de la taille des
ensembles de tiches. Le nombre maximal de taches dans les regroupements est de 20
taches.
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Les figures 5.23 et 5.24 montrent bien qu’il n’y a aucune dégradation de la

performance causée par le nombre de regroupements considérés dans le systéme des

taches.
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Figure 5.23 Pourcentage de succés en fonction du nombre de regroupements (#1).
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Figure 5.24 Pourcentage de succés en fonction du nombre de regroupements (#2).
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Le prétraitement des regroupements de tiches par I’heuristique OL" simplifie
méme le travail de la méthode de fouille. En effet, plus il y a de regroupements de tiches
prétraités, plus I’effort de fouille est petit. Le nombre de tiches restantes a répartir est
moindre et I'espace de fouille est délimité par le prétraitement des regroupements de
taches.

Le découpage de I’espace de fouille est davantage apparent lorsqu’il y a des taches
utilisant des ports d’E/S. Ces tiches doivent étre pré-allouées sur des processeurs
particuliers du réseau des processeurs. En conjonction avec le prétraitement des
regroupements de tiches, I’espace de fouille est largement élagué. Par conséquent, les

chemins intéressants dans le graphe d’états est aussi considérablement réduits.
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Figure 5.25 Pourcentage de succés en fonction du nombre de tiches utilisant un port
d’entrée/sortie.

I n’est pas surprenant que les résultats de ces essais (figure 5.25) soient si
favorables pour le répartiteur des tiches. La préallocation des tiches d’E/S et le
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prétraitement des regroupements de tiches favorisent I’obtention d’un horaire complet.
Ils imposent des contraintes spatiales non triviales a la méthode de fouille. Si un horaire
complet existe alors le répartiteur peut le trouver facilement. Cependant, nous devons
étre vigilants dans ’interprétation de ces résultats puisque la sévérité des contraintes

spatiales produit souvent des problémes sans solution.

5.5.4 Graphe des performances

A la lumiére de ces résultats obtenus, nous sommes en mesure de présenter un
bilan des performances du répartiteur des tiches. Ce bilan est présenté sous forme d’'un
graphique 4 quatre axes et peut avoir une application directe et pratique pour les
utilisateurs du répartiteur de tiches. La figure 5.26 affiche les courbes des paramétres
intéressants du répartiteur de taches.

Temax Cmax Npmax % succes
80% 40 0% TR 23S 600 o 100
/16%,8—— -..’.. 4 ‘[.1 50-0..—.-.'. ’
60% 30— 7 o '
20 65400 " A 90
40%20—A:i 1,8h 300
4 ] .
3 — 16 min 200 ~- 80
20% 10 -
2 —
44 sec 100 —
1 —
%D () — %D (Q — temps (approx.)() — — 70

%D : pourcentage du temps par rapport a I'échéancier des tiches
T, temps d'exécution des tiches. C . : temps de communication des tiches.
N_: Nombre de tiches.

Figure 5.26 Courbes asymptotes reliant les paramétres du répartiteur de taches.
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Quatre axes sont utilis€s dans le graphe des performances de la figure 5.26. Ces
axes sont : i) temps d’exécution des tiches (T); ii) temps de communication des tiches
(Cc); iii) cardinalité des systémes de taches (N7); iv) systémes de tiches répartis en
pourcentage. Les valeurs de %D accompagnant les axes Tg et C¢ servent 4 généraliser
I'utilisation de ce graphe des performances. Elles établissent une correspondance entre
les valeurs des axes T¢ et Cc et la valeur des échéanciers des tiches. Ainsi, T = 20
représente la portion du temps correspondant a 40% de I’échéancier des tiches. Enfin, le
nombre de regroupements présents ainsi que le nombre de tiches utilisant les ports
d’entrée/sortic ne sont pas pris en compte dans le graphe des performances. Leurs

influences sont minimes pour le répartiteur de tiches (voir les figures 5.23 4 5.25).

La lecture de ce graphe des performances est fort simple. Il suffit de suivre les
traits pleins du graphique de gaucher vers la droite. Par exemple, un systéme de tiches
avec un temps d’exécution Ty max a 40% de I’échéancier D avec un temps de
communication Cc max 4 12% de D, peut avoir un taux de succés de 100% si Nt < 600
taches. Il en est de méme pour un systéme de tiaches dont le 7r max est 4 60% de D et un
Cc max de 16%. Le taux de succés pour ces systémes de taches est de 100% si N7 < 400.
Enfin, lorsqu’un systéme de taches posséde un T max égal & 80% de I'échéancier D et
un C¢ max correspondant a 20% de D alors le répartiteur peut obtenir jusqu’a 100% de

succes si le nombre de tiches dans le systéme est inférieur ou égal a 200 tiches.

Quant a I'utilisation de ce graphe des performances, elle est fort pratique. En effet,
chaque trait plein reliant les axes est une borne supérieure estimée a partir des résultats
de simulation. Par exemple, la courbe reliant T < 60%, C¢ < 16%, Nr < 400 donne un
pourcentage de succés maximal de 100%. Toutes les valeurs de Tg, Cc et Nt qui sont
inférieures & cette borne estimée donneront également un pourcentage de succés
maximal identique. Donc, chacune des valeurs de Tz, Cc et Nr est régit par la borne
immeédiate supérieure des axes. Si le systéme a répartir contient des téches dont le temps

d’exécution maximal et le temps de communication sont & 55% et 18% de I’échéancier,
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alors le nombre de tiches ne doit pas dépasser 200 pour obtenir un pourcentage de
succés maximal de 100%. Evidemment, ces bomes estimées sont trés conservatrices. A
cause de la nature heuristique du répartiteur de tiches, le graphe des performances ne

peut pas étre établi d’'une maniére absolue.

Nous avons donné, dans la figure 5.26, une série de bornes estimées en trait
pointillés. Ces bornes estimées sont données en fonction de différentes valeurs de Nr
pour Tz < 80% et Cc < 20% de D. Une échelle donnant le temps d’exécution du
répartiteur est également disponible dans le graphe. Cette échelle de temps correspond
au temps de réponse approximatif du répartiteur pour différents systémes de tiches.
Ainsi, un utilisateur peut connaitre rapidement la performance du répartiteur de tiches
en consultant les courbes du graphe de performances.
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Chapitre 6

Conclusion

6.1 Résumé

L’objectif principal de cette thése consistait a apporter une contribution a la
méthodologie utilisée dans la répartition automatique des taches paralléles de type temps
réel. Plus précisément, ce projet de recherche impliquait une étude du probléme de
répartition des tiches avec des échéanciers rigides. Ces tiches peuvent avoir ou non des
relations de préséance. Les résultats théoriques et pratiques de ce travail visaient
essentiellement les applications de simulation en temps réel des réseaux électriques. Les
sous-objectifs spécifiques de cette recherche ont été définis a la section 1.2 du chapitre
1. La méthodologie de recherche utilisée pour atteindre ces sous-objectifs a été
également définie a la section 1.2 du chapitre 1. La problématique de la répartition des
tiches paralléles pour la simulation en temps réel a été présentée au chapitre 2. La
modeélisation et le développement d’une nouvelle méthode de répartition des tiches ont
été présentés aux chapitres 3 et 4. En fin, les résultats obtenus du répartiteur de tiches
ont été exposés au chapitre 6.

6.2 Contribution méthodologique

Cette contribution est une méthode pour la répartition des tiches paralléles de type

temps réel avec échéanciers rigides. De plus, certains sous-ensembles de tiches utilisent
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des ressources autres que les processeurs et peuvent posséder des relations de préséance

dans |’exécution de leur travail.

La répartition de ce type de tiches dans un réseau de processeurs est un probléme
de complexité NP-complet. Une preuve de complexité, sous la forme d’un probléme de
décision, a été présentée. Le répartiteur proposé est donc basé sur une méthodologie
heuristique. Cette méthode est formée d’un ensemble d’heuristiques et comprend trois
phases de traitements : i) la préallocation; i) le prétraitement; i) la répartition des

tiches qui ne sont pas préallouées ou prétraitées par une fouille heuristique.

La phase de préallocation consiste a répartir toutes les tiches utilisant des ports
d’E/S dans des processeurs disposant des mémes ressources. Cette préallocation des
tiches est nécessaire. Certaines tiches du réseau électrique doivent interagir avec

I’environnement externe via les convertisseurs AN/NA.

Le prétraitement des tiches, quant a lui, est utilis¢é pour ordonnancer des
regroupements de tiches paralléles. Ces regroupements de tiches sont générés par la
décomposition explicite des programmes simulant le comportement de certains
composants complexes du réseau électrique. La cardinalité de ces regroupements de
tdches est normalement petite par rapport au nombre total des tiches du réseau
électrique. Une heuristique d’ordonnancement OL" est employée pour la phase du
prétraitement. Cette heuristique est basée sur le principe des méthodes
d’ordonnancement par liste de priorités. Dans I"heuristique OL", la priorité des tiches a
ordonnancer est calculée en utilisant le niveau du graphe des tiches du regroupement.
L’heuristique OL" effectue également un remplissage du temps mort des processeurs

pour obtenir une meilleure utilisant des processeurs.

Les taches, qui ne sont pas traitées par la préallocation et par le prétraitement, sont

réparties par une méthode de fouille heuristique. Donc, la problématique de répartition
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des tiches est considérée comme un probléme de fouille. La méthode de fouille
proposée s’opére dans un espace d’états. Ces états représentent |’ensemble des
assignations candidates pour la formation d’un horaire d’exécution complet. Chaque
assignation candidate est un couple composé d’une tiche T allouée dans un processeur
P. Ainsi, le couple (T, P) est une assignation qui peut étre sélectionnée par la méthode de
fouille lors de la production d’un horaire d’exécution des tiches. Une analyse formelle
des propriétés de la fouille dans I’espace d’états a été effectuée. Cette analyse a été
réalisée a |’aide de la notion généralisée de la longueur des chemins dans les graphes
d’états.

La méthode de fouille DPSM a été développée pour éviter la croissance
exponentielle de la complexité spatiale. Le probléme de débordement de la mémoire est
normalement associé a la fouille heuristique. La méthode DPSM combine les avantages
des méthodes de fouille & mémoire limitée et les idées des techniques itératives de
fouille en profondeur d’abord. Dans DPSM, ['utilisation de la mémoire disponible est
constante. Un horaire d’exécution des tiches de longueur arbitraire peut étre obtenu en

appliquant, d’une maniére répétée, la méthode DPSM.

Enfin, une version expérimentale de ce répartiteur de tiches a été implantée dans
le simulateur HYPERSIM du service simulation de I'Institut de Recherche d’Hydro-
Québec. Le systtme HYPERSIM est un simulateur entiérement numérique congu pour

étudier les phénoménes transitoires dans les réseaux de distribution électrique.

6.3 Travaux futurs

Dans cette thése, plusieurs points intéressants ont été soulevés. Premiérement, le
prétraitement des tiches par I’heuristique OL" n’admet que des regroupements de tiches
dont la cardinalité est relativement petite (environ 20 tiches/regroupement). Cette

heuristique est suffisante pour la plupart des situations normales. Par contre, il serait
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intéressant d’augmenter sa capacité pour des applications futures. Or, la complexité
temporelle de OL" est O(n’). Par conséquent, la mise en eeuvre de cette heuristique doit

étre modifiée pour des regroupements de plus grandes cardinalités.

Le temps de réponse du répartiteur de tiches est adéquat pour des réseaux
électriques de 200 tiches et moins. Pour des réseaux de plus grande dimension, le temps
de réponse du répartiteur est acceptable, lorsque comparé a I'effort de préparation
nécessaire pour réaliser une étude de grande envergure. Cependant, il y a place &
’amélioration. Une technique qui peut réduire considérablement le temps de réponse du
répartiteur est le traitement paralléle. En effet, la méthode DPSM posséde un
parallélisme qui est naturel. Lors de la construction d’un horaire complet, la méthode
DPSM est appliquée, d’'une maniére répétée, a des horaires partiels obtenus par les
applications précédentes de la fouille. Chaque horaire partiel représente une région de
’espace d’état. Ces horaires partiels sont normalement fouillés en séquence. Or, les
informations contenues dans les horaires partiels sont suffisantes pour la méthode DPSM
d’effectuer des fouilles indépendantes. Nous pouvons accélérer le travail de DPSM en
traitant les horaires partiels générés en paralléle.

La version paralléle de la méthode DPSM peut étre utilisée dans un réseau
d’ordinateurs ou dans un réseau de processeurs disposant une mémoire locale. Dans ce
contexte, une application de la méthode DPSM est exécutée sur un nombre de
processeurs (ordinateurs) qui fouillent en paraliéle les horaires partiels produits par
I’application précédente. A la fin d’une application, les résultats sont récoltés. Si des
horaires partiels sont produits, ils sont redistribués dans le réseau des processeurs
(ordinateurs) et une nouvelle application paralléle de la DPSM est exécutée. Le schéme
est donc fort simple. Il est de type SIMD (Single Instructions Multiple Data) puisque
tous les processeurs exécutent le méme programme. Le nombre de données a transférer
entre les processeurs (ordinateurs) est peu nombreux. Seulement la derniére assignation

des horaires partiels est nécessaire pour la fouille.
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Le balancement de la charge des processeurs (ordinateurs) est également facile a
réaliser. Puisque les fouilles sont effectuées d’une maniére indépendante. Nous pouvons
diviser I’ensemble des horaires partiels en sous-ensembles de cardinalité proportionnelle

a la puissance de traitement des processeurs (ordinateurs).

Une difficulté immédiate et apparente est la fagon avec laquelle on doit réaliser la
concaténation des horaires partiels aprés la récolte des résultats. Aprés chaque
application paralléle de la méthode DPSM, nous devons joindre les horaires partiels
obtenus. Si cet assemblage des horaires partiels est réalisé sur disque alors on risque de
perturber fortement la performance de la fouille paralléle, puisque les traitements sur
disque sont toujours plus lents que les traitements en mémoire. Par contre, I’assemblage
en mémoire des horaires partiels exige un transfert de données plus imposant. Enfin,
’application paralléle de la méthode DPSM pour la construction d’un horaire

d’exécution mérite d’étre étudiée d’une maniére plus approfondie.
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ANNEXE A

Glossaire

TERME
Assignation

Assignation candidate

Cardinalité

Complexité NP

Complexité NP-Complet

Complexité P

Diffusion publique

Etat

Graphe disjonctif
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DEFINITION

Un couple comprenant une tiche et un processeur.

Une assignation satisfaisant les contraintes temporelles et
spatiales.

Nombre d’éléments d’un ensemble donné.

Une classe de problémes de complexité temporelle non
polynomiale.

Une classe de problémes de complexité temporelle non
polynomiale. Par contre, les solutions de ces problémes
peuvent étre vérifiée en un temps polynomial.

Une classe de problémes de complexité temporelle
polynomiale.

Dans les échanges d’informations, un processeur envoie
les informations a tous les processeurs qui lui sont reliés.

Dans le contexte de cet thése, un état est équivalent & une
assignation.

Un graphe non orienté simple séparable en deux
ensembles de sommets : un ensemble dont les sommets
sont reliés entre eux par une aréte et un ensemble dont les
sommets sont indépendants les uns des autres.



Horaire acceptable

Horaire acceptable complet

Horaire complet

Horaire faisable

monoide

Pleinement connecté

Regroupement de taches

Répartition dynamique

Répartition statique
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Un horaire d’exécution qui préserve les relations de
préséance des tiches et satisfait toutes les contraintes
temporelles et spatiales imposées.

Un horaire acceptable contenant toutes les tiches du
systéme des tiches.

Il s’agit d’un synonyme de horaire acceptable complet.

Un horaire d’exécution qui préserve les relations de
préséance des taches.

Un objet mathématique doté d’une relation et d’un
ensemble d’éléments fini ou infini. Par exemple, (R, +)
représente un monoide doté de I’ensemble des réels et
I’opérateur addition définie sur R.

En rapport avec la connexité d’un réseau de processeurs.
Chaque processeur est reli€ a tous les autres processeurs
du réseau.

Un sous-ensemble de tdches avec relations de préséance.
Ces tiches représentent la programmation paralléle d’un
composant électrique trop coiiteux pour une exécution
séquentielle.

Une répartition qui tient compte de 1’évolution temporelie
et spatiale des tdches et de 1’ordinateur paralléle.

Une répartiion des tiches qui considére un
environnement constant.
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ANNEXE B

Langages formels, machines abstraites et complexité des
probléemes

Le but de cette annexe est de présenter la formalisation de la notion intuitive de
complexité. Pour cela nous partons d’une vision générale d’une machine abstraite. Une
machine abstraite est, d’abord et avant tout, décrite par son état. Chaque instruction étant
une modification de cet état. Le programme de la machine abstraite consiste en un
ensemble de régles donnant, en fonction d’un état et d’une instruction, le nouvel état de
la machine. On associe 4 la machine un langage, qui est ’ensemble de toutes les suites
possibles d’instructions sur cette machine. Le raffinement de cette machine abstraite
peut nous conduire 2 un modéle général de calcul. A partir de ce modéle, il sera alors
possible de définir d’une maniére précise ce qui est calculable et ce qui ne I’est pas et

enfin, ce qui est difficile a calculer; c’est a dire, la complexité des problémes.

Les résultats & propos des machines de Turing servent de barémes de comparaison
afin d'établir le classement général des problémes selon leur complexité. Les classes de
complexité P (polynomiale), NP (non déterministe polynomiale), NP-complet et NP-
difficile sont formellement définies. Une méthodologie de classement des problémes
NP-complet est également donnée. Cette méthodologie sera utilisée dans l'annexe C

pour démontrer I'appartenance du probléme de répartition des taches temps réel & la
classe NP-complet.
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B 1 Machine de Turing

Une machine de Turing M est composée: i) d'une mémoire appelée bande et est
comparable 3 une bande magnétique. ii) d'une téte de lecture/écriture qui peut étre
caractérisée par un nombre fini d'états. La téte de lecture/écriture peut lire un symbole
écrit sur une case de la bande, et réagir:

* enécrivant un autre symbole dans la case;
* enchangeant d'état;

8 ense déplagant d'une case vers la droite ou vers la gauche.

Un ensemble fini de régles précise les réactions de la téte de lecture. Ces régles
sont le programme de la machine. Initialement, seul un nombre fini de cases sont
marquées avec un symbole autre que le symbole spécial B (blanc). La machine s'arréte
quand une situation n'est pas prévue par les régles. L'état global de la machine est
constitué de deux parties. Une partie finie qui est I'état de la machine. Une autre partie,
comportant un nombre non bomé de possibilités, donnée par la suite de symboles écrits
sur la bande. Les régles ou le programme de la machine indique comment modifier I'état
global de la machine.

Définition B1.0.1 Une machine de Turing consiste en un quintuplet M = (€, Z, §,

do, f) ou

s ©Q est un ensemble fini d'états;

= X est un ensemble de symboles appelé alphabet de lecture et écriture comportant un
symbole spécial B (blanc);

* §5:9 xI (2 xZx {<,=})est une fonction appelée fonction de transition ou <=
indique un déplacement vers la gauche et = un déplacement vers la droite;

* g € Q est I'état initial de la machine;

8 T < Q estl'ensemble des états finaux.
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B 2 Machine de Turing non déterministe

Comme pour les automates on peut introduire le non déterminisme et définir des
machines de Turing non déterministes. Dans un état donné et pour un symbole d'entrée,
il existe, pour les machines non déterministes, un choix sur un nombre fini de d'actions.
A noter que I'apport du non déterminisme aux machines de Turing n'ajoute aucune
puissance supplémentaire dans la décidabilité d’un langage. Par contre, la machine de
Turing non déterministe permet la modélisation de certains problémes beaucoup plus

facilement.

Définition B2.0.1 Une machine de Turing non déterministe consiste en un

quintuplet M = (2, £, 8, g0, F) ol

*  ©Q est un ensemble fini d'états;

= ¥ est un ensemble de symboles appelé alphabet de lecture et écriture comportant un
symbole spécial B (blanc);

8 3:9xXZ— P(QxZx {<,=>}) est une fonction appelée fonction de transition;

s go € Q estI'état initial de la machine;

= Fc Q estl'ensemble des états finaux.

Nous restreignons aux machines de Turing vues comme accepteurs de langages,
c'est & dire, I'on s'intéresse uniquement a I'état dans lequel se trouve la machine quand
elle s'arréte. Un mot u est reconnu si 'on peut passer d'une configuration initiale (go ® )

a une configuration terminale dont I'état appartient a I'ensemble des états finaux F.
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B 3 Relations entre langages et fonctions

Une machine de Turing M peut étre vue comme un calculateur. L'on considére

alors la fonction partielle fy qui fait correspondre 4 un mot u, le résultat du calcul de M

Sur u.

Définition B3.0.1 Soit M une machine de Turing et F un sous-ensemble des états

finaux. Un mot u est accepté ou reconnu par M si M s'arréte pour le mot u dans un état
final.

Définition B3.0.2 Le langage .y accepté ou reconnu par la machine est I'ensemble

des mots reconnus par M.

Définition B3.0.3 Un langage J est récursivement énumérable quand il existe
une machine de Turing M qui accepte J. Si, de plus, la machine s'arréte pour tous les

mots possible appartenant a .J, alors J est récursif.

Donc, - est récursif si et seulement s'il existe une machine de Turing M qui accepte

- et qui s'arréte sur tous les mots u dans X.

Définition B3.0.4 La fonction partielle fy qui fait correspondre a2 un mot u le
résultat du calcul de M sur u est la fonction calculée par la machine de Turing M. On dit
qu'une fonction f'est calculable quand il existe une machine de Turing M telle que /= fu.

' |
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Un mot u n'est donc pas accepté par une machine M quand celle-ci ne s'arréte pas
pour « ou encore quand celle-ci s'arréte, pour « dans un état non final. Un langage J est
récursivement énumeérable quand il existe une machine de Turing qui s'arréte dans un
état final pour tous les mots de I Pour les mots qui n'appartiennent pas a .J, la machine
peut donc soit arréter dans un état non final, soit ne pas s'arréter. La machine de Turing

qui calcule f's'arrétera pour tout mot # du domaine de la fonction et ne s'arrétera pas pour

les autres.

On dit que la machine M calcule la fonction fy méme si fy n'est pas une fonction
totale. De plus, en informatique, on définit normalement les fonctions calculables sur les
entiers et non sur les mots. Cela ne pose aucun probléme car il y a bijection entre
I'ensemble des mots sur un alphabet fini et I'ensemble des entiers. En fait, il n'y a pas de
différence fondamentale entre langage et fonction, il suffit de considérer la fonction
caractéristique d du langage . qui associe 8(«) a un mot u, avec d(u) =0si u € I et d(u)

=]siueg

Par ailleurs, la thése de Church [HOP79] dit que toute fonction calculable au sens
intuitif du terme est calculable par une machine de Turing [HOP79]. Bien entendu, cette
thése est de nature philosophique et ne peut pas étre démontrée. Mais elle est en fait
vérifié dans tous les cas concrets. Pour toutes les machines qu'il a été possible de
concevoir, on a montré qu'il était possible de construire, des machines de Turing
calculant les mémes fonctions [LIN97]. Cela veut dire que si I'on montre qu'une fonction
n'est pas calculable par machine de Turing, alors il ne sera pas possible de construire une
machine avec les principes connues actuellement permettant de la calculer. Le théoréme
de la calculabilité montre l'idée intuitive que tout n'est pas calculable est vérifiée mais
d'abord nous présentons quelques résultats de la théorie des nombres qui viendra

appuyer le théoréme de la calculabilité.
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Définition B3.0.5 Un ensemble est dénombrable infini si et seulement s'il posséde
la méme cardinalité que I'ensemble Z*. Un ensemble est dénombrable si et seulement s'il
est fini ou dénombrable infini. En théorie des nombres, on dit qu'un ensemble infini 4
est dénombrable infini si et seulement si nous pouvons établir une fonction f: Z* — 4

qui est une fonction bijective (c'est a dire, 4 la fois injective et surjective).

Théoréme B3.0.1 [EPP95] Tout sous-ensemble d'un ensemble dénombrable est

aussi dénombrable.

Théoréme B3.0.2 Soit T l'ensemble de toutes les fonctions f: Z°—N. L'ensemble

T n'est pas dénombrable.

Démonstration Soit S, I'ensemble de tous les nombres réels entre 0 et 1. Tous les
nombres de S peuvent étre représentés dans la forme 0.a1a; ... a, ..., oi chaque g; est un
entier de 0 a 9. Cette représentation est unique. Définir une fonction F de S & un sous-
ensemble de T telle que F(0.a1a; ... g, ...) est une fonction qui fait correspondre chaque
entier positif 7 & a,. Définir le co-domaine de F égal a I'image de F pour que F soit une
fonction surjective. La fonction F est également injective puisque F(x;) # F(x2), Vx}, x2
€ NN, a cause de l'unicité de la représentation utilisée. La fonction F' est donc injective
de S 4 un sous-ensemble de 7. Mais nous savons d'aprés le théoréme de Cantor que
I'ensemble de tous les nombres réels entre Q et 1 n'est pas dénombrable [EPP95]. Donc S
n'est pas dénombrable. Nous avons pu établir une fonction F qui est a la fois une
injection et une surjection d'un ensemble non dénombrable & un sous-ensemble de T. Par
analogie avec le théoréme B3.0.1, I'ensemble T est aussi non dénombrable.

O
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Théoréme B3.0.3 [MOR98] L'ensemble de tous les programmes d'un langage

donné est dénombrable.

Théoréme B3.0.4 [MOR98] [l existe des fonctions non calculables.

Nous savons maintenant qu'il existe des fonctions non calculables par machine de
Turing. Mais cette distinction est difficile 4 postuler puisqu'il faut toujours construire
une machine de Turing pour infirmer ou affirmer une fonction est calculable ou non.

B 4 Complexité des problémes

Dans cette section, nous abordons le classement des problémes classes de
complexités. La question 4 poser ici est: quels sont les problémes faciles pour lesquels il
existe des algorithmes de solution efficaces et quels sont les problémes difficiles pour
lesquels il n'existe pas d'algorithmes efficaces?

Définition B4.0.1 Un probléme abstrait est donné par un couple P= (C, P) ou
= (Cest une classe d'objets;
= P est une propriété concernant les objets de C.

Un probléme abstrait qui est formulé ainsi est appelé un probléme de décision.

Définition B4.0.2 La complexité d'un probléme est l'ordre de grandeur de la

complexité dans le cas le pire du meilleur algorithme connu pour le résoudre.
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Comme pour un algorithme on doit distinguer, pour un probiéme, sa complexité en
temps et sa complexité en espace. Pour nos besoins, nous nous restreindrons i la

complexité en temps.

Définition B4.0.3 On dit qu'un algorithme A (représenté par une machine de
Turing) accepte un mot u € {0, 1}  si pour I'entrée u I'algorithme produit A(u) = 1. Le
langage J accepté par un algorithme A est 'ensemble des mots . = {u € {0,1}’ ] A(u) =

1}. De méme, un algorithme A rejet un mot u si A(x) =0.

Définition B4.0.4 Un langage J est accepté par un algorithme A (représenté par
une machine de Turing) en un temps polynomial si pour tous mots u € . de cardinalité

n, I'algorithme accepte u en un temps O(n*) ou & est une constante.

Noter que méme si un langage est accepté par un algorithme, ce dernier ne va pas

nécessairement rejeter un mot ¥ & .J.

Définition B4.0.5 Un langage - est décidé par un algorithme 4 si tous ses mots
sont soient acceptés soient rejetés par l'algorithme.

|
Définition B4.0.6 Un langage ! est décidé par un algorithme 4 en temps
polynomial si pour tous mots u € {0, 1}" de longueur n, l'algorithme décide u en un

temps O(n") ou k est une constante

Ainsi, pour qu'un algorithme accepte un langage .J, il doit seulement tenir compte

des mots de .I. Par contre, pour qu'un algorithme décide un langage, il doit accepter ou

rejeter tous les mots dans {0, 1}
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Un algorithme déterministe résout le probléme de décision P quand, avec comme
donnée d'entrée un objet ¢ de la classe C, il termine en donnant la réponse OUI si ¢
possede la propriété P et NON dans le cas contraire. La notion de probléme de décision
peut étre étendue A des problémes d'optimisation. En effet, nous pouvons toujours
ramener un probléme d'optimisation en un probléme de décision en ajoutant une borne

(inférieure ou supérieure) aux variables a optimiser.

B 4.1 Complexité polynomiale P

Définition B4.1.1 La classe de complexité P est la classe des langages .J qui peut
étre décidée par un algorithme en un temps polynomial. P = {J < {0,1}" | il existe un
algorithme A qui décide . en un temps polynomial}.

®

En fait, P est également la classe des langages qui peut étre acceptée en un temps
polynomial.

Théoréme B4.1.1 [COR93] P = { | dest accepté par un algorithme exécutant en

temps polynomial}

En d'autres mots, les problémes de complexité P sont des problémes résolubles par

un algorithme (machine de Turing) en un temps polynomial.
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B 4.2 Complexité non déterministe polynomiale NP
Pour pouvoir définir la classe de complexité NP, nous devons d'abord comprendre

ce qu'est la vérification en temps polynomial. La vérification dans ce sens est |'utilisation

des algorithmes qui vérifient l'appartenance des langages.

Définition B4.2.1 Un algorithme de vérification 4 est un algorithme comportant
deux arguments d'entrée A(y, y) ou
®* uestun mot d'entrée;

* yestun mot d'entrée appelé certificat.

L'algorithme A vérifie l'entrée u s'il existe un certificat y tel que Ay, y) = 1. Le
langage vérifié par un algorithme de vérification 4 est 4 = {u € {0, 1}’ | il existe y €
{0, 1} tel que A(u, y) = 1}. Intuitivement, un algorithme 4 qui vérifie un langage . si
pour tout mot u € .J, il existe un certificat y que 4 peut utiliser pour prouver que « € ..
En pratique, le certificat y est un indice qui méne vers la solution d'un probléme et
I'algorithme 4 doit pouvoir vérifier que u est une solution en utilisant y. Dans certains
problémes, dont la structure est suffisamment compléte, on peut ignorer le certificat y et
vérifier directement si l'entrée u est une solution. Dans ce cas, l'algorithme A doit

pouvoir vérifier que u est une solution d'un probléme en un temps polynomial.

Définition B4.2.2 La classe de complexité NP est la classe des langages qui peut
étre vérifié par un algorithme exécutant en temps polynomial. Un langage . € NP si et
seulement s'il existe un algorithme A(u, y) exécutant en temps polynomial et une
constante ¢ tels que I = {u € {0, 1}* | il existe un certificat y avec |y| = 0(lu|°) tel
que A(u, y) =1}.
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Donc, un probléme de décision est de classe NP s'il est vérifiable par un
algorithme exécutant en temps polynomial. Par la définition B4.1.1,si J € P alors J €
NP puisqu'il existe un algorithme exécutant en temps polynomial pour décider .
Forcément P c NP. Cependant, nous ne savons pas si P = NP. Intuitivement, la classe P
comprend les problémes qui peuvent étre résolus rapidement. La classe NP comprend
les problémes pour lesquels une solution peut étre vérifiée rapidement. De plus, il est
souvent plus facile de vérifier une solution bien présentée que de trouver une solution &
un probléme. On peut appliquer cette analogie aux classes de complexité P et NP et dire
qu'il existe des langages dans NP qui ne sont pas dans P.

Il existe une argumentation encore plus convaincante qui nous indique que P =
NP. 1l s'agit de la classe dite NP-complet que nous présenterons dans la section

suivante.

B 4.3 Complexité non déterministe polynomiale NP-complet

La classe de complexité NP-complet posséde une propriété trés intéressante. Cette
propriété dit que si un probléme NP-complet est résoluble en un temps polynomial alors
tous les problémes dans NP sont aussi résoluble en un temps polynomial, c'est a dire, P
= NP. Cependant, aucun algorithme n'a encore été trouvé pour résoudre un probléme

NP-complet en un temps polynomial.

Dans ce sens, les problémes NP-complet sont les problémes les plus ardus a
résoudre dans NP. Pour pouvoir dire qu'un probléme est NP-complet, nous devons
d'abord comprendre ce qu'est une réductibilité polynomiale. Nous pouvons par la suite
utiliser la réductibilité polynomiale pour prouver qu'il existe d'autres problémes qui sont
dans NP-complet. Notamment, nous pouvons montrer que le probléme de répartition

des taches temps réel est dans la classe NP-complet.
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Intuitivement, un probléme P peut étre réduit & un autre probléme P’ si toute
instance de P peut étre facilement remaniée en une instance de ' ou la solution de P
est également une solution de . Par exemple, le probléme d'équations linéaire de la
forme ax + b = 0 peut étre ramené i la forme quadratique 0x* + ax + b = 0 donc la
solution est également une solution de ax + b = 0. Donc si un probléme P est réduit 2 un

autre probléme P' alors P n'est pas plus difficile a résoudre que P'.

Définition B4.3.1 Un probléme P= (C, P) est réductible 4 un autre probléme P'=
(C', P) si et seulement s'il existe une fonction f: C — C’ calculable en temps
polynomial, telle que, pour tout objet ¢ de C, ¢ vérifie la propriété P si et seulement si
flc) vérifie P'. La notation P <y P' est utilisée pour désigner la réduction d'un probléme

P a un probléme P’ par le biais de la fonction f.

La signification intuitive de P <¢ P est: résoudre P' permet de résoudre P. En
effet, pour résoudre P, il suffit d'appliquer la fonction f et de résoudre P'. On exige i la
fonction f une complexité polynomiale pour éviter que le codage des données par f ne
soit pas, trop pénalisant. Cette hypothése implique que si l'algorithme pour résoudre P'
est efficace, on obtiendra un algorithme efficace pour résoudre . On dit que la fonction
JSfest une fonction de réduction et 'algorithme qui calcul £, l'algorithme de réduction.

Définition B4.3.2 Lorsque P <, P' et P' <4 P alors P et P’ sont des problémes

équivalents. De plus si P € P alors P' € P et vice versa.

Théoréme B4.3.1 L'opération de réduction polynomiale < est une opération

transitive. Si P <, P' et P’ <, P" alors P <, P
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Démonstration Selon la définition B4.3.1 la fonction de réduction f est surjective. La
relation P <, P' signifie qu'il existe une fonction ftelle que pour toutes entrées u € P—
Au) € P'. Alors,
" siVueP > fu)e P
s siVu'e P' - f(u) e P,
s alors Vu e P - f(fu)) € P".
En vertu des propriétés de la composition des fonctions, f(f{u)) est également une
fonction surjective. Ce qui démontre bien la transitivité de la relation <.

a

La réductibilité polynomiale permet donc de montrer qu'un probléme est au moins
aussi difficile qu'un autre probléme i un facteur polynomial prés. Nous pouvons dés
maintenant définir la classe des problémes NP-complet. Ce sont des problémes les plus

ardus 2 résoudre.

Définition B4.3.3 Un probléme est NP-complet s'il satisfait les conditions
suivantes:

1. P e NP;

2. P'<P,VP' e NP.

Définition B4.3.4 Un probléme est NP-difficile s'il satisfait la condition (2) mais

pas nécessairement la condition (1) de la définition B4.3.3.

Théoréme B4.3.2 [MOR98] Si un probléme NP-complet est solutionné en un temps
polynomial alors P = NP. Si un probléme NP-complet n'est pas solutionné en un temps
polynomial alors tous les probléemes NP-complet ne sont pas solutionnés en un temps

polynomial.
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A la lumiére des démonstrations présentées, nous pouvons arranger les classes de

complexité selon la figure B4—1.

Cas général )

(
tm) NI’-complet ' L_J
l NP-difficile ‘

N J

Figure B4—1 Schéma montrant I'appartenance des classes de complexité.

Dans ce schéma, la classe de complexité P ¢ NP et P # NP. La classe NP-
complet est également dans NP selon la définition B4.3.3. mais NP-complet < P. Si un
probléme est réductible & tout probléme NP mais qu'il n'est pas nécessairement dans la

classe NP alors il est NP-difficile. Notons que tout probléme NP-complet est également
NP-difficile.

Nous avons inclus dans ce schéma le cas général qui englobe toutes les classes de

complexité connues. La raison est qu'il peut exister des classes de problémes qui ne sont

pas encore découvertes.

B 4.4 Meéthodologie de démonstration pour la classe NP-complet

Nous avons défini dans la section précédente qu'un probléme P est de classe NP-
complet s'il satisfait deux conditions (voir définition B4.3.3). La premiére condition
consiste a pouvoir trouver un algorithme qui vérifie en un temps polynomial la solution
de P (P e NP). La seconde condition est de montrer que le probléme P est réductible
en un temps polynomial a tout probléme appartenant 4 NP (P' < P, YVP' € NP). A

premiére vue, cette derniére condition est trés sévére et méme impossible de faire en
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pratique. Heureusement, le théoréme suivant nous montre qu'il suffit de réduire un
probiéme P a un autre probléme P' € NP-complet pour prouver que P est NP-
difficile.

Théoréme B4.4.1 [COR93] Si P est un probléme tel que P’ < P pour P' € NP-
Complet, alors P est NP-difficile. De plus, si P € NP alors P € NP-complet.

En d'autres mots, en réduisant un probléme connu NP-complet P' 4 P, nous
réduisons implicitement toutes les problémes dans NP & P. Ainsi une méthodologie peut
étre établie et qui indiquera comment montrer 'appartenance d'un probléme 4 la classe

NP-complet.

Pour montrer qu'un probléme P € NP-complet, il suffit de suivre les étapes
suivantes [COR93].

1. montrer que P € NP;

2. choisir un probléme P’ connu comme étant dans la classe NP-complet;

3. décrire un algorithme qui calcule une fonction de réduction f qui associe toutes les
instances de ' & une instance de P;

4. montrer que la fonction fsatisfait u € P’ si et seulement si fu) € P;

5. montrer que l'algorithme calculant f exécute en un temps polynomial.

Cette méthodologie rend les démonstrations beaucoup plus simples. Il n'est plus
nécessaire de montrer que le probléme a traiter est réductible & tous les problémes qui
sont dans la classe NP. Dans I'annexe C, nous utiliserons ces cinq étapes pour prouver
que le probléme de répartition des tiches temps réel est un probléme de la classe NP-

complet.
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ANNEXE C

Complexité du probléme de la répartition des tiches
temps réel

Cette annexe donne les détails techniques utilisées dans la démonstration de la
complexité NP-complet du probléme de la répartition des tiches temps réel. Le résultat
de la complexité du probléme de répartition des tiches temps réel est important puisqu'il

nous indique les stratégies possibles pour la résolution de ce probléme.

Pour construire la démonstration de la complexité du probléme, nous avons besoin
d'un modele de la répartition des tiches. Ce modéle doit étre suffisamment simple pour
que sa manipulation soit aisée. Cependant, le modeéle doit également étre suffisamment

expressif pour bien représenter le fonctionnement de 1a répartition des tiches.

Les graphes disjonctifs (split graphs) [GOL80] ont été proposés comme des
représentations efficaces pour la modélisation de la répartition des tiches dans les
systémes distribués [ALI93]. L'avantage des graphes disjonctifs dans ce contexte reléve
de deux points importants: i) la représentation est intuitive; /i) les manipulations
possibles de ces graphes sont tirées de la théorie des graphes, un domaine bien connu.
Dans cette annexe, nous appliquerons les graphes disjonctifs comme éléments de base
pour la démonstration de la complexité du probléme de la répartition des tiches temps

réel.

Nous avons vu dans l'annexe B que le classement de la complexité des problémes

est intimement lié a la notion de calculabilité des machines de Turing. De plus, nous
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savons qu'un probléme P est NP-complet s'il existe un algorithme qui vérifie sa
solution en un temps polynomial et s'il est possible d'effectuer une réduction
polynomiale de tous les problémes P' & P avec P' € NP (définition B3.3.3). Des
raccourcies existent pour montrer qu'un probléme est bien dans la classe NP-complet.
En effet, pour classer P dans NP-complet, il suffit de montrer qu'un probléme P',
reconnu comme étant NP-complet, soit réductible en un temps polynomial a P
(théoréme B3.4.1). En d'autres mots, nous induisons l'appartenance a la classe NP-

complet d'un probléme a partir d'un autre probléme NP-complet.

Pour parvenir a ce but, nous utiliserons la modélisation de la répartition des tiches
par graphes disjonctifs. Nous introduirons le probléme de la séparation en cliques
maximales d'un graphe (MAXCLIQUE) comme un probléme intermédiaire. Nous
montrerons que ce probléme intermédiaire est réductible en un temps polynomial au
probléme général NP-complet de la séparation dun graphe en sous-graphes
(PARTITION) [GAR79], [EVAT79]. Enfin, nous donnerons une preuve qui montre que
le probléme de la séparation en cliques maximales d'un graphe est analogue et réductible
en un temps polynomial au probléme de la répartition des tdches temps réel (RTTR).

C 1 Graphes disjonctifs

Un graphe non orienté est défini par un ensemble S de sommets et un ensemble 4
d'arétes, G = (S, 4). Pour nos besoins nous ne considérons que les graphes simples. Un
graphe simple est celui qui ne posséde pas de boucles autour d'un seul sommet ni

d'arétes paralléles partageant les mémes extrémités.

Définitions C1.0.1  Un graphe est complet quand l'ensemble de ses sommets

contient exactement une arétes par pair de sommets.
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Définitions C1.0.2 Un ensemble de sommets S’ < S d'un graphe G = (S, 4) est
indépendant si ses éléments sont mutuellement disjoints. C'est a dire, qu'il n'y a pas
d'arétes reliant les sommets de S".

Définitions C1.0.3  Un ensemble de sommets S’ ¢ S d'un graphe G = (S, A4) est
complet si chaque pair de sommets dans S’ est relié par une aréte a € 4. Ces arétes sont

appel¢ arétes complétes.

Définitions C1.0.4  Un graphe G = (S, 4) est disjonctif s'il existe une partition S =

S) U §; de ses sommets en un ensemble indépendant S; et un ensemble complet S,.

Remarquez que I'ensemble des sommets S; forme un sous-graphe complet qu'on
appelle communément une clique de G {BER83]. Dans un graphe disjonctif, il n'y a pas

de contraintes sur les arétes qui existent entre les ensembles S; et Ss.

Définitions C1.0.5  Un graphe disjonctif est complet s'il existe une aréte entre
chaque sommet dans S) et chaque sommet dans S;. On nomme aréte de liaison, une

aréte reliant un sommet dans S; 4 un sommet dans Ss.

Dans un graphe disjonctif complet, il y a exactement nn; — ny(n; - 1)/2 arétes ou n
=m+mavecm = |S| etm=|%]. La figure C1—1 montre un graphe disjonctif avec
|Si] =3 et |S;| = 4. Dans cette figure, il existe 12 arétes de liaison (n;m arétes de

liaison) et 6 arétes complétes (nx(n - 1)/2 arétes complétes).
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Arétes complétes

Figure C1—1 Représentation graphique d'un graphe disjonctif.

C 2 Modéle de la répartition des tiches temps réel

Le probléme de la répartition des tiches temps réel dans un réseau de processeurs
peut étre modélisé a l'aide d'un graphe disjonctif. Dans cette modélisation, l'ensemble
des processeurs est représenté par les sommets de I'ensemble indépendant S; du graphe.
L'ensemble complet S, du graphe est utilisé pour représenter I'ensemble des tiches a
répartir. La figure C2—1 est un représentation de cette organisation.

X123.4
e Ensemble des
y processeurs

-

-~
-

Ensemble des
taches

Figure C2—1 Graphe disjonctif représentant les processeurs et les tiches.
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En effet, la figure C2—1 est une reprise de la figure C1—1 dans laquelle nous avons
ajouté les étiquettes p;, 1 <i < |81 pour les processeurs et les étiquettes £;, | <i < |5, |

pour les tiches.

Définitions C2.0.1  Une aréte compléte, c'est a dire une aréte reliant deux sommets
dans S,, représente la communication entre deux tiches. Le cofit de communication est

une valeur ¢ € N indiquée sur 'aréte.

Définitions C2.0.2 Une aréte de liaison, c'est A dire une aréte reliant un sommet

dans §) & un sommet dans S, représente I'exécution d'une tiche (dans S;) dans un

prucesseur (dans S)). Le coiit de I'exécution est une valeur ¢ ¢ N indiquée sur l'aréte.
||

Les étiquettes {a, b, ..., f} des arétes complétes de la figure C2—1 représentent les
colits de communication entre les tiches. Lorsqu'une valeur est nulle, cela signifie qu'il
n'y a pas de communication entre les deux tiches qui sont reliées par l'aréte. Les
étiquettes {ai, ...,4, P1, ...,Ps, X1s ---» Y4} des arétes de liaisons de la figure C2—1

représentent les coiits d'exécution des taches sur les processeurs p; 4 ps.

Définitions C2.0.3  Une clique d'une graphe G = (S, 4) est un sous-ensemble S'< §

dont chaque pair de sommets de S’ est relié par une aréte @ € 4.

La répartition des tiches dans ce contexte correspond a une séparation du graphe
disjonctif en cliques disjoints. Chaque clique du graphe G consiste en un sommet p € S
et un ensemble de sommets S’ € S;. L'ensemble S’ représente les tiches assignées au

processeur représenté par le sommet p. Noter que nous nous intéressons surtout au
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probléme ou le nombre de cliques disjoints est égal a |s, |, c'est-a-dire le nombre de
cliques disjoints est égal au nombre de processeurs. Ce cas étant particuliérement
approprié pour le probléme de répartition des tiches. La figure C2—2 montre une
séparation possible du graphe disjonctif G en cliques o;, 1 <i< |s.1.

Figure C2—2 Séparation du graphe disjonctif en trois cliques.

Dans la figure C2—2 la tache t; est assignée a au processeur p, la tiches ¢, est
assignée au processeur p; et les taches f3, 14 sont assignées au processeurs p;. Cette
assignation des tiches est fixe. A chaque cycle d'exécution, les mémes tiches
travailleront dans les mémes processeurs. Remarquer que les arétes de liaison d'une
clique o; & une autre clique o; n'ont aucune signification puisqu'une tiches ne peut étre

assignée a deux processeurs en méme temps.

C 2.1 Critéres d'optimisation

Pour pouvoir porter un jugement sur les résultats obtenus de la séparation du
graphe disjonctif en cliques disjoints, nous devons utiliser un critére d'optimisation. Ce
critere sert a mesurer 'exactitude et l'efficacité des assignations taches-processeurs

obtenues. La fonction objectif envisagée doit étre une fonction des valeurs des arétes de
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liaison et des arétes complétes des cliques résultantes. Une des mesures la plus
commune dans la répartition des tiches temps réel est la minimisation du coit total Cr
du programme paralléle. Ce coit total comprend le coiit d'exécution Cg et le coiit de
communication des tdches Cc. L'ensemble des cofits

C,=C.+C, (C2.1.1)
doit €tre inférieur 4 une valeur 4 qui représente l'échéancier imposé par le systéme.
Ainsi, les cliques obtenues doivent satisfaire la relation

C, <d, (C2.1.2)
pour qu'elles soient jugées acceptables. Remarquer que le cofit de communication Cc est
une fonction des données & transférer entre deux tiches assignées a des processeurs
différents. Comme l'indique la définition C2.0.1, il peut exister dans le graphe disjonctif
des arétes complétes de valeur nulle. Donc, le sous-graphe complet généré par

I'ensemble S, représente bien le systéme des taches.

En utilisant le modéle du graphe disjonctif, le colit d'exécution des tiches
assignées a un processeur est la somme des valeurs sur toutes les arétes de liaisons
appartenant a toutes les cliques. Le coiit de communication est donné par la somme des
valeurs sur toutes les arétes complétes qui n'appartiennent pas a une clique. Supposons
une assignation des tiches correspondant 4 une séparation d'un graphe disjonctif G = (S)
U &, 4) en ensemble de cliques {c), 62, ..., On} OUM = | Sy |. Chaque clique contient

un sommet p; correspondant a un processeur du systéme paralléle.

Définitions C2.1.1  Pour chaque assignation des taches S =6, U G2 U ... U Gn, avec
pi € Sy un processeur dans la clique /, nous définissons [ALI93]:

$ une aréte de liaison (s, p;) est appelée aréte de liaison active si s € o;. Elle est
inactive autrement;

une aréte compléte (s;, 5;) est appelée aréte compléte active si s; et s; appartiennent a
la méme clique. Elle est inactive autrement.
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Le cofit d'exécution Cg est alors la somme des valeurs de toutes les arétes de liaison
actives. Le colit de communication C¢ est alors la somme des valeurs de toutes les arétes

complétes inactive du graphe disjonctif G.

Dans le but de minimiser le coiit total de (C2.1.1), les cliques seront obtenues en
considérant les deux termes suivants: i) la maximisation des valeurs des arétes complétes
actives c(s;, s;), Vi # j; ii) la minimisation des valeurs des arétes de liaisons actives c(s,
D). La maximisation des valeurs des arétes complétes actives est équivalente a3 la
minimisation du colt de communication puisque l'on considére que deux tiches
communiquantes assignées 4 un méme processeur ont un colt de communication nul. La
minimisation des arétes de liaison actives revient & diminuer le coiit d'exécution des
tiches d'une clique. Pour faire concorder les deux termes d'optimisation, nous
appliquons une simple transformation sur le second terme de la fonction objectif. Au
lieu de minimiser les valeurs des arétes de liaison actives ¢(s, p;), nous allons plutdt
maximiser plutdt B - c(s, p;) ou B est une constante positive de valeur trés grande. La
fonction objectif fest alors

max{f}=max{c(s,,sl)+[[3—c(s,p,.)]} (C2.1.3)
ou c(s;, §5), i #j représente le colit de communication & économiser et c(s, p;) est le cofit
d'exécution des tiches s sur le processeur p;. Ainsi, la maximisation de (C2.1.3) est

mathématiquement équivalente a la recherche des cliques avec valeurs maximales sur

ses arétes.

C 3 Démonstration de la nature NP-complet du probléme

Nous donnons ici une démonstration formelle montrant que le probléme de la
répartition des tiches temps réel appartient 3 la classe NP-complet. Pour ce faire, nous
utiliserons comme objet de base les graphes disjonctifs et la méthodologie de

démonstration présentée dans I'annexe B (section B3.4). Le formalise est celui pratiqué
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dans le domaine de la théorie de décision. Ainsi, selon (C2.1.2), une instance du
probléme de la répartition des tiches temps réel peut étre mise sous la forme d'un

probléme de décision par un 4-uplet et une question.

RTIR = {<T, P, W, &> : T = {t), 12, ...,tn} ensemble des tiches, P = {p, p3, ....On}
ensemble des processeurs, W = [w;] matrice de communication et d > 0 un entier.

Existe-t-il une répartition des tiches 7 dans les processeurs P de sorte que Cg + Cc < d

ou Cg = Zx,, est le cotit d'exécution de la tiche #; dans le processeur p; et Cc =

Zw,j est le coiit de communication entre les tiches ¢ et 4 si elles sont assignées a des

processeurs différents}. (C3.1)

Nous utiliserons le nom RTTR pour désigner la version décisionnelle du probléme de
répartition. L'entier 4 est I'échéancier des taches. Le fait que d soit un entier ne rend pas
le probléme moins intéressant puisque nous pouvons toujours exprimer les cofits en

terme d'unités de temps convenable.

Selon la méthodologie de démonstration préconisée (section B3.4), nous avons
besoin d'un probléme connu appartenant a la classe NP-complet. Le probléme général
de la séparation d'un graphe en sous-graphes est justement connu comme étant NP-
complet dans la littérature [GAR79]. L'énoncé de ce probléme de séparation d'un graphe

sous la forme d'un probléme de décision est comme suit:

PARTITION = {<G', ¢, I', K, J> : G' = (V', E") un graphe simple, c": V" — 1 une
application indiquant le poids des sommets de ¥, !’ : E' - NN une application qui donne
la valeur des arétes, K et J entiers positifs. Existe-t-elle une séparation de V" en m

ensembles disjoints ¥;,7,...,V,, telleque )" .¢'(v)<K pour I <i<m. De plus, si E”

C E’ est 'ensemble des arétes dont les deux extrémités sont dans deux ensembles

V, différemts alors ) __I'(e)<J }- (C3.2)



D'apres la définition du probléme de décision (C3.2), le probléme général de séparation
d'un graphe en m sous-graphes implique que chaque sous-graphe contient au plus X

sommets puisque ¢(v) =1V v & V. Si les sommets de deux sous-graphes ¥, et ¥, avec

i # j sont reliés par des arftes alors la somme des valeurs de ces arétes ne doit pas

dépasser J. Ce sont les contraintes imposées a ce probléme de séparation des sommets.

Pour montrer que RTTR € NP-complet, nous proposons ['utilisation d'un
probléme de décision intermédiaire pour effectuer la réduction polynomiale & partir de
PARTITION. Ce probléme intermédiaire est un probléme concernant la séparation des

cliques de valeurs maximales dans des graphes disjonctifs. Nous le désignons par un
triplet et une question.

MAXCLIQUE = {<G, I/, B> : G = (V, v V>, E) un graphe disjonctif complet avec V) un
ensemble de sommets indépendants et ¥ un ensemble de sommets complets, /: E— N
une application qui donne la valeur des arétes, B > 0 un entier. Existe-t-elle une

séparation de ¥ en m cliques disjointes ¢; de sorte que Zm l(e)2B,pour 1 <i<mou

ecEetm= |11}

Le probléme MAXCLIQUE ressemble beaucoup i notre problématique de départ
RTTR. L'idée est de trouver I'appartenance de RTTR par l'entremise de MAXCLIQUE
grice 4 la propriété transitive de la réduction polynomiale (théoréme B3.3.1). En effet,
pour établir que RTTR € NP-complet, il suffit de montrer que

PARTITION <sMAXCLIQUE (C3.4a)

et

MAXCLIQUE <RTTR. (C3.4b)
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Les sous-sections suivantes sont une série de théorémes et de démonstrations qui

visent justement 4 montrer qu'il est possible d'effectuer les réductions polynomiales de
(C3.4a) et de (C3.4b).

C3.1 Probl¢éme MAXCLIQUE

Nous utilisons la méthodologie de démonstration présentée dans la section B3.4 de
I'annexe B. D'abord montrons que le probléme MAXCLIQUE est dans NP. Rappelons
qu'un probléme est dans NP s'il existe un algorithme de vérification A(u, y) ol u est
I'entrée et y est un certificat tel que A(u, y) = 1 pour tout u une solution du probléme. De
plus, cet algorithme doit pouvoir donner une réponse en un temps polynomial. Dans
notre cas, la structure de MAXCLIQUE est suffisamment compléte qu'il n'est pas

nécessaire d'utiliser un certificat pour vérifier ce probléme.
Théoréme C3.1.1 Le probléme MAXCLIQUE e NP.

Démonstration La solution de ce probléme est un ensemble de cliques disjointes o,

G2, ..., Om. Pour vérifier que Zm l(e)= B pour | <i < m, il suffit de placer les arétes

des cliques obtenues dans m listes. Pour chaque liste nous calculons la somme des
valeurs des arétes et la comparer 4 la valeur de B. Supposons que le graphe est complet
avec n sommets. Il y aura #(n - 1)/2 arétes dans le graphe. En considérant I'opération de
sommation comme une opération de base nous avons n* — n sommations. La formation
des m listes de sommets est une fonction linéaire du nombre de sommets dans le graphe.
Donc, on peut vérifier la solution de MAXCLIQUE en un temps polynomial O(%).

a

Théoréme C3.1.2 Le probléme PARTITION est réductible en une instance de
MAXCLIQUE dans un temps polynomial.
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Démonstration Nous donnons une procédure de réduction polynomiale qui permet de
réduire le probléme PARTITION en MAXCLIQUE. Autrement dit, nous construisons
un algorithme qui calcule une fonction de réduction f qui satisfait PARTITION <f
MAXCLIQUE. Incidemment, nous savons que le probléme PARTITION € NP-complet
pour K 2> 3 et ce, méme si l'application /"(e) = 1 Ve & £' [GAR79]. L'idée de base de
cette construction consiste d ajouter un certain nombre d'arétes de valeur nulle dans le
graphe G’ du probléme PARTITION. Ces arétes de valeur nulle sont nécessaires pour
rendre G' complet et conforme a la définition du probléme MAXCLIQUE. Nous
ajoutons également un certain nombre de sommets supplémentaires dans G’ pour former
un nouveau sous-ensemble de sommets. Ces nouveaux sommets seront reliés au graphe
G’ par des arétes qui posséderont des valeurs particuliéres. Les arétes de ces nouveaux
sommets ajoutés dans G’ peuvent étre interprétées comme des arétes de liaison du
probléme MAXCLIQUE. Nous allons assigner des valeurs a ces arétes de liaison
nouvellement ajoutées de telle sorte qu'en prenant K sommets ou moins dans I'ensemble
des sommets ¥’ du probléme PARTITION, il existe au moins X arétes de liaison avec la

valeur 1. La figure C3—1 montre graphiquement cette procédure.

% ;R """" v \
sommets ajoutés dans G* j !

Graphe G’ du probléme PARTITION Graphe transformé

Figure C3—1I Transformation du graphe G' du probléme PARTITION.
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L'ajout des sommets et des arétes, montré dans la figure C3—1, transforme le graphe G’
en un graphe disjonctif. Evidemment, une solution du probléme PARTITION ne doit pas
contenir les sommets et les arétes ajoutés enfin de respecter la structure originale. La

description formelle de la construction de ['algorithme de réduction est donnée comme
suit:

Etapes de construction

A. Le probléme MAXCLIQUE nécessite la séparation des sommets en deux ensembles
Vi et Va. Vi est l'ensemble des sommets indépendant et V; est l'ensemble des
sommets complets. Donner & ¥} un nouvel ensemble de sommets (voir la définition

du probléme MAXCLIQUE C3.3 et la figure C3—1) dont le nombre est | V3| =
(;J Ce nombre de sommets est pour garantir que l'on peut toujours trouver au

moins K arétes de liaison dans le graphe pour tout Uc 73, U} < K.

B. Assigner V; = V. En effet, 'ensemble des sommets indépendants est I'ensemble des
sommets ¥’ du probléme PARTITION.

C. Assigner a E I'ensemble des arétes de MAXCLIQUE selon la régle
E=EUEUE; (C3.5)
ouEy=E' E;={(u, v) u,ve Vaet(u,v) ¢ Ev} et B3 = {(u, v) lueVietve }.
Autrement dit, nous ajoutons des arétes dans le probléme PARTITION pour le
transformer en un graphe disjonctif complet. Les arétes dans £, sont exactement les
arétes de PARTITION. Les arétes dans E, sont des nouvelles arétes ajoutées dans V"
du probléme PARTITION pour rendre l'ensemble ¥” complet. Ces nouvelles arétes
complétes ont une valeur nulle pour ne pas changer la structure de ¥". Les arétes

dans £3 sont des nouvelles arétes ajoutées pour relier les sommets dans V; et les
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sommets dans ¥>. Remarquer que E; et E; sont respectivement les arétes complétes

et les arétes de liaisons d'un graphe disjonctif ainsi formé.

D. Assigner a l'application /(-) du probléme MAXCLIQUE les valeurs suivantes:

lle)=1(e),Veek,

l(e)=0,Veek,,
e)=a,ae{l,a},Veeks,

oua < —(z e, l(e) +m) un petit entier négatif.

(C3.6a)
(C3.6b)
(C3.6¢)

Autrement dit, si l'aréte e est dans I'ensemble des arétes de PARTITION alors

utiliser les mémes valeurs que PARTITION. Pour les arétes complétes nouvellement

ajoutées, on leur assigne une valeur nulle pour rendre le graphe G’ du probléme

PARTITION complet. Pour les arétes de liaison nouvellement ajoutées, on leur

attribue une valeur de 1 ou une petite valeur négative. Nous donnons un arrangement

spécial aux valeurs de (C3.6c). En effet, pour I(e) = /((u, vi)) avecu € Vyetv, e 7, 1

< i £ m, laréte e est une aréte de liaison reliant ¥ et V5. Comme il y a une

combinaison de (;) sommets dans ¥}, on aura |V;| valeurs données par (C3.6¢).

Arranger ces valeurs dans une matrice carrée m x m de la maniére suivante:

1

1
o4

1
02
a

R

o
a
a

a
o4
o

o]

(C3.7)

Le but est de produire une combinaison de valeurs dans la matrice M avec

exactement K valeurs 1 et m - K valeur a de sorte que pour n'importe quel sous-

ensemble de sommets complets ¥ < F5, il existe un sommet # dans l'ensemble
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indépendant ¥ tel que /((u, v)) = 1, ¥ v € ¥, |V] £ K. En d’autres mots, les arétes de
liaison sont soient de valeur | ou de valeur a et que en tout temps, au moins K arétes

de liaison ont une valeur 1 pour n'importe quel sommet dans I'ensemble indépendant
V.

E. Assigner a B la constante positive d¢ MAXCLIQUE la valeur de
B=)I'(e)+m~J. (C3.8)
cek’

Maintenant, nous allons montrer que I'algorithme de réduction produit une solution
€quivalente pour les deux problémes. Si nous pouvons répondre par OUI i la question

posée par le probléme MAXCLIQUE cela signifie qu'il est possible d'obtenir m cliques

G1, 02, ..., On de sorte que Zﬂ l(e)2 B, pour 1 <i < m. Puisque B est un entier

positive et que o est un petit entier négatif, aucune clique ne doit contenir des arétes de
liaison e dont la valeur /(¢) = a.. Ainsi, nous devons avoir m arétes de liaison avec I(e) =

1 dans les cliques et qui sont dans Ej3. Alors, on peut écrire que

>ie)zB-m. (C3.9)

¢ea, AceE,

Noter que chaque sous-graphe obtenu du probléme de séparation PARTITION est une
clique du probléme MAXCLIQUE mais avec un sommet en moins puisque l'ensemble
des sommets dans ¥; a été ajouté lors de la transformation de G'. De méme, chaque
sous-graphe obtenu de PARTITION ne contiendra pas les arétes ajoutés lors de la
transformation. C'est-a-dire, les arétes dans E; et Ej; ne sont pas dans les sous-graphes de
PARTITION. Soit o; = (o), E(c)) la i clique obtenue pour le probléme

MAXCLIQUE. L'ensemble des sommets des sous-graphes ¥, du probléme
PARTITION est alors ¥, = V(c;) - {v} o v € V). Il en est de méme pour l'ensemble des

arétes des sous-graphes de PARTITION, c'est a dire, £, = E(c;) — (E2 U E3). Donc, les
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sous-graphes obtenus de PARTITION est G, =(V,,E,). Ainsi, nous pouvons réécrire
(C3.9) en

YIe)2B-m. (C3.10)

eeG, neeE’

La somme des valeurs des arétes qui ne sont pas dans les sous-graphes est égale a

dl)=I'e)- Y I'). (C3.11)
G, ceE’ ceG,

On peut remplacer (C3.10) dans (C3.11) pour donner

Y)Y I'(e)-(B-m). (C3.12)
G, ee£’

A l'aide de I'équation (C3.8) de I'étape (E) de I'algorithme de réduction, nous avons
Dl IE-Q ) +m-J-m), (C3.13)
exG, ceE’ ceE’

ce qui implique que

dleysJ. (C3.14)
«G,

Puisque e ¢ G, sont les arétes qui ne sont pas inclues dans les sous-graphes de
PARTITION. L'équation (C3.14) est équivalente a la formulation originale du probléme
die)sd, (C3.15)
ceE”

ol E” est I'ensemble des arétes dont les deux extrémités sont dans deux ensembles
V, différents (voir I'énoncé du probléme C3.2). Nous avons démontrer la deuxiéme

partie du probléme PARTITION.

Pour la premiére partie du probléme, nous avons vu qu'aucune clique de
MAXCLIQUE ne contiendra une aréte de liaison e de sorte que /() = a puisque o < 0.
Donc, seulement les arétes de liaison avec /(e) = 1 seront inclues dans les cliques. Par
l'arrangement de 'étape (D) de l'algorithme de réduction, nous avons exactement K
arétes de liaison pour chaque sommet dans ¥). Ainsi, chaque clique de MAXCLIQUE

contiendra un sommet dans l'ensemble ¥; et au plus K sommets dans l'ensemble V.
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Puisque chaque sommet des sous-graphes du probléme PARTITON a une valeurde 1, K

sommets au plus dans un sous-graphe vaut ) _.¢'(v)< K . Ce qui démontre la premiére

partie du probléme PARTITION.

La procédure de réduction transforme le probléme de décision PARTITION en
une instance du probléme MAXCLIQUE. Les étapes de transformation (A) a (E)
peuvent étre réalisées en un temps polynomial. Comme le probléme PARTITION € NP-
complet et que MAXCLIQUE € NP selon le théoréme B3.1.1 il en résulte que
MAXCLIQUE est dans la classe NP-complet.

a

C3.2 Probléme RTTR

En utilisant les mémes démarches que pour le probléme MAXCLIQUE, d'abord
montrons que le probléme RTTR est dans NP. Autrement dit, le probléme de répartition
des tiches temps réel est un probléme de la classe NP. Il est A noter que I'appartenance
de RTTR a NP est intuitive puisque RTTR est équivalente 8 MAXCLIQUE. Par la suite
nous donnons un algorithme de réduction polynomiale pour transformer le probléme
MAXCLIQUE en une instance de RTTR.

Théoréme C3.2.1 Le probleme RTTR € NP.

Démonstration La solution de ce probléme est un ensemble d'assignations de tiches a
des processeurs Ay, 43, ..., An. Chaque assignation 4; contient un seul processeur de

I'ensemble des processeurs et une tiche ne peut étre associée qu'a un seul processeur.

Pour vérifier que chaque assignation 4; satisfait Cg + C¢ < d, il suffit de calculer Zx,’,‘ +
Z w; pour 1 < k< m ot m est le nombre d'assignations et de vérifier que la somme est

inférieure ou égale a d, 4 étant I'échéancier des tiches. .r,; est le colit d'exécution de la
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tiche i dans le processeur j pour la &* assignation. w,’; est le coilt de communication pour

les tiches 1; et ¢; assignées dans des processeurs différents pour la &° assignation. Pour un
systéme avec n tiches et m processeurs, on effectuera n sommations pour le calcul du
coit d'exécution Cg et au plus n(m - 1) sommations pour le calcul du coiit de
communication Cc en supposant que m < n. La vérification C¢ + C¢ < d, demande au
plus nm additions. Donc, on peut vérifier la solution de RTTR en un temps polynomial
0(nm).

0

Théoréme C3.2.2 Le probléme MAXCLIQUE est réductible en une instance de
RTTR dans un temps polynomial.

Démonstration Nous allons donner un algorithme de réduction polynomiale qui
permet de réduire le probléme MAXCLIQUE en une instance de RTTR. Autrement dit,
nous construisons un algorithme qui calcule une fonction de réduction f qui satisfait
MAXCLIQUE <f RTTR. L'idée de base de cette construction consiste a associer
I'ensemble des taches T et I'ensemble des processeurs P de RTTR a I'ensemble complet
V2 et & l'ensemble indépendant ¥; de MAXCLIQUE. On confére a wy, le cofit de
communication de RTTR, l'application ! : E - N de MAXCLIQUE ou e € £ = (v;, ¥))
et v, v; € V2. Autrement dit, le coiit de communication des tdches est représenté par les
arétes complétes du graphe disjonctif. Enfin, le coiit d'exécution des taches x;; est associé
a la fonction g(e”) = B - I(e) ot e" = (v;, v)) avec v; € ¥ et v; € V3. La constante f§ est un
entier positif de valeur trés grande. Ainsi, le coiit d'exécution d'une tiche f; sur un
processeur pj, x; = g(e’), est en fait la valeur donnée les arétes de liaison du graphe
disjonctif & une constante prés. Conséquemment, nous avons transformé le probléme

MAXCLIQUE en incluant la fonction objectif de C2.1.3. La figure C3—2 montre cette
transformation.
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Ensembie des tiches
(Ensemble complet ¥,)

coit de communication
w, = i(e)

Figure C3—2 Transformation du probléme MAXCLIQUE en une instance de RTTR.

Etapes de construction

A.

Assigner I'ensemble complet ¥ du graphe disjonctif de MAXCLIQUE, aux tiches T
du probléme RTTR. T=V,.

Assigner l'ensemble indépendant ¥, du graphe disjonctif de MAXCLIQUE aux
processeurs P du probléme RTTR. P = V.

Assigner l'application /(e), e = (v, v;) avec v;, v; € V> du graphe disjonctif de
MAXCLIQUE aux coits de communication w;; du probléme RTTR. wy; = I(e).

Assigner le deuxiéme terme de la fonction d'objectif (C2.1.3) aux cofits d'exécution

xy du probléme RTTR. x; =B - l(e) ot e’ = (v, ) avec v; € Vi etv; € V2.

Assigner a d, I'échéancier des tiches du probléme RTTR la valeur de
d=-B+np + Cc, (C3.2.1)
ou B est un entier positif du probléme MAXCLIQUE, n est le nombre de tdches, Cc

est le coiit de communication donné par C, = Z( W, pour 1 <ij<n.
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Maintenant, nous allons montrer que l'algorithme de réduction produit une solution
équivalente pour les deux probléme. Si nous pouvons répondre par OUT a la question
posée au probléme RTTR cela signifie qu'il existe une répartition des tiches 7 dans les
processeurs P de sorte que Cc + Cc < d. Cetie répartition des tiches donne une

séparation en cliques o; pour le probléme MAXCLIQUE avec o, = {p;} v {r; | #; sont les
taches assignées a p;}.

Soit la question posée par le probléme MAXCLIQUE, )" I(e)2B,pour1<is<

m ou e est une aréte dans une clique et m est le nombre de cliques. Nous allons montrer
que le probléme RTTR donne le méme résultat que MAXCLIQUE aprés transformation.
Le coiit total de la répartition des tiches est Cg + C¢ < d ol 4 est I'échéancier des taches.

Donc, on peut écrire que

Sx,+>w,<d. (C322)
) Wy

Le terme Z”x,j calcule le colt d'exécution de la tiche ¢ dans le processeur p; et le

terme Z”wy calcule le coilit de communication des ¢; et ¢ lorsquelles sont assignées a

des processeurs différents. Par 'algorithme de réduction l'inéquation (C3.2.2) devient
2. B-1E)+ le)<d, (C3.2.3)

nB-> l(e)+Cc =Y i(e") <d, (C3.2.4)

ou e sont les arétes complétes dans des cliques différentes, e’ sont les arétes de liaison
d'une méme clique, e” sont les arétes complétes d'une méme clique, Cc est le coiit de

communication du systéme et n est le nombre de tiches dans le systéme.

On peut interpréter les différents ensembles d'arétes de la maniére suivantes: i) les
arétes e représentent le coiit de communication inter-processeur; if) les arétes e’

représentent le coiit d'exécution des tiches; iii) les arétes e” représentent le coit de
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communication inter-tiche a l'intérieur d'un méme processeur. En remaniant I'inégalité
(C324) et en définissant € comme lensemble des arétes d'une clique,
e ={(u,v){ u,veo',} représentant le coit total d'exécution et de communication a

l'intérieur d'une clique, nous obtenons

- HeYy-D (e sd-C-nB, (C3.2.5)
SI@)z-d+C;-nB. (C3.2.6)

Puisque la valeur de d a été transformée a I'étape (E) de l'algorithme en d = -B + nf3 +

Cc, nous aurons enfin

YI@)2-d+C.~np <) I(@)2B. (C3.2.6)

Ce qui démontre bien I'équivalence de MAXCLIQUE et de RTTR. L'algorithme de
réduction transforme le probléme de décision MAXCLIQUE en une instance du
probléme RTTR. Les étapes de transformation (A) & (E) peuvent étre réalisées en un
temps polynomial. Comme le probléme MAXCLIQUE e NP-complet selon le
théoréme C3.1.2 et que RTTR € NP selon le théoréme C3.2.1 il en résulte que RTTR
est dans la classe NP-complet.

O
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ANNEXE D

Notions pour la formalisation des techniques de fouille
heuristique

Nous présentons les concepts et notions nécessaires pour la formalisation des
techniques de fouille heuristique. Nous définissons ce que sont les graphes d'états, les
fonctions heuristiques, la notion de longueur d'un chemin dans un graphe et les
propriétés des termes heuristiques. Ces notions indispensables sont utilisées dans le

chapitre 4 lors de la présentation d'une nouvelle méthode de fouille pour la répartition
des taches temps réel.

D1 Graphes d'états

Dans les techniques de fouille, un probléme est représenté par des états et des
opérateurs. Les états sont des structures de données caractérisant diverses configurations
possibles du probléme. Les opérateurs, quant a eux, sont des procédures susceptibles de
transformer ces structures de données en d'autres structures de données. L'application
successive de ces opérateurs, espére-t-on, peut finir par nous amener a la résolution du
probléme posé. L’ensemble des états d’un probiéme peut étre représenté par un graphe

orienté. Les définitions qui suivent montre les caractéristiques globales des graphes
d'états.

Définitions D1.0.1  Un graphe d'états est un 1l-graphe simple et orienté. Clest-a-
dire, un graphe G tel que Vny, iy € G, 3 au plus 1 arc de my vers n. noté (ny, m2). Un

graphe d'états est représentatif de I'ensemble des états possibles d'un probléme (espace
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d'états) et il contient un ensemble de liens parenté entre états. Puisqu'il s'agit d'un graphe
orienté, une relation d'ordre partiel existe parmi I'ensemble des états du graphe.
|

Ainsi, chaque sommet du graphe représente un état et chaque arc (p, &) est une exécution
d'une opération qui change l'état représenté par p en l'état représenté par d. Chaque
sommet 7 est soit ['état initial du probléme soit I’admission de I'état initial du probléme

comme ancétre,

Définitions D1.0.2  Les graphes d'états possédent des arcs pondérés. Donc, pour G
= (S, E) et un ensemble ¥ c R, il existe une application ¢ : £ — V qui associe
I'ensembie des arcs E du graphe d'états aux valeurs de V. c(a) avec a € E est le co(it de
a. Si n) et n; sont les extrémités initiale et finale de a, alors on note le cofit de a par c(n,

nz).

Définitions D1.0.3  Nous appelons source du graphe d'état, I'état s s'il est ancétre de
tous les états du graphe. L'état s est I'état initial du probléme.
a

La fouille dans un graphe d'états vise & construire un chemin vers un état but. La
solution & un probléme par la fouille est le chemin de I'état initial s jusqu'a un des états
but. Cependant, rien ne nous garanti que ces états but coincident avec les états du

graphe. Si tel est le cas, le probléme n'a pas de solution par la fouille.

Définitions D1.0.4  L'ensemble des états but forme un espace buts qui peut étre
disjoint de l'espace d'états. Dans ce cas, on dit que le graphe d'états est inaccessible.
Dans le cas contraire, on dira que le graphe d'états est accessible.

||
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D2 Fonctions heuristiques

Cette section donne les définitions intuitive des termes de la fonction d'évaluation
Ain) = g(n) + h(n) utilisée dans les méthodes de fouille heuristique considérées. Ces
définitions seront formalisées dans la section D3 a I’aide du concept généralisé de la
longueur d’un chemin dans un graphe d’états.

Définitions D2.0.1  On indique par g (n) le coit d'un chemin minimal (au sens
intuitif du terme) dans un graphe depuis I'état initial s jusqu'a I'tat n. Dans toute partie
du graphe exploré avant I'apparition de I'état n, nous avons g(n) 2 g'(n). Donc, g(n) est
une surestimation de g'(x).

Définitions D2.0.2  On indique par h'(n) le colit d'un chemin minimal (au sens
intuitif du terme) dans un graphe depuis 1'état n jusqu'a un état but le plus proche.
|

Définitions C2.0.3  On indique par #(n) le terme heuristique de la fonction f{n) ou
h(n) est une fonction qui estime le coiit d'un chemin minimal (au sens intuitif du terme)
dans un graphe depuis I'état n jusqu'a un état but le plus proche.

n

Si l'on considére g(n) comme une surestimation de g'(n) et A(n) comme une estimation
de h'(n), il est naturel de considérer f{n) comme une estimation de g'(n) + h'(n). En
choisissant un état » qui minimise f{n), on favorise le développement d'un état dont on

estime qu'il est traversé par un chemin minimal depuis I'état initial s vers les états but.

Intuitivement, on peut espérer que le comportement de la fouille, guidée par une
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fonction d'évaluation fln), sera d'autant plus efficace que si An) est une bonne
approximation de g (n) +h (). Pour s’approcher de g'(n) + 4'(n), on peut penser qu'il
soit pertinent de compenser la surestimation de g (n) par g(n) en utilisant une fonction
h(n) qui sous-estime A'(n).

D3 Longueur d'un chemin dans un graphe d'états

Le concept de la longueur d'un chemin dans un graphe d'états peut étre généralisé
a l'aide d'objets mathématiques convenables. L'idée de cette généralisation est de rendre
le concept de la longueur indépendant des métriques utilisées pour le calcul des
distances d’un chemin. La longueur des chemins est un facteur important dans
I'évaluation de la qualité d'une solution obtenue par la fouille. Son indépendance par
rapport aux métriques de distance utilisées lors de la fouille facilite l'analyse de la
performance. En effet, les résultats d'analyse seront toujours valables en autant que les
métriques de distance soient inclues dans le concept général préconisé.

Ainsi, nous pouvons définir, d’une maniére formelle le role joué par les différentes
fonctions heuristiques lors d’une fouille heuristique. La généralisation de la longueur
d'un chemin dans un graphe quelconque a 'aide de monoides a été étudié¢e dans le cadre
de la théorie des graphes [TRE75], [ARN92]. Comme nous allons voir, les résultats de
cette application des monoides ont une portée trés grandes dans le cadre des graphes
d'états pour la fouille heuristique.

Définitions D3.0.1  Un monoide est un couple (¥, r) ou ¥ est un ensemble d'objets et
r un relation définie sur V. Cette relation doit étre associative et doit posséder un élément

neutre, noté €.

La définition d'un monoide est trés générale. Cependant un monoide n'est pas celui

d'un groupe de la théorie des nombres puisque sa définition n'exige pas que chaque
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élément de ¥V posséde un élément symétrique [ARN92]. Il est & noter que r est
strictement parlant une loi de composition. Un concept encore plus général que celui
d’une relation. On peut tirer une généralisation du concept de longueur & l'aide des
monoides & cause de la relation associative r qui peut représenter un grand nombre
d'opérateurs d'intérét. Par exemple, le monoide (R. +) est utilisé pour représenter la
distance euclidienne entre deux points. La définition B3.0.2 donne une instance utile de

monoide.

Définitions D3.0.2  Un monoide d'arcs est un couple (C, ¢) ou C est l'ensemble de
toutes les suites finies d'arcs de tous les graphes (incluant la suite vide) et ® est

I'opérateur de concaténation.

La concaténation de deux chemins quelconque est toujours possible mais elle ne donne

pas nécessaire un chemin. Il est aisé de vérifier que la concaténation est associative.

Pour représenter les arcs pondérés d'un graphe d'états, nous utilisons les monoides
de valeurs. Mais pour cela nous avons besoin d'une définition portant sur les relations.
Cette définition fait ressortir la notion d’ordre dans un ensemble.

Définitions D3.0.3  Une relation  est strictement croissante a gauche sur un
ensemble Vo RsiVx,y,ze V,3x' e V,y>x"= r(y, 2) > r(x, z). ll en est de méme
pour une relation strictement croissante a droite. La relation r est strictement croissante
adroitesi Vx,y,ze V,3x € V,y > x' = Kz, y) > r(z, x). Lorsque I’on remplace
I’opérateur relationnel par 2, on obtient des relations croissantes a gauche (ou a droite).

Définitions D3.0.4  Un monoide de valeurs est un couple (V, r) ou V <« R

représentant les valeurs des arcs et r une relation croissante (ou strictement croissante) a
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gauche et a droite.

|
Par exemple, un monoide de valeurs peut étre le couple (N, +). Clest-a-dire, les

nombres naturels et l'opération d'addition. On remarque que I'élément neutre dans N est
le nombre 0. Par surcroit, il est possible de définir un monoide de valeurs par {J0, +oof,

x). Dans ce cas I’élément neutre est 1 et la multiplication est strictement croissante.

Définitions D3.0.5  Soit (¥, r) un monoide de valeurs et soit (C, ¢) un monoide de
concaténation que l'on associé & ¥. Soit ¢ : C — ¥ une fonction définie sur ¥ qui donne
la valeur des arcs de C. La longueur d'un chemin associée au monoide (¥, r) et & la

fonction c est une application L définie sur C et prenant ses valeurs dans V.

Autrement dit, pour tout arc a € C, L(a) = a(u). L'image de ['élément neutre sous L est
I'élément neutre du monoide (¥, 7). Donc L(suite vide) = €. Enfin, a cause du monoide de
concaténation, VS', S” € C des suites d'arcs, L(S’ ® S") = r(L(S") ® L(S")). Nous pouvons
vérifier facilement la définition en utilisant le monoide (¥, r) = (N, +). Dans ce cas, la
longueur L a le méme sens qu'une longueur dans I'espace euclidien. Dans la définition

suivante, on indique ce que signifie un chemin minimal dans un graphe d’états.

Définitions D3.0.6  Soit G un graphe d'états. Soit y un chemin de G joignant un état i
a un état j, tel que Vy ' un chemin dans G joignant i 4, L(3) < L(y"). On dit que y est un

chemin minimal de i 4 j dans le graphe G et on le note par LG, j).

Définitions D3.0.7  Soit i(i,J) la longueur d'un chemin minimal entre i et J ot i est
un état et J/ un ensemble d’états dans un graphe d'états. C'est-a-dire un chemin y de ia J

tel que V' un chemin de i & J, L(3) < L(). On dit que ¥ est un plus court chemin de /
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La définition de la longueur d'un chemin dans un graphe d'états permet de justifier la
définition du chemin minimal dans un graphe d’états. On peut aussi montrer qu'un

chemin minimal est composé de suites d’arcs de longueur minimale.

Théoréme D3.0.1 Soit G un graphe d'états dans lequel i et j sont des états tels qu'il

existe un chemin minimal vy depuis i vers j. Soit n un état dans le chemin v, tel que L(i,n)

et f.(n, J) existent. Alors, [:(i, Nr= (i(i,n) ,ﬁ(n, N)

Démonstration La partie de y entre les états i et n est notée . La partie de  entre les
états n et j est notée y. Puisque L(i,n) est définie alors il existe un chemin %; deian
pour lequel L(y,) = L(i,n). De méme pour le chemin ¥, il existe un chemin %, de
longueur L(%,)=L(n,j). Puisque x est minimal de i vers j alors
L(x) S L(x; *%3) =r(L(x,), L(x,)) . Nous savons aussi L(x) = L(x1 ® x2) = r(L(x1),
L(x2)) et que L(x2) 2 L(, )- La relation r étant strictement croissante a droite, on a L(x)
> r(L(x1), L(x,))- Puisque r est aussi strictement croissante 4 gauche, on a L(y) 2
AL(x), L). Dome, Lx) = r(x), (L(x;)). Par comséquent, L(i,j) =
r(LGi,n), L(n, j))-

g

Ce dernier théoréme portant sur la propriété des chemins optimaux est importante.
Il permet de déterminer pour tout graphe d'états que si un chemin minimal y, existe alors

tous les sous-chemins de y sont aussi des chemins minimaux.

Dans tout graphe d'états fini, on peut constater que le nombre d'arcs formant un

chemin est toujours borné.
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Définitions D3.0.8  On dénote par ['(n) I'ensemble des successeurs d'un état n. Un
état m est successeur d'un autre état » s'il existe un arc reliant les deux états tels que n

précéde m dans le graphe d'états.

Définitions D3.0.9  On dénote par n(x) le nombre d'arcs le long du chemin ¥. On
dénote par fi(y) le nombre minimal d’arcs le long du chemin %. Si le contexte est clair
on peut aussi dénoter le chemin par les états de ses extrémités. Donc n(n), n2) = n(y) et

ﬁ("l,nz) =1(x) -

Théoréme D3.0.2 Soit un graphe d'états G fini. Alors ¥ k € N et V' n appartenant
a l'ensemble des chemins minimaux partant de l’état initial s, I'ensemble des états tel

que 1(s,n) <k est un ensemble fini.

Démonstration Par définition un état dans un graphe d'états fini posséde un ensemble
fini de successeurs. Lorsque & = 1, le théoréme est vérifié par inspection.
Admettons que I’ensembie des états telque { n € G | fi(s,n) <k } est fini pour k < m-1
etm € N . Or le graphe est fini et Vp qui est un état du graphe G, I'(p) est un ensemble
fini. Donc il existe un nombre positif M € N tel que Vp € {n € G | f(s,n)<k }
implique que Il‘(p)l < M. Comme G est également un 1-graphe, un chemin de m arcs
est un chemin de m-1 arcs auquel on a jouté un arc supplémentaire. Ainsi, I{n |
s, <p} | < (m+1) | {n | Ns.n)<p-1} . Donc, I’ensemble {n € G | n(s,n) <k
} est un ensemble fini pour k<p,pe N

a

On peut généraliser le théoréme D3.0.2 pour donner un résultat dont la



signification est beaucoup plus importante.
Théoréme D3.0.3 Soit un graphe d'états G fini. Alors V k € N, l'ensemble des

chemins partant de 'état initial s { x| n(x) <k} est fini.

Démonstration Par définition un état dans un graphe d’états fini posséde un ensemble
fini de successeurs. Lorsque k= 1, le théoréme est vérifiée par inspection.
Admettons que [’ensemble E; des chemins partant de I’état initial s, E; = {y | n(3) < k}
est un ensemble fini pour £ < m+1, m € N. Donc |’ensemble des extrémités finales des
chemins dans E; est également fini. Or le graphe est fini alors Vp € E}, ['(p) est aussi un
ensemble fini. Donc, il existe un nombre M € N tel que Vp € K, [[(p)| < M. Comme G
est également un 1-graphe, un chemin de m arcs est un chemin de m-1 arcs auquel on a
ajouté un arc supplémentaire. Ainsi, |[Eg < (m+1) |Eg+1|. Donc ’ensemble {y | n(x) < k}
estbomépourk<p,pe N.

O

Définitions D3.0.10  Un graphe d'états est borné sur L (la longueur) dés que Yk € N,
Vg € V, ¥V chemin partant de 5, n(x) > k= L(y) > ¢q.

C'est-a-dire, si un graphe d'états est borné sur L alors pour toute valeurs d'arc g
appartenant a I'ensemble général ¥ il ne peut exister un chemin partant de !'état initial s
et comptant un nombre d'arcs aussi grand que I'on veut mais de longueur L inférieure a
g. Cest la finitude de I’ensemble des chemins partant de I’état initial d’'une graphe
d’états fini.

Théoréme D3.0.4 Tout graphe d'états fini est borné sur L.

Démonstration Par contradiction. Supposons qu'il existe ¢ € V et qu'il existe un

chemin y partant de I'état initial s tel que n(y) > ket L(y) < q, Vk € N. Or, le graphe
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d'états est fini et selon le théoréme B3.0.3, n(y) < & pour tout chemin y partant de I'état
initial s. Donc la supposition est fausse et la définition B3.0.10 tient.
a

Lemme D3.0.1 Pour tout graphe d'états fini et borné sur L. Vg € V. l'ensemble E des

chemins partant de l'état initial s avec L(E) < q est un ensemble fini.

Démonstration Soit / I'ensemble des chemins y partant de I'état initial s avec n(y) < k.
Puisque le graphe est borné sur L, () > k = L(}) > ¢. Si n(x) < k ceci implique que
L(y) < q. L'ensemble E est un sous-ensemble /. Comme 7 est fini (théoréme B3.0.3), E
l'est également.

O

Le lemme B3.0.1 indique que le nombre de chemins partant de I'état initial s avec une
longueur plus petite ou égale 4 n'importe quelle valeur d'arc est fini. Nous allons montrer

les conditions de I’existence d’un chemin minimal.

Théoréme D3.0.5 Dans tout graphe d'états G fini, borné sur L et sans circuit de

longueur strictement inférieure a lI'élément neutre du monoide (V, r), il existe un chemin

minimal entre l'état initial s et un état n quelconque. L(s,n) existe.

Démonstration Puisque 7 est un état de G, il existe un chemin y' de s a n de longueur
L(x') =4, g € V. Puisque G est fini et boné sur L, le lemme D3.0.1 s'applique.
L'ensemble des chemins partant de l'état initial s & n ayant une longueur inférieure ou
égale 4 g est un ensemble fini. On peut donc trouver un chemin minimal ¥ parmi tous
les chemins de cet ensemble fini. Puisque G n'a pas de circuit de longueur strictement
inférieur a I'élément neutre i(s, n)= L(¥). Donc i(n,s) existe.

O
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Le théoréme D3.0.5 montre que L{n,s) existe lorsque G est fini, borné sur L et
sans circuit. Que peut-on dire des chemins partant de I'état initial jusqu'a un état but

lorsque I'espace d'états coincide en tout ou en partie avec I'espace des buts?

Théoréme D3.0.6 Dans tout graphe d'états G fini. borné sur L et accessible

(définition D1.0.4), il existe un chemin minimal entre l'état initial s et l'ensemble des

buts B. i(s,B) existe. De plus, l'ensemble E des chemins de s a B avec L(E) =

L(s, B) est un ensemble fini.

Démonstration Puisque G est accessible, il existe un chemin y de I'état initial 4 un état
but. Par le lemme B3.0.1 on peut poser g = L() puisque G est un graphe fini et borné
sur L. Toujours selon le lemme B3.0.1, I'ensemble E des chemins partant de ['état initial
s tel que L(E) < g est fini. Alors, I'ensemble £’ des chemins partant de s & I'ensemble des
états but B avec L(E") £ q est un sous-ensemble de E. Donc, E' < E et E’ est aussi un

ensemble fini. On peut donc trouver un chemin minimal ¥ de s & B tel que V" chemin

partant de l'état initial s &4 un des états but de B, L(¥) < L(x"). Puisque le chemin

minimal % existe, L(s,B) existe aussi et l'ensemble des chemins de I'état initial s &
I'ensemble des états but B est un ensemble fini puisque E' < E.
O

Ce dernier théoréme nous dit qu'il existe au moins un chemin de I'état initial jusqu'a un
état but qui est minimal. Si le graphe d’états est fini, borné sur L et accessible,

I'ensemble de ces chemins est également fini.

Deux importants corollaires découlent du théoréme D3.0.6. Le premier concerne
I'existence d'un chemin minimal d'un état » quelconque a l'ensemble des buts B. Le
second concerne l'existence d'un chemin minimal d'un état quelconque et ses

Successceurs.
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Corollaire D3.0.1 Soit un graphe d'états G fini, accessible et borné sur L et B

'ensemble des états but. Pour tout état n appartenant a n'importe quel chemin de s a B,

L (n, B) existe et l'ensemble des chemins E = {x | xdenaB, L(y) = L (n, B)} est fini.

Démonstration Puisque G est accessible, il existe un chemin y de I'état » a un état but.
Par le lemme B3.0.1 on peut poser g = L(y). puisque G est un graphe fini et borné sur L.
Toujours selon le lemme D3.0.1, I'ensemble E des chemins partant de I'état n tel que
L(E) < q est fini. Alors, l'ensemble E' des chemins partant de 7 a I'ensemble des états but
B avec L(E") £ g est un sous-ensemble de E. Donc, E' < E et E’ est aussi un ensemble
fini. On peut donc trouver un chemin minimal § de » a B tel que V" chemin partant de
I'état n a un des états but de B, L(%) < L(x"). Puisque le chemin minimal ¥ existe,
L(n, B) existe aussi et l'ensemble des chemins de 1'état initial n 4 'ensemble des états
but B est un ensemble fini puisque E' < E.

a

Corollaire B3.0.2 Soit un graphe d'états G fini, accessible et borné sur L. Soit m, n

€ G tels que n est un descendant de m. Si la relation du monoide est strictement

croissante a droite, alors L(m,n) existe.

Démonstration Il existe un chemin minimal de 'état initial s a I'état m. Forcément il

existe un chemin de 5 & n passant par m. Soit Y, une partie du chemin y joignant les

états m et n. C'est un chemin minimal de m 4 n. En effet s'il existe un chemin x,,, tel
que L(%,») < L(Xmn) alors selon la définition de relation strictement croissante & droite
Lsm ® Xmn) < L(sm ® Xmn) = L(x) ce qui est impossible puisque ¥ est un chemin

minimal.

a
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Il existe donc un chemin minimal entre un état et ses descendants. Par conséquent, si un
graphe d’états est un graphe fini, borné sur L, accessible et sans circuit alors il existe au
moins un chemin minimal entre I’état initial s et un des états but. Le nombre de ces
chemins minimaux est borné. De plus, si un chemin est minimal, il est également
minimal par intervalles. Autrement dit, un chemin minimal dans un graphe d’états

remplissant les conditions peut étre décomposé en sous-chemins minimaux.

La conséquence pratique de ces constatations est qu’il est possible de concevoir
une méthode de fouille qui trouve a coup siir un chemin a colit minimal si cette solution
existe. Bien plus intéressant encore, la méthode de fouille peut procéder en obtenant des
sous-chemins minimaux qui la méneront vers une solution finale. La permission
d’utiliser les sous-chemins minimaux pour obtenir une solution 4 cofit minimal est un
facteur qui facilite grandement la conception de la méthode de fouille heuristique

envisagée.

En guise de conclusion, nous proposons une définition formelle des fonctions
heuristiques optimales utilisées dans les méthodes de fouille heuristique. Dans la
présentation du chapitre 4, les fonctions heuristiques sont utilisées dans le sens de ces
définitions.

D3.1.1 Définitions formelles des fonctions heuristiques optimales

Nous pouvons redéfinir les fonctions heuristiques de la section D2 en terme de

longueur L.

Définitions D3.1.1  La fonction g (n) est la distance minimale depuis I'état initial s.
Cette fonction est définie en tout état n de G et g'(n) = I:(s, n). Autrement dit, g*(n) est

une mesure de la longueur d'un chemin minimal de 5  n si ce chemin existe.
»
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Pour les graphes sans circuits de longueur strictement inférieur a I'élément neutre
g (s) = € car L(s,s) est égale a L(suite d'arcs vide). Comme une suite d'arcs vide est
représentée par |'élément neutre de C qui est €, on a bien g'(s) = €. Donc, si le monoide
utilisé est (N, +), alors I:(s, s) = 0. Par contre, si le monoide est (R, x) alors f,(s,s) =
1.

Définitions D3.1.2  La fonction h'(n) est la distance minimale de n jusqu'a
l'ensemble des états but B. Cette fonction est définie en tout état n de G et h'(n) =

L(n,B) . Autrement dit, h'(n) est une mesure de la longueur d'un chemin minimal de n &

B si ce chemin existe.

Pour les graphes bornés sur L. La fonction 4 est définie pour tout état situé sur un
chemin de s a l'ensemble des états but B. Cette constatation est une conséquence directe

exprimée par le corollaire D3.0.1.

Définitions D3.1.3  La fonction f'(n) est la distance minimale de la fouille. Cette

fonction est définie en tout état n de G pour lequel f:(s,n) et f.(n,B) sont définies.

Donc, /' (n) = r(L(s,n), L(n,B))=r(g'(n), K'(n)).





