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RESUME

Ce travail est incorporé dans un projet de plus grande envergure. Celui-ci vise & ré-
duire les artefacts métalliques dans les reconstructions tomographiques a rayons X afin
d’améliorer le diagnostic de resténose chez les patients possédant des stents. Des études
antérieures se sont déja intéressées a ce probléme, notamment en adoptant une modéli-
sation polychromatique de la source des rayons X. Cependant, ces travaux ne prennent
pas en compte les imperfections du syst¢eme de détection dans la formation des don-
nées. La postluminescence des détecteurs est le défaut majeur du systeme de détection
qui dégrade la qualité des images reconstruites. La postluminescence correspond a la
persistance momentanée des détecteurs apres la mesure.

Dans le travail présenté ici, nous visons tout d’abord a comprendre I’influence de la post-
luminescence sur les données. Ensuite, nous modélisons ce phénomeéne par une convolu-
tion avec une réponse impulsionnelle. Puis, nous caractérisons la réponse impulsionnelle
des détecteurs par un estimateur MAP, a partir de données médicales.

Enfin, & la lumiére de travaux antérieurs effectués sur la postluminescence, nous pro-
posons un traitement, robuste au bruit et facilement implémentable, afin de pallier ce
phénomene. Ce traitement consiste a estimer avec un estimateur MAP les données af-
franchies de postluminescence en utilisant la réponse impulsionnelle estimée précédem-
ment.

La caractérisation de la réponse impulsionnelle et le traitement de la postluminescence
fonctionnent correctement en simulation avec des rapports signal a bruit conventionnels
en tomographie (25-35 dB). Cependant, 1’application de ces techniques sur données mé-

dicales engendre des résultats peu convaincants.
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ABSTRACT

This work is part of a wider project that aims at reducing metal artifacts in X-ray compu-
ted tomography reconstructed images in order to improve in-stent restenosis assessment.
Previous studies already treated this topic, especially in incorporating a polychromatic
model of the X-ray source into the reconstruction problem. However, these studies did
not take into account imperfections coming from the detection system. Detector after-
glow is the major imperfection of the detection system that affects reconstructed image
quality. Afterglow corresponds to a temporary detectors persistance after measurements
are taken.

Our work aims first at understanding the influence of afterglow on the data. Then we mo-
del this phenomenon by a convolution with the detector impulse response. Next, we use
a MAP estimator to estimate the detector impulse response from medical raw data. Fi-
nally from what was developped on afterglow treatments we propose a treatment against
afterglow which is more robust with respect to noise and easy to compute. This method
consists in estimating afterglow-free data with a MAP estimator using the previously
obtained impulse response.

Impulse response characterization and afterglow treatment work well on simulated data
with conventional tomographic signal to noise ratios (25-35 dB). However, application

of these techniques on real medical data reveals less convincing results.
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CHAPITRE 1

INTRODUCTION

1.1 Contexte

Les maladies cardio-vasculaires sont la premiére cause de mortalité au Canada. Elles re-
présentaient 32 % des décés en 2004 selon Statistiques Canada (2009). L’ athérosclérose
est la pathologie qui cause le plus de maladies cardio-vasculaires (54 %). Elle se caracté-
rise par un rétrécissement du diametre d’artéres ou de veines, empéchant une circulation
adéquate du sang dans ces vaisseaux. L’obturation de ceux-ci est due a 1’accumulation

de graisses ou de cellules endothéliales.

Lorsque de telles obturations surviennent, la mise en place d’endoprothéses, encore ap-
pelées stents, est parfois nécessaire afin de maintenir 1’artére ouverte et de rétablir la
circulation sanguine. Le stent est une structure maillée composée majoritairement de
métal. Afin de I’introduire dans ce vaisseau, on insere un cathéter par lequel un ballon-

net gonflant est guidé jusque la 1ésion puis gonflé pour déployer le stent (Fig. 1.1).

Cependant, il arrive parfois que I’artére se rebouche a I’'intérieur du stent. On parle alors
de resténose. 11 est donc nécessaire de suivre médicalement les patients possédant des
stents pour s’assurer que 1’artére conserve un diamétre suffisant pour la circulation san-

guine.

Actuellement, deux techniques principales permettent d’assurer ce type de suivi : I’angio-

graphie et I’échographie endovasculaire.

L’angiographie est un examen médical qui consiste a rendre visible les arteres et les
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F1G. 1.1: Pose d’un stent dans une artére coronarienne (Heart and Institute, 2009).

veines lors d’une radiographie. Un cathéter sert a injecter un agent de contraste 10d¢,
qui, par ses propriétés radio-opaques, met en évidence le systéme vasculaire et facilite le

diagnostic des resténoses.

Cependant, cette technique est invasive. En effet, la mise en place d’un cathéter se fait
par incision et I’agent de contraste est toxique pour 1’organisme, notamment pour les

reins.

La deuxiéme technique est I’IVUS (intravascular ultrasound), c.-a-d. I’échographie en-

dovasculaire. Par celle-ci, le systéme vasculaire est observé grace a une sonde échogra-



phique guidée par cathéter. Cette technique est moins invasive que la technique précé-
dente, car elle ne requiert plus d’agent de contraste contrairement a la premiere tech-
nique. Mais cet examen est long (environ 1 h 30) et demande une grande dextérité de la

part des techniciens en échographie.

La tomographie a rayons X peut aussi €tre utilisée pour le suivi des resténoses. En effet,
cette technique présente une résolution suffisamment fine pour observer des lumiéres
artérielles de quelques millimetres. L’utilisation d’un agent de contraste est toutefois né-
cessaire pour relever le contraste du systéme vasculaire, mais 1’examen présente 1’avan-

tage d’étre de courte durée.

Mes travaux s’inscrivent dans un projet de plus grande envergure dont le but est de diag-
nostiquer des resténoses en utilisant la tomographie a rayons X. Ils ont été réalisé€s dans
le Laboratoire d’imagerie par optimisation numérigue (LION) de 1’Ecole Polytechnique
de Montréal, sous la direction de Yves GOUSSARD, en collaboration avec les chercheurs
du Centre de recherche du Centre hospitalier de |'Université de Montréal (CRCHUM)
pour les acquisitions de données médicales sur les scanners Siemens de 1’hopital Notre-

Dame.

Les images reconstruites en tomographie sont entachées d’artefacts causés par la pré-
sence d’objets métalliques. De ce fait, le diagnostic d’une resténose devient difficile a
réaliser. L’approche de reconstruction qui a é€té choisie pour s’affranchir de tels artefacts
est I'utilisation de méthodes de reconstruction algébriques polychromatiques. Cepen-
dant, ces travaux se basent sur I’hypothése que les données recueillies par le scanner
(sinogramme) ne sont pas corrompues par le systeme de détections. Cette hypothese est
fausse dans la réalité. En effet, le syst¢tme de détection permettant de capter les rayons
X n’est ni parfait ni idéal. Plusieurs défauts viennent entacher les mesures, comme par
exemple les radiations afocales, les diaphonies entre détecteurs et la postluminescence

des détecteurs.



La postluminescence des détecteurs, aussi appelée postluminescence, correspond a la
persistance momentanée des détecteurs aprés la mesure. Ce phénomeéne a lieu lors de
la conversion de la radiation en lumiére visible. Il influence grandement la qualité des
sinogrammes. Mon projet consiste a traiter les sinogrammes issus des scanners afin de

diminuer I’effet de 1a postluminescence.

1.2 Objectifs

L’objectif principal des travaux liés a ce projet est le développement de techniques per-

mettant d’affranchir les sinogrammes de la postluminescence du systéme de détection.

Afin d’atteindre cet objectif principal, nous proposons trois sous-objectifs :

1. Compréhension et modélisation de la postluminescence des détecteurs. En
supposant que la postluminescence des détecteurs est un phénomene linéaire, nous

modéliserons celle-ci par un modele par réponse impulsionnelle.

2. Estimation des paramétres de ce modéle. Dans la littérature, peu de données
sont fournies pour caractériser la postluminescence des détecteurs. Seules des
courbes approximatives ou des données anciennes, sur des détecteurs qui ne sont
plus présents dans les tomographes, sont disponibles. Ainsi, il est nécessaire d’ob-
tenir une estimation des parameétres de notre modéle propres aux scanners utilisés,

a partir de données recueillies sur ceux-ci.

3. Restauration des sinogrammes. Une fois les paramétres du modele obtenus, il
s’agit de corriger les sinogrammes de I’effet de postluminescence des détecteurs.
On attendra de cette correction une meilleure résolution spatiale sur les recons-

tructions.

Afin d’atteindre ces objectifs, il est nécessaire de faire une revue de littérature en deux

. parties. Premiérement, nous exposons le contexte général dans lequel s’inscrit le projet :



la tomographie a rayons X. Deuxiemement, nous présentons les principaux résultats

d’estimation sur lesquels nous nous sommes appuyé pour mener le projet. 1



CHAPITRE 2

TOMOGRAPHIE A RAYONS X

Les idées et les concepts de la tomographie par rayons X ont été¢ développés au début
du X X®™¢ siécle avec les travaux du physicien H.A. Lorentz en 1905 et ensuite du ma-
thématicien J.H. Radon en 1917. Cependant, ce n’est qu’en 1972 qu’une mise en ceuvre
pratique de ces théories a été réalisée par I’ingénieur anglais G.N. Hounsfield, qui est
maintenant reconnu comme 1’inventeur de la tomographie. Cette nouvelle technique fut
accueillie par un milieu médical enthousiaste et est considérée comme la plus importante
invention dans le diagnostic radiologique depuis la découverte des rayons X. Hounsfield
et A.M. Cormack (sur lequel Hounsfield a basé ses travaux) ont recu le prix Nobel de

médecine en 1979 pour leur invention.

Dans un premier temps, nous développons brievement les principes généraux de la to-
mographie a rayons X, puis les principales évolutions technologiques qui ont permis
d’améliorer la qualité des images, depuis la création de la tomographie jusqu’aux tomo-
graphes les plus récents. Cet exposé est basé sur le livre de Kalender (Kalender, 2005).
Ensuite, nous examinons le systéme de détection et plus particuliérement les détecteurs

et leur postluminescence.

Dans un deuxiéme temps, nous nous intéressons aux processus physiques régissant la
formation des données, c’est-a-dire I’interaction entre les rayons X et la matiére traver-

sée.

Dans un troisiéme temps, nous détaillons les deux méthodes usuelles de reconstruction
d’images (analytique et algébrique) afin de justifier notre choix de méthode de recons-

truction.



Enfin, nous positionnons notre projet par rapport aux différentes étapes de 1’acquisition

tomographique.

2.1 Présentation générale

De maniére générale, le principe de la tomographie a rayons X consiste a insérer un
objet tridimensionnel entre un systéme produisant des rayons X (source) en direction de
I’objet et un systéme de détection qui collecte I’énergie du faisceau ayant traversé 1I’objet

(Fig. 2.1).
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FIG. 2.1: Principe de fonctionnement de la tomographie d’aprés Macovski (1983).

En fonction de la composition de 1’objet, les rayons X émis sont plus ou moins atténués.

Sur le plan de détection, nous recueillons ainsi une projection de 1’objet.

L’obtention de projections suivant plusieurs directions nous permet de reconstruire une

carte spatiale de la distribution des coefficients d’atténuation, qui constitue 1’objet imagé.



2.2 Principales évolutions technologiques

Depuis la construction du premier tomographe au début des années 1972, de nombreuses
améliorations ont été apportées afin notamment d’augmenter la qualité des images pro-
duites, la vitesse d’acquisition des images, mais aussi de réduire la dose de rayons X
envoyés aux patients, puisque ce sont des rayonnements ionisants et donc dangereux

pour la santé.

2.2.1 Premiére génération : un détecteur

Le premier tomographe, construit en 1970 a des fins d’expérimentations, est composé
d’une source émettant un faisceau étroit de rayons X et d’un unique détecteur. Tout
d’abord, I’ensemble source-détecteurs se déplace en translation, constituant ainsi un en-
semble de rayons paralléles pour une projection. Ensuite, il tourne d’un angle de projec-
tion autour de 1’objet pour mesurer une deuxiéme projection (Fig. 2.2 (a)). Cet ensemble
de translations puis de rotations rend le temps d’acquisition d’une tranche tres long (su-
périeur a 24 heures pour 180 rotations de 160 translations) pour des images de 80 sur 80
pixels. Il faut attendre I’apparition des premiers tomographes commerciaux (la deuxieme

génération) pour diminuer de fagon radicale le temps d’acquisition.

2.2.2 Deuxiéme génération : barrette de détecteurs

Les tomographes de deuxiéme génération, apparus pendant I’année 1972, fonctionnent
sur le méme principe de translations-rotations que la premiere génération (Fig. 2.2(b)).
Cependant, afin de diminuer le temps d’acquisition, des détecteurs supplémentaires ont

été ajoutés. Cela a pour effet de diviser le nombre de translations d’un facteur 5.
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F1G. 2.2: Différentes générations de scanners d’apres Kalender (2005).

Une tranche de résolution semblable a celle des premieres générations est alors parcou-
rue en quelques minutes (entre 3 et 5 min). Ces scanners étaient uniquement utilis€s pour
imager la téte. Des essais portant sur 1’imagerie du corps entier furent réalisés. L’objec-
tif est alors de réduire le temps d’acquisition d’une tranche en dessous des 20 secondes
pour réaliser des images du corps entier pendant une seule respiration. L’introduction de

la troisiéme génération répond a cet objectif.
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2.2.3 Troisiéme génération : faisceau large de rayons X

En 1976, les tomographes de troisiéme génération sont mis au point. Leur principe de
fonctionnement est complétement différent de celui des générations précédentes. Les
translations du systéme source-détecteurs sont supprimées. L’introduction d’un faisceau
de rayons X en éventail ainsi qu’un arc de détecteurs plus large ont autorisé la me-
sure d’une projection compléte simultanément (Fig. 2.2 (c)). Cette nouveauté simplifie
grandement le mécanisme de I’appareil. Le portique source-détecteurs se déplace alors

uniquement selon un mouvement de rotation continu autour de 1’objet.

2.2.4 Quatriéme et cinquiéme générations

Avec les tomographes de quatrieme génération (1978), la mécanique est encore simpli-
fiée. Le systeme de détection est constitué d’un anneau de détecteurs entourant enticre-
ment I’objet (Fig. 2.2 (d)). De ce fait, seule la source tourne autour de 1’objet. Cependant,
ces scanners sont peu utilisés dans le milieu clinique car ils sont plus coliteux que ceux de
troisiéme génération et ne présentent qu’une amelioration non significative de la qualité

des images.

La source des scanners de cinquiéme génération ne fait plus partie du portique rotatif.
Elle est retirée de ce portique et le faisceau de rayons X se refléte sur des anodes régu-
liérement espacées sur le portique. Pour les mémes raisons que la quatriéme génération,

ces scanners sont peu utilisés.

Pour tous nos travaux, nous mettons 1’accent sur les scanners de troisiéme génération,
puisque 1’hopital Notre-Dame ou nous avons réalisé toutes nos acquisitions est équipé

principalement de scanners de cette génération.

Cette génération a cependant beaucoup évolué dans les années 1990 avec la technologie
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«slip ring ». En effet, en 1976 les scanners ne pouvaient effectuer qu’une rotation a la
fois, car les cables alimentant la source devaient étre rembobinés avant toute nouvelle ro-
tation. Dans la technologie « slip ring », des balais glissent sur des anneaux métalliques,
fournissant ainsi de 1’énergie €lectrique au tube producteur de rayons X, ce qui permet
une rotation continue sur plus d’un tour a la fois. Cette technologie est a I’origine des
scanners hélicoidaux dans lesquels la table se déplace de maniere continue pendant que
le portique source-détecteurs décrit plusieurs rotations autour de lui. Ainsi lorsqu’on se

place dans un référentiel 1i€ a la table, le portique suit une trajectoire hélicoidale.

Depuis 1990, nous assistons a une augmentation du nombre de rangées de détecteurs
(barrettes) réduisant davantage le temps d’acquisition de grands volumes anatomiques.
Actuellement les derniers scanners commercialis€és comportent 256 barrettes de détec-

teurs.

De plus, pour accroitre la précision des images reconstruites, Siemens a développé, en
2004, une technologie de source volante appelée FFS (Flying Focal Spot, (Kachelriess
et al., 2006)). Cela consiste a créer a partir d’un seul tube radiogéne plusieurs points de
source virtuels en faisant dévier le faisceau d’électrons touchant I’anode. Cette technolo-
gie permet d’acquérir des images de résolution spatiale équivalente a 512 barrettes mais

avec uniquement 256 barrettes.

Toutes ces évolutions technologiques et/ou techniques ont eu pour objectifs de réduire
les temps d’acquisition de fagon considérable et d’améliorer la qualité des images re-

construites afin de réaliser de meilleurs diagnostics médicaux.

D’autres évolutions portant sur le systeme de détection ont permis d’affiner la qualité
des images reconstruites, notamment le choix de détecteurs en fonction de leur temps de

réponse et leur efficacité de détection.
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2.3 Systémes de détection

Le systéme de détection est I’une des parties les plus critiques, technologiquement par-
lant, de tout le scanner CT. Il est chargé de transformer I’intensité photonique incidente
en un signal électrique correspondant puis de I’amplifier. Ses composants principaux
sont les détecteurs sensibles a 1’intensité photonique, leur configuration géométrique et
les pré-amplificateurs. Dans cette partie, nous nous concentrerons uniquement sur les

détecteurs et leur configuration.

En tomographie, deux méthodes de conversion de I’intensité photonique en signaux élec-

triques sont prédominantes (Kalender, 2005) :

— conversion par une chambre d’ionisation, remplie par un gaz noble (le xénon) sous
haute pression (Fig.2.3);

— par des détecteurs de scintillation sous forme de cristaux, comme I’iodure de césium

ou le tungstate de cadmium ou encore des matériaux céramiques tels que 1’oxysulfure

de gadolinium (Fig.2.4).
high voltage entrance pressure
electrodes window tank

signal L—"4
electrode :]

Xenon detector

F1G. 2.3: Détecteur au xénon (Kalender, 2005).

Les détecteurs de scintillation sont composés de petits blocs de matériaux de scintillation
(CdW Oy, Gd20,8, ...) recouverts d’un matériau réfléchissant et couplés a des photo-

diodes. Un schéma du fonctionnement se trouve dans la figure 2.4. Un photon incident
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F1G. 2.4: Détecteur de scintillation (Kalender, 2005).

provoque une interaction photoélectrique avec le scintillateur. Le photoélectron relaché
par cette interaction traverse le scintillateur. Les photons de lumiére produits par la scin-
tillation se dispersent dans toutes les directions. Ainsi, un matériau réflecteur permet de
diriger les photons lumineux vers les photodiodes, ce qui produit un signal électrique

mesurable.

Les détecteurs a chambre d’ionisation fonctionnent aussi sur un principe d’interaction
photoélectrique. En effet, lorsqu’un photon de rayons X frappe une chambre d’ionisa-
tion, on assiste a 1’ionisation du xénon par une interaction photoélectrique. Cette in-
teraction relidche des photo-électrons tres €nergétiques, qui ionisent a leur tour d’autres
molécules de gaz. La chambre d’ionisation est composée de deux plaques métalliques
(Fig. 2.3) sur lesquelles deux potentiels €lectriques (0 V et 500 V) sont appliqués. La
plaque a 0 V collecte les noyaux de xénon 1onisés et les électrons libres sont collectés

sur I’autre plaque afin de créer un courant électrique mesurable.

Les détecteurs avec chambre d’ionisation au xénon offrent plusieurs avantages dont I’'un

est d’avoir une réponse temporelle avec une rapide décroissance et peu de postlumines-
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cence. Nous expliquerons cet aspect plus tard dans la section 2.6.2.

De plus, ils présentent une haute efficacité par rapport a la dose de rayons X envoyée.
C’est pourquoi, ils furent considérés comme le meilleur choix de détecteurs dans les

années 80.

La demande pour des temps de décroissance tres faibles a été motivée par 1’apparition
des scanners a acquisition sub-seconde (c.-a-d. avec un temps de rotation inférieur a
1 s). Avec ces nouvelles générations de scanners sont apparus les détecteurs en céra-
mique (UFC : Ultra Fast Ceramics) qui ont supplanté les détecteurs au xénon. En effet,
ceux-ci possédent un désavantage majeur : leur construction. Le principe de construc-
tion d’une barrette unique de détecteurs est relativement facile a réaliser. Cependant un
systeme de détection multi-barrettes est extrémement difficile. De ce fait, tous les scan-
ners multi-barrettes ont été construits avec des cristaux de scintillation ou des matériaux

céramiques.

2.4 Formation des mesures

Dans la partie précédente, nous avons exposé les principes de fonctionnement du sys-
téme de détection des tomographes a rayons X. Ici, nous détaillons les modéles de for-
mation des mesures a partir desquels les images tomographiques sont reconstruites. Les
méthodes de reconstruction sont basées sur des approximations de ces modeles, comme

nous le verrons dans la section suivante.

2.4.1 Interactions photon-matiére

Les rayons X sont des ondes constituées de photons. Ces photons posseédent une €nergie

caractéristique inversement proportionnelle a sa longueur d’onde. Dans les tomographes
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commerciaux, cette énergie est comprise entre 25 et 125 KeV (Fig. 2.5)

Spocire fomsnn dos photons gour lo Scanner SEMENS SENSATION 16
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F1G. 2.5: Spectre de la source du scanner Siemens SOMATOM Sensation 16.

Les interactions entre ces photons et la mati¢re sont a 1’origine des mesures tomogra-

phiques. Certains photons X traversent la matiere sans interaction avec celle-ci. Ils sont

responsables de parties sombres de I’image tomographique. Les interactions entre la
matiere et le photon peuvent se classifier selon trois catégories :

— L’effet photoélectrique : phénomene le plus important pour la formation d’images ra-
diologiques. Il consiste en I’émission d’un électron par un atome lorsque celui-ci est
frappé par un photon d’énergie supérieure a celle de liaison. Il se produit principa-
lement pour des énergies faibles (50-80 KeV). Il forme ainsi les parties claires de
I’image.

— L’effet Compton : dans ce cas, le photon interagit avec un électron. Lors de cette
collision, I’électron gagne de 1’énergie cinétique et le photon perd de I’énergie et est
dévié. 1l se produit sous haute énergie.

— La production de paires : un photon de haute €nergie entre en interaction avec le
noyau d’un atome. Ce photon est entierement absorbé et le noyau émet un électron et
un positron (anti-électron, c.-a-d. un €lectron chargé positivement).

‘ Les scanners Siemens SOMATON 16 et 64 émettent des photons a des énergies com-



16

prises entre 25 et 125 keV comme le montre la figure 2.5. A ces énergies, les effets

photoélectriques et Compton sont prédominants.

Dans les trois interactions que nous venons de voir, un photon incident selon une direc-
tion a peu de probabilités d’émerger de la matiére dans la méme direction. Lorsque le
photon incident est dévié, il est généralement écarté du systeme de détection grace a un
collimateur situé a I’avant des détecteurs. Ces photons déviés seront modélisés par du

bruit de diffusion puisqu’il est impossible d’assurer leur tragabilité.

Tous ces phénomenes sont a 1I’origine de deux types de modeéles du processus d’émission
et de production des rayons X : le modéle déterministe et le modele statistique. Dans
les deux sous-sections suivantes, nous nous attacherons a comprendre les différentes

hypothéses que sous-tend chacun de ces modeles.

2.4.2 Modéle déterministe

Ce modele est basé sur deux approximations :

— Le faisceau de rayons X est infiniment fin et se propage en ligne droite ;

— L’émission des photons est déterministe.

Considérons un faisceau de rayons X comportant Ny photons et traversant un matériau
homogeéne mince d’une épaisseur w. Le nombre moyen de photons absorbés (d V) par le

matériau est donné par la relation suivante :
dN = puNyw 2.1

dans laquelle la variable . représente le coefficient d’atténuation linéique du matériau en
question, que 1’on appellera simplement par la suite coefficient d’atténuation, exprimé en
cm~1. Ce coefficient est propre a chaque matériau et varie aussi en fonction de I’énergie ;

il permet de modéliser les trois phénomenes vus dans la section précédente.
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Ainsi, La loi de Beer-Lambert permet de quantifier le nombre de photons mesurés aux
détecteurs :

N = Noe ™™ 2.2)

Cependant, le corps humain n’étant pas constitué d’un seul et unique matériau, on aboutit

alors a une expression intégrale plus complexe du nombre de photons mesurés :

N = Nye~ Jo nlw)dw (2.3)

Cette relation, a la base de nombreux algorithmes de reconstruction, signifie que le
nombre de photons émergents suit une loi exponentielle. Par cette approche, nous avons
considéré que le nombre de photons incidents est connu (déterministe), de valeur N,.
Dans la section suivante, nous allons relaxer cette hypothése et modéliser de maniére

statistique la production de rayons X.

2.4.3 Modéle statistique

Considérons les mémes hypothéses de rayons fins et de monochromaticité des photons.
Supposons maintenant que la production de rayons X est une variable aléatoire qui suit

une loi de Poisson de parameétre [V :
N ~ P(Np) (2.4)
Selon Macovski (1983), la combinaison de la génération des rayons X (modélisée par

une loi de Poisson) et de leur atténuation (modélisée de la méme maniére que dans la

section précédente) peut €tre aussi décrite par une loi de Poisson.
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Ainsi le nombre de photons moyens détectés est une variable aléatoire de Poisson :

N ~ P(Noe~Jo #lwidu) 2.5)

Ce modele présente I’avantage d’étre plus flexible que le précédent. En effet, dans celui-
ci, il est possible d’inclure le caractere polychromatique des rayons X ainsi que 1’épais-
seur des rayons. Ainsi, ce modele offre la possibilité d’étre plus réaliste que le précédent.
Dans la section suivante, nous abordons la reconstruction des données a partir d’un des

modeles développés ci-dessus.

2.5 Reconstruction

Notre projet porte sur le traitement des sinogrammes avant la reconstruction. Une fa-
con d’observer une amélioration quelconque de ce traitement est de la quantifier sur les
images reconstruites. C’est pourquoi nous présentons dans cette section les différentes

approches de reconstruction.

La reconstruction permet d’obtenir, a partir des sinogrammes, des images tomogra-

phiques représentant la distribution spatiale des coefficients d’atténuation u(z, y).

Deux familles d’algorithme se distinguent :

— Les reconstructions analytiques (ex : la rétroprojection filtrée) : elles utilisent des tech-
niques d’inversion exactes qui doivent ensuite étre discrétisées et elles sont basées sur
un modele déterministe de formation de données. Cette technique est principalement
utilisée dans les tomographes médicaux actuels.

— Les reconstructions algébrigques : dans celles-ci, on considére les pixels de 1’image
a reconstruire comme des inconnues, et un systéme d’équations, possiblement non

linéaire, est établi entre ces inconnues et les projections mesurées. Ce systéme est ca-
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ractérisé par le modele choisi de formation des données (déterministe ou statistique).
Il sera ensuite inverse itérativement afin de déterminer la valeur des inconnues.
Nous présenterons les hypotheses et les fondements mathématiques de chacune de ces
méthodes dans les sections suivantes. Pour de plus amples détails sur les calculs mathé-

matiques, le lecteur peut se référer au livre de Kak et Slanley (1987).

2.5.1 Méthodes analytiques

Les méthodes analytiques sont la base des algorithmes de reconstruction des tomo-

graphes commerciaux. Elles s’appuient sur les hypothéses théoriques suivantes :

— Les mesures sont continues. Cette hypothese n’est pas respectée a la lettre puisque
nous possédons uniquement un nombre limité de mesures. Cependant, si I’échantillon-
nage des mesures est dense, alors on peut la considérer comme vérifiée.

~ Les hypotheses de la loi de Beer-Lambert sont valides, c.-a-d. rayons X monochroma-
tiques, infiniment minces et émission des rayons X déterministe (c.f. 2.4.2).

Ces hypothéses nous permettent de batir un cadre théorique pour la reconstruction ana-

lytique. Commengons par introduire les notations et les outils mathématiques.

2.5.1.1 Transformée de Radon et sinograinme

Plagons-nous dans le cadre théorique de la figure 2.6. Chaque rayon X fait un angle 6
avec I’axe des ordonnées et est a une distance r de 1’origine. L’objet 4 imager est carac-

térisé complétement par la répartition spatiale des coefficients d’atténuation u(z, y).

Définissons la projection py(7) de notre objet suivant 1’angle 6 par :

pa(r) = / u(z, y)ds 2.6)
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N

FIG. 2.6: Faisceau de rayons parall¢les et son systéme de coordonnées.
ou Ly, désigne la droite orientée parallelement a I’axe s et a une distance 7 de celui-ci.

L’ensemble des projections py(r) est appelé sinogramme. Un exemple de sinogramme
pour un fantéme classique en tomographie (le fantdme de Shepp Logan) est tracé sur la
figure 2.7. Ce fantéme est composé de plusieurs ellipses de matériaux différents permet-

tant de simuler les différents tissus du cerveau.

En mathématiques, on appelle transformée de Radon, la transformation qui a toute dis-

tribution f(x,y) associe son sinogramme :

po(r) = R(f(zy)) 2.7)

+oo
= f(rcosf — ssinf, rsin 6 + scosf)ds (2.8)

—00
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Détecteurs

Projections

(a) Fantome (b) Sinogramme

F1G. 2.7: Fantéme Shepp Logan et son sinogramme associe.

Dans les années 1920, Radon formule cette transformée de maniére analytique valable
uniquement pour les géométries a rayons paralléles. Une extension de cette transformée
de Radon existe pour les géométries en éventail (Kak and Slaney, 1987), mais nous ne

la présenterons pas par souci de simplicité.

Les méthodes analytiques reposent sur I’inversion de cette transformée de Radon. C’est

ce que nous verrons dans la section suivante.

2.5.1.2 Théoréme de la tranche centrale de Fourier et inversion directe

Le théoréme de la tranche centrale de Fourier permet d’éiablir une relation entre les

projections pg(,) et I’objet f(z,y) quel que soit §.

Théoréme 2.5.1 (Tranche centrale de Fourier). Soit F(u,v), la transformée de Fourier

de f(z,y) : o ioo
F(u,v) =/ f(z,y)e mue+vw) g dy



22

et Py(p), la transformée de Fourier de pg(yy :

+o0
Fy(p) = / Pore” T dr ol p = Vu? + v?

oo

alors

Fy(p) = F(pcosb, psinf) 2.9

Ainsi, d’aprés ce théoréme, la transformée de Fourier d’une projection d’angle 6 forme
une ligne du plan de Fourier de notre objet a cet angle-la. Pour 6 variant entre 0 et 7, tout
le plan de Fourier de f est bien couvert par les transformées de Fourier des py. Donc la

transformée de Fourier de f peut étre connue en tout point (z,y) d’un repére cartésien.

Cette méthode est tres peu utilisée dans la pratique, car elle nécessite une transformée

de Fourier inverse 2D. On utilise plus courament la rétroprojection filtrée.

2.5.1.3 La rétroprojection filtrée

La méthode de rétroprojection dite filtrée a été développée a partir du méme théoréme.
11 est possible de réécrire 1’équation 2.9 de fagon a obtenir f qu’a partir de transformées

de Fourier inverses 1D moins coiliteuses.

Elle repose sur I’équation suivante :

flz,y) = / p*(x cosf + ysin 6, 8)d (2.10)
0
dans laquelle

400
p*(r,0) = / lo|P(p,0)e* ™ dp , avec r = xcosf + ysin 6 (2.11)

o

Donc notre objet f(x,y) peut étre obtenu en rétroprojetant (c.-a-d. en épandant) les
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projections filtrées p*(r, §) par un filtre rampe suivant tous les angles 6.

La rétroprojection filtrée, telle que présentée ci-dessus, est trés pratique puisque I’inver-
sion est analytique et peu coliteuse. Cependant, ces formules ne sont exactes que pour
des fonctions dépendants de variables py continues dans Iintervalle [0; 27[. Les tomo-
graphes permettent d’acquérir uniquement des projections réguliérement espacées pour
un nombres fini d’angles. De méme, le systéme de détection contient un nombre fini de
détecteurs. Ainsi, toutes les données acquises sont discrétes ; il serait donc illusoire de
vouloir reconstruire la fonction f de maniére continue. On ne reconstruit f que sur une
grille discrete de taille finie. Cette grille nous améne a réaliser des interpolations afin
d’attribuer un coefficient d’atténuation a chaque couple (z;, y;). Ces interpolations sont

reponsables d’une détérioration de la qualité des reconstructions.

Les étapes de la méthode de rétroprojection filtrée sont résumées de la fagon suivante :

Acquisition des projections pg,

l
Py, : FFT des projections

l

Filtrage des projections
l (2.12)

FFT inverse

l

Rétroprojection des projections filtrées

!
Interpolations pour obtenir f(z;, y;) Vi, j

De ce fait, la rétroprojection filtrée ne traite que des quantités 1D, rendant les calculs

moins laborieux que pour I’inversion directe par le théoreme de la tranche centrale de
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Fourier. De plus, il est possible de traiter les projections en temps réel. Directement aprés

I’acquisition d’une projection, il est possible de la filtrer puis de la rétroprojeter.

Dans I’équation 2.11, le filtre p = |p| peut étre remplacé par d’autres filtres qui per-
mettent, par exemple, de réduire le bruit sur les reconstructions, au prix d’une détério-
ration de la résolution spatiale de I’image. Parmi ceux-ci, citons les plus couramment
utilisés : les filtres de Ramachandran et Lakshminarayanan (RAMLAK), de Shepp Lo-

gan, de Hamming. Tous ces filtres sont représentés sur la figure 2.8.

1 T T T T T T

N\ 7 d
09} \\ — — — Rampe ;U
\ Ramlak , /
08r N +  Cosinus ;
Y Shepp~-Logan /
\ 4
07} AN -~ Hamming /
\\\ //
06 N\ / h
/
/
A AN ]
) \\ / -
\ /S
N /
0.4f N\ S .
\ /
AN e
03r 1 R ,//' ...... 7
NS &, 14 ~
0.1F R - \. ,e-/ \.\" 4
x \ "/ -
0 " A

-1 -08 -06 -04 -02 o 0.2 0.4 0.6 0.8 1

F1G. 2.8: Filtres utilis€s pour la rétroprojection.

2.5.1.4 Extensions et limites

Les formules développées précédemment ne sont valides que dans le cas 2D et pour des
rayons paralleles. Certains auteurs ont développé des algorithmes pour le cas 3D (Pan
et al., 2004; Stierstorfer et al., 2004) et pour des géométries avec un faisceau en cone
(Feldkamp et al., 1984; Tuy, 1983) et une trajectoire de la source hélicoidale (Katsevich,
2002; Pan et al., 2004).
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Ces techniques sont souvent trés rapides et treés efficaces. C’est pour cela qu’elles sont
actuellement employées dans I’industrie. Cependant, leur mod¢le de formation des don-
nées est déterministe et rigide. Il s’adapte difficilement, en particulier lorsqu’on veut
s’affranchir de 1a monochromaticité des rayons X, notamment pour la visualisation d’ob-

jets métalliques de petite taille.

Les manufacturiers s’affranchissent de ces effets en appliquant des corrections a poste-
riori sur les données et sur les reconstructions. Mais ces corrections ne résolvent qu’en

partie les erreurs dues a la modélisation de la formation de données.

Les algorithmes dits algébriques ont été développés dans le but d’adapter le modele de
formation des données a des réalités pratiques. Ils permettent d’intégrer, entre autres, la
polychromaticité des rayons X, un modele statistique d’émission des rayons X et des

imperfections du portique source-détecteurs (rotation non continue, ...).

Nous expliquerons dans la section suivante les principes de ces méthodes algébriques.

2.5.2 Méthodes algébriques

Les méthodes algébriques sont apparues dans les années 1980. Elles présentent I’avan-

tage d’€tre souples par rapport au modele de formation des données.

Dans cette section, nous nous plagons dans un cas 2D, plus propice au développement

des équations.

2.5.2.1 Discrétisation du probléme

Dans les méthodes analytiques, nous supposions 1’objet continu et le nombre de projec-

tions infini. Ce n’est évidemment pas le cas dans la réalité. Nous allons introduire dans
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cette section les notations concernant la discrétisation de 1’objet, des projections et des

détecteurs.

Supposons que notre objet f(z,y) est une combinaison linéaire de fonctions de base.
Ici, nous choisirons comme fonctions de base le pixel carré. Il existe d’autres bases de
décomposition (par exemple, le pixel circulaire (Allain et al., 2002)), mais nous nous

limiterons au pixel carré, qui est le plus couramment utilisé. Ainsi,

J
fl@y) = fibi(z,y) (2.13)
Jj=1

ou f; est la valeur du pixel j de I’'image.

L’image que nous cherchons & reconstruire dans sa forme conventionnelle peut étre as-
similée a une matrice 2D des coefficients d’atténuation de taille N x N. Cependant, afin
de simplifier les équations et les calculs suivants, nous noterons notre image : f, vecteur
de taille (N2,1).

fi

fae

Avec ces notations, la valeur d’une projection devient alors :

N2
pj:ZAiAjfi pourj: 1,2,P (214)

i=1

avec P, le nombre total de projections. Pour un scanner comportant NV, projections de

chacune N, détecteurs, P = N, x Ny.

En prenant en compte toutes ces équations pour chacune des projections p;, nous pou-
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vons écrire 1’équation précédente sous une forme matricielle :

p=Ap (2.15)

ou

— p est le vecteur mesure de taille P = N, x Ny

— p est le vecteur image recherché de taille N2

— la matrice A = (a;;), appelée matrice de projection, constitue la discrétisation de
I’opération de projection de la transformée de Radon. Elle dépend uniquement du pro-
cessus d’acquisition et donc peut étre calculée une fois pour toute. Ces coefficients a; ;
sont caractéristiques de I’intersection du rayon ¢ avec le pixel j. Des études menées sur
I’influence d’un rayon mince ou épais sur la reconstruction n’ont pas montré I’avan-
tage de 1’une ou I’autre de ces méthodes. Par conséquent, nous retiendrons 1’approche
rayons minces. Par cette approche, les coefficients a; ; correspondent a la longueur de
I’intersection du rayon ¢ avec le pixel ;.

Ainsi, la reconstruction algébrique consiste a résoudre ce systeme d’équations. L’un des

enjeux majeurs des méthodes algébriques est la taille que prend ce systéme. En effet, en

2D, pour une géométrie type de N, = 2320 projections, N; = 672 détecteurs et une

taille d’image de 512 x 512, nous avons a résoudre un systéme de 1 559 040 équations a

262 144 inconnues. Bien que ce systéme soit surdéterminé d’un facteur 6, il reste difficile

a résoudre.

Il s’agit alors d’estimer u de la meilleure maniére possible afin qu’il décrive de fagon
rigoureuse les données y dont nous disposons. Le chapitre 3 est consacré uniquement
aux problémes d’estimation. Nous n’entrerons donc pas dans les détails de la théorie de

I’estimation dans cette partie.

Considérons les projections P et les coefficients d’atténuation U comme des variables

aléatoires. L’estimation consiste alors a extraire u, connaissant les mesures P, c.-a-d. a
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chercher la loi conditionnelle de U, sachant que les mesures sont réalisées (fu|p=p(1)) :

g = arg mﬁzx fU|P=p(H) (2.16)
= arg muin — fuip=p(1t) (2.17)
= arg muin flp) (2.18)

On appelle critére la fonction f(u).

2.5.2.1.1 Cadre gaussien et critére des moindres carrés La production de rayons
X est un phénomeéne qui suit la loi de Bernoulli. Pour un grand nombre de photons émis,

on peut assimiler le nombre de photons émergents a une loi normale.

Chaque projection p; devient ainsi une réalisation d’un processus gaussien de moyenne

[Ap); et de variance 0% :

p; ~ N{[Aul;, 03} (2.19)

Considérant qu’aucune information a priori n’est apportée sur la solution, on obtient un

critére de minimisation qui prend la forme suivante :

Flr) = (o~ Aw)(p ~ Ap)” (220)

Ce critére correspond aux moindres carrés linéaires et est donc quadratique.

2.5.2.1.2 Cadre poissonnien Un autre choix de critére f(u) est le critére poissonien.

Il est basé sur une modélisation plus fidéle de la réalité de production des rayons X.
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Comme nous 1’avons vu dans la section 2.4.3 sur la formation des données

N~ P(Noe™ o st (221)

Le critére de minimisation qui lui est associé prend alors la forme suivante, pour 1’en-

semble des projections /V; :

Flw) = Noe™U¥s 4 [Aul; N, (2.22)

J

Ce critére correspond au maximum de la fonction de vraissemblance entre le modele

poissonnien de formation des données et les données réelles.

En comparant ce critére a celui des moindres carrés (eq. 2.20), on remarque qu’il est
beaucoup plus complexe car il n’est plus quadratique ! Cependant, le modele de forma-

tion de données étant plus juste, il donne une meilleure adéquation aux données.

2.5.2.1.3 Régularisation Le probléme de reconstruction tomographique est connu
pour étre mal conditionné (voir section 3.4). Un effet visuel de ce mauvais conditionne-
ment est la qualité des images reconstruites. Un mauvais conditionnement est aussi res-
ponsable de problémes calculatoires lors de la minimisation. La vitesse de convergence
des algorithmes de minimisation est beaucoup plus lente, car ceux-ci doivent réaliser

plus d’itérations.

11 est possible d’améliorer le conditionnement de notre probléme de reconstruction en
ajoutant une information a priori a notre critére de minimisation (Tikhonov and Arsenin,

1976). C’est ce qu’on appelle la régularisation (cf. 3.4). Le critére s’écrit alors

A= argmin f(u) + AR(p) (2.23)
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ou A est un scalaire positif qui permet de fixer I’importance de 1’information a priori
par rapport a la fidélit¢ aux mesures. Si A est nul, on revient au critére initial ou I’on
n’apporte aucune information. S’il est grand, la solution de notre minimisation dépendra

fortement de nos a priori.

L’information a priori peut, par exemple, porter sur la régularité de I’image reconstruite,
I’amplitude des coefficients d’atténuation ou encore la positivité des coefficients d’atté-

nuation. Plusieurs fonctions de régularisation seront développées dans le chapitre 3.

2.5.2.1.4 Choix du critéere Le choix du critere dépend du compromis entre qualité et
temps de calcul. En effet, minimiser un critére qui n’est pas quadratique est plus colteux
en temps de calcul, puisque chaque itération de minimisation de ce critére demande le
calcul supplémentaire de I’exponentiel d’une matrice. Cependant, la qualité des images

reconstruites est meilleure.

Pour les reconstructions algébriques futures, nous utiliserons le critére des moindres
carrés régularisé qui nous donne une solution acceptable pour des temps de calculs sub-

tantiellement plus faibles que pour le critére poissonien :

. 1
fi = argmin 5 (p — Ap)(p — Au)" + AR(u) (2.24)

Une fois le modeéle de formation de données choisi, et donc le critére a minimiser établi, il
ne reste plus qu’a réaliser la minimisation proprement dite. La présentation des différents

algorithmes de minimisation est reportée dans la partie 3.6.2.
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2.5.3 Conclusion

Dans cette section, nous avons décrit deux approches de la reconstruction d’images to-

mographiques.

L’approche analytique présente 1’avantage d’étre rapide et peu chére en espace mémoire.
En effet, dans cette approche, il n’est pas nécessaire de stocker de grosses matrices,
comme la matrice de projection. Cependant, cette technique est basée sur des hypo-
theses fortes non (ou seulement en partie) vérifiées en pratique. De plus, cette approche
est basée sur une formulation continue du probléme, contrairement a 1’approche algé-
brique qui prend en compte directement le caractére discret de notre probléme dans son
modele. L’approche algébrique permet aussi de prendre en considération, par une in-
terprétation probabiliste du probléme, la nature des fluctuations statistiques affectant les
données. Ensuite, il est possible d’introduire des connaissances a priori sur notre modele
au moyen de techniques de régularisation. Cependant, les temps de calculs et 1’espace

mémoire se voient augmentés dans une forte proportion.

Ainsi, I’approche algébrique possede plus d’avantages théoriques que I’approche analy-

tique au prix d’un temps de calcul significativement plus élevé.

Dans le projet général dans lequel mes travaux s’intégrent, notre équipe s’intéresse a
reconstruire des images dans lesquelles il y a présence d’objets métalliques. Dans ce cas,
les méthodes analytiques montrent leurs limites. Le cadre théorique de la reconstruction

algébrique permettrait de limiter ces artefacts.

Dans la section suivante, nous allons aborder de maniére générale les artefacts de re-

construction sur les images tomographiques.
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2.6 Artefacts

Les images obtenues par les différents algorithmes de reconstruction doivent étre obser-
vées afin de vérifier leur fidélité par rapport a 1’objet réel. En effet, le systéme d’imagerie
peut produire des structures artificielles, que nous appelons arfefacts. Lors de 1’analyse
d’acquisitions sur des données de patients, il n’est pas toujours facile de discerner ce qui
est correct de ce qui ne 1’est pas. Cet exercice requiert une expérience énorme de la part
du praticien ainsi qu’une bonne connaissance du comportement des systemes d’image-

rie.

Nous développons, dans le paragraphe suivant, quelques causes d’artefacts dans les
images tomographiques, comme le mouvement du patient, le durcissement de rayons,
les radiations afocales, les effets de volume partiel, les implants métalliques, les erreurs
de discrétisation et de champ de reconstruction (c.-a-d. que le patient excede les limites
du champ de mesures). Le livre de Kalender (2005) détaille plus amplement ces diffé-

rents artefacts.

Nous nous intéressons ensuite a une dégradation de 1’image causée par les caractéris-
tiques du systéme de détection, soit la postluminescence, artefact sur lequel porte 1’es-

sentiel de mes travaux de maitrise.

2.6.1 Quelques artefacts en tomographie

Prenons le cas des artefacts causés par le mouvement du patient (Fig. 2.9 b)). En tomo-
graphie, les mouvements du patient ne causent pas uniquement un flou local des contours
(contrairement a la radiographie), mais aussi des perturbations dans toute 1’image. Com-
penser les contributions indésirables hors du pixel en question est uniquement possible si

’objet ne bouge pas ou ne change pas pendant 1’acquisition, c.-a-d. lorsque les données
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FIG. 2.9: Exemples typiques d’artefacts sur des images CT provenant a) de problemes
électroniques aux détecteurs; b) du mouvement du patient; c) du durcissement de
rayons ; d) des effets de volume partiel ; e) d’implants métalliques ou f) du patient excé-
dant les limites du champ de mesures d’aprés Kalender (2005).

des projections selon les différentes directions décrivent de maniere consistante le méme

objet.

Cet artefact est une conséquence du systéme d’imagerie : les incohérences dans les don-
nées acquises causent toujours des perturbations dans toute 1’image. Mais ces pertur-
bations peuvent ne pas étre immédiatement apparentes. Elles s’expriment parfois sous
forme de valeurs reconstruites erronées, comme c’est le cas pour les artefacts dus au

durcissement de rayons (Fig. 2.9 c)).
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En général, on peut dire que les perturbations sur les images sont plus prononcées a
proximité de leur site d’origine, mais elles peuvent encore affecter 1’image a des plus

grandes distances de ce site.

Le durcissement des rayons apparait sous forme de zones ou de stries sombres dans
les structures denses. Puisque la source émet un large spectre d’énergie, les rayons X
sont atténués différemment en fonction de I’énergie de radiation, du type d’objet et de
la direction de projection. Cela cause une augmentation variable de 1’énergie moyenne
du spectre quand ils rencontrent des objets durs, spécialement des structures osseuses.
Pour les tissus mous, qui ressemblent a 1’eau par leurs caractéristiques €nergétiques, le
durcissement des rayons peut étre corrigé, mais une correction simultanée pour les os,

’eau et les contrastes de moyenne amplitude est difficile.

Les artefacts de volume partiel se présentent lorsque des structures de haut contraste
s’étendent seulement partiellement dans la tranche examinée (Fig. 2.9 d)). La seule cor-
rection adéquate contre ces artefacts est I’acquisition de tranches minces. Cependant, ce
type d’acquisition augmente le bruit dans chacune des fines tranches. Ainsi, il est préfé-
rable d’en additionner plusieurs, ce qui produira une tranche plus épaisse avec un niveau

de bruit inférieur, mais cette fois-ci sans les artefacts.

Avec les implants métalliques, les artefacts de durcissement de rayon et de volume par-
tiel sont intensifiés et peuvent complétement masquer le contenu de 1’image dans le
voisinage des objets métalliques (Fig. 2.9 e)). Certaines méthodes sont en cours de dé-

veloppement pour réduire le bruit et les artefacts métalliques (Hamelin et al., 2008)

Des artefacts peuvent aussi apparaitre si une partie du patient est dans le portique source-
détecteurs, mais positionné hors du champ de mesure. Ce phénoméne meéne a des zones
d’hyperdensité au voisinage des régions périphériques (Fig. 2.9 f)). Ces artefacts peuvent

étre atténués par des corrections sur les mesures (Ohnesorge et al., 2000; Sourbelle et al.,
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2005).

2.6.2 Postluminescence des détecteurs

Les images tomographiques sont aussi touchées par des artefacts dus aux propriétés des
détecteurs captant les rayons X. Pour I’observation des sténoses artérielles, deux sources
d’artefacts influencent la qualité¢ des images : les artefacts métalliques et les artefacts
causés par le systeme de détection. Les premiers ont fait 1’objet d’un doctorat (Hamelin
et al., 2008) dans lequel des solutions ont ét€ apportées. Dans cette section, nous étudions
’artefact majeur causé par le systéme de détection : la postluminescence (Hsieh et al.,

2000).

Depuis I’apparition des tomographes a acquisition sub-seconde, les détecteurs doivent
capturer les rayons X de plus en plus rapidement. On définit la postluminescence des
détecteurs par leur capacité a retourner a leur état stable apres avoir €t€ excités par un
rayonnement X. Ce processus est exponentiel-décroissant avec une constante de temps
caractéristique de la configuration de I’électronique sous-jacente. On appelle générale-

ment cette constante de temps vitesse primaire du scintillateur.

A cause de la présence d’impuretés dans les cristaux de scintillation des détecteurs,
un faible pourcentage des électrons excités est bloqué dans le scintillateur pendant une
période relativement longue avant de retrouver leur état de stabilité. Ce phénomene pro-
voque une décroissance plus lente, qui est modélisable par des multi-exponentielles dé-

croissantes, conjointement avec la vitesse primaire du scintillateur.

Ainsi, une postluminescence des détecteurs et un temps de décroissance long indiquent
une contamination importante du signal courant par les signaux précédents. Ce com-
portement est similaire au phénomeéne observé apres avoir fermé la télévision dans une

piece obscure : I’écran de télévision ne revient pas au noir directement !
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La figure 2.10 représente les caractéristiques de décroissance de plusieurs types de dé-
tecteurs. On comprend alors pourquoi les manufacturiers de tomographes ont adopté la
technologie UFC (Ultra Fast Ceramics) aprés I’arrivée des scanners subseconde, puis-

qu’ils sont caractérisés par une décroissance plus rapide.

log M,
0

0 20 40 60 80 100
time, ms

F1G. 2.10: Réponses de plusieurs détecteurs a un échelon : caractéristiques de décrois-
sance (Hsieh et al., 2000).

Leurs effets sur la résolution spatiale et sur la qualité d’image sont importants, comme
montré sur la figure 2.11. Cette figure présente le fantdme de performance de GE par-
couru selon deux vitesses de rotation (0, 5 s et 2, 0 s) avec le méme flux de rayons X, afin
de réduire les autres facteurs qui pourraient biaiser les mesures. Ce fantdme est constitué
d’une série de barrettes métalliques de largeur décroissante et d’un cable métallique au
centre d’un disque de tissu mou. Il est clair sur cette figure qu’il y a une forte dégradation
de la résolution spatiale de 1’image reconstruite pour une vitesse de rotation de 0, 5 s. En

effet, les barres rectangulaires sont plus floues et ne sont plus tout a fait rectangulaires.

Afin de quantifier I’impact de la postluminescence sur la résolution spatiale, nous pou-
vons calculer la MTF (modulation transfer function) du cable. La MTF est la réponse fré-

quentielle d’un systéme d’imagerie. Cette fréquence est typiquement mesurée en paire
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FIG. 2.11: Mise en évidence de la postluminescence des détecteurs en fonction de la
vitesse de rotation d’apres Hsieh et al. (2000).

de lignes par millimétre (Ip/mm). Les hautes fréquences représentent les détails les plus
fins d’une image. On cherche a obtenir une réponse instrumentale la plus proche pos-
sible de 1, méme lorsque la fréquence spatiale est élevée. Pour le calcul de la MTF, la
transformée de Fourier 1D de la projection du cable selon 1’axe vertical a été calculée et

son amplitude tracée en fonction de la fréquence spatiale.

Les résultats de la MTF du céble sont présentés sur la figure 2.12. La perte de résolution
est manifeste puisque la courbe avec une vitesse de rotation de 0, 5 s est en dessous de

cellea 2,0s.

2.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons décrit les différentes composantes qui permettent d’obtenir
une image tomographique : des interactions photon-matiére aux techniques de recons-

truction des données.

Bien que la reconstruction par rétroprojection filtrée soit la méthode la plus utilisée en
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F1G. 2.12: MTF pour un céble en pointillé gris pour une vitesse de rotation de 0,5 s de

rotation (sans correction) ; en pointillé noir, de 2,0 s; et la courbe noire, de 0,5 s (avec
correction) d’apres Hsieh (2000).

milieu clinique en raison de sa rapidité, les méthodes statistiques possedent de nombreux
avantages du point de vue de la flexibilité du modele. De ce fait, ces derniéres années,
de nombreux travaux ont été réalisés sur ces techniques et sur les modélisations de la
production de données. Cependant, peu de personnes se sont intéressées aux traitements
des sinogrammes pour estomper 1’effet de la postluminescence, malgré I’importance de

ce phénomene dans les tomographes actuels.

Mes travaux de maitrise se concentent donc sur cet aspect du traitement des données,
puisque la postluminescence est la dégradation majeure qui s’applique sur les données
mesurées par les détecteurs. Nous verrons dans le chapitre Postluminescence, que cette
derniere peut étre modélisée par un systeéme linéaire dont nous devons estimer les para-

meétres et restaurer 1’entrée.

Le chapitre suivant traitera de la théorie de I’estimation tout d’abord dans un cadre géné-

ral, puis dans le cas particulier ol le systeéme est linéaire et les inconnues gaussiennes.
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CHAPITRE 3

ESTIMATION D’UN SYSTEME LINEAIRE

3.1 Introduction

Dans la plupart des systéemes de mesures d’un phénomene physique, 1’acces direct a la
grandeur souhaitée n’est pas possible. 11 se fait par des observations indirectes, comme
c’est le cas pour la postluminescence des détecteurs ainsi que pour certains problémes

de reconstruction tomographique.

Les techniques d’estimation ont pour but, a partir des observations, d’extraire I’informa-
tion utile concernant la grandeur recherchée. Dans ce chapitre, les deux approches les
plus utilisées en estimation sont décrites. Bien que développées par deux communautés

de scientifiques, ces approches se rejoignent sur certains points.

Nous nous intéresserons uniquement aux systemes linéaires. Les phénomenes physiques
étudi€s peuvent, en effet, étre modélisés sous hypothese linéaire avec de bons résultats.
Puis, nous étudierons les principales caractéristiques des estimateurs de maximum du

vraisemblance et du maximum a posteriori.

Certains problemes d’estimation ne peuvent pas €tre résolus par des estimateurs sous
forme explicite. Ainsi, nous exposerons les techniques itératives d’estimation permettant

d’y parvenir.
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3.2 Position du probléme

Soit un systéme linéaire continu idéal défini par :
y = A(z) (3.1)

ou z et y sont des €léments d’espaces fonctionnels de dimensions infinies respectivement

XetYetA : X — Y estun opérateur linéaire.

Dans le cas discret, = et y appartiennent a des espaces de dimension finie de taille N et

M respectivement, et I’opérateur A devient une matrice de taille M x N.

Ce systeme linéaire peut, par exemple, étre une convolution entre un signal d’entrée
et une réponse instrumentale, comme pour la postluminescence. L’équation 3.1 peut

s’écrire sous forme de convolution, comme suit :

y(t) = (z x h)(t) (3.2)

ou h est la réponse impulsionnelle du dispositif de mesure. Sous cette formulation, on
distingue deux types de problémes : la restauration d’entrée (comme le traitement de la

postluminescence et la reconstruction tomographique) et I’identification de parametres.

Le but de la restauration d’entrée z(t) est alors d’estimer z a partir des données y en

supposant i connue.

Cependant, puisque le produit de convolution est commutatif, on peut aussi 1’écrire de
la maniére suivante : y(¢t) = (h % z)(t). Ainsi, cette équation nous permet d’estimer la
réponse impulsionnelle /& a partir des données y en supposant  connu. On parle alors

d’identification des parameétres d’un systéme linéaire.
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Formellement, ces deux problémes sont de la méme forme. Mais en pratique, ils different
puisque le rapport nombre d’inconnues sur nombre de mesures est différent. Dans le cas
de la restauration d’entrée, ce rapport est généralement petit, ce qui facilite 1’estimation.
Par contre, dans les problémes d’identification de paramétres, ce rapport est plus grand

que 1. De ce fait, le probléme d’estimation devient plus complexe.

3.3 Approches « naives »

Une solution évidente et naturelle de 1’équation 3.1 est :

#6 = Al(y) (3.3)

Al est appelée inverse généralisée de A. Elle généralise 1’inversion a des opérateurs qui
ne sont pas carrés ou qui sont singuliers. Par définition, I’inverse généralisée de A doit

satisfaire les quatre conditions suivantes (conditions de Moore-Penrose) :
1. AATA=A;
2. ATAAT = At
3. (AANT = AtAet
4. (ATA)T = AAT.

Sous ces conditions, I’inverse généralisée est unique. Pour une matrice A carrée et in-
versible, AT = A~!. L’inverse généralisée est facilement calculable par décomposition

en valeurs singuliéres ou par factorisation QR (Israel and Greville, 1973).

#1€ correspond 4 la solution de norme minimale du probléme aux moindres carrés :

#M% = argmin [ly - A(z)||* (3.4)
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Méme si cette solution parait de prime abord acceptable, elle n’est pas satisfaisante. En
effet, pour ’obtention de cette solution, on néglige le bruit de mesures. Mais ce bruit
se trouve souvent amplifié lors de I’inversion, méme lorsque le rapport signal a bruit est

relativement faible et les résultats sont dégradés.

Tous les problémes classiques de la physique mathématique sont bien posés au sens
d’Hadamard. On définit un probleme bien posé au sens d’Hadamard lorsqu’il vérifie les
conditions suivantes :

— Une solution existe ;

— La solution est unique;

— La solution dépend de fagon continue des données.

Bien que les problémes directs de la physique soient bien posés, leurs problémes inverses

associés ne le sont généralement pas.

Pour un probléme inverse mal posé, au sens d’Hadamard, une petite erreur oy sur les

données ne se propage pas par une petite erreur dz sur la solution

|0y| — 0 # |éz| — 0. (3.5)

En dimension finie, le probléme est toujours bien posé. Cependant, la discrétisation d’un
probléme mal posé conduit généralement a un probléme mal conditionné dont la solution

est sensible aux petites variations présentes sur les observations.

Le nombre de conditionnement (Cond(A)) s’évalue par le rapport entre la plus grande
valeur propre de la matrice A et la plus petite. Un probleme « bien » conditionné a un

nombre de conditionnement égal a 1.

Les problémes mal posés ou les problémes bien posés au sens d’Hadamard mais mal

conditionnés doivent étre traités par des méthodes de régularisation.
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3.4 Régularisation

Obtenir la vraie solution a partir de données bruitées ou corrompues est impossible.
En régularisant un probléme, on cherche une solution acceptable parmi un ensemble de

solutions possibles défini par

{2: lly— Azll <[lo)l} (3.6)

ou b représente le bruit.

Idier (2001) classe les méthodes de régularisation en deux grandes familles :

— celles a contréles de dimension;

— celles qui opérent par minimisation d’un critére composite.

Les méthodes de la premiére classe contournent le probleme mal posé

— soit en minimisant un criteére dans un sous-espace de dimension réduite. Par exemple,
grace a une décomposition en valeurs singuliéres ou un changement de discrétisation ;

— soit en minimisant un critére dans 1’espace initialement choisi mais par une méthode
itérative dont on limite le nombre d’itérations (Demoment, 1989).

Dans ce chaptire, nous ne traitons pas les méthodes de premicre classe. Nous nous pen-

chons essentiellement sur les méthodes de régularisation de la deuxieme classe car elles

nécessitent moins de réglages empiriques et sont de fait plus autonomes.

Les méthodes de régularisation par minimisation d’un critére composite demandent a
la solution de réaliser un compromis entre la fidélité aux mesures et une fidélité a une

information a priori (Tikhonov and Arsenin, 1976).

On considére comme solution admissible une solution non exacte, mais qui rendrait
Az peu distante des données y et qui, dans 1’ensemble des solutions admissibles, serait

considérée comme physiquement la plus raisonnable.



44

I1 s’agit alors de rechercher une solution £ qui minimise un critére de la forme

C(z) = d(Az — y) + AR(z) 3.7

ou d représente une distance quelconque et A un scalaire positif qui permet de fixer
I’importance de I’'information a priori (R) par rapport a la fidélité aux mesures. Si A est
nul, on revient a un critére qui n’apporte aucune information. S’il est grand, la solution

de notre minimisation dépendra fortement de nos a priori.

Il existe des méthodes de réglage du coefficient de régularisation A. Ces méthodes sortent
du cadre de ce document. Thompson y consacre un chapitre dans (Thompson et al.,

1991).

En imagerie, le choix de la fonction de pénalisation R(x) est primordial pour la réduction
du bruit et la netteté des frontiéres de notre objet. Une synthése détaillée sur les fonctions

de pénalisation peut étre trouvée dans le livre d’Idier (2001).

Une maniére simple de mesurer la rugosité d’une image consiste a lui appliquer un opé-

rateur de différentiation appropri€ puis d’en calculer la norme :
R(z) = || Dya]|?

ou la matrice D est la matrice des différences d’ordre k. Cette mesure est quadratique
et Herman (1976) montre que I’utilisation d’une fonction quadratique de régularisation

conduit a une réduction du bruit au détriment du lissage des contours.

Pour préserver davantage les discontinuités de 1’objet, il est possible d’employer une
pénalisation non quadratique. Ce genre de pénalisation croit moins vite qu’une parabole

afin de moins pénaliser les variations importantes d’une image.

En reconstruction tomographique, on privilégie, généralement, les fonctions L, L,, car
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elles sont quadratiques a I’origine et asymptotiquement linéaires, ce qui permet de ré-
duire le bruit dans les zones homogenes de 1’objet tout en conservant des frontiéres
franches (Fig. 3.1). De plus, ce sont des fonctions convexes, si bien que les algorithmes

de minimisation sont assurés de converger.

Il existe aussi des fonctions Ly Ly qui, elles, sont asymptotiquement constantes et donc

non Convexes.

0
-3 -2 -1 ] 1 2 3

F1G. 3.1: Représentation des fonctions de pénalisation : Ly, Ly et LoL,.

Le critére composite ainsi obtenu doit étre minimisé. Déterminer I’estimateur qui mini-

mise 1’équation 3.7 est simplifié lorsque la distance d et la fonction R sont quadratiques :

¢ = argmin|ly — Az|f} + Mz[3) (3.8)

. La solution de cette équation est unique et linéaire par rapport aux données et peut étre
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calculée explicitement :
i=(ATW1A 4+ Q) T ATW 1y (3.9)

ou W et () sont des matrices symétriques définies positives choisies pour traduire cer-

taines caractéristiques de la mesure de proximité.

Cependant, lorsque les quantités de données a traiter prennent des tailles extrémement
grandes, les matrices mises en jeu dans les estimateurs deviennent difficiles a manipuler.
Ainsi, I’estimée ne peut plus étre obtenue a partir des formules analytiques des estima-
teurs. Dans ce cas, des méthodes approximatives sont utilisées. Elles sont généralement
itératives et demandent la minimisation d’une fonction objectif réalisée grace a des al-

gorithmes d’optimisation, comme ceux de la section 3.6.

3.5 Approche bayésienne

Dans la section précédente, nous avons vu que les problémes inverses sont souvent des
problémes mal posés soit parce que I’opérateur A est singulier, soit parce que le dispositif
expérimental, qui nous permet d’acquérir les données, n’est pas complétement affranchi

d’une incertitude.

L’approche probabiliste, et notamment 1’approche bayésienne, cherche a prendre en
compte toute I’information disponible et a éviter de supposer disponible une information
qui ne I’est pas. L’emploi d’un cadre probabiliste s’avere donc commode pour décrire

une situation d’informations incomplétes.
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3.5.1 Cadre du probléme

Soit x, une quantité scalaire ou vectorielle a estimer, et z les observations (ou mesures).
et z sont deux quantités incertaines ; de ce fait, on associe a chacune d’elles une variable

aléatoire (VA), respectivement X et Z.

En prenant en compte les incertitudes, nous pouvons écrire la relation matricielle sui-
vante :

z=Az+b (3.10)

dans laquelle A représente la relation linéaire entre z et z, et b désigne le vecteur incer-

titudes. Cette relation représente 1’hypothése linéaire de la structure du probleme.

L’estimation consiste alors a extraire 1’information sur x en connaissant les mesures. En
termes probabilistes, il s’agit de trouver la loi conditionnelle de X sachant que Z = z est

réalisé, c.-a-d. fx|z=.(z).

Supposons que les incertitudes b soient gaussiennes. Ces incertitudes sont de moyenne
nulle et on note sa matrice de covariance 04 Rp, ou le plus grand élément de Rp est
normalisé a 1. Cette notation de 1a matrice de covariance permet de séparer I’importance
des incertitudes (variance 0%) de la corrélation entre les différents éléments du vecteur b

(représentée par Rp).

Soit fz1x=z(2), la probabilité d’obtenir les mesures sachant que notre objet est connu
(X = x). Cette probabilité correspond aux incertitudes faites sur le modele de formation

des mesures. Supposons qu’elle soit gaussienne de moyenne Az et de covariance 0% Rp :

1 (z — Az)TRG (2 - Ax)) 3.11)

faseee) = G ("

ou NV représente la taille du vecteur z.
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Maintenant que la formulation du probléme est établie, nous pouvons nous intéresser a
la restauration de I’entrée. Dans la prochaine section, nous développons des estimateurs

qui vont permettre la restauration de I’entrée a partir des observations.

3.5.2 Estimateurs

Dans la littérature, 1l existe plusieurs estimateurs. Dans cette section, nous en verrons
deux : I’estimateur du maximum de vraisemblance, grace auquel on cherche a obtenir
les inconnues qui rendent les mesures les plus vraisemblables, et I’estimateur bayésien

du maximum a posteriori.

3.5.2.1 Estimateur du maximum de vraisemblance

L’estimateur par maximum de vraisemblance (MV) est basé sur la maximisation de la

probabilité d’observer les données 2. Ainsi, on définit I’estimateur MV par :

Tyy = argmza*x{fZ{X:z(z)} (3.12)

Si I’on remplace dans cette expression fz x—, par son expression obtenue au paragraphe

précédent, on trouve :

z = argmax{ ! eT (_(z—Az)TRgl(z——Az)
M S re )V IRs]

La maximisation d’une exponentielle revient & minimiser 1’opposé de son argument,

)}(3.13)

2
20%

puisque la fonction exponentielle est strictement croissante. De plus, lors d’une maximi-

sation, les termes constants de la fonction 8 maximiser peuvent €tre enlevés. Ainsi,

(z— A)TR5' (2 — Ax)
20%

} 3.14)

Tyy = arg mzm{
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La fonction a minimiser est une forme quadratique et donc convexe. De ce fait, une

condition suffisante pour trouver son minimum est I’annulation de son gradient, c.-a-d.

ATRG (2 — Az) = 0 (3.15)

Ainsi, en extrayant x de 1’équation précédente, on obtient :
Emv = (ATR5'A) " ATR3'z (3.16)

Cette expression est explicite par rapport aux données. Par conséquent, il n’est pas né-
cessaire d’avoir recours a des méthodes d’optimisation numeériques pour la calculer. La

mise en ccuvre d’un tel estimateur est donc facilitée.

3.5.2.1.1 Propriétés Les techniques d’estimation nous donnent rarement la valeur
exacte de la grandeur recherchée. En effet, les estimées sont entachées d’erreurs causées
par les incertitudes sur les mesures. Il est important de quantifier ces incertitudes sur
I’estimée afin de se positionner quant  la vraie grandeur. Une maniére simple de calculer
I’écart de I’estimée par rapport a la vraie grandeur est de calculer les caractéristiques

d’ordre 2, par exemple la moyenne de la loi de probabilité de la quantité a estimer.

L’estimateur du maximum de vraisemblance peut se réécrire de la maniére suivante :

imv = (ATRG'A) T ARGz (3.17)
= z+ Syvb,avec Syv = (ATR5'A) " ATR3! (3.18)

Un inconvénient de cet estimateur est lié au bruit : il s’amplifie. En effet, dans 1’équation

3.18, le bruit est multiplié par Sy = (ATR5'A) " ATRg.
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Thiebaut (2006) définit la propagation des erreurs P E;y par la relation suivante :

PEyv = E[(Suvb)(Suvb)T] (3.19)
= (Ry' + ATRz'A)™! (3.20)

Nous allons nous servir de ce calcul de la propagation des erreurs a des fins de compa-

raison entre cet estimateur et 1’estimateur du maximum a posteriori.

3.5.2.2 Estimateur du maximum a posteriori

L’estimateur du maximum a posteriori (MAP) est un estimateur bayésien qui prend en

compte de I’information a priori sur les valeurs recherchées.

Avec cet estimateur MAP, nous cherchons & maximiser la probabilité du modele étant

donné les mesures.

Tyap = arg max fx1z=:(x) (3.21)

Par le théoreme de Bayes, il est possible de calculer cette quantité :

fxiz:(z) = fZ|x:sz<2)fx<x>

(3.22)

dans laquelle fz(z) représente la probabilité de réalisation des mesures. Cependant, ce

terme est souvent ignor¢ dans les procédures d’estimation puisqu’il est constante.

Cette méthode est appelée approche bayésienne puisqu’elle est fournie par le théoréme
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de Bayes.

Tmap = argmax fy|z-.() (3.23)

= argmax fzx—.(2)fx(z) (3.29)

Afin de réaliser cet estimateur, nous devons choisir la densité de probabilité fx(z). La

. ’ . d . 2 R kY R -
quantité€ = est de moyenne z, et de matrice de covariance o5 Ry, ou Rx est la matrice
de covariance normalisée de X. Soit fx(z), I’incertitude sur les connaissances a priori
surx:

fx(z) = exp (|| Drzl?) (3.25)

ou la matrice Dy représente la matrice de différence d’ordre k. Cette formulation permet

d’englober une information de rugosité quadratique ou semi-quadratique.

Pour la suite des calculs, nous nous plagons dans le cas ou Dy = Dy, ce qui correspond

a un cas gaussien :

o o e )
50)= o ( 2} 020

De la méme fagon que pour I’estimateur MV, remplagons les densités de probabilités
dans cette expression et faisons les simplifications avec les termes constants. Annuler le
gradient de fx(z) permet d’obtenir son minimum :

_ATRp'(z —~ Ax) N RNz — x0)

2 2
Op Ox

= 0 (3.27)
Extraire x de cette expression conduit a I’expression de I’estimateur MAP :

) -1
Farap = To + (ATR;A + %R}l) ATRE (2 — Axo) (3.28)
X
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De la méme maniére que pour I’estimateur MV, I’estimateur MAP est aussi explicite par
rapport aux données. De plus, on constate que 1’estimateur MV peut étre vu comme un
cas particulier de I’estimateur MAP. En effet, si I’on prend 0% /0% = 0 dans I’équation
(3.28), on retrouve I’équation de 1’estimateur MV (3.16). Physiquement, on peut inter-
préter la mise 4 zéro de 0% /0% par le fait que les valeurs probables de = couvrent un
domaine infini; c’est a dire qu’elles peuvent prendre n’importe quelles valeurs. Ainsi,
en faisant tendre 040% vers 0, on n’apporte aucune information a priori sur les valeurs

de z.

3.5.2.2.1 Propriétés Nous pouvons réécrire les équations 3.28 et 3.28 sous la forme

suivante :
o2 -1
Imap = To+ (ATR;A + U—fR;{l) ATRG (2 — Axy) (3.29)
X
= 2o+ SuarA(r — 29) + Smapb (3.30)

-1
ot Suap = (ATRG'A+ BRY)  ATRG

Pour cet estimateur, la propagation des erreurs s’écrit :

PEyap = E[(Smapb)(Syarb)¥] (3.31)
= (Rx'+ PEyy) 'PEyy (R + PEyy) ™ (3.32)

= (PEyvRy' +I1)*PEyv (3.33)

PEpyap < PEuv (3.34)

Ainsi, le calcul de la propagation d’erreurs de cet estimateur nous montre que ’erreur

‘ propagée est moins importante pour 1’estimateur MAP que pour I’estimateur MV.
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3.5.3 Choix de ’estimateur

Les question de mises en ceuvre des estimateurs ne sont pas en général déterminantes
dans le choix de I’estimateur. Le choix dépend essentiellement de la difficulté du pro-

bléme d’estimation. Celle-ci s’évalue en fonction de trois parametres :

1. La taille de = et de z. Plus le rapport de ces tailles se rapproche de 1, plus ’esti-

mation est difficile ;

2. La nature de H. L’application linéaire H peut modéliser une transformation qui
supprime certaines composantes du signal x dans les observations z. L’estimation

de z sera donc difficile a réaliser sans 1’apport d’a priori sur la solution;
3. L’importance des incertitudes b dans les observations.

Lors de la résolution d’un probléme d’estimation, il est conseillé¢ d’introduire le mini-
mum d’information a priori sur la solution afin de ne pas restreindre 1’espace de solu-
tions vraisemblables. Il est recommandé de tester un estimateur des moindres carreés et,

en fonction des résultats, d’introduire, ou non, une information a priori.

3.5.4 Lien avec les méthodes déterministes

Les méthodes déterministes de critere régularisé (cf. 3.4) et les méthodes bayésiennes
sont fortement liées. En effet, dans le cadre linéaire et gaussien qui nous intéresse, la
minimisation d’un critére régularisé est équivalente a choisir la solution qui maximise la

loi a posteriori suivante :
leZ:z (27) o e—iz(d(z—Az)—i-)\R(a:)) (335)

ol o2 représente la variance du bruit.

Si la distance d est quadratique, par exemple une nome euclidienne, on peut décomposer
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fx]z:z selon :

Fzix=a(z) o 27 MV=AE) (3.36)

et 1a loi des a priori sur les variables recherchées prend alors la forme :
Fx(z) o ezo2RE) (3.37)

Ces relations ne sont valides que si les lois a priori et conditionnelle précédentes sont

propres, c.-a-d. que leur intégrale converge.

De ce fait, I’estimateur MAP se confond avec le minimiseur du critére pénalisé de I’équa-

tion 3.7 :

Iyap = argmax fxiz==() (3.38)

= arg mfx{d(z — Az) + AR(z)} (3.39)

Ainsi, le cadre bayésien donne un sens statistique a la minimisation des critéres péna-
lisés. De plus, il permet de déterminer des propriétés statistiques des estimateurs, par

exemple I’erreur quadratique moyenne (EQM).

3.6 Estimation par optimisation itérative du critére

Dans la section précédente, nous avons déterminé des expressions d’estimateurs sous
forme analytique et compacte. Cependant, dans certains cas, le probléme d’estimation
ne peut pas €tre résolu par ces formes compactes. C’est le cas en reconstruction tomo-
graphique, puisque les matrices mises en jeu sont de trop grosse taille pour pouvoir en

calculer I’inverse (cf. 2.5.2.1). Ainsi une solution explicite est impossible a obtenir.

On fait alors appel a des techniques itératives de résolution. La minimisation du critere
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est réalisée par un algorithme d’optimisation. Dans ce chapitre, les discussions sur les
méthodes d’optimisation sont valables pour des critéres convexes et quadratiques (ou
semi-quadratiques). De ce fait, nous limiterons 1I’exposé a un petit nombre d’algorithmes
qui se sont révélés efficaces pour la résolution de ces problemes. Pour de plus amples
détails sur la théorie de 1’optimisation, le livre de Nocedal et Wright (2000) sera une

référence.

Nous commencerons par exposer les conditions sous lesquelles il est assuré d’avoir
convergence des algorithmes de minimisation. Ensuite, nous discuterons de la méthode
a direction de descente, qui permet d’obtenir le minimum recherché si les conditions
précédentes sont respectées. Dans cette partie, nous évoquerons les algorithmes de la
plus forte pente, de Newton et de Newton modifiés. Nous en décrirons les propriétés et

les avantages pour 1’estimation.

3.6.1 Conditions d’optimalité

Plagons-nous dans un cadre général d’optimisation sans contrainte dans lequel il faut

trouver :

z* € arg min f(x) (3.40)

z€R”

Une approche itérative génére une suite {zx }x—o,. x de solutions qui converge vers z*

si les conditions d’optimalité sont respectées.
Soit f(z), une fonction de R™ — R, différentiable deux fois.

Précisons la notion de minimum. En optimisation, on définit généralement quatre types
de minimum. Soit * € R", on dit que 2* est
— un minimum global de f si et seulement siV z € R, f(z) > f(z*),

— un minimum /ocal de f si et seulement si 3 ¢ > 0tel que V z € B(z*,¢€), f(z) >
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f(z*),

— un minimum Jocal strict de f siet seulementsi 3¢ > Otel queVz € B(z*,¢€), z # 27,
fz) > f(z7),

— un minimum /ocal isolé de f si et seulement si 3 € > 0 tel que z* est le seul minimum
local de f dans B(z*, €).

Afin d’identifier les minimums candidats, nous devons poser les conditions que tout

minimum doit satisfaire. Ce sont les conditions nécessaires d’optimisation.

3.6.1.1 Condition du premier ordre

Théoréme 3.6.1 (Condition nécessaire du premier ordre). Si z* € R” est un minimum
local de f dans la relation 3.40 et f est une fonction de classe C* sur une boule ouverte

centrée en x*, alors

V') =0 (3.41)

Soit un point z € R", il est dit stationnaire lorsque V f(z) = 0.

Cette condition est nécessaire mais pas suffisante ; ainsi, elle est surtout utile pour mon-
trer la contraposée de ce théoréme : si V f(z*) # 0, alors z* n’est pas un minimum local

de f. Ce n’est donc pas un point stationnaire pour f.

Toutefois, 1a réciproque de ce théoréme est fausse : un point stationnaire n’est pas for-
cément un minimum local. Il peut étre un minimum local, un maximum local, ou ni I’'un
ni I’autre. Pour préciser la nature de ces points, une condition sur les dérivées secondes

est nécessaire.
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3.6.1.2 Conditions du second ordre

Théoréme 3.6.2 (Conditions nécessaires du second ordre). Si z* € R"™ est un minimum
local de I’équation 3.40 et f est une fonction de classe C* sur une boule ouverte centrée
en x*, alors

V2 f(x*) est semi définie positive. (3.42)

De la méme fagon que la condition nécessaire du premier ordre, ce théoréme sert a

montrer que x* n’est pas un minimum local de f.

Théoréme 3.6.3 (Conditions suffisantes du second ordre). Soit x* un point stationnaire
de f et f une fonction de classe C* sur une boule ouverte centrée en x*. Si V f(z*) = 0

et V2 f(z*) est définie positive, alors x* est minimum local isolé de f.

3.6.2 Meéthodes de direction de descente

Les méthodes de directions de descente ont pour but de trouver z* en se servant d’in-
formations sur les dérivées de f. Ces informations, trés importantes, représentent les

variations locales de la fonction f.

Algorithme 1 Algorithme de descente
Initialisation : on choisit un point de départ z, € R™, une tolérance d’arrét ¢ > 0 et

on met le compteur d’itérations a 0

tantque |V f(z)|| > e faire
A partir de x,, on calcule une direction de descente dj et un pas t, (recherche
linéaire) tels que :

f(:l?k + tkdk) < f(:l?k) (343)

Mise a jour de I’itéré x . ; = x + txdy et du compteur d’itérations.

fin tantque
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Soit f : R™ — R ; on définit une direction de descente d € R" de f enz si Vf(x)Td < 0.

Il existe toujours une direction de descente pour f en z tant que V f(z) # 0. Cepen-
dant, lorsque V f(z) = 0, il n’y en a pas, mais ce point est un point stationnaire ! Dans
la pratique, plusieurs directions de descente existent et font référence a des catégories

distinctes d’algorithmes que nous allons aborder plus loin.

La recherche linéaire d’un pas de descente permet d’obtenir, & partir d’un point courant
xy, et d’'une direction de descente choisie dy, une valeur de la fonction objectif inférieure

a celle de I’objectif courant.

3.6.2.1 Conditions assurant la convergence d’un algorithme

Sous certaines conditions touchant la direction de descente et la recherche linéaire, les
algorithmes sont assurés de converger vers un minimum local de f. La recherche d’un
pas optimal est complexe et elle est un probleme d’optimisation en elle-méme. Ainsi,

nous nous contenterons de trouver une valeur de pas ¢, telle que f(zx + tpdi) < f(zk).

La condition d’Armijo établit une condition sur le pas ¢, afin que celui-ci soit choisi

selon un critere strict de décroissance de 1’objectif.

Condlition d’Armijo. Soit a €]0, 1], le pas t, doit satisfaire
Flae+ tedi) < fax) + @V f(zx)" di (3.44)

Le coefficient o fixe I’importance de la décroissance. Pour de petits pas, une faible dé-

croissance est autorisée a condition de satisfaire la condition d’ Armijo.

Ces deux conditions réunies forment les conditions de Wolfe : soit o €]0,1[ et v €]a, 1],
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le pas t; doit satisfaire les deux conditions suivantes :

f(CL‘k + tkdk) < f(CL‘L) + CIVf(CL‘k)Tdk (345)
Vf(.’I?k + tkdk)Tdk > ’ny(CL‘k)Tdk (346)

La deuxieme condition, qui porte sur la courbure de I’objectif, assure que le pas fera
descendre rapidement 1’objectif, écartant ainsi les pas trop petits. Cette condition peut
étre renforcée par une condition plus stricte. On parle alors des conditions de Wolfe
fortes. 11 s’agit de borner la pente de décroissance, contraignant le pas a n’étre ni trop

petit, ni trop grand.

Conditions de Wolfe fortes. Soit a €]0,1[ et v €|a, 1], le pas ¢, doit satisfaire les deux

conditions suivantes :

f(.’Ek + tkdk) < f(CL‘L) + CIVf(CL‘k)Tdk (347)
|Vf(:rk + tkdk)Tdk‘ < ’)’!Vf(.’Ek)Tdkl (348)

On définit ’angle 6y, entre la direction de descente d et I’opposé du gradient de f en

T, par

=V (zx) dy
IV f (i) 1|
Théoréme 3.6.4 (Théoréme de Zoutendijk). Soit un algorithme quelconque de descente

cos by, = (3.49)

imposant soit la condition d’Armijo, soit les conditions de Wolfe pour le choix d’une

longueur de pas. Soit L = {z € R"|f(z) < f(z0)}.

Si on suppose que f est C* sur un ensemble ouvert contenant L et que V f est Lipschitz-

continue sur L, alors soit { f(x)} — —00 ou 3% cos? 6 ||V f (zx)]|? < +o0.

On remarque que les hypothéses de ce théoréme sont peu contraignantes et donc souvent

vérifiées en pratique.
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Le théoreme 3.6.4 implique que :
lim cos® 0, ||V f(zx)||* = 0 (3.50)
k—+4oc0

Utilisons cette limite pour déterminer la convergence des algorithmes de descente. Si
cette méthode sélectionne une direction de descente suffisament éloignée de 1’orthogo-

nalité au gradient (c.-a-d. que | cos 6] > € > 0), alors

Jim V(@) = 0 (351)

Cette limite signifie que le gradient de f tendra vers 0 si les directions de descente
sélectionnées sont suffisament éloignées de 1’orthogonalité avec le gradient. Sous cette

condition, I’algorithme de descente est assuré de converger.

Dans les sections suivantes, nous allons aborder plusieurs algorithmes d’optimisation

qui différent selon leur direction de descente et le choix de recherche linéaire.

3.6.2.2 Algorithme de la plus forte pente

Cet algorithme est un algorithme de descente dans lequel la direction de descente est

intuitive et correspond a 1’opposé du gradient de la fonction objectif :
dk = —Vf(l‘k) (3.52)

Le théor¢me de Zoutendijk assure une convergence globale de la méthode de la plus

forte pente, puisque 6, = O pour tout k.

A cause des propriétés du gradient, cette méthode posséde de faibles performances et os-

cille fortement, méme proche du minimum. Ainsi, il est nécessaire de réaliser beaucoup
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d’itérations de cet algorithme ( non souhaitable lorsque le gradient coiite cher en temps

d’évaluation).

3.6.2.3 Algorithme du gradient conjugué linéaire et non linéaire

Les algorithmes du gradient conjugué permettent de minimiser une fonction objectif
quadratique. Cependant, ils ont été étendus aux objectifs non quadratiques. Nous expli-
querons, dans un premier temps, les résultats pour les objectifs quadratiques et, dans un

deuxiéme temps, pour ceux non quadratiques.

3.6.2.3.1 Le gradient conjugué linéaire Plagons-nous dans le cas de minimisation

d’une fonction objectif quadratique comme suit :
1 2 . . :
f(z) = §|Iy — Cz||* ot C est une matrice carrée de taille n x n (3.53)

Posons H = CTC, le Hessien de fetr(z) = y — Cz =, lerésidu de f et Vf(z) =

—CTr(z), son gradient.

La direction de descente dans cette méthode est donnée par :

7"1::+17"k+1
dipr = —rips + T g, (3.54)
’I"k T

Cette nouvelle direction est peu cofiteuse en calcul et en mémoire, car elle s’obtient a

partir de la direction précédente et des résidus courant et précédent.

Soit u et v, deux vecteurs, ils sont dits H-conjugués si et seulement si u” Hv = 0. Puisque

di+1Hdy, = 0 pour tous les k, les directions sont dites conjuguées.

De plus, la recherche linéaire pour trouver une longueur de pas optimale peut s’obtenir
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Iyti tparty = k'
analytiquement par ¢y = -

Cet algorithme converge plus rapidement que la méthode de la plus forte pente vue dans
le paragraphe précédent. Néanmoins, la vitesse de convergence dépend fortement de
la distribution des valeurs propres du Hessien H. On peut démontrer que la méthode
du gradient conjugué sur un probleme quadratique converge en au plus m itérations,
m étant le nombre de valeurs propres distinctes de H. Ainsi, pour les problemes dans
lesquels les valeurs propres ne sont pas proches les unes des autres, il faut adapter la
méthode du gradient'conjugué en le préconditionnant. Ce préconditionnement permet
de rassembler les valeurs propres en paquets de valeurs semblables afin de réduire le
nombre d’itérations de I’algorithme du gradient conjugué. Nous ne présenterons pas

cette version du gradient conjugué.

L’algorithme du gradient conjugué n’est valide que dans le cas d’une minimisation stric-
tement convexe. Lorsque 1’objectif ne 1’est pas, une adaptation de cet algorithme doit

étre faite. C’est I’objet de la section suivante.

3.6.2.3.2 Le gradient conjugué non linéaire Supposons maintenant que la fonction
objective ne soit pas quadratique. Nous ne pouvons plus obtenir une formule analytique
exacte pour la détermination du pas de descente. La structure générale de cet algorithme
reste la méme a I’exception du calcul du pas t;, qui se fait maintenant par recherche

linéaire classique et du terme Gy ;.

Fletcher et Reeves (1964) proposent une généralisation de I’algorithme du gradient conju-

gué linéaire aux fonctions non quadratiques. Ainsi, ils définissent le coefficient Gy :

FR __ vfg+1vfk+l

k= TG TY g, (3.55)

Cette expression permet de rejoindre la formulation du Sy +; pour des fonctions quadra-
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tiques. En 1997, Powell montra que cette méthode peut conduire a de petits déplacements

et donc a une lente convergence.

Afin d’accélérer la convergence du gradient conjugué non linéaire, Polak et Ribiére ex-

priment (3, ; de fagon légerement différente (Nocedal and Wright, 2000) :

PR _ V(Y fiesr — Vi)
k+1 vflz"vfk

(3.56)

Powell en 1984 a montré que cette expression associée avec une recherche linéaire exacte

peut tourner indéfiniment autour de 1’objectif sans jamais 1’atteindre.

Pour allier les propriétés de convergence assurée du coefficient de Fletcher et Reeves
aux propriétés numériques de Polak et Ribiere, Nocedal (1992) propose la formulation

suivante :
PR+ _
Brsr = max(0, Bet1) (3.57)
L’algorithme du gradient conjugué non linéaire avec ﬂ,f ff, couplé avec une recherche
linéaire satisfaisant les conditions de Wolfe fortes, possede une convergence prouvée

pour des fonctions de classe C!.

Les algorithmes précédents utilisent des informations d’ordre 1 (le gradient) afin de mi-
nimiser le critere. Cependant, lorsque le criteére est complexe & minimiser, une informa-
tion plus riche peut étre nécessaire. Elle est obtenue par la courbure de 1’objectif, c.-a-d.
I’information d’ordre 2. Les algorithmes, que nous allons détailler dans la suite de ce

chapitre, sont basés sur une information d’ordre 2 sur la fonction objectif.
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3.6.2.4 Algorithme de Newton

Ces algorithmes prennent en compte une information plus riche sur 1’objectif : sa cour-

bure, c.-a-d. le Hessien de la fonction objectif (V2 f).

Cette direction de descente est obtenue par développement de Taylor d’ordre 2 de la

fonction objectif :

flz+d) =~ f(z) + Vf(z)'d + %dTVQf(z)d (3.58)

La différentiation de f(z + d) par rapport a d, nous permet d’extraire la direction d :

Vf(z)+ Vif(z)d =0 (3.59)

L’utilisation d’information sur la courbure de 1’objectif augmente la vitesse de conver-
gence. Cependant, pour des problémes de grosses tailles, dans lesquels le Hessien est

colteux en calcul, cette méthode est a proscrire.

Quand le calcul du Hessien de f est impossible, la direction de Newton n’est pas calcu-
lable. Il est alors d’usage de faire appel a des méthodes, dites quasi-Newton, qui calculent

une approximation du Hessien de f.

Enfin, lorsque le Hessien de f n’est pas défini positif, cette direction n’est plus une

direction de descente. On fait alors appel a des algorithmes dits de Newton modifié.

Ainsi, au lieu de la direction de Newton, nous cherchons a obtenir une direction de

descente qui vérifie :

(V2f(z) + My) d = =V f(x) (3.60)

ou la matrice M, est symétrique définie positive. Elle est choisie telle que :
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— M, estnulle si V2f(z) est définie positive;;

— V2f(x) + M, est définie positive si V2 f(z) n’est pas définie positive;

— M, est la plus petite possible.

Un exemple de cette méthode de Newton modifié est I’algortithme de Levenberg. 1l pro-
pose comme matrice M :

M, = A, (3.61)

Lorsque X est petit, on retrouve la direction de Newton. Tandis que si A est grand, la
direction obtenue est équivalente a une direction de la plus forte pente. Pour des valeurs

intermédiaires de A\, on se trouve entre ces deux méthodes.

Dans cet algorithme, le coefficient A est modifié a chaque itération. Si dy, est une direction
de descente, alors on le diminue (en le divisant par 10, par exemple) pour se rapprocher
d’une méthode de Newton. Par contre, lorsque d; n’est pas une direction de descente, on
augmente ) (en le multipliant par 10, par exemple) pour se rapprocher de la méthode de

la plus forte pente.

Cet algorithme a ensuite été amélioré par Marquardt (Roweis, 2009). Le pas de I’itération
est défini cette fois par :

My = Adiag(H) (3.62)

L’introduction de la diagonale de H au lieu de la matrice identité permet de modifier le
comportement de 1’algorithme lorsque ) est grand. Par cette modification, on se déplace
plus vite dans les directions vers lesquelles le gradient est plus fiable, pour ne pas rester

bloqué sur un plateau.

Cet algorithme est appelé algorithme de Levenberg-Marquardt synthétisé dans I’algo-

rithme 2.
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Algorithme 2 Algorithme de Levenberg Marquardt
Initialisation : on choisit un point de départ z; € R”, une tolérance d’arrét ¢; > 0, un

parameétre A = )\ et on met le compteur d’itérations a 0
tantque ||V f(zy)|| > € faire
Hy = V?f(zy) + Adiag(H)
Obtention de dj en solutionnant Hydy = —V f(z)
si dj, est une direction de descente, c.-a-d. dL V fr < 0 alors
A=10*detzpi; = xp
sinon
=%
Tpy1 = T — Hk_ldk.
fin si
Mise a jour du compteur d’itération k = k + 1.

fin tantque

3.6.2.5 Algorithme quasi-Newton

L’algorithme quasi-Newton est une adaptation de 1’algorithme de Newton lorsque I’in-
formation sur les dérivées secondes n’est pas disponible. Il s’agit de construire une ap-
proximation du Hessien Bj de f symétrique définie positive dans le but d’éviter son

calcul a chaque itération.

La direction de descente vérifie alors :

B(zi)dr = =V f(x) (3.63)

La construction de la matrice B(xzx) est déterminante dans 1’efficacité de 1’algorithme.

Les méthodes quasi-Newton peuvent étre trés efficaces si une quelconque information
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Algorithme 3 Algorithme BFGS

Initialisation : on choisit un point de départ zo € R", une tolérance d’arrét ¢; > 0 et
on met le compteur d’itérations a 0
tantque ||V f(zy)|| > €, faire

Obtention de la direction de descente d;. vérifiant

Bkdk = —Vf(lik) (364)

Calcul du pas de descente t;, par une recherche linéaire.
Mise a jour de I'itérée : ;.1 = z, + tidi et du compteur d’itération k = k + 1.
Mise a jour de B; ! par :

sye + Ui By 'y Bilyksk + siyi By

(Sfyk)2 Sfyk

B, = Byt + (sksi) (3.65)

avec s, = Tg41 — Tk €t Yp = Vf(zk41) — VFf(zk)
fin tantque

sur la courbure de I’itérée courant est introduite dans la matrice B(xy).

Un type d’algorithme quasi-Newton est celui développé par Broyden, Fletcher, Gold-
farb et Shanno (1970). Dans cet algorithme (algo 3), I’approximation du Hessien suit la

formule de récurrence suivante :

T T

ki  Brsk(Brsk)
B =B - 3.66
k+1 k + yl{Sk S{BkSk ( )

Ol Sk = Tg41 — T €t yp = V f(xr41) — Vf(zx). L'obtention de la direction de descente
demande la résolution d’un systéme linéaire impliquant By, 1, qui peut étre difficile a

réaliser.

Grace au théoréme de Sherman-Morisson sur I’inversion de matrice, nous obtenons di-

rectement 1’inverse de By, par une formule de récurrence :

sTyk + vT By 'y Bi'ukst + skl By

(Sfyk)Q Sfyk

B}, = Byt + (sksi) (3.67)
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Pour cette approximation du Hessien, de nombreux produits matriciels ainsi que le sto-
ckage de la matrice B; ' de I’itération précédente sont nécessaires. Pour des problémes
de grosses tailles, comme en tomographie, le stockage de cette matrice est impossible.
Ainsi, une version a mémoire limitée (L-BFGS) a été développée par Liu et al. (1989).
Cette version allege la mémoire par 1’utilisation d’une formule de récurrence sur le calcul

de B; .

Pour cet algorithme, la convergence n’a pas été prouvée formellement. Cependant, en

pratique, on constate qu’il converge.

3.7 Conclusion

Ce chapitre a été consacré a la théorie de I’estimation afin de I’appliquer a la reconstruc-
tion tomographique par approche algébrique ainsi qu’au traitement de la postlumines-

cence.

Nous avons développé la méthodologie de I’estimation qui permet de résoudre la majo-

rité des problemes d’estimation.

On a pu remarquer que I’inversion du probléme direct sans tenir compte des erreurs
sur les mesures donne de trés mauvais résultats, parce que le probléme est mal posé.
Il apparait que 1’estimateur MAP est meilleur au sens de la proximité par rapport a la
solution et en termes de propagation d’erreur. Cependant I’estimateur explicite MAP

demande plus de ressources de calculs qu’un simple estimateur MV.

Pour le traitement de la postluminescence, nous utiliserons un estimateur MAP, parce
qu’il est plus précis et que la taille des données et des variables recherchées permettent

le calcul de I’estimateur de maniére explicite.
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Contrairement a la postluminescence, la reconstruction tomographique par 1’approche
algébrique ne peut se faire avec un estimateur explicite. Par conséquent, nous utiliserons
un estimateur MAP minimisé par un algorithme itératif de type BFGS a mémoire limitée.
Des travaux sont en cours au laboratoire pour déterminer le type d’algorithme a utiliser
pour obtenir un compromis temps/résolution d’image acceptable. Tous les résultats de
reconstruction seront obtenus par L-BFGS, car cet algorithme nous fournit une solution

acceptable en un temps plus faible que 1’algorithme du gradient conjugué.

La cadre de travail de notre projet est maintenant défini. Nous allons développer, dans le

chapitre suivant, le traitement de la postluminescence.
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CHAPITRE 4

POSTLUMINESCENCE

4.1 Introduction

Ce chapitre est consacré aux traitements de la postluminescence. Ce phénomene se pro-
duit lors de la conversion de la radiation en lumiere visible (cf. section 2.6.2). Les cris-
taux de scintillation commencent a briller puis retournent a leur état d’origine. Ainsi,
plus le scintillateur est rapide pour retourner a son état d’équilibre, plus les contours des

objets seront précis.

Tout d’abord, nous modélisons mathématiquement ce phénoméne par un modele de
convolution. Puis, nous étudions le traitement le plus efficace présenté dans la littéra-
ture scientifique (Hsieh et al., 2000). Ensuite, nous replagons ce traitement dans le cadre
de la théorie de I’estimation et nous formulons des traitements alternatifs. Enfin, cha-
cune des méthodes qui sont présentées demande des informations spécifiques sur les

paramétres du modéle. Nous développons trois techniques qui permettent de les obtenir.

4.2 Modélisation de la postluminescence

Ici, nous supposons que la postluminescence est un phénomene linéaire et que le systéme
est invariant dans le temps. Ces hypothéses sont largement utilisées dans la littérature sur
la postluminescence (Hsieh et al., 2000; LaRiviere et al., 2006). D’apres la théorie du
signal, la réponse de détecteurs a un signal d’entrée est la convolution de la réponse

impulsionnelle de ces détecteurs avec le signal d’entrée. Ainsi, la réponse du détecteur
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y (t) au signal z (¢) s’écrit :

y(t) = h(t)xz(t) 4.1
+o0
= /_ h(t — 7)z(7)dr 4.2)

ou

— y(t) sont les données observées ;

— h(t) représente la réponse impulsionnelle des détecteurs, également appelée noyau
de convolution. La figure 2.10 montre quelques réponses & un échelon pour plusieurs
détecteurs ;

— z(t) est I’entrée a restaurer, soit, dans notre cas, le sinogramme.

On appelle ce type d’équation linéaire une équation intégrale de Fredholm du premier

type. Elle correspond au cas ou les observations ne sont pas entachées de bruit ni d’in-

certitudes. Ceci n’est pas vrai en réalité, puisqu’au moins un bruit numérique s’ajoute

sur les observations.

Une représentation plus fidele de la réalité s’écrit sous la forme :

2 (t) = /_ " ht = T)e()dr + b(2) 43)

o0

dans laquelle b(t) représente un bruit additif, et z(t) les données observées bruitées.

4.3 Traitement de la postluminescence

Dans la section précédente, le modele de la postluminescence par convolution a été in-
troduit. Ici, nous nous intéressons a la déconvolution de la postluminescence. Nous cher-
chons a obtenir z(t), connaissant les observations z(t) et en supposant la fonction h

connue. Nous verrons dans la section 4.4 comment obtenir cette réponse impulsionnelle.
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Premiérement, nous étudions la méthode proposée par Hsieh (2000). Cette méthode est
considérée comme le traitement de référence de la postluminescence en tomographie.

Nous replagons cette méthode dans le contexte de 1’estimation vue au chapitre 3.

Ensuite, nous proposons des méthodes plus robustes face au bruit présent dans les don-

nées et basées sur la théorie de I’estimation.

4.3.1 Traitement proposé par Hsieh

La littérature sur la correction de la postluminescence est plutot rare. LaRiviere et al.
(2006) recensent les différentes techniques de compensation de la postluminescence et
concluent que la méthode la plus efficace est celle de Hsieh (Hsieh et al., 2000). En effet,
cette méthode est citée plusieurs fois dans la littérature et a fait I’objet d’un brevet pour

son implantation dans les scanners commerciaux de Siemens.

Présentons cette méthode qui nous sert de point de référence pour nos développements

futurs.

Dans I’article de Hsieh, la réponse impulsionnelle des détecteurs est modélisée par des

exponentielles décroissantes :

a, =t
h(t)=> —emU(1) (4.4)
n=1 "
ou
1 t>0
Ult)=
0 sinon

a, représente le poids accordé a I’exponentielle de constante de temps 7, et /V le nombre

d’exponentielles.
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Puisque les fonctions x et h n’existent que pour ¢t > 0, la convolution de postlumines-

cence de 1’équation 4.2 s’écrit :

y(t) = h(t)*z(t) (4.5)
N oo, [t —(t=v)
= ;EA z(v)e ™ dv (4.6)

En discrétisant la relation précédente et en supposant que sur un intervalle At, z est
constant, on obtient une équation permettant de déterminer x a I’instant KAt en fonction

de y au méme instant et des = aux instants précédents :

y (KAL) — S0 o (1 — e7847) S8 (i At)el- =220/

z (kAt) = 271:7:1 an (1 — e=Bt/m)

4.7

At . . .
On pose 3, = an(1 — e ). Afin de réaliser un traitement de la postluminescence

simultanément a 1’acquisition de données, Hsieh réécrit cette équation sous la forme

suivante : At
z (kAt) = ¥ (kAL — Z]IVL Bue ™ S (4.8)
2 n=10n
ou :
Sk = ¢ ((k = 1)At) + €™ Spery (4.9)

Lorsqu’une nouvelle donnée y(kAt) est acquise, Sy est mise a jour par I’équation 4.9,
et uniquement le dernier S,,; est utilisé pour la correction de la prochaine donnée. Lors
d’examens tomographiques cliniques, le temps entre deux examens est suffisamment
long. De ce fait, I’effet de la postluminescence de I’examen précédent peut étre ignor¢ et

on initialise S, avec des valeurs nulles.

Cette méthode de résolution peut étre assimilée a du filtrage inverse. En effet, x (kAt)
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est fonction des données y et des estimations de x précédentes. L’équation 4.7 de fil-

trage obtenue par approximation de Hsieh peut étre dérivée de maniére exacte grace a

I’utilisation de la transformée en Z.

La convolution de 1’équation 4.6 s’écrit alors :

Zly@)] = Z[h(t) *z(t)]

[l
N
o~
= =
X
N
8
=

(4.10)
(4.11)
(4.12)

Pour simplifier les calculs, nous écrivons 1’équation précédente sous forme de fonction

de transfert :

(4.13)

(4.14)

D’une mani¢re générale, nous pouvons €crire cette équation sous forme de quotient des

polynémes B(z) et A(z2) :

Celle-ci équivaut a I’équation discrere suivante :
N-1 N
Yn = __>_ biTp_i — __>_ AjYn—j
i=0 j=1

N
_Ynt Zj=1(ajyn—j — bjzn;)

T

bo

(4.15)

(4.16)
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Cette équation est 1’équation d’un filtrage inverse (cf. chapitre 3), puisqu’elle fait interve-
nir les données et les estimées précédentes pour obtenir I’estimée courante, sans prendre

en compte le bruit. On constate alors que les équations 4.16 et 4.7 sont équivalentes.

Hsieh ne prend pas en compte les incertitudes sur les mesures. Cependant, aucun dispo-
sitif expérimental n’est complétement affranchi d’incertitudes. Or d’apres le chapitre 3,
on sait que réaliser un filtrage inverse sur des données bruitées conduit a des solutions

instables.

Dans la section suivante, nous proposons une méthode d’estimation permettant le traite-

ment de la postluminescence en tenant compte des incertitudes sur les données.

4.3.2 Méthode proposée

Afin d’utiliser les techniques d’estimation que nous avons vues dans le chapitre 3, il
est nécessaire de discrétiser la modélisation de la postluminescence. C’est ce que nous

verrons dans le paragraphe suivant.

4.3.2.1 Discrétisation du systéme linéaire

En tomographie, le signal a déconvoluer z(t) se présente déja sous forme discreéte. 11 est

donc connu en un nombre fini de points ¢1, ¢5, ..., ty espacés réguliérement.

Pour discrétiser 1’équation 4.3, on considére x,,, I’entrée a restaurer correspondante aux
échantillons de z(t) avec le méme pas d’échantillonage que z(¢) et h,, I’échantillonage
de h(t). On peut donc écrire I’équation 4.3 :

M

znzz(tn)=2hn_mxm+bn, n=12,...,N : 4.17)

1
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Cette équation est appelée convolution discréte entre les échantillons de z(t) et de la

réponse impulsionnelle A(?).

En concaténant les [V équations 4.17, on obtient le systeme linéaire suivant :

2= Hz+b (4.18)

Etudions maintenant la structure de la matrice H. On suppose que la réponse impulsion-
nelle des capteurs a un support fini, plus petit ou égal a I’intervalle de temps pendant
lequel z(t) est observé. Le support correspond au domaine pour lequel les valeurs des
coefficients de la réponse impulsionnelle h,_,, sont significatives. Dans notre cas, la

réponse impulsionnelle est causale de taille P < N, c.-a-d. h = [hy, by, ..., hp]T.

L’équation 4.18 s’écrit alors :

hy O ... 0
hy h;y O
21 . . . . I by
- ' 3 A (4.19)
0 hp hl
ZN . IN bn
. hp ... b O
0 O hP hl

La matrice H est donc de forme Toeplitz avec une structure de bande. Cette structure

facilitera les calculs futurs.
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4.3.2.2 Déconvolution

Dans la partie précédente, nous avons vu que la méthode de Hsieh est une technique de
filtrage inverse basée sur un modéle parfait. En effet, le bruit n’est pas pris en compte
dans son modele. Cette méthode correspond a la restauration de x; par 'inverse gé-
néralisée de H selon ’équation suivante Zg4en, = H'z, c’est ce qu’on a appelé, dans
le chapitre 3, I’inversion directe caractérisée par une amplification du bruit. Ici, nous

proposons des méthodes, basées sur la théorie de I’estimation, tenant compte du bruit.

La restauration d’entrée, ou déconvolution, est un probleme particulierement difficile
puisque nous cherchons a estimer un vecteur de taille NV a partir de données d’observa-
tions, elles aussi de taille N. Dans un tel cas, une approche MAP (ou régularisée) est

requise, afin d’estimer la variable x.

Utilisons les résultats du chapitre 3 sur 1’estimation pour développer une méthode de

déconvolution. Supposons que le bruit soit blanc et gaussien. Il suit donc une distribution

normale b ~ N (0, Rpg).

Afin de simplifier les calculs, nous choisissons de conserver un cadre lin€aire et gaussien.
Pour cela, nous supposons que les incertitudes et I’information a priori sur x sont gaus-
siennes. Cette hypothése sur les sinogrammes z est vérifiée en pratique, puisque ceux-ci

sont doux et ne présentent pas de franches discontinuités d’une projection a 1’autre.

D’aprés le chapitre 3, ces choix sont équivalents a minimiser un criteére régularisé com-
posite :

& = argmin ||z — Hz|? + M|z — 7||? (4.20)
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11 existe une solution explicite de ce minimiseur qui s’écrit :

Erap =T+ (HTRG'H + ARY) " HTR3'(z — HZ) ou A= L

Dans notre modele, nous supposons que les incertitudes b sont indépendantes les unes
des autres. Ainsi, Rp = I. L’estimateur MAP que nous utilisons pour traiter la postlu-

minescence peut se résumer ainsi :

2 -1
Imap =17+ (HTH + Z—fR}l) H"(z — Hz) (4.21)
X

D’aprés le chapitre 3, cet estimateur est, d’un point de vue théorique, plus robuste face

au bruit de mesure que celui développé par Hsieh, d’un point de vue théorique.

Dans cette section, nous avons développé un estimateur en supposant la réponse impul-
sionnelle i connue, formant la matrice H. Cette réponse impulsionnelle est propre a
chaque scanner et n’est pas une donnée connue du probléme. Dans la section suivante,
nous mettons en place les outils qui nous permettront d’obtenir cette réponse impulsion-

nelle.

4.4 Identification des paramétres du modéle

Afin de réaliser la déconvolution des données observées, il est nécessaire d’identifier les

paramétres du modeéle. Il s’agit alors de déterminer la réponse impulsionnelle h(t).

11 est trés difficile de trouver de la littérature qui caractérise la réponse impulsionnelle du
systéme de détection des scanners. Ces données restent des données propriétaires non

accessibles. Les seules courbes de décroissance concernant la postluminescence sont
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peu précises. La figure 4.1 montre un exemple de courbe de décroissance publiée par

Siemens (2007). Cette courbe présente les caractéristiques de détecteurs d’anciennes

FIG. 4.1: Courbe de postluminescence la plus récemment publi€e.

générations qui ne sont pas ceux utilisés sur les scanners Siemens SOMATOM dont nous
nous servons a I’hopital Notre-Dame. En effet, ces scanners sont équipés de la toute
derniére technologie : les détecteurs UFC. Nous proposons donc d’estimer la réponse

impulsionnelle a partir de données réelles.

4.4.1 Méthodes proposées

La caractérisation de la réponse impulsionnelle (RI) des détecteurs est réalisée par la
mise en place d’estimateurs qui permettent de mesurer la RI directement a partir des
sinogrammes bruts extraits du scanner. En effet, la mise en place de tels estimateurs ne
nécessite pas 1’introduction d’une quelconque connaissance sur la RI et ces estimateurs

sont relativement simples a mettre en oeuvre.

La restauration de I’entrée qui nous intéresse dans la section 4.3 consiste a chercher z en

connaissant z. La paramétrisation du systéme est un tout autre probléme. Nous cherchons
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a connaitre h en supposant x connu dans 1’équation :

g

zn=Zhn_mzm+bn n=12,...,N (4.22)
m=1

Le vecteur z représente les données recueillies sur le scanner d’un fantéme dont nous
connaissons parfaitement les caractéristiques géométriques ainsi que les matériaux uti-
lisés. Le vecteur x correspond a un sinogramme idéal, également appelé analytique,
obtenu par calcul analytique des projections du fantome. Le schéma 4.2 résume la dé-

marche employée pour I’estimation de la réponse impulsionnelle.

FIG. 4.2: Méthodologie employée pour estimer la réponse impulsionnelle des détecteurs.

Selon la technique de déconvolution choisie, nous n’avons pas besoin des mémes infor-
mations concernant la réponse impulsionnelle. La déconvolution par I’estimateur MAP
est basée sur la connaissance d’un vecteur h = [hy, hy, ..., hp|T, représentant la fonc-
tion h en certains points. Nous développons donc un estimateur permettant d’obtenir ce

vecteur directement a partir des données réelles (méthode 1).

La déconvolution développée par Hsieh se base, quant a elle, sur la connaissance des

parameétres «, et 7,,. Pour les obtenir, nous pouvons utiliser deux approches. La premiere
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approche consiste a ajuster un modele multiexponentiel sur le vecteur h obtenu par la
méthode 1 et a en dégager les o, et 7, (méthode 2). Dans la deuxieme approche, on
estime directement les paramétres a,, et 7,, & partir des données réelles (méthode 3).

Nous comparerons ces deux approches dans la section 5.

4.4.1.1 Meéthode 1 : vecteur h

Cette méthode permet d’obtenir le vecteur h, nécessaire a la déconvolution par 1’estima-

teur MAP.

L’équation 4.22 peut étre réécrite sous la forme matricielle suivante :

2= Xh+b (4.23)
ou ) -
To I 0 . 0
X = . _ ' (4.24)
| ZN ces IN-p+1 |

La matrice X est une matrice contenant les valeurs exactes (sans postluminescence) du

sinogramme analytique.

Cette équation est semblable a 1’équation 3.10. Donc, a condition de supposer 1’hypo-
thése gaussienne sur la distribution des incertitudes b et sur la loi a priori de h, on peut
appliquer directement les résultats présentés dans la section 3.5.2. De plus, si on sup-

pose que les incertitudes sont indépendantes les unes des autres (c.-a-d. Rg = ), les
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estimateurs MV et MAP s’écrivent comme suit :

haar = (XTX + AR X7z (4.25)
ey = (XTX)1XT2 (4.26)

Le coefficient de régularisation sera déterminé dans le chapitre suivant.

4.4.1.2 Méthode 2 : ajustement d’un modéle multiexponentiel

Comme nous 1’avons vu dans la section 4.3.1, la technique de Hsieh se base sur un
modele multiexponentiel de la réponse impulsionnelle. Dans cette section et la suivante,
nous cherchons a obtenir les o, et 7,, qui caractérisent ce modele. Cette méthode est un
prolongement de la méthode précédente. En effet, on réalise un ajustement d’un modéle

multiexponentiel sur le vecteur h obtenu par la méthode 1.

Soit les données (y;,t;), Vi = 1,...,m représentant la réponse impulsionnelle h que
nous cherchons a ajuster a un modéele multiexponentiel. Nous souhaitons obtenir une

réponse impulsionnelle composée de P exponentielles décroissantes :

L
<L

vt > 0 (4.27)

ht) = Z "e

j=1 7

=3

Nous cherchons ainsi les a; et les 7; qui caractérisent les différentes exponentielles.

Pour cela, nous nous plagons dans un cas plus général dans lequel on cherche a ajuster

un modele composé de fonctions non linéaires f;, dépendantes du temps et de z;, et
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pondérées par c; :
P
j=1

Si ’on concaténe 1’équation précédente pour tous les ¢;, nous pouvons la réécrire en

fonction des données y sous la forme matricielle suivante :

y = F(z)c (4.29)

onz e RF, ceRF, F(z) =

fl ($1, tm) e fp(.’lfp, tm)

Dans notre modeéle, la matrice F'(z) ne dépend que d’une seule inconnue z. De plus, la
matrice c apparait linéairement dans M comme étant le poids accordé aux composantes
de la matrice F'(x). Ainsi, ¢ est fonction du choix des variables z. Dans ce cas, nous
pouvons réaliser une minimisation séparée sur c(z) (solution des moindres carrés de

F(z)re(x)r ~ y), puis sur F(x).

Notre but est alors de chercher z qui minimise le critére suivant :

Z = min ®(z) = min %Hy — F(z)e(z)]? (4.30)

r€RP zeRP

En définissant le résidu par r(z) = y — F(z)c(z), on obtient &(z) = 3r(x)Tr(x). Soit
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z* la solution de I’équation 4.30, z* satisfait la condition d’optimalité d’ordre | :

P(z*)=0 & ¢(z*) = J(z*)Tr(z*) =0
Vri(z*)T
o J(z*) = - (4.31)

Vrm(z*)T

Classiquement, nous pouvons utiliser une méthode de Gauss-Newton pour résoudre ce
genre de probléme. Par cette approche, le hessien H est approximé par J7 (z)J(z).

Ainsi, la direction de descente d°¥ doit satisfaire 1’équation :

JT(z*) I (x*)dN = —JT (z*)r(z*) (4.32)

Cependant, pour des cas non idéaux, par exemple en présence de bruit, la stratégie de
calcul de la direction de descente se trouve légerement modifiée par 1’ajout d’un terme
de régularisation. On fait alors appel a 1’équation 3.60 de I’algorithme 2 de Levenberg-

Marquardt pour obtenir la direction de descente dXM :

(JT(2*)J(z*) + ADdM = —JT(z*)r(z") ol A > 0.

Le récapitulatif de I’ajustement du mode¢le multiexponentiel sur la RI est exposé dans

1’algorithme 4.
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Algorithme 4 Récapitulatif de I’ajustement d’un modéle multiexponentiel de la RI

Initialisation : on choisit un point de départ o € RP, une tolérance d’arrét ¢; > O et
on met le compteur d’itérations a 0
tantque ||G|| > o faire

Calcul d’une direction de descente par dj, = (H, + M\ )71G et du A
Mise a jour du nouveau point : x3, 1 = T) — Hk“ld;C
Evaluation de F au point xy
Calcul de ¢4 1, comme solution des moindres carrés de Fj. 4 ck41 ~ v
Calculs de J et H au point x4,
Mise a jour du compteur d’itération k = k + 1

fin tantque

4.4.1.2.1 Comment obtenir le jacobien J(z) D’apres I’équation 4.31, J(z) s’écrit :

Vri(z*)T
J(z*) = :
Vrm(z*)T

c-id. (J(@))y = (Jy(@))y — Fla)e(a), ob (Jy(a))y = —Fj(x)c et (F)(x))a =

J J
%f k(. 1:)
Puisque c(x) est solution de F'(z)c(x) ~ y, nous pouvons dire que :

F(z)Ty = F(z)TF(z)c(z) = A(z)c(z) = b(z)
4.33)
= Ac; = FTr + FT(J(x)).;

En posant F' = [(F{).1 ... (F}).,], G = —JretC" = [c] ... ¢}, cette derniére
équation s’écrit : AC’ = [F"Tr] — FTG. Et dans ce cas, C’ peut étre calculé comme la

solution des moindres carrés de AC' ~ [F'Tr] — FTG
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Le jacobien de notre fonction objectif prend alors la forme matricielle suivante :

J=-G-FC' (4.34)

4.4.1.3 Méthode 3 : estimation directe des o, et 7,

Cette méthode sert a estimer les parametres o, et 7, du modele multiexponentiel pro-
posé par Hsieh. Contrairement a la méthode précédente, nous cherchons a les estimer

directement a partir des données réelles.

Dans la section 4.3.1, nous avons vu que la fonction de transfert du filtrage inverse de

Hsieh peut s’écrire sous la forme :

H(z) = ;Ck —At = X(Z)

1—e z71

D’une maniére générale, cette fonction s’écrit sous la forme d’un quotient des polyndmes
B(z) et A(2) :
N-1, _;
_ B(z) _ Zi:o biz™"
= - —
A(2) 1 +Ej:1 a;z™

Une telle fonction de transfert correspond a I’équation discréte suivante :

N-1 N
Yo = D biTai— Y 0Un (4.35)
i=0 i=1
= XIB-YTA (4.36)
| B
= [Xn| = Y] (4.37)
A

ou B et A sont, respectivement, les matrices des coefficients b; et a;.
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En concaténant 1’équation précédente, on obtient une équation de la méme forme que

1’équation 3.10. Donc, nous pouvons appliquer les résultats du chapitre 3. La matrice
B

A

peut étre estimée par :

o>

= ([X| = Y]IX|- Y]+ XD)7'X| - Y]y (4.38)

MAP

Ainsi, a partir des données réelles y, nous pouvons obtenir les matrices des coefficients
b; et a;. Par identification des polyndomes et apres résolution d’un systéme de 2 x N

équations a 2 X N inconnues, nous sommes capables d’extraire les paramétres «,, et 7,,.

4.5 Conclusion

Ce chapitre a ét€ consacré a la postluminescence. Dans un premier temps, nous avons
modélisé celle-ci par un modele de convolution avec une réponse impulsionnelle. Dans
un deuxiéme temps, nous nous sommes intéressé a remettre dans le contexte de 1’esti-
mation la technique de traitement mise en place par Hsieh. Cette méthode apparait étre
un filtrage inverse peu adapté dans les situations pratiques ou les données d’observations
sont toujours entachées de bruit. Suite a cela, nous avons proposé une technique basée
sur ’estimateur MAP afin de prendre en compte le bruit des mesures et d’améliorer ce

traitement de la postluminescence en supposant la réponse impulsionnelle connue.

Dans un troisieme temps, nous avons développé des techniques permettant d’obtenir
la réponse impulsionnelle des détecteurs a partir de données réelles. Si nous recher-
chons le vecteur h la représentant, alors nous pouvons utiliser un estimateur MAP, dont
le paramétre de régularisation sera obtenu dans le chapitre suivant. Par contre, si nous

recherchons les paramétres d’un modéle multiexponentiel caractérisant la réponse im-
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pulsionnelle, alors nous pouvons soit ajuster un modele multiexponentiel sur le vecteur

h obtenu précédemment, soit les estimer par un estimateur MAP ou MV.

Le chapitre suivant est consacré aux résultats de ces développements sur données simu-

1€es puis sur données réelles.
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CHAPITRE 5

RESULTATS ET DISCUSSION

5.1 Introduction

L’objet de ce chapitre est d’exposer la démarche méthodologique et les résultats des tra-
vaux de notre maitrise. Il s’agit de tester les innovations mises en ceuvre et de les com-
parer aux développements de la littérature. La démarche méthodologique sera identique

pour les deux apports principaux que nous faisons dans ce mémoire :

1. Estimation de la réponse impulsionnelle des détecteurs propre au scanner utilisé a

partir de données réelles ;
2. Traitement de la postluminescence des détecteurs sur sinogrammes.

Tout d’abord, nous validons les développements réalisés sur des données de simulations.
Ces données exactes sont obtenues de maniere analytique a partir de fantomes de tailles
similaires & celles que nous rencontrons avec des données médicales. A partir de ces
données, nous étudions le comportement de nos méthodes en fonction du rapport signal

a bruit.

Ensuite, en nous plagant dans des conditions expérimentales similaires a celles des ac-

quisitions médicales, nous calibrons et ajustons les parametres de nos méthodes.

Enfin, nous testons ces méthodes sur données réelles. Celles-ci ont été acquises en par-
tenariat avec le Laboratoire de biorhéologie et d’ultrasonographie médicale (LBUM) de
I’hopital Notre-Dame sous la direction de Guy Cloutier. Nous concentrons nos travaux
sur des fantomes scannés par des scanners Siemens SOMATOM 16, et nous comparons

nos résultats a ceux de Hsieh.
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Cette méthodologie est résumée dans la figure 5.1.

x(t) z(t)

1) Bodélisation : Déterminer F
2) Identitication des paramétres : Déterminer p a partir des mesures z et de I'entrée x

3) Restauration d'entrée : Déterminer x & partir de z, du modéle F et des paramétres p

F1G. 5.1: Démarche suivie pour la validation de la restauration d’entrée dans le cas de la
postluminescence.

5.2 Estimation de la réponse impulsionnelle

Cette section est consacrée a la validation de 1’estimation de la réponse impulsionnelle

de détecteurs. Puisque nous ne disposons pas d’une telle réponse, nous devons 1’estimer.

11 s’agit de mettre en évidence qu’une technique d’estimation régularisée permet d’ob-
tenir sur données réelles une estimation correcte de la réponse impulsionnelle compte
tenu du niveau de bruit sur les données. Pour y parvenir, nous présentons plusieurs ex-
périences sur des données de simulation et sur données réelles. La méthodologie est

présentée dans le paragraphe suivant.

5.2.1 Méthodologie des simulations

Pour réaliser ces expériences, nous avons mis en ceuvre un simulateur de sinogrammes.
Ce simulateur calcule les projections d’un objet 3D constitué de plusieurs ellipsoides de

matériaux homogenes pour des géométries semblables a celles des scanners Siemens.

Ce simulateur a été vérifié 4 partir d’un code développé par Jeffrey Fessler de 1'Uni-
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(a) Section transversale du fantdme (en HU) (b) Sinogramme analytique correspondant

F1G. 5.2: Fantdme Catphan 600 module CTP404.

versité du Michigan (Fessler, 2008). Les comparaisons sont convaincantes et nous per-
mettent de valider notre simulateur de tomographie. De plus, ce simulateur prend en
compte les sources volantes, qu’elles soient angulaires ou longitudinales. Afin de tes-
ter ces deux fonctionnalités supplémentaires, nous nous sommes appuyé€ sur le code de
David Gendron développé lors de sa maitrise au Laboratoire d’imagerie par optimisa-
tion numérique et validé sur données réelles. Ainsi, notre simulateur semble affranchi

d’erreurs.

Le simulateur de sinogrammes utilise les caractéristiques géométriques du scanner re-
groupées dans le tableau 5.2.1. Ces caractéristiques sont celles d’un tomographe Sie-
mens (SOMATOM 16) de 16 barrettes de détecteurs. Chacune de ces barrettes contient
672 détecteurs UFC.

Le fantdme choisi pour les simulations est le fantdome Catphan 600(). 11 s’agit d’un
fantome développé par The Phantom Laboratory aux Etats-Unis et utilisé en milieu cli-
nique pour évaluer la performance de scanners axiaux, hélicoidaux et multi-barrettes. Il
est constitué de plusieurs modules qui permettent d’évaluer indépendamment la dose des

rayons X, la sensibilité, la précision et le contraste du scanner.
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TAB. 5.1: Caractéristiques géométriques des simulations pour I’estimation de la réponse
impulsionnelle

ProjectionType : Fan RayWidth : 0.077186
ProjectionMethod : Thin nArrays : 1
nProjections : 1160 ArraySize : 0.7
nDetectors : 672 RefAngle : 0
RadiusFocus : 57 DetectorOffsetAngle : 0.0015234
RadiusDetector : 47 FFSMode : Angular
FanAngleIncrement : 0.0013541 aFFSAngle : 0.0007491

Le module de sensibilité (CTP404) est présenté a la figure 5.2 a). Nous utilisons ce mo-
dule pour les simulations puisque les constructeurs du Catphan 600 nous donnent les
caractéristiques géométriques précises de ce fantdme ainsi que la nature des matériaux
le composant. Ces caractéristiques sont regroupées dans 1’annexe 1. Il nous est donc pos-
sible de construire des fantdmes analytiques et des sinogrammes exacts, car les formes

sont elliptiques. La figure 5.2 b) montre le sinogramme associé au module CTP404.

Une fois les données de simulation exactes créées, nous les convoluons avec une réponse
impulsionnelle. Nous construisons une réponse impulsionnelle pour une vitesse de rota-
tion de 1 s/rotation, semblable a celle présentée dans Siemens (2007) pour les détecteurs
UFC (voir Fig. 5.3). La réponse impulsionnelle varie en fonction de la vitesse de rota-
tion. Ainsi, nous interpolons cette courbe pour obtenir des réponses impulsionnelles pour
des vitesses supérieures de 0,5, 0,375 et 0,1 s/rotation (Fig. 5.3). Puis, nous ajoutons un
bruit gaussien généré par Matlab(©). En tomographie, le bruit qui entache les données est
compris entre 25 et 35 dB. Nous choisissons trois niveaux de bruit pour représenter cet
intervalle : 25, 30 et 35 dB. Nous cherchons & estimer ces quatre réponses impulsion-
nelles bruitées. Enfin, nous comparons 1’estimée avec la RI exacte en calculant I’erreur
quadratique. Cette démarche permet de valider notre méthode avant de I’employer sur

des données réelles.
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F1G. 5.3: Réponses impulsionnelles pour différentes vitesses de rotation.

5.2.2 Estimation sur données simulées

Tout d’abord, nous présentons les différents résultats pour les méthodes 1 a 3 d’esti-
mation des réponses impulsionnelles (cf. 4.4). Puis, nous comparons les méthodes 2 et

3.

Les données de simulation correspondent au sinogramme du module CTP404 du Cat-
phan 600 de la figure 5.2 b) convolué avec la réponse impulsionnelle de la figure 5.4 b)
a la vitesse de 0, 5 s/rotation pour former nos données d’observations y(t) non bruitées.

La ligne 400 de ce sinogramme convolué est présentée dans la figure 5.4 a).

5.2.2.1 Méthode 1

Dans cette méthode, nous cherchons a estimer directement le vecteur h représentant la

réponse impulsionnelle.

Pour des données bruitées, une estimation de h utilisant la régularisation est préconisée.



33

07

— - - Sinogramme avec canvolution
Sinogramme analytique

*  Rlestimee
— — — Rl exacte

06

oS '

03f !
0zh

01 N

3.

.05 L L . n L L . n
1000 1100 1200 1300 1400 1500 1600 1700 1800

w0z % 2 2 IR 8 o % 1 s 8 20
(a) Ligne d’un sinogramme analytique et d’un (b) Réponse impulsionnelle estimée et exacte
sinogramme convolué (SNR=00)

94

F1G. 5.4: Validation de la technique d’estimation de réponse impulsionnelle sur des don-

nées sans bruit (v = 0, 5 s/rotation).
Ainsi, dans cette méthode, 1’estimée de h est obtenue par 1’équation 4.26 :

}ALMAP = (XTX + )\R;Il)—lXTZ

Grace a la régularisation, la réponse impulsionnelle devient moins bruitée et donc plus
lisse. Cependant, il faut accorder une grande importance au choix du parametre A de
régularisation. En effet, s’il est trop petit, notre estimateur est équivalent a un estimateur

non régularisé, et si A est trop important, on accorde plus d’importance a 1’information
a priori et la solution est dégradée.

Pour choisir le paramétre de régularisation adéquat, nous retenons celui qui minimise
I’erreur quadratique entre le sinogramme analytique et le sinogramme déconvolué. La fi-
gure 5.5 illustre le comportement du parametre de régularisation sur I’erreur quadratique
en fonction des rapports signal a bruit. On constate sur cette figure que les approches non
régulérisées (A = 0) donnent de moins bons résultats qu’une approche régularisée. En
effet, I’erreur quadratique minimale est obtenue pour des valeurs de A différentes de

0. Le tableau 5.2 résume la valeur minimale de I’erreur quadratique et le coefficient A

(5.1)
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TAB. 5.2: Erreurs quadratiques moyennes pour 1’estimation des RI en fonction du SNR

pour une vitesse de rotation de 0,5 s/rotation

SNR 00 35dB | 25dB
A 0 0.7 3
EQM | 1.2e-16 | 3.7e-5 | 1.5¢-4
associé pour trois niveaux de bruit : 25, 30 et 35 dB.
5+ /é/ ’
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F1G. 5.5: Influence du paramétre de régularisation sur ’erreur quadratique en fonction

du SNR.

Les résultats de I’estimateur MAP pour un niveau de bruit de 25 dB et un coefficient de

régularisation de A = 3 sont présentés dans la figure 5.6. Pour ce A, I’erreur quadratique

est minimale et est de I’ordre de 1,5 x 10~%. L’erreur quadratique est suffisanient faible

pour conclure que I’estimation du vecteur h représentant la réponse impulsionnelle est

satisfaisante, méme avec un niveau de bruit élévé.

Dans les deux méthodes qui suivent, nous allons chercher a obtenir les paramétres o, et

T, d’une réponse impulsionnelle sous forme multiexponentielle nécessaire a la déconvo-

lution développée par Hsieh.



96

06

= = = Smogramme avec mnvdmion—‘

+ . . + : . . y
" Riestmes
Sinogramme analytique \ — ~ ~Riexacte
asf - N A \
i b osf q
b

#
iy AL
[ v

]
RITIN Hoyn 1 oap 1
1 "N

0.2f \

01F b

" ' N

32} R ot 1 N
Vo Y U ~

[ ' " Y o

3 v ) 1

. L L L
] 50 100 150 200

L . . -01
250 300 350 400 [

(a) Ligne d’un sinogramme analytique et d’un (b) Réponse impulsionnelle estimée et exacte
sinogramme convolué avec 25 dB de bruit addi-
tionnel

F1G. 5.6: Validation de la technique d’estimation de réponse impulsionnelle sur des don-
nées avec bruit.

5.2.2.2 Méthode 2

Cette méthode est une continuité de la méthode précédente, puisque nous réalisons un

ajustement d’un modele multiexponentiel sur le vecteur h estimé.

Pour choisir le nombre d’exponentielles de la modélisation, nous prenons le nombre mi-

nimal d’exponentielles pour lequel P’erreur de modélisation est inférieure 4 1078, Ainsi,

nous avons choisi de nous limiter a deux exponentielles.

L’arrét de I’algorithme de Levenberg-Marquardt est réalisé lorsque la norme du gra-
dient de 1’objectif est en dessous de 107'°. Sous ces conditions, nous effectuons un
ajustement du modeéle multiexponentiel sur des réponses impulsionnelles de détecteurs
selon les quatre vitesses de rotation. Les résultats pour une vitesse de rotation de 0, 5
s/rotation sont présentés dans la figure 5.7. A cette vitesse, les constantes de temps valent
1 = 2,69e — 03 s, m, = 3,7le — 03 s, et leur poids associés ¢; = 2,04e — 01 et
¢y = —4,07e — 02. On remarque dans la figure 5.7 a) que, pour un SNR de 25 dB, le

modéle multiexponentiel de la réponse impulsionnelle estimée coincide presque parfai-
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tement avec la réponse impulsionnelle exacte. Des résultats identiques sont observables
dans la figure 5.7 b) pour différents rapports signal a bruit. Sur cette figure, les réponses
impulsionnelles estimées pour les différents rapports signal a bruit sont toutes confon-

dues avec la réponse impulsionnelle idéale.
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(a) Réponse impulsionnelle estimée et son mo- (b) Réponse impulsionnelle estimée et son mo-
dele multiexponentiel (SN R = 25 dB) dele multiexponentiel, en fonction du SNR

FIG. 5.7: Modéle multiexponentiel de la réponse impulsionnelle des détecteurs (v =0, 5
s/rotation),

Les erreurs quadratiques ont été calculées entre la réponse impulsionnelle exacte et celle
correspondant a I’ajustement. Le tableau 5.3 résume ces erreurs. Il apparait que les er-
reurs sur les constantes de temps 7; et leurs poids c; respectifs sont faibles (respective-
ment < 1078 et < 107%). Cependant, ce qui nous intéresse réellement, c’est I’erreur
commise par rapport a la réponse impulsionnelle exacte. Ces erreurs quadratiques sont
faibles, inférieures 4 2.10~%°. Ainsi, la méthode 2 est performante. De plus, on remarque
que ces erreurs sont plus faibles que dans la méthode 1, puisque I’ajustement de la RI a
un modele multiexponentiel tend a lisser les quelques fluctuations de la RI estimée par

la méthode 1, c.-a-d. les derniéres valeurs de la RI.



TAB. 5.3: Erreurs commises lors de 1’ajustement de 1a RI par un modéle multiexponentiel

(méthode 2)
SNR 00 35dB 25dB
Exponentielles 1 2 1 2 1 2
Erreur,, 2.78e-10 | 5.46¢e-10 | 9.57¢-10 | 9.64e-10 | 1.57¢-09 | 9.71e-09
Erreur,, 9.57¢-07 | 4.85e-07 | 8.00e-07 | 4.21e-07 | 1.41e-07 | 7.92e-07
EQ 6.32e-21 9.75e-21 1.34e-20

5.2.2.3 Méthode 3

La méthode 3 repose sur I’estimation directe des paramétres o, et 7, d’une réponse
impulsionnelle. L’estimateur proposé semble de moins bonne qualité que celui de la
méthode précédente. En effet, le tableau 5.4 présente les erreurs quadratiques entre la
réponse impulsionnelle idéale et celle obtenue par I’estimation des parameétres a,, et 7,,.
Ces erreurs sont beaucoup plus grandes que celles obtenues par la méthode précédente.

Cet effet est remarquable sur la figure 5.8. On y observe un écart significatif.

TAB. 5.4: Erreurs quadratiques entre la réponse impulsionnelle idé€ale et la réponse im-
pulsionnelle estimée par la méthode 3 en fonction du SNR

SNR 00 35dB 25dB
Exponentielles 1 2 1 2 1 2
Erreur,, 6.80e-05 | 5.46e-04 | 1.11e-04 | 7.22¢-04 | 2.38¢-04 | 8.17e-04
Erreur,, 8.38e-04 | 8.33e-04 | 3.51e-04 | 3.35¢-04 | 4.14e-04 | 3.67e-04
EQ 3.27e-07 5.19e-03 2.59¢-02

Pour I’obtention des «,, et 7,,, les résultats de simulation sont meilleurs pour la méthode

2. Ainsi, c’est cette méthode que nous retiendrons pour I’estimation sur données réelles.

5.2.3 Estimation sur données réelles

L’objectif de cette section est d’estimer la réponse impulsionnelle des détecteurs sur des

données médicales. Rappelons que ces données ont €té acquises a I’hopital Notre-Dame
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FIG. 5.8: Estimation directe des parameétres du modéle multiexponentiel de la réponse
impulsionnelle des détecteurs en fonction du SNR (v = 0, 5 s/rotation).

de Montréal.

Les simulations ont montré qu’en présence de bruit sur les données, il est nécessaire de
régulariser pour obtenir une estimation convenable de la réponse impulsionnelle. Nous
voulons mettre en évidence qu’une technique d’estimation régularisée de la réponse im-

pulsionnelle est adaptée pour des données réelles forcément bruitées et que 1’estimation

de celle-ci est de bonne qualité.

Pour commencer 1’estimation de la réponse impulsionnelle sur données réelles, plagons-
nous dans un cas favorable dans lequel le bruit est faible. Il s’agit de données provenant
du protocole InnerEarSeq de Siemens. Ce protocole est utilisé en clinique pour obte-
nir des images de I’oreille interne de patients. On évalue le rapport signal a bruit de ce
protocole a 35 dB. Cela correspond a un rapport signal a bruit favorable pour I’estima-
tion. La vitesse de rotation (1 s/rotation) est la plus faible que nous ayons sur le scanner

SOMATOM 16 de Siemens. Ainsi, la postluminescence sera peu marqueée.

L’estimation de la réponse impulsionnelle sur ce protocole est réalisée en choisissant A =
1,2, qui correspond & un compromis juste entre le lissage de la réponse impulsionnelle

et I’ajout trop important d’information sur la solution. En effet, pour un X plus faible,
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F1G. 5.9: Estimation de la réponse impulsionnelle sur des données Siemens provenant
du protocole InnerEarSeq.

la solution oscille et pour un A plus grand, ’amplitude de la réponse impulsionnelle

estimée commence a diminuer.

Pour ’obtention des valeurs des coefficients «,, et 7,,, nous avons utilisé la méthode
2, puisqu’elle donne les meilleurs résultats en simulation. Les valeurs estimées des
constantes de temps des exponentielles et des poids associés a ces exponentielles sont

regroupés dans le tableau 5.5. Pour chaque ligne du sinogramme (c.-a-d. pour chaque dé-

TAB. 5.5: Valeurs des paramétres «,, et 7,, obtenus par la méthode 2 pour le protocole
InnerEarSeq

Exponentielles 1 2
T; 4.51e-5 | 8.81e-3
o 3.87e-4 | -1.06e-5

tecteur), nous estimons une réponse impulsionnelle. La figure 5.10 montre la réponse im-
pulsionnelle moyenne obtenue et les écarts-types. On constate que ceux-ci sont faibles.
De ce fait, nous pouvons utiliser une réponse impulsionnelle moyenne pour tous les dé-

tecteurs.
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F1G. 5.10: Estimation de la RI sur le protocole InnerEarSeq.

La figure 5.9 nous montre que, méme pour une faible vitesse de rotation, la postlumines-
cence est déja présente. En effet, dans le cas ou nous n’aurions pas de postluminescence,

la réponse impulsionnelle serait un dirac électronique.

Pour I’estimation des réponses impulsionnelles pour des vitesses plus grandes, les résul-
tats sur données réelles sont surprenants. La figure 5.11 montre les résultats de 1’estima-
tion d’une RI sur des données provenant du protocole Trauma de Siemens. Pour réaliser
I’estimation de la réponse impulsionnelle, nous choisissons A = 1, 7, puisque le rapport
signal & bruit est plus important que celui du protocole précédent (25 dB). Ce proto-
cole a une vitesse de rotation de 0, 375 s (vitesse la plus grande a notre disposition). Sur
cette figure, on constate que la réponse impulsionnelle est pratiquement la méme que
celle estimée a partir du protocole InnerEarSeq, alors que nous nous attendions a obte-
nir une réponse impulsionnelle de la méme forme que celle de la figure 5.3 (v = 0, 375

s/rotation).

Les valeurs estimées des constantes de temps des exponentielles et des poids associés a

ces exponentielles sont regroupées dans le tableau 5.6.
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F1G. 5.11: Estimation de la réponse impulsionnelle sur des données Siemens provenant
du protocole Trauma.

TAB. 5.6: Valeurs des paramétres o, et 7,, obtenus par la méthode 2 pour le protocole
Trauma

Exponentielles 1 2

T; 7.42e-4 | 9.63¢-4

o 4.86e-4 | -1.67e-4

5.2.4 Conclusions

Dans cette premiére partie, nous avons exposé les résultats concernant 1’identification
des parametres de notre systéme.

La réponse impulsionnelle caractérisée par un vecteur h a €t€ obtenue par une méthode
d’estimation (méthode 1). Le choix d’une méthode régularisée telle que le maximum a
posteriori est important puisque les observations sont entachées de bruit. Bien que le
niveau de bruit soit important dans certains protocoles (25 dB), 1’estimation de la ré-
ponse impulsionnelle reste bonne grace a bon dosage de 1’apport d’information a priori

sur la solution. Le coefficient de régularisation a été choisi de maniére empirique en

minimisant 1’erreur quadratique a la solution. Afin de simplifier les calculs lors du trai-
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tement de la postluminescence, nous avons choisi de conserver une réponse impulsion-
nelle moyenne pour tous les détecteurs. Les variations entre les différentes réponses

impulsionnelles sont minimes et influencent peu la qualité des reconstructions.

Pour ce qui est de I’estimation directe des coefficients a;, et 7,,, la méthode 2 est privilé-
giée, puisqu’elle est plus robuste face au bruit. Cette méthode permet 1’ajustement d’un

modeéle multiexponentiel sur le vecteur h estimé par la méthode 1.

Les résultats sur données réelles sont mitigés par 1’obtention d’une réponse impulsion-
nelle similaire pour deux protocoles utilisant des vitesses de rotation différentes. Ce
résultat étrange ne I’est pas tout a fait. En effet, les données que nous possédons de
Siemens ne sont pas complétement « brutes ». Siemens effectue sur ces données des

prétraitements dont nous ignorons les détails et I’effet sur les données.

Maintenant que le modéle de la postluminescence est completement caractérisé, nous

pouvons aborder le traitement de la postluminescence proprement dit.

5.3 Traitement de la postluminescence

Dans la section précédente, nous avons complété notre modele a réponse impulsion-
nelle en ’estimant sur les données brutes provenant d’un scanner Siemens. Ici, nous
nous occupons exclusivement de la restauration de sinogramme en €éliminant I’effet de

la postluminescence.

L’objet de cette section est de montrer que la méthode que nous avons proposée permet
de traiter la postluminescence correctement. Dans cette section, nous cherchons a mettre

en évidence que :
1. La méthode proposée est efficace pour traiter la postluminescence;;

2. La méthode est robuste vis-a-vis des niveaux de bruit présents sur les données
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d’observations.

5.3.1 Meéthodologie des simulations

Afin d’atteindre les deux objectifs précédents, nous proposons de faire deux séries d’ex-
périences. La premicere, sur données de simulation, consiste a prouver que la méthode
développée est efficace pour plusieurs rapports signal a bruit. La deuxieme série, sur
données réelles, permet de conclure sur I’amélioration effective du traitement de la post-

luminescence sur des données médicales.

L’objectif final de ce projet est de montrer que le traitement de la postluminescence
amene une amélioration sur la résolution spatiale des reconstructions de données médi-
cales. Les reconstructions de cette section sont réalisées de maniére algébrique en mini-

misant le critére suivant :

. !
o= min 2 || Ap = yl* + 7R() (5.2)

ou R est une fonction de pénalisation de type Lo L,. L’algorithme de minimisation em-
ployé est I’algorithme L-BFGS, du fait de la taille des matrices mises en jeu. Le critere
d’arrét de cet algorithme est une tolérance de 107° sur la norme du gradient de la fonc-
tion objectif. Le critére de régularisation est fixé a 0,01 pour un niveau de bruit de 25

dB.

La résolution spatiale des reconstructions est évaluée grace a la fonction de transfert
de modulation (MTF, cf. section 2.6.2). On rappelle que la MTF idéale est une ligne
droite, ce qui signifie que méme les plus petits détails d’une image sont parfaitement
observables. La résolution se dégrade lorsque la MTF prend I’allure d’un filtre passe-bas.
Ensuite, en simulation, on calcule I’erreur quadratique entre 1’image réelle et I’image

reconstruite.
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5.3.2 Estimation sur données simulées
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L’objectif de cette section est de valider notre méthode de déconvolution sur des données

de simulation tout d’abord non bruitées, puis bruitées. Il s’agit aussi de la comparer a la

meéthode de Hsieh.

Pour les données simulées, avec bruit additionnel gaussien compris entre 25 et 35 dB,

nous utilisons le fantome Catphan 600 CTP404 avec la méme géométrie que dans la

section précédente (cf. tableau 5.2.1).
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F1G. 5.12: Effet de la postluminescence en fonction des vitesses de rotations : zoom sur

un céble de la section CTP404 du Catphan 600.

Premiérement, nous vérifions I’influence de la vitesse de rotation sur la qualité des

images. Pour cela, nous convoluons le fantome Catphan 600 CTP404 avec différentes



106

réponses impulsionnelles qui correspondent & des vitesses de rotations de 1 s a 0,375
s/rotation (Fig. 5.12 a)). Ces noyaux de convolutions, présentés dans la figure 5.7 a),
sont obtenus par interpolation de la réponse impulsionnelle des détecteurs pour une vi-

tesse de 1 s/rotation.

La figure 5.12 montre un zoom de reconstructions du Catphan 600 et indique que plus la
vitesse augmente, plus la qualité de I’image est détériorée. Pour une vitesse faible de 1
s/rotation, I’effet de la postluminescence n’est pas marqué. Cependant, pour des vitesses
plus élevées, sur les figures 5.12 d) et e), il apparait des trainées blanches, rémanences
de projections antérieures. De plus, on constate que les courbes de MTF sont de plus en

plus basses, ayant pour effet de diminuer la résolution des reconstructions (Fig. 5.12 b)).

La déconvolution des sinogrammes sur données simulées sans bruit donne de trés bons
résultats avec notre méthode ainsi qu’avec celle de Hsieh. Ainsi, la méthode de restau-
ration de sinogramme fonctionne correctement (EQM;4p o 1071 et EQMpgier,

10-7).

Puisque la technique de Hsieh est une technique d’estimation non régularisée, elle a
tendance a augmenter le bruit des données observées (entre 25 et 35 dB). En effet, on
constate, dans le tableau 5.7, que I’erreur quadratique moyenne entre le sinogramme
exact et le sinogramme déconvolué par la technique de Hsieh dégrade un petit peu le

sinogramme.

TAB. 5.7: Erreurs quadratiques moyennes entre le sinogramme exact et le sinogramme
dégradé (EQ M, .,y); entre le sinogramme exact et celui corrigé par 1’estimateur MAP
(EQM4p); entre le sinogramme exact et celui corrigé par la méthode de Hsieh
(EQ Mpgier) pour une vitesse de rotation de 0,5 s/rotation en fonction du SNR

SNR o0 35dB | 25dB
A 0 0.31 1.37
EQM_ pn, | 526e-05 | 6.08¢-5 | 1.05e-4
EQMyap | 4.37e-15 | 2.33e-5 | 7.39¢-5
EQMpgen | 1.63e-7 | 1.71e-3 | 2.39¢-3
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De plus, sur la figure 5.13 a), on remarque que le niveau de bruit du sinogramme dé-

convolué est grandement augmenté par cette méthode. L’augmentation du bruit dans le

T :
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~ = - Sinogramme convolue + bruit
Sinogramme deconvolue Hsieh
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F1G. 5.13: Déconvolution de Hsieh sur données simulées avec un SNR de 25dB (v=10,5
s/rotation).

sinogramme déconvolué par Hsich améne ’apparition de bruit lors de la reconstruction
(Fig. 5.13 b)). De plus, la déconvolution proposée par Hsieh entraine une dégradation de

la MTF (Fig. 5.13 ¢)).

La restauration de sinogramme par la méthode MAP améliore la qualité du sinogramme

déconvolué. Dans le tableau 5.8, nous calculons 1’erreur quadratique moyenne entre
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I’image réelle et 1’image reconstruite, aprés convolution et ajout de bruit sur le sino-
gramme, puis lorsque le sinogramme a été corrigé par notre méthode. L’erreur quadra-
tique entre la déconvolution MAP et le sinogramme exact est toujours inférieure ou égale

a celle de la déconvolution proposée par Hsieh.

TAB. 5.8: Erreurs quadratiques moyennes entre I’image réelle et 1’image reconstruite
avec un sinogramme dégradé (EQ M,,,.) ; entre I’image réelle et celle reconstruite avec
un sinogramme corrigé par I’estimateur MAP (EQ M 4p) ; entre I’image réelle et celle
reconstruite avec un sinogramme corrigé par la technique de Hsieh (EQMpyg;en) pour
une vitesse de rotation de 0,5 s/rotation en fonction du SNR

SNR 00 35dB | 25dB
A 0 0.31 1.37
EQMepny | 3.52e-4 | 7.48e-4 | 2.25e-03
EQMpap | 4.88e-4 | 5.23e-4 | 6.62¢-04
EQMpygien, | 8.62e-4 | 2.25e-3 | 3.95e-3

De plus, comme le montre la figure 5.14 a), le sinogramme déconvolué par I’estimateur
MAP présente moins de bruit et la restauration du sinogramme semble correcte. Le choix
du parametre A de I’estimateur MAP est obtenu par minimisation de 1’erreur quadratique
entre le sinogramme analytique et le sinogramme déconvolué, comme dans la section
suivante. Bien évidement, les paramétres de régularisation sont propres a chaque niveau
de bruit. Les reconstructions des sinogrammes déconvolués par la méthode MAP sont
proches de 1’objet simulé comme le montre la figure 5.14 b), pour une vitesse de 0,5

s/rotation et un SNR de 25 dB.

La méthode proposée fonctionne correctement et permet de restaurer le sinogramme
dégradé. De plus, la restauration augmente la résolution des images reconstruites, qui

est proche de celle idéale. Testons cette méthode sur données réelles.
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FIG. 5.14: Reconstruction d’images associées a un sinogramme dégradé par la postlu-
minescence (SNR = 25 dB) puis corrigé par un estimateur MAP (v = 0, 5 s/rotation).

5.3.3 Estimation sur données réelles

Dans la section précédente, la méthode de traitement de la postluminescence a été va-

lidée et nous avons montré¢ qu’elle donne de bons résultats méme avec des données

relativement bruitées. Ici, nous nous intéressons a employer notre méthode sur des don-

nées provenant du scanner Siemens CT16 SOMATOM de I’hdpital Notre-Dame, et a la

comparer a la méthode proposée par Hsieh.
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Le premier protocole sur lequel nous effectuons les tests est le protocole de Siemens
InnerEarSeq dont les caractéristiques géométriques sont les mémes que celles utilisées
en simulation (cf. tableau 5.2.1). Il est utilisé en mode axial. Une estimation du rapport
signal a bruit donne 35 dB et la vitesse de rotation est de 1 s/rotation, ce qui n’est pas
favorable a I’apparition de rémanence dans les mesures. Le paramétre ) est fixé a 0,36,

de 1a méme fagon que dans la section 5.2.3.

La figure 5.15 a) montre le sinogramme a déconvoluer.
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F1G. 5.15: Déconvolution sur données réelles : protocole InnerEarSeq.

La déconvolution MAP n’est pas un grand succes. En effet, lors de la reconstruction



111

de ce sinogramme déconvolué, la qualité de I’image reconstruite est similaire a celle
de Siemens. Les MTF pour ces deux reconstructions sont indiscernables (Fig. 5.15 c)).
Cependant, les résultats de la déconvolution de Hsieh nous donne les mémes résultats.
Ceci est rassurant pour nous. Nous nous attendions a ce résultat, puisque I’effet de la

postluminescence n’est pas fortement marqué pour cette vitesse de rotation.

La déconvolution MAP a aussi été testée sur le protocole Trauma de Siemens. Ce pro-
tocole est utilisé en mode hélicoidal pour imager le cerveau. La vitesse de rotation est
supérieure a celle du protocole InnerEarSeq (v = 0,375 s/rotation). A cette vitesse,
la postluminescence est censée étre visible, puisque nous I’avions pergue en simulation
(cf. Fig. 5.12 d)). Les déconvolutions MAP et celle proposée par Hsieh sont réalisées sur
un sinogramme hélicoidal correspondant au Catphan 600 CTP 404. Le rapport signal a
bruit est évalué a 30 dB. Nous choisissons pour la déconvolution, A = 1, 2, comme nous

I’avions fait dans la section 5.2.3.

La figure 5.16 présente les résultats de cette déconvolution. Nous remarquons que la
correction est minime : les MTF sont pratiquement confondues et les sinogrammes quasi

identiques. D’aprés les résultats de la partie 5.2.3, nous nous attendions a cela.

5.4 Conclusion

Les résultats de la premiére partie de ce chapitre montrent que nous avons réussi a carac-
tériser la postluminescence des détecteurs, en simulation. A partir du fantéme Catphan
600 CTP404, nous sommes capable d’estimer la réponse impulsionnelle de détecteurs,
méme avec des niveaux de bruit élevés. Cependant, pour les données réelles, les réponses
impulsionnelles estimées des détecteurs sont identiques pour une vitesse de 1 s/rotation

et pour une autre de 0, 375 s/rotation.
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F1G. 5.16: Déconvolution sur données réelles : protocole Trauma.
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Les résultats de la deuxieme partie sont mitigés. Dans cette partie, nous avons vérifié

que la vitesse de rotation influence la qualité des images reconstruites, car la rémanence

des détecteurs est plus importante. Puis, nous avons montré qu’en simulations, les

deé-

convolutions améliorent la qualité des images lors de la reconstruction. Cependant, pour

la déconvolution de données réelles, I’amélioration est quasi nuile, que ce soit par notre

technique ou celle de Hsieh.

Le constructeur Siemens ne nous fournissant pas les détails des prétraitements qu’il réa-

lise sur les données « brutes », nous supposons qu’il réalise déja une correction de la

postluminescence.
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CHAPITRE 6

CONCLUSION

Dans le cadre de notre maitrise, I’objectif général était de mettre en place une procédure
de correction de la postluminescence pour des sinogrammes de tailles médicales. Pour

arriver a cet objectif, nous nous étions fixé :
1. De comprendre et modéliser 1a postluminescence des détecteurs ;
2. D’estimer les paramétres de ce modéle ;
3. De restaurer les sinogrammes.

Apres un revue de 1’état des objectifs atteints et de ceux non atteints, nous verrons les

prolongements de ces travaux.

6.1 Revue des objectifs

La premiere partie de nos travaux a porté sur la description et la compréhension de
la postluminescence. La postluminescence influence grandement la qualité des images
de hautes résolutions lorsque la vitesse de rotation du portique source-détecteurs devient
importante (< 1 s/rotation). Le modele de convolution de réponse impulsionnelle permet

de modéliser convenablement ce phénomeéne.

Ensuite, afin de caractériser les paramétres du modele de convolution, nous avons mis
en place une technique d’estimation de la réponse impulsionnelle des détecteurs, repré-
sentée soit par un vecteur, soit par les coefficients de multiexponentielles décroissantes.
Ceci est une contribution originale puisque cette technique peut étre employée sur n’im-

porte quel tomographe dont on a scanné le fantdme Catphan 600 en usage dans le milieu
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clinique pour la maintenance des scanners.

La deuxiéme partie du travail a consisté a replacer dans le contexte de 1’estimation la
méthode de déconvolution actuellement employée dans certains tomographes commer-
ciaux. A partir de cette remise en contexte, nous avons tiré les limites de cette technique
et proposé une technique plus robuste face au bruit présent sur les sinogrammes. La res-
tauration du sinogramme se fait alors par une méthode d’estimation minimisant un cri-
tére composé d’un terme de fidélité aux données et d’un terme de régularisation. Cette

minimisation peut étre calculée de maniere explicite.

Enfin, nous avons confronté notre méthode a celle de Hsieh. Nous avons ainsi observé
qu’une approche régularisée améliore la qualité des sinogrammes. Cependant, les tests
réalisés sur données réelles ne sont pas concluants. Nous supposons que Siemens effec-
tue des pré-traitements sur les données « brutes ». Les sinogrammes « bruts » ne sont
donc pas aussi bruts qu’on ’aurait souhaité. Des corrections sont déja appliquées sur ces

données, ce qui empéche la pleine restauration des sinogrammes.

6.2 Perspectives

Plusieurs perspectives peuvent €tre envisagées.

Dans nos travaux, nous avons obtenu des réponses impulsionnelles pour une vitesse de
rotation de 1 s/rotation et 0, 375 s/rotation. Les scanners actuels vont beaucoup plus vite
que cela. Le dernier scanner Toshiba atteint des vitesses inférieures a 0, 1 s/rotation. Par
conséquent, obtenir des réponses impulsionnelles pour des vitesses inférieures a 0,1 s
serait souhaitable afin de traiter des sinogrammes hélicoidaux, qui sont maintenant les

plus répandus.

Depuis janvier 2009, le LION recoit des données de scanners Philips provenant de
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I’Hotel-Dieu de Montréal. Dans ces scanners, il est possible d’obtenir les données réel-
lement brutes de pré-traitements du manufacturier. Ainsi, il serait souhaitable de réaliser
des essais sur ces données afin d’obtenir des réponses impulsionnelles et de traiter les
sinogrammes. Un travail de développement de code pourrait alors étre réalisé afin de lire
ces données brutes. Ceci permettrait d’effectuer aussi des tests plus poussés sur données

médicales.
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ANNEXE 1

DESCRIPTION DU FANTOME CATPHAN 600

1.1 Plan du fantbme

Z
---4 CTP391 | CTP528 | CTP515 | CTP486

R

SV

CTP404 F——— o

@ ]

F1G. 1.1: Plan du fantéme Cartphan 600.




1.2 Composition du fantome

23° ramps

Linear attenuation coefficient ¥ {units anh

50mm spaced
air and Teflon
rods

Sensitometry
samples

O

N
Delrin™

10, 8, 6, 4. Zmm
acrylic spheres

(a) Composition du fantéme.

KEV  Teflon Deirin  Acrvlic Polystyrene Water LDPE PMP  Air

460 0.566 0327 0277 0.229 0.240 0,209 0189 0

30 0.447 0283 0244 0.209 0.208 0191 0173 0

60 0.395 0260 0.227 0.196 0192 0181 0164 0

62 0.3686 0.256 0224 0.194 0190 0179 0.162 ©

64 0386 0253 0.221 0.192 0.158 0.178 0160 0

66 0574 0 0219 0.191 0.186 0.177 0360 0

68 0.217 0.189 0184 0175 0168 O

0 0.245 0(.215 0.188 0182 0174 0157 0

T2 0.243 0.214 0.1856 0.181 0172 0155 ¢

74 0.240 0211 0.185 0178 0.171 0155 ¢

76 0.235 0,210 0.184 0.178 0.17¢ 0154 0

78 0.236 0208 0183 0177 01685 0152 0

80 0234 0207 0.180 0.175 0.167 0.151 O

a0 0226 0199 0.175 0.17¢ 0163 0.147 O

160 0313 0218 0194 0170 0.165 0.158 0.143 0

Nominal material formulation and sperific gravity

Material Formula Specific Gravity®  Electron Density {10%e/g) CT # est.
Air ] A 0.00 3.007 -1000
PMP 12iCH2} .83 4.435 200
LDPE [CoH4] .92 3.429 -100
Water {Ha0] ’ 1.66 3.343 0
Palystyrene  [Cyigl 1.05 3.23R -35
Acrylic {C5Hg09]) 1.18 3.248 120
Delrin™ Proprietary 141 3.208 340
‘Teflon {CFal 216 2,859 990

(b) Coeflicients d’atténuation des matériaux utilisés.

F1G. 1.2: Composition du fantdme Catphan 600 section 404.

120
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1.3 Parametres géométriques du fantome

TAB. 1.1: Paramétres géométriques des ellipses constituant le module CTP404 du fan-
tome Catphan 600(C)

X centre | y centre | z centre | rayon X | rayony | rayon z
encm | encm | encm | encm | encm | encm

1 0.085 0.183 0.000 | 10.059 | 10.059 | 10000
2 0.134 6.018 0.000 | 0.537 | 0.537 | 10000
3 0.037 | -5.676 | 0.000 | 0.610 | 0.610 | 10000
4 2917 5.261 0.000 | 0.610 | 0.610 | 10000
5 | -2.795 | 5.261 0.000 | 0.610 | 0.610 | 10000
6 | -5.750 | 0.183 0.000 | 0.610 | 0.610 | 10000
7 5.945 0.110 0.000 | 0.610 | 0.610 | 10000
8 | -2.869 | -4.871 | 0.000 | 0.610 | 0.610 | 10000
9 2.991 -4.919 | 0.000 | 0.610 | 0.610 | 10000
10 | -2.380 | 2.673 0.000 | 0.146 | 0.146 | 10000
11| 2.625 2.649 0.000 | 0.146 | 0.146 | 10000
12 | -2.429 | -2.332 | 0.000 | 0.146 | 0.146 | 10000
13| 2576 | -2.356 | 0.000 | 0.146 | 0.146 | 10000
14 | 0.598 3.967 0.000 | 0.098 | 0.037 | 10000
15| -3.723 | 0.647 0.000 | 0.037 | 0.098 | 10000
16 | -0.378 | -3.650 | 0.000 | 0.098 | 0.037 | 10000
17 | 3.894 | -0.330 | 0.000 | 0.037 | 0.098 | 10000
18 | 0.085 0.183 0.000 | 7.520 | 7.520 | 10000




