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RESUME 

L'objectif premier de ce projet est d'appliquer aux ecoulements turbulents tran-

sitoires la Methodes des Equations de Sensibilites (M.E.S) pour parametres de 

valeur. La M.E.S permet d'evaluer l'influence de parametres clefs sur la solution. 

Ce memoire presente en premier lieu les equations moyennees de Navier-Stokes et 

leurs conditions aux frontieres. Puis il s'attarde aux equations du modele de tur­

bulence k — e et ses variantes (Kato-Launder et RNG) developpees en formulation 

logarithmique et utilisant des lois de paroi sur les frontieres solides. La M.E.S est 

enfin appliquee sur chacune de ces equations. 

La seconde partie est axee sur les outils de resolution : la Methode des Elements 

Finis et revolution de la strategie d'adaptation de maillages appliquees au cas tur­

bulents instationnaires sont presentees. 

Le troisieme axe est consacre aux etapes de verification et de validation du code 

d'elements finis utilise. La premiere etape s'assure que le code resout correctement 

les equations pour l'ecoulement et ses sensibilites en confrontant les resultats et 

la convergence des solutions calculees a ceux d'une solution analytique proposee 

pour la decroissance de la turbulence de grille. La seconde etape valide les resultats 

en regime turbulent transitoire en les comparant a ceux prealablement obtenus en 

regime stationnaire. Cette derniere etape est appliquee sur les cas de la marche de 

Kim et du cylindre a section carree a proximite d'une plaque plane. 

Enfin, le projet se termine sur des applications demontrant refficacite de la M.E.S 

pour predire revolution en temps d'ecoulements turbulents influences par des pa­

rametres de valeur. Les applications concernent les cas de l'allee de Von Karman 

derriere un cylindre en milieu infini et deux nouvelles configurations du cylindre 

carre a proximite du sol. De surcroit, la strategie d'adaptation du maillage ap­

pliquee aux ecoulements transitoires s'est revelee etre tres performante. 

Enfin nous donnerons des conclusions et recommandations pour de futurs travaux. 
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ABSTRACT 

In this thesis, we present a continuous sensitivity equation method (SEM) for Uns­

teady Reynolds-Averaged Navier-Stokes (URANS) simulations with an adaptative 

Finite Element Method. The development is performed for value parameters that 

do not affect the geometry of the computational domain. 

We first present the URANS equations and the standard k — e model of turbulence 

with wall functions and some of its common variants such as the Kato-Launder 

modification and the RNG model. The logarithmic form of transport equations for 

k and e is used. The SEM is the described along with the Continuous Sensitivity 

Equations (CSE). 

Secondly, a brief presentation of the Finite Element Method is given. Also, an exis­

ting adaptative remeshing algorithm for steady state flows is extended to treat the 

URANS equations. 

Thirdly, the formulation and implementation are verified on the analytical solution 

for the decay of grid turbulence. This is followed by applications to two transient 

flows reaching a steady state for large time values : backward facing step and flow 

over a square cylinder close to the ground. Results are compared with previous 

steady computations. 

Finally, the methodology is applied to the Von Karman street behind a circular 

cylinder and to vortex shedding behind the square cylinder for two values of the 

ground clearance. The adaptive strategy is applied every few time step and proves 

very effective for tracking complex flow features with uniformly high resolution. Se­

veral uses of sensitivity information are successfully demonstrated : identification of 

key parameters controlling the flow, assessing the influence of closure coefficients, 

and fast evaluation of nearby solutions. 

Finally, the paper ends with conclusions and recommandations for future works. 
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I N T R O D U C T I O N 

"On ne devrait pas chercher a savoir pourquoi les ecoulements sont 

turbulents, mais plutot pourquoi ils peuvent encore etre laminaires; la 

science vise a interpreter l'ordre dans la nature, pas le desordre. Cette 

remarque en ajoute certainement a notre connaissance de la nature de 

la turbulence." 

Cette citation de David J .T r i t t on met particulierement bien en exergue l'omni-

presence des ecoulements turbulents dans notre environnement. En effet, que ce 

soit dans les domaines de l'aeronautique, de l'eolien, de 1'astro-physique ou encore 

de la biologie, l'etude de la turbulence est souvent essentielle a la comprehension 

des phenomenes mis en jeu. Certains cas d'etude celebres comme l'accident du pont 

de Tacoma Narrows aux Etats-Unis en 1940 laissent encore place a la controverse 

tant les causes avancees pour comprendre cet effondrement sont complexes et 

soutenues par des experts de la turbulence1 et des phenomenes instationnaires2. 

Depuis les annees soixante, alors que jusqu'ici les ecoulements turbulents 

etaient traites au cas par cas avec notamment un recours quasi systematique 

a l'experience, Putilisation de la modelisation numerique a pris une place de 

plus en plus importante dans l'arsenal mis a la disposition des ingenieurs pour 

resoudre de tels ecoulements. Ainsi, l'apparition des modeles de turbulence a 

deux equations, comme le modele k — e, a donne le jour a une nouvelle ere de 

la C F D (Computational Fluid Dynamics). Le nombre d'applications traitant 

de turbulence a considerablement augmente et ces modeles se sont rapidement 

reveles etre de puissants outils de resolution de problemes turbulents complexes, 

xLa Turbulence, Marcel Lesieur, edp sciences, 1994 
2 Computation of Unsteady Internal Flows - Fundamental Methods with Case Studies, Paul 

G. Tucker, Springer, 2001 



2 

outils a faible cout calculatoire de surcroit. Seulement la " democratisation" de ces 

methodes de prediction de l'ecoulement turbulent a certes repousse les barrieres 

de l'empirisme, sans toutefois les effacer, mais a par la meme occasion, estompe 

les frontieres circonscrivant la validite de ces modeles. Combien d'utilisateurs du 

modele k — e seraient aujourd'hui a meme de citer quelques unes de ses faiblesses ? 

Ce memoire vise en partie a presenter l'interet de ce modele pour la resolution de 

problemes turbulents instationnaires, sans toutefois omettre d'indiquer quelques 

unes de ses limitations. 

Cependant l'ambition premiere de l'etude entreprise ici, est de prouver avant tout, 

l'efficacite de la Methode des Equations de Sensibilites (M.E.S) appliquee aux 

ecoulements turbulents transitoires. L'analyse des sensibilites permet entre autres 

d'evaluer l'influence de parametres dits de valeur et de forme sur les champs 

de variables caracterisant l'ecoulement. Ces premiers touchent exclusivement les 

proprietes physiques du fluide, les conditions limites appliquees au domaine de 

calcul, ou encore les constantes de fermeture du modele de turbulence. L'autre 

categorie de parametres, affecte quant a elle, la geometrie du domaine et pose 

de nombreuses difncultes au niveau des frontieres solides. Dans le cadre de ce 

memoire, nous nous interesserons uniquement aux parametres de valeur. 

Le premier chapitre sera une introduction a la M.E.S, presentant ses avan-

tages et ses inconvenients, par rapport notamment a la methode des variables 

adjointes. II se conclura sur un rappel des travaux anterieurs et sur les objectifs de 

la presente etude. 

Le chapitre suivant aura pour ambition d'apporter au lecteur les bases theoriques 

minimales mais necessaires a la modelisation des phenomenes en mecanique des 

fluides. Nous presenterons avant tout les equations moyennees de Navier-Stokes et 

leurs conditions limites, nous introduirons alors le modele de turbulence k — e et le 
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traitement particulier des parois solides. Le chapitre finira sur la mise en equations 

de la M.E.S. 

Dans un troisieme temps, nous expliquerons comment les equations introduites 

au chapitre precedent, sont implementees dans le code de calcul et comment 

la methode des elements finis nous permettra de les resoudre. Ce chapitre se 

refermera sur revolution de la strategie de remaillages adaptatifs mise en oeuvre 

pour les problemes turbulents transitoires. 

Le quatrieme chapitre nous menera de l'etape de verification du code par une 

solution analytique, a la verification des simulations par comparaison de resultats 

obtenus a partir de simulations en regime turbulent stationnaire. La verification, 

essentielle dans le processus de modelisation numerique, sera effectuee sur le cas 

simple mais realiste de la decroissance de la turbulence de grille. Nous comparerons 

alors nos resultats sur des cas presentant une periode de transition d'un etat 

transitoire a un etat stationnaire, comme les cas de la marche de Kim ou encore 

du cylindre a section carree situe a proximite d'une plaque plane a l'aide de 

precedents resultats obtenus en regime stationnaire. 

Enfin, le dernier chapitre sera consacre aux applications purement instationnaires 

telles que le cylindre en milieu infini ou deux nouvelles configurations du cas 

pre-cite du cylindre a section carree. Nous verrons notamment a quel point 

la M.E.S peut s'averer etre un outil indispensable a la pre-determination des 

ecoulements. 

Finalement, le memoire s'achevera sur une conclusion generale visant a ouvrir de 

nouveaux horizons pour de futures ameliorations. 
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CHAPITRE 1 

CONSIDERATIONS GENERALES 

Au lieu de s'attaquer directement au calcul des sensibilites des equations de Navier-

Stokes et du modele de turbulence k — e, privilegions plutot une mise en contexte 

generate, permettant d'aborder la M.E.S avec un certain recul. 

La CFD a tres vite ete confronted aux problemes de design notamment dans le d o 

maine de l'aerodynamique. II fallait alors mettre en place des techniques d'optimi-

sation permettant, avec la puissance de calcul disponible, d'ameliorer la geometrie 

de profils par exemple, en considerant un certain nombre de parametres de design 

et de contraintes. La M.E.S, au meme titre que la methode des variables adjointes, 

est une de ces techniques. Nous commencerons done ce chapitre par une introduc­

tion au probleme d'optimisation, puis nous aborderons dans l'ordre la M.E.S et la 

methode des variables adjointes. Une comparaison des inconvenients et avantages 

que presentent ces methodes a ete entreprise arm notamment de guider notre choix. 

Avant de conclure le chapitre sur les objectifs que vise a atteindre cette etude, nous 

ferons un etat des lieux des travaux realises auparavant et tacherons d'expliciter le 

mode de fonctionnement de notre outil de travail, le code d'elements finis CADYF. 
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1.1 Introduction a l'optimisation 

Un probleme classique de design optimal avec un nombre defini de parametres et 

de contraintes s'ecrirait ainsi : 

Trouver a qui minimise -F(X; a) 

sujet a G(X;a) = 0 (1.1) 

ou X est le vecteur des variables dependantes (ou variables d'etat), a est le vecteur 

des parametres de design, F est une fonction objectif (ou fonction cout) a optimiser 

et enfin G represente les contraintes. Ces dernieres sont souvent aussi nombreuses 

que les variables de sorte que, pour des parametres de design donnes, leur resolution 

donne les etats X. Les dependances de X et F par rapport aux parametres de design 

s'ecrivent : 

X = X(a) (1.2) 

et 

.F(a) = F(X(a) ;a) (1.3) 

L'objectif est alors de calculer le gradient de cette fonction cout sujet aux 

contraintes G(X; a) = 0. II s'obtient par differentiation de T en utilisant le 

theoreme des fonctions implicites : 

„^ dT OF dFdX 

Le terme inconnu est o?X/da, il s'agit de la sensibilite. II exprime la variation de X 

en fonction d'une perturbation des parametres de design a autour de leurs valeurs 

nominales. Ceci nous conduit directement vers la definition de sensibilite. 
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1.2 Methode des sensibilites 

La sensibilite est definit comme etant le taux de variation d'une variable dependante 

0(x, y; a) par rapport a un parametre arbitraire a. Elle s'ecrira ainsi : 

S; = ^(x,y;a) (1.5) 

Rappelons que l'inconnue de notre equation 1.4 est la sensibilite. Pour mener ce 

calcul, il faut done generer et resoudre des equations de sensibilites qu'on obtient 

simplement en differentiant les equations d'etats G(X; a) = 0, par rapport au 

parametre considere a. Toutefois, comme les equations ne sont pas discretes mais 

continues et qu'il est habituellement impossible de trouver des solutions analytiques 

pour les etats et pour leurs sensibilites, on fait appel a des methodes numeriques 

qui introduisent une discretisation et done fatalement une certaine approximation. 

II existe deux possibilites : 

1. discretiser les equations aux derivees partielles puis les differentier 

2. differentier les equations aux derivees partielles puis les discretiser 

La premiere nous donne les sensibilites exactes d'un probleme discret, la seconde 

nous donne quant a elle une approximation des sensibilites exactes. Cependant, 

e'est cette deuxieme option appelee Methode des Equations des Sensibilites que 

Ton retiendra. En effet, une comparaison de ces deux methodes proposee par Tur-

geon I54] indique que la seconde presente plus d'avantages que la premiere malgre 

tout. 
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1.2.1 Methode des Equations des Sensibilites : exemple 

Avant d'introduire la methode des variables adjointes, considerons l'exemple sui-

vant : 

V u = 0 (1.6) 

p u - V u = - V p + V - r ( u ) + / (1.7) 

II s'agit des equations de Navier-Stokes pour un ecoulement incompressible, station-

naire, isotherme et laminaire. Les variables (d'etats) de l'ecoulement sont le vecteur 

vitesse u et la pression p. p, r et / sont respectivement, la masse volumique, le 

tenseur des contraintes visqueuses et les forces volumiques. 

Comme cela a ete propose ci-dessus, nous ecrirons les sensibilites des variables de 

l'ecoulement ainsi : 

du 
Pour u = u(x, y, a) Su = —- (1.8) 

dp 
Pour p = p(x, y, a) Sp = — (1.9) 

L'equation differentielle des sensibilites s'obtient alors en differentiant (1.6) et (1.7) 

par rapport au parametre a : 

V - S u = 0 (1.10) 

p'u- Vu + p(Su- Vu + u- VSU) = -VSP + V • r(Su) + V • ST(u) + / ' 

(1.11) 

Les derivees des proprietes de l'ecoulement sont denotees par un (') et / ' represente 

la sensibilite des forces volumiques. II s'agit ici de derivees totales par rapport a a. 
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Comme nous le verrons au chapitre suivant il faut adjoindre des conditions limites 

aux sensibilites des equations (1.10) et (1.11) qui seront ensuite discretisees par la 

methode des elements finis afin d'etre resolues. Avant cela, introduisons la methode 

des variables adjointes afin de comprendre notamment ce qui nous a amene a pri-

vilegier la M.E.S. 

1.3 La methode des variables adjointes 

Cette methode est la principale concurrente de la M.E.S pour la resolution de 

problemes de design optimal. Nous ne presenterons ici que les etapes clefs de 

cette methode. Pour de plus amples details, le lecteur interesse pourra consulter 

Turgeon I54l 

La methode des variables adjointes est une approche utilisant les multiplica-

teurs de Lagrange et s'applique aux problemes d'optimisation avec contraintes. 

On introduit la variable adjointe A* puis on definit le lagrangien : 

L (X; a; A*) = F (X; a) - (A*, G (X; a)) (1.12) 

ou (•, •) represente un produit scalaire. Afin d'alleger la notation, nous utiliserons 

de preference : 

L = F-\*G (1.13) 

La solution (1.4) est obtenue a l'extremum de (1.12) . On obtient done ces derniers 

en annulant la derivee premiere de L par rapport a X, a et A*, ce qui revient a 
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poser les trois equations suivantes : 

G = 0 (1.16) 

Pour resoudre ce systeme, on utilise un algorithme d'optimisation efficace qu'on 

pourra trouver dans Gunzburger '21'. 

La prochaine etape consiste a calculer le gradient de la fonction cout definie en 

1.1 : 

„ „ . dF dFdX 

En combinant cette equation a (1.14) on obtient : 

„„_ ^dGdX dF 
v ^ = A 5 x ^ + ^ (L18) 

On aboutit alors a l'aide de (1.15) a : 

V^=-vf + f (1.19) 

Ainsi le gradient de la fonction objectif est obtenu. II est maintenant interessant de 

comparer cette methode a la M.E.S et c'est ce qui fait l'objet de notre prochain 

paragraphe. 
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1.4 Comparaison de la M.E.S et de la methode des variables adjointes 

Les deux approches permettant de resoudre des problemes de design optimal ont 

ete presentees ci-dessus. Pourquoi preferer l'une a l'autre dans certains cas : 

- La methode des variables adjointes presente l'avantage de ne considerer qu'un 

probleme adjoint peu importe le nombre de parametres de design, alors que pour 

les sensibilites, il y aura autant de systemes d'equations que de parametre de 

controle. Cela dit, comme nous le verrons au 3.3.5, il est possible de contourner 

en partie cet inconvenient. De surcroit, les sensibilites ont par contre l'avantage 

de considerer un unique probleme de sensibilites dans le cas ou Ton cherche 

a calculer plusieurs gradients de fonction cout. Tandis que pour la methode de 

variables adjointes il y aura autant de problemes a resoudre que de fonctionnelles 

a calculer. 

- Le second point a considerer est de savoir quels sont les domaines d'applications 

de ces deux methodes. Contrairement a la methode des variables adjointes, la 

M.E.S presente l'avantage de pouvoir etre utilisee dans d'autres domaines que 

les problemes d'optimisation et de calcul de gradients. En effet, sa signification 

physique lui permet d'exister independamment de toute fonction objectif. 

- Enfin la M.E.S est facile a utiliser car une simple differentiation que Ton peut 

faire a la main, est requise. 

C'est trois points de comparaison nous ont ainsi amenes a choisir la M.E.S. 

Voyons maintenant quelles peuvent etre ses applications en faisant notamment 

un recapitulatif des travaux anterieurs. 
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1.5 Applications et travaux anterieurs 

La M.E.S a prouve son efficacite pour de nombreuses applications. Elle peut 

etre appliquee pour des parametres de valeur et de forme. Parmi ses applications 

retenons notamment : 

- en mecanique des solides '19; ?' 

- pour l'analyse de sensibilites de systemes I16' 

- pour l'identification de parametres dominants et des zones dans lesquels 

ils exercent leurs influences '571 

- pour les parametres de valeur en regime stationnaire turbulent t36l 

- pour le design optimal en aerodynamique '131, en interactions fluide-

structure I14; 17' 

- pour l'analyse d'incertitude t55^ 

- pour les parametres de forme '56^, en formulation Eulerienne et pour des cas 

turbulents stationnaires t10' 

- pour les parametres de forme, en formulation Lagrangienne et pour des cas 

laminaires '71 

- pour les parametres de valeur, en regime laminaire transitoire '241 

- enfin pour le calcul rapide de solutions voisines ^ 

Bien entendu, cette liste n'est pas exhaustive et tend a se rallonger d'annee en 

annee. Avant d'etablir la liste de nos objectifs, presentons brievement notre outil 

de travail, le code CADYF. 
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1.6 Mode de fonctionnement du code de calcul utilise 

II s'agit d'un code elements finis a maillage adaptatif cree a la base par Dominique 

Pelletier '43; 41'. Son mode de fonctionnement s'articule autour de trois axes decrits 

dans la figure ci-dessous : 

Donnees initiales 

AMIRAL 
- Traite les donnees en entree 

- Genere le maillage 

CADYF 
Resout les equations de la modelisation 

de l'ecoulement, du solide et des 

sensibilites par la M.E.F 

ADAPT 
- Calcule les erreurs numeriques 

- Genere un nouveau maillage de fond 

adapte a l'ecoulement et aux sensibilites 

test de convergence 

Solution finale 

Operateur de 
transition 

Non 

F I G . 1.1 Mode de fonctionnement du code d'elements finis utilise 
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- AMIRAL : lit le fichier de commandes (geometrie, conditions limites et ini­

tiates...) de l'operateur et cree le nouveau maillage a partir d'un maillage de 

fond. II se charge aussi de Interpolation sur le nouveau maillage des solutions 

calculees au cycle adaptatif precedent. 

- C A D Y F : resout par la Methode des Elements Finis (MEF) les equations de 

l'ecoulement et des sensibilites. 

- A D A P T : calcule les normes d'erreur des variables et eventuellement des sen­

sibilites et adapte le maillage afin de reduire ces normes d'erreur au prochain 

cycle. 

II faut noter qu 'ADAPT genere un fichier de sortie contenant les normes d'erreur 

des variables et eventuellement de leurs sensibilites. Si l'utilisateur estime que les 

criteres de convergence sont rencontres, la simulation s'arrete la. Si par contre 

ses criteres ne sont pas satisfaits l'utilisateur relance un cycle de calcul a partir 

du maillage de fond cree par Pintermediaire de l'operateur de transition qui sera 

presente au paragraphe 3.4.3. 

1.7 Les objectifs 

Pour conclure ce chapitre consacre a l'introduction des methodes de resolution 

de problemes d'optimisation et plus particulierement a la Methode des Equations 

des Sensibilites ainsi qu'a ses applications, nous allons presenter les objectifs fixes 

pour mener a bien notre etude. 

- Le premier objectif etait de mettre a jour pour l'ecoulement et les sensibilites la 

formulation Reynolds Averaged Navier-Stokes pour la resolution de problemes 

a moyenne temporelle variable (UnsteadyRANS). 
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Dans un second temps, il a fallu reorganiser une partie de la structure du code 

d'elements finis pour optimiser le traitement des cas turbulents instationnaires. 

Apres l'implantation des modifications, une verification au sens de Roache '471 

a ete realisee a partir d'une solution analytique. 

Aussi il convenait de verifier le code d'elements finis et sa nouvelle strategie 

d'adaptation de maillage sur des cas turbulents stationnaires mais presentant 

une periode de transition. Les solutions obtenues ont ete confrontees a des 

resultats issus de precedentes simulations en regime stationnaire et ont permis 

aussi la validation d'une nouvelle implementation du calcul des coefficients de 

forces pour l'ecoulement et ses sensibilites. 

Enfin, une serie d'applications purement instationnaires ont ete traitees et les 

solutions numeriques obtenues, dans la mesure du possible, ont ete comparees 

aux resultats experimentaux. 
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CHAPITRE 2 

MODELISATION ET METHODE DES SENSIBILITES 

Ce chapitre presente les equations qui modelisent le mouvement turbulent d'un 

fluide visqueux incompressible, ainsi que les equations des sensibilites qui y sont 

associees. Dans un premier temps, on fait un rappel des equations moyennes de 

Reynolds (URANS) et de leurs conditions aux limites. Puis nous traiterons des 

equations du modele de turbulence k — e avec une loi de parol a deux echelles 

de vitesse. Enfin, les equations de sensibilites appliquees aux equations de Navier-

Stokes ainsi que celles du modele de turbulence k — e seront presentees en fin de 

chapitre. 

2.1 Modelisation de l'ecoulement 

2.1.1 Equations de Navier-Stokes 

Les equations de continuite et de Navier-Stokes pour l'ecoulement instationnaire 

de fluides visqueux incompressibles s'ecrivent ainsi : 

V - u = 0 (2.1) 

p (^ + u • Vu j = - V p + V • r(u) + f (2.2) 

Les variables dependant du temps t sont le vecteur vitesse u de composantes (U,V) 

et la pression p. Les proprietes physiques sont la masse volumique p et la viscosite 

dynamique p. II convient de remarquer la presence des termes f et r(u) qui sont 
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respectivement les forces volumiques et le tenseur des contraintes visqueuses, qui 

s'ecrit comme suit : 

r(u) = / t [ V u + (Vu)Tl (2.3) 

Le calcul d'ecoulements turbulents par resolution directe des equations de Navier-

Stokes (D.N.S) ne peut se faire que pour des cas simples et des nombres de Reynolds 

relativement faibles. De plus, il necessite une importante puissance de calcul. Une 

alternative tres utilisee consiste a s'interesser seulement aux quantites moyennes 

des variables dependantes u et p. Pour cela on utilise une approche statistique. 

2.1.1.1 Moyenne de Reynolds 

La decomposition de Reynolds consiste a considerer l'ecoulement comme la somme 

d'une partie moyennee et d'une partie fluctuante. Ainsi les variables dependantes 

sont decomposers en quantite moyenne et des fluctuations : 

u = u + u' (2.4) 

p = p + p' (2.5) 

ou la barre designe une valeur moyenne et le prime une fluctuation. Pour obtenir 

les equations de Navier-Stokes moyennees, il suffit alors d'appliquer l'operateur 

de moyenne d'ensemble. II est important de noter qu'il existe plusieurs formes de 

moyennes suivant l'application faite : 

- moyenne temporelle : pour les ecoulements dits statistiquement stationnaires 

(turbulence qui ne varie pas en moyenne dans un interval de temps donne) 

- moyenne spatiale : pour les ecoulements statistiquement homogene (turbulence 

en moyenne uniforme dans toutes les directions) 

- moyenne d'ensemble : moyenne spatiale et temporelle 
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Pour ce memoire, on utilisera la moyenne d'ensemble, longtemps considered a tort 

comme la moyenne de Reynolds. De facon generale, la turbulence est souvent non 

homogene, done la moyenne temporelle est plus adaptee. Mais cette derniere n'a de 

sens que si la turbulence est statistiquement stationnaire. Cela dit, comme le notent 

Mohammadi et Puigt ^38\ si le signal comporte deux frequences tres distinctes (ce 

qui est le cas des lachers de tourbillons) alors les moyennes d'ensemble et temporelle 

sont equivalentes. Pour une variable f(x,t) donnee, la moyenne d'ensemble se calcule 

de la maniere suivante : 

1 N 

FE(x,t)= lim - ^ / „ ( x , t ) (2.6) 
AT—>oo yv *-^ 

n=l 

2.1.1.2 Equations de Navier-Stokes moyennees 

Les equations de Navier-Stokes moyennees s'ecrivent : 

V - u = 0 (2.7) 

p f ^ + u - V u j = - V p + V - ( ^ > ) + i 2 i i ) + f (2.8) 

Elles different des equations 2.1 et 2.2 dites equations instantanees, uniquement par 

l'apparition du tenseur de Reynolds Rij qui traduit l'influence du champ fluctuant 

sur le champ moyen. Le tenseur de Reynolds apparait lorsqu'on applique l'operateur 

moyenne d'ensemble au terme de convection pu • Vu. II est definit ainsi : 

Rij = -puty (2.9) 

En 2 dimensions le tenseur de Reynolds introduit done 3 nouvelles inconnues. Ce 

qui pose le probleme de fermeture des equations et conduit au developpement de 

modeles de turbulence. 
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2.1.1.3 Les conditions limites 

Les equations de Navier-Stokes sont resolues sur un domaine de calcul Q, de frontiere 

T. Les conditions frontieres de Dirichlet et Neumann sont imposees respectivement 

sur des parties To et TN de T : 

u = u ( r D ) (2.10) 

[-pl + r ] - n = t (TN) (2.11) 

ou u est une vitesse imposee sur la frontiere TD, n la normale unitaire sortante a 

la frontiere, t une force imposee sur TN et enfin I le tenseur unite. 

2.1.2 Le modele standard de turbulence k — e 

2.1.2.1 La viscosite turbulente 

Comme nous l'avons vu au paragraphe 2.1.1.2 le tenseur de Reynolds fait ap-

paraitre de nouvelles inconnues dans le systeme qui est alors ouvert. L'hypothese 

de Boussinesq, sur laquelle sont bases les modeles du premier ordre dits a viscosite 

turbulente, permet de modeliser les contraintes de Reynolds a l'aide de la visco­

site turbulente, /Ltt. Par analogie a la loi de comportement reliant le tenseur des 

contraintes visqueuses au champ de vitesse, Boussinesq a propose en 1875 de relier 

le tenseur de Reynolds au champ moyen : 

Rij = Lit (Vu + (Vu)T) - IpkSij (2.12) 
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Le terme ^pkSij est une contrainte normale qui sera incluse dans le terme de pres-

sion. Les equations URANS s'ecrivent alors : 

V - u = 0 (2.13) 

p (^ + u • V u j = - V p + V • [(/i + m) (Vu + (Vu)T)] + f (2.14) 

II est important de noter que pour alleger l'ecriture, la barre sur les quan-

tites moyennes a ete retiree. Les equations (2.13) et (2.14) ne suffisent pas a 

fermer le modele mathematique, tant que la variable pt n'est pas modeliser 

mathematiquement. C'est justement la qualite de cette modelisation qui influen-

cera directement la qualite du calcul de l'ecoulement moyen. La viscosite turbulente 

pt fait done le lien entre les equations URANS et les equations du modele de tur­

bulence k — e qui nous permettent de calculer respectivement l'energie cinetique de 

turbulence k et son taux de dissipation e. On remarquera que la viscosite turbulente 

n'est nullement une propriete physique du fluide au meme titre que la viscosite dy-

namique, mais plutot une propriete d'ecoulement que Ton doit evaluer au cours du 

processus de resolution numerique. 

2.1.2.2 Les equations de transport du modele de turbulence k — e 

Pour le cas de modele de turbulence avec equations de transport, la viscosite tur­

bulente n'est plus construite avec des parametres exterieurs semi-empiriques (lon­

gueur de melange) mais a partir des variables supplementaires dont la distribu­

tion est regie par de nouvelles equations differentielles pour fermer le probleme 

mathematique. Generalement l'utilisation d'equations de transport depend de la 

complexite du probleme a traiter. Les modeles a 1 ou 2 equations de transport sont 

plus adaptes aux geometries complexes et a des nombres de Reynolds plus eleves. 

L'introduction d'equations de transport permet ainsi de suivre revolution de cer-
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taines grandeurs caracteristiques de la turbulence. Dans le cas du modele k — e, il 

s'agit de l'energie cinetique de turbulence, k, et son taux de dissipation e relies a 

la viscosite turbulente par l'expression suivante : 

IH = pCy. 
k2 

(2.15) 

ou CM est une constante de fermeture du modele trouvee empiriquement. L'energie 

cinetique k et son taux de dissipation e sont definis ainsi : 

k = 

e = 

1 
2WX 

/i du • du • 

p dxj dxj 

(2.16) 

(2.17) 

Les equations de transport de k et e sont obtenues par manipulation des equations 

de Navier-Stokes. Le lecteur interesse pourra trouver une demonstration dans 

Comte-Bellot t12' ou Chassaing ®. Elles s'ecrivent ainsi : 

,(! + „ . v * ) = v 

p ( | + u . V £ | = V 

+ /i tP - pe 

+ d^-c2p^ 

ou P designe la production de turbulence et s'ecrit : 

(2.18) 

(2.19) 

P = Vu : (Vu + Vu T ) (2.20) 

Le systeme est maintenant ferme. Les valeurs des cinq constantes de fermeture (CM, 

Cl, C2, Ok et ae) sont determinees a partir de donnees experiment ales pour les 

ecoulements stationnaires simples (turbulence en decroissance libre, ecoulement en 

canal ...). Ces valeurs sont obtenues directement ou par une procedure d'optimisa-

tion. De plus les resultats numeriques sont confrontes a des calculs analytiques pour 
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des configurations simples (couche limite ou gradient adverse sur plaque plane...). 

Pour le modele standard, les valeurs de ces constantes telles que recommandees par 

Launder et Spalding t37' sont : 

CM = 0.09, d = 1.44, C2 = 1.92, ak = 1.0, a€ = 1.3 

Pour certaines des applications traitees dans ce memoire, des modifications ap-

portees aux constantes ou au terme de production de turbulence seront presentees. 

Ces modifications, parues dans la litterature scientifique, et leurs repercussions sur 

les result ats obtenus seront presentees au chapitre 5. Elles ne remettent pas en 

cause, la validite du modele k — e mais tentent d'ameliorer la capacite du modele 

a predire des phenomenes instationnaires, comme des lachers de tourbillons. 

2.1.2.3 Variables logarithmiques 

La resolution des equations de transports pour k et e cause parfois des difficultes 

numeriques. Par exemple, la viscosite turbulente peut devenir localement negative 

si les valeurs de k ou e le sont. En plus d'un non sens physique, cela peut occasionner 

de graves ennuis au solveur. En effet, une valeur negative de /it conduirait a une va-

leur negative ou nulle des coefficients des termes de diffusion dans l'equation (2.14), 

ce qui rendrait le systeme d'equations non elliptique et done non resolvable par le 

solveur. Afin d'eviter de tels problemes, F. Ilinca ^29\ F.Ilinca et D. Pelletier I30' ont 

suggere l'utilisation des variables logarithmiques : 

/C = ln(k), S = ln(e) 
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Ainsi les variables de calcul deviennent /C et S et les equations de transport de k 

et e sont reecrites sous la forme : 

p | _ + u .V/C = V-
<?k 

V* „e-K + { /x+ — J V/C- V/C + ^ e ^ P - p e * 
(2.21) 

et 

d£ 
p | — + u • V£ ) = V- m + ( n+ — ) ^S-VS+Clfjtte-KP-C2pe e-K 

(2.22) 

Cette approche, a la fois efficace et elegante permet de preserver en tout temps la 

positivite des variables de turbulence et de la viscosite turbulente. Cette derniere 

prend alors la forme suivante : 

IH = pC»e 2K-S (2.23) 

Les variables d'origine, k et e sont recuperees simplement en appliquant la fonction 

exponentielle sur les nouvelles variables de calcul K, et E. 

II est important de noter que les equations de transport pour les variables logarith-

miques (2.21) et (2.22) sont tout a fait equivalentes aux equations d'origine (2.18) 

et (2.19). Le modele de turbulence reste done inchange. 

En plus de la positivite des variables de turbulence, la formulation logarithmique 

presente les avantages suivant : 

- Lissage des variations parfois tres importantes de k et de e grace aux proprietes 

de la fonction logarithmique. 

- Solutions numeriques pour les variables de turbulence plus precises : des solutions 

convergees de precision raisonnable sont obtenues sur des maillages plus grossiers. 

- Comme consequence du point precedent, la solution pour l'ecoulement moyen 

est plus precise par l'intermediaire de la viscosite turbulente. 
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Enfin, malgre l'ajout de termes non lineaires (exponentielles et produits de gra­

dient de JC et S) dans les equations (2.21) et (2.22), la formulation en variables 

logarithmiques se comporte tres bien t29l. Pour conclure, l'experience a montre que 

le solveur gagnait en robustesse dans la mesure ou notamment, les divisions par-

fois problematiques par k et e disparaissent pour la resolution des equations de 

transport (2.18 et 2.19) ou revaluation de la viscosite turbulente (2.15). 

2.1.2.4 Les conditions aux frontieres 

2.1.2.4.1 Les conditions sur les frontieres libres 

Seules les frontieres sans paroi sont considerees dans ce paragraphe. Par ana-

logie, aux equations de Navier-Stokes, les equations de transport des variables 

dependantes de turbulence, necessitent l'imposition de conditions aux frontieres. 

Ces conditions, de type Dirichlet ou Neumann, appliquees respectivement sur les 

segments de frontieres YD et TN s'ecrivent : 

K, = ln (kbc) £ = ln (ebc) (2.24) 

pour les conditions de Dirichlet, et 

•n = 0 V + 
Vt 

Of 
V£ •n = 0 (2.25) 

pour les conditions de Neumann. 

II convient de rappeler que n est la normale unitaire sortante a la frontiere. Les 

valeurs de k et e sur les frontieres libres sont notees kbc et ebc. Ces conditions limites 

seront utilisees generalement en entree et sortie du domaine de calcul. D'ailleurs, 

il convient d'introduire la notion de taux de turbulence (ou intensite turbulente) 
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souvent utilisee pour imposer une condition sur ko et donne par la relation : 

2 UQ v ^ 
avec ko et UQ respectivement les valeurs de k et de la vitesse moyenne a l'entree 

du domaine. Pour toutes nos applications UQ sera la vitesse moyenne longitudinale 

appliquee comme condition limite a l'entree. It est exprimee en pourcentage et 

donne une idee de l'etat de turbulence de l'ecoulement a l'entree du domaine. 

Quant a eo, on impose une valeur a partir du rapport des viscosites r^ defini par : 

r, = ^ = ^ = Rex PC»- (2.27) 
fx Ret e 

Soit 

e0 = — x pC^ko2 (2.28) 
r» 

avec Re et Ret respectivement les nombres de Reynolds et de Reynolds turbulent. 

Pour nos applications, rM = 10 en entree sera generalement utilisee mais nous 

verrons qu'a proximite des parois solides, r^ prend de fortes valeurs qui refietent 

une des principales limitations du modele de turbulence k — e : il n'est pas valide 

pres des parois. 

2.1.2.4.2 Loi de paroi 

Les parois solides posent de veritables problemes car on ne peut pas imposer 

au meme titre que la vitesse une valeur nulle de k pour respecter la condition 

d'adherence. Le modele k — e standard est valide pour des nombres de Reynolds suf-

fisamment eleves, ce qui n'est pas le cas pres des parois solides. En ecoulement libre, 

la viscosite turbulente est preponderante par rapport a la viscosite moleculaire. Par 

contre dans la couche limite proche de la paroi, ce ratio de grandeurs est inverse. 
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Pour eviter d'utiliser le modele k — e a proximite des parois, on utilise alors une loi 

de paroi valide de la frontiere solide jusqu'a une certaine distance d de la paroi. A 

partir de cette distance d et dans tout le champ libre, le modele de turbulence est 

applique normalement. Sur cette nouvelle frontiere situee a une distance d de la 

frontiere solide d'origine, la condition aux limites appliquee n'est pas celle d'origine, 

soit la condition d'adherence. On utilise plutot une condition aux limites appro-

priee et en adequation avec les modeles decrivant la distribution de vitesse dans les 

couches limites turbulentes. Dans notre cas, nous utilisons la loi de paroi a deux 

echelles de vitesse decrite par Chabard ^ et Ignat et al. t28' et les conditions aux 

limites qui en decoulent. Elle decrit le profil de vitesse adimensionnelle u+ tangent 

a la paroi en fonction de la distance adimensionnelle y+ normale a la paroi : 

pour y+ < y+ t 
c (2.29) 

Hn {Ey+) pour y+ > y+ 

ou K est la constante de Karman et E le parametre de rugosite. Generalement, on 

utilise K — 0.42 et E = 9.0 pour une paroi lisse. Dans ce modele, il apparait deux 

zones bien distinctes : 

- la sous-couche laminaire pour y+ < y+ 

- la zone logarithmique pour y+ > y+ 

Le point critique y£ est evalue par l'intersection des deux courbes representant 

(2.29), soit y+ ss 11. Les variables adimenionnelles u+ et y+ sont definies par : 

(2.30) y+-

u+ 

pduk 

(2.31) 

ou ut = u-t est la vitesse tangentielle et d la distance normale a la paroi. La distance 

d est generalement choisie de telle sorte que 30 < y+ < 300 t50' pour respecter la 
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validite de la loi de paroi. Par experience, la plage inferieure donne de meilleurs 

resultats. Deux echelles de vitesse interviennent, soit it** la vitesse de frottement 

et Uk une vitesse caracteristique basee sur l'energie cinetique de turbulence evaluee 

a la nouvelle frontiere de calcul. Elles sont definies comme suit : 

u** = \frw/p (2.32) 

uk = Cl/Aexp(lCw/2) (2.33) 

ou JCW est /C evalue a la frontiere du domaine de calcul et TW le cisaillement a cette 

meme frontiere. 

Finalement les conditions aux limites resultantes sont : 

- Condition dans la direction tangentielle : 

II s'agit d'une condition mixte reliant le cisaillement a la vitesse tangentielle ut 

telle que : 
pU\~ 

TW = puku** = -. vut (2.34) 

« V n J 

Pour arriver a cette relation, il suffit de combiner (2.30 et 2.31) et tenir compte 

de l'expression (2.29) de la loi de paroi. 

- Condition dans la direction normale : 

A la paroi solide on impose une condition de non penetration. II est coutume 

d'admettre qu'a une faible distance d de la paroi, l'ecoulement dans la couche 

limite est principalement tangent a la paroi. On impose done une vitesse normale 

nulle, empechant tout transfert de masse au travers de la frontiere : 

u i i = 0 (2.35) 



27 

- Condition sur K, : 

Cette condition impose un flux mil sur la frontiere et permet de resoudre 

l'equation de transport sur /C. Elle decoule du fait que rw soit constant dans 

les regions ou Ton utilise la loi de paroi. 

^ = 0 ou (fi+^)x7!C-n = 0 (2.36) 
dn \ akJ 

Cette condition permet aussi de calculer la distribution du profil de vitesse u^ a 

la paroi. 

- Condition sur 8 : 

II s'agit d'une condition de Dirichlet classique qui permet d'obtenir E a la 

frontiere : 

En plus de suppleer au modele k — e non valide pres de la frontiere solide, la loi 

de paroi permet d'eviter la resolution numerique d'une region a forts gradients. Ce 

qui nous permet de faire l'economie d'un maillage tres raffine et done d'epargner 

puissance et temps de calcul. Bien sur, il faut garder a l'esprit que malgre tous les 

avantages qu'offre la loi de paroi, elle introduit une autre approximation au niveau 

de la modelisation. 

Sachant que les constantes de fermeture sont calibrees sur des mesures 

experiment ales pour des cas d'ecoulements particuliers, que la distance a la paroi 

est un parametre important pour la loi de paroi, il peut-etre interessant d'evaluer 

la repercussion qu'aurait un changement de valeur de ces quelques parametres sur 

la solution finale. La resolution des sensibilites presentee ci-dessous nous permet 

entre autres d'y repondre. 
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2.2 Methode des equations de sensibilites 

2.2.1 Equations de sensibilites pour les URANS 

En analyse de sensibilites, au lieu de ne dependre que des coordonnees spatiales 

(x,y) et du parametre de temps t, les variables de l'ecoulement dependent aussi 

d'un parametre a ; parametre dont l'influence sur le comportement de l'ecoulement 

sera etudie. On ecrit done u = u(t,x,y;a). On note la sensibilite des variables 

dependantes : 

s« - t <2-38> 
s' = I <2-39> 

Les sensibilites representent le taux de variation des variables dependantes par 

rapport au parametre de controle etudie. Les equations des sensibilites URANS 

s'obtiennent en differential les equations aux derivees partielles d'origine (2.13-

2.14) par rapport au parametre a. Pour chaque parametre a il faudra resoudre un 

systeme d'equations de la forme suivante : 

Pour 1'equation de la continuite : 

! < V - « ) = V . ( ! ) - V . S . - 0 (2.40) 

Pour l'equation du mouvement : 

p' (^ + u • V u ) +p f9— + Su • Vu + u • VSU) = - V5P+V- [r(Stt) + 5T ( U )] +f' 

(2.41) 

Les sensibilites des variables dependantes sont notees avec un S. f est la sensibilite 

des forces volumiques. Les derivees totales des proprietes physiques sont notees avec 
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un prime '. Dans le cas d'ecoulement ou les proprietes physiques varient en espace, 

leurs sensibilites varieront aussi. Prenons l'exemple de la viscosite qui depend des 

parametres spatiaux-temporel et de la vitesse : 

H = li(x,y,t,u(a)\a) (2.42) 

On ecrit alors sa sensibilite par rapport au parametre a : 

"-£+••£ w 
La sensibilite du tenseur des contraintes visqueuses s'ecrit de la maniere suivante : 

-^ = ST{U) + r(S t t) = (// + fjQ (Vu + (Vu)T) + (// + fH) (VSU + (VS u ) r ) 

(2.45) 

En plus d'appliquer la M.E.S aux URANS, il faut aussi differentier ces conditions 

limites. II est important de remarquer d'ores et deja que l'analyse de sensibilites 

sera rendue difficile pour les cas periodiques transitoires, car si Ton se souvient de 

la definition d'une sensibilite (1.5), on s'apergoit qu'intrinsequement sa valeur croit 

avec le temps. En effet, pour de tel regime les variables sont fonction de sinusoides 

de la forme : 

<p(x, y, t; u, B) = B sin(wt) (2.46) 

La sensibilite de 4> par rapport au parametre B est obtenue par : 

S? = H = Bin(W*) (2.47) 
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Cette sensibilite ne posera aucun probleme car le terme temporel reste dans la 

fonction sin. Elle gardera done des valeurs bornees. Par contre, la sensibilite de 0 

par rapport au parametre ui sera de la forme : 

S$ = ^ = Btcos(ut) (2.48) 

Par consequent, S£ n'est pas bornee en temps. Cela dit nous verrons qu'on ne 

perd rien de leur emcacite et que l'analyse reste tres faisable. 

2.2.1.1 Conditions limites pour les sensibilites avec parametres de va-

leur 

Dans le cadre de ce memoire nous nous interessons uniquement aux parametres de 

valeur. Le cas des parametres de forme pour les ecoulements laminaires est traite 

notamment par Turgeon et al. t56l De la meme maniere qu'au paragraphe 2.1.1.3 

on impose aux frontieres libres du domaine de calcul Q des conditions aux limites 

essentielles (Dirichlet) sur r^ et naturelles (Neumann) sur r„ . 

Su = u'6c sur Td (2.49) 

-Sp + n • r '(u) - n = 0 sur Tn (2.50) 

II est important de noter que pour tous les parametres, les equations des sensi­

bilites ont la meme structure et les memes types de conditions limites que celles 

de l'ecoulement. Cela vient du fait que les structures des systemes pour la forme 

variationnelle de l'ecoulement et des sensibilites sont identiques; ce qui suppose 

d'ailleurs une organisation similaire du code pour l'ecoulement et les sensibilites. 



31 

2.2.2 Les equations des sensibilites pour le modele de turbulence k — e 

La methode des sensibilites est maintenant appliquee aux equations de transport 

de K, et S. II suffit pour cela de differentier les equations (2.21 et 2.22) par rapport 

a un parametre de controle a. On obtient ainsi pour l'equation de transport de Sic : 

P Cu V* 

V - ^ + ^ - ^ W + ^ + ^ W A Ok o{ ) \ akJ 

+ 2 U + ^-\ V/C • S/SK 

-p(2P- + ^ + SK-^)e£-K 

(2.51) 

et de S£ : 

p'(~ + u-V£]+p(^f + Su-V£ + u-VS£) = 
\dt dt 

V- ,> + ^_^)v£+(,+ ^)VS£ 
crf oe 

+ 2(p+^)v£-VS£ 

+ pC^P [£ + Q + %L + SK-S£ + 

pC2 

P' 

d Cfx 

P Co 

(2.52) 

jc-e 
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Avec S/c et Se les sensibilites de /C et £ qui s'ecrivent : 

*-£ • *=i <2-53> 
Les derivees totales des proprietes physiques sont notees avec un prime ' . La 

sensibilite du terme de production de turbulence se note : 

P' = 2VSU : (Vu + VuT ) (2.54) 

Quant a la viscosite turbulente, sa sensibilite par rapport au parametre a est donnee 

par : 

A4 = {p'C» + pCl) e2K~£ + PC„ (2SK - Se) e2K~£ (2.55) 

\P c» 

II est possible de revenir aux sensibilites des variables de turbulence sous leur forme 

d'origine par la relation : 

Sk =kSK 

Se =eS£ 

2.2.2.1 Loi de paroi pour les sensibilites avec parametre de valeur 

La loi de paroi pour les equations de sensibilites est obtenue en differentiant les 

equations presentees au paragraphe 2.1.2.4.2 par rapport au parametre a. Pour 

les parametres de valeur, les vecteurs normal et tangent ne dependent pas des 

variations de a, ce qui allege les equations. Ainsi la condition de non-penetration 
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(2.35) pour 5U s'ecrira : 

Su-n = 0 (2.56) 

La sensibilite du cisaillement a la paroi est obtenue en differentiant (2.34) 

T'W = p'uku** + pu'ku** + puku'„ (2.57) 

ou u'^ et u'k, les sensibilites de la vitesse de frottement et de Fechelle de vitesse 

basee sur k, sont obtenues respectivement par derivation des equations (2.32) et 

(2.33) : 
u't utu+' 

u** = -r TT (2.58) 

" •̂"(iS+H (2-59) 
Les sensibilites de la vitesse et de la distance adimensionnelles sont quant a elles 

obtenues a partir des equations (2.30) : 

+' ) V+> pour y+<y+ 

I (-U+K> + § + y~) pour y+ > 

et (2.31) : 

+' _ „.+ IP' , d' , U'k »' 

vt 

y+ = y + - + 7 + ^ - - • (2-61) 

\p d uk fij 

Finalement pour les composantes de la vitesse tangentielle 

ut = utx + vty (2.62) 

nous obtenons 

ift = outx -\- ovty (2.b3) 

ou les sensibilites de tx et ty sont supposes nulles car seuls les parametres de valeur 

sont considered ici. II faut noter aussi que meme si la frontiere de calcul est fixe, 
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la distance a la paroi d peut varier alors que le domaine de calcul reste inchange. 

Ainsi, d est alors considere comme un parametre de valeur. 

Les conditions aux limites de K et £ donnees par les equations (2.36) et (2.37) ont 

respectivement pour sensibilites : 

que Ton ecrira de fagon plus appropriee pour la formulation en elements finis : 

A °k °i ) V Ok) 
• n = 0 (2.65) 

et 

Fie = ?, 
Uk K d 

S £ = , ^ - - - ^ (2.66) 

pour la condition limite de S. 

Certes la derivation des expressions presentees ci-dessus peut paraitre laborieuse, 

mais elle n'est realisee qu'une fois pour toutes. 

Ce paragraphe conclut le chapitre de theorie sur la modelisation de l'ecoulement 

et de ses sensibilites. II est important de savoir maintenant comment ces equations 

seront resolues, quel algorithme de resolution le code suit-il et quelle strategic 

d'adaptativite du maillage sera utilisee. C'est ce qu'on se propose d'apprendre au 

chapitre suivant. 
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CHAPITRE 3 

METHODE DE RESOLUTION 

3.1 Algorithme de resolution 

En guise d'introduction pour ce chapitre presentant la methode de resolution suivie 

pour calculer 1'ecoulement et ses sensibilites, la figure (3.1) presente 1'algorithme 

global de resolution utilise par le code d'elements finis. On y voit les differentes 

etapes de calcul presentees sous forme d'equations au chapitre precedent. 

Notons toutefois que la resolution des equations de 1'ecoulement et des sensi­

bilites se fait dans la meme boucle temporelle. Les algorithmes appliques pour 

1'ecoulement et les sensibilites sont identiques. Pour ces dernieres, 1'algorithme 

est repete pour chaque parametre a etudie. Les equations du mouvement sont 

decouplers des equations de transports des variables de turbulence et afin 

d'ameliorer significativement la convergence globale du processus, ces dernieres 

sont resolues dans une boucle de sous-iterations avec un critere de convergence 

locale (CrConvl) fixe a 10~5. Quant au critere de convergence globale (CrConv2), 

base sur le quotient de la norme de la correction par la norme de la solution, il est 

fixe a 10"6. 

Les equations de continuite et de mouvement sont linearisees par la methode de 

Newton-Rhapson en moins de 4 iterations pour la plupart des cas. Les equations 

du modele de turbulence requierent generalement 3 sous-iterations. 

En ce qui concerne les equations des sensibilites, du fait de leur linearite, souvent 

qu'une iteration de Newton-Rhapson est necessaire. 
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Au meme titre que les methodes de volumes finis, differences finies ou spectrales, 

pour ne citer qu'elles, la methode des elements finis est une technique mathematique 

couramment utilisee pour la resolution de systemes equations aux derivees par-

tielles. Nous verrons brievement en quoi consiste cette methode en developpant 

notamment les formulations variationnelles des equations de l'ecoulement et des 

sensibilites. Un court paragraphe sera ensuite dedie aux methodes de stabilisation. 

Enfin, nous presenterons le processus de maillage adaptatif et son evolution pour 

les problemes instationnaires. 

3.2 Schema de discretisation en temps. 

Comme nous le verrons a la section suivante, une discretisation spatiale est es-

sentielle pour resoudre notre probleme numeriquement. En effet, si en realite les 

intervals spatio-temporels sont continus, pour des raisons evidentes, une resolution 

par methodes numeriques impose des discretisations dans l'espace comme dans le 

temps. Pour ce dernier, un schema de discretisation implicite, done inconditionnel-

lement stable de type Backward (retrograde) Euler a ete choisi. Pour une variable 

4> quelconque, il s'ecrit : 

<f>n+1 = Atf(<j>n+1,tn+1)+4>n (3.1) 

avec At le pas de temps, et / une fonction donnee. Ce schema n'est certes que 

d'ordre un mais presente l'avantage d'etre tres stable et robuste notamment lorsque 

les simulations sont effectuees sur des problemes ou l'ecoulement est impulsivement 

demarre (cf 4.2.1). 
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3.3 Methode des elements finis 

3.3.1 La formulation variationnelle 

3.3.1.1 Forme faible des equations URANS et du modele k — e 

La premiere etape pour resoudre par la Methode des Elements Finis (MEF) les 

equations de Navier-Stokes et de transport de k et e consiste a calculer la forme 

faible de ces equations. Pour y parvenir, il suffit de multiplier les equations (2.13), 

(2.14), (2.21) et (2.22) par des fonctions test, puis a les integrer par parties sur le 

domaine ft de frontiere T. Ainsi on obtient pour : 

- l'equation de continuite : 

SpV • udfl = 0 (3.2) 

l'equation du mouvement : 

J p (^ + u • Vu J • SudQ + J 2 (// + m) 7 (u) : 7 («Ju) d?L (3.3) 

- / pV • SudQ = f f • Sudtt + ft- 5udF 
Jn Jo, Jv 

ou 

7(*u) = i ( V u + ( V u ) T ) (3.4) 

t = [-pI + 2(^ + / ^ )7 (u ) ] -n (3.5) 

7(<5u), I et t representent respectivement le tenseur du taux de deformation, le 
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tenseur identite d'ordre deux et les tractions a la frontiere. 

l'equation de /C 

/ 
Jn 

SJCdtt 

+ / U + —) V/C • WSJCdQ = f U + ^ \ ^SJCdF (3.6) 

S£dQ 

- l'equation de 8 : 

J P(^ + U.vs\-L+^\V€-Ve- Cme~KP + C2pe£-K 

+ f U + —) Vf • VSSdn = f L + -} ^SSdT (3.7) 

On remarque dans les equations (3.3), (3.6) et (3.7) l'apparition d'une integrate 

sur T, la frontiere du domaine Q, resultant de 1'application du theoreme de la 

divergence. Elle joue le role de conditions aux limites naturelles dites conditions de 

Neumann. 

3.3.1.2 Forme faible des equations de sensibilites 

Apres avoir affaibli les equations URANS et celles du modele k — e, la meme 

procedure est appliquee aux equations de sensibilites. Pour des raisons de clarte, 

seules les sensibilites des equations URANS seront presentees ici. Pour celles des 

equations de transport de S/c et Sg, le lecteur peut consulter l'annexe I. Ainsi on 

obtient pour : 
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l'equation de continuite 

9V • SudQ = 0 (3.8) f 6SJ 
Jn 

l'equation du mouvement : 

/ 
Jo, 

p'(~ + u-Vuj+p (jj± + Su • Vu + u • VSU •5SudQ 

+ / [2 (JJL' + n't) 7 (u) + 2 (fi + ^ 7 (Stt)] : 7 (<*Stt) dQ 
Jo, 

- / SPV • 8Sudn = f f • 5Sudft + / f' • 5Sudr (3.9) 
Jn Jn Jv 

Les conditions de Neumann pour les sensibilites sont representees par l'integrale 

sur la frontiere V. 

3.3.2 Discretisation 

Le paragraphe precedent presenter les formes faibles des equations de l'ecoulement 

et des sensibilites. Maintenant interessons nous a leur discretisation, ce qui consti-

tue la seconde etape dans la MEF. La methode de Galerkin permet une telle 

discretisation en considerant notamment les fonctions test comme etant les fonc-

tions d'interpolation de la solution. Ainsi, on obtient les egalites suivantes : 

Wfc= Eil"i ^i*«i et 6ui = N? (3.10) 

îV, 
^Uh 

E£?JV?"*«, et 5sUi = N^ (3.11) 
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Elles sont donnees a titre d'exemple car il faut considerer aussi, Vh la composante 

verticale de la vitesse, ph la pression et JCh et £th pour les variables du modele de 

turbulence k — e. Notons que u^, Nu, AT", Ui et enfin 5ui representent respectivement 

la solution elements finis, le nombre de fonctions d'interpolation, les fonctions 

d'interpolation elles-memes, les valeurs nodales et enfin les fonctions test. Le choix 

des fonctions d'interpolation se fait de telle maniere qu'elles valent 1 sur un noeud 

de reference et 0 sur tous les autres noeuds. Le lecteur peut se referer a Fortin l11'. 

Dans le cadre des calculs realises pour ce memoire, le type d'element choisi est le 

Taylor-Hood(P2 - PI ) . II presente : 

- 6 degres de liberte (ddl) en vitesse 

- 6 ddl en K, et £ 

- 3 ddl en pression 

II s'agit d'un element quadratique en vitesse, ainsi qu'en /C et £, et lineaire continue 

Vitesse K _ £ Pression 

O : Interpolant quadratique 
• : Interpolant lineaire 

FIG. 3.2 Element fini de type Taylor-Hood 

par morceaux en pression. 
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3.3.3 Equations des residus 

Dans l'optique de resoudre les equations algebriques presentees dans le paragraphe 

precedent, il convient de rearranger les formes faibles en equations des residus. Pour 

ce faire, on deplace tous les termes du meme cote du signe d'egalite. Ce qui donne 

pour les equations URANS : 

Rp= [ SpV-udQ (3.12) 
Jn 

et 

Ru= I p (^ + u • Vu J • Sudfl + / 2 (fi + fit) 7 (u) : 7 (Su) d£l (3.13) 

- / pV • SudQ - [ f • SudQ - [ i • SudT 
Jn Jn Jr 

Pour les equations de transport de K et £, on obtient : 

RK = I P ( ^ + U ' V / C ) ~ U+^VJC-VJC-vte^P + pe*-' 

x SJCdfl + f (p + ^] V/C • VSKdVL - / ( / / + — ! ? 5 0 r (3.14) 
Jn V *kj Jr V Ok) dn 

JE.-K Re = J pf^+u-vA-L+^JVE-VS-C^e-'tp + ^pe' 

x 5£dtt + ! (p + ^ \ VS • WSSdQ - f (V + — ) ̂ -SSdT (3.15) 

On procede de la meme maniere pour les formes faibles des equations de sensibi-

lites. Les inconnues du systeme matriciel ainsi obtenu sont les valeurs nodales des 

elements composant le domaine £1 La solution elements finis est calculee par un 

processus iteratif, le but etant de faire tendre les residus vers zero. 
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3.3.4 Jacobien numerique 

La methode utilisee pour faire tendre les residus vers 0 est celle de Newton-

Raphson. II s'avere tres rarement utile pour les problemes traites en instationnaire 

de faire preceder la methode de Newton-Raphson par la methode de substitution 

afin d'obtenir une bonne estimation initiale. Les variables de l'ecoulement, a 

1'exception de /C et £ sont mises a zero dans le domaine pour le premier cycle de 

calcul. Pour les cycles adaptatifs suivant la solution est generalement interpolee 

sur le nouveau maillage, sauf pour le cas de la marche de Kim qui sera presente au 

chapitre suivant. 

Pour expliquer la methode, prenons comme exemple la zeme equation des 

residus dont le vecteur d'inconnue serait un . Idealement, on obtiendrait la relation 

suivante : 

Ri (un) = 0 (3.16) 

Cependant si le vecteur ura ne satisfait pas la relation 3.16, il faut trouver le vecteur 

un+i — n
n -\-S\x tel que 3.16 soit rencontree. En linearisant par une serie de Taylor, 

on obtient : 

ifc (u
n + 1) = Ri (un + Su) = Ri (un) + J2 ^ (un) SuJ = ° (3-17) 

ij Lin 
I J 

Le systeme matriciel a resoudre est alors : 

^ {Su,} = {-R^ (3.18) 

file://-/-S/x
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que Ton peut ecrire : 

J(un)<5un = - R ( u n ) (3.19) 

ou Ri sont les equations algebriques des residus, Uj et SUJ designent respectivement 

les valeurs nodales et les corrections. 

On utilise alors l'approche du jacobien numerique qui approxime les derivees par 

differences finies decentrees en perturbant la solution d'une petite quantite S : 

T _ dR, (u") _ Rj («?, tig, • • •, tff + 6,..., u%) - Rt (u") 

Une fois assemble, le systeme est resolu par le solveur de matrices creuses PARDISO 

(Parallel Sparse Direct Solver) I48; 49^ qui permet en plus d'effectuer les calculs en 

parallele sur des machines multi-processeurs. Pour les equations de sensibilites, 

etant donne leur linearite, on utilise la meme methode mais generalement qu'une 

seule iteration est necessaire. 

3.3.5 Factorisation conditionnelle 

Ann d'augmenter la rapidite de la methode de Newton-Raphson on utilise la 

factorisation conditionnelle. Pour calculer le vecteur de correction selon la relation 

(3.19), on inverse la matrice du jacobienne J (un) grace a une factorisation LU. Or, 

cette factorisation est tres couteuse en temps de calcul. Le but de la factorisation 

conditionnelle est d'eviter ces operations lorsque cela est possible. Quand Sun 

devient petit, on peut alors approximer J (un) par J ( u n _ 1 ) de maniere a eviter 

une nouvelle factorisation. Pour un probleme unidimensionnel, on conserve ainsi la 

meme pente J (u0) pour les tangentes successives a la courbe R(u). Comme l'illustre 
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la figure 3.3 le calcul converge alors bien vers la solution a mais un nombre plus 

important d'iterations. Quel est done l'avantage de la factorisation conditionnelle ? 

Methode de Newton classique Methode de Newton conditionnelle 

F I G . 3.3 Illustration de la factorisation conditionnelle. 

Pour des maillages fins , J est de grande taille; ainsi le temps gagne en ne 

factorisant pas la matrice jacobienne est bien superieur a celui perdu pour 

l'execution d'un plus grand nombre d'iterations. L'experience montre que cette 

methode est tres efficace. 

Concernant les sensibilites, on observe qu'une formulation de type Galerkin 

sans stabilisation mene a une matrice jabobienne independante du parametre a 

considere I21'. De ce fait, meme si le membre de droite de l'equation (3.19) depend 

du parametre a, la meme matrice jacobienne J, factorisee une fois seulement peut 

etre utilisee pour tous les parametres. 

Comparees a la MES, les methodes adjointes offrent habituellement un avantage 

indeniable lorsqu'on traite plusieurs parametres. En effet, il suffit de resoudre un 

seul probleme d'analyse, peu importe le nombre de parametres mis en jeu. La 
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MES quant a elle necessite une resolution du systeme des sensibilites pour chaque 

parametre. Ainsi en ne factorisant qu'une seule fois J, on contourne partiellement 

cet inconvenient majeur. 

3.3.6 Les methodes de stabilisation 

Pour les calculs effectues en regime instationnaire, la methode de Galerkin suffit 

pour assurer la convergence de la solution. Ce qui n'est pas toujours le cas pour le 

regime stationnaire turbulent. Pour palier a ce probleme, des methodes de stabili­

sation sont utilisees. Elles introduisent des termes de diffusion artificielle dans les 

equations URANS et du modele k£ pour compenser les termes de convection qui 

deviennent parfois trop importants. lis existent plusieurs methodes : SU (Stream­

line Upwind) t26l, SUPG (Streamline Upwind Petrov-Galerkin) ^ ou encore GLS 

(Galerkin Least-Squares) I27'. Le lecteur interesse pourra se referer a Turgeon cite 

pour de plus amples details. 

Pour les simulations presentees dans ce memoire, la stabilisation n'etait pas requise 

pour que la solution converge. Cela dit, la methode SUPG, l'une des moins diffu-

sives, a ete quelques fois utilisee pour les gros maillages arm d'obtenir notamment 

des maillages plus "lisses" en eliminant les "poches" de noeuds locales. En effet la 

stabilisation appliquee aux ecoulements fortement convectifs permet de compenser 

les effets de diffusion negative induits par la discretisation de Galerkin. La figure 

(3.4) illustre ce phenomene sur un maillage de 60000 noeuds environ. En gardant 

la stabilisation SUPG, apres un cycle adaptatif additionnel le maillage sera encore 

plus lisse. On voit bien ici que la stabilisation permet de reduire tout de meme les 

oscillations numeriques qui auraient pu conduire encore une fois a une divergence 

de la solution en regime stationnaire. 
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(a) Maillage obtenu a partir d'une solution non stabilisee 

(b) Maillage obtenu a partir d'une solution stabilisee avec du SUPG 

F I G . 3.4 Comparaison de maillages obtenus a partir de solutions non stabilisees et 
stabilisees 

3.4 Maillage adaptatif 

Le code utilise presente l'avantage d'adapter le maillage a Pecoulement et/ou aux 

sensibilites. Ce qui permet entre autres de rafnner le maillage dans les zones cri­

tiques du domaine, ou les plus fortes variations des variables sont localisees. Ainsi 

la qualite de la solution sur les cycles de calcul suivant sera amelioree et le temps 

de calcul necessaire largement diminue par rapport a un maillage non adaptatif. 

Nous presenterons dans cette section le fonctionnement de ce processus adaptatif 

et son evolution pour les simulations en regime instationnaire. Pour de plus amples 

details sur le maillage adaptatif, se referer a J. Peraire ^ ou F. Ilinca 129; 41' et 

pour ses applications t31; 32l 
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3.4.1 Estimation d'erreur 

Considerons <f> et (f>h les solutions exactes et elements finis d'un probleme quel-

conque. L'erreur exacte efxa due a la resolution numerique sera done : 

*ta = ^~4> (3.21) 

Etant donne que nous ne connaissons pas, dans la majorite des cas, la solution 

exacte, l'erreur exacte n'est done pas a notre portee. Pour remedier a ce probleme, 

la methode de projection locale de Zhu et Zienkiewicz I62; 63' nous permet de cal-

culer une estimation de l'erreur exacte. 

Cette methode est utilisee notamment pour avoir une approximation plus precise 

des gradients qui nous permettra de definir les normes d'erreur. En effet, si la solu­

tion elements finis d'une variable quelconque est quadratique, alors sa derivee est 

lineaire par morceaux. Afin d'obtenir un gradient enrichi, autrement dit represents 

par une fonction quadratique, on utilise les donnees locales recuperees autour d'un 

noeud P sur un patch d'elements, e'est-a-dire une couche d'elements situes autour 

du noeud P. 

La figure (3.5) illustre le patch d'elements autour du noeud considere; il forme le 

sous-domaine Op. La methode de projection locale nous permet done d'obtenir une 

solution locale enrichie (jfp au point P. Pour plus de details sur l'obtention de (jfP 

le lecteur pourra consulter Zhu et Zienkiewicz '62; 63'. 

II s'agit ensuite de calculer une solution enrichie sur tous les noeuds du maillage. 

Enfin, il sufht de construire un champ global unique <f> en utilisant la base d'inter-

polation du maillage. Ainsi pour les noeuds des sommets, on prend directement la 

valeur nodale calculee, mais pour les noeuds entre les sommets, une moyenne des 

solutions enrichies des sommets est effectuee. On calcule done up par une interpo-
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FIG. 3.5 Sous-domaine Qp utilise pour la projections locales 

lation des valeurs nodales : 

4> = J2 Ni& (3.22) 

ou Ni represente les fonctions d'interpolation. 0 etant calculee, il est desormais 

possible d'obtenir une estimation de l'erreur exacte, essentielle pour le processus 

d'adaptation de maillage, c'est ce que le paragraphe suivant detaille. 

3.4.2 Normes d'erreur 

Plutot que de calculer une estimation d'erreur nodale, il est preferable de la calculer 

directement sur les elements. La somme des estimations d'erreur ainsi calculee 

donnera l'erreur globale sur le domaine de calcul Q. On introduit alors la definition 

de normes d'erreur. Cinq normes, calculees a partir des variables suivantes, sont 

necessaires : u, p, K, £ et fit. 
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Pour le vecteur vitesse u, nous utilisons la norme energie, basee sur la double 

contraction du tenseur des contraintes visqueuses. Sa norme est definie ainsi : 

f(rh-
Jn 

lie" II = / (rh-f):(rh-f)dQ (3.23) 
Jn 

Pour les sensibilites, la norme d'erreur s'obtient en remplagant r par s r : 

II < ||2= / (sTh - s~) : (s r , - s~) dQ (3.24) 
Jn 

Pour les variables /C, S et /j,t, on prefere la semi-norme H1 (Q). Un tel choix est 

justifie par le fait que nous souhaitons obtenir une erreur basee uniquement sur les 

gradients qui sont des quantites sensibles et entachees d'erreurs. 

e^ l l 2 

e^ l l 2 

e f l l 2 

= / (V/Cfc - VX) : hfCh - VX) dQ (3.25) 

= f (ysh - v£) : (v£h - vf) dn (3.26) 

= / ( V ^ h - V ^ ) : (Vfith - V S ) dfi (3.27) 

Enfin pour la pression, nous avons choisi la norme H1 (fl) : 

II e" ||2= f (Vph - Vp) : (Vph - Vp) dn (3.28) 
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3.4.3 Calcul de la taille optimale d'un element 

La derniere etape pour le remaillage adaptatif, apres le calcul des normes d'erreur, 

est le calcul d'une taille optimale pour chaque element. En effet, a la fin d'un 

cycle adaptatif, les differents champs de la solution sont utilises pour le calcul 

des normes d'erreur estimees, ces dernieres etant utilisees a leur tour pour la 

determination de la taille optimale des elements qui constitueront le nouveau 

maillage au cycle suivant, ce qui permettra ainsi de diminuer les erreurs dans les 

regions du domaine qui le necessitent. 

Le paragraphe precedent, presentait le calcul des normes d'erreur elementaires. 

Pour connaitre la norme d'erreur sur l'ensemble du domaine, il sumt alors de 

sommer les normes elementaires : 

II e \\l= JT || e fK (3.29) 
K=\ 

ou K correspond a l'element courant et N au nombre d'elements dans le domaine. 

Dans la partie du code correspondant a l'adaptation de maillage, l'utilisa-

teur choisit une valeur £ correspondant au facteur de reduction de l'erreur 

courante : 

|| ecife/e | | f 2 = S II ^courante ||fi ( o . o U j 

ou 0 < £ < 1. 
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On utilise alors l'erreur cible pour determiner la taille optimale de l'element : 

SK = ^7*)°hK (331) 

De plus amples details sur l'obtention de cette egalite sont donnes dans Turgeon '54^. 

Cette relation lie la taille optimale de l'element, 5K, a la taille de l'element courant, 

hx- OL represente le taux de convergence. 

Cette taille optimale est calculee pour tous les elements et a partir de toutes les 

normes d'erreur presentees au paragraphe precedent, que ce soit pour l'ecoulement 

ou les sensibilites. Un maillage adapte uniquement a partir des normes d'erreurs de 

l'ecoulement ne serait pas necessairement le meme, si le calcul de la taille optimale 

des elements se faisait aussi a partir des normes d'erreur des sensibilites. 

La distribution de l'erreur sur le domaine differe selon la norme d'erreur utilisee. 

Par exemple, les zones ou la norme d'erreur pour la pression est la plus impor-

tante, ne seront pas necessairement identiques a celles ou les normes d'erreur pour 

la vitesse ou les variables du modele k — e sont les plus grandes. Done, pour chaque 

element la norme d'erreur la plus coercitive quant a la taille optimale sera pri-

vilegiee. Autrement exprime : 

5K = min{5K,6K,8K,5e
K,8K',6s

K\...} (3.32) 
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3.5 Evolution du maillage adaptatif 

Dans le cadre des travaux presenters dans ce memoire, une evolution significative 

a ete apportees a la strategic de remaillage adaptatif afin de permettre une prise 

en compte du parametre temps. En effet, pour les phenomenes instationnaires, le 

champs des variables au temps tn etant different de celui calcule au temps tn+1, 

les maillages obtenus a partir du calcul de la taille optimale de chaque element 

devraient ainsi etre differents a ces deux instants distincts. 

Jusqu'ici les simulations faites en instationnaire t24' pour le regime laminaire 

etaient realisees a partir d'une solution obtenue initialement en regime stationnaire 

et aussi utilisee pour le maillage du cycle adaptatif suivant. 

Les travaux realises aux cours de cette maitrise ont permis ainsi de partir 

d'un champs de variables initialement nul (sauf pour les variables du modele 

de turbulence k — e pour lesquelles une valeur aleatoire mais realiste doit etre 

imposee dans tout le domaine) et de lancer l'ensemble des cycles adaptatifs en 

regime instationnaire directement. Cette premiere remarque est importante car 

meme pour des phenomenes tendant vers un etat stationnaire, la transition vers 

cet etat peut-etre interessante a etudier. Les cas presentes au chapitre suivant 

en sont des exemples. Ainsi un maillage qui s'adapte aux instants tl discretisant 

cette periode de transition permettra de diminuer le nombre d'iterations de 

Newton-Raphson necessaires pour la convergence de la solution aux instants tl+l 

suivants et surtout de s'affranchir de l'utilisation d'une methode de stabilisation 

tres diffusive, comme la methode SU (cf 3.3.6), mais parfois necessaire pour 

assurer la convergence en regime stationnaire. 

De plus, et c'est la le point essentiel de cette evolution, pour les simulations 

modelisant des phenomenes completement instationnaires avec notamment 
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le emplacement organise de structures tourbillonnaires au cours du temps, le 

maillage peut desormais "suivre" revolution, c-a-d s'adapter au deplacement de 

ces structures. Ce qui permet, par exemple dans le cas d'allee de Von Karman 

derriere un cylindre, de ne pas raffiner tout le sillage independamment de la 

localisation des tourbillons, mais de concentrer les elements du maillage dans 

les zones critiques du domaine qui evoluent dans le temps. Cette strategie 

adaptative et evolutive permet d'ameliorer la qualite de la solution finale et 

de gagner du temps sur la convergence des solutions aux temps intermediaries. 

Enfin, dans les cas ou Ton a besoin de "lisser" le maillage, et done d'utiliser de la 

stabilisation peu diffusive comme la methode SUPG, l'utilisation de la strategie 

presentee ci-dessus, permet de diminuer le nombre de noeuds necessaires pour 

qu'une telle stabilisation donne les resultats escomptes. 

La meme strategie est suivie pour le calcul des sensibilites. II a fallu pour ce faire 

prevoir l'interpolation des champs de valeurs des sensibilites d'un cycle adaptatif 

a Fautre. Cela dit comme nous l'avons explique a la section 2.2.1, les valeurs des 

sensibilites n'etant pas bornees en temps, une adaptation de maillages basee sur 

les normes d'erreurs des variables de sensibilites peut s'averer non pertinente dans 

la mesure ou l'ecoulement serait alors "lese" : car le traitement des sensibilites 

serait alors prioritaire pour reduire leurs normes d'erreur. 

Aussi, il faut etre conscient que toute interpolation des variables d'un cycle 

d'adaptation a l'autre apporte une erreur dans la conservation de la masse 

(V • u = 0) qui ne se corrige qu'au pas de temps suivant. 

De plus, cette strategie d'adaptation etant tout de meme gourmande en res-

source, il est essentielle d'estimer avant le lancement de la simulation sur quelle 

periode temporelle les cycles d'adaptation seront executes : 
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- Pour des problemes presentant des periodes de transition comme le cas de la 

marche de Kim, les cycles d'adaptation se feront sur des periodes plus ou moins 

longues. Par exemple, au passage du fluide au niveau de la marche il est im­

portant de capter le phenomene complexe et tres dependant du temps. Done 

une adaptation de maillage tous les ni pas de temps sera necessaire. Tandis 

qu'a partir d'un certain temps, la zone de recirculation etant quasiment formee, 

et l'ecoulement s'etablissant peu a peu de fagon definitive, une adaptation de 

maillage tous les n2 > rii suffira amplement. 

- Pour les cas a motifs periodiques de tourbillons, il faut connaitre approxima-

tivement la periode du phenomene (periode d'un lacher de tourbillon) pour 

determiner le nombre de cycles d'adaptation necessaires. Dans le cas du cy-

lindre en milieu infini pour Re = 10000, le lacher d'un tourbillon s'effectue tous 

les t * Uo/D = 5 done une vingtaine de cycles d'adaptation seront necessaire. 

Bien sur plus le nombre de cycles sera important meilleure sera la precision de la 

solution, mais la encore un compromis qualite/cout de simulation est a prendre 

en compte. Sachant que plus le tourbillon est decale par rapport au maillage 

plus la solution se degrade. En effet, si le maillage est adapte a tn et qu'on ne 

l'adapte a nouveau a l'ecoulement qu'au temps tn+l = tn + 2, la zone critique 

de forts gradients (localiser a la peripherie des tourbillons) se sera deplacee de 

(x(tn)/D < x < x(tn+l)/D) sans que le maillage n'ait suivi revolution. Done 

sur cette distance de parcours d'un tourbillon donne le maillage n'aura pas ete 

raffine de fagon optimale se qui degradera la solution. 

Enfin, pour conclure, la figure (3.6) illustrent les maillages obtenus a la suite 

de simulations effectuees en regime stationnaire et instationnaire. Sur la figure 

(3.6 (b)) l'adaptation du maillage est clairement effectue sur les structures 

t our billonn aires. 
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Cette section conclut ce chapitre qui a permis notamment de presenter l'al-

gorithme global de resolution implemente dans le code de calcul, d'aborder la 

methode des elements finis et de detailler enfin le processus de maillage adaptatif 

et son evolution pour les simulations instationnaires. 

Les chapitres suivants sont consacres premierement, a la verification du code par 

une solution analytique calculee sur un cas simple, puis a une verification de 

simulations sur des cas calcules precedemment en regime stationnaire, et enfin a 

son application sur des cas presentant des sillages de tourbillons symetriques et 

asymetriques. 
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(a) Maillage obtenu au cycle adaptatif suivant une simulation en regime stationnaire 

• • • H i 

^ ^ g m g l TmmrmWf, 

(b) Maillage obtenu au cycle adaptatif suivant une simulation en regime instationnaire 

F I G . 3.6 Comparaison de maillages de 300 000 noeuds environ, obtenus pour les 
deux regimes : stationnaire (a) et instationnaire (b) 
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CHAPITRE 4 

VERIFICATION ET VALIDATION 

Le chapitre 2 a permis de poser les bases de la theorie, en presentant notamment 

les equations mises en jeu (URANS et modele k — e), le traitement particulier requis 

au niveau des parois solides et enfin la methode des sensibilites. Le chapitre suivant 

a permis quant a lui de detainer ralgorithme de resolution suivi et d'introduire la 

methode des elements finis permettant de resoudre les equations citees ci-dessus. 

Le chapitre s'est referme sur les avantages de la strategie de maillages adaptatifs 

qui a ete mise a jour pour les problemes instationnaires. Au travers de ce nouveau 

chapitre, nous allons maintenant nous assurer que 1'implement at ion des equations 

dans notre code d'elements finis est verifiee au sens de Roache l47' sur un probleme 

ayant une solution analytique. II s'agira de montrer alors que la solution numerique 

tend vers la solution exacte et que leurs normes d'erreurs convergent de la meme 

fagon en fonction de la taille du maillage. La solution analytique consideree est 

celle de la decroissance de la turbulence de grille. 

Le code sera enfin valide avec deux cas deja traites en regime stationnaire afin, no­

tamment, de s'assurer de la reproductibilite des resultats. Les cas choisis presentent 

tous deux une periode de transition avant que l'ecoulement ne s'etablisse de facon 

definitive. II s'agit de la marche de Kim '29; 57; 36' et d'un cylindre a section carree 

a proximite d'une plaque plane (garde au sol de 0.25) etudie par Wu et Martinuzzi 

[59l A la suite de ce chapitre, nous presenterons des applications aux ecoulements 

purement instationnaires et turbulents. 
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4.1 Verification : decroissance de la turbulence de grille 

Le code ayant ete prealablement verifie en regime turbulent stationaire grace a la 

Methode des Solutions Manufacturers I47' par Turgeon t55' et en regime laminaire 

instationnaire par H.Hristova ^24\ un probleme simple mais realiste a ete choisi pour 

parfaire la verification en regime turbulent instationnaire. 

4.1.1 Definition du probleme 

Pour ce probleme, le fluide est uniforme (UQ = 1, V0 = 0) et les termes de production 

et de diffusion sont negliges en fixant des valeurs extremement faibles aux viscosites 

p = 1.10-6 et pt = 1.10~7 . Les equations de transport pour les variables k et e 

sont ainsi reduites a : 

'dK dJC\ 

~di + ~dx) 

„S-K 
-pe 

-C2pe£-K 

(4.1) 

La solution analytique est alors donnee par : 

P 

K 

= 0 

e = 

c2-\ 

c2 
" C 2 - l 

( C 2 - l ) * + -

(C2-l)x + 
ko 

c 2 - i 

^2_ 
C 2 - l 
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ou A;0 = 1.10-4, e0 = 9.10-3 et C2 = 1.92. II faut noter aussi que les solu­

tions analytiques ne dependent pas du temps. Les simulations seront done faites 

pour des periodes de temps suffisamment grandes pour que l'ecoulement soit etabli. 

4.1.2 Domaine de calcul et conditions limites 

ko et eo sont les valeurs de l'energie cinetique de turbulence et de sa dissipation en 

entree du domaine a x = 0. Le domaine de calcul est de forme rectangulaire, de 

dimension 1 en longueur et 0.2 en hauteur. Les conditions limites sur toutes les 

frontieres du domaine sont donnees dans le tableau ci-dessous : 

Entree 

UQ = l 

^o = 0 

/C0 = m(1.10-4) 

£0 = m(9.10-3) 

frontieres superieure 

et inferieure 

p = 0 

V = 0 

dIC = Q 
dx 

^ = 0 
dx 

sortie 

p = 0 

p = 0 

— = 0 
dx U 

dx U 

Les calculs sont faits pour l'ecoulement et ses sensibilites par rapport aux pa-

rametres fco, eo et Ci- Le detail des calculs pour l'obtention des sensibilites de 

la solution analytique est donnee a Fannexe II. Nous ne presenterons ici que les 

resultats pour les sensibilites par rapport a k0 et C<i-
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4.1.3 Resultats 

On se place a y = 0.1 pour observer la decroissance des variables de la turbulence. 

Les figures (4.1) et (4.2) comparent les resultats numeriques et analytiques obtenus 

pour l'ecoulement et les sensibilites par rapport au parametre C^- Solutions 

numeriques et analytiques sont si proches qu'elle se confondent. 

On remarque que sur la figure (4.2) le parametre C2 diminue la decroissance de /C 

de l'entree jusqu'a la sortie du domaine, tandis qu'il augmente la decroissance de 

£ jusqu'a x = 0.04 environ pour ensuite la faire diminuer au meme titre que celle 

de K. Ces remarques nous servirons a la sous-section suivante 4.1.3.1. 

O exact K 
* exact E 
+ predicted K 
* predicted E 

• "> ® s> £ £ S : 
» i 

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 

F I G . 4.1 Solutions numeriques et analytiques pour /C et 8 

Comme on peut l'imaginer a partir de la concentration des points sur les courbes, 

les elements du maillage final sont concentres en entree du domaine. En effet, 

les gradients des variables de turbulence etant tres forts en entree, le maillage 
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F I G . 4.2 Solutions numeriques et analytiques pour les sensibilites de S/c et Ss par 
rapport au parametre C2 

se concentre dans cette zone. On voit d'ailleurs l'un des avantages de la forme 

logarithmique des equations du modele de turbulence telle que presentee a la 

section 2.1.2.3 : les valeurs de k et e sont lissees. D'ailleurs, comme le rapporte 

F.Ilinca ^33\ sans l'utilisation des variables logarithmiques, la solution ne converge 

pas. 

II est de plus essentiel dans le cadre de la verification d'etudier les taux de 

convergence des solutions presentees. Le calcul des normes d'erreur presente au 

3.4.2 joue ici un role important. 
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4.1.3.1 Analyse de convergence 

Les normes d'erreur presentees a la figure (4.3) sont calculees pour les variables 

/C et S. Le maillage initial est de 74 noeuds; le maillage final en compte 331111. 

10" 

- tx conv = 2 

• ESTk 

» EXA 

10 10 
nombre de noeuds 

F I G . 4.3 Normes d'erreur pour K, et S pour des maillages adaptes exclusivement a 
l'ecoulement 

Les normes d'erreur exactes et estimees convergent a l'identique. La norme de 

l'erreur exacte est reduite d'un facteur cent entre le maillage initial et le maillage 

final. II est important de note qu'ici le maillage a ete adapte exclusivement pour 

l'ecoulement. A titre de comparaison, la figure (4.4) presente les memes normes 

d'erreurs calculees sur des maillages adaptes a l'ecoulement et aux sensibilites. 

Pour les sensibilites, le parametre C*2 est etudie. Les maillages seront done adaptes 

sur les normes d'erreur des variables K, et S de l'ecoulement, plus celles des 

variables S^2 et S^2 des sensibilites. 
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| 10-

10 10 10' 
nombre de noeuds 

10* 

F I G . 4.4 Normes d'erreur pour K. et 8 pour des maillages adaptes a l'ecoulement 
et aux sensibilites 

II y a quatre points importants a noter sur la figure (4.4) : 

1. Les normes d'erreur exactes et numeriques convergent toujours de la meme 

facon. 

2. Pour des maillages de moins de 2000 les taux de convergence des normes 

d'erreur sont plus grands que ceux presentes a la figure (4.3). 

3. Pour des maillages plus fins les normes d'erreur de K. et 8 calculees sur les 

maillages adaptes aux sensibilites et l'ecoulement (figure 4.4) prennent de plus 

grandes valeurs que celles calculees sur des maillages adaptes exclusivement 

a l'ecoulement (figure 4.3) 

4. Enfin, pour les maillages compris entre 1119 et 4547 noeuds, les normes d'er­

reur de K. et 8 semblent stagner autour de 0.045. 
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Les remarques 2 et 4 mettent en exergue un point essentiel de la strategic de 

maillages adaptatifs presentee au 3.4 : un maillage adapte pour les sensibilites 

ne l'est pas forcement pour l'ecoulement 1421. 

Plus concretement, le parametre C^ augmente la convection d' £ et done diminue 

le transport de l'energie turbulente /C, ce qui se voit d'ailleurs tres bien sur 

la figure (4.2) presentee ci-dessus et a fait l'objet d'une de nos remarques. 

Done l'influence de C^ sur l'adaptation du maillage sera de privilegier encore plus 

l'entree du domaine, en ce qui concerne la concentration des mailles, car le gradient 

d'£ augmente jusqu'a x = 0.02 environ. Ainsi a nombre de noeuds equivalents, 

un maillage adapte sur les sensibilites pour le parametre C<i sera plus concentre 

a l'entree du domaine qu'un maillage exclusivement adapte pour l'ecoulement. 

La figure (4.5) illustre tres bien cette derniere remarque. Cette influence est tres 

positive pour les premiers maillages car l'entree du domaine constitue la zone la 

plus critique. C'est pour cela d'ailleurs, que les valeurs des normes d'erreur sur la 

figure(4.4) convergent plus rapidement vers 0.06. Cependant, comme le suggere 

la remarque 3 faite ci-dessus, les normes d'erreur sur des maillages exclusivement 

adaptes a l'ecoulement, finissent par prendre des valeurs plus faibles a partir 

de 2000 noeuds, environ. On peut done en conclure qu'a partir de ce nombre 

de noeuds, les maillages adaptes pour les sensibilites et l'ecoulement sont moins 

" performants" que ceux adaptes exclusivement sur l'ecoulement. De plus amples 

explications sont donnees au paragraphe suivant. 

Enfin la figure (4.6) presente les courbes d'erreurs pour les sensibilites. La 

encore, solutions numeriques et analytiques convergent ensemble. Cela dit il faut 

remarquer que la courbe des normes d'erreur de SK
2 remonte legerement sur 

les deux derniers maillages pour atteindre la courbe des normes d'erreur de 

Sg2 . Cela va dans le sens de la remarque 4 faite ci-dessus et peut s'expliquer 

ainsi : comme nous l'avons dit precedemment, une augmentation du parametre 
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F I G . 4.5 Comparaison de maillages adaptes aux sensibilites et a l'ecoulement (10000 
noeuds environ) 

Ci s'oppose a la decroissance de /C, mais renforce par contre la decroissance d'£. 

Done sur un element donne du maillage, la norme d'erreur la plus contraignante 

quant au calcul de la taille optimal de l'element au prochain cycle adaptatif, 

sera celle de S£
2. Par consequent le maillage suivant sera principalement adapte 

pour S^2, et ainsi de suite, jusqu'a ce que normes d'erreur de S£2 et Sf2 soient 

aussi contraignantes. Une maniere probablement moins absconse de le dire serait 

de revenir tres brievement sur le fonctionnement du remaillage adaptatif : le 

remaillage adaptatif marche suivant le principe d'equi-repartition de l'erreur. La 

norme d'erreur cible (cf Eq 3.30) sur le prochain maillage est fixe par l'utilisateur 

(avec le parametre £) et par la norme d'erreur de l'element presentant la valeur 

la plus elevee parmi tous les autres elements. Forts de cette explication, nous 

comprenons, maintenant que les elements compris entre x = 0 et x = 0.02 et qui 

presentent les normes d'erreur les plus elevees (|| es£ ||) imposeront l'erreur cible 

pour le prochain cycle adaptatif. Or comme le montre les figures (4.4) et (4.6(a)) 

les normes d'erreurs de fC, E et S^2 sont bien moins importantes que celles de Sf2. 

Done les zones ou || e^ ||, || e£ || et || es<- || sont les plus fortes, qui ne sont pas 

encore une fois les memes zones ou || es£ || est maximale "devront attendre" que 



67 

la norme d'erreur globale atteigne leur normes pour que le mailleur vienne raffiner 

chez elles. Pour conclure avec le parametre C2, pour les premiers maillages son 

influence est positive, car c'est a l'entree que toutes les normes sont maximales, 

par contre pour les maillages suivant toutes les variables sauf S£
2 requierent plus 

d'elements dans la zone x > 0.02 mais leur traitement n'est pas prioritaire car 

dans la zone x < 0.02, S£
2 presente une norme d'erreur nettement plus importante. 

Par contre une augmentation du parametre A;0, diminuera simultanement la 

decroissance d'£ et de /C, ce qui explique que leurs normes d'erreur numeriques ou 

analytiques soient identiques sur la figure (4.6b). 

(a) Normes d'erreur pour s£ 2 et Sf2 (b) Normes d'erreur pour S£° et s£° 

F I G . 4.6 Normes d'erreur pour S^2 et Sf2 ainsi que S£° et S£0 

Enfin on ne pourrait conclure cette analyse de convergence sans un bref rappel du 

taux de convergence. Dans la zone asymptotique du schema elements finis, le taux 

de convergence theorique d'un element est donne par : 

e 11= cha (4.2) 
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ou h et a sont respectivement la taille de 1'element et le taux de convergence, c est 

une constante. Or comme le nombre de noeuds N est inversement proportionnel 

au carre de la taille de 1'element, on trouve : 

II e ||= (^J (4.3) 

Pour un element de type Taylor-Hood (cf 3.3.2) le taux de convergence est egal a 

deux. Par consequent la norme d'erreur est inversement proportionnelle au nombre 

de noeuds. A partir des figures (4.3) et (4.6) nous avons pu constater les taux de 

convergence suivant : 

K 

2.05 

8 

2.05 

qk0 

1.60 

Sk
£° 

1.60 

cC 2 

2.95 

S? 
2.35 

II en ressort que : 

- pour l'ecoulement, les taux de convergence sont proches de la theorie 

- pour les sensibilites par rapport a ko les taux de convergence restent raisonnables 

- pour les sensibilites par rapport a C2, S^2 "profite" d'un taux de convergence 

tres correct, tandis que S^2 presente une hyper-convergence. L'explication a ete 

donnee plus haut dans cette sous section. 

II faut toutefois rappeler que cette theorie est nettement plus appropriee aux 

maillages structures, ou la taille des elements est unique. 

4.1.3.2 Indice d'efficacite 

Pour conclure l'etude faite sur le cas de la decroissance de grille, interessons nous 

a l'indice d'efficacite de l'ensemble des variables. Cet indice permet d'evaluer le 
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rapport de la norme de l'erreur estimee sur celle de l'erreur exacte : 

II e ^ II *.- > Q = II B 11 estimee u A\ 
^ II p<t> II • ^ ' 

II c llvraie 

ou 4> est une variable quelconque. 

La figure (4.7) illustre les indices d'efficacite des variables de turbulence et de 

leurs sensibilites par rapport aux parametres C-z et k0. Plus le maillage est 

important plus l'indice d'efficacite tend vers un. On remarque aussi que d'un 

cote, pour l'ecoulement, les indices d'efficacite de K, et S sont identiques, et pour 

les sensibilites par rapport a ho, ceux de Sk
K° et S*° le sont aussi. Tandis que 

pour les sensibilites par rapport a Ci-, les indices d'efficacite de S^2 et S^2 sont 

bien distincts. Cela s'expliquerait toujours par la remarque faite au paragraphe 

precedent : C*2 a des influences antagoniques sur K, et £. 

En conclusion, l'etape de verification de code est concluante, puisque les 

solutions exactes et numeriques sont identiques, elles convergent de la meme fagon 

avec des taux proches du taux de convergence optimal. Enfin les indices d'efficacite 

se situent entre 0.97 et 0.99, ce qui est proche de un. 

4.2 Verification de simulations : marche de Kim et cylindre a section 

carree a proximite d'une plaque plane 

La section precedente a permis de verifier le code d'elements finis par une solu­

tion analytique. Nous allons maintenant confronter les resultats obtenus par nos 

simulations en instationnaire avec des resultats issus de precedentes versions du 

code, ou les calculs en regime turbulent ne pouvaient etre faits en transitoire. Le 

premier cas choisi est celui de la marche de Kim etudie notamment par Turgeon ^ 

et Ilinca ^ . Le second cas est le cylindre a section carree place dans un conduit a 
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F I G . 4.7 Indices d'efficacite de £ , £, S%\ S%2, S^° et Sk
s° 

0.25D d'une plaque plane. II a ete etudie par Di Caro I10'. 

4.2.1 Verification de simulations 1 : marche de Kim 

4.2.1.1 Domaine et conditions limites 

Cette marche a ete etudiee experimentalement par Kim en 1978. Le nombre de 

Reynolds est fixe a Re = 47625. Le domaine de calcul est presente dans la figure 

ci-dessous : On impose a l'entree et a la sortie du domaine les conditions limites 

suivantes : La distance a la paroi d est choisie de telle sorte que y+ soit dans l'in-

tervalle de validite (30 < y+ < 300) pour la loi de paroi. Les distances retenues 

pour chaque paroi sont donnees dans le tableau (4.2). 

L'ecoulement est demarre impulsivement dans le domaine, et le schema de 
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PI 

P2 

P4 

P3 

20 

F I G . 4.8 Domaine de calcul 

Entree 
U0 = l 
Vo = 0 

k = 0.005 

e = 0.01 

Sortie 
- p + 2(// + ^ ) ^ = 0 

V = 0 

(" + S)™ 
( , *+*) V£ 

•n = 0 

•n = 0 

Paroi 
1 
2 
3 
4 

Distance d 
0.04 
0.05 
0.025 
0.05 

TAB. 4.1 Conditions limites im-
posees a l'entree et la sortie du 
domaine 

TAB. 4.2 Distance d a la paroi 
pour toutes les frontieres solides 

discretisation temporelle Euler retrograde (cf 3.2) assure l'equation de continuite 

(V • u = 0) des le second pas de temps avec un debit a l'entree constant. 

4.2.1.2 Cycles adaptatifs 

Nous presentons ici l'un des avantages de la nouvelle strategic adaptative presentee 

au chapitre precedent. Pour des problemes presentant des periodes de transition 

comme ce cas-ci, adapter le maillage a revolution de l'ecoulement presente plusieurs 

avantages. En effet, le maillage final est parfaitement adapte a l'ecoulement : le 

mailleur raffine et delaisse au fur et a mesure les zones temporairement critiques, 

ce qui fait qu'a la fin de la simulation la norme d'erreur globale constatee est 

inferieure a celle obtenue sans ce processus. A titre de comparaison, le maillage 

final de Turgeon et al. I55' montre a la figure (4.9) delaisse completement les parois 

a l'amont de la marche, ainsi que la paroi superieure. 

La figure (4.10) presente les maillages et les isolignes de U obtenus a trois instants 
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F I G . 4.9 Maillage final presente dans Turgeon et al. I55' 

distincts, ti, £2 et tf. Le maillage initial compte 41496 noeuds et le final 78503. Le 

cycle adaptatif a ete repete trente fois. 

Les cycles adaptatifs ou l'ecoulement arrive sur la marche sont faits sur des periodes 

de temps plus petites afin de capter au mieux le phenomene instationnaire. Par 

contre au fur et a mesure que le fluide avance vers la sortie du domaine, les cycles 

adaptatifs se font sur des periodes plus longues car l'ecoulement est quasiment 

etabli et done sa dependance par rapport au temps est nettement moins marquee. 

A t = 0, les conditions limites sont imposees, le fluide alors au repos commence a 

se mettre en mouvement. 

A t = 1, le fluide passe la marche : on remarque d'ailleurs que le maillage est tres 

raffine au niveau de la marche, et que la zone de recirculation commence a s'etablir. 

A t = 2 le fluide se situe environ au 2/3 du domaine de calcul : le maillage n'est 

raffine que dans les zones les plus critiques autour de la marche et dans la couche 

de cisaillement qui s'etablit. On remarque aussi que la couche limite de la paroi 

superieure n'est pas delaissee. 

A tf, le fluide est entierement etablit dans le conduit; le maillage final est raffine 

dans les zones ou les gradients des variables sont les plus forts : pres des parois au 

niveau des couches limites, autour de la marche et dans la couche de cisaillement. 

On remarque aussi que le maillage ne presente pas de "poches" de noeuds. En 

effet, e'est la un autre avantage de la strategie evolutive du remaillage adaptatif : 

on peut utiliser une methode de stabilisation peu diffusive comme SUPG pour des 

maillages bien moins gros. Sans cette strategie, le calcul aurait du etre effectue par 
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la methode de Galerkin, le maillage au cycle adaptatif suivant ne serait done pas 

lisse et il aurait fallu attendre le cycle adaptatif suivant (avec un maillage de plus 

de 120000 noeuds) pour voir les effets de la stabilisation SUPG. 

u 

•0.30379 0.0026987 

U 

0.22708 0.026856 

0.30918 0.81567 

(a) U 

0.92215 12286 

0.28079 0.53472 0.78865 1.0426 

(b)*2 

-0.23681 0.019248 0.27531 0.53137 0.7B743 1.0435 

(c)*/ 

F I G . 4.10 Cycles de remaillage adaptatif pour la marche de Kim en fonction du 
temps 
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4.2.1.3 Resultats pour les sensibilites 

Les solutions obtenues pour l'ecoulement etant tres similaires a celles obtenues 

par Turgeon et al. '55' et Ilinca I29l, il ne sera presente ici que des resultats 

complement aires pour les sensibilites. Ces dernieres ont ete calculees pour les sept 

parametres suivants : 

- kinf et em/ , les valeurs a l'entree du domaine de k et e, 

- CM, C\, C2, (Jk and cre, les cinq constantes de fermeture du modele k — e. 

La figure (4.11) donne un apergu des isolignes de S*™*, la sensibilite de U par 

rapport au parametre kinf, et de fl(S^m^, S^m^) la sensibilite de la vorticite. Une 

premiere observation de S!^nf, montre que le parametre kinf influencera les couches 

limites, la couche de cisaillement et la fin de la zone de recirculation. L'observation 

de f2(S^m^, S%inf) indique quant a elle que les couches limites sont dynamisees, ainsi 

que la couche de cisaillement : en effet la superposition du rouge (vorticite positive) 

et du bleu (vorticite negative) se traduit par une reevaluation de l'epaisseur de la 

couche limite. Ces premieres observations nous donnent done quelques informations 

sur 1'influence du parametre kinf sur les variables de l'ecoulement. 

Les figures suivantes nous permettrons de conduire une analyse plus fine. Mais 

arretons nous tout d'abord sur l'un des avantages du calcul des sensibilites : le 

calcul de solutions voisines. En effet, les sensibilites nous permettent de calculer 

rapidement des solutions dites voisines, e'est-a-dire, des solutions obtenues apres 

une modification d'un parametre etudie. Cela permet done ne pas devoir relancer 

de couteuses simulations qui pourraient s'averer inutiles dans la mesure 011 par 

exemple, on cherche a evaluer lequel des parametres aura la plus forte influence sur 

un phenomene etudie (lachers de tourbillons, zone de recirculation...). 
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(a) SW 

(b) n(s*inf,s*inf) 

FIG. 4.11 Isolignes de Sukinf et Q,{Sukinf, Svkinf) a tf 
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F I G . 4.12 Profils de u et des solutions voisines pour les 7 parametres etudies 
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Calculer une solution voisine revient a evaluer : 

4>(x,y;a + Aa) = (f)(x,y;a) + —-Aa (4.5) 

avec S% = -T£ la sensibilite de la variable 4> par rapport au parametre a etudie et 

Aa, une variation de ce parametre. Dans notre cas, a est l'un des sept parametres 

etudies, et Aa = 10%, ce qui signifie qu'on evalue notre nouvelle solution avec une 

augmentation de 10% du parametre a. 

La figure (4.12) montre le profil de U, la composante horizontale de la vitesse, 

ainsi que les sept solutions voisines au niveau de la fin de la zone de recirculation 

(U — 0)a x/L = 6.4, localisation en parfait accord avec Turgeon et al. I55l et 

Ilinca t29l 

II faut noter que parmi les parametres les plus influents on trouve C\ et CM qui 

ont des effets antagonistes sur U. En effet, CM, et a moindre importance Ci, 

kinf et &k, diminuent la longueur de la zone de recirculation. Tandis qu'une 

augmentation de C\ agrandit cette zone. Le parametre einf a le meme impact 

sur la zone de recirculation que C\ mais a moindre importance. Par contre, ae 

n'a aucune influence sur le phenomene etudie. Des explications en accord avec 

la theorie seront donnees en conclusion de cette section. On peut tout de meme 

d'ores et deja valider notre observation faite sur la figure (4.11 (a)) : la zone de 

recirculation est bien influencee par le parametre kinf. 

La figure (4.13) presente des coupes verticales des sensibilites de la vorticite 

par rapport aux parametres kinf et einf faites aux sections x/L = —0.5 et 

x/L = 18. La premiere section est situee peu avant la marche, la seconde se situe 

quant a elle juste avant la sortie du domaine. Seules les sensibilites par rapport 

aux parametres kinf et einf sont montrees car la encore, les autres parametres 

ont des effets similaires mais de moindre importance. Les resultats pour les autres 
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parametres sont a 1'Annexe III. Ainsi C2, C^, et ae auront les memes effets que 

kinf. Par contre, C\ et a^ affecteront la vorticite de la meme maniere que einf. 

Voyons maintenant quels sont les impacts de ces parametres sur les couches limites 

et la couche de cisaillement. 

3 r 

2.8 -

2.6-

2.4 -

2.2 

i 2-

1.4 -

1.2 -

c > 

- ~ ~ r -

vort(SuE|NF,SvE|NF) 

vott(U.V) 

' : —— 

-

-

- 2 - 1 0 1 2 3 
scale vort(SuE|NpSvE|NF) and vort(U.V) 

(a) Sl(S*nf, Slinf) a x/L = -0 .5 

-1 -0.5 0 0.5 
scale vort(SuE|NF,SvE|NF) and vort(U.V) 

(c) Q{S*nf, Se
v
inf) a x/L = 18 

3r 

2.8 -

2.6 -

2.4 

2 2 -

i . 2" 

• 

-
vort(SuK|NRSvK|NF) 

vort(U.V) 

-'-" 

-

( ____-̂ -̂ -"~""~"~ - = 
- 4 - 2 0 2 4 

scale vort(SuK|NF,SvK|NF) and vort(U.V) 

(b) ft(S£m/, S*inf) a x/L = -0 .5 

2 5 

2 

e.1-5 

0.5 

vort(SuK|NF,SvK|NF) 

vort(U.V) 

' 

— 

* 
^ ^ 

•^-C" 

~~p< 
I 

I 

____—-1— 

-

-

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 
scale vort(SuK1NF,SvK|NF) and vort(U,V) 

(d) n(S*inf, S*'nf) a x/L = 18 

F I G . 4.13 Profils des sensibilites de la vorticite £l(Su,Sv) par rapport aux pa­
rametres kinf et einf au temps final tf et aux sections x/L = —0.5 et x/L = 18 

Une augmentation d'un des parametres du "groupe d'influence" de einf intensifie 

le cisaillement des couches limites et diminue leur epaisseur. Par contre, ces memes 
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parametres diminuent le cisaillement dans la couche de cisaillement. 

Au contraire, les parametres du groupe d'influence de kinf augmentent les 

epaisseurs des couches limites. En effet, a x = —0.5 la sensibilite de la vorticite 

compense la vorticite elle-meme par des valeurs opposees, mais deplace le maxi­

mum local, pour la paroi du haut par exemple, de y = 2.97 a y = 2.82. Enfin, ces 

memes parametres intensifient la couche de cisaillement. 

Avant de conclure essayons de trouver un lien entre nos observations et la 

theorie. Au vu des equations de transport des variables du modele de turbulence 

k — e, equations 2.21 et 2.22, nous pouvons dire : 

- une augmentation de A; a l'entree du domaine et de CM intensifie le niveau 

d'energie cinetique turbulente et done dynamise les couches limites et la couche 

de cisaillement 

- une augmentation de C<i et a€ diminue le niveau de la dissipation de l'energie 

cinetique de turbulence et done aura les memes consequences qu'une augmenta­

tion de k et C^ sur les couches limites et la couche de cisaillement. 

- Par contre, une augmentation d'e a l'entree du domaine et de C\ intensifie le 

transport de la dissipation de l'energie cinetique de turbulence. Ainsi k se dissipe 

davantage, la couche limite diminue d'epaisseur et le cisaillement augmente. 

- Enfin une augmentation de a^ diminue le transport de k et tend done a avoir les 

memes effets qu'e et C\. 

Pour conclure, nous avons vu que les sensibilites utilisees telles qu'elles ou au travers 

des solutions voisines nous donnent de precieuses informations sur l'influence de 

parametres clefs sur des caracteristiques de l'ecoulement : couches limites, couche de 

cisaillement derriere la marche, zone de recirculation... Une analyse plus theorique 

permet meme d'appuyer les resultats obtenus. Mais une telle analyse n'est pas 
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toujours facile a conduire surtout pour des parametres comme la rugosite de paroi, 

ou la distance a la paroi. 

4.2.2 Verification de simulations 2 : cylindre a section carree place a 

0.25D d'une plaque plane 

Ce cas a ete etudie experimentalement par Wu et Martinuzzi t59l puis par G. Bosch 

et al. ®. II existe sur ce probleme de nombreuses publications. En effet, en fonction 

de la distance a laquelle le cylindre est situe par rapport a la plaque du bas, on 

observe des regimes d'ecoulement bien differents. Par exemple, pour une garde 

au sol Gs = 0.25.D, D etant le diametre du cylindre, l'ecoulement est stationnaire 

apres une periode de transition. Pour une garde au sol de Gs = 0.50D l'ecoulement 

est instationnaire, mais le modele k — e ne capte pas le sillage asymetrique de 

tourbillons. Une modification du modele de turbulence s'impose alors. Pour une 

garde au sol Gs = 0.75D, le modele k — e capte le phenomene instationnaire, cette 

fois, mais les valeurs des coefficients de trainee et de portance sont loins des valeurs 

experimentales. Nous presenterons ici le premier cas, afin notamment de comparer 

nos resultats a ceux obtenus par Di Caro f10' en regime stationnaire. Les deux autres 

cas seront presentes au chapitre suivant avec celui du cylindre en milieu inflni. 

4.2.2.1 Domaine de calcul et conditions limites 

La figure (4.14(a)) illustre le domaine de calcul choisi. Le diametre du cylindre est 

egal a un. Rappelons que pour cette configuration, la garde au sol est de Gs = 0.25. 

Enfin le nombre de Reynolds est de Re = ^f- = 22000. 

Les conditions limites imposees aux frontieres sont donnees dans le tableau 4.3. 
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(a) Domaine de calcul (b) vue agrandie 
du cylindre a 
section carree 

FIG. 4.14 Domaine de calcul 

Entree 
U0 = l 

v0 = o 
k = be-0b 
e = 5e - 07 

Sortie 
-p + 2(jJL + flt)%; 

(/* + *) (g£) 
= 0 

= 0 

^ = 0 
— = 0 
8x U 

TAB. 4.3 Conditions limites im-
posees a l'entree et la sortie du 
domaine 

Paroi 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 
10 

Distance d 
0.05 
0.045 
0.02 
0.025 
0.035 
0.025 
0.015 
0.017 
0.02 
0.02 

TAB. 4.4 Distance d a la paroi 
pour toutes les frontieres solides 
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Le tableau 4.4 indique les differentes distances d choisies pour la loi de paroi. II 

faut noter que le cylindre a des coins arrondis. Ce choix est impose pour que sa 

geometrie soit identique a celle presentee dans Di Caro I10'. Les distances a la paroi 

sont choisies de fagon a rester dans l'interval de validite 30 < y+ < 300. L'ajout 

de coin arrondi permet d'eviter de trop fortes discontinuites de distances a la paroi 

entre les aretes. 

4.2.2.2 Cycles adaptatifs 

Le maillage initial est presente a la figure (4.15(a)). II compte un peu plus de 16000 

noeuds et n'est pas du tout adapte a l'ecoulement, si ce n'est la concentration de 

noeuds au debut de la plaque inferieure. Le maillage final, obtenu apres 4 cycles 

adaptatifs, compte quant a lui pres 126000 noeuds. II est entierement adapte a 

l'ecoulement : 

- les parois inferieure et superieure sur lesquelles se developpent une couche limite 

presentent une grande concentration de noeuds. On remarque aussi que le bout 

amont de la plaque inferieure est maille avec finesse, 

- le maillage est aussi tres concentre dans la zone entourant le cylindre, c'est en 

effet la zone presentant les plus forts gradients. 

- enfin le sillage stationnaire se distingue parfaitement tant le maillage y est raffine 

a l'aval du cylindre. 

4.2.2.3 Resultats 

Pour ce cas aussi, les resultats etant identiques a ceux obtenus en stationnaire I10', 

seule une etude de convergence avec le maillage des coefficients de trainee et 

de portance sera presentee. Ainsi, une nouvelle implementation du calcul de 
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(a) Maillage initial 

(b) Maillage final 

FIG. 4.15 Maillage initial et maillage final 

ces coefficients pour les cas instationnaires et turbulents a ete testee. Avant de 

presenter les resultats sur le calcul de ces coefficients, profitons tout de meme 

de l'implementation instationnaire pour visualiser l'ecoulement en periode de 

transition. La figure (4.16) presente les isolignes de la vorticite pour deux instants 

differents. Le premier est capture quelques temps apres que l'ecoulement ait 

depasse le cylindre. On remarque tres clairement les lachers de tourbillons qui 

vont en s'affaiblissant. En effet avec une garde au sol si petite, la couche limite 

de la plaque inferieure a une epaisseur suffisante pour que le fluide passant entre 

elle et le cylindre, soit deja bien ralenti. Ainsi, les tourbillons laches avec peu 

d'inertie depuis le coin aval inferieur du cylindre viennent s'amortir completement 

sur la plaque du bas. lis entravent alors revolution des tourbillons issus du 

decollement du fluide au coin aval superieur du cylindre. Le sillage tourbillon-

naire n'etant plus entretenu, il se dissipe completement pour ne former qu'un 

sillage dit stationnaire. Enfin le second instant est pris apres la periode de tran­

sition. On voit d'ailleurs tres bien a quel point le maillage est adapte a l'ecoulement. 
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Pour conclure, la figure (4.17) presente revolution des coefficients de trainee, d 

et de portance, Ci, calcules sur le cylindre, en fonction du temps et de la taille des 

maillages. Les maillages 1 et 4 etant ceux presentes a la sous-section precedente. 

Les coefficient de trainee et de portance tendent respectivement vers 0.768 et 

0.030. Ces valeurs sont en parfait accord avec celles trouvees par Di Caro t10'. 

Enfin, il faut remarquer que sur les courbes du maillage 1, de fortes variations des 

coefficients de forces ont ete calculees a partir de T = 15 environ. Le coefficient de 

portance chute brutalement, celui de trainee augmente tout aussi brutalement : le 

premier tourbillon est lache. 

(a) Lachers de tourbillons durant la periode de transition 

(b) Vorticite au temps final 

F I G . 4.16 Vorticite a deux instants distincts 
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- e - maillagel 
maillage2 
maillage3 

— maillage4 

_ l I L -1 U 
15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 

Temps temps 

(a) Coefficient de trainee, Cd (b) Coefficient de portance, Ci 

F I G . 4.17 Coefficients de forces calcules sur le cylindre 

4.3 Conclusion 

Ce chapitre nous a permis de verifier notre code en l'appliquant notamment au cas 

de la decroissance de la turbulence de grille. Ce cas propose en effet une solution 

analytique qui nous a servi de reference pour confronter nos resultats numeriques. 

Cette premiere comparaison a ete tres convaincante, puisque solutions exactes et 

numeriques convergeaient vers les memes valeurs. Ensuite, une analyse de conver­

gence aux resultats tres probants nous a permis de conclure que le code passait avec 

succes le test de verification. La seconde etape a ete de nous assurer de retrouver les 

solutions obtenues prealablement en regime stationnaire sur des cas presentant une 

periode de transition. Cette etape de verification de simulations, passee elle aussi 

avec succes, nous a permis notamment d'appliquer au cas de la marche de Kim la 

nouvelle strategic de maillages adaptatifs et d'obtenir des resultats complementaires 

sur le calcul des sensibilites. Ces dernieres nous ont permis notamment de predire 

revolution de zones clefs de l'ecoulement, comme la zone de recirculation ou les 

couches limites aux parois, suite a la variation d'un parametre d'influence. Les 
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resultats obtenus ont ete confronted ensuite a la theorie. Enfin, nous nous sommes 

interesses au cas du cylindre a section carree a proximite d'une plaque plane. Avec 

la configuration geometrique choisie, nous avons compare nos resultats a ceux ob­

tenus precedemment pour des simulations en regime stationnaire turbulent. La 

comparaison, tres concluante, nous a permis notamment de valider une nouvelle 

implementation pour le calcul des coefficients de forces et d'observer la periode de 

transition au cours de laquelle le sillage tourbillonnaire s'effondre pour donner lieu 

a un sillage stationnaire. 

Le prochain chapitre vise quant a lui, a presenter des cas purement instationnaires 

tres etudies experimentalement. Nous nous interesserons notamment a deux nou-

velles configurations du dernier cas presente ici, ainsi qu'a l'allee de Von Karman 

derriere un cylindre en milieu infini. 
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CHAPITRE 5 

APPLICATIONS DE LA M.E.S POUR DES REGIMES 

TURBULENTS INSTATIONNAIRES 

Ce dernier chapitre vise a demontrer l'efficacite de la M.E.S pour la prediction 

d'ecoulements turbulents transitoires. Les deux applications que nous proposons 

de traiter sont le cas du cylindre en milieu infini pour un nombre de Reynolds egal 

a 10000 et deux configurations differentes du dernier cas ayant fait l'objet de la 

verification au chapitre precedent. Comme nous le verrons ces deux cas presentent 

des phenomenes transitoires periodiques : allee de Von Karman et sillage tour-

billonnaire asymetrique du a la presence de la plaque. Le calcul des sensibilites 

a ete effectue par rapport a plusieurs parametres, en prenant soin notamment de 

choisir des parametres ayant des influences antagoniques sur l'ecoulement. Aussi 

plusieurs modifications apportees au modele de turbulence k — e seront presentees 

afin notamment de palier au probleme de surproduction de k au point de stagna­

tion ou d'apporter une dimension temporelle au terme de production de l'equation 

de transport d'e, la dissipation de l'energie cinetique de turbulence. 

5.1 Premiere application : cylindre en milieu infini 

Le cas du cylindre dans toute sa simplicity est pourtant un probleme de mecanique 

des fluides encore difficile a resoudre. II n'y a en effet rien sur sa geometrie qui 

force le decollement de la couche limite. Ce dernier est du uniquement a un gra­

dient de pression adverse qu'il est difficile de localiser. Autrement dit, l'une des 

principales difficultes est de savoir a quel endroit sur le cylindre le decollement 
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de la couche limite turbulente aura lieu. Nous ne nous sommes pas attaques a ce 

probleme mais avons prefere privilegier l'etude du nombre de Strouhal et des co­

efficients de forces. Comme nous le verrons cela a pose bien des difficultes. Enfin, 

avant de presenter en details le domaine de calcul et les conditions limites ap-

pliquees, signalons que plusieurs simulations a des nombres de Reynolds differents 

ont ete realisees. En effet, avant de nous arreter a Re = 10000, nous avons essaye 

Re = 22000 et Re = 1.105. Les premiers resultats a Reynolds Re = 22000 n'etant 

pas concluant en ce qui concerne le modele standard k — e nous avons decide de 

changer le regime d'ecoulement et d'essayer a Re = 1.105 afin d'etre en regime 

pleinement turbulent avant d'arriver au niveau du cylindre. Malgre cela, le modele 

standard k — e amortissait completement le sillage tourbillonnaire et predisait ainsi 

un phenomene stationnaire. Afin de pallier a ce probleme plusieurs variantes du 

modele standard vont etre proposees. Interessons-nous avant cela aux conditions 

limites et au domaine de calcul. 

5.1.1 Conditions limites et domaine de calcul 

Un nombre de Reynolds de 10000 a ete choisi afin notamment de pouvoir confronter 

nos resultats a ceux proposes par Mohammadi et Pironneau ^461 et Benim et al. ^ . 

Les dimensions du domaine et les conditions limites appliquees sont donnees dans 

le tableau ci-dessous : 

Frontiere 

Distance 

conditions 

entree 

10 D 

U0 = 1,V0 = 0, 

k0 = 6.0d - 4, e0 = 3.24d - 5 

sortie 

15 D 

Neumann 

haut 

10 D 

Neumann 

bas 

10 D 

Neumann 
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L'entree est done situee a 10D du cylindre, avec D = 1 le diametre du cylindre. 

Les conditions de type Neumann ont ete imposees pour toutes les variables. Elles 

prennent la forme suivante : 

, . fdUdV\ 

dk 
dx 

dx 

Les conditions limites en entree ont ete imposees de telle fagon que l'intensite 

turbulente soit It = ^ ^ = 2% et que rM = & = 10. 

5.1.2 Choix du pas de temps 

Le choix du pas de temps est une phase delicate pour ces problemes purement ins-

tationnaires. Le bon sens voudrait deja que le pas de temps soit suffisamment petit 

pour capter la plus petite echelle de temps pour la turbulence. Bien sur cela condui-

rait tres rapidement a une discretisation temporelle impensable pour la puissance 

de calcul disponible. De plus, comme nous ne traitons que des variables moyennees, 

cela ne servirait a rien dans notre cas. Ainsi on s'attarde plus sur les valeurs pro-

posees par la litterature t61' et surtout par une evaluation de la convergence de la 

solution en fonction du pas de temps choisi. Certains conseillent aussi de prendre un 

pas de temps au moins plus petit que le rapport de la plus petite taille des elements 

du maillage par la vitesse Uo, notamment quand on cherche a suivre revolution de 

particules. 

Pour notre cas, un pas de temps compris entre 0.005 < At * UQ/D < 0.01 

= 0 

= 0 

= 0 

= 0 (5.1) 
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est generalement choisi. II faut garder en tete que les approximations dues a la 

discretisation en temps doivent etre du meme ordre de grandeur que celles dues a 

la discretisation spatiale. En d'autres termes, avoir une discretisation temporelle 

tres fine sur un maillage grossier n'apportera pas generalement de meilleures solu­

tions qu'une discretisation temporelle grossiere sur un maillage tres fin. Bien sur il 

ne s'agit pas la d'une loi absolue, cela depend aussi du type de probleme traite. 

Pour le cas du cylindre a Re = 10000, des resultats tres satisfaisant sont obtenus 

pour des pas de temps de l'ordre de 0.01. La figure (5.1) montre les coefficients de 

forces calcules sur une periode T * UQ/D = 25 pour un meme maillage mais avec 

deux pas de temps distincts. 

5 10 15 20 25 5 10 15 20 25 
Temps temps 

(a) Cd pour 2 pas de temps distincts (b) Ci pour 2 pas de temps distincts 

FIG. 5.1 Coefficients de forces calcules sur le cylindre avec 2 discretisations tempo-
relies distinctes 

5.1.3 Choix de la distance a la paroi 

Un autre facteur extremement important a considerer est la distance of a la paroi du 

cylindre a partir de laquelle le modele k — e est remplace par la loi de paroi a deux 

echelles de vitesse (cf 2.1.2.4.2). En effet, comme le rappelle B.Mohammadi ^ , 
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il est essentiel d'avoir un maillage suffisamment fin dans la couche limite, mais 

aussi d'avoir une distance d a la paroi petite pour ne pas que le fluide ne garde 

toute son energie et ne se separe pas. En effet, et cela est vrai pour le modele 

standard k — e et toutes ses modifications proposees, plus la distance a la paroi est 

petite, plus l'ecoulement semble se comporter comme l'experience le montrerait : 

les valeurs des coefficients de forces et le nombre de Strouhal se rapprochent des 

valeurs experiment ales a mesure que d diminue. 

La figure (5.2) illustre tres bien cela. En effet, pour une distance =0.005 a la paroi, 

les valeurs moyennes des coefficients de forces sont considerablement reduites et les 

oscillations sont amorties, ce qui traduit la disparition du sillage tourbillonnaire. 

Cela montre a quel point la solution est sensible au parametre d. 

0.23 

0.22 -

M r
1 wV^V\AMAMawM/WW\MAAAM/WVVlM/WWW\M 

- d=O0O5 

- d=0.001 

20 30 40 50 
Temps 

70 80 90 100 

(a) Influence de la distance a la paroi sur le Cd (b) Influence de la distance a la paroi sur le Ci 

F I G . 5.2 Coefficients de forces calcules sur le cylindre avec 2 distances a la parois 
considerees 

Seulement, il reste bien sur a prendre en compte que la loi de paroi n'est valide 

que pour une certaine plage 30 < y+ < 300 '501. Pour des valeurs de distance a 

la paroi inferieures a d = 0.001, le calcul ne converge pas. Pour des valeurs de d 

comprises entre 0.001 et 0.003, on obtient des y+ compris entre 2 et 20. On est 

bien sur largement en dessous des valeurs minimales couramment acceptees, c-a-d, 
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30. Cela dit, c'est dans la plage 0.001 < d < 0.003 qu'on observe une allee de 

Von Karman a l'arriere du cylindre pour les modifications (sauf RNG) du modele 

k — e. Ce qui nous laisse aussi a supposer que la loi de paroi actuellement utilisee 

pour nos calculs et validee pour un certains nombres de cas "classiques" tels que 

la couche limite turbulente sur plaque plane, n'est probablement pas adaptee a ce 

type d'ecoulement presentant un point de decollement non induit par la geometrie. 

Enfin il faut rappeler que la version standard du modele k — e ne mene pas a la 

prediction d'un sillage tourbillonnaire. Nous presentons dans le paragraphe suivant 

3 modifications proposees dans la litterature pour pallier en partie a ce probleme. 

5.1.4 Modifications apportees au modele k — e de turbulence 

Comme nous le verrons pour le cas d'application suivant, le modele standard k — e 

a tendance a surevaluer le terme de production de Penergie cinetique de turbu­

lence t53; 15^ au niveau des points de stagnation. Depuis ce constat plusieurs modi­

fications ont ete proposees. Nous presentons ici la plus connue, la modification de 

Kato-Launder I34' et deux autres modifications qui gagneraient a se faire connaitre. 

5.1.4.1 Modification de Kato-Launder (K-L) 

Cette modification reduit done la tendance, qu'ont la plupart des modeles du tur­

bulence a deux equations, de sur-predire la production turbulente dans les zones a 

forts gradients de vitesse et au niveau des points de stagnation. Cette modification 

a ete a l'origine introduite pour les cas de cylindre a section carree I34', mais se 

comporte tres bien pour notre cas aussi. 
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Elle consiste a modifier la production turbulente telle que donnee au 2.1.2.2 par : 

P = [Vu : (Vu + V u T ) f 5 * [Vu : (VuT - Vu)]°'5 (5.2) 

On y introduit done de la vorticite. 

5.1.4.2 Modification de Younis-Przulj (Y-P) 

Cette seconde modification proposee par Younis et Przulj t61' vise a modifier uni-

quement le terme de production dans l'equation de transport de S. La constante 

C\ est modifiee par : 

C* = d 1 + Cte K-E 

Q/eK + 1 

d (Q + eK) 

dt 
(5.3) 

ou Q = l/2UiUi est l'energie cinetique moyenne et Ct une nouvelle constante 

egale a 0.38. Cette modification prend en compte les interactions entre les grosses 

structures organisees de l'ecoulement (grandes echelles spatio-temporelles) et les 

fluctuations caracteristiques de la turbulence. 

5.1.4.3 Le modele de Yahkot (RNG) 

Enfin la troisieme alternative consiste a utiliser la variante de Yakhot et at. ^m\ 

connue sous le nom de ReNormalization Group (RNG). Comme la precedente, 

elle vise a prendre en compte les interactions entre les differentes echelles spatiales 

de la turbulence : 

Cl ~Cl i+Pv3 ( } 
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ou 77 = y/P * e^K £S> , ?7o et j3 sont deux nouvelles constantes. Pour cette variante, 

les constantes de fermeture du modele k — e sont mises a jour : 

C^ = 0.0845, d = 1.42, C2 = 1.68, 

ak = 0.72, ae = 0.72, T/0 = 4.38, 

(3 = 0.012 

La section suivante vise a comparer les resultats obtenus a l'aide de ces modifica­

tions en considerant le nombre de Strouhal. 

5.1.5 Resultats 

5.1.5.1 Resultats pour l'ecoulement 

Avant d'entamer cette section consacree aux resultats, definissons le nombre de 

Strouhal, St : 

St = f-^ (5.5) 

ou / est la frequence a laquelle les tourbillons sont convectes, D le diametre 

du cylindre dans notre cas, et Uref, une vitesse de reference, la vitesse a 

l'entree par exemple. Le nombre de Strouhal varie en fonction du nombre de Rey­

nolds I45', et prend la valeur de 0.20 pour le cas du cylindre circulaire a Re = 10000. 

La figure (5.3) compare les valeurs du nombre de Strouhal observees pour 

les trois variantes du modele k — e en fonction de la taille du maillage. Les solutions 



94 

convergent vers 0.26 < St < 0.28, ce qui est tout a fait en adequation avec les 

resultats de Mohammadi '461, Younis t61l ou encore Hu t25l Cependant les valeurs de 

Strouhal restent eloignees de la valeur experiment ale t51' qui devrait etre St = 0.20 

environ. 
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F I G . 5.3 Convergence du nombre de Strouhal en fonction de la taille du maillage 
et pour les 3 modifications du modele k — e 

Les variations de la courbe representant les valeurs de K-L sont dues au fait que 

pour les maillages dont le nombre de noeuds est compris entre 20000 et 30000, la 

distance a la paroi a du etre fixee a 0.002 au lieu 0.001, car sinon la solution ne 

convergeait pas. Ceci s'explique bien sur par le fait qu'on est deja en dehors de la 

plage de validite des y+. Cela dit les autres publications t61; ^ font aussi etats de 

leurs difficultes a rester dans la zone de validite de y+. 

II faut bien sur garder a l'esprit que ces modifications ne sont pas la panacee pour 

la prediction de la turbulence, un regard critique sur ces modifications sera porte 

en fin de chapitre. Le paragraphe suivant nous fait part d'un moyen astucieux de 

regler le probleme de plage de validite de y+, en utilisant en plus le modele k — e 

standard cette fois-ci. 
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5.1.5.1.1 Modification de la valeur du terme de rugosite 

Rappelons tout d'abord la loi logarithmique de paroi : 

u+ = -In (Ey+) (5.6) 

Avec K = 0.42 et E = 9.0 pour les surfaces planes. II faut remarquer que 

\U(E)/K = 5.25, la constante habituellement utilisee. Or en diminuant la valeur 

de E cela revient a soustraire un Au+ ^ qui pour des valeurs superieures a 7 

change le regime de rugosite de la paroi. Ainsi dans notre cas, passer de E = 9.0 

a E = 0.1 revient a soustraire a u+, Au+ = 10 ce qui augmente la rugosite. En 

d'autres termes, pour caricaturer nous avons "transforme" un cylindre a surface 

lisse en une section de balle de golf. 

Les resultats observes alors pour le modele standard k — e sont multiples : 

- plage de validite de y+ respectee 

- nombre de Strouhal proche des valeurs experimentales 0.20 — 0.21 

- coefficients de forces plus proches des valeurs experimentales 

Cela dit, il faut etre conscient qu'il s'agit d'une astuce numerique pour generer 

un sillage tourbillonnaire qui consiste a changer la rugosite de la paroi pour nous 

permettre de rester en plus dans la plage de validite de y+ pour la loi de paroi. En 

effet, utiliser une valeur de E plus petite nous oblige aussi a augmenter la distance 

a la paroi d, ce qui se traduit done par une augmentation de y+ et nous permet 

de respecter la plage de validite. Evidemment il serait plus prudent de verifier plus 

en details les impacts d'une telle modification de E sur la loi de paroi. Neanmoins, 

cela nous conforte plus dans l'idee que la loi de paroi n'est peut-etre pas adaptee 

pour de tels ecoulements. 

II faut aussi remarquer qu'une diminution de E, done une augmentation de la 
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rugosite n'a pas le meme impact sur les modifications pre-citees du modele k — e. 

En effet, la figure (5.4) permet par exemple, d'evaluer l'impact du parametre E 

sur la modification Kato-Launder. S'il on compare la courbe bleue (E = 1.0) a la 

courbe jaune (E = 9.0) on se rend compte que la valeur moyenne du coefficient de 

trainee a peu augmente, et que la periode des oscillations (indicatrice de la valeur 

du nombre de Strouhal) a peu variee. Une diminution de E ne se traduit pas ici par 

une nette amelioration du coefficient de trainee. Par contre, une augmentation de 

E, E = 20.0, se traduit par une nette degradation de la solution, comme l'indique 

la courbe rouge. Enfin, ce qui differencie la courbe bleue de la courbe noire ce n'est 

pas le terme de rugosite (E = 1.0 pour les deux), mais la distance a paroi. En 

effet, pour obtenir la courbe noire, la distance a la paroi a ete augmentee, ce qui se 

traduit par une diminution de la valeur moyenne, de la periode et de l'amplitude 

des oscillations comme illustre precedemment a la figure (5.2). Ces comparaisons 

nous ont permis de verifier trois points : 

- meme pour des valeurs de E plus petites, le parametre d a toujours autant 

d'impact sur la solution 

- diminuer E nous permet simplement d'augmenter d, la distance a la paroi et 

par consequent d'augmenter y+ de fagon a rencontrer 30 < y+ < 300. 

- par contre augmenter E nous oblige a diminuer d et done y+ ce qui conduit a 

des valeurs de y+ largement en dessous de la plage de validite. 

Nous ne presentons pas ici plus de resultats pour l'ecoulement car cela sera fait 

dans la prochaine section qui est dediee aux calculs des sensibilites. Cela dit la 

figure (5.5) permet d'evaluer encore une fois la qualite de la strategie adaptative. 

Le maillage est entierement adapte aux tourbillons et a la couche limite qui se 

developpe sur le cylindre. 
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F I G . 5.4 Coefficients de trainee calcules avec la modification de Kato-Launder 

5.1.5.2 Resultats pour les sensibilites 

Nous avons done utilise la modification du terme de rugosite proposee ci-dessus 

pour lancer nos simulations avec le modele k — e pour le calcul des sensibilites. Les 

parametres consideres pour ce cas sont : 

- UQ la vitesse a 1'entree du domaine 

- E le terme de rugosite a la paroi 

- d la distance a la paroi 

La encore nous avons choisi des parametres ayant des influences antagonistes sur 

l'ecoulement. 
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FIG. 5.5 Maillage genere apres plusieurs cycles adaptatifs 

5.1.5.2.1 Sensibilites par rapport a U0 

La figure (5.6) presente les contours de vorticite pour l'ecoulement, les sensibilites 

et une solution voisine (Af70 = 20%). Cette figure nous permet done d'evaluer 

l'impact d'une augmentation du parametre UQ sur l'ecoulement. La ligne verticale 

grisee signifie simplement que l'echelle des sensibilites a ete modifiee a partir de 

cette ligne pour des raisons de rendus graphiques. En effet, pour la raison evoquee 

au 2.48 les sensibilites prennent des valeurs de plus en plus elevees en fonction du 

temps, done pour pouvoir visualiser dans une meme plage les isolignes, une mise a 

l'echelle est necessaire pour les sensibilites. Elle consiste a diviser les valeurs des 

sensibilites par une fonction lineaire dependant de x et done implicitement de t, le 

temps. 

Les lignes noires ne sont la quant a elles que pour indiquer les abscisses des cceurs 

des tourbillons de l'ecoulement non perturbe. 
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- S'il on considere en premier lieu la zone comprise entre ID et 2D, on s'apergoit 

que la zone d'eau morte (situee juste avant la zone de convection des tourbillons) 

diminue et se rapproche du cylindre. Ceci se reflete tres bien sur les contours de 

vorticite de l'ecoulement et de la solution voisine : la zone identified par une 

ellipse noire est nettement plus compacte. 

- Dans la zone 1 < x/D < 3 on remarque aussi que les couches cisaillees s'ecartent 

plus de l'axe horizontal du cylindre : la vorticite se renforce (diminue (bleu) en 

haut et augmente (rouge) en bas) , ce qui traduit un epaississement du sillage. 

- Dans la zone 2 < x/D < 3, pour le tourbillon du bas, on remarque que la 

vorticite diminue en amont et augmente en aval, ce qui signifie que le tourbillon 

devrait etre plus eloigne du cylindre. 

- Cela est confirme par le tourbillon du haut dans la 4 < x/D < 5. 

- Pour les tourbillons en aval de x/D = 5 on constate tres nettement le 

deplacement des cceurs des tourbillons vers l'aval et laisse done penser a une 

diminution du nombre de Strouhal. 

Ces remarques vont tout a fait dans le sens de l'experimental t45'. 
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F I G . 5.7 Nappes de vorticite pour l'ecoulement et les sensibilites par rapport a U0 
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La figure (5.7) permettra probablement de mieux visualiser le emplacement des 

tourbillons pour les sensibilites. Elle met en relief les nappes de la vorticite de 

l'ecoulement (premier plan) et des sensibilites (second plan) suivant une coupe 

verticale coupant le cylindre en deux. En effet, on voit clairement qu'a x/D = 2.1, 

le puits de vorticite indiquant le cceur d'un tourbillon Tbl a vorticite negative 

(couleur bleue) est compense par un pic de sensibilite de la vorticite (couleur rouge). 

Par contre la sensibilite de la vorticite chute brutalement juste apres (au niveau 

de x/D = 2.3) ce qui indique que le tourbillon Tbl observe sur l'ecoulement est 

deplace vers l'aval. Le meme raisonnement peut-etre conduit pour le pic de vorticite 

a x/D = 3.8 indiquant la position d'un tourbillon Tb2 : sur la nappe de la sensibilite 

il est precede par un puits (a x/D = 3.6) et suivi par un pic (a x/D = 4), traduisant 

le deplacement vers l'aval du tourbillon Tb2. 

Enfin la figure (5.8) presente le coefficient de trainee et sa sensibilite par rapport 

au parametre t/n- Une augmentation de UQ induira une augmentation de la trainee, 

ce qui a du sens par rapport aux observations experiment ales I51'. En effet, pour 

1.103 < Re < 1.105, la trainee augmente avec le nombre de Reynolds. On remarque 

bien ici que la valeur moyenne de la sensibilite de Ca augmente avec le temps, mais 

qu'en plus elle prend de tres grandes valeurs, ce qui illustre la remarque faite pour 

la relation 2.48. 
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F I G . 5.8 Le coefficient de trainee et sa sensibilite par rapport a UQ 
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5.1.5.2.2 Sensibilites par rapport a E 

A priori une augmentation du parametre de rugosite E (done une diminution 

de la rugosite) ne devrait pas avoir le meme impact sur l'ecoulement qu'une 

augmentation de la vitesse en entree. Est-ce le cas ? 

E ayant la meme influence sur l'ecoulement que le parametre d, seules les sensibilites 

par rapport a E seront presentees. 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 1 1 2 
I 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

FIG. 5.9 De bas en haut : La vorticite de l'ecoulement et sa sensibilite par rapport 
au parametre E 

La figure (5.9) represente les contours de la vorticite et de sa sensibilite par rapport 

a E. En suivant la meme logique que la description de la figure (5.6) : 

- 0 < x/D < 1, on observe dans la zone un retrait vers l'amont du point de 

decollement. En effet sur la paroi superieure du cylindre, la vorticite est negative 

(couleur bleue) mais sa sensibilite est fortement positive (couleur rouge). 

- 1 < x/D < 3, la zone d'eau morte s'agrandit : les tourbillons sont formes plus 

en aval du cylindre. De plus le sillage diminue en largeur; en effet on observe 
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des signes contraires entre vorticite et sensibilite sur les zones peripheriques des 

vortex reperes par des ellipses noires. 

- 4 < x/D, les valeurs de la sensibilite de vorticite qui entourent le coeur des 

tour billons sont de signes opposees : par exemple le tourbillon a x/D = 7 presente 

des valeurs de sensibilite negative (bleu) autour de son coeur de vorticite positive 

(rouge). Done l'intensite des tourbillons decroit. 

Pour recapituler, une diminution de la rugosite du cylindre, provoque un 

decollement premature de la couche limite, une zone de formation de vortex 

plus etendue, un sillage dont la largeur retrecit et des tourbillons amortis. Le 

sillage instationnaire perd de sa vigueur. Ce qui est tout a fait en accord avec la 

theorie, puisque la rugosite retarde le decollement, et avec nos remarques faites sur 

l'ecoulement au 5.1.5.1.1, puisque pour des valeurs plus importantes du parametre 

E (done une rugosite moins importante) le modele de turbulence k — e amortis le 

sillage tourbillonnaire pour le rendre stationnaire. 

Enfin la figure (5.10) presente la sensibilite du coefficient de trainee par 

rapport au parametre E. Une augmentation de E (done une diminution de la 

rugosite) induira une diminution de la trainee, ce qui a du sens par rapport aux 

observations experiment ales. 
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FIG. 5.10 Sensibilite de Cd par rapport au parametre E en fonction du temps 
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5.1.6 Conclusion sur le cas du cylindre en milieu infini 

Au cours de cette section reservee au cas du cylindre en milieu infini, nous avons 

vu que le modele k — e au meme titre que d'autres modeles a viscosite turbulente, 

a tendance a sur-evaluer la production de l'energie cinetique de turbulence, ce qui 

entrave la separation du fluide et cree un sillage stationnaire. Pour remedier a 

cela, il existe plusieurs variantes du modele, notamment Kato-Launder et RNG, 

qui permettent en effet de capturer les phenomenes instationnaires dans le sillage 

du cylindre mais donnent des valeurs du nombre de Strouhal peu realistes et nous 

obligent a etre hors plage de validite d,y+. Nous avons alors propose une modifica­

tion du terme de rugosite, permettant d'augmenter la rugosite de la paroi, de rester 

dans la plage de validite d'y+ tout en assurant au modele k — e standard de capter le 

sillage instationnaire. Nous avons alors calcules les sensibilites de Pecoulement par 

rapport aux parametres Uo, vitesse en entree et E, terme de rugosite. Les resultats 

obtenus quant aux predictions des sensibilites concordent parfaitement avec les ob­

servations experimentales. La figure (5.11) est une visualisation faite en soufflerie 

de l'ecoulement derriere un cylindre a differents nombre de Reynolds. On note bien 

que plus le nombre de Reynolds est eleve plus la zone d'eau morte (reperee par 

une ellipse de couleur blanche) diminue et plus le sillage (largeur evaluee a partir 

des droites paralleles couleurs blanches) s'epaissit. II serait done attrayant mainte-

nant d'appliquer la M.E.S a d'autres cas. C'est ce qui fait l'objet de notre section 

suivante. 
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FIG. 5.11 Sensibilite de C& par rapport au parametre E en fonction du temps 

5.2 Seconde application : cylindre a section carree a proximite d'une 

plaque plane 

Ce qui different les deux nouvelles configurations du cas presente au 4.2.2 c'est la 

distance qui separe le cylindre de la plaque du bas. Ainsi la garde au sol (Gs) passe 

de 0.25 a 0.5, puis 0.75. Nous presenterons brievement la configuration(Gs = 0.75) 

mais concentrerons notre attention sur la seconde (Gs = 0.50) avec laquelle les 

calculs de sensibilites seront effectues. II faut aussi noter que pour la seconde confi­

guration, la geometrie du cylindre a section carree a change (en un vrai carre) de 

fagon a pouvoir confronter quantitativement nos resultats a ceux de l'experience. 

Rappelons d'ailleurs que ce cas a fait l'objet de nombreuses publications dont no-

tamment Bosch et al. '3', Wu et Martinuzzi I59' et Kim et al. t35' pour leurs etudes 

experimentales. Des simulations en regime instationnaire pour des maillages struc­

tures ont ete publies par Bosch et Rodi W, et Straatman et Martinuzzi l52'. Nous 

essaierons dans la mesure du possible de confronter nos resultats a ceux des pu-
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blications. II faut tout de meme garder a l'esprit que pour le cas Gs = 0.75 notre 

cylindre a section carree presente des coins arrondis. Done pour cette configuration, 

nos comparaisons avec {'experimental seront plus qualitatives que quantitatives. 

5.2.1 Cylindre a section carree a Gs = 0.75 

Le domaine de calcul etant identique, ainsi que les conditions aux limites, nous 

ne reviendrons pas sur ce point (cf 4.2.2). Pour cette garde au sol, le sillage est 

entierement instationnaire, dans la mesure ou les tourbillons du bas, ne sont pas 

completement amortis par la plaque. Nous avons testes le modele k — e et la modi­

fication de Kato-Launder afin de reduire la production de turbulence au point de 

stagnation. 

5.2.1.1 Choix du pas de temps 

Ici aussi, une attention particuliere doit etre portee au choix du pas de temps. Le 

nombre de Strouhal observe dans les experiences en soufflerie ^ est de l'ordre de 

0.14 soit bien moins important que pour le cas du cylindre en milieu infini. On 

peut done s'attendre a ce qu'un pas de temps superieur a celui fixe pour le cylindre 

en milieu infini (5.1.2), soit suffisant pour avoir une convergence en temps. Une 

valeur de 0.02 est tres souvent utilisee W. 

La figure (5.12) montre la convergence en temps des valeurs des coefficients de 

forces calcules avec le modele k — e. II semble en effet que At * UQ/D — 0.02 

soit suffisant pour nos calculs. Certes une simulation avec un pas de temps plus 

petit aurait pu confirmer encore plus le fondement de ce choix, mais pour des 

raisons de temps de calcul, une telle verification n'a pas ete entrepris. Cela dit 

At * UQ/D = 0.02 est souvent retenue dans les publications. 
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(a) Convergence du coefficient de trainee Cd (b) Convergence du coefficient de portance Ci 
en fonction du pas de temps en fonction du pas de temps 

FIG. 5.12 Convergence en temps de la solution 

5.2.1.2 Resultats 

La figure (5.13) met en evidence la strategic adaptative qui la encore marche tres 

bien. Les isolignes de la vorticite sont.en effet bien en phase avec le ramnement du 

maillage, aussi bien pour les tourbillons que pour les couches limites. Notons tout 

de meme que le maillage au niveau du cylindre est raffine sur une plus grande zone 

que dans le cas du cylindre en milieu infini. Cela semble logique car le cylindre a 

section carre creera un blocage plus important pour l'ecoulement qu'un cylindre 

circulaire. 

Enfin la figure (5.14) permet de comparer les coefficients de forces obtenus a 

partir du modele k — e standard et de la modification de K-L. On constate que 

la modification de Kato-Launder presente des amplitudes dans ses coefficients 

plus importantes, et un nombre de Strouhal plus grand. Pour ce cas, le modele 

k — e semble mieux predire le nombre de Strouhal (St = 0.153) ainsi que la 
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F I G . 5.13 Maillage de 57260 noeuds obtenu apres 3 cycles adaptatifs 

valeur moyenne du coefficient de trainee (1.61) qui est serait de l'ordre de 1.8 ^ . 

Par contre le coefficient de portance est mieux predit par la modification de 

Kato-Launder. 

Encore une fois, on ne peut faire qu'une comparaison qualitative pour cette configu­

ration avec l'experimental car la geometrie du cylindre differe au niveau des coins, 

qui sont arrondis dans notre cas. Par contre en ce qui concerne la comparaison 

entre le modele k — e et la modification de K-L il faut considerer les points suivants : 

- Pour le modele k — e : il sur-predit la production de k en amont du cylindre, 

ce qui cree un effet de blocage pour l'ecoulement, done les valeurs de Cd sont 

plus importantes comme on l'observe et le nombre de Strouhal plus petit car 

les tourbillons sont convectes moins rapidement et avec moins d'inertie. C'est ce 

qui explique que les amplitudes des coefficients de forces soient plus petites que 

celles predites par K-L. 

- Pour la modification K-L : le cylindre ayant des coins arrondis se comporte a la 

fois comme un carre et a la fois comme un cylindre, done la trainee est moins forte 

par rapport a l'experimental (c'est ce qui est observe), le nombre de Strouhal est 

plus grand (c'est aussi ce qui est observe), et le coefficient de portance plus faible. 

Ces remarques vont dans le sens des essais experimentaux realises par Hu ^ 

On ne peut done pas clairement privilegier plus l'un que l'autre. 

Mais comme nous le verrons pour la prochaine configuration (adaptee aux cas 
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F I G . 5.14 Comparaison des coefficients de forces obtenus par le modele k — e stan­
dard et par la modification de K-L 

experimentaux) la modification de Kato-Launder donne de tres bons resultats. 

5.2.2 Cylindre a section carree a Gs = 0.50 

Cette configuration est particulierement interessante dans la mesure ou le modele 

k — e amorti completement le sillage tourbillonnaire, tandis que la modification de 

Kato-Launder, donne de tres bons resultats. De plus nous appliquerons la M.E.S 

aux deux. Enfin, la methode Younis-Przulj ^ (cf 5.1.4.2) a ete testee pour la partie 

ecoulement. 

5.2.2.1 Domaine et conditions limites 

Comme dit precedemment, pour cette configuration, les coins arrondis du cylindre 

sont supprimes arm d'avoir un cylindre reellement a section carree comme ceux 

utilises pour les essais experimentaux et numeriques M. De plus, la valeur de ho en 
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entree est revue a la hausse afin d'avoir la meme intensite turbulente, soit It = 4%, 

que dans la publication de Bosch W. Enfin toujours pour satisfaire rM = 10 (cf 

Equation (2.27)), la valeur d'e0 est elle aussi revue a la hausse. A part cela rien ne 

change par rapport aux configurations precedentes. 

5.2.2.2 Resultats pour l'ecoulement 

La figure (5.15) montre la convergence en maillage pour la modification de 

Kato-Launder. Les resultats obtenus pour le troisieme maillage sont deja tres 

bons : 

- le Strouhal est de l'ordre de 0.15 a comparer a 0.14 pour l'experimental I59' et 

0.15 — 0.16 pour les resultats numeriques I35^ 

- les valeurs du coefficients de portance sont comprises entre —1.4 et 1.5, a com­

parer avec les valeurs experiment ales —1.8 < Ci < 1.7 '52; 4^ 

- la valeur moyenne du coefficient de trainee est de 1.52 a comparer avec 1.65 f59' 

II semble tout de meme que deux cycles d'adaptation supplement aires auraient 

donnes des resultats encore plus en adequation avec ceux obtenus par Bosch W et 

Straatman '521. 

Cela dit, on se rend tres vite compte que la modification de K-L predit bien 

l'ecoulement surtout en comparaison avec le modele k — e et la modification 

Y-P. La figure (5.16) illustre justement cette comparaison. Le modele k — e et la 

modification Y-P amortissent completement le sillage tourbillonnaire ce qui est en 

accord avec Bosch M et Straatman t52l 
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(a) Convergence en maillage du coefficient de trainee Cd 

(b) Convergence en maillage du coefficient de portance C; 

F I G . 5.15 Convergence en maillage des coefficients de forces obtenus par la modi­
fication de K-L 
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(a) Comparaison du coefficient de trainee Cd (b) Comparaison du coefficient de portance Q 

F I G . 5.16 Comparaison des coefficients de forces obtenus par le modele k — e ainsi 
que par les 2 modifications K-L et Y-P 
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La surproduction de k pour le modele k—e en amont du cylindre fait effet de bouclier 

pour l'ecoulement. La figure (5.17) permet justement d'observer cette surproduc­

tion. Elle compare pour une meme plage de viscosite turbulente fit les solutions du 

modele k — e et celles de la modification de K-L. 
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FIG. 5.17 Contours de viscosite turbulente pour le modele k — e et sa modification 
K-L 

Dans la sous-section suivante nous appliquerons la M.E.S au modele k — e et a la 

modification de K-L. 
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5.2.2.3 Resultats pour les sensibilites 

Nous presenterons ici les resultats du calcul des sensibilites pour les parametres, 

Uo, Ko, d et C^. Nous avons decide appliquer la M.E.S sur la modification de K-L 

et sur le modele k — e dans sa periode de transition avant que la surproduction de 

k n'amortisse completement le sillage instationnaire. 

5.2.2.3.1 Sensibilites par rapport a U0 

La figure (5.18) presente de bas en haut : la vorticite de l'ecoulement, les solutions 

voisines calculees pour AUo = 10%, 20%, et la sensibilite de la vorticite. Les 

resultats vont dans le sens de ceux observes 5.1.5.2 : une augmentation de la vitesse 

en entree a pour influence de dynamiser les tourbillons et de les deplacer vers l'aval. 

On remarque d'ailleurs tres bien que plus AUo est grand, plus la solution voisine 

est en avance de phase : en effet, en comparaison avec la vorticite de l'ecoulement 

(AUo = 0%), on remarque que la solution voisine avec AU0 = 10%, presente un 

tourbillon pres de la plaque du bas (localise par un cercle noir) clairement plus 

detache et un tourbillon en formation plus avancee (localise par un cercle rose). 

Le phenomene est accentue pour une solution voisine calculee avec AUo = 20%. 

La figure (5.19) confirme ces observations sur la modification de Kato-Launder, 

mais apporte en plus l'information suivante : la zone de formation des tourbillons 

est tres legerement deplacee vers l'aval. 

Enfin la figure (5.20) apporte des details supplement aires sur les coefficients 

de forces et leur sensibilites. Ainsi on voit que les amplitudes de ces coefficients 
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sont augmentees ainsi que leur moyenne. Par consequent, une augmentation de la 

vitesse en entree entraine bien une augmentation du coefficient de portance moyen 

et de ses amplitudes. On peut constater la meme chose pour le coefficient Cd, ce 

qui semble etre en adequation avec l'experimental. 

F IG. 5.18 De bas en haut : vorticite de l'ecoulement, solutions voisines pour AUQ = 
10% et AUQ = 20%, sensibilite de la vorticite pour le modele k — e 
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FIG. 5.19 De bas en haut : vorticite de l'ecoulement et sensibilite de la vorticite 
par rapport a UQ pour la modification K-L 

5.2.2.3.2 Sensibilites par rapport a ko 

Quel sera l'impact d'une augmentation de l'energie cinetique de turbulence en 

entree sur le reste de l'ecoulement? A priori comme le modele k — e produit "na-

turellement" trop de turbulence a l'amont du cylindre, on est en droit d'imaginer 

que ga ne ferait que deteriorer la solution : le sillage tourbillonnaire disparaitrait 

plus vite encore. 

La figure (5.21) presente de bas en haut : la vorticite de l'ecoulement et les solu­

tions voisines calculees pour Ak0 = 10%, 20%. La plage de valeurs des contours a 

ete choisie de telle sorte qu'on puisse observer le tourbillon completement a droite 

de la figure dont le cceur est localise par la ligne noire verticale. Les resultats vont 

dans le sens de notre intuition : les tourbillons perdent de leur inertie et plus ko 

est eleve plus le tourbillon se trouve a l'amont de la ligne noire, ce qui traduit une 

augmentation du nombre de Strouhal. Ces predictions vont aussi dans le sens des 

observations faites par Wolochuk et al. t58' en 1996. 

De plus comme le montre la figure (5.22), les valeurs des sensibilites dans la zone 

superieure du sillage (reperees par une ellipse noire) sont de signe opposes a celles 

• ' • ' - r \ -

/ . / 
ft ) . 

li \ 
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F I G . 5.20 Coefficients de forces et leurs sensibilites par rapport a UQ 

observees pour l'ecoulement. La largeur du sillage tourbillonnaire retrecit, ce qui 

s'explique par l'augmentation de l'energie cinetique turbulente (en amont et au 

coin superieur gauche du cylindre) qui vient perturber le sillage. 

5.2.2.3.3 Sensibilites par rapport a d 

II s'agit done de connaitre l'influence sur l'ecoulement de la distance a la paroi 

de la plaque du bas. La figure (5.23) compare pour la modification de K-L la 

vorticite a sa sensibilite par rapport a d. Comme nous le voyons, augmenter d 

sur la paroi du bas, epaissit la couche limite de cette derniere. Celle-ci va venir 

gener l'ecoulement notamment dans le passage entre le cylindre et la plaque ce 
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F I G . 5.21 De bas en haut : vorticite de l'ecoulement, solutions voisines pour Ako = 
10% et Ak0 = 20%, pour le modele k - e 

qui amortit le sillage du bas qui viendra a son tour amortir le sillage superieur. 

On voit tres bien sur la figure que le tourbillon repere par une ellipse noire est 

completement amorti au niveau de la plaque et que le tourbillon repere par un 

carre noir a largement perdu de son intensite et de son inertie car il est deplace 

vers l'amont. Ces predictions sont a correler aux observations de Ianigushi et 

Miyakoshi ^ et Grass et al. t20' qui ont observe que l'epaisseur de couche limite 

de la plaque du bas influengait la garde au sol minimale a partir de laquelle un 

sillage tourbillonnaire apparaissait. Plus precisement, ils ont constate que plus 

l'epaisseur de la couche limite de la plaque du bas est importante, plus il faut une 

garde au sol importante afin d'observer un sillage instationnaire. 
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F I G . 5.22 Sensibilite de la vorticite pour le modele k — e par rapport au parametre 
k0 

La figure (5.24) realisee a partir des resultats du modele standard k — e, 

confirme nos observations. 

5.2.3 Conclusion sur le cas du cylindre a section carree a proximite 

d'une plaque plane 

Le cas du cylindre a section carree a proximite d'une plaque plane est un cas tres 

riche dans le sens, ou il presente des regimes d'ecoulement differents en fonction 

de la garde au sol du cylindre. Nous avons vu notamment que pour Gs = 0.25 

l'ecoulement est stationnaire. Pour Gs = 0.50, le modele standard k — e et sa 

modification selon Younis I61' detruisent peu a peu le sillage tourbillonnaire pour 

laisser place a un sillage stationnaire. Au contraire, la modification K-L predit avec 

succes l'ecoulement. Enfin pour une garde au sol de Gs = 0.75, nous sommes en 

regime instationnaire aussi, mais cette fois le modele standard k — e ne detruit 

pas le sillage tourbillonnaire. Pour conclure cette section, nous pouvons souligner 

encore une fois refficacite de l'analyse des sensibilites qui nous a permis de predire 

revolution de l'ecoulement en fonction d'une variation d'un parametre de controle. 
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F I G . 5.23 De bas en haut : vorticite de l'ecoulement et sa sensibilite par rapport a 
d pour la modification K-L 

5.3 Conclusion du chapitre 

En conclusion du chapitre, nous pouvons rappeler que le modele k — e pose un reel 

probleme de surproduction de la turbulence au niveau des points de stagnation. ^ . 

II existe certes des variantes pour contourner ce probleme, mais jusqu'a quel point 

ces variantes peuvent elles etre dignes de confiance. Nous avons vu notamment que 

la modification proposee par Younis ^ marchait bien avec le cylindre en milieu 

infini, mais n'apportait rien par rapport au modele k — e pour le cas du cylindre 

a section carree. Enfin, nous terminerons le chapitre sur la modification de Kato-

Launder. Elle a certes apporte des ameliorations pour la plupart des cas traites, 

mais a toute meme, sur le cas du cylindre a section carres situe k Gs = 0.25 de la 

plaque, predit sur plusieurs cycles adaptatifs, un sillage instationnaire. Nous nous 

sommes rendus compte que cela venait de la distance a la paroi sur 1'arete amont 
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FIG. 5.24 De bas en haut : vorticite de l'ecoulement, solutions voisines pour Ad = 
10%, Ad = 20% et Ad = 100% pour le modele k - e 

du cylindre, qui etait trop faible pour assurer des valeurs de y+ comprises dans la 

plage de validite. Plus precisement, les valeurs de k dans la zone de stagnation et 

au niveau des 2 coins amont etaient largement sous-predites, ainsi la couche limite 

sur l'arete inferieure s'est developpee sans que les effets de la presence de la plaque 

ne soient pris en comptes, ce qui a alimente les lachers de tourbillons au lieu de les 

amortir comme decrit au chapitre precedent. Mais la question merite quand meme 

d'etre posee, est ce que dans certains cas la modification K-L ne reduirait-elle pas 

trop le terme de production de k ? Toutes ces questions pour conclure sur le fait 

qu'il faille rester prudent avec l'utilisation des variantes. 
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CONCLUSION 

Ce projet avait pour objectif de mettre a jour un code d'elements finis afin qu'il 

puisse resoudre les equations des sensibilites avec parametres de valeur, en regime 

turbulent transitoire. 

Nous avons, en premier lieu, introduit le lecteur a la modelisation mathematique 

de phenomenes propres a la mecanique des fluides. Ainsi les equations moyennees 

de Navier-Stokes ont ete developpees et mises en relation avec les equations du 

modele de turbulence k — e. Nous avons alors vu qu'il etait possible d'ame/iorer 

la resolution de ces dernieres en introduisant des variables logarithmiques. 

Enfin, avant de conclure le second chapitre sur l'application de la Methode des 

Sensibilites (M.E.S) aux equations pre-citees, nous avons rappele qu'il etait 

necessaire d'implementer une loi de paroi pour le traitement des frontieres solides 

si Ton utilise le modele k — e pour resoudre la turbulence. 

Ensuite, nous avons presente la Methode des Elements finis comme outil de 

resolution des systemes d'equations etablis au chapitre precedent. Nous avons 

alors aborde la strategie de maillages adaptatifs et son evolution pour les 

problemes instationnaires. Le point fort de cette strategie est d'adapter le maillage 

au mouvement transitoire du fluide, afin d'ameliorer la qualite de la solution et 

de reduire considerablement le temps de calcul. De surcroit, cette strategie est 

appliquee pour les variables de l'ecoulement ainsi que leurs sensibilites. 

Les etapes de verifications de code et de simulations ont fait l'objet de notre 

quatrieme chapitre. Nous avons en effet, a l'aide d'une solution analytique pro­

posed pour la decroissance de la turbulence de grille, verifie l'implantation de nos 

equations dans le code d'elements finis utilise. Nous avons pu constater que nos 

solutions ainsi que leur taux de convergence etaient en adequation avec la theorie. 

Pour clore ce chapitre, le code a ete valide sur deux applications presentant une 
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periode de transition, arm de s'assurer de la reproductibilite de nos resultats du 

regime stationnaire au regime instationnaire. La strategie de maillages adaptatifs 

et la M.E.S ont ete appliquees avec succes au cas de la marche de Kim. Ce 

chapitre nous a enfln donne l'occasion de confronter nos resultats sur le calcul des 

coefficients de forces appliques a un cylindre a section carree a proximite du sol, 

aux resultats precedemment obtenus en regime stationnaire. 

Enfin, notre projet touchant a sa fin, nous avons exclusivement traite des cas pu-

rement instationnaires, comme celui du cylindre en milieu infini et deux nouvelles 

configurations du cas du cylindre a section carree proche du sol. Nous avons pu 

encore une fois constater la grande efncacite de la strategie de maillages adaptatifs 

pour ces applications : le maillage suit parfaitement revolution de l'allee de Von 

Karman. Enfin, la M.E.S, une fois encore, s'est revelee etre un outil essentiel a la 

prediction d'ecoulements transitoires influences par des variations de parametres, 

comme la vitesse en entree du domaine de calcul, la rugosite et la distance a la 

paroi; la M.E.S a predetermine avec succes Vevolution de l'ecoulement sujet aux 

variations des parametres pre-cites en exemple. 

En conclusion de ce projet, nous pourrions eclairer quelques uns des nom-

breux horizons qui s'offrent desormais a lui. Nous avons vu qu'il existait un certain 

nombre de modifications pouvant etre apportees au modele standard k — e pour 

le traitement de zone de recirculation ou de point de stagnation. Mais peut-etre 

plus essentiel encore que ces modifications, des ameliorations de la loi de paroi 

seraient a envisager serieusement t46;38l. Aussi l'utilisation d'une formulation tout 

couplee entre les equations de Navier-Stokes et celles du modele k — t s'est averee 

performante pour les cas stationnaires I18' et pourrait done etre developpee aux 

cas instationnaires a court terme. La formulation lagrangienne ayant fait ses 

preuves pour le traitement des parametres de forme t7!, elle pourrait en outre etre 

appliquee aux cas transitoires turbulents. Le nombre de nouvelles applications 
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alors envisageables serait probablement decuple. 

A plus long terme, il serait concevable de doter notre code de methodes de 

disretisation temporelle plus precises I39' afin d'ameliorer encore la qualite de la 

solution et de reduire ses couts de calcul. 

Enfin, c'est sur ce point que nous laisserons ouvertes toutes ces voies 

d'ameliorations : que penser d'un maillage qui ne s'adapterait plus uniquement a 

posteriori sur la solution, done avec un temps de retard, mais qui pre-determiner ait 

les zones d'evolution de la solution et s'adapterait en consequent W, avec done un 

temps d'avance ? 
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A N N E X E I 

FORMULATION VARIATIONNELLE DES EQUATIONS DE 

SENSIBILITES DE K E T 8 

1.1 Forme faible de l'equation de transport en S/c : 
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sont les conditions de Neumann pour S/c qui s'applique sur la frontiere T du domaine 

n. 
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1.2 Forme faible de l'equation de transport en S£ : 
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sont les conditions de Neumann pour S£ qui s'applique sur la frontiere T du domaine 



ANNEXE II 

CALCULS DES SENSIBILITES BE K ET e PAR RAPPORT AUX 

PARAMETRES K0, e0 ET C2 

II. 1 Equations des sensibilites pour k 

Rappel : 

k = e0 
e 0 \ °2 - i 

c2 

(C2-l)x + 
ko C 2 - l 

(III) 

II. 1.1 Equations des sensibilites pour k par rapport a k0 
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£a C2 / e 0 \ C2 fr+! 
( C 2 - l ) x + 

c 2 - i 



II. 1.2 Equations des sensibilites pour k par rapport a e0 
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Skeo= ( l -^ l ) f e )"^[ (^- l ) - + S] fcftl C 2 - X 

_ _ ^ 2 _ _ 

t i ( s )" C a _ 1 " 1 [ (^- 1 ) a ; + fco c 2 - i (II.3) 

II. 1.3 Equations des sensibilites pour k par rapport a C2 

Changement de variables : 

Skc2 = SJCc2k (II.4) 

avec 

K = In (fc) (II.5) 

fC = In (e0) — — r In 
C2 - 1 \k0J C2 - 1 

In (C2 -l)x + 
ko 

(II.6) 



SK,c2
 = l n f ^ U — ^ — . I n 

(c2-iy \koj ( c 2 - i ) 
(C2-l)x + 

ko 

x 
C2-l(C2-l)x+kfo 

{c2 - iy 
In eo (C2-l)x+l x 

C2-l(C2-l)x + fco (II 

SkC2 = 
(c* - iy 

•In £ ( C 2 - l ) x + l 
k0 

x 

C2-l(C2-l)x + fco 
eo . 

X 

g 2 

c 2 - i 
X (C2-l)x + ^ 

^0 

C 2 - l 

(II 

II.2 Equations des sensibilites pour e 

Rappel : 

e = e0 

c2 

£)0 
(C2-l)x + 

g 2 
c 2 - i 

(II 
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II.2.1 Equations des sensibilites pour e par rapport a ko 

Stko = 
C2 (eoV ('eoY^-1 

C2-l \koJ \ko 
(C2-l)x + 

ko 

eo 

C 2 - I 

c2 

ko) C2-l 
( C 2 - l ) * + -

eo 

c2 
c 2 - i 

C 2 / e 0 \ °2 

C 2 - I Uo 

^2_ + l - - Si 

( C 2 - l ) x + * ° 
eo 

C 2 - 1 

_C2_ 

ep\ c2- ] C2 

*J C2-l ( C 2 - l ) x + 
" C 2 - 1 - 1 

(11.10) 

II.2.2 Equations des sensibilites pour e par rapport a e0 

oeeo — 1 -
Co eo 

C2-IJ \ko 

c2 
C 2 - 1 

( C 2 - l ) x + 
ko 

eo 

g 2 
c 2 - i 

C 2 - l U o 

c2 
C2 U0\ c2-i 

- 1 

{C2-l)x + 
ko 

eo 

g 2 
c 2 - i 

(11.11) 
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II.2.3 Equations des sensibilites pour e par rapport a C2 

Changement de variables : 

Sec2 = S8c2e (11.12) 

avec 

£ = lne (11.13) 

^--w-^te)-^ (C2- l)x+*° 

= In(e 0 ) 
Co 

C o - 1 
In ep_ 

&o 
( C 2 - l ) x + l (11.14) 

SSc2 = 
(c2 - IY 

In 
A;0 

( C 2 - l ) x + l 
C2 x 

C2-l(C2-l)x + fco 
(11.15) 

Stc2 — 
1 

(c2 - iy 
In ^ ( C 2 - l ) x + l 

Co X 

C2-l(C2-l)x+% 

X eo 

c2 
e o \ c 2 - x 

fc0 
( C 2 - l ) x + 

ko 

eo 

c 2 - i 
(11.16) 
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ANNEXE III 

MARCHE DE KIM : SENSIBILITES DE LA VORTICITE 

III. 1 Sensibilites par rapport a C\ et ak au section x/L = —0.5 et x/L = 18 

2.8 

22 

2 

1.8 

1.6 

1.4 

1.2 

vort(SucrSvcl) 

vort(U.V) 

-

• 

• 

• 

• 

. 
. ^-^rrr^~-r-^ " " 

3 r 

2 .8-

2.6-

2 .4-

2.2 -

, 2 -

- 2 - 1 0 1 2 3 
scale vort(Suct,SvC]) and vort(U.V) 

(a) n(SuCl,SvCl) at x/L = -0 .5 

1.2 -

1 t 

\ ^ 

•r.S^ 

s 

\ 
I 
1 
1 
1 

\ 

(.---

js 

. 
vott(Suc1,Svc,) 

vort(U.V) 

-
— — — — — 

-

-

^ 1-5 

-1 -0.5 0 0.5 
scale vort(Suc1,Svc l) and vort(U,V) 

1 1.5 

- 2 - 1 0 1 2 3 
scale voct(Sus|GK.Svs|GK) and vort(U,V) 

(b) Cl(Suak, Svak) at x/L = —0.5 

- "0rt(SuSIGK'SvSIGK»l 

- wort(U.V) 

-' 

-

^ " 

^ 

vort(Sus|GK.Svs|GK) 

vort(U.V) 

-

-

(c) Q.{SuCl,SvCl) at x/L = 18 

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 
scale »ort(Sus,GK,Svs|GK) and vort(U.V) 

(d) n(Suak, Sv^) at x/L = 18 

F I G . III. 1 Marche de Kim : Profils des sensibilites de la vorticite Q(Su, Sv) pour 
les parametres C\ et a^ aux sections x/L = —0.5 et x/L = 18 
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III.2 Sensibilites par rapport a C2, C^ et ae au section x/L = —0.5 et x/L = 18 

1 • « • — _ " * " ' ' 

J 

; 

1 - - ~ 
„ - _ -

vort(SUcMU,SvCMU) 

vort(U.V) 

-

• 

- 2 - 1 0 1 2 3 
scale vort(SuCMU,SvCMU) and vort(U,V) 

(a) n{Suc^Svc„) at x/L = -0 .5 

3 r 

2 . 8 -

2.6 -

2.4 -

2 . 2 -

£ 2-

1.S 

i.e 

1.4 -

1.2 -

-

vort(SuCMU,SvCMU> 

vort(U.V) 

1 

< 

f~ 

1 

\ 
1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

\ 
; 

vort(Sus|GE,Svs|GE) 

vort(U.V) 

-

-

(b) n(Suae,Svae) at x/L = -0 .5 

-

vort(Sus|GE,Svs|GE) 

vort(U.V) 

-
_ _ 

--^y 

-\ 

' 
I 

1 

1 
1 
1 
1 
1 
\ 

. 

• 

• 

scale vort(Su.K.M.Sv.M.,) and vort(U.V) 

(c) fi(Suc„, SvcJ at x/L = 18 

-1.5 - 1 -0.5 0 0.5 
scale vort(Sus|GE,Svs|GE) and vort(U.V) 

(d) n(Suac,SvaJ at x/L = 18 

FIG. III.2 Marche de Kim : Profils des sensibilites de la vorticite Q(Su, Sv) pour 
les parametres CM et ae aux sections x/L = —0.5 et x/L = 18 
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* * " 
vort(Suc2.Svc2) 

vort(U.V) 

-

- 2 - 1 0 1 2 3 
scale vort(Suc2,Svc2) and vort(U,V) 

(a) il(Suc2, Svc2) at x/L = —0.5 

i i .s 

I 
1 

\ 

•z^-"-

1 

i 

1 

/ 
/ 

• 

vort(Suc2,S»c2) 

vort(U.V) 

-

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 
scale vort(SuC2,SvC2) and vort(U,V) 

(b) Q(Suc2,SvC2) at x/L = 18 

FIG. III.3 Marche de Kim : Profils des sensibilites de la vorticite Q(Su, Sv) pour 
le parametre Ci aux sections x/L = —0.5 et x/L = 18 


