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RESUME

Ce projet, suggéré par 'IMI du CNRC, porte sur la simulation d’instabilités
thermo-hydrodynamiques causant des défauts de fabrication lors du moulage par
injection de poudres métalliques. A I'heure actuelle 30% des piéces fabriquées
sont défectueuses. On retrouve des inhomogénéités ou des vides affaiblissant les
pieces lorsque les conditions d’opération sont mal controlées ou peu connues. Une
compréhension du phénomene permettra aux manufacturiers de réduire ou méme
d’éliminer les défauts et donc d’améliorer leur compétitivité. L’élimination de ces
effets passe par une étude et une analyse fondamentale rigoureuse basée sur la
CFD (« Computational Fluid Dynamics ») et 1'analyse de sensibilité. On utilise
une géométrie en forme de T typique des injecteurs que l'on retrouve dans les
systemes de moulage de disques en poudres métalliques. La poudre métallique est

injectée par la base du T et ressort par les extrémités de la barre du T.

On modélise ce probleme a laide de I’équation du mouvement (Navier-Stokes),
couplée a celle du transfert de chaleur et & un modele de viscosité Newtonien
généralisé. On résout nos équations par une méthode d’éléments finis, ce qui
fournit la vitesse (u et v), la pression et la température en fonction de I'espace et
du temps. Le calcul des sensibilités permettra d’établir une relation de cause a effet
entre les plages de valeurs des parameétres qui causent les instabilités. La stabilité
ou linstabilité dépendent de la valeur de deux parametres adimensionnels, le
nombre de Graetz (ratio entre ’échelle temps de conduction thermique et le temps
de remplissage) et B, un ratio adimensionnel mesurant I'importance des effets de
température sur la viscosité. Pour une famille de valeur des nombres de Graetz et
B, I'écoulement devient instable, puis asymétrique. Or, dans certains cas, cette
asymétrie s’amplifie au point ou le fluide est forcé de quitter le canal d’injection

par une seule sortie. Ceci conduit finalement & un arrét complet de 1’écoulement
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dans une branche du T, comme si elle était obstruée. Les instabilités sont dues a la
variation de la viscosité, elle-méme induite par des gradients thermiques que 'on
retrouve a l'entrée de 'injecteur. On observe une croissance exponentielle de la
différence de température entre les deux sorties (des points symétriques aux sorties
de linjecteur). L’analyse de sensibilité permettra d’établir de maniere rigoureuse
lequel des deux parametres déclenche l'instabilité. De plus, cette analyse nous
indiquera dans quelles régions et a quels moments les parametres sont critiques a

la stabilité.

Apres s’étre assuré que l'implantation dans le code de calcul a été vérifiée par la
méthode des solutions manufacturées, on construit al’aide des solutions numériques
obtenues, la carte de stabilité de I’écoulement en terme des nombres adimensionnels
Gz et B. Cette carte permet de définir la frontiére séparant la région ot ’écoulement
est stable de celle ou ’écoulement est instable. Finalement, dans le cadre du calcul
des solutions voisines, ’analyse des sensibilités montre qu’il est possible d’anticiper
et de prédire le comportement du fluide lorsque 'on perturbe les parametres de
I'écoulement (i.e. Gz et B). Ces résultats incitent & croire que 1’on peut controler et
meéme éliminer les défauts de fabrication liés aux procédés de moulage par injection

de poudres métalliques.
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ABSTRACT

This project, suggested by the IMI of NRC focuses on the simulation of thermo-
hydrodynamic instabilities causing manufacturing defects during metal powders
injection molding processes. At present time, 30% of the manufactured parts are
defective. We can found inhomogeneities, empty spaces or debilitating parts when
operating conditions are poorly controlled or poorly known. An understanding of
the phenomenon will enable manufacturers to reduce or even eliminate defects
and improve their competitiveness. The elimination of these effects involves a
study and a rigorous fundamental analysis based on CFD (« Computational
Fluid Dynamics ») and sensitivity analysis. We use a T-shape geometry, typical
of injectors that are found in systems of metallic powders casting. The metal-

lic powders is injected at the basis of the T, and then leave by the two ends of the T.

We modeled this problem by using the equations of motion (Navier-Stokes) coupled
with the heat transfer equation and a generalized Newtonian viscosity model.
Our equations are then solved by the finite elements method which provides the
velocity (u and v), pressure and temperature as functions of space and time. The
calculation of sensitivities will establish a causal relationship between the different
ranges of parameter values that cause instability. The stability or instability
depends on the value of two rheological parameters, the Graetz number (ratio of
thermal conduction time to fill time) and B, a dimensionless ratio measuring the
importance of the effects of temperature on the viscosity. For some values of Graetz
and B numbers, the flow becomes unstable and asymmetrical. However, in some
cases, this asymmetry is growing to the point where the fluid is forced to leave the
injection channel by a single exit. This eventually lead to a complete cessation of
the flow in one branch of the T, as if it was obstructed. The instabilities are due to

changes in viscosity, itself driven by temperature gradients which can be found at
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the entrance to the injector. We can see an exponential growth in the temperature
difference between the two exits (symmetrical point at the injectors exits). The
sensitivity analysis will establish rigorously which of the two parameters trigger
instability. Moreover, this analysis will indicate in what regions and at what times

the parameters are critical to stability.

After assuring ourself that the implementation in the computer code has been veri-
fied by the method of manufactured solutions, we built with the help of numerical
solutions the stability chart of the flow in terms of the dimensionless number Gz
and B. The chart allows to define the border separating the region where the flow
is stable from the one where the flow is unstable. Finally, in connection with the
calculation of neighbouring solutions, sensitivity analysis shows that it is possible
to anticipate and predict the behaviour of fluid when parameters of the flow (i.e.
Gz et B) are disrupts. These results suggest that it is possible to control and even
eliminate manufacturing defects in processes related to metal powders injection

molding.
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INTRODUCTION

Pendant des siecles, les liquides et les gaz qui nous entourent ont été le sujet d’ob-
servations méticuleuses. L’objectif était de saisir et de définir les lois physiques
permettant de compendre leurs comportements. Mais ce n’est qu’au cours des trois
derniers siecles et grace a de grandes percées en physique et en mathématique
que I'on a été en mesure de formuler correctement un ensemble de lois pouvant
décrire adéquatement le comportement des fluides. Supportée par le développement
technologique, la mécanique des fluides a pris de plus en plus d’importance. Au-
jourd’hui, elle trouve des applications presque partout. La complexité grandissante
des écoulements que 'on désire résoudre fait en sorte que les méthodes analy-
tiques s’averent rapidement inefficaces. En effet, les équations différentielles qui
modélisent la plupart des écoulements ne possedent aucune solution analytique, &
Pexception de quelques écoulements simples, qualifiés de problémes académiques.
Avec ’émergence des méthodes numériques, une nouvelle voie s’est ouverte permet-
tant d’aborder des problemes plus complexes. Enfin, la possibilité de s’attaquer a
des problemes difficiles s’est largement amplifiée avec ’arrivée et la croissance ra-
pide de la puissance de calcul des ordinateurs. La mécanique des fluides assistée
par ordinateur ou CFD, acronyme anglais pour Computational Fluid Dynamics,
permet une analyse fondamentale et rigoureuse des écoulements complexes comme

celul traité dans ce mémoire.

La mécaniques des fluides assistée par ordinateur portait a ses débuts surtout sur
I’analyse. Les progres et une évolution constante des performances ont permis a la
recherche de s’orienter vers des problémes ou 'optimisation prend une place gran-
dissante. En particulier dans ce projet, I'optimisation des parametres d’opération
et de design par la méthode des sensibilités sera privilégiée. Les sensibilités qui

désignent le taux de variation d’une solution par rapport a un parametre arbi-



traire sont une source d’informations importantes pour l'analyse, le calcul rapide

de solutions voisines, 'analyse de sensibilité, etc.

Dans ce projet, on propose d’utiliser la Méthode de Z’Equatz'on des Sensibilités
(MES) pour analyser la réponse d’un écoulement Newtonien généralisé lorsque 1'on
perturbe les parametres adimensionnels du systeme. Cette réponse est interprétée
dans un cadre prédictif. En effet, on montre que les sensibilités sont capables de
prédire le comportement d'un écoulement lorsque I'on perturbe les parameétres adi-

mensionnels du probleme.

Ce mémoire comporte 6 chapitres. Au chapitre 1, une breve revue bibliographique
permet de placer le présent travail dans son contexte. Une courte introduction
introduit le type d’écoulement étudié dans ce mémoire. On discute par la suite de
la problématique associée a ce type d’écoulement en milieu industriel, et une breve
revue de la méthode des sensibilités permet d’entrevoir les possibilités que cette
méthode peut apporter a 'analyse du probléme. Finalement, on fixe les objectifs
et les buts de cette étude. Le chapitre 2 présente dans les détails la méthode des
équations de sensibilités. La formulation mathématique de la méthode est présentée,
suivie de son application aux équations de Navier-Stokes. En terminant, ce chapitre
présente les diverses applications de la méthode des équations de sensibilités. Le
chapitre 3 discute de la modélisation mathématique du probleme, en commencant
par définir a quel type de fluide appartient 1’écoulement étudié dans ce travail.
On introduit ensuite les équations de Navier-Stokes et la géométrie du domaine de
calcul. Une discussion sur le role des parametres adimensionnels dérivée de la forme
adimensionnelle des équations de Navier-Stokes suivra. En terminant, on expose
les équations de sensibilités découlant des équations de Navier-Stokes. Au chapitre
4, on présente la méthode de résolution par éléments finis. Le chapitre 5 confronte
le code de simulation numérique & un processus de vérification. On présente la

méthode des solutions manufacturées comme méthode de vérification du code. Le



code vérifié, le chapitre 6 s’attarde aux applications et aux résultats obtenus a
Paide des équations de sensibilités. Pour terminer, on expose les conclusions et les

travaux futurs qui découlent de ce travail.



CHAPITRE 1

REVUE BIBLIOGRAPHIQUE

Ce chapitre présente un revue bibliographique permettant de situer le présent tra-
vail dans le cadre actuel des recherches et dans son contexte industriel. On débute
par un bref résumé du sujet traité dans ce mémoire. On présente par la suite
quelques applications industrielles découlant de ce sujet de recherche. Suivant cet
exposé, on illustre et on discute des difficultés opérationnelles rencontrées dans le
cadre de ces applications industrielles. On introduit ensuite la méthode des sensibi-
lités qui sera utilisée comme outil d’analyse permettant de prévenir ces difficultés.
Par la suite, on fournira un résumé des travaux de recherche antérieurs. Enfin, on

termine ce chapitre en donnant le but de ce travail et les objectifs pour I'atteindre.

1.1 Introduction

Le sujet de ce mémoire se concentre sur 1’étude et I’analyse des solutions obte-
nues par la résolution numérique des équations du mouvement (Navier-Stokes),
couplées a celle du transfert de chaleur et & un modele de viscosité Newtonien
généralisé. L’expression mathématique de la viscosité est une fonction particuliere
qui dépend a la fois de la température et du cisaillement. La viscosité est direc-
tement proportionnelle a la température et inversement proportionnelle & |%|, ol
4 désigne le tenseur des taux de déformation. Les solutions sont calculées sur
une géométrie en forme de T typique des injecteurs que 'on retrouve dans les
systemes de moulage de disques a base de poudre métallique. Ce type de fluide a

la particularité d’engendrer, sous certaines conditions, des instabilités qui peuvent



grandement perturber ’écoulement normal du fluide. En effet, la stabilité ou I'insta-
bilité dépend de la valeur de deux parametres adimensionnels, le nombre de Graetz
(Gz) et le nombre B. Pour une famille de valeurs des nombres de Graetz et B,
Pécoulement devient instable, puis asymétrique. Cette situation peut dégénérer au
point ou I’écoulement cesse completement dans 1'une des branches du T'. L’origine
de ces instabilités sont attribuables aux variations de la viscosité, elle-méme induite
- par des déséquilibres thermiques et des variations du cisaillement présents dans
I’écoulement. Par exemple, si la température augmente, alors la viscosité diminue,
entrainant une augmentation de la vitesse. Cette augmentation de vitesse amplifie
le cisaillement et accroit la température, provoquant a nouveau une diminution de
la viscosité et ainsi de suite. La caractérisation de I’asymétrie en température per-
mettra d’élaborer une carte de stabilité de ’écoulement. Il faut se souvenir qu'un
fluide qui s’écoule tout en se refroidissant, a le potentiel d’engendrer des instabilités

provoquées par la présence de déséquilibres thermiques.

1.2 Contexte industriel

De nombreux procédés industriels font intervenir des fluides non-Newtonien. On
inclut dans cette catégorie, de nombreux matériaux ayant des structures internes
complexes : les verres inorganiques, les cristaux liquides, les solvants, les liquides
diphasés, les fluides polymériques et les poudres métalliques. Ces quelques exemples
illustrent la grande variété de matériaux associée a ce type de fluide et qui ont des
applications industrielles. Tous ces matériaux ont la particularité de contenir des
sous-structures qui interagissent entre elles et qui font en sorte que le comportement
de ces matériaux dévie de celui décrit par une loi de comportement Newtonienne.
Dans cette étude, on s’intéressera a un type particulier de procédé industriel faisant

intervenir des fluides non-Newtonien : le moulage par injection. Le moulage par in-



jection est un procédé de fabrication que l'on retrouve dans une gamme étendue
d’industries (métallurgique, biomédicale, automobile, des plastiques, pharmaceu-
tique, électronique, etc). Dans cette panoplie d’applications, on portera notre at-
tention sur la fabrication de disques métalliques par injection de poudre métallique.
Les disques métalliques obtenus par ce type de procédé entrent, par exemple, dans la
composition des disques-compacts et vidéo-disques. En général, les manufacturiers
rencontrent de nombreux problemes liés a 1'utilisation du moulage par injection.
Dans cette perspective, la prochaine section illustre les difficultés rencontrées par

les industriels.

1.2.1 Problématique

A Dheure actuelle 30% des pieces fabriquées sont défectueuses. On retrouve des in-
homogénéités ou des vides affaiblissant les pieces lorsque les conditions d’opération
sont mal controlées ou peu connues. De plus, la probabilité d’étre confronté a
des défauts de fabrication dans ce type de procédé augmente lorsque des poudres
métalliques sont utilisées. Malgré les similitudes que partagent les procédés par
injection a base de polymere et ceux a base de poudres métalliques, ces derniers
utilisent des matériaux qui possedent une diffusivité thermique plus élevée. Ceci
implique qu’ils sont plus susceptibles de ressentir les instabilités associées aux gra-
dients thermiques qui se développent lors du refroidissement. Les perturbations a
l'origine des inhomogénéités observées sur les pieces issues du processus de mou-
lage prennent naissance dans l'injecteur de poudre métallique. Cette piece située
en amont de la cavité du moule, permet normalement de guider et de distribuer
I’écoulement de facon homogene dans le moule. On comprend que si ’écoulement
est perturbé lors de son passage dans l'injecteur, ceci risque alors d’avoir des
conséquences sur la distribution homogene du fluide dans la cavité de moule au

moment du remplissage. Pour cette raison, ce projet portera une attention parti-



culiere au comportement de ’écoulement a l'intérieur de I'injecteur.

Le fluide qui pénetre dans 'injecteur possede une température plus élévée a I’entrée
qu’a la sortie. Ainsi, ’écoulement qui se refroidit lors de son passage dans l'injecteur
a le potentiel d’engendrer des instabilités associées aux variations de température.
Par exemple, une petite diminution locale de température entrainera une augmen-
tation de la viscosité qui a son tour ralentira I’écoulement du fluide. Dans certains
cas, ces perturbations seront amorties et elles n’auront aucun effet sur 1’écoulement
normal du fluide. Par contre, sous certaines conditions, ces changements s’ampli-
fient et deviennent assez importants pour provoquer localement un ralentissement,
voire méme un arrét complet de I’écoulement. La figure 1.1 illustre les conséquences
de ces instabilités sur un écoulement qui passe par un injecteur en forme de disque

143, La figure 1.1(a) montre la géométrie de linjecteur employée pour guider le

(a)

F1G. 1.1 Schéma de Vinjecteur (a) et défauts de fabrication engendrés par des
instabilités de I’écoulement (b).

fluide, tandis que la figure 1.1(b) présente un exemple d’écoulement asymétrique
pour un polymere (thermoplastique ABS). Le polymére forme d’abord un disque
(délimité par la ligne pointillée) dont la température diminue graduellement en al-
lant vers la périphérie de ce disque. Puis, on remarque un débordement du fluide

et I'apparition d’'une excroissance a la périphérie du disque initial. Idéalement, on



s’attend a ce que le fluide qui s’écoule entre les deux plaques circulaires de I'injec-
teur acquiert une distribution de vitesse et de température isotrope. En réalité, les
plaques et le fluide n’ont pas une distribution de température totalement isotrope.
La. viscosité du fluide étant sensible a ces variations de température, la vitesse de
I’écoulement n’est plus homogene, ce qui a pour effet d’amplifier ces variations de
température et d’augmenter les gradients de viscosité. Par conséquent, I’écoulement
ralentit ou cesse totalement a certains endroits et s’accélére et poursuit son chemin
a d’autres endroits. La figure 1.2 présente deux autres exemples de défauts de fa-
brication rattachés aux écoulements instables et asymétriques. Les figures 1.2(a) et
1.2(b) montrent les résultats obtenus suite & des moulages par injection de poudre

(431, On voit clairement

métallique servant a la fabrication des boitiers de montres
sur la figure 1.2(a) les conséquences d’un écoulement instable lors du processus de

fabrication.

(a)

Fia. 1.2 Défauts de fabrication observés sur des boitiers de montres.

Dans ce cas, les instabilités entrainent la formation de jets de fluide au moment ou
celui-ci arrive dans la cavité du moule. Ceci a pour effet de créer des excroissances
et des espaces vides a l'intérieur de la piece issue du moulage. La figure 1.2(b)
illustre les défauts observés a la surface d’un boitier de montre et causés également
par la présence de jets non controlés. On note que les défauts sont plus discrets que
ceux montrés sur la figure 1.2(a). Ces exemples indiquent que 'on doit acquérir
une meilleure compréhension des phénomeénes en jeux afin de permettre aux ma-

nufacturiers de réduire ou meéme d’éliminer les défauts et donc d’améliorer leur



compétitivité. En conséquence, en entreprenant une étude et une analyse rigou-
reuse basée sur la CFD et ’analyse des sensibilités, ce travail propose des solutions
permettant de controler les conditions d’opération dans les procédés de moulage

par injection.

1.2.2 Meéthode des sensibilités

Ce projet s’appuie en bonne partie sur I'analyse des sensibilités découlant des tra-

vaux de Pelletier et Turgeon [ 4% 46, 47, 48]

. Un exposé détaillé de cette méthode
est donné au chapitre 2 de ce mémoire. [’analyse des sensibilités est issue des
techniques d’optimisation et procure & l'utilisateur une gamme d’applications tres
étendue, dont 'optimisation de parameétres géométriques ou le calcul de solutions
voisines. Le terme sensibilité désigne simplement le taux de variation d’une va-
riable d’intérét par rapport a un parametre de design a. Par définition, la sensibilité
s’écrit :

50 = _8_04(:5_1-;(1). (1.1)

@ da

ol a désigne une variable d’intérét et ou z; représente les dépendances de la variable
a. La sensibilité de o par rapport a a exprime la fagon dont la variable o répond a
une perturbation du parametre a autour de sa valeur nominale. Il existe plusieurs
méthodes pour calculer les sensibilités. Pour ce travail, on préconise l’approche
fournie par la Méthode de I’Equation des Sensibilités, ou MES. La différentiation par
rapport a un parametre a des équations aux dérivées partielles permet 'obtention

des équations de sensibilités continues. La discrétisation de ces équations conduit a

la construction d’un systéeme algébrique qui sera par la suite résolu numériquement.
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1.2.3 Travaux antérieurs

La méthode des sensibilités a d’abord été développée en mécanique des structures
(171, Par la suite, la méthode s’est appliquée dans de nombreux domaines : conduc-

tion de chaleur 8 9, design aérodynamique * 28!, éléments finis stochastiques '3, in-

(11, 26] [35]

teraction fluide-structure , calcul d’incertitude °?, ete. Il existe de nombreuses

applications plus spécifiques et on peut trouver une bonne source de référence dans
Turgeon [*31. L’utilisation des sensibilités pour I’analyse du probléme traité dans ce
projet est récente et une premiere approche se trouve dans Ilinca, Hétu et Pelletier

(23]

En ce qui concerne le moulage par injection, les recherches et les travaux antérieurs
sont nombreux et on ne peut pas tous les répertorier. On se contentera de ci-
ter ici les quelques articles et ouvrages qui ont été consultés. Une série d’études

faites par Ilinca et Hétu traite de la modélisation tridimentionnelle du moulage

[21, 24

par injection de polymere ?4 ou de composés métalliques 1. Selon le probleme

étudié, différents modeles mathématiques sont proposés allant d’une formulation

[25, 27) (

simplifiée, incluant certaines approximations i.e approximation de Hele-Shaw

par exemple), jusqu’aux modeles plus complexes tenant compte des phénomenes

(44] [40]

de compressibilité **. D’autres travaux se concentrent sur la modélisation des
écoulements de polymere a I'intérieur d’un espace restreint comme un canal ou l’es-
pace compris entre deux plaques planes, se rapprochant ainsi du probléme étudié
dans ce mémoire. Finalement, le lecteur qui désire approfondir ses connaissances
sur les procédés de moulage impliquant des polymeres ou des composés métalliques,

peut consulter les ouvrages suivants : [ 36, 50,

Les travaux sur la stabilité des fluides non-Newtoniens remontent a la fin des années
soixante et au début des années soixante-dix. Shaw et Pearson 2% 38 39 présentent

une série de trois articles sur 1’étude de la stabilité d’un écoulement de polymere
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39 g’attarde en particulier

dans une géométrie radiale. Le dernier article de la série
sur un modele de viscosité en loi de puissance, tout en incluant dans leur modele
le phénomene d’échauffement visqueux. Cette étude est la premiére a analyser et
a caractériser 'instabilité d’un écoulement thermovisqueux en terme du nombre
adimensionnel de Graetz (Gz) et du nombre adimensionnel B. Inspiré par ces tra-
vaux, Stevenson et Ilinca 3 présentent une analyse des résultats numériques et
expérimentaux sur la stabilité d’un écoulement radial de poudre métallique dans
les procédés de moulage par injection. D’autres auteurs, tels que Costa [, utilise
une analyse similaire dans ’étude des écoulements magmatiques dans les cheminées

5 16,41, 42]

volcaniques. En terminant, les articles et ouvrages suivant peuvent étre

également consultés.

1.3 Buts et objectifs

Les sections précédentes ont permis de poser le sujet dans son contexte. Le but
de ce projet est de contribuer a la compréhension des phénomenes d’instabilités
thermo-hydrodynamiques causant des défauts de fabrication lors du moulage par
injection de poudres métalliques, permettant ainsi aux manufacturiers de réduire

ou méme d’éliminer ces défauts.

Pour atteindre ce but, on s’est fixé les objectifs suivants :

— Modifier un algorithme d’éléments finis pour obtenir efficacement des solutions
réalistes et fiables.

— Appliquer cet algorithme & un systeme simple pour observer les divers compor-
tements de ’écoulement en fonction des parameétres du probleme.

— Reproduire a l'aide de nos simulations ce qui est observé dans les injecteurs réels
de poudre métallique et pour comprendre le mécanisme causant l'instabilité.

— Caractériser 'asymétrie en température afin de déterminer la topologie de la
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carte d’instabilité dans le plan des parametres adimensionnels du probléme (i.e.
nombre de Graetz et nombre B).

— Résoudre les équations de sensibilité pour déterminer la géométrie optimale de
'injecteur et permettre d’anticiper le comportement de '’écoulement en fonction

du nombre de Graetz et du nombre B.
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CHAPITRE 2

PRESENTATION DE LA METHODE DES EQUATIONS DE
SENSIBILITES

Les méthodes numériques en mécanique des fluides ont pris un envol et un essor sans
précédent depuis que l'ordinateur permet de faire des simulations numériques de
plus en plus complexes et précises. La mécanique des fluides assistée par ordinateur
portait a ses débuts surtout sur I’analyse. S’appuyant sur les progres informatiques
et une évolution constante des performances de calcul, la recherche s’est orientée
vers des problemes ou l'optimisation prend une place grandissante. En particu-
lier dans ce projet, 'optimisation des parametres d’opération et de design par la

méthode des sensibilités sera privilégiée.

2.1 Formulation du probleme

La formulation classique d’'un probléme d’optimisation se présente de la maniere

suivante :

Trouver a qui minimise ou maximise F (X;a)
sujet a G(X;a)=0

biSaSbs

ol X=X(a) représente le vecteur des variables dépendantes ou variables d’états. a
désigne le vecteur des parametres de design borné par les limites b; et bg. F' est
la fonctionnelle que I’on cherche a optimiser et finalement G donne les contraintes

liées au probleme, comme par exemple les équations de Navier-Stokes. On note que
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pour chaque parametre de design, les états X sont donnés par la résolution des

contraintes G.

2.2 Techniques d’optimisation

Il existe deux maniéres d’exprimer un probleme d’optimisation. Dans la premiere,
on considere le probleme dans son ensemble en résolvant simultanément les va-
riables dépendantes X et les parametres de design a. Dans la seconde, on opere
en résolvant dans un premier temps I’équation des contraintes G (X;a)=0 afin de
déterminer la dépendance implicite de X par rapport a a. Le probleme d’optimi-
sation porte ensuite seulement sur le vecteur X=X(a) puisque les contraintes ont
déja été vérifices. On choisit la derniére approche ou optimisation et analyse sont
découplées puisque que 'on possede un code d’analyse performant.

Il existe diverses techniques d’optimisation qui sont décrites dans l'ouvrage de Van-
derplaats 9. Cet ouvrage contient une liste exhaustive des techniques existantes.
Un algorithme a gradient ou d’ordre un s’impose, puisqu’il évite la complexité des
techniques d’ordre supérieur, tout en fournissant au minimum 1’évaluation du gra-
dient de la fonction & optimiser. Ce gradient est plus complexe, mais globalement
on obtient un algorithme plus efficace et surtout moins coliteux en temps de cal-
cul que pour d’autres techniques. L’ingrédient central du processus d’optimisation
repose donc sur 'estimation du gradient de F'. Pour ce faire, on doit utiliser des
méthodes de calculs robustes et efficaces. Trois méthodes principales s’offrent a
nous : les différences finies, la méthode des variables adjointes et la méthode des
sensibilités. Le lecteur souhaitant approfondir ces diverses méthodes peut consulter

451 En s’appuyant en particulier sur les travaux de Pelletier

la référence suivante
et Turgeon, la Méthode de I’Equation des Sensibilités (MES) a été retenue pour ce

projet.
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2.2.1 Meéthode de I’équation des sensibilités (MES)

La méthode de I’équation des sensibilités fournit 'information requise pour calculer
le gradient de la fonctionnelle F' par rapport aux parametres a. Pour simplifier la
notation, on exprime la fonctionnelle F' ainsi que ses dépendances de la maniere

suivante,

F(a) = F(X(a);a). (2.1)

Le gradient de F(a), parfois appelé sensibilité de F(a), s’obtient en différentiant
la fonctionnelle et en utilisant le théoreme des fonctions implicites. Supposons que

a ne contient qu’un seul parametre que ’on désigne par a, on obtient alors,

_ dF(a) _ 0F(a)  OF(a)dX

VF(a) da da * oX da’

(2.2)
La généralisation pour un vecteur a se fait naturellement. Les dérivées explicites
OF(a)/0a et dF (a)/0X, peuvent se calculer sans trop de difficultés si on connait
Iexpression de F' en fonction de X et de a. Par contre, une inconnue subsiste, le
terme dX/da que 'on nomme sensibilité des états X par rapport au parameétre a.
Ce terme exprime la réaction de la solution (les états X), lorsque le parametre a
subit une légere perturbation autour de sa valeur courante. Comme nous le verrons
plus loin, le calcul et I’analyse des sensibilités occupe une partie importante de ce

projet.

2.2.2 Le calcul des sensibilités

La sensibilité est définie comme la dérivée de X, une variable d’état, par rapport a

un parametre arbitraire a. A titre d’exemple, supposons que X représente la vitesse
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u d’un champ de vitesse quelconque, ou u=u(z,y,t). Supposons également que ce
champ de vitesse soit sensible aux variations d’un parametre a. Par exemple, a
pourrait désigner une viscosité constante p. Alors la sensibilité de u par rapport a

p s’écrira de la fagon suivante :

Ou(z,y, t;a)  Oulz,y,tip)
a = = 2.3
Su 8& 8/1, Su’ ( )

que 'on note généralement simplement par s,. La sensibilité de u traduit donc
la réponse du champ de vitesse u a des perturbations de la viscosité p. Le calcul
des sensibilités se fait en deux temps. D’abord on obtient les équations de sensibi-
lités en différentiant les équations d’états G (X;a)=0 par rapport & un parameétre
a, et puis résoudre les équations ainsi obtenues. Généralement, on travaille dans
un espace continu ou la dimension des états X est infinie. De plus, I'obtention
d’une expression analytique de la solution est impossible a définir, sauf pour de
rares exceptions. Pour vaincre cette difficulté, on utilise les méthodes numériques
de discrétisation. Le prix a payer est 'introduction d’un degré d’approximation.
Dans ce contexte, deux voies s’offrent a nous pour ’obtention de la forme discrete
des équations de sensibilités. La Méthode des Sensibilités Discrétes (M SD) ou bien
la Méthode de ’'Equation des Sensibilités (MES). La figure 2.1 illustre les deux
avenues possibles.

Partant des équations aux dérivées partielles (EDP), la différentiation par rapport
& un parametre a permet ’obtention des équations de sensibilités continues (ESC).
Ensuite, une discrétisation permet la construction d’un systeme algébrique qui
sera résolu numériquement. Ce parcours désigne la M ES. Si ’ordre des opérations
différentiation et discrétisation est inversé, on parle alors de la Méthode des Sen-
sibilités Discretes ou MSD. Des deux choix qui s’offrent & nous, la MES est
privilégiée. En effet, la différentiation des équations par rapport a un parameétre a

est beaucoup plus simple dans le cas de la M ES. 1l suffit de dériver directement
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les équations différentielles par rapport au parametre a. Dans le cas discret, cette

opération peut s’avérer étre difficile en plus d’avoir un code peu performant.

EDP différentiation = ESC

M.E.S
discrétisation discrétisation
M.SD

[ Axzb différentiation_ e As, 5

F1G. 2.1 Deux voies possibles pour I’obtention de la forme discréte des équations
de sensibilités.

La Méthode de I’Equation des Sensibilités ou (MES), définit le parcours ol 1'on
choisit de différentier les équations aux dérivées partielles avant de les discrétiser.
Afin d’illustrer la méthode, considérons 1’équation de I’énergie pour un écoulement

transitoire, incompressible et laminaire :

8T
pc, (E +u- \7T> = V. (kVT) + ¢ (2.4)

Les variables d’états de ’écoulement sont le vecteur vitesse u et la temprérature 1.
Les propriétés physiques du fluide sont la masse volumique p, la chaleur massique
a pression constante c, et le coefficient de conductivité thermique k. Finalement,
gs désigne une source de chaleur. Les sensibilités des variables de I’écoulement par

rapport & un parametre a s’écrivent

_ Ou(z,y,t0)
Su=——> (2.5)
op = L@ ti0) (2.6)

oa



18

L’équation des sensibilités s’obtient en prenant la dérivée de I’équation (2.4) par
rapport au parametre. Dans une approche générale, on suppose que toutes les
variables et que ’ensemble des coefficients peuvent dépendre de a. On obtient

alors,
or 0
(P'ep + pcy) (—(;t— +u- VT> + pecp (% +54-VI+u- VsT) (2.7)
=V - (K'VT + kVsr) + 4,

ol (") dénote la dérivée totale des propriétés physiques et donc leurs sensibilités.
Il nous reste a discrétiser I’équation (2.7) par la méthode des éléments finis afin
d’obtenir un systéeme algébrique. Ensuite, on linéarise le systéme et on le résout

numériquement par une décomposition LU par exemple.

2.3 Equations des sensibilités pour les équations de Navier-Stokes

Considérons un écoulement transitoire, laminaire et incompressible avec transfert
de chaleur. Les équations qui gouvernent un tel écoulement sont les équations de

continuité, de la quantité de mouvement (Navier-Stokes) et d’énergie.

V.ou= (2.8)
p (%—‘; +u- Vu) = —Vp+ V- |u(Vu+ (Vu))| +£ (2.9)
pC, (%—f +u- VT) =V - (kVT) + g, (2.10)

Ici p cst la pression, p la viscosité et f les forces volumiques. La définition des
propriétés physiques est la méme que celle donnée pour ’équation (2.4). En analyse
de sensibilité, on considere que les états dépendent non seulement des coordonnées

spatiales x et y et du temps £, mais également d’un parametre a.
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Cette dépendance s’écrit,
u = (u(x,t;a),v(x,t;a)), p=px,t;a) et T =T(x,t;a). (2.11)

On définit alors les sensibilités de ces variables par :

ou op _or
N o= Pes = (212)

Su =

oll Sy,Sp et sy représentent le taux de variation de la solution par rapport au
paramétre a. Il reste & différentier les équations (2.8), (2.9) et (2.10) par rapport &
a pour obtenir les équations des sensibilités. La sensibilité de I’équation de 1’énergie
a déja été donnée par l'équation (2.7). La sensibilité de I’équation de continuité

s’écrit
V. s4=0. (2.13)

De la méme maniere, I’équation de la quantité de mouvement prend la forme sui-

vante :

ot ot
= Vs + V- [ (Vu+ (Vo)) + 4 (Vs + (vsu)T)] b f

P’(@+u-VU>+p<%+su-VU+u-Vé’u) (2.14)

ou (') désigne la dérivée totale des propriétés physiques et donc leurs sensibilités.
Dans le cas ol la viscosité dépend de la vitesse u, de la température 7' ainsi que

d’'un parametre arbitraire a.

p=p(ufa),T(a);a), (2.15)



20

la dérivée de u par rapport a ce parametre s’écrit :

_du_Du_dudu  oudT oy
" da Da 0Ouda  IT da = ba

e ou o
= 56311 + ET—ST + Ba (2.16)

ou ' représente alors la sensibilité de la viscosité par rapport a a. A présent,
abordons brievement la nature des conditions aux frontieres pour les variables de

I’écoulement et leurs sensibilités.

2.4 Conditions aux frontiéres pour les sensibilités

Pour qu'un probléeme d’écoulement soit mathématiquement bien posé, on doit
nécessairement définir un ensemble de conditions aux frontieres associées au do-
maine de calcul. La résolution des équations (2.8), (2.9) et (2.10) se fait dans un
domaine de calcul €2, borné par une frontiére 0€2. Les conditions aux frontieres de
Dirichlet sur la portion de la frontiere I'p (essentielles) et de Neumann sur I'y

(naturelles) sont imposées sous la forme suivante :

u=1 sur '}, (2.17)

(—pI 4 2uA (u)) - =1 sur T'% (2.18)
T=T sur [', (2.19)

kVT D =g sur I'Y, (2.20)

ol les frontieres pour I'écoulement 0€2; et la température 0€2; sont données respecti-
vement par : 9 = ['BUTE avec TBNTY = @ et 9Oy = TEUTY avec I'ENTY, = @
et ot ¥=(Vu + Vu®)/2 représente le tenseur des taux de déformation. Le cal-

cul de la sensibilité des conditions limites découle de la méme regle que pour les
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équations de I’écoulement : on différentie les conditions aux frontieres par rapport

au parametre a. On obtient ainsi,

Su = Sq sur I'} (2.21)

(=spl + 20 (u) + 20 (s0)) - =7 sur I'y (2.22)
ST = Sf sur TG (2.23)

(K'VT + kVsp) -h=¢ sur I'Y, (2.24)

Les frontieres 0€); et 0, demeurent inchangées. Rappelons que notre
développement fait ’hypothése que le parametre a n’affecte pas la géométrie du
domaine. Dans le contexte, nous traitons le parametre comme un parametre de
valeur. Un parametre a qui influence la géométrie du domaine ou bien sa frontiere
porte le nom de parametre de forme. Pour un exposé détaillé du sujet, le lecteur

peut consulter les travaux de Turgeon (1 4% 46, 47, 48]

2.5 Problémes transitoires

Sans entrer dans les détails, on se contente de souligner que la méthode des sensibi-
lités possede un net avantage sur 'approche des variables adjointes lorsque vient le
temps de considérer des problemes transitoires, comme celui traité dans ce mémoire.
En effet, la fleche du temps dans la méthode des variables adjointes est inversée, on
doit résoudre le probleme adjoint en remontant le temps, ce qui implique que 1'on
doit fournir une condition initiale de 'adjoint au temps final de I’écoulement. Il
est donc nécessaire de connaitre et de conserver en mémoire la solution des états a
tous les pas de temps pour utiliser cette méthode de résolution. L’espace mémoire
utilisé peut poser un réel probleme. En revanche, le sens temporel de la méthode

des sensibilités est le méme que pour celui des équations d’état. Ceci permet une
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résolution simultanée des deux systémes a chaque pas de temps, évitant du méme

coup un stockage important d’information.

2.6 Les usages des sensibilités

La méthode des sensibilités procure a 'utilisateur une gamme d’applications tres
étendue par rapport a la méthode des variables adjointes. Ce net avantage vient
du fait que les sensibilités sont indépendantes de l'existence d'une fonctionnelle
associée & un probléme donné. En d’autres mots, méme si dans certains cas
déterminer une fonctionnelle s’avere étre impossible, les sensibilités existent de
fagon intrinseque et peuvent toujours étre évaluées. En revanche, les variables ad-
jointes existent seulement s’il est possible de définir une fonctionnelle associée a un
probleme d’optimisation. Parmi les applications des sensibilités, on mentionne,

— Analyse de sensibilité de systeme;

— Analyse d’incertitude;

— Identification de parametres dominants et de zones sensibles;

— Calcul rapide de solution voisine;

Alors que les variables adjointes n’ont de sens que dans le cadre d’un probleme
d’optimisation, les sensibilités se définissent de fagon intrinséque et ont un sens
propre. En plus de servir pour 'optimisation, on leur trouve d’autres usages qui ne

se retrouvent pas dans la liste ci-dessus.
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CHAPITRE 3

MODELISATION DU PROBLEME

Dans ce chapitre, on expose la modélisation mathématique et géométrique utilisée
dans nos simulations. On décrit dans un premier volet le cadre ou se situe le modele.
Ensuite on décline les équations qui gouvernent 1’écoulement ainsi que la géométrie
définissant le domaine de calcul. Finalement, on présente et discute du maillage

préconisé.

3.1 Nature du fluide

Un fluide peut étre défini comme une substance qui se déforme (qui s’écoule) conti-
nuellement sous l'effet des forces de cisaillement, ceci étant vrai peu importe I'in-
tensité de ces forces. On caractérise en général un fluide par la nature de la relation
qui existe entre le tenseur des contraintes et celui du taux de déformation du fluide.
Selon que cette relation est linéaire ou non, on obtient ainsi deux grandes classes

de fluide : on parle de fluides Newtoniens et de fluides non Newtoniens.

3.1.1 Fluide Newtonien et non-Newtonien

Un fluide Newtonien est un fluide pour lequel le tenseur des contraintes de ci-
saillement 7 (u) est une expression linéaire du taux de déformation (les gradients
de vitesse) % (u). En d’autres mots, un fluide Newtonien se déforme proportion-

nellement a la force qu’on lui applique. L’eau en est un bon exemple. La loi de
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comportement * s’écrit alors :
7 (u) = 2C% (u) (3.1)

La constante de proportionnalité C' porte le nom de coefficient de viscosité u et
représente la pente de cette relation linéaire. La viscosité ne dépend que des pro-
priétés thermodynamiques locales et est indépendante du cisaillement. Par contre,
un fluide est dit non-Newtonien lorsque le tenseur des contraintes de cisaillement
n’est plus une fonction linéaire du tenseur des taux de déformation. Autrement dit,
lorsque la déformation n’est pas directement proportionnelle a la force qu’on lui
applique. Dans ce cas-ci, la viscosité n’est plus une constante et peut dépendre des

contraintes appliquées au fluide en plus des propriétés thermodynamiques locales.

3.1.2 Fluide Newtonien généralisé

Pour généraliser un fluide Newtonien, on remplace la viscosité constante p par
une viscosité variable 7. La viscosité non Newtonienne n doit dépendre du tenseur
taux de déformation 4. L’hypothese la plus simple est que 7 soit uniquement une
fonction des invariants de %, ¢’est-a-dire : I=Tr(%), II=1(I* — % : %) et IIT=det(%)
361 Comme nous étudions un fluide incompressible, I est identiquement nul. Pour
un écoulement ayant du cisaillement 111 s’annule et donc 1 dépend uniquement de

II. Un fluide Newtonien généralisé aura alors une loi de comportement de la forme

7 (u) = 2n(%)%, (3.2)

T Appelée également équation d’état rhéologique. Navier fut le premier 4 démontrer que cette
relation était une bonne approximation.
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ol 7 représente la « grandeur » de . Nous discuterons de la forme spécifique de
la viscosité n(¥) a la section 3.3. La prochaine section présente les équations qui

régissent, la dynamique de 1’écoulement.

3.2 Equations de Navier-Stokes

Les équations qui gouvernent 1’écoulement d’un fluide imcompressible sont respecti-
vement [’équation de la continuité et I’équation du mouvement. Elles se présentent

sous la forme suivante :

V-u=0 (3.3)

p(aa—]:Jru-Vu):V-G'(u)—Ff (3.4)

ot f désigne les forces volumiques. Dans notre modeéle elles sont nulles. o (u)
représente le tenseur des contraintes. Il s’écrit sous les formes équivalentes sui-

vantes :

o(u) = —pl+ 7 (u) (3.5)
= —pl+ 217y (u) (3.6)
= —pl+n (Vu+(Vu)") (3.7)

Deux nouveaux tenseurs découlent de cette écriture, soient 7 (u) appelé le déviateur
des contraintes ou tenseur des contraintes visqueuses et % (u) le tenseur des taux

de déformation. Le transfert de chaleur quant & lui est modélisé par I'équation de

I’énergie, qui s’écrit de la fagon suivante :

PCp (% +u- VT) =V -(kVT)+¢g;+ @ (3.8)
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Les variables d’état de ’écoulement sont le vecteur vitesse u, la pression p et la
temprérature T. Toutes les variables présentent les dépendances suivantes dans le

cas bidimensionnel :

u=(u(z,y,t),v(z,vy,t)) (3.9)
T=T{(z,y,t) (3.10)
p=p(z,y,t) (3.11)

ou t désigne le temps. Les propriétés physiques du fluide sont la masse volumique
p, la viscosité dynamique 7, la chaleur massique a pression constante ¢, et k, le
coefficient de conductivité thermique. En général, les propriétés physiques du fluide
peuvent dépendre des variables de ’écoulement, notamment de la température.
Finalement, le symbole ® représente le terme de dissipation visqueuse. ® quantifie
I’échauffement produit par le frottement des couches de fluide les unes sur les autres.
Ce terme est important si la viscosité joue un role dominant ou bien si 1'espace
d’écoulement est tres petit. Le nombre de Brinkman qui donne une indication de la
hausse de température due & la dissipation visqueuse apparait comme négileable,

puisque nu? <« kAT. Rappelons que le nombre de Brinkman s’écrit

2

e
Br=+n (3.12)

Pour cette raison, conserver ® aurait été une complication inutile. La dissipation
visqueuse est donc négligée. Le terme g désigne une source de chaleur qui est nulle

dans notre cas.
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3.3 Relation empirique de la viscosité

Les relations empiriques entre la viscosité 7 et le tenseur de déformation * sont tres
variées, a 'image du type d’écoulement que l'on veut étudier. Parmi les modeles
rhéologiques de viscosité les plus connus, on mentionne la loi de puissance d’Ost-
wald, les modeles de Carreau, de Bingham, de Cross, la fonction d’Arrhenius, etc.
Le tableau 3.1 donne les expressions mathématiques pour chacun des modeles les
plus utilisés. Rapellons briévement que le fluide peut étre soit un polymere ou une
poudre métallique adjoint d’un liant polymérique, ou le transfert de chaleur joue
un role déterminant dans la dynamique du fluide. Lors de simulations antérieures
3,22,43]  différents modeles ont été utilisés pour décrire la viscosité. Pour sa simpli-
cité et sa gamme d’applications dans les problemes de transfert de chaleur, nous

avons opté pour un modele en loi de puissance ou le parametre 3 sera une fonction

de la température T en degré Celsius. La viscosité choisie prend la forme suivante :
n(y) = Cyme (3.13)
ol C, m ? et b sont des constantes du modele. % s’écrit de la facon suivante :

¥ =/2Tr(¥?) (3.14)

= VB A) = \267) = V260 +4%) + () + 2m)? (3.15)

ou\? ou  ow\? ov\?
‘\/2 &) G 5) +2(3) (319

L’expression finale pour la viscosité 7 est alors,

2m :~ caractérise les types de matériaux.
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modeles relations

Loi de puissance n(¥) = gyt

modele de Carreau | 7(%) = po(1 + (M)%)" T
modele d’Arrhenius | n(¥) = by e "

TAB. 3.1 Exemple de modeéle de viscosité.

m

u\®  [(ou  w\? >
n=C \/2 <£> + <-£+3§) +2<3_Z) e~ (3.17)

3.4 Géometrie du domaine de calcul

La géométrie s’'inspire d’une piece qui se retrouve dans ’équipement de fabrication
de disques-compacts et de vidéo-disques. Cette piece est 'injecteur qui permet
d’introduire un polymere sous pression dans la chambre de moulage. C’est sur cet
élément que I'on effectuera les simulations numériques permettant de comprendre le
comportement du fluide et d’évaluer la stabilité de I’écoulement. Comme le montre
la figure 3.1, le schéma de 'injecteur présente une symétrie radiale. Cette symétrie
permet de concevoir un domaine de calcul simplifié, correspondant & une projection
bidimensionnelle de 'injecteur, et ce sans perdre I’essence de la physique. Le fluide
qui s’écoule dans ce canal passe donc par trois régions : 'entrée, le seuil d’injection
et la sortie. Le fluide est introduit par le bas de la branche verticale du canal. On
suppose que le profil de vitesse est pleinement développé en entrée. Par la suite il
pénetre dans le seuil d’injection, ou I’écoulement se sépare en deux directions pour
s’écouler vers les sorties. Finalement, le fluide entre dans la chambre de moulage.
Les parois verticales du canal sont isolées, c’est-a-dire que ¢=0. Par contre, toutes
les parois horizontales, sauf une, sont maintenues a une température constante.
La température de la paroi inférieure droite subit une perturbation de sa valeur
constante de I'ordre de 1075, Elle cause une légere asymétrie en température. Cette

perturbation n’influence pas la stabilité ou I'instabilité du systéme, son réle est
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Yy
Sortie U S Sortie
- ~a— Seuil d’injectiom— —

I
!

Entrée

F1G. 3.1 Schéma d’un injecteur et domaine de calcul.

de controler la direction vers laquelle ira I’écoulement instable. Finalement, les
conditions limites imposées en sortie sont : u=libre, v=0 et T=libre. La figure 3.2
présente le domaine de calcul ainsi que 1’ensemble des conditions limites imposées

sur la frontiére.

T=0 T=0
i
X
- - — —
=0 T~0
q=0 =0
T=1

FiG. 3.2 Conditions limites imposées sur les frontieres du domaine de calcul.
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3.5 Forme adimensionnelle des équations

Le choix de travailler avec la forme adimensionnelle des équations et d’effectuer en
parallele une analyse adimensionnelle est motivé principalement par les observa-
tions suivantes :

— Elles permettent d’obtenir des variables adimensionnelles de I'ordre de 'unité.

— Elles réduisent le nombre de parametres indépendants du probleme et établissent
des regles de similitude entre deux systémes physiques.

— Elles identifient les nombres sans dimensions caractéristiques de 1’écoulement.

— Elles nous renseignent sur 'importance relative des termes apparaissant dans les
équations. Dépendant du régime d’écoulement, certains termes qui apparaissent
dans les équations peuvent étre négligés.

Les équations (3.3), (3.4) et (3.8) peuvent s’écrire sous forme adimensionnelle en

introduisant la notation et la convention suivante, g=Qq, ol ¢ désigne la variable

ou le parametre adimensionnel et ou la valeur de )y désigne 1’échelle caractéristique
pour le probleme. Inspiré par la géométrie de la figure 6.1, on peut choisir deux
longueurs caractéristiques, le rayon R ou la demi-hauteur H. Le rayon R s’oriente

2H B

- —— | -—— — e

F1G. 3.3 Dimensions du domaine de calcul, L=5.0, R=3.5, r=0.5 et H=1.0.
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dans la direction de I’écoulement & l'intérieur de la partie horizontale de I'injecteur
(direction des z) et H est pris dans la direction normale (direction des y). Ce qui

conduit aux relations suivantes :

10 0 10

x y 0
o R’ y y H 0z Rz ¢ oy HOy (3.18)

Pour les vitesses, on choisit ug selon z et vy dans la direction des y tel que

Ug ()
22 .19
R H (3.19)

Cette égalité permet de simplifier la forme adimensionelle de I’équation de conti-
nuité. Pour ’échelle de pression pg, on doit choisir celle qui correspond au régime
dynamique du fluide. L’écoulement étant visqueux, le choix de I’échelle de pression

visqueuse sera judicieux. La pression adimensionnelle s’écrit alors
p=— (3.20)

oll pg au seuil d’injection est donnée en terme de H et R par

Moo MotoR
== 3.21
Po Lo 12 ( )
La température adimensionnelle est donnée par
~ T-T,
T = ! 22
- (3:22)

ou 7, est une température de référence égale a la température des parois horizon-
tales, tandis que 7y représente 1’échelle de température donnée par 1,-1,., ot 1, est

la température du fluide au seuil d’injection. Les propriétés physiques adimensio-
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nelles du fluide s’écrivent :
et n=— (3.23)

On considere la masse volumique p, la chaleur massique ¢, et la conductivité ther-
mique k comme constantes dont les valeurs sont déterminées par 1’adimensiona-
lisation des équations. Dans le cas présent p, ¢, et k sont unitaires. L’échelle de

viscosité g s’écrit

1
no = Co™e 10| ot 7y = % et AT peo = = (3.24)

b

ol AT,n¢o1 €st une température caractéristique qui donne 1’accroissement ou la
diminution de la température nécessaire pour une diminution ou une augmentation
de la viscosité par un facteur e, oli e est la base du logarithme népérien. Finalement,

pour le temps nous avons

ot up\ "t _ ruo\!
= b= ()= (3) ;
i ou t R i (3.25)

Le probléme avec le choix d’utiliser deux échelles de grandeur (relations (3.17) a
(3.24)), est que I’équation du mouvement et celle de ’énergie n’apparaissent pas
sous leur forme simple habituelle. Sans en faire la démonstration ici, sous certaines
conditions ce choix permet de mesurer I'importance de certains termes dans les
équations et de les négliger. Toutefois, pour ’obtention de solutions numériques, ce
n’est généralement pas une bonne idée 7, compliquant inutilement implantation
des équations dans le code de calcul et rendant la correspondance avec le probleme
d’origine plus difficile. Un second choix possible et acceptable est de considérer
une seule grandeur caractéristique (échelle isotrope) pour obtenir une forme adi-

mensionnelle & une échelle de nos équations. Nous allons choisir yo=x9=H comme
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longueur caractéristique avec vo=ug. De ce choix, on obtient les relations suivantes :

-1
ﬂ:g EZ:£7”L\I/:§, t():(%) et pozﬂ%@ (326)

Avec ces nouvelles relations on obtient une forme adimensionnelle simple pour

I’équation de continuité, I’équation du mouvement et celle de ’énergie.

V=0 (3.27)

oa . . ~ = (=~ ~ \T
Re (867 + 8- Vi) = V5 + V- |j Vu+(vu) (3.28)
RePr (St%—% +ﬁﬁf) =V.VT (3.29)

Rappelons que p = ¢, = k = 1. La mise a ’échelle de la variable adimensionnelle
T n’est plus appropriée car elle varie de 0 & (R/H), au lieu de 0 & 1. Par contre, les
équations (3.28) et (3.29) conservent la méme forme que les équations originales
(3.4) et (3.8). Ce choix fait apparaitre le nombre adimensionnel de Strouhal (St) et
le produit de deux nombres adimensionnels, soient le nombre de Reynolds (Re) et
le nombre de Prandtl (Pr) dans I’équation d’énergie. On peut réécrire ce produit

de la maniére suivante en multipliant par (H/R) ’équation (3.29) :

RePr (%) = Pe (%) = (@%@E> (g) = Gz (3.30)

ol Gz dénote le nombre de Graetz et Pe désigne le nombre de Péclet (i.e. Pe=uq

po Cpo H/ ko). En terme de ce nombre adimensionnel, I’équation d’énergie devient

(&% +ii- %) _3. [Gi (g) %} | (3.31)

Cette manipulation introduit un nombre adimensionnel plus adapté a notre

probleme. Le produit de Pe avec (H/R) intervient dans les cas ol une longueur
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caractéristique peut devenir petite par rapport & une autre. De plus, cette mani-
pulation permet de réintroduire la grandeur caractéristique R dans les équations.

Finalement, la forme adimensionnelle de la viscosité s’écrit

Ty
AT, heol

~ M _pT
=7 e BT ou B=

= bTy (3.32)

3.6 Equations de Stokes

On remarque que dans I'équation du mouvement (équation (3.28)) la dérivée tem-
porelle de la vitesse est multipliée par le nombre de Strouhal. Physiquement, ce
nombre exprime le rapport du temps caractéristique de convection et du temps
caractéristique de linstationnarité. Si St <« 1, alors I’écoulement est dit quasi-
stationnaire. Par contre, lorsque le régime d’écoulement est instationnaire, on
montre que St est de Iordre de 'unité. Dans le contexte de notre application, une
analyse de grandeur permet de négliger le terme d’inertie contenu dans le membre
de gauche de I’équation du mouvement (3.28). Les polymeres sont des fluides dont
la viscosité est en général élevée. Les forces visqueuses dominent alors les forces
d’inertie. Or, le nombre de Reynolds exprime le ratio entre les forces d’inertie et

les forces visqueuses, c’est-a-dire

R
Re = i (3.33)

Le nombre de Reynolds devient donc petit comparé & I'unité, ce qui permet de

négliger le terme d’inertie dans 1’équation du mouvement (3.28).

0= —Vi+V- [77 (%ﬁ + (%)Tﬂ (3.34)
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Le systeme formé par les équations (3.27) et (3.34) s’appellent les équations de
Stokes. En ce qui a trait aux poudres métalliques, éliminer le terme d’inertie en
le comparant aux forces visqueuses peut s’avérer une mauvaise approximation. En
effet, les composés métalliques ont une densité de 'ordre de 4 g/ecm?® & 5 g/cm?
par rapport & ~ 1 g/em? pour les polymeres, ce qui implique que le terme d’inertie
n’est plus négligeable. Cela étant dit, selon les conditions d’opération rencontrées,
certains auteurs [ %% 31 choisissent d’annuler le terme d’inertie, d’autres non [24.
En pratique, on a fait un compromis raisonnable en imposant dans le code de
calcul numérique un nombre de Reynolds non nul, mais petit par rapport a I'unité
(Re=0.001). De cette facon, on conserve le terme d’inertie compris dans 1’équation
(3.28). Finalement, on remarque que la forme adimensionnelle de nos équations
dépend uniquement de deux nombres adimensionnels, Gz et B. Pour alléger la

notation, on laisse tomber le symbole ~ sur les variables adimensionelles pour

obtenir :

0=V-u (3.35)
=—Vp+V- [y (Vu+ (Vu)T)] (3.36)
(%7%: +u- VT) =V. [615 (%) VT] (3.37)

3.6.1 Profil de vitesse a ’entrée

On suppose que ’écoulement est pleinement développé a ’entrée du canal vertical.
Comme le fluide est non-Newtonicn et qu’il obéit & un modele en loi de puissance,
le profil de vitesse ne sera pas décrit par la parabole habituelle associée au cas New-
tonien. Il est plutét obtenu en solutionnant 1’équation (3.36) pour v dans la partie

verticale du canal. Or, on a v=v(z), u=0 et dyp < 0. De plus, v(z=r)=v(r=—r)=0,



vy(x=0)=0 et T=1 & l'entrée. L’équation a résoudre pour v(z) devient

_ Op, 0 ov . ov\? B _
528 o= [ -

Sans en faire la démonstration, on arrive au résultat suivant pour v(x)

m

6_’0
oz

e—B

4(2m+3) [1_(2@2—13] si0<z<1/2
4 (2me3) [1 _ (_2m)$—ﬁ] si—1/2<2<0
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(3.38)

La figure 3.4 présente 'allure de ce profil de vitesse a ’entrée pour différentes valeurs

du parametre m. On remarque que la courbe ot m=0 décrit la parabole typique

1.6

AR
DLEPREAG- —

FiG. 3.4 Profil de vitesse a l'entrée pour différentes valeurs de m. A noter que

lorsque m = 0, v(z) est Newtonien.

du comportement d’un fluide Newtonien. Lorsque m < 0, la force de cisaillement

pres de la paroi est plus élevée, ce qui entraine une diminution de la viscosité, et

il en résulte une augmentation du taux de cisaillement pour maintenir ce niveau
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S | [~ v (x); m=0.75
! | = v'(x); m=0.0
j |-+’ (x); m=-0.75|]
! —-n(x); m=0.75
—n(x); m=0.0

-8‘5 -—014 7—0;3

Fic. 3.5 Courbe de |dv(z)/0z| et de n(z) pour trois valeurs de m. A noter que
lorsque m = 0, n(z) est constant.

élevé de cisaillement. Par contre, au centre du canal le cisaillement est faible et
la viscosité est élevée, ce qui aplatit le profil de vitesse. Lorsque m > 0, 'inverse
est vrai et le profil de vitesse devient plus pointu que le profil Newtonien. Pour ce
travail, le parametre rhéologique m vaut —0.8, une valeur telle que 1’écoulement
puisse &tre instable sur une plage de valeur de Gz et B 138, L’équation pour v(x)

devient alors

o(z) = <13—4> 1 - (22)] (3.39)

Une fois v(z) obtenu, on peut tracer la courbe de la viscosité n(z) en entrée en

fonction de x et du parameétre m. Rappelons que la viscosité & 'entrée du canal
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vertical s’écrit :

/ 511#2- " ov|™
7) — (5‘—%—> e_BT = —a——‘; e_BT (340)

La figure 3.5 montre allure de |0v(x)/dz| et n(z) pour trois valeurs de m (0.75,
0 et —0.75) avec T=1 en entrée et B=0. On remarque que pour m=0 la viscosité
est constante, ce qui correspond a un fluide Newtonien avec un profil de vitesse
parabolique. Lorsque m > 0 on constate que pres des parois, la valeur de la viscosité
est élevée et décroit régulierement en s’approchant de x=0, puis chute rapidement
vers zéro en =0 (i.e. le centre du canal). En conséquence, le cisaillement est moins
important pres des parois et est plus élevé dans la partie centrale du canal comparé
a m=0, ce qui se traduit par un profil de vitesse plus pointu que le profil de vitesse
Newtonien. Par contre, lorsque m < 0, la viscosité est faible preés des parois et croit
constamment et rapidement en allant vers le centre du canal. On retrouve donc un
cisaillement important prés des parois et qui diminue rapidement dans la région
centrale du canal. Dans ce cas, le profil de vitesse est aplati par rapport au profil
de vitesse Newtonien. La valeur fixée pour m dans nos simulations est de —0.8 [33].
Ce choix fait apparaitre une discontinuité en z=0 pour la viscosité. En effet, la
valeur de 7(z) devient inifinie en =0 car la dérivée du profil de vitesse v(x) est
nulle & ce point. Pour remédier a ce probléme, on impose une régularisation dans

I'expression de la viscosité (voir chapitre 6).

3.6.2 Définition et interprétration des nombres de Graetz et B

Les équations (3.36) et (3.37) font apparaitre deux nombres adimensionnels,
le nombre de Gz et B. Le nombre de Graetz peut s’exprimer sous la forme

Gz=(H/R)Pe. Le nombre de Péclet est le ratio du transfert de chaleur par
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convection et du transfert de chaleur par conduction. Le nombre de Gz représente
alors le ratio entre le transfert de chaleur par convection dans la direction ayant
une longueur caractéristique R, et le transfert de chaleur par conduction dans
la direction donnée par la longueur caractérisque H Il Une autre maniere de
présenter le nombre de Gz est de dire qu’il fournit le ratio entre un temps ca-
ractéristique ou le transfert de chaleur se fait par conduction (i.e. t.nqe=H?pc,/k)
et un temps caractéristique ou le transfert de chaleur se produit par convection (i.e.
teonv=R/u). Une faible valeur de Gz indique qu’il y a suffisament de temps pour un
abaissement substantiel de la température du fluide. Par contre, une valeur élevée
de Gz indique un temps de refroidissement trop court pour observer un abaissement
substantiel de la température. Une variation du nombre de Gz peut étre interprétée
aussi comme un changement de géométrie. Une petite valeur Gz peut étre as-

sociée & une géométrie ol le canal horizontal est long et étroit (H faible et R grand).

Le nombre adimensionnel B représente le ratio entre le changement de température
a lintérieur de écoulement Ty = (T,-T}) et Pacroissement de température AT, peor-
La température caractéristique A7,p¢, donne I'accroissement ou la diminution de
la température nécessaire pour une diminution ou une augmentation de viscosité
par un facteur e, ou e est la base du logarithme népérien. Une faible valeur de
AT e implique que la viscosité dépend fortement de 7T'. Le nombre B reflete donc
la sensibilité de la viscosité aux changements de température. Par exemple, une
valeur élevée de B indique que la combinaison de la sensibilité en température de
la viscosité et la différence de température (7;-7; ), entraine un changement élevé

de la viscosité si le fluide a le temps nécessaire pour se refroidir.
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3.7 Equations des sensibilités

Les équations des sensibilités s’obtiennent en dérivant implicitement les équations
(3.35), (3.36) et (3.37) par rapport & un parametre a. En plus de leurs dépendances
sur 'espace et le temps, les variables d’état peuvent également dépendre du pa-

rametre a. Cette dépendance se note

u=u(x,t;a), p=pxt;a)et T =T(x,t;a). (3.41)

En utilisant les définitions suivantes pour les sensibilités des variables dépendantes

ou op oT
Su — %, Sp = 'a—a et S = %, (342)
on obtient le systéme d’équations des sensibilités suivant :
0=V-s, (3.43)

o=-ﬁhp+v-h(v%+wv%f)]+v-E%(Vu+(vmfﬂ (3.44)

Osr 1 H 1 H [dGz

Sachant que la viscosité dépend du taux de cisaillement et de la température,

n=1n(y(ua),T(a);a). (3.46)

On obtient ’équation suivante pour sa dérivée totale (i.e. sa sensibilité)
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Or, l’expression de 1 s’écrit

n= [\/ 2 (0pu)’ + (Gyu+ ) 1 2(0y0)°] &P (3.48)

En dérivant directement la relation (3.48) par rapport au parameétre a et a I'aide

de 'identité suivante

m d (ﬂ)lnu
— (Vu)" = —el2)™ (3.49)
on aboutit & I’expression suivante de la sensibilité de la viscosité.

dn 1 dn m dB
— =8, = —a—+—=0) - | B T— .
da " n{<2ada * 2ﬁ> < o+ da)] (3:50)

ou « et 3 sont donnés par

o =In [2(0pu)? + (Oyu + 0pv)” + 2 (O,v)°] (3.51)
_ [4(0u)(Gr5u) + 2(0yu + Fuv)(Fysu + Gesu) + 4(Fyv) (Fysv)
b= 2(0yu)? 1 (Byu + Op0)? + 2(0,0)° } (8:52)

Le systeme d’équations des sensibilités comporte trois parametres : Gz, B et m.
Il y a donc trois sensibilités possibles pour la viscosité 7 : la sensibilité de n par
rapport & Gz, B ol encore par rapport a m. L’expression 3.50 s’écrit donc de la

maniére suivante pour chacun des trois cas.

a = Gz (fi—:,: =0 et (i—f =0 = é—ig—z =7 [(—gﬂ) — (BST)] (3.53)
a=B; Z—T;—=O et %=1 =>j—g=n[(@ﬁ>—(BsT+T)] (3.54)

2
_. dm _ . 4B _ o dn 1 . ma\ _
S [ ) [ e
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3.8 Le maillage du domaine de calcul

3.8.1 Généralités

Le maillage est une partition de 'espace physique en entités géométriques simples
sur lesquelles on discrétise les EDP décrivant la physique d’intérét. La simulation
numérique des phénomenes physiques est réalisée soit par éléments finis, volume fi-
nis ou différences finies. Ce support géométrique doit rencontrer un certain nombre
d’exigences, telles que d’avoir une structure et une densité de point qui permettent
de représenter adéquatement les forts gradients de la solution. Le maillage est
déterminant dans le comportement et la précision de la solution numérique re-

cherchée.

3.8.2 Le choix du maillage

On s’intéresse ici a la stabilité d’'un écoulement symétrique a l'intéreur d’une
géométrie symétrique (voir la figure 3.1). Ce type d’écoulement devient asymétrique
lorsqu’il est soumis aux effets combinés du cisaillement et de la température, lors-
qu’il se trouve dans une certaine plage de Gz et B. Parfois cette asymétrie s’am-
plifie au point de forcer tout le fluide & sortir d’un seul c6té du canal d’amenée.
Le résulat est la fabrication de pieces défectueuses. En pratique, la simulation peut
présenter des instabilités en réponse a des perturbations d’origines physiques et/ou
numériques. De toute évidence, seul les déterminants physiques ont une significa-
tion réelle pour le manufacturier. Il importe donc que les techniques numériques
retenues minimisent l'apparition d’artéfacts numériques. Le maillage est I'un des
ingrédients qui cause le plus d’oscillations et d’instabilités artificielles qui n’ont rien

a voir avec la réalité.
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(a) Maillage conventionnel (b) Maillage symétrique

F1G. 3.6 Exemple de maillage utilisé lors des simulations : (a) présente un maillage
irrégulier de 13601 noeuds, (b) un maillage régulier et symétrique de 1257 noeuds.

Considérons par exemple un écoulement parfaitement symétrique en équilibre in-
stable & l'intérieur du canal. Imaginons ensuite ’apparition d’une faible perturba-
tion due a une asymétrie du champ de température, elle-méme provoquée par une
asymétrie du maillage. Si cette perturbation devient supérieure a la perturbation
des conditions limites (voir figure 3.2), elle peut alors faire basculer 1’écoulement
dans un régime instable, entrainant le fluide & s’écouler uniquement vers 'une des
deux sorties. En effet, un écoulement en équilibre instable devient non-symétrique
(hors équilibre), lorsqu’il est perturbé. I’asymétrie du maillage est une perturba-
tion comme une autre. L’inconvénient est qu’on ne peut pas controler les erreurs de
discrétisation. Dans de telles circonstances, un maillage symétrique et régulier per-
mettra d’éliminer et de prévenir de tels phénomenes indésirables. La figure 3.6(a)
montre un maillage irrégulier pourtant tres fin, mais présentant une faible symétrie
et ayant servi a une premiere série de calculs. Ce maillage a posé quelques difficultés,
notamment pour les cas instables en for¢cant 1’écoulement a sortir du mauvais coté.
Les perturbations numériques liées au maillage, que ’on ne peut pas controler,

étaient plus importantes que les perturbations physiques imposées. On rappelle
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que la perturbation de température imposée sur la paroi inférieure droite du canal
horizontal (voir figure 3.2) contréle la direction de 1’écoulement dans les régimes
instables. L’utilisation d’un maillage tel que celui présenté sur la figure 3.3(a) nous
a fait perdre ce controle. En effet, il arrive parfois que le fluide s’écoule vers la sortie
de gauche au lieu de celle de droite. Ce probleme a été surmonté en effectuant les
calculs subséquents sur un maillage symétrique et régulier comme celui montré sur
la figure 3.6(b). Le maillage utilisé pour les calculs numériques est identique & celui

montré sur la figure 3.6(b), sauf qu’il contient 18849 noeuds.
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CHAPITRE 4

METHODE DE RESOLUTION

Dans ce chapitre nous dressons un rapide portrait de la méthode numérique retenue

pour résoudre le systéme d’équations diféérentielles qui décrit notre modele

4.1 Méthode des éléments finis

La résolution des équations aux dérivées partielles (EDP), occupe une place impor-
tante en science et en génie. Pour ce faire, il existe plusieurs méthodes numériques
a notre disposition. Toutes font appel & une discrétisation qui transforme les
équations aux dérivées partielles en systeme algébrique. On pense entre autres
aux méthodes de différences finies, de volumes finis, spectrales (basée sur les
séries de Fourier) et finalement aux méthodes d’éléments finis qui reposent sur
la formulation variationnelle des équations aux dérivées partielles. La méthode des
éléments finis est probablement 1’approche la plus générale. Elle repose sur une
base mathématique solide et rigoureuse, qui permet de prévoir la précision de I’ap-
proximation et méme de 'améliorer. La méthode des éléments finis se décrit en
quelques étapes. On établit d’abord la forme faible du systéme d’équations aux
dérivées partielles. Ensuite on discrétise la forme faible pour obtenir un systeme
d’équations algébriques que l’'on peut résoudre par factorisation LU ou bien par

une méthode itérative.

intégration . discretisation resolution .
EDP =" forme faible " —" Az =b — " solution



46

4.1.1 Formulation variationnelle

La formulation variationnelle ou forme faible d’'une EDP s’obtient en la multipliant
par une fonction test § (méthode de Ritz') et en intégrant le tout sur le domaine
de calcul €. Une intégration par parties des termes du second ordre (Théoréme de
Gauss) permet de faire ressortir naturellement les conditions aux frontiéres natu-

relles ou de Neumann.

4.1.1.1 Forme faible des équations de Navier-Stokes

Rappelons que les équations de continuité, de Navier-Stokes et de 1’énergie en

régime instationnaire s’écrivent comme suit :

V-u=20 (4.1)
p (%% +u- Vu) =-Vp+V- [n (Vu + (Vu)T)] +f (4.2)
PCp (88—? +u- VT> =V -(kVT)+ ¢+ (4.3)

obu=u(x,t),p=rpx,t)et T =T(x,t). Dans le cas présent, il n’y a aucune force

volumique f, ni de source de chaleur ¢, et la dissipation visqueuse ® est nulle.

1Si les fonctions test § sont égales aux fonctions d’interpolation, on parle alors de la méthode
de Galerkin.
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En appliquant la méthode décrite ci-dessus on arrive au systéme suivant :

/ V - udpdQ = 0 (4.4)
/ — (5udQ+/ (p(u-Vu)-du—pV-du+ 2% (u): Véu)dQ
Q

= / o-n-oudl (4.5)
a9

T
oc, / I 51d0r+ pe, / u - VTSTdQ + / k (VT - V6T) dO
o Ot Q Q

= / kVT - néTdD (4.6)
o

ol du, op et 8T sont les fonctions test en u, p et T respectivement.

4.1.1.2 Forme faible des équations de sensibilités

Rappelons également les équations de sensisibilités correspondant aux équations

de continuité, de Navier-Stokes et d’énergie,

V- esy=0 (4.7)

I ((?9—u+u Vu) (5‘ +5sy-Vu+u- Vsu) (4.8)

=-Vs,+ V- (Vu + (Vu) ) +7 (Vsu + (Vsu)T>]

ot
[n
T
P, + pc, or +u-VT |+ pc, =L 4 su-VT+u-Vsy (4.9)
PIA ot

V- (K'V

vT + kVST)
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ol Sy, Sp et sy, sont les sensibilités en u, p et T respectivement.

On obtient le systéme suivant pour la forme faible des équations de sensibilités :
/ V - 5y08,d2 =0 (4.10)
Q

0
p'/ (@+u.vu>53udﬂ+p/ <ﬁ+su~Vu+u~Vsu>5sudQ+
o \ Ot o \ Ot

/ [20/4 (0) + 277 (su)] : ¥ (05u) A2 — [ 5,V - 85,dQ2 = / o' -n-ds,dl
Q

Q a0
(4.11)
(p'ep + pcly) / (éjj +u- VT) dspdQ+
q \ Ot
aST
PCp — +84- VT +u-Vsp | dspdQ+
q \ Ot
/ (K'VT + kVsr) - VospdQ = / (K'VT + kVsr) - ndspdl (4.12)
Q a0

ou 05y, 05, et dsy sont les fonctions test en sy, s, et sy respectivement. Dans la
prochaine section, on rappelle les conditions aux frontieres pour I’écoulement et les

sensibilités

4.2 Conditions aux frontiéres pour ’écoulement et les sensibilités

Pour qu’un probléme d’écoulement soit mathématiquement bien posé, on doit
nécessairement définir un ensemble de conditions aux frontieres du calcul. La
résolution des équations (4.1), (4.2) et (4.3) se fait dans un domaine de calcul

Q, borné par une frontiére 0. Les conditions aux frontiéres de Dirichlet T'p (es-
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sentielles) et de Neumann I'y (naturelles) sont imposées sous la forme suivante :

u=1 sur I'Y (4.13)

(—pl+ py (u)) - A =17 sur T (4.14)
T=T sur I'h (4.15)

EKVT -fi=gq sur I'Y, (4.16)

ol les frontiéres pour 1’écoulement 0€2; et la température 02 sont données respecti-
vement par : 9 = TRULY avec THNTY = @ et 90y = THULY, avec THNI, = @.
Le calcul de la sensibilité des conditions limites découle de la meme regle que pour
les équations de ’écoulement : on différentie les conditions aux frontieres par rap-

port a un parametre d’intérét a. On obtient ainsi,

Su = Sa sur '} (4.17)

(—spL + 15 (W) + iy () - B = T swlh  (418)
ST = sp sur ['}, (4.19)

(K'VT + kVsr) =g sur I', (4.20)

Les frontieres 0€2; et 922 demeurent inchangées. Nous supposons que le parameétre a
, s . . .

n’affecte pas la géométrie du domaine. Dans le contexte, nous traitons le parametre

comme un parametre de valeur. Un parametre a qui influence la géométrie du

domaine ou bien sa frontiére porte le nom de parametre de forme.
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4.3 Discrétisation éléments finis

La forme variationnelle ? ayant été obtenue, il reste & la discrétiser a l'aide de
la méthode de Galerkin, qui consiste a prendre les fonctions d’interpolation de la
solution discrete comme fonction test. Pour la composante horizontale de la vitesse

1 nous avons :

uf(x,1) = Zuf ()T (%) (4.21)
5{; (x) = \Ilffj (x) (4.22)

ot u est la solution éléments finis pour I’écoulement sur ’élément K. uf représente
les valeurs nodales, \IJuKJ sont les fonctions d’interpolation et finalement, nX est le
nombre de noeuds de calcul sur le K%®™¢ élément et 555 sont les fonctions test as-
sociées aux noeuds j. On procede de la méme fagon pour v, la composante verticale

de u, la température T et la pression p. La solution éléments finis pour la sensibilité

sK g'écrit alors :
ng
sk(x,t) = sk (H)PE (x) (4.23)
j=1
0K (x) = UK (x) (4.24)
7 7

ol sffj représente les valeurs nodales, \Ilﬁi ~sont les fonctions d’interpolation. Enfin,
7

6% sont les fonctions test associées aux noeuds j. Encore une fois, on procéde de
J

K

la méme fagon pour s

K K
, s7 et sy

20n dira quasi-variationnelle, car la dérivée temporelle n’a pas encore été discrétisée.



ol

4.3.1 Fonctions d’interpolation

Les fonctions d’interpolation \IJuK] et \Ilg ~ présentent la propriétés dites de colloca-
2

tion sur un élément de référence R :

Vi) = 6] = { ey (4.25)
0 sit#j

Ceci nous indique que les fonctions d’interpolation prennent chacune une valeur

égale a un sur un des noeuds de I'élément et zéro sur tous les autres. On remar-

quera que seuls les degrés de liberté dépendent du temps. De plus, les fonctions

d’interpolations \IJJK demeurent les mémes que 'on soit en régime stationnaire ou

instationnaire.

4.3.2 Le choix des éléments

Nous utilisons 1’élément de Taylor-Hood (P, — P,). 1l est quadratique en vitesse et

en température et linéaire en pression.

)
VAR i_) Fonction d’interpolation quadratique
\;{ S *. LI Fonction d’interpolation linéaire
/ A / 5
/ /
(G—— i) |
Vitesse Pression

FIG. 4.1 Elément fini de type Taylor-Hood P, — P (O(h?)).

w: ‘I/f; = aj + bjz + cjy + djzy + ezf‘wQ + f;‘y2 (4.26)
p: VS =af +tr+Jy (4.27)

Par simplicité, on discrétise les équations de sensibilités de la méme maniere.
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4.3.3 Discrétisation en temps

Une fois lespace discrétisé, il reste a discrétiser la dérivée temporelle. La méthode
la plus simple consiste a approcher la dérivée temporelle par une différence finie.
Parmi les variantes possibles, on retient le schéma-@ pour sa simplicité. Le choix
d’un schéma particulier doit étre motivé avant tout par sa stabilité. Le schéma-6

s'écrit comme suit,

Ju Ju
Up+1 = Uy + Atn—!—l |:9 (_67) - + (]. - 9) (E)n] (428)

Selon la valeur de 8, on retrouve plusieurs schémas classiques :

— 0 = 0 = le schéma d’Euler explicite d’ordre 1.

— 0 =1 = le schéma d’Euler implicite d’ordre 1.

- 0= % = le schéma de Crank-Nicholson d’ordre 2.

Toutes les simulations présentées dans ce mémoire ont été faites avec la méthode

d’Euler implicite.

4.3.4 Résidus des équations et linéarisation de Newton

Les équations de Navier-Stokes sont non linéaires a cause du terme de convection
et de la loi de comportement. Il en découle que la formulation variationnelle as-
sociée ne respecte plus le Théoréme de Laxz-Milgram. Pour résoudre un tel systeme
on procede par linéarisation, c’est-a-dire ramener la solution d’un probléme non
linéaire a la solution d’une séquence de problemes linéaires convergeant vers la solu-
tion du probléme non linéaire initial. Pour ce faire, nous avons retenu la méthode de

Newton, pour résoudre un systeéme de la forme R.(u, p) = 0. Par exemple, les résidus
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associés a ’équation de continuité et aux équations du mouvement s’écriront :

R,(u,v,p) =/ (V-u)dpdd =0 (4.29)
Q
- Un = Un-1)
Ry(u,v,p) = p/Q ( Ar ) oudQ+

/ o (u, - Vuy,) - du—p,V - du] d2+
0

2/ pAy (uy,) : VoudQ—
Q

/ g-du-ndl' =0 (4.30)
a0

ol Atn = tn - tn—1~
k

n

En dénotant par u¥, v* et pf une approximation de la solution Ry (up, vn, pn) = 0

et Ry(Un, Un, pn) = 0, on cherche les corrections Auft!, AvF+1 et Apk*! telles que

Ry (uy + Dup ™, v + Avg ™ pp + ApfHh) =0 (4.31)
Ry (uf + Auft of 4 AvETY pf 4 ApEt) =0 (4.32)

Pour linéariser les équations (4.31) et (4.32), on utilise un développement en série de
Taylor. Rappelons que si une fonction F dépend des variables z,, zo, ..., z;, C’est-
a-dire que F = F(zy,x9,...,2;), alors le développement en série de Taylor de F
s'écrit :

OF (z1, 39, ..., T;)

A
8I1 =

F(:El + Az, z9 + Azg, ..., z; + A.Ti) = F(.’El, T, ...y .Tz) +

OF o T OF (1, T, .., T;
n ($173327 ’m)sz—i—u-—}— ($1 T2 37)
8$2 a.TZ

+ O Az, Az, ..., Axy). (4.33)

AIL‘,'
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En appliquant un développement similaire a 1’équation (4.32) pour le résidu de la

composante u de la vitesse, on obtient :

R (uf + Auftl oF + Avﬁ“,pﬁ + A})fl+1) = Ry (uf,vf p¥)

n’

N aRu(?,@g’pg) AuFH ¢ 8Ru(z§l,v7’§,p7’§) Auk+1 4 8Ru(uaﬁ,vﬁvpﬁ) AphH
+ O*(Auft, Avit, Aplth. (4:34)

ou k dénote l'itération courante de la méthode de Newton. On effectue le méme
développement pour la composante v de la vitesse et I’équation de continuité. En

négligeant les termes d’ordre supérieur, on obtient le systeme matriciel suivant :

ORu (2 ) ORu(xf ) ORu(zf )
: . . k41 k
Auny, Ovn, k Opn k Aun - Ru ($n, Vi )
OR(zk ) ORu(zk ) ORy (2 ) k
, , , +1 _ _ k
Bun Bun |, Bpr i AU Rv(xn,j) (4.35)
aRp(l':fL j) aRp(mﬁ j) k41 k
Oun k Ovn k 0 Apn RP (xn,j)
oul z¥ . représente les valeurs nodales des variables indépendantes, par exemple
N Tep D , P p

xfm = uF. Si la méthode de Newton converge lorsque k devient grand, on aura :

R;(zF ) — 0, Az*t! -0 et zF. — z,., la solution. 4.36
n,7 3]

n.J .7

. k s . . k
Une fois z,, ; trouvé, on boucle sur le temps pour obtenir la solution z; i, ; au pas

de temps suivant.
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4.3.5 Jacobien numérique

L’évaluation des différentes dérivées contenues dans la matrice jacobienne se fait

en approchant chacune des dérivées par une différence finie

OR;(zk Ri(zF . + A) — R;(aF
g, - ORleh) Bk +8) - Reh) s
8wn,j A

ou la valeur de A est petite.

4.3.6 Méthode de Newton-Raphson

Pour trouver la solution du systeme algébrique Ri(:cflyj):() par la méthode de
Newton-Raphson, on initialise les variables d’état a zéro puis on applique quelques
cycles successifs de substitution. Cette derniére a 'avantage d’avoir un rayon de
convergence assez vaste, permettant d’obtenir une estimation de la solution a
I'intérieur du rayon de convergence plus petit de la méthode de Newton, assu-
rant ainsi une convergence vers la solution recherchée. Il est souhaitable d’exploiter
au maximum la méthode de Newton étant donné son taux de convergence quadra-
tique par opposition a la convergence linéaire de la méthode de substitution . Le

processus itératif de Newton s’écrit simplement comme suit :

JijA.’L'ﬁ:;l - —Ri(CEﬁ’j) (438)
zptt =2k 4 Agpt! (4.39)

4.3.7 Factorisation conditionnelle

On introduit ici brievement la notion de factorisation conditionnelle qui permet un

gain notable de temps de calcul. Normalement pour calculer le vecteur de correc-
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tion Amfbj;l a chaque itération £, on doit inverser la matrice jacobienne J;; par une
factorisation LU. Or, on sait qu’une telle opération est en général tres coliteuse

en temps de calcul. L’astuce pour éviter une nouvelle factorisation est d’approcher

k+1

Jij (a:fl]) par J;; (a:ffjl) lorsque Az,

&« 1. La convergence est toujours assurée sauf
que le nombre d’itérations nécessaire pour y arriver est plus élevé. En revanche,
le temps gagné en ne factorisant pas une matrice jacobienne de grande taille sur-
passe de loin celui attribué a un nombre plus grand d’itération. Cette astuce est
donc tres efficace. La figure 4.2 illustre ce qui se passe dans le cas unidimention-
nel. Concernant les sensibilités, on observe qu’une formulation de type Galerkin
sans stabilisation meéne a une matrice jacobienne indépendante du parametre a

considéré. En effet, la matrice jacobienne J utilisée dans le processus itératif de

Newton est identique a la matrice jacobienne des sensibilités.

Méthode de Newton Méthode de Newton
classique ‘ conditionelle

rd

X

3
nj X Xng Xnj Xnj

F1a. 4.2 Tllustration de la factorisation conditionnelle.
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CHAPITRE 5

VERIFICATIONS

5.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons discuté de la méthode de résolution du
systeme d’équations différentielles. En général, nous devons nous assurer que 'im-
pantation dans le code de calcul soit adéquate et que le résoluteur nous fournit des
résultats robustes et précis. C’est ce que I'on appelle l'opération de vérification du
code.

En adoptant la philosophie de Boehm, Blotter et Roache, on distingue trois idées :
La vérification du code, la vérification des calculs et la wvalidation. On peut les

résumer de la maniere suivante,

« Vérification » ~ résoudre les équations de la bonne manieére.

« Validation »  ~ résoudre les bonnes équations.

La vérification est donc un processus purement mathématique, qui n’a rien & voir
avec le réalisme physique de nos équations qui lui est sujet au processus de valida-
tion. La vérification porte son attention sur les sources d’erreurs numériques, tandis
que la validation s’intéresse aux erreurs conceptuelles du modele. Plus précisément,
la vérification du code implique ’évaluation de lerreur a 'aide d’une solution
connue afin d’établir le bon fonctionnement du code. La vérification des calculs
porte plutot sur l’estimation de l'erreur, (car en pratique la solution exacte est
inconnue) assurant ainsi que le code nous donne la résolution attendue. Roache
33, 34] propose la Méthode des Solutions Manufacturées qui permet une vérification

simple et efficace d’un code de CFD.
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5.2 Solution Manufacturée

La Méthode des Solutions Manufacturées (MSM) est une démarche générale pour
obtenir des solutions analytiques qui serviront a vérifier la précision du code.
Premi¢rement, on détermine arbitrairement une solution analytique U(x,%) qui
n’est pas a priori une solution des équations différentielles que l'on cherche a
résoudre. On n’exige pas de cette solution d’étre physiquement réaliste 34, puisque
la démarche est purement mathématique. On demande par contre, que cette so-
lution soit non-triviale. Elle doit étre assez complexe pour que toutes les dérivées
apparaissent dans les équations différentielles soient activées. Ensuite, on substi-
tue U(x,t) dans les EDP pour déterminer un terme source Q(x,t) qui annule les
termes supplémentaires engendrés par la solution choisie. La solution numérique
des équations différentielles modifiées par ’addition des termes sources devrait étre
U(x,t), notre choix initial. L’exemple suivant illustre le concept. Posons une solu-

tion analytique quelconque ayant la forme suivante :
U(z,t) = (1 + cos*(z))e ™ (6.1)

Définissons H, un opérateur différentiel construit a partir d’une équation

différentielle connue, comme par exemple ’équation d’onde a une dimension.

02 2
H(u) = 22 — 20

Si on applique H & U(z,t), on obtient le terme source Q(z,t), c’est-a-dire,

| RU LU
C=HU) = %7~ 5n

= Q = [*(1 + cos*(z)) — 2a°(sin*(z) — cos*(x))] e~ (5.4)

(5.3)
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Si on résoud 1’équation différentielle (5.2) modifiée par I’addition du terme source

Q

2 2
ng - a2(—2$—1; — Q(z,t) =0, (5.5)
avec les conditions limites et initiales appropriées, on obtient forcément la solution
U(x,t) donnée par 'expression (5.1). Le choix de la solution U(z, t) doit étre guidé
par la simplicité sans étre triviale. On évite les fonctions contenant des disconti-
nuités et les séries infinies qui sont en général difficiles a évaluer avec précision.
Cette méthode est générale et s’applique a une variété de systemes d’équations

différentielles, qu’ils soient simples ou complexes. Ainsi, les équations completes de

Navier-Stokes couplées a ’équation de 1’énergie peuvent étre abordées.

5.2.1 Utilité pour la vérification d’un code

La solution analytique exacte U(x,t) obtenue par le biais de la MSM, sert a vérifier
la performance du code de calcul de la maniere suivante. En effet, on peut calcu-
ler 'erreur exacte et observer son comportement lorsqu’on raffine le maillage. On
procede généralement en raffinant la discrétisation en espace et en temps, c’est-
a-dire h,=Az et h;=At respectivement. Pour vérifier d'une part que la solution
discréte converge bien vers la solution exacte lorsque (h;, h;) — 0 et d’autre part &
quel taux elle converge vers cette solution exacte, on utilise un théoreme qui découle
de la théorie des éléments finis. Sans entrer dans les détails et sans en donner une

démonstration, le théoreme s’énonce comme suit :

Jup — ullm,e < CR*F ™ ||ufles1,0 (5.6)
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oll up et u représente respectivement la solution discrete et la solution analytique.
k désigne le degré des polynoémes d’interpolation, tandis que m désigne le degré de
Iespace fonctionnel. Le taux de convergence du schéma numérique sera p=k+1—m.
Pour les équations aux dérivées partielles d’ordre deux, 1’espace de base est H!((Q2),
de sorte que m=1. De plus, on utilise des éléments quadratiques, alors k=2, ce
qui implique que p=2. Nous avons donc une convergence d’ordre deux en espace
pour les vitesses. L’utilisation d’éléments linéaires pour la pression impose k=1 et
implique que le taux de convergence est linéaire en pression. De plus, le schéma
numérique d’Euler d’ordre un employé pour la variable temporelle limite le taux

de convergence g a un.
Beza = up — u = Cph2 + Cihi + O(sup.) = Cph2 + Cihy + O(sup.) (5.7)

L’erreur exacte comporte une composante spatiale et une composante temporelle,
c’est-a-dire :

EEsPee = b2 + O(sup.) (5.8)

exa

era

ELms = Oh¢ + O(sup.) (5.9)

Pour estimer 'ordre de précision du code, on suppose que si h tend vers zéro, le
premier terme de l’équation (5.8) et (5.9) est dominant. Les erreurs globales en
espace E;7P9 et E-*P% sont calculées respectivement sur un maillage m, de taille
h. et sur un maillage my de taille h,/r, out r représente le ratio de raffinement

appliqué au maillage. L’équations (5.8) prend alors la forme suivante :

B2t mx Cph? (5.10)

Eespace ~ C hl‘ P
e Gy | (5.11)
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Le rapport de ces erreurs s’écrit :

Ere:pace Chg‘
Ee—slpac? ~ (Chp>rp=rp (5.12)
mo x

d’ol 'on tire le taux de convergence p observé.

1 Ererfpace
p= ln(’]") l’fl (E,e,fzmce) (513)

Partant de ’équation (5.9) et en suivant le méme raisonement, on arrive aux deux

résultats suivants :

Etemps Chq

s ~ (g ) = (5.14)
1 Effmps

= 5.1

1= T " (Efgmps (5-15)

ou s désigne le ratio de raffinement temporel et g représente le taux de convergence
en temps observé. En utilisant un ratio de raffinement spatial r constant, on peut
ensuite comparer la suite de valeurs de p obtenue par un raffinement de maillage
systématique avec le taux de convergence théorique de la méthode de discrétisation
employée. La méme comparaison peut étre faite si ’on observe le taux de conver-
gence en temps. On s’attend donc a observer une valeur de p=2 en espace et de g=1
en temps. Si on raffine simultanément 1’espace et le temps, on désire que ’égalité

suivante soit respectée,

temps
[Eespace E P
mi

s = E?emps = 7P =g (5.16)

to

En divisant h, par deux et h; par quatre, on s’assure que E,,, diminue d’un facteur
quatre & chaque étape de raffinement spatio-temporel. En terminant, la Méthode

des Solutions Manufacturées ne détectera pas toutes les fautes de codage possibles.
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Par contre, celles qui affectent p et ¢ deviendront apparentes. Ce ne sont pas toutes

les erreurs qui affectent la précision, certaines peuvent limiter l'efficacité du code.

Pour un exposé plus détaillé, on peut consulter ouvrage de Roache 34,
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5.2.2 Applications

Dans cette section nous présentons la solution manufacturée utilisée pour vérifier le
bon fonctionnement de notre code de calcul. Elle s’'inspire d’une solution exacte des

équations de Navier-stokes en deux dimensions obtenue dans un article de Taylor

n2 .

u(z,y) = Gz?m?sin(nz)cos(my)el~BY (5.17)
v(z,y) = —Gz*m?sin(ny)cos(nz)el =BV (5.18)
T(x,y) = szlm2 (1 4 sin’(mx)cos? (ry))e 5D (5.19)
p(x,y) = Gz?m?(cos(mx) + sin(ry))el "B (5.20)

ou Gz, B et m sont les parametres usuels du modele, ¢ dénote le temps et w est
un parametre ajustable. La figure 5.1 montre 'allure de u, v, T et p. A la solution
exacte en écoulement s’ajoute la solution exacte en sensibilités. Elle est obtenue en
différentiant les équations (5.17) & (5.20) par rapport aux parameétres Gz, B et m.

On trouve ainsi pour s, :

s&% = 2sz2sz’n(7m:)cos(7ry)e(_B“’t) (5.21)
sy = 2Gz2msin(7rx)cos(Wy)e(_B“’t) (5.22)
8B = —Gz*mPwtsin(nz)cos(my)e B (5.23)

Les autres sensibilités se dérivent de la méme maniére. Pour un exposé complet,

on consultera 'annexe II.
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u(x,y) v(x,y)

s s g

A\

%
52

y o X

QAR

/RN

y o x y oA x

F1G. 5.1 Surfaces représentant les fonctions u(z,y), v(z,y), T(z,y) et p(z,y). Le
domaine en x et y est définit comme : —1 <z <let -1 <y <1.

5.2.3 Domaine de calcul et conditions limites

Le domaine de calcul est un simple rectangle de dimension L par H. Sur les frontieres
verticales et inférieures, on impose des conditions de Dirichlet pour les variables u,
v et T en utilisant les expressions analytiques issues de la solution manufacturée.
Sur la frontiere supérieure on applique une condition de Neumann pour v, pour de
définir le niveau de pression. Sur la méme frontiere, la solution exacte est appliquée
comme conditions de Dirichlet en u et T'. La figure 5.2 montre le domaine de calcul
ainsi que les conditions limites imposées pour ’écoulement et les sensibilités. Les

dimensions du carré sont : H=L=2.
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exa__ exa exa__ . exa)
ny(Zuvy Pexa) ny(ZusV’y T2syvyiosp )
Ugxas Texa Sﬁxa N S%Xa
exa exa
Uexa Uexa Sy Su
Vexa| H Vexa s |H goxa
Texa 0.0) Texa g&xa 0.0 5&xa
T T
écoulement sensibilités
L L
Ucxa; Vexas Texa s, sexa, S%Xa

Fia. 5.2 Géométrie du domaline calcul et définition des conditions aux frontiéres.

5.2.4 Termes sources en écoulement

Les relations (5.17) a (5.20) satisferont les équations (3.4) et (3.8) & condition
que l'on ajoute les termes sources appropriés Qns(x,t), pour Navier-Stokes et
Qq(x,t) pour I'’équation de 'énergie. La solution analytique respecte naturellement
Péquation de continuité (3.3). Les termes sources sont obtenus par l'application de

la MSM. On obtient donc pour Qns(X,t)y et Qu(x, 1),

Qns(x,t)y = Re(ug + vy, + vuy) + pp — 2(Npuy + Nigy) (5.24)
= [my(uy + va) + n(uyy + vya)]
@Qns(x,t)y = Re(ve + uvy + vvy) + py — 2(nyvy + 1oyy) (5.25)
= [1e(v2 + uy) + N(Vaa + tay)]
Qu(x,1) = (T} + uTs +oT,) — (g) él—z(:rm +T,) (5.26)
ou 7, et 7y représentent les dérivées de la viscosité par rapport a = et y. La notation

utilisée pour les dérivées est détaillée dans I’annexe II. Rappelons que 7 est définie

par 1’équation (3.48) et que par exemple, on obtient la relation suivante pour 7,

_ o [ dugugs + 2(uy 4 V) (Usy + Vaz) + 4UyUsy
e =g 2u2 + (uy + vg)? + 202

— nBT,. (5.27)
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5.2.5 Termes sources en sensibilités

De la méme maniére, les sensibilités données par (5.21) a (5.23) plus toutes celles
qui ne sont pas explicitées ici, doivent satisfaire les équations (3.44) et (3.45) a

condition une fois de plus, que ’on ajoute les termes sources obtenus par la MSM.

Vo (X, 1)y = Re(syy + syt + USuz + Sylly + U8y ) + Spo (5.28)
- Z(Sn,wux + NxSu,x + Snuz‘z‘ + nsu,w:p)

- [Sn,y(uy + vg) + Ny(Suy + Sug) + Sn(uyy + Vye) + N(Suyy + Sv,yz)]

No (X, 1)y = Re(Sp + SuUs 4 USyz + SyUy + USpy) + Spy (5.29)
— 2(8py Uy + MySuy + SyUyy + NSv.yy)
- [Sn,m (Ve + uy) + Nz (Sv,z + Su,y) + Sn(wa + Ua:y) + N(Sv,20 + Su,my)]

Q5 (x,t) = (87 + 8uT + usr e + 8Ty + vsry) (5.30)
H 1 1 dQGz
- (ﬁ) [@(ST,ZZ + ST,yy) - @ (‘gg) (Tm + Tyy)}

Les termes s,, et s,, désignent respectivment les dérivées de la sensibilité de la

viscosité par rapport & x et y. A titre d’exemple, s, , s’écrit,

Sne = N [(% %”3 + ——ﬁ) (BST + T(ZBH (5.31)

+ la_Oé_dLn+maﬁ Baﬂ+aTdB
T\ 2 or da 2 Or oz Or da
ou « et (3 sont donnés par :

a=1n[2(u)” + (uy +v,)° + 2 (v)?] (5.32)

= 4(11/1;)(8“’1‘) + 2(uy + Uﬁl‘)(su,y + Sv,z‘) + 4(’Uy)(5v,y)
- [ 2(uz)? + (uy + vz)? + 2(vy)? ] (5.33)
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Notons que I’équation (3.43) est respectée naturellement sans terme source. Dans
la section suivante, on présente les résultats obtenus d’une étude de convergence,
ce qui permet de vérifier le bon fonctionnement et [’efficacité du code de calcul

utilisé pour ce travail.

5.3 Analyse de convergence

On effectue un raffinement de la discrétisation en espace et en temps et on observe
le comportement de I'erreur exacte. On s’attend a ce que I'erreur estimée et ’erreur
exacte diminuent de facon réguliére a chaque étape de raffinement. Idéalement, les
calculs sont faits sur un maillage régulier et structuré pour controler précisément la
taille h, des éléments. Le raffinement spatial se fait manuellement, en divisant par
deux la taille des éléments pour chaque calcul. La figure 5.3 montre ’apparence de

deux maillages employés pour ’étude de convergence.

A R
// / ’ Ziﬁ
- g // - /"/ 4 :; -
77 - 1 i a3
! Y i Sau
Yy v//" 0
- r s
L v
T T
(a) Maillage grossier (b) Maillage fin

Fic. 5.3 Exemple de maillages utilisés pour le calcul de la solution analytique. (a)
maillage de 8 x 8 éléments et (b) montre un maillage de 32 x 32 éléments.

Avant de présenter les résultats obtenus lors de ’analyse de convergence, on intro-

duit quelques définitions utiles sur les normes d’erreurs.
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5.3.1 Normes d’erreurs

On commence par définir les normes usuelles des solutions u, T et p. Les équations

(5.34) & (5.36) donnent les expressions des normes de la solution : norme énergie

(i.e. : les vitesses), norme thermique et finalement, semi-norme H; de la pression *.

2 = / (7 7)dO (5.34)
T2 = / (kYT - EVT)dQ (5.35)
lpllZs = / (Vp- Vp)d (5.36)

ol T représente le tenseur des contraintes visqueuses,

M) @+ 53
)

du , B B
n(5 +a)  2n(z,
La norme de la solution pour la sensibilité de la vitesse s’obtient en dérivant les

composantes du tenseur 7 par rapport a un parametre d’intérét a,

. 2n(5) + 2s,(52) 77(88" + Go) + sy (5 oy T %) (5.38)
77(%‘ asv)+3n(ay + 35) 277(%1)“*’2377(8_;)

ou s, dénote la sensibilité de la viscosité par rapport au parametre a. La norme
thermique de la solution et la norme de la solution en pression pour les sensibilités

se dérivent simplement en différentiant les équations (5.35) et (5.36) par rapport a

1Si on fait la projection des dérivées au lieu des flux, la forme des équations sera différente.
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a. Les relations suivantes sont 1’analogue de (5.34) & (5.36) pour les sensibilités :

Isals = /Q (5, ¢ 5.)d9) (5.39)
Isr|l? = /Q (kVsp - Vsr + KVT - VT)d0 (5.40)
N /Q(Vs,, - Vs,)dQ2 (5.41)

L’erreur exacte se calcule en prenant la norme de la différence entre la solution
éléments finis uy, et la solution exacte ue.,. Par exemple, I'erreur exacte liée a la

norme énergie s’écrit comme suit :

0 — Uezal% = / (71— Tesa) ¢ (Th — Tega)d) (5.42)
Q
De la méme fagon, on obtient 'erreur exacte de la sensibilité en norme énergie.

|, _‘Sueza||2E = /(S‘r,h — Srera) ! (87,h — Sr.e0a)d (5.43)
Q

ou 8y, et Sy, représentent respectivement la sensibilité des solutions éléments
finis et exacte. La norme de l'errreur estimée s’écrit de la méme facon, sauf que

'on remplace la solution exacte par une solution reconstruite 4 1°* 53

, qui est une
estimation de la solution exacte. Ainsi, ’erreur estimée pour ’écoulement et pour

les sensibilités en norme énergie s’écrit :

o~ Gl = [ (7= 7): (ra = F)a (5.44)
Q
s = Galle = [ (5r = 57) s (5 = 57002 (5.45)
Q
L’erreur exacte et ’erreur estimée pour la température (en norme thermique) et la

pression (en norme H!) s’obtiennent en suivant le méme raisonnement. Les deux

sections suivantes montrent les résultats de I’analyse de convergence pour le régime
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stationnaire et le régime instationnaire.

5.3.2 Cas stationnaire

Pour le régime stationnaire, on pose t=0 dans la solution manufacturée. Donc les

équations (5.17) a (5.20) deviennent :

u(z,y) = Ge’*m?2sin(nz)cos(ny) (5.46)
v(z,y) = —Gz’m?2sin(ny)cos(rx) (5.47)
T(w,y) = 9‘1””‘%(1 + sin?(rz)cos (ry)) (5.48)
p(z,y) = GZ*m?(cos(nz) + sin(my)). (5.49)

On remarque en particulier que les sensibilités par rapport au parametre B sont
nulles, c’est-a-dire que s)=s)=s)=s7=0. Aprés six étapes de raffinement, le
maillage final contient 128 x 128 éléments avec 66049 noeuds. La figure 5.4 montre
les trajectoires des erreurs exactes et estimées en norme énergie en fonction du
raffinement de maillage (i.e. : du nombre de noeuds). On observe que les erreurs
diminuent d’un cycle de raffinement & lautre tant pour ’écoulement que pour les
sensibilités, et que les estimateurs d’erreurs convergent de la méme maniére que
lerreur exacte. Pour mesurer la performance de 'estimateur d’erreur, on trace le
ratio de ’erreur estimée sur l'erreur exacte, que ’on nomme indice d’efficacité. La
figure 5.6 présente les courbes de I'indice d’efficacité des estimateurs d’erreurs pour
I’écoulement et les sensibilités. On remarque que efficacité tend vers 1.0 (i.e. :
100%) lorsque le nombre de noeuds augmente. Cette propriété asymptotique in-
dique que les estimateurs d’erreurs deviennent plus précis et plus fiables avec le

raffinement du maillage. Notons que l'adaptation de maillage aurait sans doute

permis aux estimateurs d’erreurs de converger directement sur I'erreur exacte, en-



trainant ainsi une ameélioration de 'eflicacité.
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F1a. 5.4 Trajectoires des erreurs exactes et estimées en norme énergie, en fonction
du nombre de noeuds. La figure (a) présente I’écoulement, tandis que les figures
(b), (c) et (d) montrent les sensibilités par rapport aux parameétres Gz, m et B
respectivement. Les calculs ont été fait avec B =2, Gz =2 et w = 0.1.

Enfin, lordre de convergence p de lerreur exacte et de lerreur estimée est

quasi-optimal puisqu’il s’approche de la valeur théorique attendue a la fois pour

Pécoulement et pour les sensibilités (voir le tableau 5.1). En effet, on se rappelle

que la décroissance de 'erreur est d’ordre O(h2) en norme énergie et en norme

thermique lorsque l'on utilise des éléments quadratiques. Or, le nombre de noeuds

N est proportionnel & 1/h2. On prévoit donc une erreur inversement proportion-

nelle au nombre de noeuds, tel qu’observé. De plus, on constate que les courbes

de convergence obtenues obéissent a I’équation d’une droite (équation (5.50)), ot



p représente le double de la pente de cette droite.

Epo=Ch =C

1 P log

VN

— 10g(Fegq) = log(C) — g log(N)
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(5.50)

La figure 5.5 montre I’évolution des trajectoires de I'erreur exacte et de l'erreur

estimée en norme thermique en fonction du nombre de noeuds N.
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FiG. 5.5 Trajectoires des erreurs exactes et estimées en norme thermique, en fonc-
tion du nombre de noeuds. La figure (a) présente 1'écoulement, tandis que les figures
(b), (c) et (d) montrent les sensibilités par rapport aux parametres Gz, m et B res-
pectivement. Les calculs ont été fait avec B =2, Gz =2 et w = 0.1.

La figure 5.6(d) présente un résultat décevant, puisque l'indice d’efficacité pour la

sensibilité de la température et de la pression par rapport au parametre B sont

bien en-dessous de leur valeur optimale. Comme les sensibilités s =s]=s0=s7=0

(t=0 en régime stationnaire), les normes données par les équations (5.34) a (5.36)
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FiG. 5.6 Trajectoires de lefficacité en fonction du raffinement (i.e. : du nombre de
noeuds). La figure (a) présente 1'écoulement, tandis que les figures (b), (c) et (d)
montrent les sensibilités par rapport aux parametres Gz, m et B respectivement.
Les calculs ont fait avec B =2, Gz=2 et w = 0.1.

seront également nulles, ce qui fait que les normes des erreurs exactes et estimées

tendront elles aussi vers zéro avec le raffinement de maillage. En d’autres termes,

hliglo E..=0 (5.51)
lim Fipq =0 (5.52)

L’indice d’efficacité est défini comme le ratio entre l'erreur estimée et ’erreur exacte,

lim Fest =9
he—0 \ Eopa 0

(5.53)

On constate alors que le ratio donné par équation (5.63) est une forme



Norme Ecoulement Sensibilité Sensibilité Sensibilité
parametre Gz | parametre m | parametre B
Energie 2.0041 2.0914 2.0234 1.9854
Thermique 1.9848 2.0208 1.9921 4.0504
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TaB. 5.1 Taux de convergence obtenus pour I’écoulement et les sensibilités.

indéterminée. Donc plus on raffine le maillage, plus I'éfficacité perd de son sens,

car a la limite, zéro divisé par zéro ne veut rien dire.

5.3.3 Cas transitoire

En plus de considérer la discrétisation en espace h, le régime transitoire nécessite

une discrétisation du temps h;=At. On rappelle qu’on utilise le schéma d’Euler

implicite d’ordre 1. Or, pour préserver une diminution de l'erreur exacte observé

d’un facteur quatre en divisant h, par deux, il faut diviser par quatre la taille du

pas de temps pour chaque cycle de raffinement du maillage.

h hzo  hg, hy,
hz‘,2 = "‘;ia hz‘,3 = _; 217 3 ha:,n = 2n—11
hi1 hi 2o b1 hiq
hig= —= hyg=—2 =" hey = —
B2 Ty T Ty 167 7 P gl

(5.54)

(5.55)

La séquence des maillages est la méme que celle utilisé du cas stationnaire. Le

nombre de pas de temps varie de 6 pour le maillage de 4 x 4 éléments a 6144 pour

le maillge ayant 128 x 128 éléments. Les figures 5.7 et 5.8 montrent les trajectoires

des erreurs exactes et des estimateurs en norme énergie et thermique en fonction

du nombre de noeuds.
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Finalement, la figure 5.9 présente l’efficacité des estimateurs d’erreurs et le ta-

bleau 5.2 répertorie les taux de convergence observés pour écoulement et pour les

sensibilités.
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F1a. 5.7 Trajectoires des erreurs exactes et estimées en norme énergie, en fonction
du nombre de noeuds. La figure (a) présente 1’écoulement, tandis que les figures
(b), (c) et (d) montrent les sensibilités par rapport aux parameétres Gz, m et B
respectivement. Les calculs ont été fait avec B = 2, Gz =2 et w = 0.1.

Une fois de plus, on observe que les erreurs diminuent d’un cycle de raffinement

a lautre. La convergence des estimateurs d’erreurs suit celle des erreurs exactes.

Les courbes respectent la décroissance quadratique attendue, ce qui veut dire que

le taux de convergence est pres de sa valeur théorique de deux. La convergence des

estimateurs d’erreurs vers l’erreur exacte indique un comportement optimal des

estimateurs.
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Norme Ecoulement Sensibilité Sensibilité Sensibilité
parametre Gz | parametre m | parametre B
Energie 1.9914 2.0896 2.0102 1.9898
Thermique 1.9837 2.0017 1.9862 1.9856

TAB. 5.2 Taux de convergence obtenus pour 1’écoulement et les sensibilités.

Ecoulement, norme thermique Sensibilité par rapport a4 Gz, norme thermique
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F1a. 5.8 Trajectoires des erreurs exactes et estimées en norme thermique, en fonc-
tion du nombre de noecuds. La figure (a) présente ’écoulement, tandis que les figures
(b), (c) et (d) montrent les sensibilités par rapport aux parametres Gz, m et B res-
pectivement. Les calculs ont été fait avec B =2, Gz =2 et w = 0.1.

On peut donc conclure que I'implantation et le solveur sont vérifiés au sens de

Roache, c’est-a-dire que le solveur résout les équations de la bonne maniére.



Efficacité en écoulement

T
1tk W\i—/>—~-ﬁ—'—A'—-’6kL—~ P
o :
0.8 ]
h=1
&
o6
=)
M 0.4
0.2r -© - Pression i
© - Vitesses
- -Température
0 . L=
10’ 10° 10° 10* 10°

Nombre de noeuds - (a)

Efficacité en sensibilité par rapport & m

12
Lt
1t il = ~ SRy - N
-
0.8} o
+=
h=1
2
é 0.6-
M o4t
0.2 © - Pression
i Vitesses
- - Températureg
0 . )
10’ 10° 10° 10 10°

Nombre de noeuds - (c)

Efficacité en sensibilité par rapport & Gz

o e = e |
r o eV * -
gal -
@ 08}
+ ]
b=
S
06
H
Ko,
02 - & -Pression
Vitesses
-+ - Températur
o 1 2 3 l4 =] 5
10 10 10 10 10
Nombre de noeuds - (b)
Efficacité en sensibilité par rapport a B
12
w - R N
1+ > i LR — e “
&
008} 5
+
Bt
<
Sost
&8
Mos
02t
0
10' 10° 10°

Nombre de noeuds - {d)

7

F1aG. 5.9 Trajectoires de l'efficacité en fonction du raffinement (i.e. : du nombre de
noeuds). La figure (a) présente ’écoulement, tandis que les figures (b), (c) et (d)
montrent les sensibilités par rapport aux parametres Gz, m et B respectivement.
Les calculs ont été fait avec B=2, Gz=2 et w=0.1.

De plus, le calcul des sensibilités a été confronté a une vérification par différence

finie, ce qui sera le sujet de la section 6.3.2.
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CHAPITRE 6

APPLICATION ET RESULTATS

Dans ce chapitre nous présentons les résultats des simulations d’un écoulement
non-Newtonien & I'intérieur d’un canal d’injection symétrique, un sujet étroitement
lié aux développements théoriques présentés précédemment. Pour certaines combi-
naisons des nombres adimensionnels Gz et B, I’écoulement du fluide est stable
et symétrique. Par contre, d’autres combinaisons induisent une asymétrie de
Pécoulement et un comportement instable. On observe alors une croissance ex-
ponentielle de la différence de température entre deux points symétriques aux sor-
ties du canal d’injection. En s’appuyant sur les résultats numériques obtenus, une
frontiere séparant la région ou l’écoulement est stable de celle ou celui-ci est in-
stable a pu étre définie. Pour prédire les divers comportements observés du fluide
(i.e. stable ou instable), le calcul des sensibilités fournit une indication sur la condi-

tion vers laquelle tend I’écoulement pour un ensemble de valeur de Gz et B.

6.1 Description du probleme

On cherche a déterminer le comportement d’un écoulement complexe en solution-
nant numériquement les équations de Navier-Stokes couplées a celle de I’énergie
(équations (3.35) & (3.37)). La géométrie d’intérét est un canal d’injection en forme
de T présenté a la figure 6.1. Les dimensions du canal sont : R=3.5, H=1.0, r=0.5
et L=5.0. Pour commencer, on donne une description de ce qui arrive dans la situa-
tion idéale lorsque le fluide entre dans le canal d’injection. Le fluide débute son par-

cours par le bas du canal. En pénétrant dans le canal, I’écoulement est pleinement
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développé et adopte le profil de vitesse décrit dans la section 3.6.1. A ce moment,
la température du fluide est constante et uniforme. Ensuite, le fluide monte dans
la partie verticale du canal et atteint le seuil d’injection, c’est-a-dire ’endroit ou le
canal se sépare en deux branches horizontales. A cet endroit, 'écoulement se sépare
et se dirige vers les deux sorties opposées. Dans la situation idéale, on souhaite que
le comportement du fluide ne soit ni influencé, ni perturbé par la température. Dans
ce cas, si on imagine le fluide comme étant isotherme et contenu dans un canal ou
I’ensemble des parois sont adiabatiques, on observera alors que 1’écoulement est
parfaitement symétrique. Donc, le fluide se sépare au seuil d’injection de maniere
symétrique, ce qui implique que la méme quantité de fluide quitte le canal d’injec-
tion par chacunes des sorties et avec la méme vitesse.

2H B}

- | —— —_— ——

F1G. 6.1 Dimensions du domaine de calcul, L=5.0, R=3.5, r=0.5 et H=1.0.

En pratique, la température des parois n’est pas parfaitement uniforme sur 1’en-
semble du canal. Or, on sait que dans la réalité, la viscosité dépend explicitement
de la température, ce qui aura une influence sur le comportement du fluide dans
le canal d’injection. Pour reproduire cette influence, on introduit une faible per-

turbation de la température sur 'une des parois horizontale du canal. On peut
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ainsi s’attendre a observer une déviation plus ou moins grande du comportement
de ’écoulement par rapport a la situation idéale. Comme nous le verrons plus loin,
le fluide adopte en effet sous certaines conditions, un régime d’écoulement non
symétrique. Parfois cette asymétrie s’amplifie au point de forcer tout le fluide a
quitter le canal que par la sortie de droite. La conséquence de cette asymétrie est

la création de défauts importants sur les piéces moulées.

Pour reproduire ce comportement, on impose sur le domaine de calcul les conditions
limites données sur la figure 6.2. La température T en entrée est égale a 1. Les
parois verticales du canal d’injection sont isolées (¢=0), tandis que 'on maintient
une température nulle (7=0) sur les parois horizontales, sauf sur la paroi inférieure
droite o1 'on perturbe la température par un facteur € qui est de 'ordre de 1075,
Cette perturbation permet de créer une tres faible asymétrie de température dans
I'injecteur. En pratique, elle controle la direction vers laquelle ira le fluide lors de
I’apparition d'une asymétrie dans 1’écoulement. Ceci évite que l'instabilité ne soit
déclenchée par une erreur numérique, telle qu’'une erreur d’arrondi sur laquelle nous
n’avons aucun controle. Des valeurs de e inférieures a 1075 ne permettent pas de
controler la direction de I’écoulement, tandis que des valeurs supérieures a 107°
ont une trop grande influence sur le comportement et la stabilité de ’écoulement.
Finalement, aucune condition limite n’est imposée sur la température aux sorties de
I'injecteur. En entrée, la vitesse u est nulle et la vitesse v adopte le profil de vitesse
completement développé calculé a la section 3.6.1. Sur les deux parois verticales
et sur toutes les parois horizontales, on impose une condition de non glissement
(u=v=0). Les conditions initiales imposées sur le domaine sont : u=v=0 pour les

vitesses et T'=1 pour la température.

Le fluide est caractérisé par une viscosité variable qui dépend a la fois du taux de
déformation 4 et de la température. On fixe les valeurs des propriétés physiques

du fluide dans le code de calcul : La densité p est égale au nombre de Reynolds,
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F1G. 6.2 Géométrie du domaine de calcul.

dont sa valeur est fixé & 0.001. La chaleur spécifique c, ainsi que la conductivité
thermique k sont respectivement égales & Gz/Re et & H/R, ou H=1.0 et R=3.5.
On définit également un temps de référence t,¢; pour le remplissage de I'injecteur.
tres=4HR/Q, ou Q) désigne le débit dans le canal. Avec ce temps de référence,
on calcule le temps nécessaire au remplissage de la cavité du moule. Le temps de
remplissage de la cavité tgy; limite la durée de la simulation et vaut environ 25
fois ¢,¢f. Avec un débit calculé de 4 (voir annexe I.1), on obtient ¢;;;;=87.5. Trois
nombres adimensionnels peuvent influencer le comportement du fluide : Gz, B et
m. Le paramétre m intervient dans le modeéle rhéologique (équation (3.13)) et est
déterminé de maniere empirique. Pour cette étude, sa valeur vaut —0.8. L’usager
controle les valeurs des parametres Gz et B et ceux-ci varient sur une plage de

valeur positive. Les expériences numériques permettent rapidement de limiter cet

ensemble aux intervalles suivants : 0.1 < Gz < 100 et 1 < B < 12. On remarque
que B apparait dans I’équation de la viscosité comme facteur multiplicatif de la
température (équation (3.48)). Le facteur B & donc une influence directe sur la

viscosité et donc sur le comportement de ’écoulement. On y reviendra plus loin.
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6.1.1 Régularisation de la viscosité

Le fait que la valeur de m soit égale a —0.8 pose un probleme de discontinuité de
la viscosité et de ses différentes sensibilités. En effet, si tous les termes contenus
sous le radical de I’équation (3.48) sont simultanément nuls en un point du do-
maine de calcul, c’est-a-dire que si O,u=(dyu + 9,v)=0,v=0, alors on se retrouve
avec une forme indéterminée. Ces termes causeront des problémes numériques des
qu’ils auront une valeur pres de ’erreur machine. Pour pallier & cette difficulté, on
régularise ’expression (3.48) en lui ajoutant un terme de correction supplémentaire

e € 1. L’équation pour la viscosité s’écrit alors
bl

m

n= {\/2 (Bprt)® + (Byu + 9pv)> +2(B,v)* +¢| e BT (6.1)

La valeur de € est fixé & 1078.

6.2 Résultats numériques

Cette section présente les résultats numériques obtenus pour différentes combinai-
sons de valeurs des nombres adimensionnels Gz et B. On commence par introduire
la méthode de mesure employée pour déterminer si I’écoulement est stable ou in-
stable. Par la suite, on montre et décrit le comportement du fluide pour les différents
régimes d’écoulement rencontrés : régimes stables, instables et en transition. On
discute également des conditions physiques qui influencent la stabilité du fluide.
On verra ensuite comment ces mesures nous permettent d’obtenir une carte de

stabilité de I’écoulement dans ’espace de phase Gz-B.
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F1G. 6.3 Points de controle servant a mesurer AT (%).

6.2.1 Caractérisation de ’asymétrie en température et en vitesse

L’écoulement que I'on étudie peut évoluer vers trois états distincts : stable, instable
ou en transition. Deux états se manifestent par une asymétrie partielle ou complete
de I’écoulement dans le canal, ce sont les écoulements instables et en transitions.
La méthode qui consiste a4 mesurer 1’évolution d’'une asymétrie en température
ou en vitesse entre les sorties opposées du canal d’injection fournit une bonne
indication sur le comportemment du fluide. On mesure ’asymétrie en enregistrant
la température et la vitesse pour chaque pas de temps, a deux noeuds distincts
du maillage (i.e P, et P,). Ces points de mesure sont illustrés sur la figure 6.3
et ils se situent au milieu des sorties du canal d’injection. On ne s’intéresse pas
directement a la température, mais plutot a sa différence. On veut donc mesurer
AT(t) = To(t)-T1(t). L’évolution temporelle de cette différence nous renseignera sur
I’état de stabilité de ’écoulement. Notons que l'utilisation d’un maillage régulier et
symétrique nous procure un net avantage par rapport a un maillage conventionnel.
Les deux noeuds choisis sur le maillage sont symétriques, augmentant la précision

des mesures. Ceci est particuliérement important, surtout lorsque les variations de
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température sont trés faibles.

La méthode de mesure des vitesses aux sorties de 'injecteur est identique a celle uti-
lisée pour la température, sauf que ’on s’intéresse directement a leurs valeurs plutot
qu’a leurs différences. Les figures 6.4 et 6.5 présentent 1’évolution de la différence
de température AT'(t) en fonction du temps t/tsy pour diverses valeurs de Gz et
B. Les figures 6.6 et 6.7 montrent les différentes mesures de vitesse en fonction
du temps t/ triu. Les diagrammes de vitesse servent essentiellement & confirmer ou

clarifier la classification de ’écoulement dans I'un des trois régimes possibles.

Pour interpréter les figures 6.4 et 6.5, on commence par introduire le critere qui
nous permet de classer les divers régimes d’écoulement en trois catégories : stable,
instable et en transition. Ce critere est basé sur 1’échelle de température 7. On rap-
pelle que I'échelle de température T} est égale a la différence entre la température du
fluide au seuil d’injection et la température des parois horizontales (i.e : To=T,-T).
Or, T, ~ 0 donc Ty=T, et T, est de 'ordre de un. Une différence de température
qui demeure assez faible par rapport a I’echelle de température au cours de la simu-
lation indique un écoulement stable. Par contre, si cette différence croit rapidement
vers une valeur proche de I’échelle de température, alors on dira de cet écoulement
qu’il est instable. Finalement, si la différence de température augmente au-dessus
de 1072 degré Celsius, mais n’atteint pas un plateau avant la fin de la simulation,

on en conclut que I’écoulement se trouve en régime de transition.

Sur P’ensemble des figures, on observe initialement (au temps zéro) une différence
de température AT(t) presque nulle (i.e. 1078 & 1071%). Le fluide vient de remplir
la cavité du canal et n’a pas encore eu le temps d’étre perturbé par I’asymétrie de
température du canal. Celui-ci maintient la distribution de température uniforme
qu’il avait & son entrée et s’écoule donc de maniére symétrique. On remarque ensuite

qu’au cours du temps, cette différence augmente rapidement et adopte par la suite
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différents comportements que ’on peut associer aux trois régimes selon le critere
que nous avons définit plutét. On observe que pour certaines paires de valeurs
de Gz et B, comme par exemple B=4 et Gz=2 ou bien B=3 et Gz=b (figures
6.4(c)-(d)), la différence de température atteint rapidement des valeurs pres de
Punité qui sont maintenues tout au long de la simulation. Ces mesures indiquent
que la température du fluide est devenue supérieure au point de controle P par
rapport au point de controle P;. En réalité, la température ne s’éléve pas au point
Py, elle diminue plus ou moins rapidement di au refroidissement causé par les
conditions imposées le long des parois horizontales du canal sur la température.
C’est plutot la diminution rapide de la température du fluide au point de controle
Pi qui est responsable de cette élévation de la différence de température. Le régime
d’écoulement étant instable, le fluide cesse progressivement de s’écouler par la sortie
de gauche, il transporte donc moins de chaleur, ce qui entraine une diminution

rapide de la température en P;. Ceci caractérise un écoulement asymétrique.

Pour d’autres paires de valeurs de Gz et B, la différence de température demeure
faible tout au long de la simulation. On peut le constater sur la figure 6.4(a). Dans
ces conditions, la température aux points de controle P, et P, est sensiblement
la méme. On en déduit que le transport de chaleur se fait de maniere symétrique
vers les deux sorties. Donc le fluide s’écoule de maniere symétrique et nous sommes
alors en régime stable. La derniere situation qui peut se présenter est celle ou
la différence de température AT(t) augmente constamment au cours du temps,
mais ne parvient pas a former un plateau avant la fin de la simulation. Ainsi, la
température au point P, diminue continuellement. Ceci implique une augmentation
graduelle de I’écoulement du fluide par la sortie de droite au détriment de celle
de gauche. Toutefois, cette asymétrie n’entraine aucune amplification qui pourrait
conduire le fluide & s’écouler uniquement vers la sortie de droite, du moins pas dans

la limite de temps que dure la simulation. On associe ce comportement a un régime
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en transition, c’est-a-dire que l'instabilité n’est pas totalement développée avant la
fin de la simulation. On observe ce genre de comportement sur les figures 6.4(d) et

6.5(a) pour B=4 et Gz==20 ou bien B=5 et Gz=20.

Pour quelques combinaisons de Gz et B (notamment B=2 et Gz=1), certaines
mesures de AT'(¢) ne permettent pas a elles seules de tirer des conclusions évidentes
lorsque vient le temps de classer le comportement final de I’écoulement et donc
dans quel régime il se trouve. En effet, dans le cas précis ou B=2 et Gz=1, la
courbe de AT(t) forme rapidement un plateau avec une valeur de AT'(¢) proche
de un. Dans ce cas, la courbe de AT(t) caractérise normalement un écoulement
instable. Or, lorsque que 1’on visualise I’écoulement, on s’apercoit que la vitesse
a la sortie de gauche est loin d’étre nulle ou méme faible par rapport a celle que
l’on retrouve a la sortie de droite. On peut conclure que I'instabilité n’a pas eu le
temps de se développer avant la fin de la simulation. La frontiere semble parfois
floue entre écoulement stable ou instable et écoulement en transition. Il faut donc
de I'information supplémentaire pour tenter de clarifier ce genre de situation. Pour
cette raison, la mesure des vitesses aux sorties de l'injecteur procure un autre
point de vue. Elle permet en effet de clarifier les cas ambigus et de confirmer la

classification de ceux donnés par la mesure de AT'(t).

Les figures 6.6 et 6.7 présentent les mesures de la vitesse u en fonction du temps
t/tsu aux points de contréle P et P,. Contrairement a la température, on ne fait
pas la différence entre la vitesse mesurée au point P, et celle prise au point F;.
On s’intéresse a 1’évolution des deux vitesses séparément. Les valeurs de vitesse
négatives correspondent au fluide s’écoulant vers la gauche et les valeurs positives
sont associées au fluide qui s’écoule vers la droite du canal. L’allure des courbes nous
renseigne sur le comportement général de ’écoulement. Si les courbes de vitesse
mesurées aux points P, et P, conservent au cours du temps une symétrie par

rapport & zéro, on en déduit que ’écoulement est symétrique et donc stable. Par
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contre, si I’écoulement est instable, la vitesse au point P, augmente rapidement
alors que la vitesse mesurée au point P, chute vers zéro. Ce comportement des
vitesses est identifié a un écoulement asymétrique. Lorsque la vitesse mesurée au
point P; augmente constamment au cours du temps sans atteindre un plateau
avant la fin de la simulation, I’écoulement se trouve alors en transition. On observe
ce comportement sur les figures 6.6(d) et 6.7(a)-(b) pour B=4, 5, 6 et Gz=20.
On observe également un autre comportement pour les vitesses. Si on examine
la figure 6.6(b) pour B=2 et Gz=1 et 2, on remarque que la vitesse mesurée au
point P, augmente pour ensuite atteindre un plateau qui sera maintenu tout au
long de la simulation. De facon similaire, la vitesse mesurée au point P, diminue
et forme un plateau ayant une valeur non nulle, contrairement aux écoulements en
régime instable dont le plateau atteint la valeur zéro. Dans le cas précis ot B=2 et
Gz=1, les vitesses aux sorties indiquent que 1’écoulement est asymétrique, mais que
cette asymétrie n’est pas totale, malgré la mesure de AT(t). Les plateaux révelent
également que 'écoulement est figé dans cette configuration et donc qu’il n’y a plus
d’évolution. Etant donné que la valeur du plateau pour la vitesse mesurée au point
P, est non négligeable par rapport a la vitesse en P, on considere que 1’écoulement
est dans un régime de transition. Sur la méme figure, lorsque B=2 et Gz=2, les
vitesses adoptent un comportement similaire & celui observé pour B=2 et Gz=1. La
différence provient essentiellement de la valeur du plateau pour la vitesse mesurée
au point P;. On voit que cette valeur est petite comparée a la vitesse mesurée au
point P,. Dans ce cas on choisit de dire que I’écoulement est instable. La mesure
des vitesses est donc complémentaire aux mesures de AT'(¢), au sens ou 'analyse
d’une seule mesure n’est pas suffisante pour permettre un classement définitif des

différents écoulements que 'on peut observer.
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6.2.2 Comportement du fluide pour les divers régimes d’écoulement

Nous avons vu que le comportement de I’écoulement se déduit essentiellement en
observant localement I’évolution de la différence de température et de la vitesse u
aux sorties du canal (aux points P; et P, du domaine de calcul). Ici on propose de
regarder I’écoulement dans son ensemble. On désire voir comment se comporte la
distribution de la vitesse u et la température T sur tout le domaine de calcul au
cours du temps (son évolution durant la simulation). On s’intéresse également aux
conditions physiques qui forcent le fluide & adopter un certain régime d’écoulement
plutot qu’un autre. Les figures 6.9, 6.11 et 6.13 montrent respectivement le
comportement de la température a différents temps durant la simulation pour le
régime stable, en transitions et instable. Le nombre entre parenthese indique le
nombre de pas de temps correspondant au temps de calcul. 250 est le nombre total
de pas de temps pour une simulation. De la méme fagon, les figures 6.10, 6.12 et

6.14 montrent 1’évolution de la vitesse u en fonction du temps.

Avant de poursuivre, nous allons donner un bref rappel de la signification physique
des nombres adimensionnels Gz et B. Le role des différentes combinaisons de valeurs
de Gz et B est déterminant, puisqu’elles fixent le comportement de 1’écoulement.
Rappelons que selon I’équation (3.30), le nombre de Graetz (Gz) s’écrit comme le
produit entre le ratio (H / R) et le nombre de Péclet Pe. Explicitement, le nombre

de Gz peut s’écrire de la fagon suivante :

won®-(20@ e

Le nombre de Gz fournit le ratio entre le transfert de chaleur par convection dans
la direction ayant une longueur caractéristique R, et le transfert de chaleur par

conduction dans la direction donnée par la longueur caractérisque H. Une faible
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valeur de Gz indique qu’il y a suffisamment de temps pour un abaissement substan-
tiel de la température du fluide, car le fluide passe plus de temps dans l'injecteur.
Par contre, une valeur plus grande de Gz indique un temps de refroidissement trop

court pour observer un abaissement marqué de la température du fluide.

Quant au nombre adimensionnel B, il représente le ratio entre le changement de
température & l'intérieur de 1’écoulement Ty=(T,-T,) et I'accroissement ou la di-
minution de température ATrpen. Une faible valeur de ATpen implique que la
viscosité dépend fortement de 7. Le nombre B reflete donc la sensibilité de la vis-
cosité aux changements de température a l'intérieur de I’écoulement. Par exemple,
une augmentation de la valeur de B a pour effet d’entrainer une augmentation
de la variation de la viscosité pour un écart donné de la température a l'intérieur
du canal. La chose importante que l'on doit se rappeler est qu'un fluide qui se
refroidit lorsqu’il s’écoule, a le potentiel de déclencher des instabilités induites par
les écarts dans la température du fluide. Par exemple, une petite baisse locale de
la température entraine une augmentation de la viscosité qui & son tour ralentit
le fluide, permettant un refroidissement local accru. Pour certaines combinaisons
de Gz et B, ces changements peuvent faire basculer I’écoulement dans un régime
instable. L’écoulement du fluide peut alors cesser dans une région et accélerer dans
une autre. A présent, & I’aide de trois exemples, on examine ce qui se passe pour

chaque régime d’écoulement.

6.2.2.1 Régime d’écoulement stable, B =2 et Gz=0.5

On rappelle que dans le contexte des mesures ponctuelles de température, si AT ()
forme rapidement un plateau dont la valeur est inférieure & 1072 degré Celsius,
alors ’écoulement possede une symétrie en température. En regardant la figure

6.9 on constate clairement que les isolignes de température sont symétriques sur
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tout le domaine de calcul du début jusqu’a la fin de la simulation. Ce type de
comportement caractérise un écoulement stable. On s’attend également a ce que
la distribution des isolignes pour la vitesse u soit également symétrique. Si on
regarde la figure 6.10, c’est exactement ce que 'on observe. La valeur de Gz est
petite (0.5), ce qui implique que le fluide a suffisament de temps pour se refroidir
avant d’avoir franchit le seuil d’injection. Puisque la vitesse du fluide est faible, le
transfert de chaleur vers les parois se fait principalement par conduction et non
pas par un transport de chaleur lié au mouvement. La conduction thermique est
élevée et la perte de chaleur est rapide. En effet, on observe une forte chute de
température & 'embranchement de la partie verticale et horizontale de l'injecteur.
Malgré cette variation rapide de température a l'intérieur du canal, la viscosité est
peu sensible a ce changement étant donné que la valeur de B est petite. Il n’y a donc
pas de variations importantes de la viscosité a I'intérieure du fluide. La viscosité
étant relativement uniforme, 1’écoulement a peu de chance d’étre affecté par une
perturbation qui pourrait ’entrainer vers une instablité. Le fluide maintient donc

son état de stabilité et I’écoulement demeure symétrique.

La figure 6.10 présente les isolignes de vitesse u pour les mémes valeurs de Gz et
B. On constate aisément que les isolignes de vitesse demeurent symétriques, ce qui
est compatible avec nos mesures ponctuelles de vitesse et le fait que le fluide est
dans un régime d’écoulement stable. Regardons maintenant ce qui se passe lorsque

le fluide entre dans un régime instable.

6.2.2.2 Régime d’écoulement instable, B =4 et Gz = 10

Encore une fois, on se place dans le contexte des mesures ponctuelles de
température. Si AT(t) forme rapidement un plateau dont la valeur est cette

fois supérieure & 1072, alors 1’écoulement affiche clairement une asymétrie en
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température. On peut faire ce constat sur la figure 6.11. Les isolignes de température
montrent qu’initialement le fluide s’écoule symétriquement, mais que rapidement il
évolue vers un état ol ’écoulement devient instable et aymétrique. De plus, dans
ce cas précis, la figure 6.12 montre que la vitesse u devient nulle dans la partie
gauche du canal. Ce phénomene témoigne que 'instabilité s’est amplifiée au point
de faire basculer I’ensemble de I’écoulement vers la droite du canal. La valeur de
Gz qui est ici 20 fois plus élevée que dans le cas précédent (i.e. stable), indique
que la convection est le mécanisme principal dans le transfert de chaleur. En ef-
fet, le fluide transporte assez de chaleur par convection vers les sorties pour que
I’on puisse observer dans la partie horizontale du canal, une zone étroite ou la
température du fluide est maintenue égale a celle qu’il avait a son entrée. On re-
marque également que la conduction de chaleur joue un réle seulement pres des
parois horizontales du canal. La valeur de B, plus élevée ici que dans le cas ou
I’écoulement est stable, implique que la viscosité est plus Sensible aux changements

de température a I'intérieur du fluide.

Il suffit maintenant qu’une petite perturbation locale de température (causée par
le refroidissement du fluide preés des parois) soit présente pour affecter localement
la valeur de la viscosité et ainsi provoquer un changement dans le comportement
de ’écoulement. Si une perturbation causée par le refroidissement du fluide fait en
sorte qu'une asymétrie dans la distribution de la température se développe, alors
on peut s’attendre & ce que 1’écoulement soit entrainé vers un état instable. On rap-
pelle que la température de la paroi inférieure horizontale droite est perturbée d’une
valeur e=107°, permettant de maintenir une faible asymétrie de température dans
le canal. Cette paroi ayant une température légérement supérieure, elle entraine
une diminition de la viscosité. Si la viscosité diminue, le fluide s’écoule avec plus de
facilité entrainant une légeére augmentation du débit dans la partie droite du canal

au détriment de la partie gauche. Le fluide transporte alors plus de chaleur vers la
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droite ce qui entraine & nouveau une diminution de la viscosité. Le développement
de cette asymétrie thermique réduit le transport de chaleur a Uintérieur de la partie
gauche du canal. La conséquence directe est une augmentation de la viscosité et un
refroidisement plus important. Un gradient élevé de la viscosité s’établit alors dans
Iécoulement. Ces événements se déroulent en cascade et s’amplifient au point ou
I’écoulement cesse complétement dans une région (i.e. partie gauche du canal d’in-
jection) et accélere dans 'autre (i.e. partie droite du canal d’injection). L’évolution
de cette asymétrie est donc une conséquence directe de I'instabilité de 1’écoulement.
Comme nous le verrons dans la prochaine section, certaines combinaisons de valeur
des parametres Gz et B placent ’écoulement dans un état intermédiaire, c’est-a-
dire entre écoulement stable et instable. C’est ce que 'on désigne par régime en

transition.

6.2.2.3 Régime d’écoulement en transition, B =4 et Gz = 20

La courbe de AT(t) et les courbes de vitesse u (figures 6.4(d) et 6.6(d)) montrent
que ’écoulement du fluide dans 'injecteur évolue de maniere asymétrique. Contrai-
rement au régime instable, le régime en transition affiche une asymétrie en
température et en vitesse qui se développe lentement au cours du temps et qui
n’atteint pas avant la fin de la simulation, les critéres nécessaires pour qu'’il soit
qualifié d’instable. Les figures 6.13 et 6.14 présentent les résultats numériques de
I’évolution de la distribution de température et de la vitesse u sur ’ensemble du
domaine de calcul lorsque B=4 et Gz=20. On constate aisément en comparant avec
le régime instable, que ’évolution de 'asymétrie se fait plus lentement. Rappelons
qu’une valeur élevée de Gz indique un refroidissement réduit du fluide qui circule
dans le canal. Plus la valeur de Gz est grande, moins le fluide a le temps et la capa-
cité de se refroidir avant de quitter I'injecteur. Si le fluide a moins de temps pour

se refroidir, alors son potentiel d’engendrer des instabilités liées & des variations de
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température est affaibli. L’efficacité de ces instabilités a perturber le fluide est donc
moindre. L’écoulement n’a donc pas le temps ou est dans l'incapacité d’atteindre
le régime instable. Si on permet & la valeur de Gz d’augmenter, on peut s’attendre
a ce que ’écoulement retrouve sa stabilité puisque les instabilités dans le fluide
n’auront plus d’effets sur le comportement de 1’écoulement. En effet, puisque la
vitesse du fluide augmente, la convection devient beaucoup plus importante que la
conduction, ce qui fait en sorte que le fluide est plus stable. On remarque ce retour

a la stabilité sur les figures 6.4(d) et 6.6(d) lorsque Gz vaut 50 et plus.

6.2.3 Comportement de 1’écoulement lorsque m=0

Le mécanisme & la source des instabilités est I’apparition et 1’évolution d’un écart de
température a l'intérieur de I’écoulement. Ces variations de température influencent
la viscosité, ce qui a pour effet de modifier les propriétés et le comportement du
fluide. L’expression mathématique de la viscosité (équation (6.1)) montre qu’elle
dépend de la température et du cisaillement. Cette double dépendance laisse pen-
ser qu’il existe un couplage entre la température et le cisaillement. On a vérifié
Pexistence de ce couplage en effectuant quelques simulations pour les trois régimes
d’écoulements, et en posant la valeur de m égale a 0 dans I’équation de la viscosité.
De cette fagon, on voit si la température est capable a elle seule, d’engendrer les in-
stabilités nécessaires pour entrainerer ’écoulement vers un déséquilibre. Si on pose
m=0 dans 1’équation 6.1, alors la viscosité dépend uniquement de la température
et le fluide redevient Newtonien. La figure 6.8 montre les résultats des simulations
numériques pour un B constant (B=6) et quatre valeurs de Gz. Les isolignes de
vitesse u permettent de constater que 1’écoulement demeure symétrique pour les
quatre valeurs choisies de Gz. On rappelle que lorsque m=-0.8, ’écoulement est
stable pour Gz=0.1, instable pour Gz=1, 5 et en transition pour Gz=20 (voir la

figure 6.5(b)). On conclut que la présence du terme 4™ dans expression de la
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viscosité est essentielle, puisque I'influence unique de la température est incapable
de créer un déséquilibre dans I’écoulement. L’influence de la température et du
cisaillement sur le comportement de la viscosité et du fluide peut se résumer par
une chaine d’événements qui se produisent en cascade :
-SiTt=nl=2>ul=3%TeaTT=nl..
-SiT]|l=nt=>ul=>5letT|=>n1..

Sous certaines conditions (imposées par le choix des valeurs de Gz et B), cette
chaine d’événements forcera le fluide vers un régime d’écoulement instable et

asymétrique.
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En s’appuyant sur ce que I'on vient de voir, on présente dans la prochaine section un
classement des 132 simulations numériques qui ont été faites dans le but d’établir

une carte de stabilité de 1’écoulement dans ’espace de phase Gz-B.

6.2.4 Carte de stabilité

La mesure de AT(t) (figures 6.4 et 6.5) fournit un critére de classement basé sur
’échelle de température Ty, tandis que la mesure des vitesses (figures 6.6 et 6.7)
vient corroborer ou éclaircir le régime d’écoulement dans lequel il se trouve pour une
paire de valeur de Gz et B. Cette méthode a permis de classer les trois exemples
de la section précédente. En employant la méme méthode pour les 132 simula-
tions numériques on arrive a créer une carte, ou chaque point contenu sur cette
carte correspond a un couple de valeur de Gz et B et sur lequel une étiquette
de stabilité est donnée selon son classement. La figure 6.15(a) montre le résultat
de ce classement. Un point vert représente un écoulement stable, un point bleu
désigne un écoulement en transition et un point rouge est attribué a un écoulement
instable. On a également tracé sur la carte la courbe qui délimite approximative-
ment le bassin d’instabilité de I’écoulement. Le diagramme de stabililté indique que
seules certaines combinaisons spécifiques de Gz et B entralnent une asymétrie de
I’écoulement. En terme du nombre de Gz, on peut définir trois grandes zones :
-1)0.1< Gz <0.25.

- 2)0.25 < Gz < 20.

- 3) 20 < Gz < 200.

La premieére zone montre que tous les points sont stab]es,‘ sauf ceux dont la valeur
de B est supérieure ou égale a 10 (Gz=0.25). Dans la premiére zone, la valeur de
Gz est faible, le fluide se refroidit trés rapidement par conduction avant d’atteindre

le seuil d’injection. Dans la partie horizontale du canal, le fluide a essentiellement
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Carte de stabilité dans P’espace de phase B-Gz.
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la méme température que les parois. La température du fluide étant tres uniforme,
aucun déséquilibre thermique n’est présent et la stabilité du fluide est maintenue,
méme lorsque la valeur de B est grande. On remarque que 1’écoulement perd de
sa stabilité seulement si B est supérieur ou égal a 9 et si Gz=0.25. Lorsque Gz est
faible, le fluide est déja en grande partie refroidit & ’entrée de la partie horizontale
du canal. En effet, une faible valeur de Gz indique qu’il y a suffisament de temps
pour un abaissement substantiel de la température du fluide. Dans ce cas, ’échelle
de température T utilisée dans la définition du nombre B (équation 3.32) n’est
plus valable. On rappelle que I’échelle de température T, est égale a la différence
entre la température du fluide T, au seuil d’injection et la température 7, des parois
horizontales (i.e : To=T,-T;), ou T, ~ 0 et T, ~ 1, donc Ty=T,. Pour tenir compte
du refroidissement rapide du fluide, on définit une nouvelle échelle de température
15=Tr-T,., ou T est mesurée dans la partie horizontale du canal. Cette échelle de
température modifiée permet de définir un B effectif, que I’on nomme B*. La figure
6.15(b) montre la carte de stabilité dans l’espace de phase Gz-B*. On constaste
que lorsque la valeur de Gz est faible, B* est beaucoup plus petit que B. Si B*
est petit lorque Gz est faible, alors la viscosité est peu sensible aux changements
de température présents a 'intérieur de ’écoulement. Par conséquent, ’écoulement
demeure stable et symétrique. On remarquera que B* et B ont presque les mémes

valeurs lorsque Gz est élevé, car dans ces conditions, T ~ T,.

La deuxieme zone présente un intérét particulier, puisqu’elle contient le bassin d’in-
stabilité. Dans cette région, Gz varie entre 0.5 et 10. Dans cette intervalle de valeur,
la vitesse du fluide et le transfert de chaleur par convection deviennent plus impor-
tants, ce qui a pour effet d’étendre et d’accroitre le gradient thermique a l'intérieur
de la partie horizontale du canal d’injection. Par contre, le transfert de chaleur par
conduction est réduit par rapport a ce que 'on avait pour les valeurs inférieures de

Gz (i.e. Gz=0.1 et 0.25). Toutefois, il demeure assez important pour permettre un
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refroidissement marqué du fluide par les parois. Or, ce refroidissment du fluide a
le potentiel de produire une asymétrie sur la distribution de la température dans
Pinjecteur et d’influencer la viscosité. La carte de stabilité montre que si la valeur
de B est inférieure ou égale a 2, ’écoulement est stable. En effet, lorsque B est
petit, la viscosité est peu susceptible d’étre sensible aux variations du gradient de
température présentes dans le canal. Par contre, pour une valeur de B supérieure a
2, de larges gradients de viscosité apparaissent et l’écoulement devient instable. On
remarque qu’il existe une petite région ou ’écoulement est stable malgré les valeurs
élevées du parametre B. Dans cette région, les vitesses élevées du fluide permettent
a I’écoulement d’atteindre & nouveau la stabilité. En d’autres mots, I'importance

de la convection induit un amortissement sur les perturbations.

Finalement, la derniére zone de la carte de stabilité montre que ’écoulement est
stable pour toutes les valeurs de Gz et B. On sait que les instabilités sont causées
par un déséquilibre de la température dans le canal d’injection et que c’est le
refroidissement en provenance de la paroi qui détermine ce déséquilibre. Lorsque
Gz est grand, la vitesse du fluide dans la partie horizontale du canal est grande
et le transport de chaleur par convection est trés élevé. La conduction devient
alors beaucoup plus petite que la convection, ce qui fait en sorte de stabiliser
I’écoulement. La vitesse élevée du fluide joue le role de stabilisateur, en entrainant

rapidement avec lui les instatilités ayant le potentiel de perturber ’écoulement.

En plus de définir les régions ou ’écoulement est stable ou instable, la carte de
stabilité permet de répondre a 'un des objectifs que l'on s’était fixé. On rappelle
qu’une variation du nombre de Gz peut étre interprétée comme un changement de
géométrie. En effet, le nombre de Graetz fait intervenir le ratio de deux grandeurs,
la demi-hauteur H de la branche horizontale de l'injecteur et son rayon R (voir
I’équation (3.30) et la figure 6.1). Par exemple, une petite valeur Gz peut étre

associée a une géométrie ol le canal horizontal est long et étroit (H faible et R
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grand). Sachant que ’écoulement est stable pour des valeurs précises de Gz, il
devient possible de définir une famille de parametres géométriques (et donc une
famille de géométries pour 'injecteur) permettant de minimiser ou méme d’éliminer

les problémes de moulage causés par les instabilités de I’écoulement dans I'injecteur.

6.3 Analyse de sensibilité

L’analyse de I’écoulement et les mesures de AT(¢) ont permis de définir la carte de
stabilité en fonction des nombres adimensionnels Gz et B. Cette carte a également
permis de déterminer et de tracer la frontiére entre les zones stables et instables.
Dans cette section, on montre que les sensibilités obtenues par la Méthode de
’Equation des Sensibilités (MES) permettent d’anticiper la réponse du systéme a
des perturbations des parametres Gz et B. En d’autres mots, on montre que lorsque
les parametres sont perturbés autour de leurs valeurs courantes, les équations de
sensibilité sont capables de prédire correctement la tendance et le comportment de
I’écoulement. Par exemple, lorsque I'on choisit un point sur la carte de stabilité,
on voudrait étre en mesure de déterminer en fonction de Gz et B, la direction vers
laquelle on doit se déplacer pour aller vers un écoulement plus stable ou moins
stable. Une fois cette direction trouvée, on sera en mesure de dire si un point voisin
est stable ou instable par rapport au point de départ. Dans ce contexte, le calcul
des sensibilités est utilisé pour déterminer la nature d’une solution voisine. On
montre également que les sensibilités procurent de l'information sur le passage de
la zone stable a la zone instable, c’est-a-dire que I'on peut anticiper le passage a

'instabilité (i.e. lorsque 'on franchit la frontiere de la zone de transition).
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6.3.1 Développement en série de Taylor et sensibilités

Le calcul d’une solution voisine se comprend aisément en terme de série de Taylor.
Par exemple, si on considere une fonction F' de deux variables = et y, alors le
développement en série de Taylor de F' s’écrit :

N I O F(z2,y)

Flz + Az, y+ Ay) = 907 9y n!
. In!

Az Ay" (6.3)

m=0 n=

Au premier ordre, on obtient,

0 0
Flz+ Az,y+ Ay) = F(z,y) + %F(m, y)Az + a—yF(m, y)Ay (6.4)

Les termes 0, F(z,y) et OyF (z,y) expriment le changement de F' lorsque z et y
varient. Ils traduisent la réponse de F' a des perturbations des variables z et y. Vue
sous cet angle, 0, F(z,y) et 0,F(x,y) expriment la sensibilité de F' par rapport a
T et & y respectivement. On rappelle que la sensibilité est définie comme la dérivée
de X, une variable d’état, par rapport a un parametre arbitraire a. Supposons que
X représente la vitesse v d’'un champ de vitesse quelconque, ol u=u(z,y,t;a) et
supposons également que u soit sensible aux variations de a. Alors la sensibilité de

u par rapport a a s’écrit de la fagon suivante :

o Ou(z,y,t;a)
Su = T, (65)

que 'on note simplement par s,. Pour montrer que les équations de sensibilités sont
capables d’anticiper la réponse du systeme a des perturbations des parametres Gz
et B, on g’intéressera particulicrement & la sensibilité de AT(¢t) par rapport a Gz
et & B, car la mesure AT (¢) reflete le comportement et ’évolution de ’écoulement.

En faisant un développement en série de Taylor au premier ordre de AT(¢t, Gz, B)
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on obtient :

AT(t,Gz+ 5Gz, B + 6B) ~ AT(t,Gz, B) + %AT(@ Gz, B)6Gz
Z

0
+ B—EAT(t’ Gz, B)éB, (6.6)

Si on note les sensibilités Og, AT (t, Gz, B) et 95 AT (t, Gz, B) simplement par s$%
et s8., alors 'équation (6.6) s’écrit,

AT(t,Gz+ 6Gz, B + 6B) ~ AT(t,Gz, B) + s32.6Gz + 55,6 B. (6.7)

La sensibilité sar) se calcule simplement en prenant la différence entre la sensi-
bilité de la température mesurée au point P et la sensibilité de la température

mesurée au point Py (voir la figure 6.3). On a donc,

sQz, = S%Z — S%Z (6.8)
Sap = ST, — ST,. (6.9)

Les valeurs des sensibilités de la température par rapport aux parametres Gz et B

s’obtiennent en solutionnant numériquement le systeme d’équations des sensibilités

(3.43-3.45).

6.3.2 Vérification du calcul des sensibilités par différence finie

Avant de poursuivre notre analyse, on confronte le calcul des sensibilités a une
vérification par différence finie. On rappelle que la sensibilité est définie comme la
dérivée d’une variable d’état X par rapport & un parametre d’intérét a. Supposons
que X représente la vitesse u=u(z,y,t) et supposons également que cette vitesse

soit sensible aux variations d’un parametre a, telle que la viscosité p par exemple.
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Fi1G. 6.16 Comparaison entre les sensibilités calculées par la méthode des sensibilités
et les sensibilités obtenues par différence finie. La figure (a) présente 1’écoulement,
tandis que les figures (b), (c) et (d) montrent les sensibilités par rapport aux pa-
rametres Gz, m et B respectivement. Les calculs ont été fait avec B = 2, Gz = 2.

Alors la sensibilité de u par rapport a p s’écrira de la fagon suivante :

ou(z,y,t; )
e SR AR R ah 1

B
s, =

que l'on note généralement par s,. On peut approcher I’équation (6.10) par une
différence finie de la forme,

of(x,t;a) ~ f(x,t;a0 + da) —f(x,t;ao—éa)'

da 26a (6.11)

ol ag dénote la valeur du parametre a et da représente une petite perturbation de

ce parametre. Ce calcul est simple et permet de vérifier aisément si les équations
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de sensibilités sont justes. La figure 6.16 compare les résultats des deux méthodes
d’approximation et indique que la concordance parfaite confirme et vérifie le calcul

des sensibilités par la méthode des équations de sensibilités.

6.3.3 Courbes de sensibilité et vecteur de stabilité

Les figures 6.17 et 6.18 montrent 'évolution temporelle de AT'(¢) et de sar(t) par
rapport & Gz, m et B pour deux valeurs du parametre Gz (5 et 10). Les différentes
courbes de AT(t) servent uniquement de point de référence. Seules les courbes
de sar(t) par rapport & Gz et B présentent un intérét ici, puisque que la carte
de stabilité est exprimée dans l’espace des parametres Gz-B. Pour comprendre le
comportement des différentes courbes de sensibilité, on doit imaginer les courbes
de AT(t) comme éant le résultat de la projection d’une surface sur le plan AT'(¢)-
t/tsu. Cette surface est formée des différentes courbes de AT'(t) que 'on répartit
le long d’un troisieme axe pour chaque valeur de B. Les variations de cette surface

dans la direction de la coordonnée B sont mesurées par s5,(t).

Le schéma 6.19 montre une coupe de cette surface pour Gz=>5 au temps ¢/t;;;;=0.2
(voir la figure 6.17). On observe que s, en B=3 est positif, tandis que pour
B=8, sB. est négatif. On constate que les courbes de sensibilité de AT(t) par
rapport a B au temps t/ts;=0.2 ont le bon signe. De plus, pour cette valeur
particuliere du temps, s%; atteint son maximum lorsque B=3, contrairement &
B=8 ou s%, atteint pratiquement son minimum. Si on laisse évoluer le temps,
on peut alors suivre ’évolution de s§. pour chacune des valeurs de B. Le méme
raisonnement s’applique pour comprendre et suivre 1’évolution de s%% au cours du
temps. On rappelle que 'un des objectifs du calcul des sensibilités, est de donner la
direction vers laquelle on doit se déplacer sur la carte de stabilité pour aller vers un

écoulement plus stable ou moins stable, & partir d’'un point donné de cette carte.
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fonction du temps, Gz=5.
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FIG. 6.17 Evolution temporelle de sar), Gz = 5.

Pour déterminer cette direction, on commence par réécrire I’équation (6.7) de la

fagon suivante,

AT(t,Gz + 6Gz, B+ 6B) = AT(t,Gz,B) + V(AT(t,Gz,B)) - § (6.12)
ott V=(0q,,0p) et 6=(6Gz,§B)T. Cette rééeriture fait apparaitre le gradient de
AT(t). Cette notation permet de faire ressortir la nature vectorielle des sensibilités.
Ainsi, on peut voir les termes s§% et s&, comme les composantes d’un vecteur (i.e.
le gradient) dans ’espace de phase Gz-B. On peut donc construire sur chacun des
points de la carte de stabilité, un vecteur qui indiquera la direction & suivre pour
aller vers un écoulement plus stable ou moins stable. On veut déterminer si ces

vecteurs pointent vers la zone instable ou s’ils pointent dans le sens opposé. Cette
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FI1a. 6.18 Evolution temporelle de sarq), Gz = 10.

direction est fixée par le signe de sG% et sB... A titre d’exemple, regardons les
g AT AT

courbes de sensibilité par rapport a Gz et a B pour Gz=5, B=3 et B=9. Lorsque
B=3, on remarque qu’au cours du temps, le signe de la sensibilité par rapport
a Gz est négatif et que le signe de la sensibilité par rapport & B est positif. On
peut donc construire indépendamment de la grandeur de s$%. et de s%, un vecteur
ayant comme point d’origine les coordonnées (Gz=5, B=3). De plus, on constate
que ce vecteur s’oriente généralement vers la zone instable. En effet, si on se place
au point Gz=b et B=3 sur la carte de stabilité, on voit que la zone instable est
globalement située en haut et & gauche par rapport a ce point. Les deux courbes de
sensibilité pour B=9 permettent de constuire un second vecteur de la méme fagon.
Son point d’origine est donné par les coordonnées Gz=5 et B=9 et son orientation

générale indique aussi la zone instable. En effet, les signes de s§% et de s8; sont
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F1G. 6.19 Valeur de s§, au point B=3 et B=8.

négatifs et la zone instable se trouve a gauche et légerement sous le point d’origine
de ce vecteur. Les deux exemples que ’on vient de voir permettent de conclure que
le signe des composantes fournit par le calcul des sensibilités force les vecteurs &
pointer vers la zone instable. A 1a section 6.3.4, on explique pourquoi les sensibilités

attribuent un sens privilégié a ces vecteurs.

La connaissance du signe des sensibilités n’est pas suffisant, car elle ne permet pas
la construction d'un vecteur unique. Il faut aussi connaitre la grandeur des compo-
santes du vecteur que 'on veut construire. On détermine cette grandeur a partir
des valeurs que prennent les courbes de sensibilités. Deux possibilités s’offrent alors
a nous. On peut soit observer I’évolution temporelle des composantes s%% et s5,.
pour des valeurs successives de ¢/ts;y;, ou bien choisir des valeurs particulieres. Une
fois que toutes les composantes ont été déterminées a partir des courbes de sensi-
bilité, on définit un champ de vecteur qui sera superposé sur la carte de stabilité.
On nomme vecteurs de stabilité, ’ensemble des vecteurs qui recouvrent la carte de
stabilité. Cet ensemble de vecteurs forme dans 'espace Gz-B un champ de vecteur

de stabilité.
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6.3.4 Carte des vecteurs de stabilité

Tous les vecteurs de stabilité, que ’on note v, s’obtiennent de la fagon suivante :

Gz

vy = (S]@T SJAVT) (6.13)

ol N désigne la normalisation des vecteurs et s’écrit comme suit,

N = /(s§5)2 + (5,2 (6.14)

On normalise les vecteurs de stabilité dans le but de rendre le champ de vecteur
plus lisible. Les figures 6.17 et 6.18 montrent que les sensibilités évoluent dans le
temps de fagon similaire et qu’elles passent toutes par un maximum ou un mi-
nimum selon les valeurs de B. On prendra note que 1’échelle des sensibilités ne
permet pas de discerner tous les maximum ou minimum présents sur les figures.
Si on reprend 1'un des deux exemples précédents, on remarque que les courbes de
sensibilité par rapport & Gz et a B ont toutes deux un minimum lorsque Gz=5
et B=9. On remarque que ce minimum a presque la méme valeur pour les deux
courbes. Le vecteur construit a partir de ces composantes pointe donc avec un angle
de pres de 45 degrés vers 'intérieur de la zone instable. Si on fait la méme chose
avec les courbes de sensibilité pour Gz=>5 et B=3, on constate alors que le vecteur
résultant pointe lui aussi en direction de la zone instable. Ces deux exemples per-
mettent de croire que les sensibilités sont en mesure de prédire le comportement
de I’écoulement. L’étape suivante consiste a prendre toutes les valeurs maximales
et minimales des courbes de sensibilité et de construire ’ensemble des vecteurs de
stabilité. On obtient de cette fagon la carte des vecteurs de stabilité pour les valeurs

maximales des sensibilités (figure 6.20).
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F1G. 6.20 Carte des vecteurs de stabilité de sar (valeur max.).

La figure 6.20 montre clairement 1’orientation de tous les vecteurs de stabilité nor-
malisés v,. On constate globalement que ’ensemble des vecteurs qui se trouvent
hors de la zone d’instabilité pointent en direction de la zone instable, tandis que
ceux qui se trouvent a l'intérieur de la zone d’instabilité indiquent globalement
la région ol I’écoulement est le plus instable. En particulier, on remarque que les
vecteurs de stabilité contenus dans la région bornée par 1 < Gz <2et 4 < B <8
et celle bornée par 0.5 < Gz <1 et 9 < B < 12, pointent les uns vers les autres.
Ces deux régions sont traversées par une ligne pointillée. Si on fait référence aux
courbes de AT'(t) sur les figures 6.4 et 6.5, on observe en effet que les écoulement
les plus instables se répartissent le long de cette ligne. Les vecteurs de stabilité
sont donc en mesure de prédire le comportement du fluide en donnant la direction
a suivre pour aller d’un écoulement plus stable vers un écoulement moins stable.

Autrement dit, pour avoir un écoulement plus stable, il faut se déplacer dans la
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direction opposée. Ceci implique que les sensibilités attribuent un sens privilégié
aux vecteurs de stabilité. Ce qui suit montre pourquoi. La figure 6.21 présente un
schéma de la carte de stabilité. On y retouve le bassin d’instabilité et les région ou
I’écoulement est stable. Les fleches en trait plein représentent les vecteurs de stabi-
lité obtenus a partir des sensibilités. Par contre, celles en trait pointillés désignent

les vecteurs de stabilité que 1'on obtiendrait si le signe des sensibilités était inversé.

-

région
stable

région

B | stable région instable

ATinstable

région stable
ATstable

Gz

Fi1G. 6.21 Schéma de la carte de stabilité.

AN plus instable

Vs 0<0
plus stable

F1aG. 6.22 Vecteur de stabilité v; et vecteur de perturbation 4.

On sait que le découpage de la carte de stabilité est basée sur ’évaluation de AT'(¢).
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Sion se déplace sur la carte de stabilité de facon a aller d’un écoulement plus stable
vers un écoulement plus instable, alors AT'(t, Gz + 6Gz, B+ 0B) > AT(t,Gz, B).
En effet, plus écoulement est instable, plus la différence de température AT(¢) est
élevée (voir les figures 6.4 et 6.5). Par contre, si on parcour le chemin inverse, on

aura AT(t,Gz + §Gz, B + §B) < AT(t,Gz, B).

On constate que AT (t, Gz+8Gz, B+6B) > AT(t, Gz, B) si le produit scalaire entre
le vecteur de stabilité v, et le vecteur de perturbation & est positif. En d’autres
mots, V(AT(t, Gz, B)) - 6 =(Nv, - §)=5%%6Gz + s5,:0B > 0 (voir figure 6.22). De
plus, 'augmentation de la perturbation de AT(¢) est maximale pour une valeur
de || 6 || donnée, si le produit scalaire v - d=|| vs ||| & ||. Pour que cela arrive, il
faut nécessairement que le vecteur de perturbation d possede la méme direction et
le méme sens que le vecteur de stabilité v,. Or vs pointe en direction de la zone
instable. La figure 6.20 montre clairement que le calcul des sensibilités fonctionne
bien. Pour s’en assurer, on suppose que le calcul des sensibilités nous donne un
résultat différent. Par exemple, on imagine qu’il inverse le signe des composantes
de v,. Dans ce cas, les vecteurs de stabilité pointent tous dans la direction opposée
de ceux contenus sur la figure 6.20. On sait que si on se déplace vers la zone instable,
alors AT (t, Gz+6Gz, B+6B) > AT(t,Gz, B). Par contre, dans ce cas vy-§ < 0, ce
qui est incompatible. On peut donc conclure que la méthode des sensibilités permet
d’anticiper et de prédire correctement le comportement de 1’écoulement lorsqu’on

perturbe les parametres Gz et B.
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6.3.5 Norme des vecteurs de stabilité

Jusqu’ici on s’est attardé a l'orientation des vecteurs de stabilité donnée par les
sensibilités. On rappelle que cette orientation dépend de la valeur des composantes
s%% et sB1. On peut se demander & présent s’il est possible de tirer de I'information
de la norme des vecteurs de stabilité v,. La norme de v, se calcule aisément en
utilisant ’équation (6.14). La figure 6.23 présente une carte tridimensionnelle ot
le plan Gz-B contient la carte de stabilté et ou ’axe z représente la norme de
vs. A la verticale de chaque point de la carte de stabilité, on retrouve la valeur
correspondante de || vs ||. Tout comme les composantes de v, la norme de v, est

construite en prenant les valeurs maximales de s§%. et s5..

La premiere constatation que ’on fait en regardant la figure 6.23, c’est que la valeur
de || vs || est pratiquement nulle partout ot I’écoulement est stable. Cependant,
|| vs || est non-nulle dés que l'on se trouve a lintérieur de la zone d’instabilité
et sur la frontiere qui la délimite (voir figure la 6.15). De plus, on remarque que
les valeurs les plus élevées sont associées aux points de transition ou a des points
voising de ceux-ci. Ces points définissent la frontiere entre les écoulements stables
et les écoulements instables. La figure 6.24 se concentre sur une petite région de
la figure 6.23 et permet de mieux observer les changements de la norme de v,. Les
valeurs élevées de || v, || apparaissent pres de cette frontiere entre les zones stables
et instables, car le long de cette courbe les gradients de AT'(t) sont importants. En
effet, si on se réfere aux figures 6.17 et 6.18, on constate alors que les valeurs de

GZ B . - . sy o . .
sxy et sap sont maximales aux points de transition ou au voisinage de ces points.
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F1a. 6.23 Carte de la norme des vecteurs de stabilité.

F1a. 6.24 Petite région de la figure 6.23.
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On porte maintenant notre attention sur la figure 6.24. Cette figure permet de
mieux observer le comportement de la norme de vy lorsque Gz est fixe et que B
varie. La norme de v, est maximale preés de la frontiere de transition, puis décroit
pour atteindre un minimum a mesure que B augmente. Par la suite, la norme de
v, augmente pour finalement atteindre un maximum lorsque 1’on s’approche de
nouveau de la frontiere de transition. Ce comportement s’explique par le fait que
les variations de AT'(t) sont de moindre intensité entre les écoulements instables
comparées aux variations de AT'(t) présentes autour des points de transition. Ces
variations se reflétent sur les valeurs de s%% et sB, et donc sur la valeur de la
norme de v;. Ce qu’il faut retenir de la carte des normes de v, (figure 6.23), c’est
qu’elle permet de délimiter le bassin d’instabilité sans faire référence directement
a Panalyse des courbes de AT(t). On peut donc connaitre le comportement de
I’écoulement en fonction des valeurs Gz et B tout en faisant abstraction de la carte
de stabilité représentée dans le plan Gz-B. Le calcul des sensibilités est donc en
mesure de prédire correctement le comportement de 1’écoulement. Pour terminer,
la derniere section de ce chapitre présente une autre application des sensibilités, le

calcul rapide de solutions voisines.

6.3.6 Calcul de solutions voisines

Le calcul d’une solution voisine se comprend aisément en terme de série de Tay-
lor. L’idée derriére le calcul des solutions voisines est de calculer rapidement une
nouvelle solution & partir d’une solution initiale déja calculée. De cette fagon, on
évite de calculer explicitement la nouvelle solution. Le développement en série de
Taylor donné par I’équation (6.4) montre que 'on peut approcher la valeur de F
aux points z + Az et y + Ay, a partir de la fonction F' évaluée aux points z et
y. Cette approximation est d’autant plus juste si les perturbations Az et Ay sont

petites et si la fonction F' ne varie pas trop rapidement dans ’espace (x,y).
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Dans le contexte de notre application et du calcul des sensibilités, on veut montrer
qu'il est possible de reconstruire un courbe de différence de température AT(t, Gz+
0Gz, B + 6B) a partir de AT(t,Gz, B). Le développement en série de Taylor au

premier ordre de AT'(t, Gz, B) s’écrit de la fagon suivante :

AT(t,Gz + 6Gz, B+ 6B) ~ AT(t,Gz, B) + 8?} AT(t, Gz, B)§Gz

)
+ 55 AT(t, Gz, B)SB (6.15)

Z

En termes des sensibilités, cette équation se réécrit comme suit,
AT(t,Gz + 6Gz, B+ 6B) ~ AT(t,Gz, B) + s32:6Gz + s5,:6B. (6.16)

Maintenant, pour une perturbation dGz et B donnée, 1'objectif est de comparer
une courbe de différence de température AT (t, Gz + §Gz, B + 0 B) obtenue par un
calcul direct, et celle que 'on obtiendrait en utilisant 1’équation (6.16). Pour cela,
on a fait deux calculs de solutions voisines. L’un avec Gz=2 et B=0.25, 'autre avec
Gz=2 et B=2. L’écoulement associé a la premiere solution est stable tandis que celui
associé a la seconde est instable. Ensuite, on a recalculé deux solutions perturbées
de 5% et deux autres perturbées de 25%. Une fois les sensibilités extraites du calcul
des solutions initiales, on a finalement déterminé les courbes de AT(t, Gz+0Gz, B+
dB) extrapolées en utilisant I’équation (6.16). Les figures 6.25 et 6.26 montrent
les résultats obtenus. A premiére vue, on remarque que les solutions extrapolées
reproduisent bien le comportement des solutions recalculées. En effet, dans le cas ou
Gz et B sont perturbés de 5% (figure 6.25), ’accord entre 'approximation donnée
par la série de Taylor et la solution recalculée est presque parfait. Par contre,
lorsque la valeur de Gz et B est perturbée de 25% (figure 6.26), 'accord entre les

deux courbes se dégrade.



124

Ecoulement stable

T T T T T T T
10-3.27 - -7 - - - o
S
10 3.4 B
I ~- - B=2, G2=0.25: initial
a5 B=2.1, Gz=0.2625: recalculé
107
T - --B=2.1, Gz=0.2625: extrapolé de B=2, Gz=0.25
| 1 | L T T T T T
V] 0.1 0.2 0.3 0.4 05 06 a7 0.8 08 1
t/triu
Ecoulement instable
0 T T T T T T T T
10 - e R
////4/ -
e
107 //” -
By
<
1074 -~ B=2, Gz=2: initial
- B=2.1, Gz=2.1: recalculé
---B=2.1, Gz=2.1: extrapolé de B=2, Gz=2
6 I I 1 1 I T T T T
10 V] a1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 a7 0.8 0.9 1

t/t i

F1a. 6.25 Courbes de AT initiales, recalculées et extrapolées avec une perturbation

de 5%.

Ecoulement stable
T T T

- T T T
10 e E
> -4
<110 i
B=2, Gz=0.25: initial
- B=2.5, Gz==0.3125: recalculé
- - -B=2.5, Gz=0.3125: extrapolé de B=2, Gz=0.25
-5 ! 1 L L T T T T T
10 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
t/tr

Ecoulement instable
T T T

- B=2, Gz=2: initial
--B=2.5, Gz=2.5: recalculé
- - -B=2.5, Gz=2.5: extrapolé de B=2, Gz=2

.
0 041 0.2 03 04 05 06 07 08 0.9 1
t/tpin

FiG. 6.26 Courbes de AT initiales, recalculées et extrapolées avec une perturbation

de 25%.



125

Dans ce cas, la différence entre la solution approximée et la solution recalculée
s’explique probablement par le fait que les termes d’ordre supérieur, négligés dans

I’équation 6.16, deviennent importants.

6.3.7 Les effets de la discrétisation en espace sur la stabilité.

Un écoulement en équilibre instable devient non-symétrique (hors équilibre), lors-
qu’il est perturbé. Le maillage induit des perturbations qui affectent la solution.
L’inconvénient est qu’on ne peut pas controler les erreurs de discrétisation. Dans
de telles circonstances, un maillage symétrique et régulier permet de controler et de
réduire les perturbations indésirables. Par contre, si le maillage n’est pas assez fin,
alors les erreurs de discrétisation deviennent importantes, ce qui risque d’influencer

la stabilité et le comportement de I’écoulement.

En effet, on montre dans cette section que la discrétisation en espace h,=Azx in-
fluence la stabilité de 1’écoulement. On a fait cinq simulations numériques sur des
maillages réguliers et symétriques de 341, 1257, 4817, 18849 et 74561 noeuds !
pour les régimes stables, instables et en transitions. Les figures 6.27, 6.28 et 6.29
présentent les isolignes de vitesse u pour ces trois régimes d’écoulement. La figure
6.27 permet de constater que pour tous les maillages, un écoulement stable demeure
stable. La solution est stationnaire du début a la fin de la simulation. Dans ces
conditions, les perturbations liées au maillage n’ont aucune influence sur la stabi-
lité de la solution. Pour les écoulements tres instables, il se produit la méme chose.
L’écoulement atteint rapidement un état stationnaire et bascule immédiatement
vers un c¢oté du T. La figure 6.28 montre que le maillage n’influence pas le résultat fi-
nal. Par contre, dans les cas ou 'instabilité se développe sur une plus longue période

de temps (i.e. écoulements en transitions ou peu instables), le maillage induit des

Lorsque hy/2 = nombre de noeuds est multipliés par ~ 4.



126

effets indésirables sur le comportement de 1’écoulement. La figure 6.29 présente
le comportement de ’écoulement pour les différents maillages utilisés. Lorsque le
maillage contient 341 noeuds, on remarque que le fluide quitte 'injecteur par la
mauvaise sortie. De plus, avec des maillages de 1257 et 4817 noeuds, 1’écoulement,
est entrainé vers un régime instable. Toutefois, lorsque le maillage contient 18849
noeuds et plus, on constate que le régime est en transition et demeure en transition

avec peu de changement.

On conclut que pour obtenir des solutions fiables, le maillage doit contenir un
nombre suffisant de noeuds, surtout lorsque le régime d’écoulement est transitoire,
ou lorsqu’il n’atteint pas rapidement un état stationnaire. Dans le cas contraire,
on expose 1’évolution de la solution & des perturbations indésirables qui pourront

influencer la stabilité de 1’écoulement.



u

u

-1.5363 ~1.151  —0.76564 —0.3603 0.005029 0.30036 0.7757 1.161  1.54e4

-1.5975 -1.1966 -0.79568 —-0.39479 0.00809750.40699 0.60768 1.2086  1.8087

(a) t=87.5 (341 noeuds)

u

(b) t=87.5 (1257 noeuds)

u

-1,5694 -1.1728 -0.77623 -0.37962 0.016989 0.41386 0.8102 1.2066  1.6034

(c) t=87.5 (4817 noeuds)

-1.5793 -1.1813 -0.78320 -0.3853 0.012692 0.41068 ﬂ.‘0867 1.2067  1.6047

(d) t=87.5 (18849 noeuds)

u

~1.5863 -1.188  —0.78965 —0.39133 0.006985 0.4053  0.80362 1.2019  1.6003

(e) t=87.5 (74561 noeuds)

F1G. 6.27 Isolignes de vitesse u pour B = 2 et Gz = 0.5 (stable).
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u u
-0.13355 0.48761 1.1088 17299  2.3511 29723 ‘3."‘093“5 42146 4.8357 -0.36513 0.36668 1.0989 1.8309 2.5620  3.2949 4.017‘ ’ 4.759 5.491
(a) t=87.5 (341 noeuds) (b) t=87.5 (1257 noeuds)
Y
o
\
u L . u
~0.44794 0.30494  1.0578 1.8107 2.5636 3.3165 '4.0394 43222 55751 1.8505 2.6002 3.3499 4.69% 4,8493 5.599

(c) t=87.5 (4817 noeuds)

—0.39664 0.35107 1.1008

(d) t=87.5 (18849 noeuds)

u

-0.33611 0.40732 1.1507

1.8942

2.6378

338

41244 48678  5.6113

(e) t=87.5 (74561 noeuds)

F1G. 6.28 Isolignes de vitesse u pour B = 4 et Gz = 1 (instable).
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u

u

-7.100 -6.1449 -5.1607 -4.2166 -3.2625 -226883 -1.3242 -0.36001 0.60414

(a) t=87.5 (341 noeuds)

— |
-0.50694 0.37168 1.2503 2.1289  3.0075  3.8861 ’4.734& 56434 6522

(b) t=87.5 (1257 noeuds)

u

u

-0.33821 0.46217 1.2837 20647 28657 J.6667 4.4677 5.2666  ©.0686

-1.4698 -0.6669 0.13601 083891 17418 25447 33476 41505  4.9524

(c) t=87.5 (4817 noeuds)

(d) t=87.5 (18849 noeuds)

u

~1.7637 —0.95882 —0.15398 0.65085 1.4557 22605 31‘]85& 38702 4875

(e) t=87.5 (74561 noeuds)

F1a. 6.29 Isolignes de vitesse u pour B = 4 et Gz = 1 (en transition).
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CONCLUSION

Le but de ce mémoire était d’apporter une contribution a la compréhension des
phénomenes d’instabilités hydrodynamiques causant des défauts de fabrication lors
du moulage par injection de poudres métalliques. Pour atteindre ce but, on a tout
d’abord modifié un algorithme d’éléments finis existant pour obtenir efficacement
des solutions réalistes et fiables. Une fois notre modele implanté dans le code de
calcul, on a appliqué cet algorithme & un systéme simple pour observer les divers
comportements de I’écoulement en fonction des parametres importants du probleme
(i.e Gz et B). Par la suite, une série de simulations a été faite afin de reproduire ce
qui est observé dans les injecteurs réels de poudres métalliques et pour comprendre
le mécanisme causant Uinstabilité. Une fois que 1’on s’est assuré du bon compor-
tement de 1’écoulement en fonction des parametres du probleme, on a utilisé une
méthode permettant de caractériser 'asymétrie en température afin de déterminer

la carte de stabilité de I’écoulement dans l’espace de phase Gz-B.

Dans 'optique d’un processus d’optimisation, le choix de la méthode de 1’équation
des sensibilités s’est imposée. Les cartes qui découlent de ’analyse des sensibilités
combinées avec la carte de stabilité offrent la possibilité de déterminer la géométrie
optimale de 'injecteur. Dans le cadre du calcul des solutions voisines, ’analyse des
sensibilités procure aussi un moyen d’anticiper le comportement de 1’écoulement en
fonction du nombre de Graetz et du nombre B. Pour y parvenir, il a fallu développer
les équations des sensibilités pour notre modéle et les implanter correctement dans

le code.

Pour s’assurer que le code fonctionne correctement, une procédure de vérification a
été effectuée a l'aide de la méthode des solutions manufacturées. On a débuté par

construire une solution analytique inspirée d’une solution exacte des équations de



131

Navier-Stokes en deux dimensions. On a ainsi vérifié la précision du solveur pour
I’écoulement et ses sensibilités par rapport aux parametres du probléme grace a
une étude de convergence impliquant un raffinement systématique et uniforme du
maillage. Le bon comportement affiché par I'indice d’efficacité et par la convergence
de lerreur estimée et de 'erreur exacte a permis d’aborder en toute confiance notre

application.

Le code de calcul a ensuite été utilisé dans le cadre concret d’une application
industrielle. Les solutions obtenues pour 1’écoulement ont montré qu’on était en
mesure de reproduire ce qui était observé dans les injecteurs réels de poudres
métalliques. Pour éliminer les instabilités engendrées par le maillage, il a fallu
construire un maillage symétrique et régulier. La méthode employée pour ca-
ractériser la différence de température présente dans 'injecteur, a permis de définir
la carte de stabilité de ’écoulement en fonction des nombres adimentionnels Gz
et B. Cette carte permet de déterminer rapidement les paires de valeurs de Gz
et B pour lesquelles I’écoulement est stable ou instable, et permet également de
tracer la courbe délimitant la frontiere entre la région ou I’écoulement est stable
et celle ou il est instable. En analysant cette carte, on peut extraire les conditions
d’opérations nécessaires au bon fonctionnement des procédés de moulage par in-
jection, ce qui permettra aux manufacturiers de controler et méme d’éliminer les

défauts de fabrications observés sur les pieces moulées.

Les simulations numériques ont permis de montrer qu’il existe un couplage entre la
température et le cisaillement lorsque m=0 dans ’équation de la viscosité. En ef-
fet, on montre que les régimes d’écoulements instables ou en transitions demeurent
stables et symétriques lorsque m=0. On conclut que la présence du terine de cisaille-
ment (i.e. ¥™) dans P'expression de la viscosité est essentielle, puisque I'influence

unique de la température est incapable de créer un déséquilibre dans ’écoulement.
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Parallelement a 1’étude des solutions obtenues pour I’écoulement, une analyse de
sensibilité de l’écoulement a été faite. Avant tout, on a voulu s’assurer que les
équations de sensibilité étaient justes. Pour ce faire, on a comparé les résultats
d’un calcul de sensibilité fait par la méthode de ’équation des sensibilités et par
différence finie. La parfaite correspondance a permis de conclure que les sensibi-
lités ont été implantées correctement dans le solveur. Appliquée a notre probleme,
I’analyse des sensibilités, dans le cadre du calcul des solutions voisines, a montré
qu’il est possible de prédire correctement les changements dans le comportement
de I’écoulement lorsqu’on perturbe les parametres de design. En effet, la carte des
vecteurs de stabilité qui a été construite directement a partir des sensibilités in-
dique correctement la tendance de ’écoulement & aller vers 'instabilité lorsqu’on
perturbe les parametres adimentionnels Gz et B. De plus, on a montré que la norme
de ces vecteurs est en mesure de fournir de I'information sur les points de transi-
tion de I’écoulement. Le calcul des sensibilités a aussi permis de montrer que I’'on
pouvait calculer efficacement et rapidement une solution voisine de 1’écoulement
pour une paire de valeur donnée de Gz et B. La méthode des sensibilités a donc
été appliquée avec succes a ’étude et a I'analyse de la stabilité d’un écoulement

non-Newtonien.

Les méthodes et les outils d’analyse développés dans ce mémoire ont permis d’at-
teindre notre but. Notre étude apporte une contribution & la compréhension des
phénomenes d’instabilités hydrodynamiques par une analyse rigoureuse basée sur
la CFD. On fournit également les moyens pour construire des outils d’analyse, tels
que les différentes cartes présentées dans ce travail, ce qui permettra aux industriels
et aux manufacturiers de controler efficacement les parametres d’opération dans
les procédés de moulage par injection. Les résultats obtenus dans le cadre précis
de ce travail peuvent étre étendus a une grande variété de matériaux impliqués

dans les procédés de moulage par injection ou dans d’autres types d’écoulements,
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car des phénomenes d’instabilités hydrodynamiques sont ou peuvent étre observés.
Par exemple, on peut penser & des applications dans le domaine biomédical, dans
les sciences de la Terre ou dans toutes autres applications ou l'on retrouve des

écoulements thermosensibles confinés.

En terminant, voici ce qui peut étre envisagé comme travaux futurs. Tout d’abord,
extraire des résultats les dimensions optimales pour la construction d’un modele
d’injecteur sur lequel des expériences pourraient étre réalisées afin de valider nos
résultats et nos hypotheses. Ensuite, raffiner la carte de stabilité afin de préciser la
courbe de transition et étendre celle-ci aux valeurs plus élevées de B pour tenter,
si cela est possible, de circonscrire la zone d’instabilité. On pourrait également en-
treprendre des simulations en 3D sur une géométrie et des modeles physiques plus
réalistes. De cette fagon, on pourrait confirmer que la simplification utilisée pour
définir notre géométrie en forme de T est justifiée et qu'on ne perd pas ’essence
de la physique. Dans le cadre d'une analyse de sensibilité, on pourrait quantifier
I'influence de la perturbation en température € et du terme de correction € sur le
comportement de I’écoulement. On pourrait également étudier I’influence des condi-
tions initiales sur la stabilité et le comportement de I’écoulement. Finalement, dans
le cadre du calcul des solutions voisines, on pourrait tenter de déterminer jusqu’a
quel point les sensibilités permettent d’anticiper le comportement de I’écoulement,

fournissant ainsi une indication indirecte de la non-linéarité de I'instabilité.
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ANNEXE I
DEMONSTRATIONS

[.1 Dérivation du profil de vitesse en entrée

Dans le cadre de ’application présentée dans ce travail, on présente dans ce qui suit
les étapes nécessaires a ’obtention du profil de vitesse dans le cas d’un écoulement
pleinement développé a ’entrée du canal d’injection. Pour débuter, on rappelle que
les équations de Navier-Stokes sont données par 'expression suivante :

p (?9_1; +u- Vu) =—-Vp+ V. [n (Vu + (Vu)T)] (L.1)

A la vue de la figure L1, on conclut que u=0, v=v(x), O,p< 0 et que J,p=0.

L’équation (I.1) devient alors,

BN [—

1
2

Fia. I.1 Schéma de Pentrée du canal d’injection.

DY 0 o0y ol o]
P\"%ozr dy) Oy Oy n@y oz |\ bz Oy '

op 0 ov
% =5 (1) (L3)
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Comme p est une fonction de y et que v est une fonction de x, on peut remplacer
les dérivées partielles dans 1’équation (1.3) par des dérivées totales. On obtient ainsi
P’équation différentielle suivante :

dp d [ dv
= — [ p== L4
dy dz (77 da:) (14)

ou l'expression de la viscosité n est donnée par 1’expression suivante, avec T=1 en

entrée comme condition fronti¢re en température.

[ m

o\’ ou o\’ o\’ _BT
= 5 G 3) ()] - .

Io4% ox

On obtient finalement I’équation différentielle que I'on doit résoudre pour calculer
v(x).

dv

dp _ d (|dv
dy dz \|dz

Pour se défaire de la valeur absolue, on utilise la symétrie du profil de vitesse par

Tdv\ _jp

rapport a ’axe y. De cette fagon, on peut résoudre ’équation différentielle (I1.6)

" <_Z—Z>m (L7)

pour x > 0 et z < 0. Lorsque >0,

v
dx

De cette égalité on obtient,

dp d dv\ ™! dv dv
—eP = [ —=— - L8
¢ dy dz ( dz) > ( dz) (18)
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La forme de ’équation (I.8) implique la connaissance d'une condition limite sur
v(z) et sur sa dérivée. On impose alors v(z = £)=0 et dv(z)/dz=0 en z=0. Suite

3 une premiere intégration, on arrive a ’équation différentielle suivante.
bl

d d m+1
—eBﬁm +cp = (—ﬁ) (1.9)

Or, dv(z)/dz=0 en z=0, ce qui implique que ¢;=0. On réécrit ’équation (1.9)

comme suit,

dv AN
LR g = 1.1
- ( e dy) TmF (1.10)

Une seconde intégration donne 1’équation pour v(x).

1 m_lT m+42
v(z) = — (m+ ) (—eBd—p) = (1.11)

m + 2 dy

En imposant la condition limite sur v(z) au point £=1/2, on trouve pour cz,

1 m+2

m+1 gdp\ ™1 (1)~
= - — — 12
“ <m+2)( ‘ dy) (2> (112)

En substituant c; dans ’équation (1.12), on arrive au résultat recherché pour v(z),

1 +2
1 dp\ 7T [ m 1\ =4
“<x>=—(2—12) ("@Bd—i) ["”’"ﬁ—(a) } O<es<

Cependant, v(z) est exprimé en terme du gradient de pression. Dans le but de

(1.13)

N —

déterminer la forme finale du profil de vitesse en entrée v(z), il faut trouver la valeur

du gradient de pression. Pour le calculer, on utilise le fait que la valeur moyenne de



143

la vitesse <v(x)> est égale au débit Q. <v(z)> se calcule de la maniére suivante :

<v(z) >= LO? Ul(% = 2/05 v(z)de = Q (I.14)

Jo dz

ApI‘éS intégrati()n, on obtient 1’égalité suivante pour le (lébit,
g
+3

m+1 gdp = (1) e
— —eBE — [1
¢ 2(2m+3> ( ’ dy) (2> (119)

On sait que le débit en sortie est égal au débit en entrée, c’est-a-dire que

Qentrée=CQsortie- Lie débit en sortie se calcule en multipliant la hauteur (i.e. 2H)
de la partie horizontale du canal par la vitesse moyenne de référence en sortie
<ug>. Puisque H=1, <u,>=1 et que 'on doit tenir compte des deux sorties, le

débit ) vaut 4 et on obtient ainsi la relation suvante :

1
dp\ ™1 : m 2
_B%P _o(fmA3) gy (2mA S omiz (1.16)
dy m-+1 m+1

En substituant cette expression dans 1’équation (I.13), on arrive au résultat re-

cherché. L’expression finale pour v(x) s’écrit,

+2
1\ /2 m m m+T
() = —4 m+ mA3\ gz | =2 (1 (1.17)
m+ 2 m-+1 2

_ 4 2m+ 3
- m+ 2

m+2

)[1—2xm—+1] 0<z<

1
2
Si on applique la méme méthode pour résoudre I’équation différentielle (1.6) lorsque

z<0, alors on obtient une seconde expression pour v(z) valide sur le domaine

—% < z < 0. L’expression générale pour v(z) s’écrit finalement de la fagon suivante :

4(z2) [1- 20)%]  si0o<e<1/2
v(z) = omaay | miz] .
4(z) [1- (—20)#H] s -1/2<0 <0
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Dans le cas précis de I’application présentée dans ce travail, la valeur de m est fixée

a -0.8. L’équation pour v(z) se simplifie et prend la forme suivante.

<z< (L.18)

1
2

DO =

14
v(z) = (—3—> [1 — (23:)6] —
1.2 Equivalence entre deux approches dans la dérivation de s,

On rappelle que la viscosité 1 dépend du taux de cisaillement, de la température
et du parametre a. Le parameétre a peut prendre I'une des trois valeurs suivantes :

Gz, B et m. La dépendance de n s’écrit comme suit,

n=n(ya),T(a);a). (L.19)

Sa dérivée totale (i.e. sa sensibilité) est donnée par ’expression suivante (équation

(3.47)).

dn  9On oy on on
e+ L hall 1.20
do_dvou arT 4 (1:20)

Or, 'expresion de 7 s’écrit

= l\/Z (amu)Q + (Gyu + amv>2 +2 (ayv>2 e BT = 4me BT (1.21)

En dérivant directement la relation (1.21) par rapport au parametre a et a 'aide

de 'identité suivante

% (\/a)'m efBT — _déa_e(%)]nue—BT, (122)
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on obtient ’expression suivante pour sensibilité de la viscosité.

dn 1 dn m dB

ol « et @ sont donnés par

a=In[2(0,u)’ + (Bu+ d,v)° +2(9,0)°] (1.24)

e {4(8111)(&”31‘) + 2(0yu + 0,v)(0y Sy + OpSy) + 4(8yv)(6ysv)]
B 2(0,u)? + (Oyu + 0,v)? + 2(0yv)?

(L.25)

A présent, on désire démontrer que I’égalité (1.20) et (1.22) donne le méme résultat
pour la sensibilité de la viscosité. On débute par dériver I’expression de la sensibilité
n en passant par I'équation (1.22). Si on pose u=2 (d,u)? + (Byu + 9pv)* + 2 (9,v)*

dans Iéquation (1.21), alors la dérivée totale de n s’écrit.

d m _BT _ _—BT d (2)inu m d _pr
— BT | (Z)nu ﬂi 1 d_m
e {e (2 dalnu—l— 2lnu T (1.27)
_ dT" dB
e (5 + )
1 d dB
Sy =7 {(yxd—z + %ﬁ) — (BST + T%ﬂ (1.28)

On retrouve bien 1’équation (I.23). L’expression pour s, est générale, puisqu’elle
dépend explicitement de a. Si on remplace a par Gz, B ou m, on retrouve alors les
équations (3.53-5b5). Maintenant, on désire retrouver ces trois équations & partir de

Pexpression (1.20).

dr on 09 or, o

da 0% 6u oT da

on [ % % on on
_on(oy. L ov N on, L on I.
o5 (8u8u o ) T (1.30)

(1.29)
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Les dérivées de ¥ par rapport a u et v s’écrivent de la fagon suivante.

oy 1
a_z = 5 10D, +2 (B + 0,0) (uByu+ Budv) + 40,00,00] - (131)
oy 1

50" 2 [40,u0y0pu + 2 (Oyu + O,v) (0yOyu + 8,0,v) + 40,v0,0,v] (1.32)

Or, les termes 0,0,v, 0yv0,0,v, 0,u0,0,u et 0,0yu sont nuls. Ainsi,

g—ZSU = % [4(0pu) (g sy) + 2(0yu + 0pv){(0ySy + Orsy) + 4(0yv)(9ysy)]  (1.33)
De plus,
077 -m—1 —BT 077 0’)’ 0”)’ m
— = mA™ — | — 58y, —Sy | =N— 1.34
s my" e :>8f'y 5’ +8v8 nzﬁ (1.34)
on
o (1.35)

En regroupant les termes (1.33-35), s, prend la forme finale donnée ci-dessous :

_0on (9 Y on on

Sy = > <8u8u+ 5 sv> + oSt t 5 (1.36)
M5 on
=1 [ 50 BsT] + 5 (1.37)

Si on pose le parametre a égal a Gz, B et m respectivement, on trouve alors pour

le dernier terme de 1'équation (1.37),

on on on 7
g 9D o gy =
0Gz 0, 0B T om 2 =1

(8

5 (1.38)

En replagant sucessivement ces termes dans (1.37), on obtient les équations (3.53-

55). On conclut finalement que les expessions (1.20) et (1.22) sont équivalentes.
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ANNEXE I1

SOLUTION MANUFACTUREE ET TERMES SOURCES

I1.1 Termes sources pour les équations de Navier-Stokes et celle de 1’énergie

Les termes sources obtenus en écoulement et en sensibilité s’écrivent de la facon

suivante :
Qns(x,t)y = Re(us + uuy + vuy) + pr — 2(Naty + Miigy) (IL.1)
= [y (uy 4 v2) + n(uyy + vyo)]
Qns(X,t)y = Re(vs + uv, + vvy) + py — 2(1yvy + N0yy) (I1.2)
= [12(ve + uy) + 1(Vae + Uay)]
Qq(x,t) = (T} + uT, + vT,) — <g) —Gl—Z(TM +Tyy) (I1.3)
Ne (%, )y = Re(Sut + Suly + USyz + Sylly + VSuy) + Spa (IL.4)
— 2(8p2Us + NoSue + SnUazz + MSu,zz)
— [Sny(uy +v2) + My (Suy + Svz) + Sp(tyy + Vyz) + M(Sugy + Svya)]
N (X, 1)y = Re(syy + 8y0p + Sy + Sy + VSyy) + Spy (IL.5)
= 2(SnyUy + MySvy + SpUyy + NSuyy)
— [sne(ve +uy) + Mu(sv,0 + Suy) + p(Vae + Usy) + NS00 + Suzy)]
Q" (x,t) = (874 + 84T +usre + 8Ty +vsTy) (11.6)

H 1 1 [(dGz
- <E> {@(ST,M +srw) ~ G2 (E) (Tee + Tyy)}
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On remarque que Qns(X, 1), et Qns(x,t), font intervenir respectivement la dérivée

de la viscosité n par rapport a x et y. Les expressions pour 7, et 7, s’écrivent,

m [ AUtz + 2(uy + vy) (Usgy + Vgg) + 40y Usy

. — BT, IL.7
e =15 { 2u2 + (uy +vg)* + 202 g (IL.7)
gty + 2(uy + Ug) (Uyy + Vy) + 40y0y

=1 l 202 + (uy +v,)2 + 202

] —nBT,  (IL8)

On remarque également que les termes sources en sensibilité font intervenir les
dérivées de la sensibilité de la viscosité par rapport a = et y. Ainsi, s,, et s,y

prennent la forme suivante.

Snz =T [(% %"—’ + I”_ﬁ) (BST + TZBN (11.9)
(MmO (g oL
20z da 2 (9;1:) ( or Oz da)}
Spy = [(1 dm + Zn—ﬁ) - (BST + T%)] (I1.10)

la_ad_m mIB\ _ (pdsr , 0T dB
20y da 2 Gy Oy Oy da
ou a peut adopter I'une des trois valeurs suivantes : Gz, B ou m. Les équations

(I1.11) et (I1.12) développent les termes d,« et ,a contenus dans Pexpression (11.9)
et (I1.10), ot « est donné par (1.24).

B [ugtiae + 2(uy + V) (Uay + Vrz) + 40,00y (I1.11)
o 2u2 + (uy + vz)? + 202 |
dor _ Bty + 2y + v 1y + vyx) + 4,0y, (11.12)
dy Zu% (uy +v,)2 + 2713 .
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En posant f=w;/wsy (i.e. 1.25), la régle de la dérivée d’un quotient permet d’écrire

0.0 et 0,0 de la fagon suivante.

op ) WpOpw1 — w10,wo

B _ 11.13
ox w} ( |
08 _ wabywi — wi0yws (11.14)
oy w3 .

ol Gywi, Ozwa, Oyw) et Oywq s’expriment comme suit.

Ow

8—3:1 =4(Umx3u,m + Umsu,mm) +2 [(uy + vw)(su,my + Sv,:m) + (Uwy + vmx)(su,y + Sv,m)]
+4(veYSvy + VySvay) (IL.15)

15,

% =4UgUzs + 2(Uy + Vy) (Ugy + Vgy) + 40y Usy (IL.16)

z

Oow

a—yl :4(Uym3u,z + U Suye) + 2 [(Uy + vw)(su,yy + Sv,yw) + (Uyy + vym) (Su,y + S0,2)]
+4(vyYsyy + VySuyy) (I1.17)

8(.4.}2

n =gy + 2(uy + Ug)(Uyy + Vyz) + duyvy, (I1.18)

On constate rapidement que le calcul des termes sources devient assez complexe...
La prochaine section fournit la liste de tous les termes contenus dans les équations

de cette section.



150

I1.2  Solution manufacturée

Dans cette section on présente la solution manufacturée qui a été utilisée pour
vérifier le bon fonctionnement du code de calcul. Elle s’inspire d’une solution exacte
des équations de Navier-Stokes en deux dimensions obtenue dans un article de

Taylor (réf.) :

u(z,y) = Gz*m?sin(rz)cos(my)e BV (I1.19)
v(z,y) = —Gz®m?sin(ry)cos(wz)el =5« (11.20)
p(z,y) = Gz*m?(cos(rz) + sin(my))e "B+ (I.21)
T(x,y) = Gz4 —(1 + sin®(nz)cos?(my))el~BY (I1.22)

ou Gz, B et m sont les parameétres usuels du modele, ¢ dénote le temps et w est un
parametre ajustable. On débute par le calcul des différentes dérivées des variables
d’état, pour ensuite calculer leurs sensibilités par rapport aux parametres Gz, B et

m.

u; = —Bwu, v, = —Bwv, Ty = —BwT (11.23)

= Gz*mPmcos(nz)cos(my)e "B, v, = —u, (I1.24)
u, = Gz*m?*nsin(rz)sin(ry)e =B v, = —u, (11.25)
Upy = Uye = —Gz?m2ncos(nx)sin(my)el~B«) (I1.26)
Upg = Uyy = —T°U, Upg = Vyy = —T°0V (I1.27)
Vgy = Vyg = Gz*m?*n2cos(my)sin(rz)el 75 (I1.28)
pz = —CG2m?rsin(rx)el "B | p, = Gz?m?mcos(my)el=PD (11.29)



Gz*m?

T, = 2—4—7r(5in(7r3:)czos(7rz)cos

Gz*m?
y

2,2

Toz = 2%427#0052(7@)(0032(#3:) — sin?(rx))
2,2

Ty = _2(_}z4m m2sin®(rz)(cos®(my) — sin®(ry))

Les sensibilités par rapport a Gz.

u,t T Gz ty vt T Gz t

SGZ — ——2—U SGZ — _2_

W Gz YT Qg ¢

Gz — 2 U SGZ 2

wy o Gz YT Gz Y

2
Gz _ Gz __ Gz
Su Ty Su,yz G umy? Sv,zy
2

Gz Gz __ Gz

Su T Su,yy G Uz, Sv,zz
2

Gz _ Gz __

Spax = Gzpz’ Spy = Gzpy
2

Gz _

STt = Gth
2 2

Gz __ Gz __

STz = GZTCL" ST,y ’ G Ty

z 2 z 2
S%zz = @T 7

T, = —2~Tw(sin(wy)cos(wy)casz(wz))e(

z STy = oy

2(my))el =B

- Buwt)

e(—Bwt)

_ SGZ . l’l}
vy Gz Y
Gz 2

e(—Bwt)
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(I1.30)
(I1.31)
(IL.32)

(I11.33)

(I1.34)

(11.35)
(I1.36)
(IL.37)
(IL.38)
(IL.39)
(11.40)
(11.41)
(11.42)

(I1.43)



Les sensibilités par rapport a m.

2 2 2

2
(ey) = —u, $Pz,y) = v, $Pay) = —pFlay) = =T

2 2
m m
Su,t = —Uy, Sv,t - E/Ut
2 2
m m —
Suw = Uz, Syp = —Us
u,y Eu?ﬁ Spy = ;n—vy
2 2
m  __ .m . T — M -
Su,xy - Su,ym ul’yv Sy Ty Sv,ym mvﬂﬂy
2 2
m —m _ Z, m m _ =
Su,m: Su,yy Uz, Sv,xz Sv,yy - Vo
2 2
m _ = m __ =
Spa = L Pw Spy T Py
2
m —
ST = mTt
2 2
m  _ " m __
STy = mTz, STy = mTy

2 2
m m
s = —T,, s =—T
Taz = ) 780 "Tyy = "W
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(11.44)

(I1.45)
(11.46)
(11.47)
(I1.48)
(11.49)
(IL.50)
(1L.51)
(11.52)

(I1.53)
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Les sensibilités par rapport a B.

so(z,y) = —wtu, s, (z,y) = —witv, s5(z,y) = —witp, sp(z,y) = —wtT (IL54)

o, = w(Bwt — )u, sy, = —w(Bwt—1)v (I1.55)
sh, = ~wtug, sb, = —wiv, (I1.56)
sfiy = —wtuy, sfy = —wtuy (IL.57)
S0 oy = Shyp = —Whilay, SPp = 50 = —wtug (I1.58)
Shoe = sﬁyy = —Wlllag, Shap = Sy = ~Wilsa (I1.59)
s{fz = —~wip,, sﬁy = —witp, (I1.60)
sp, = —witTy (I1.61)
sgz = —witTy, sg’y = —wtT, (I1.62)
5P gy = —wWiTea, ST, = —wtTy, (I1.63)
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I1.3 Notation utilisée pour désigner les dérivées

On présente ici la notation utilisée pour écrire les différentes dérivées que 1’'on
retrouve dans le texte (sections 5.2.4 et 5.2.5) et dans cette annexe. On considére
d’abord une variable 2. La variable z peut représenter par exemple, les composantes
u et v de la vitesse u, la viscosité 7 ou la température T'. La dérivée temporelle et

les dérivées spatiales de la variable z s’écrivent selon la notation adoptée :

2 = % (11.64)
2y = g—i—, Zpy = %, Zgy = % (I1.65)
2y = g—;, Zyy = %, Zys = 6(?4% (11.66)
82 = aas: (I1.67)
see = O e = T sy = 2 (1L68)

Os, &s, &s, (IL69)

Szy = '3?7 Szyy = ——823/ y Seyx = 53-/—835

Les termes s, 4, S, 4,...etc représentent les dérivées de la sensibilité de la variable z

(i.e. s,).
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I1.4 Invariants du tenseur des taux de déformations 4

Le tenseur des taux de déformation s’écrit :
) 1 T 1

Ce tenseur est symétrique, ce qui lui confere certaines propriétés. Notamment,
toutes ses valeurs propres sont réelles et 'on peut obtenir une base orthonormale
de vecteurs propres méme si une ou plusieurs de ses valeurs propres sont nulles.

Les trois invariants principaux du tenseur des taux de déformation sont :

1=, (IL71)

1 . . ..
=35 (P =4 %) = (V4® = %jie) (1L.72)
IIT = det (%) (IL73)

L’interprétation physique de I est simple : il représente la divergence du vecteur
vitesse. Le second invariant II représente, a un facteur pres, le carré du taux de

cisaillement et mesure donc l'intensité du taux de déformation.



