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R E S U M E 

Ce projet, suggere par 1'IMI du CNRC, porte sur la simulation d'instabilites 

thermo-hydrodynamiques causant des defauts de fabrication lors du moulage par 

injection de poudres metalliques. A l'heure actuelle 30% des pieces fabriquees 

sont defectueuses. On retrouve des inhomogeneites ou des vides affaiblissant les 

pieces lorsque les conditions d'operation sont mal controlees ou peu connues. Une 

comprehension du phenomene permettra aux manufacturiers de reduire ou meme 

d'eliminer les defauts et done d'ameliorer leur competitivite. L'elimination de ces 

effets passe par une etude et une analyse fondamentale rigoureuse basee sur la 

CFD (« Computational Fluid Dynamics ») et l'analyse de sensibilite. On utilise 

une geometrie en forme de T typique des injecteurs que Ton retrouve dans les 

systemes de moulage de disques en poudres metalliques. La poudre metallique est 

injectee par la base du T et ressort par les extremites de la barre du T. 

On modelise ce probleme a l'aide de l'equation du mouvement (Navier-Stokes), 

couplee a celle du transfert de chaleur et a un modele de viscosite Newtonien 

generalise. On resout nos equations par une methode d'elements finis, ce qui 

fournit la vitesse (u et v), la pression et la temperature en fonction de l'espace et 

du temps. Le calcul des sensibilites permettra d'etablir une relation de cause a effet 

entre les plages de valeurs des parametres qui causent les instabilites. La stabilite 

ou l'instabilite dependent de la valeur de deux parametres adimensionnels, le 

nombre de Graetz (ratio entre l'echelle temps de conduction thermique et le temps 

de remplissage) et B, un ratio adimensionnel mesurant l'importance des effets de 

temperature sur la viscosite. Pour une famille de valeur des nombres de Graetz et 

B, l'ecoulement devient instable, puis asymetrique. Or, dans certains cas, cette 

asymetrie s'amplifie au point ou le fluide est force de quitter le canal d'injection 

par une seule sortie. Ceci conduit finalement a un arret complet de l'ecoulement 
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dans une branche du T, comme si elle etait obstruee. Les instabilites sont dues a la 

variation de la viscosite, elle-meme induite par des gradients thermiques que Ton 

retrouve a l'entree de l'injecteur. On observe une croissance exponentielle de la 

difference de temperature entre les deux sorties (des points symetriques aux sorties 

de l'injecteur). L'analyse de sensibilite permettra d'etablir de maniere rigoureuse 

lequel des deux parametres declenche l'instabilite. De plus, cette analyse nous 

indiquera dans quelles regions et a quels moments les parametres sont critiques a 

la stabilite. 

Apres s'etre assure que l'implantation dans le code de calcul a ete verifiee par la 

methode des solutions manufacturers, on construit a l'aide des solutions numeriques 

obtenues, la carte de stabilite de l'ecoulement en terme des nombres adimensionnels 

Gz et B. Cette carte permet de definir la frontiere separant la region ou l'ecoulement 

est stable de celle ou l'ecoulement est instable. Finalement, dans le cadre du calcul 

des solutions voisines, l'analyse des sensibilites montre qu'il est possible d'anticiper 

et de predire le comportement du fluide lorsque Ton perturbe les parametres de 

l'ecoulement (i.e. Gz et B). Ces resultats incitent a croire que Ton peut controler et 

meme eliminer les defauts de fabrication lies aux precedes de moulage par injection 

de poudres metalliques. 
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A B S T R A C T 

This project, suggested by the IMI of NRC focuses on the simulation of thermo-

hydrodynamic instabilities causing manufacturing defects during metal powders 

injection molding processes. At present time, 30% of the manufactured parts are 

defective. We can found inhomogeneities, empty spaces or debilitating parts when 

operating conditions are poorly controlled or poorly known. An understanding of 

the phenomenon will enable manufacturers to reduce or even eliminate defects 

and improve their competitiveness. The elimination of these effects involves a 

study and a rigorous fundamental analysis based on CFD (« Computational 

Fluid Dynamics ») and sensitivity analysis. We use a T-shape geometry, typical 

of injectors that are found in systems of metallic powders casting. The metal­

lic powders is injected at the basis of the T, and then leave by the two ends of the T. 

We modeled this problem by using the equations of motion (Navier-Stokes) coupled 

with the heat transfer equation and a generalized Newtonian viscosity model. 

Our equations are then solved by the finite elements method which provides the 

velocity (u and v), pressure and temperature as functions of space and time. The 

calculation of sensitivities will establish a causal relationship between the different 

ranges of parameter values that cause instability. The stability or instability 

depends on the value of two rheological parameters, the Graetz number (ratio of 

thermal conduction time to fill time) and B, a dimensionless ratio measuring the 

importance of the effects of temperature on the viscosity. For some values of Graetz 

and B numbers, the flow becomes unstable and asymmetrical. However, in some 

cases, this asymmetry is growing to the point where the fluid is forced to leave the 

injection channel by a single exit. This eventually lead to a complete cessation of 

the flow in one branch of the T, as if it was obstructed. The instabilities are due to 

changes in viscosity, itself driven by temperature gradients which can be found at 
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the entrance to the injector. We can see an exponential growth in the temperature 

difference between the two exits (symmetrical point at the injectors exits). The 

sensitivity analysis will establish rigorously which of the two parameters trigger 

instability. Moreover, this analysis will indicate in what regions and at what times 

the parameters are critical to stability. 

After assuring ourself that the implementation in the computer code has been veri­

fied by the method of manufactured solutions, we built with the help of numerical 

solutions the stability chart of the flow in terms of the dimensionless number Gz 

and B. The chart allows to define the border separating the region where the flow 

is stable from the one where the flow is unstable. Finally, in connection with the 

calculation of neighbouring solutions, sensitivity analysis shows that it is possible 

to anticipate and predict the behaviour of fluid when parameters of the flow (i.e. 

Gz et B) are disrupts. These results suggest that it is possible to control and even 

eliminate manufacturing defects in processes related to metal powders injection 

molding. 
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I N T R O D U C T I O N 

Pendant des siecles, les liquides et les gaz qui nous entourent ont ete le sujet d'ob-

servations meticuleuses. L'objectif etait de saisir et de definir les lois physiques 

permettant de compendre leurs comportements. Mais ce n'est qu'au cours des trois 

derniers siecles et grace a de grandes percees en physique et en mathematique 

que Ton a ete en mesure de formuler correctement un ensemble de lois pouvant 

decrire adequatement le comportement des fluides. Supportee par le developpement 

technologique, la mecanique des fluides a pris de plus en plus d'importance. Au-

jourd'hui, elle trouve des applications presque partout. La complexity grandissante 

des ecoulements que l'on desire resoudre fait en sorte que les methodes analy-

tiques s'averent rapidement inefficaces. En effet, les equations differentielles qui 

modelisent la plupart des ecoulements ne possedent aucune solution analytique, a 

l'exception de quelques ecoulements simples, qualifies de problemes academiques. 

Avec l'emergence des methodes numeriques, une nouvelle voie s'est ouverte permet­

tant d'aborder des problemes plus complexes. Enfin, la possibility de s'attaquer a 

des problemes difficiles s'est largement amplifiee avec l'arrivee et la croissance ra-

pide de la puissance de calcul des ordinateurs. La mecanique des fluides assistee 

par ordinateur ou CFD, acronyme anglais pour Computational Fluid Dynamics, 

permet une analyse fondamentale et rigoureuse des ecoulements complexes comme 

celui traite dans ce memoire. 

La mecaniques des fluides assistee par ordinateur portait a ses debuts surtout sur 

Fanalyse. Les progres et une evolution constante des performances ont permis a la 

recherche de s'oricntcr vers des problemes ou l'optimisation prend une place gran­

dissante. En particulier dans ce projet, l'optimisation des parametres d'operation 

et de design par la methode des sensibilites sera privilegiee. Les sensibilites qui 

designent le taux de variation d'une solution par rapport a un parametre arbi-
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traire sont une source d'informations importantes pour l'analyse, le calcul rapide 

de solutions voisines, l'analyse de sensibilite, etc. 

Dans ce projet, on propose d'utiliser la Methode de I'Equation des Sensibilites 

(MES) pour analyser la reponse d'un ecoulement Newtonien generalise lorsque Ton 

perturbe les parametres adimensionnels du systeme. Cette reponse est interpreted 

dans un cadre predictif. En effet, on montre que les sensibilites sont capables de 

predire le comportement d'un ecoulement lorsque Ton perturbe les parametres adi­

mensionnels du probleme. 

Ce memoire comporte 6 chapitres. Au chapitre 1, une breve revue bibliographique 

permet de placer le present travail dans son contexte. Une courte introduction 

introduit le type d'ecoulement etudie dans ce memoire. On discute par la suite de 

la problematique associee a ce type d'ecoulement en milieu industriel, et une breve 

revue de la methode des sensibilites permet d'entrevoir les possibilites que cette 

methode peut apporter a l'analyse du probleme. Finalement, on fixe les objectifs 

et les buts de cette etude. Le chapitre 2 presente dans les details la methode des 

equations de sensibilites. La formulation mathematique de la methode est presentee, 

suivie de son application aux equations de Navier-Stokes. En terminant, ce chapitre 

presente les diverses applications de la methode des equations de sensibilites. Le 

chapitre 3 discute de la modelisation mathematique du probleme, en commengant 

par definir a quel type de fluide appartient l'ecoulement etudie dans ce travail. 

On introduit ensuite les equations de Navier-Stokes et la geometrie du domaine de 

calcul. Une discussion sur le role des parametres adimensionnels derivee de la forme 

adimensionnelle des equations de Navier-Stokes suivra. En terminant, on expose 

les equations de sensibilites decoulant des equations de Navier-Stokes. Au chapitre 

4, on presente la methode de resolution par elements finis. Le chapitre 5 confronte 

le code de simulation numerique a un processus de verification. On presente la 

methode des solutions manufacturers comme methode de verification du code. Le 
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code verifie, le chapitre 6 s'attarde aux applications et aux resultats obtenus a 

l'aide des equations de sensibilites. Pour terminer, on expose les conclusions et les 

travaux futurs qui decoulent de ce travail. 
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C H A P I T R E 1 

R E V U E B I B L I O G R A P H I Q U E 

Ce chapitre presente un revue bibliographique permettant de situer le present tra­

vail dans le cadre actuel des recherches et dans son contexte industriel. On debute 

par un bref resume du sujet traite dans ce memoire. On presente par la suite 

quelques applications industrielles decoulant de ce sujet de recherche. Suivant cet 

expose, on illustre et on discute des difScultes operationnelles rencontrees dans le 

cadre de ces applications industrielles. On introduit ensuite la methode des sensibi-

lites qui sera utilisee comme outil d'analyse permettant de prevenir ces difficultes. 

Par la suite, on fournira un resume des travaux de recherche anterieurs. Enfin, on 

termine ce chapitre en donnant le but de ce travail et les objectifs pour l'atteindre. 

1.1 Introduct ion 

Le sujet de ce memoire se concentre sur l'etude et l'analyse des solutions obte-

nues par la resolution numerique des equations du mouvement (Navier-Stokes), 

couplees a celle du transfert de chaleur et a un modele de viscosite Newtonien 

generalise. L'expression mathematique de la viscosite est une fonction particuliere 

qui depend a la fois de la temperature et du cisaillement. La viscosite est direc-

tement proportionnelle a la temperature et inversement proportionnelle a j-y |, ou 

7 designe le tenseur des taux de deformation. Les solutions sont calculees sur 

une geometrie en forme de T typique des injecteurs que Ton retrouve dans les 

systemes de moulage de disques a base de poudre metallique. Ce type de fluide a 

la particularite d'engendrer, sous certaines conditions, des instabilites qui peuvent 
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grandement perturber l'ecoulement normal du fluide. En effet, la stabilite ou l'insta-

bilite depend de la valeur de deux parametres adimensionnels, le nombre de Graetz 

(Gz) et le nombre B. Pour une famille de valeurs des nombres de Graetz et J3, 

l'ecoulement devient instable, puis asymetrique. Cette situation peut degenerer au 

point ou l'ecoulement cesse completement dans l'une des branches du T. L'origine 

de ces instabilites sont attribuables aux variations de la viscosite, elle-meme induite 

par des desequilibres thermiques et des variations du cisaillement presents dans 

l'ecoulement. Par exemple, si la temperature augmente, alors la viscosite diminue, 

entrainant une augmentation de la vitesse. Cette augmentation de vitesse amplifie 

le cisaillement et accroit la temperature, provoquant a nouveau une diminution de 

la viscosite et ainsi de suite. La caracterisation de l'asymetrie en temperature per-

mettra d'elaborer une carte de stabilite de l'ecoulement. II faut se souvenir qu'un 

fluide qui s'ecoule tout en se refroidissant, a le potentiel d'engendrer des instabilites 

provoquees par la presence de desequilibres thermiques. 

1.2 Contexte industriel 

De nombreux precedes industriels font intervenir des fluides non-Newtonien. On 

inclut dans cette categorie, de nombreux materiaux ayant des structures internes 

complexes : les verres inorganiques, les cristaux liquides, les solvants, les liquides 

diphases, les fluides polymeriques et les poudres metalliques. Ces quelques exemples 

illustrent la grande variete de materiaux associee a ce type de fluide et qui ont des 

applications industrielles. Tous ces materiaux ont la particularite de contenir des 

sous-structures qui interagissent entre elles et qui font en sorte que le comportement 

de ces materiaux devie de celui decrit par une loi de comportement Newtonienne. 

Dans cette etude, on s'interessera a un type particulier de procede industriel faisant 

intervenir des fluides non-Newtonien : le moulage par injection. Le moulage par in-
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jection est un procede de fabrication que Ton retrouve dans une gamme etendue 

d'industries (metallurgique, biomedicale, automobile, des plastiques, pharmaceu-

tique, electronique, etc). Dans cette panoplie d'applications, on portera notre at­

tention sur la fabrication de disques metalliques par injection de poudre metallique. 

Les disques metalliques obtenus par ce type de procede entrent, par exemple, dans la 

composition des disques-compacts et video-disques. En general, les manufacturiers 

rencontrent de nombreux problemes lies a l'utilisation du moulage par injection. 

Dans cette perspective, la prochaine section illustre les difficultes rencontrees par 

les industriels. 

1.2.1 Problematique 

A l'heure actuelle 30% des pieces fabriquees sont defectueuses. On retrouve des in-

homogeneites ou des vides affaiblissant les pieces lorsque les conditions d'operation 

sont mal controlees ou peu connues. De plus, la probabilite d'etre confronte a 

des defauts de fabrication dans ce type de procede augmente lorsque des poudres 

metalliques sont utilisees. Malgre les similitudes que partagent les precedes par 

injection a base de polymere et ceux a base de poudres metalliques, ces derniers 

utilisent des materiaux qui possedent une diffusivite thermique plus elevee. Ceci 

implique qu'ils sont plus susceptibles de ressentir les instabilites associees aux gra­

dients thermiques qui se developpent lors du refroidissement. Les perturbations a 

l'origine des inhomogeneites observees sur les pieces issues du processus de mou­

lage prennent naissance dans l'injecteur de poudre metallique. Cette piece situee 

en amont de la cavite du moule, permet normalement de guider et de distribuer 

l'ecoulement de fagon homogene dans le moule. On comprend que si l'ecoulement 

est perturbe lors de son passage dans l'injecteur, ceci risque alors d'avoir des 

consequences sur la distribution homogene du fluide dans la cavite de moule au 

moment du remplissage. Pour cette raison, ce projet portera une attention parti-
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culiere au comportement de l'ecoulement a l'interieur de l'injecteur. 

Le fluide qui penetre dans l'injecteur possede une temperature plus elevee a l'entree 

qu'a la sortie. Ainsi, l'ecoulement qui se refroidit lors de son passage dans l'injecteur 

a le potentiel d'engendrer des instabilites associees aux variations de temperature. 

Par exemple, une petite diminution locale de temperature entrainera une augmen­

tation de la viscosite qui a son tour ralentira l'ecoulement du fluide. Dans certains 

perturbations seront amorties et elles n'auront aucun effet sur l'ecoulement 

normal du fluide. Par contre, sous certaines conditions, ces changements s'ampli-

fient et deviennent assez importants pour provoquer localement un ralentissement, 

voire meme un arret complet de l'ecoulement. La figure 1.1 illustre les consequences 

de ces instabilites sur un ecoulement qui passe par un injecteur en forme de disque 

t43l. La figure 1.1(a) montre la geometrie de l'injecteur employee pour guider le 

(a) 

F I G . 1.1 Schema de l'injecteur (a) et defauts de fabrication engendres par des 
instabilites de l'ecoulement (b). 

fluide, tandis que la figure 1.1(b) presente un exemple d'ecoulement asymetrique 

pour un poly mere (thermoplastique ABS). Le polymere forme d'abord un disque 

(delimite par la ligne pointillee) dont la temperature diminue graduellement en al-

lant vers la peripheric de ce disque. Puis, on remarque un debordement du fluide 

et l'apparition d'une excroissance a la peripheric du disque initial. Idealement, on 
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s'attend a ce que le fluide qui s'ecoule entre les deux plaques circulaires de l'injec-

teur acquiert une distribution de vitesse et de temperature isotrope. En realite, les 

plaques et le fluide n'ont pas une distribution de temperature totalement isotrope. 

La viscosite du fluide etant sensible a ces variations de temperature, la vitesse de 

l'ecoulement n'est plus homogene, ce qui a pour effet d'amplifier ces variations de 

temperature et d'augmenter les gradients de viscosite. Par consequent, l'ecoulement 

ralentit ou cesse totalement a certains endroits et s'accelere et poursuit son chemin 

a d'autres endroits. La figure 1.2 presente deux autres exemples de defauts de fa­

brication rattaches aux ecoulements instables et asymetriques. Les figures 1.2(a) et 

1.2(b) montrent les resultats obtenus suite a des moulages par injection de poudre 

metallique servant a la fabrication des boitiers de montres ^ . On voit clairement 

sur la figure 1.2(a) les consequences d'un ecoulement instable lors du processus de 

fabrication. 

(a) (b) 

F I G . 1.2 Defauts de fabrication observes sur des boitiers de montres. 

Dans ce cas, les instabilites entrainent la formation de jets de fluide au moment ou 

celui-ci arrive dans la cavite du moule. Ceci a pour effet de creer des excroissances 

et des espaces vides a l'mterieur de la piece issue du moulage. La figure 1.2(b) 

illustre les defauts observes a la surface d'un boitier de montre et causes egalement 

par la presence de jets non controles. On note que les defauts sont plus discrets que 

ceux montres sur la figure 1.2(a). Ces exemples indiquent que l'on doit acquerir 

une meilleure comprehension des phenomenes en jeux afin de permettre aux ma-

nufacturiers de reduire ou meme d'eliminer les defauts et done d'ameliorer leur 
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competitivite. En consequence, en entreprenant une etude et une analyse rigou-

reuse basee sur la CFD et l'analyse des sensibilites, ce travail propose des solutions 

permettant de controler les conditions d'operation dans les precedes de moulage 

par injection. 

1.2.2 M e t h o d e des sensibi l i tes 

Ce projet s'appuie en bonne partie sur l'analyse des sensibilites decoulant des tra-

vaux de Pelletier et Turgeon I31> 45> 46> 47> 48]_ Un expose detaille de cette methode 

est donne au chapitre 2 de ce memoire. L'analyse des sensibilites est issue des 

techniques d'optimisation et procure a l'utilisateur une gamme d'applications tres 

etendue, dont Foptimisation de parametres geometriques ou le calcul de solutions 

voisines. Le terme sensibilite designe simplement le taux de variation d'une va­

riable d'interet par rapport a un parametre de design a. Par definition, la sensibilite 

s'ecrit : 

ou a designe une variable d'interet et ou Xj represente les dependances de la variable 

a. La sensibilite de a par rapport a a exprime la fagon dont la variable a repond a 

une perturbation du parametre a autour de sa valeur nominale. II existe plusieurs 

methodes pour calculer les sensibilites. Pour ce travail, on preconise l'approche 

fournie par la Methode de VEquation des Sensibilites, ou MES. La differentiation par 

rapport a un parametre a des equations aux derivees partielles permet l'obtention 

des equations de sensibilites continues. La discretisation de ces equations conduit a 

la construction d'un systeme algebrique qui sera par la suite resolu numeriquement. 
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1.2.3 Travaux anterieurs 

La methode des sensibilites a d'abord ete developpee en mecanique des structures 

t17l. Par la suite, la methode s'est appliquee dans de nombreux domaines : conduc­

tion de chaleur I8' 9] , design aerodynamique '2' 28J, elements finis stochastiques t13', in­

teraction fluide-structure f11' 26\ calcul d'incertitude '35^ etc. II existe de nombreuses 

applications plus specifiques et on peut trouver une bonne source de reference dans 

Turgeon f45l L'utilisation des sensibilites pour l'analyse du probleme traite dans ce 

projet est recente et une premiere approche se trouve dans Ilinca, Hetu et Pelletier 

[23] _ 

En ce qui concerne le moulage par injection, les recherches et les travaux anterieurs 

sont nombreux et on ne peut pas tous les repertorier. On se contentera de ti­

ter ici les quelques articles et ouvrages qui ont ete consultes. Une serie d'etudes 

faites par Ilinca et Hetu traite de la modelisation tridimentionnelle du moulage 

par injection de polymere I22l ou de composes metalliques I21' 24^. Selon le probleme 

etudie, differents modeles mathematiques sont proposes allant d'une formulation 

simplifiee, incluant certaines approximations '25' 27' (i.e approximation de Hele-Shaw 

par exemple), jusqu'aux modeles plus complexes tenant compte des phenomenes 

de compressibilite ^ . D'autres travaux ^ se concentrent sur la modelisation des 

ecoulements de polymere a l'interieur d'un espace restreint comme un canal ou l'es-

pace compris entre deux plaques planes, se rapprochant ainsi du probleme etudie 

dans ce memoire. Finalement, le lecteur qui desire approfondir ses connaissances 

sur les procedes de moulage impliquant des polymeres ou des composes metalliques, 

peut consulter les ouvrages suivants : I7' 36, 501. 

Les travaux sur la stabilite des fluides non-Newtoniens remontent a la fin des annees 

soixante et au debut des annees soixante-dix. Shaw et Pearson t29, 38' 39' presentent 

une serie de trois articles sur l'etude de la stabilite d'un ecoulement de polymere 
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dans une geometrie radiale. Le dernier article de la serie ^ s'attarde en particulier 

sur un modele de viscosite en loi de puissance, tout en incluant dans leur modele 

le phenomene d'echauffement visqueux. Cette etude est la premiere a analyser et 

a caracteriser l'instabilite d'un ecoulement thermovisqueux en terme du nombre 

adimensionnel de Graetz (Gz) et du nombre adimensionnel B. Inspire par ces tra-

vaux, Stevenson et Ilinca t43' presentent une analyse des resultats numeriques et 

experimentaux sur la stabilite d'un ecoulement radial de poudre metallique dans 

les procedes de moulage par injection. D'autres auteurs, tels que Costa ^ , utilise 

une analyse similaire dans l'etude des ecoulements magmatiques dans les cheminees 

volcaniques. En terminant, les articles et ouvrages suivants '16' 41' 42^ peuvent etre 

egalement consultes. 

1.3 B u t s et objectifs 

Les sections precedentes ont permis de poser le sujet dans son contexte. Le but 

de ce projet est de contribuer a la comprehension des phenomenes d'instabilites 

thermo-hydrodynamiques causant des defauts de fabrication lors du moulage par 

injection de poudres metalliques, permettant ainsi aux manufacturiers de reduire 

ou meme d'eliminer ces defauts. 

Pour atteindre ce but, on s'est fixe les objectifs suivants : 

- Modifier un algorithme d'elements finis pour obtenir efncacement des solutions 

realistes et fiables. 

- Appliquer cet algorithme a un systeme simple pour observer les divers compor-

tements de l'ecoulement en fonction des parametres du probleme. 

- Reproduire a l'aide de nos simulations ce qui est observe dans les injecteurs reels 

de poudre metallique et pour comprendre le mecanisme causant l'instabilite. 

- Caracteriser l'asymetrie en temperature afm de determiner la topologie de la 
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carte d'instabilite dans le plan des parametres adimensionnels du probleme (i.e. 

nombre de Graetz et nombre B). 

- Resoudre les equations de sensibilite pour determiner la geometrie optimale de 

l'injecteur et permettre d'anticiper le comportement de l'ecoulement en fonction 

du nombre de Graetz et du nombre B. 
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C H A P I T R E 2 

P R E S E N T A T I O N D E LA M E T H O D E D E S E Q U A T I O N S D E 

SENSIBILITES 

Les methodes numeriques en mecanique des fluides ont pris un envoi et un essor sans 

precedent depuis que l'ordinateur permet de faire des simulations numeriques de 

plus en plus complexes et precises. La mecanique des fluides assistee par ordinateur 

portait a ses debuts surtout sur Fanalyse. S'appuyant sur les progres informatiques 

et une evolution constante des performances de calcul, la recherche s'est orientee 

vers des problemes ou Foptimisation prend une place grandissante. En particu-

lier dans ce projet, Foptimisation des parametres d'operation et de design par la 

methode des sensibilites sera privilegiee. 

2.1 Formulation du probleme 

La formulation classique d'un probleme d'optimisation se presente de la maniere 

suivante : 

Trouver a qui minimise ou maximise F (X; a) 

sujet a G (X; a) = 0 

bi < a < b s 

ou X = X ( a ) represente le vecteur des variables dependantes ou variables d'etats. a 

designe le vecteur des parametres de design borne par les limites b; et b s . F est 

la fonctionnelle que Fon cherche a optimiser et finalement G donne les contraintes 

liees au probleme, comme par exemple les equations de Navier-Stokes. On note que 
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pour chaque parametre de design, les etats X sont donnes par la resolution des 

contraintes G. 

2.2 Techniques d'optimisation 

II existe deux manieres d'exprimer un probleme d'optimisation. Dans la premiere, 

on considere le probleme dans son ensemble en resolvant simultanement les va­

riables dependantes X et les parametres de design a. Dans la seconde, on opere 

en resolvant dans un premier temps l'equation des contraintes G (X;a)=0 afm de 

determiner la dependance implicite de X par rapport a a. Le probleme d'optimi­

sation porte ensuite seulement sur le vecteur X=X(a) puisque les contraintes ont 

deja ete verifiees. On choisit la derniere approche ou optimisation et analyse sont 

decouplers puisque que Ton possede un code d'analyse performant. 

II existe diverses techniques d'optimisation qui sont decrites dans l'ouvrage de Van-

derplaats '49l Cet ouvrage contient une liste exhaustive des techniques existantes. 

Un algorithme a gradient ou d'ordre un s'impose, puisqu'il evite la complexite des 

techniques d'ordre superieur, tout en fournissant au minimum revaluation du gra­

dient de la fonction a optimiser. Ce gradient est plus complexe, mais globalement 

on obtient un algorithme plus efficace et surtout moins couteux en temps de cal-

cul que pour d'autres techniques. L'ingredient central du processus d'optimisation 

repose done sur l'estimation du gradient de F. Pour ce faire, on doit utiliser des 

methodes de calculs robustes et efflcaces. Trois methodes principales s'offrent a 

nous : les differences finies, la methode des variables adjointes et la methode des 

sensibilites. Le lecteur souhaitant approfondir ces diverses methodes peut consulter 

la reference suivante f45l. En s'appuyant en particulier sur les travaux de Pelletier 

et Turgeon, la Methode de VEquation des Sensibilites (MES) a ete retenue pour ce 

projet. 
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2.2.1 Methode de Pequation des sensibilites (MES) 

La methode de l'equation des sensibilites fournit l'information requise pour calculer 

le gradient de la fonctionnelle F par rapport aux parametres a. Pour simplifier la 

notation, on exprime la fonctionnelle F ainsi que ses dependances de la maniere 

suivante, 

.F(a) = F(X(a);a). (2.1) 

Le gradient de J7 (a), parfois appele sensibilite de ^"(a), s'obtient en differential 

la fonctionnelle et en utilisant le theoreme des fonctions implicites. Supposons que 

a ne contient qu'un seul parametre que Ton designe par a, on obtient alors, 

d?{a) dF(a) dF(a)dX 
v>(a) = ~^- = ~^r + - a x " ^ - (2-2) 

La generalisation pour un vecteur a se fait naturellement. Les derivees explicites 

dF(a)/da et 5i7'(a)/9X, peuvent se calculer sans trop de difficultes si on connait 

l'expression de F en fonction de X et de a. Par contre, une inconnue subsiste, le 

terme d~K/da que Ton nomme sensibilite des etats X par rapport au parametre a. 

Ce terme exprime la reaction de la solution (les etats X), lorsque le parametre a 

subit une legere perturbation autour de sa valeur courante. Comme nous le verrons 

plus loin, le calcul et l'analyse des sensibilites occupe une partie importante de ce 

projet. 

2.2.2 Le calcul des sensibilites 

La sensibilite est definie comme la derivee de X, une variable d'etat, par rapport a 

un parametre arbitraire a. A titre d'exemple, supposons que X represente la vitesse 
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u d'un champ de vitesse quelconque, ou u=u(x,y,t). Supposons egalement que ce 

champ de vitesse soit sensible aux variations d'un parametre a. Par exemple, a 

pourrait designer une viscosite constante fj,. Alors la sensibilite de u par rapport a 

\i s'ecrira de la fagon suivante : 

_ du(x,y,t;a) _ du(x,y,t; //) _ 
8»'~ da ' " dfi _ S u ' [ 6) 

que Ton note generalement simplement par su. La sensibilite de u traduit done 

la reponse du champ de vitesse u a des perturbations de la viscosite /j,. Le calcul 

des sensibilites se fait en deux temps. D'abord on obtient les equations de sensibi­

lites en differentiant les equations d'etats G ( X ; a ) = 0 par rapport a un parametre 

a, et puis resoudre les equations ainsi obtenues. Generalement, on travaille dans 

un espace continu ou la dimension des etats X est infinie. De plus, l'obtention 

d'une expression analytique de la solution est impossible a definir, sauf pour de 

rares exceptions. Pour vaincre cette difficulte, on utilise les methodes numeriques 

de discretisation. Le prix a payer est l'introduction d'un degre d'approximation. 

Dans ce contexte, deux voies s'offrent a nous pour l'obtention de la forme discrete 

des equations de sensibilites. La Methode des Sensibilites Discretes (MSD) ou bien 

la Methode de l'Equation des Sensibilites (MES). La figure 2.1 illustre les deux 

avenues possibles. 

Partant des equations aux derivees partielles (EDP), la differentiation par rapport 

a un parametre a permet l'obtention des equations de sensibilites continues (ESC). 

Ensuite, une discretisation permet la construction d'un systeme algebrique qui 

sera resolu numeriquement. Ce parcours designe la MES. Si l'ordre des operations 

differentiation et discretisation est inverse, on parle alors de la Methode des Sen­

sibilites Discretes ou MSD. Des deux choix qui s'offrent a nous, la MES est 

privilegiee. En effet, la differentiation des equations par rapport a un parametre a 

est beaucoup plus simple dans le cas de la MES. II suffit de deriver directement 
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les equations differentielles par rapport au parametre a. Dans le cas discret, cette 

operation peut s'averer etre difficile en plus d'avoir un code peu performant. 

E.D.P 
differentiation 

E.S.C 

discretisation? 

M.E.S 

M.S.D 

f discretisation 

Ax=b 
differentiation^ 

Ax+Asx=b 

FlG. 2.1 Deux voies possibles pour l'obtention de la forme discrete des equations 
de sensibilites. 

La Methode de VEquation des Sensibilites ou (MES), definit le parcours ou Ton 

choisit de differentier les equations aux derivees partielles avant de les discretiser. 

Afin d'illustrer la methode, considerons l'equation de l'energie pour un ecoulement 

transitoire, incompressible et laminaire : 

BT 
pCp[— + u-X7T)=X7. (kVT) + qs (2.4) 

Les variables d'etats de l'ecoulement sont le vecteur vitesse u et la temprerature T. 

Les proprietes physiques du fluide sont la masse volumique p, la chaleur massique 

a pression constante cp et le coefficient de conductivite thermique k. Finalement, 

qs designe une source de chaleur. Les sensibilites des variables de l'ecoulement par 

rapport a un parametre a s'ecrivent 

ST 

du(x,y,t;a) 
da 

dT(x,y,t;a) 
da 

(2.5) 

(2.6) 
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L'equation des sensibilites s'obtient en prenant la derivee de l'equation (2.4) par 

rapport au parametre. Dans une approche generale, on suppose que toutes les 

variables et que l'ensemble des coefficients peuvent dependre de a. On obtient 

alors, 

(p'cp + pc'p) (~ + u- VT\ + pcp (^ + sa • VT + u • VST) (2.7) 

= V • (fc'VT + kVsT) + q's 

ou (') denote la derivee totale des proprietes physiques et done leurs sensibilites. 

II nous reste a discretiser l'equation (2.7) par la methode des elements finis arm 

d'obtenir un systeme algebrique. Ensuite, on linearise le systeme et on le resout 

numeriquement par une decomposition LU par exemple. 

2.3 Equations des sensibilites pour les equations de Navier-Stokes 

Considerons un ecoulement transitoire, laminaire et incompressible avec transfert 

de chaleur. Les equations qui gouvernent un tel ecoulement sont les equations de 

continuite, de la quantite de mouvement (Navier-Stokes) et d'energie. 

V • u - 0 (2.8) 

9 ( ^ + u • V u ) = ~ V p + v • V ( V u + ^ V u ^ T ) ] + f ^2-9^ 
pcp (^ + U-VT)=X7. (fcVT) + qs (2.10) 

Ici p est la pression, p la viscosite et f les forces vohimiques. La definition des 

proprietes physiques est la meme que celle donnee pour l'equation (2.4). En analyse 

de sensibilite, on considere que les etats dependent non seulement des coordonnees 

spatiales x et y et du temps t, mais egalement d'un parametre a. 
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Cette dependance s'ecrit, 

u = (w(x, t; a), f (x, t; a ) ) , p = p(x, t; a) et T = T(x, £; a). (2.11) 

On definit alors les sensibilites de ces variables par : 

du dp dT . 
S» = Ta>Sp=d-aetST = ^ ( 2 1 2 ) 

ou su , Sp et sy representent le taux de variation de la solution par rapport au 

parametre a. II reste a differentier les equations (2.8), (2.9) et (2.10) par rapport a 

a pour obtenir les equations des sensibilites. La sensibilite de l'equation de l'energie 

a deja ete donnee par l'equation (2.7). La sensibilite de l'equation de continuite 

s'ecrit 

V - s u = 0. (2.13) 

De la meme maniere, l'equation de la quantite de mouvement prend la forme sui-

vante : 

p' v M + u ' V u ) + p {lit + S u ' V u + u ' V S u ) (2-14) 

= - V s D + V / / ( V u + ( V u ) T ) + n {Vsu + ( V s u ) T ) ] + f 

ou (') designe la derivee totale des proprietes physiques et done leurs sensibilites. 

Dans le cas ou la viscosite depend de la vitesse u, de la temperature T ainsi que 

d'un parametre arbitraire a. 

(jL = fi(vi(a),T(a);a), (2.15) 
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la derivee de ji par rapport a ce parametre s'ecrit : 

, d\i B\i d\x <9u d[i dT d/i 
da Da du da dT da da 

dfi ,dn du . > 
= d^S» + dfST+da- ( 2 1 6 ) 

ou n' represente alors la sensibilite de la viscosite par rapport a a. A present, 

abordons brievement la nature des conditions aux frontieres pour les variables de 

l'ecoulement et leurs sensibilites. 

2.4 Conditions aux frontieres pour les sensibilites 

Pour qu'un probleme d'ecoulement soit mathematiquement bien pose, on doit 

necessairement definir un ensemble de conditions aux frontieres associees au do-

maine de calcul. La resolution des equations (2.8), (2.9) et (2.10) se fait dans un 

domaine de calcul Q, borne par une frontiere dQ. Les conditions aux frontieres de 

Dirichlet sur la portion de la frontiere TD (essentielles) et de Neumann sur FN 

(naturelles) sont imposees sous la forme suivante : 

u = u sur T£ (2.17) 

( -p i + 2^7 (u)) • n = i sur 1^ (2.18) 

T = T sur TT
D (2.19) 

kVT • n = q sur Tq
N (2.20) 

ou les frontieres pour l'ecoulement dCli et la temperature dVL-2 sont donnees respecti-

vement par : dSli = r ^ U l ^ avec I ^ n r ^ = 0 et dQ2 = T ^ u r ^ avec T^nr9
N = 0 

et ou 7=(Vu + VuT) /2 represente le tenseur des taux de deformation. Le cal­

cul de la sensibilite des conditions limites decoule de la meme regie que pour les 
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equations de l'ecoulement : on differentie les conditions aux frontieres par rapport 

au parametre a. On obtient ainsi, 

(spI + 2 / / 7 (u) + 2yu7 (su)) • n = t' 

ST — Sf 

(k'VT + kVsT) -n = q' 

Les frontieres <9Qi et <9fi2 demeurent inchangees. Rappelons que notre 

developpement fait l'hypothese que le parametre a n'affecte pas la geometrie du 

domaine. Dans le contexte, nous traitons le parametre comme un parametre de 

valeur. Un parametre a qui influence la geometrie du domaine ou bien sa frontiere 

porte le nom de parametre de forme. Pour un expose detaille du sujet, le lecteur 

peut consulter les travaux de Turgeon t31' 45' 46' 47' 48'. 

2.5 Problemes transitoires 

Sans entrer dans les details, on se contente de souligner que la methode des sensibi-

lites possede un net avantage sur l'approche des variables adjointes lorsque vient le 

temps de considerer des problemes transitoires, comme celui traite dans ce memoire. 

En effet, la fleche du temps dans la methode des variables adjointes est inversee, on 

doit resoudre le probleme adjoint en remontant le temps, ce qui implique que Ton 

doit fournir une condition initiale de 1'adjoint au temps final de l'ecoulement. II 

est done necessaire de connaitre et de conserver en memoire la solution des etats a 

tous les pas de temps pour utiliser cette methode de resolution. L'espace memoire 

utilise peut poser un reel probleme. En revanche, le sens temporel de la methode 

des sensibilites est le meme que pour celui des equations d'etat. Ceci permet une 

sur r £ (2.21) 

sur r ^ (2.22) 

sur r £ (2.23) 

sur T^ (2.24) 
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resolution simultanee des deux systemes a chaque pas de temps, evitant du meme 

coup un stockage important d'information. 

2.6 Les usages des sensibilites 

La methode des sensibilites procure a l'utilisateur une gamme d'applications tres 

etendue par rapport a la methode des variables adjointes. Ce net avantage vient 

du fait que les sensibilites sont independantes de l'existence d'une fonctionnelle 

associee a un probleme donne. En d'autres mots, meme si dans certains cas 

determiner une fonctionnelle s'avere etre impossible, les sensibilites existent de 

facon intrinseque et peuvent toujours etre evaluees. En revanche, les variables ad­

jointes existent seulement s'il est possible de definir une fonctionnelle associee a un 

probleme d'optimisation. Parmi les applications des sensibilites, on mentionne, 

- Analyse de sensibilite de systeme; 

- Analyse d'incertitude; 

- Identification de parametres dominants et de zones sensibles; 

- Calcul rapide de solution voisine; 

Alors que les variables adjointes n'ont de sens que dans le cadre d'un probleme 

d'optimisation, les sensibilites se definissent de fagon intrinseque et ont un sens 

propre. En plus de servir pour l'optimisation, on leur trouve d'autres usages qui ne 

se retrouvent pas dans la liste ci-dessus. 
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CHAPITRE 3 

MODELISATION DU PROBLEME 

Dans ce chapitre, on expose la modelisation mathematique et geometrique utilisee 

dans nos simulations. On decrit dans un premier volet le cadre ou se situe le modele. 

Ensuite on decline les equations qui gouvernent l'ecoulement ainsi que la geometrie 

definissant le domaine de calcul. Finalement, on presente et discute du maillage 

preconise. 

3.1 Nature du fluide 

Un fluide peut etre defini comme une substance qui se deforme (qui s'ecoule) conti-

nuellement sous l'effet des forces de cisaillement, ceci etant vrai peu importe l'in-

tensite de ces forces. On caracterise en general un fluide par la nature de la relation 

qui existe entre le tenseur des contraintes et celui du taux de deformation du fluide. 

Selon que cette relation est lineaire ou non, on obtient ainsi deux grandes classes 

de fluide : on parle de fluides Newtoniens et de fluides non Newtoniens. 

3.1.1 Fluide Newtonien et non-Newtonien 

Un fluide Newtonien est un fluide pour lequel le tenseur des contraintes de ci­

saillement T (u) est une expression lineaire du taux de deformation (les gradients 

de vitesse) 'y(u). En d'autres mots, un fluide Newtonien se deforme proportion-

nellement a la force qu'on lui applique. L'eau en est un bon exemple. La loi de 
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comportementl s'ecrit alors : 

r ( u ) = 2C 7 (u ) (3.1) 

La constante de proportionnalite C porte le nom de coefficient de viscosite /i et 

represente la pente de cette relation lineaire. La viscosite ne depend que des pro-

prietes thermodynamiques locales et est independante du cisaillement. Par contre, 

un fluide est dit non-Newtonien lorsque le tenseur des contraintes de cisaillement 

n'est plus une fonction lineaire du tenseur des taux de deformation. Autrement dit, 

lorsque la deformation n'est pas directement proportionnelle a la force qu'on lui 

applique. Dans ce cas-ci, la viscosite n'est plus une constante et peut dependre des 

contraintes appliquees au fluide en plus des proprietes thermodynamiques locales. 

3.1.2 Fluide Newtonien generalise 

Pour generaliser un fluide Newtonien, on remplace la viscosite constante /i par 

une viscosite variable r?. La viscosite non Newtonienne r? doit dependre du tenseur 

taux de deformation 7. L'hypothese la plus simple est que r\ soit uniquement une 

fonction des invariants de 7, c'est-a-dire : I=Tr(7), II= | (I 2 —7 : 7) et III=det(7) 

t36'. Comme nous etudions un fluide incompressible, I est identiquement nul. Pour 

un ecoulement ayant du cisaillement III s'annule et done r\ depend uniquement de 

II. Un fluide Newtonien generalise aura alors une loi de comportement de la forme 

r ( u ) = 277(7)7, (3-2) 

1Appelee egalement equation d'etat rheologique. Navier fut le premier a demontrer que cette 
relation etait une bonne approximation. 
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ou 7 represente la « grandeur » de 7. Nous discuterons de la forme specifique de 

la viscosite 77(7) a la section 3.3. La prochaine section presente les equations qui 

regissent la dynamique de l'ecoulement. 

3.2 Equations de Navier-Stokes 

Les equations qui gouvernent l'ecoulement d'un fluide imcompressible sont respecti-

vement l'equation de la continuite et l'equation du mouvement. Elles se presentent 

sous la forme suivante : 

V - u = 0 (3.3) 

P ( ^ + U ' V U ) = V ' C T ( U ) + / ( 3 - 4 ) 

ou / designe les forces volumiques. Dans notre modele elles sont nulles. a (u) 

represente le tenseur des contraintes. II s'ecrit sous les formes equivalentes sui-

vantes : 

a (u) = - p i + r (u) (3.5) 

- -pi + 2777 (u) (3.6) 

- - p i + n (Vu + (Vu)T) (3.7) 

Deux nouveaux tenseurs decoulent de cette ecriture, soient r (u) appele le deviateur 

des contraintes ou tenseur des contraintes visqueuses et 7 (u) le tenseur des taux 

de deformation. Le transfert de chaleur quant a lui est modelise par l'equation de 

l'energie, qui s'ecrit de la fagon suivante : 

pcp (J^ + u • VT\ = V • (kVT) + qs + $ (3.8) 
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Les variables d'etat de l'ecoulement sont le vecteur vitesse u, la pression p et la 

temprerature T. Toutes les variables presentent les dependances suivantes dans le 

cas bidimensionnel : 

u=(u(x,y,t),v(x,y,t)) (3.9) 

T = T(x,y,t) (3.10) 

p = p(x,y,t) (3.11) 

ou t designe le temps. Les proprietes physiques du fluide sont la masse volumique 

p, la viscosite dynamique 77, la chaleur massique a pression constante cp et k, le 

coefficient de conductivity thermique. En general, les proprietes physiques du fluide 

peuvent dependre des variables de l'ecoulement, notamment de la temperature. 

Finalement, le symbole <& represente le terme de dissipation visqueuse. $ quantifie 

l'echauffement produit par le frottement des couches de fluide les unes sur les autres. 

Ce terme est important si la viscosite joue un role dominant ou bien si l'espace 

d'ecoulement est tres petit. Le nombre de Brinkman qui donne une indication de la 

hausse de temperature due a la dissipation visqueuse apparait comme negileable, 

puisque r\v? <C kAT. Rappelons que le nombre de Brinkman s'ecrit 

Pour cette raison, conserver $ aurait ete une complication inutile. La dissipation 

visqueuse est done negligee. Le terme qs designe une source de chaleur qui est nulle 

dans notre cas. 
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3.3 Relation empirique de la viscosite 

Les relations empiriques entre la viscosite r\ et le tenseur de deformation 7 sont tres 

variees, a l'image du type d'ecoulement que l'on veut etudier. Parmi les modeles 

rheologiques de viscosite les plus connus, on mentionne la loi de puissance d'Ost-

wald, les modeles de Carreau, de Bingham, de Cross, la fonction d'Arrhenius, etc. 

Le tableau 3.1 donne les expressions mathematiques pour chacun des modeles les 

plus utilises. Rapellons brievement que le fiuide peut etre soit un polymere ou une 

poudre metallique adjoint d'un liant polymerique, ou le transfert de chaleur joue 

un role determinant dans la dynamique du fiuide. Lors de simulations anterieures 

[3, 22, 43] ̂  differents modeles ont ete utilises pour decrire la viscosite. Pour sa simpli-

cite et sa gamme d'applications clans les problemes de transfert de chaleur, nous 

avons opte pour un modele en loi de puissance ou le parametre j3 sera une fonction 

de la temperature T en degre Celsius. La viscosite choisie prend la forme suivante : 

,7(7) = C7me"6 T (3.13) 

ou C, m 2 et b sont des constantes du modele. 7 s'ecrit de la fagon suivante : 

7 = \/2Tr(72) 

= y/2(i •• 7) = ^/2(7«7i<) = \I^Hi + 72
2
2) + (2712)2 + (272i)2 

/ / d u \ f du dv\ ' /dv\ 
y \dx J \dy dx J \dy) 

L'expression finale pour la viscosite 77 est alors, 

2m :~ caracterise les types de materiaux. 

(3.14) 

(3.15) 

(3.16) 
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modeles 
Loi de puissance 
modele de Carreau 
modele d'Arrhenius 

relations 

•nii) = Pin~l 

r;(7) = /i0(l + (A7)2)2^i 

77(7) = 671-"e_a'-1, 

T A B . 3.1 Exemple de modele de viscosite. 

m 

e'bT (3.17) 

3.4 Geometr ie du domaine de calcul 

La geometrie s'inspire d'une piece qui se retrouve dans l'equipement de fabrication 

de disques-compacts et de video-disques. Cette piece est Finjecteur qui permet 

d'introduire un polymere sous pression dans la chambre de moulage. C'est sur cet 

element que Ton effectuera les simulations numeriques permettant de comprendre le 

comportement du fluide et d'evaluer la stabilite de l'ecoulement. Comme le montre 

la figure 3.1, le schema de l'injecteur presente une symetrie radiale. Cette symetrie 

permet de concevoir un domaine de calcul sirnplifie, correspondant a une projection 

bidimensionnelle de l'injecteur, et ce sans perdre l'essence de la physique. Le fluide 

qui s'ecoule dans ce canal passe done par trois regions : l'entree, le seuil d'injection 

et la sortie. Le fluide est introduit par le bas de la branche verticale du canal. On 

suppose que le profil de vitesse est pleinement developpe en entree. Par la suite il 

penetre dans le seuil d'injection, ou l'ecoulement se separe en deux directions pour 

s'ecouler vers les sorties. Finalement, le fluide entre dans la chambre de moulage. 

Les parois verticales du canal sont isolees, e'est-a-dire que q=0. Par contre, toutes 

les parois horizontales, sauf une, sont maintenues a une temperature constante. 

La temperature de la paroi inferieure droite subit une perturbation de sa valeur 

constante de l'ordre de 10~5. Elle cause une legere asymetrie en temperature. Cette 

perturbation n'influence pas la stabilite ou l'instabilite du systeme, son role est 

7] = C 
'du dv 
^dy dx 

+ 2 
dv 

dy 
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Sortie 
- Seuil d'injecti 

Sortie 

m 
Entreel 

FIG. 3.1 Schema d'un injecteur et domaine de calcul. 

de controler la direction vers laquelle ira l'ecoulement instable. Finalement, les 

conditions limites imposees en sortie sont : «=libre, v=0 et T=libre. La figure 3.2 

presente le domaine de calcul ainsi que l'ensemble des conditions limites imposees 

sur la frontiere. 

T=0 T=0 

x 

T=0 

H 

^ r T~0 

q=0 

T=l 

FIG. 3.2 Conditions limites imposees sur les frontieres du domaine de calcul. 
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3.5 Forme adimensionnelle des equations 

Le choix de travailler avec la forme adimensionnelle des equations et d'effectuer en 

parallele une analyse adimensionnelle est motive principalement par les observa­

tions suivantes : 

- Elles permettent d'obtenir des variables adimensionnelles de l'ordre de l'unite. 

- Elles reduisent le nombre de parametres independants du probleme et etablissent 

des regies de similitude entre deux systemes physiques. 

- Elles identifient les nombres sans dimensions caracteristiques de l'ecoulement. 

- Elles nous renseignent sur l'importance relative des termes apparaissant dans les 

equations. Dependant du regime d'ecoulement, certains termes qui apparaissent 

dans les equations peuvent etre negliges. 

Les equations (3.3), (3.4) et (3.8) peuvent s'ecrire sous forme adimensionnelle en 

introduisant la notation et la convention suivante, q—Qoq, ou q designe la variable 

ou le parametre adimensionnel et ou la valeur de QQ designe l'echelle caracteristique 

pour le probleme. Inspire par la geometrie de la figure 6.1, on peut choisir deux 

longueurs caracteristiques, le rayon R ou la demi-hauteur H. Le rayon R s'oriente 

FlG. 3.3 Dimensions du domaine de calcul, L=5.0, R=3.5, r=0.5 et H=1.0. 
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dans la direction de l'ecoulement a l'interieur de la partie horizontale de l'injecteur 

(direction des x) et H est pris dans la direction normale (direction des y). Ce qui 

conduit aux relations suivantes : 

x x „ y y d 1 d d Id 
x = — = D ' y = ~ = u ' ^~ = D^3 e t a~ = u ^ t3"18) 

XQ K y0 n ox R ox oy H oy 

Pour les vitesses, on choisit u0 selon x et v0 dans la direction des y tel que 

5 - 1 (3-10) 

Cette egalite permet de simplifier la forme adimensionelle de l'equation de conti-

nuite. Pour l'echelle de pression p0, on doit choisir celle qui correspond au regime 

dynamique du fluide. L'ecoulement etant visqueux, le choix de l'echelle de pression 

visqueuse sera judicieux. La pression adimensionnelle s'ecrit alors 

p = — (3.20) 
Po 

ou po au seuil d'injection est donnee en terme de H et R par 

T]0uQ rjou0R 
P° = -J^ = -V- (3-21) 

La temperature adimensionnelle est donnee par 

~ T — T 
T = —A (3-22) 

J-o 

ou Tr est une temperature de reference egale a la temperature des parois horizon-

tales, tandis que T0 represente l'echelle de temperature donnee par Ta-Tr, ou Ta est 

la temperature du fluide au seuil d'injection. Les proprietes physiques adimensio-
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nelles du fluide s'ecrivent : 

~ p ~ c p ~ k r j 
p — —, cp = — —, k — — et r\ = — {6.26) 

Po cP0 ko r?0 

On considere la masse volumique p, la chaleur massique cp et la conduct ivi ty ther-

mique k comme constantes dont les valeurs sont determinees par l'adimensiona-

lisation des equations. Dans le cas present p, cp et k sont unitaires. L'echelle de 

viscosite rjo s'ecrit 

Vo = Ci0
me-bT°, ou 70 = ^ et ATrhiol = ~ (3.24) 

ou ATrMoi est une temperature caracteristique qui donne l'accroissement ou la 

diminution de la temperature necessaire pour une diminution ou une augmentation 

de la viscosite par un facteur e, ou e est la base du logarithme neperien. Finalement, 

pour le temps nous avons 

H * *-(*)"-(f)" (3-25) 
Le probleme avec le choix d'utiliser deux echelles de grandeur (relations (3.17) a 

(3.24)), est que l'equation du mouvement et celle de l'energie n'apparaissent pas 

sous leur forme simple habituelle. Sans en faire la demonstration ici, sous certaines 

conditions ce choix permet de mesurer l'importance de certains termes dans les 

equations et de les negliger. Toutefois, pour l'obtention de solutions numeriques, ce 

n'est generalement pas une bonne idee ^ , compliquant inutilement l'implantation 

des equations dans le code de calcul et rendant la correspondance avec le probleme 

d'origine plus difficile. Un second choix possible et acceptable est de considerer 

une seule grandeur caracteristique (echelle isotrope) pour obtenir une forme adi-

mensionnelle a une echelle de nos equations. Nous allons choisir y0=x0=ii comme 
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longueur caracteristique avec v0=u0. De ce choix, on obtient les relations suivantes : 

_ 
X = 

X 
— 
H' 

y = 
y 
H' 

~ 
u = 

w 
M0 

—̂  
V = 

V 
-— 
UQ •*-(tr et po 

H 
(3.26) 

Avec ces nouvelles relations on obtient une forme adimensionnelle simple pour 

l'equation de continuity, l'equation du mouvement et celle de l'energie. 

V u-

Re ( S t - ^ + u- Vu ) -
V dt J 

Pr ( S t - S + u • VT I = 
I dt } 

= 0 

- - V p + V-

= v-vf 

7jt\/u+ (Vu) j 

(3.27) 

(3.28) 

(3.29) 

Rappelons que p = cv —• k = 1. La mise a l'echelle de la variable adimensionnelle 

x n'est plus appropriee car elle varie de 0 a (R/H), au lieu de 0 a 1. Par contre, les 

equations (3.28) et (3.29) conservent la meme forme que les equations originales 

(3.4) et (3.8). Ce choix fait apparaitre le nombre adimensionnel de Strouhal (St) et 

le produit de deux nombres adimensionnels, soient le nombre de Reynolds (Re) et 

le nombre de Prandtl (Pr) dans l'equation d'energie. On peut reecrire ce produit 

de la maniere suivante en multipliant par (H/R) l'equation (3.29) : 

RePr Pe Gz (3.30) 

ou Gz denote le nombre de Graetz et Pe designe le nombre de Peclet (i.e. Pe=u0 

Po cPo H/ ko). En terme de ce nombre adimensionnel, l'equation d'energie devient 

st̂ = + s- vr = v 
dt I 

H 
Gz VR 

VT (3.31) 

Cette manipulation introduit un nombre adimensionnel plus adapte a notre 

probleme. Le produit de Pe avec (H/R) intervient dans les cas ou une longueur 
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caracteristique peut devenir petite par rapport a une autre. De plus, cette mani­

pulation permet de reintroduce la grandeur caracteristique R dans les equations. 

Finalement, la forme adimensionnelle de la viscosite s'ecrit 

• m -BT v D ^ 0 Te-m ou B = - ^ - = bT0 (3.32) 

3.6 Equations de Stokes 

On remarque que dans Fequation du mouvement (equation (3.28)) la derivee tem-

porelle de la vitesse est multipliee par le nombre de Strouhal. Physiquement, ce 

nombre exprime le rapport du temps caracteristique de convection et du temps 

caracteristique de l'instationnarite. Si St -C 1, alors Fecoulement est dit quasi-

stationnaire. Par contre, lorsque le regime d'ecoulement est instationnaire, on 

montre que St est de Fordre de Funite. Dans le contexte de notre application, une 

analyse de grandeur permet de negliger le terme d'inertie contenu dans le membre 

de gauche de Fequation du mouvement (3.28). Les polymeres sont des fluides dont 

la viscosite est en general elevee. Les forces visqueuses dominent alors les forces 

d'inertie. Or, le nombre de Reynolds exprime le ratio entre les forces d'inertie et 

les forces visqueuses, c'est-a-dire 

Re = (-$- = ^ (3-33) 
VL2 J " 

Le nombre de Reynolds devient done petit compare a Funite, ce qui permet de 

negliger le terme d'inertie dans Fequation du mouvement (3.28). 

0 = - V p + V rj(vu+ (Vu) J (3.34) 
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Le systeme forme par les equations (3.27) et (3.34) s'appellent les equations de 

Stokes. En ce qui a trait aux poudres metalliques, eliminer le terme d'inertie en 

le comparant aux forces visqueuses peut s'averer une mauvaise approximation. En 

effet, les composes metalliques ont une densite de l'ordre de 4 g/cm3 a 5 g/cm3 

par rapport a ~ 1 g/cm3 pour les polymeres, ce qui implique que le terme d'inertie 

n'est plus negligeable. Cela etant dit, selon les conditions d'operation rencontrees, 

certains auteurs t1-43> 511 choisissent d'annuler le terme d'inertie, d'autres non ^21l 

En pratique, on a fait un compromis raisonnable en imposant dans le code de 

calcul numerique un nombre de Reynolds non nul, mais petit par rapport a l'unite 

(Re=0.001). De cette facon, on conserve le terme d'inertie compris dans l'equation 

(3.28). Finalement, on remarque que la forme adimensionnelle de nos equations 

depend uniquement de deux nombres adimensionnels, Gz et B. Pour alleger la 

notation, on laisse tomber le symbole ~ sur les variables adimensionelles pour 

obtenir : 

-dt+U 

0 = V • u 

0 = - Vp + V • 

V T J = V • 
Gz \ R 

r] (Vu + (Vu)T) 

-)vr 

(3.35) 

(3.36) 

(3.37) 

avec T] = 7me BT 

3.6.1 Profil de vitesse a l'entree 

On suppose que l'ecoulement est pleinement developpe a l'entree du canal vertical. 

Comme le fluidc est non-Newtonicn et qu'il obeit a un modele en loi de puissance, 

le profil de vitesse ne sera pas decrit par la parabole habituelle associee au cas New-

tonien. II est plutot obtenu en solutionnant l'equation (3.36) pour v dans la partie 

verticale du canal. Or, on a v=v(x), u=0 et dyp < 0. De plus, v(x=r)=v(x=—r)=Q, 
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vx(x=0)—0 et T = 1 a l'entree. L'equation a resoudre pour v{x) devient 

dp d ( dv 

dy dx \ dx ou 77 = e~B = 
dv 

dx 
-B 

Sans en faire la demonstration, on arrive au resultat suivant pour v(x) 

v(x) = 
A (2m+3\ 
* V m+2 / 

4 (2m±3\ 
* \ m+2 J 

m+2 

1 - (2x)m+1 

m+2 
1 - (-2a;) m+1 

si 0 < x < 1/2 

si - 1 / 2 < x < 0 

(3.38) 

La figure 3.4 presente Failure de ce profil de vitesse a l'entree pour differentes valeurs 

du parametre m. On remarque que la courbe ou m = 0 decrit la parabole typique 

1.6 

1.4 

1.2 

, 1 

0.8 

0.6 

0.4 

0.2 

% 

-0.3 -0.2 -0.1 0 
X 

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 

F I G . 3.4 Profil de vitesse a l'entree pour differentes valeurs de m. A noter que 
lorsque m = 0, v(x) est Newtonien. 

du comportement d'un fluide Newtonien. Lorsque m < 0, la force de cisaillement 

pres de la paroi est plus elevee, ce qui entraine une diminution de la viscosite, et 

il en resulte une augmentation du taux de cisaillement pour maintenir ce niveau 



37 

25 

20 

15 

CO 

^ i t f K ^ 

-v. % <̂* -\ % - X X 
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77(x); m=0.0 
ry(x); m=-0.75 

1 ^W < 
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V% / > ^ . / ^ \w. -^ 
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X 

FIG. 3.5 Courbe de \dv(x)/dx\ et de rj(x) pour trois valeurs de m. A noter que 
lorsque m — 0, 77(2:) est constant. 

eleve de cisaillement. Par contre, au centre du canal le cisaillement est faible et 

la viscosite est elevee, ce qui aplatit le profil de vitesse. Lorsque m > 0, l'inverse 

est vrai et le profil de vitesse devient plus pointu que le profil Newtonien. Pour ce 

travail, le parametre rheologique m vaut —0.8, une valeur telle que l'ecoulement 

puisse etre instable sur une plage de valeur de Gz et B t38'. L'equation pour v(x) 

devient alors 

vlx) (S)[i-<M1 (3.39) 

Une fois v(x) obtenu, on peut tracer la courbe de la viscosite 77(2) en entree en 

fonction de x et du parametre m. Rappelons que la viscosite a l'entree du canal 
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vertical s'ecrit : 

r i i m 

dv 
7] e-BT 

dx 
e~m (3.40) 

La figure 3.5 montre Failure de \dv(x)/dx\ et r/(x) pour trois valeurs de m (0.75, 

0 et —0.75) avec T = l en entree et B=0. On remarque que pour m=0 la viscosite 

est constante, ce qui correspond a un fluide Newtonien avec un profil de vitesse 

parabolique. Lorsque m > 0 on constate que pres des parois, la valeur de la viscosite 

est elevee et decroit regulierement en s'approchant de x=0, puis chute rapidement 

vers zero en x=0 (i.e. le centre du canal). En consequence, le cisaillement est moins 

important pres des parois et est plus eleve dans la partie centrale du canal compare 

a m=0, ce qui se traduit par un profil de vitesse plus pointu que le profil de vitesse 

Newtonien. Par contre, lorsque m < 0, la viscosite est faible pres des parois et croit 

constamment et rapidement en allant vers le centre du canal. On retrouve done un 

cisaillement important pres des parois et qui diminue rapidement dans la region 

centrale du canal. Dans ce cas, le profil de vitesse est aplati par rapport au profil 

de vitesse Newtonien. La valeur fixee pour m dans nos simulations est de —0.8 I38l 

Ce choix fait apparaitre une discontinuite en x=0 pour la viscosite. En effet, la 

valeur de r](x) devient inifinie en x=0 car la derivee du profil de vitesse v(x) est 

nulle a ce point. Pour remedier a ce probleme, on impose une regularisation dans 

l'expression de la viscosite (voir chapitre 6). 

3.6.2 Definition et interpret rat ion des nombres de Graetz et B 

Les equations (3.36) et (3.37) font apparaitre deux nombres adimensionnels, 

le nombre de Gz et B. Le nombre de Graetz peut s'exprimer sous la forme 

Gz=(H/R)Pe. Le nombre de Peclet est le ratio du transfert de chaleur par 
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convection et du transfert de chaleur par conduction. Le nombre de Gz represente 

alors le ratio entre le transfert de chaleur par convection dans la direction ayant 

une longueur caracteristique R, et le transfert de chaleur par conduction dans 

la direction donnee par la longueur caracterisque H '71. Une autre maniere de 

presenter le nombre de Gz est de dire qu'il fournit le ratio entre un temps ca­

racteristique ou le transfert de chaleur se fait par conduction (i.e. tcond=VL2pcp/k) 

et un temps caracteristique oil le transfert de chaleur se produit par convection (i.e. 

tConv=R/u)- Une faible valeur de Gz indique qu'il y a suffisament de temps pour un 

abaissement substantiel de la temperature du fluide. Par contre, une valeur elevee 

de Gz indique un temps de refroidissement trop court pour observer un abaissement 

substantiel de la temperature. Une variation du nombre de Gz peut etre interpreted 

aussi comme un changement de geometrie. Une petite valeur Gz peut etre as-

sociee a une geometrie oil le canal horizontal est long et etroit (H faible et R grand). 

Le nombre adimensionnel B represente le ratio entre le changement de temperature 

a l'interieur de l'ecoulement T0 — (Ta-Tr) et l'acroissement de temperature ATrhi0i. 

La temperature caracteristique A-T^oi donne Faccroissement ou la diminution de 

la temperature necessaire pour une diminution ou une augmentation de viscosite 

par un facteur e, ou e est la base du logarithme neperien. Une faible valeur de 

ATrheoi implique que la viscosite depend fortement de T. Le nombre B refiete done 

la sensibilite de la viscosite aux changements de temperature. Par exemple, une 

valeur elevee de B indique que la combinaison de la sensibilite en temperature de 

la viscosite et la difference de temperature (Ta-Tr), entraine un changement eleve 

de la viscosite si le fluide a le temps necessaire pour se refroidir. 
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3.7 Equations des sensibilites 

Les equations des sensibilites s'obtiennent en derivant implicitement les equations 

(3.35), (3.36) et (3.37) par rapport a un parametre a. En plus de leurs dependances 

sur l'espace et le temps, les variables d'etat peuvent egalement dependre du pa­

rametre a. Cette dependence se note 

u = u(x, t;a), p = p(x, t; a) et T = T(x, t; a). (3.41) 

En utilisant les definitions suivantes pour les sensibilites des variables dependantes 

du dp dT 
oa oa oa 

(3.42) 

on obtient le systeme d'equations des sensibilites suivant : 

0 = V • su 

0 = - V s p + V 

dsT 

Ik + u • VsT + su • VT = V 

Vsu)
T) 

GzR 

+ V-

sT 
- \ 

drj 

da 

7 • 

(Vu + (Vu)T) 

1 H fdGz 
Gz2 R V da 

VT 

(3.43) 

(3.44) 

(3.45) 

Sachant que la viscosite depend du taux de cisaillement et de la temperature, 

V = v(i(u(a)),T(a);a). (3.46) 

On obtient l'equation suivante pour sa derivee totale (i.e. sa sensibilite) 

drj drj d'j dr/ dr/ 

da d^ du u dT da 
(3.47) 
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Or, l'expression de r\ s'ecrit 

V = ^2 (dxuf + (dyu + dxvf + 2 (dyv) -BT (3.48) 

En derivant directement la relation (3.48) par rapport au parametre a et a l'aide 

de l'identite suivante 

d d f^rn = a { f ) l n 

da v da 
(3.49) 

on aboutit a l'expression suivante de la sensibilite de la viscosite. 

dr\ 

da 
= s r, = V 

1 dm m \ / dB 
2 da 2 / \ da 

(3.50) 

ou a et /? sont donnes par 

a = In [2 (dxu) + (<9yM + c^v) + 2 (<9y-y) ] 

4(9a:M)(5a;su) + 2(dyu + dxv)(dysu + dxsv) + 4(<9?/?;)(<%s„) 
0 = 2(dtEu)2 + {dyu + d ^ ) 2 + 2{dyvf 

(3.51) 

(3.52) 

Le systeme d'equations des sensibilites comporte trois parametres : Gz, B et m. 

II y a done trois sensibilites possibles pour la viscosite r\ : la sensibilite de rj par 

rapport a Gz, B ou encore par rapport a m. L'expression 3.50 s'ecrit done de la 

maniere suivante pour chacun des trois cas. 

^ dm n dB dn 
a = Gz; — = 0 et — = 0 => -—-

da da uGz 
_ R. dm _ dB_ _ dr\ _ 

da da dB 

V 

fm 

\2 

a = m: 
dm 
da 

1 et 
dB 
da 

0 => 
drj 

dm V 
1 ITT, „ , . „ 

^a + -f5)-(BsT) 

(3.53) 

(3.54) 

(3.55) 
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3.8 Le maillage du domaine de calcul 

3.8.1 Generalites 

Le maillage est une partition de l'espace physique en entites geometriques simples 

sur lesquelles on discreti.se les EDP decrivant la physique d'interet. La simulation 

numerique des phenomenes physiques est realisee soit par elements finis, volume fi­

nis ou differences finies. Ce support geometrique doit rencontrer un certain nombre 

d'exigences, telles que d'avoir une structure et une densite de point qui permettent 

de representer adequatement les forts gradients de la solution. Le maillage est 

determinant dans le comportement et la precision de la solution numerique re-

cherchee. 

3.8.2 Le choix du niaillage 

On s'interesse ici a la stabilite d'un ecoulement symetrique a l'intereur d'une 

geometrie symetrique (voir la figure 3.1). Ce type d'ecoulement devient asymetrique 

lorsqu'il est soumis aux effets combines du cisaillement et de la temperature, lors-

qu'il se trouve dans une certaine plage de Gz et B. Parfois cette asymetrie s'am-

plifie au point de forcer tout le fluide a sortir d'un seul cote du canal d'amenee. 

Le resulat est la fabrication de pieces defectueuses. En pratique, la simulation peut 

presenter des instabilites en reponse a des perturbations d'origines physiques et/ou 

numeriques. De toute evidence, seul les determinants physiques ont une significa­

tion reelle pour le manufacturier. II importe done que les techniques numeriques 

retenues minimisent l'apparition d'artefacts numeriques. Le maillage est l'un des 

ingredients qui cause le plus d'oscillations et d'instabilites artificielles qui n'ont rien 

a voir avec la realite. 

http://discreti.se
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(a) Maillage conventionnel (b) Maillage symetrique 

F I G . 3.6 Exemple de maillage utilise lors des simulations : (a) presente un maillage 
irregulier de 13601 noeuds, (b) un maillage regulier et symetrique de 1257 noeuds. 

Considerons par exemple un ecoulement parfaitement symetrique en equilibre in­

stable a l'interieur du canal. Imaginons ensuite l'apparition d'une faible perturba­

tion due a une asymetrie du champ de temperature, elle-meme provoquee par une 

asymetrie du maillage. Si cette perturbation devient superieure a la perturbation 

des conditions limites (voir figure 3.2), elle peut alors faire basculer l'ecoulement 

dans un regime instable, entrainant le fluide a s'ecouler uniquement vers l'une des 

deux sorties. En effet, un ecoulement en equilibre instable devient non-symetrique 

(hors equilibre), lorsqu'il est perturbe. L'asymetrie du maillage est une perturba­

tion comme une autre. L'inconvenient est qu'on ne peut pas controler les erreurs de 

discretisation. Dans de telles circonstances, un maillage symetrique et regulier per-

mettra d'eliminer et de prevenir de tels phenomenes indesirables. La figure 3.6(a) 

montre un maillage irregulier pourtant tres fin, mais presentant une faible symetrie 

et ayant servi a une premiere serie de calculs. Ce maillage a pose quelques difficultes, 

notamment pour les cas instables en forgant l'ecoulement a sortir du mauvais cote. 

Les perturbations numeriques liees au maillage, que Ton ne peut pas controler, 

etaient plus importantes que les perturbations physiques imposees. On rappelle 
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que la perturbation de temperature imposee sur la paroi inferieure droite du canal 

horizontal (voir figure 3.2) controle la direction de l'ecoulement dans les regimes 

instables. L'utilisation d'un maillage tel que celui presente sur la figure 3.3(a) nous 

a fait perdre ce controle. En effet, il arrive parfois que le fluide s'ecoule vers la sortie 

de gauche au lieu de celle de droite. Ce probleme a ete surmonte en effectuant les 

calculs subsequent s sur un maillage symetrique et regulier comme celui montre sur 

la figure 3.6(b). Le maillage utilise pour les calculs numeriques est identique a celui 

montre sur la figure 3.6(b), sauf qu'il contient 18849 noeuds. 
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CHAPITRE 4 

METHODE DE RESOLUTION 

Dans ce chapitre nous dressons un rapide portrait de la methode numerique retenue 

pour resoudre le systeme d'equations difeerentielles qui decrit notre modele 

4.1 Methode des elements finis 

La resolution des equations aux derivees partielles (EDP), occupe une place impor-

tante en science et en genie. Pour ce faire, il existe plusieurs methodes numeriques 

a notre disposition. Toutes font appel a une discretisation qui transforme les 

equations aux derivees partielles en systeme algebrique. On pense entre autres 

aux methodes de differences finies, de volumes finis, spectrales (basee sur les 

series de Fourier) et finalement aux methodes d'elements finis qui reposent sur 

la formulation variationnelle des equations aux derivees partielles. La methode des 

elements finis est probablement l'approche la plus generale. Elle repose sur une 

base mathematique solide et rigoureuse, qui permet de prevoir la precision de l'ap-

proximation et meme de l'ameliorer. La methode des elements finis se decrit en 

quelques etapes. On etablit d'abord la forme faible du systeme d'equations aux 

derivees partielles. Ensuite on discretise la forme faible pour obtenir un systeme 

d'equations algebriques que Ton peut resoudre par factorisation LU ou bien par 

une methode iterative. 

r-i 7-. ?-> integration r . . , , discretisation , , resolution , , . 

tiDF —> forme jaible —> Ax — b —> solution 
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4.1.1 Formulation variationnelle 

La formulation variationnelle ou forme faible d'une EDP s'obtient en la multipliant 

par une fonction test 5 (methode de Ritz 1) et en integrant le tout sur le domaine 

de calcul 0. Une integration par parties des termes du second ordre (Theoreme de 

Gauss) permet de faire ressortir naturellement les conditions aux frontieres natu-

relles ou de Neumann. 

4.1.1.1 Forme faible des equations de Navier-Stokes 

Rappelons que les equations de continuity, de Navier-Stokes et de l'energie en 

regime instationnaire s'ecrivent comme suit : 

V • u = 0 (4.1) 

p (^ + u • V u ) - - V p + V • [rj (Vu + ( V u f ) ] + f (4.2) 

( nrr t \ 

— + u • VT J = V • (fcVT) + qs + $ 

(4.3) 

ou u = u(x, t), p = p(x, t) et T = T(x, t). Dans le cas present, il n'y a aucune force 

volumique f, ni de source de chaleur qs et la dissipation visqueuse $ est nulle. 

1Si les fonctions test 6 sont egales aux fonctions d'interpolation, on parle alors de la methode 
de Galerkin. 
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En appliquant la methode decrite ci-dessus on arrive au systeme suivant : 

f V • uSpdn = 0 (4.4) 

p / - ^ • Sudtt + / (p (u • Vu) • Su - pV • Su + 2r]j (u) : V5u) dQ 
Ja ot JQ 

- J (T-n-SudF (4.5) 
Jon 

pcp [ ^-STdtt + pcp f u • VTSTdtt + f k (VT • VST) dfl 

fcVr • ntfTdr (4.6) 
on 

ou 5u, <5p et ST sont les fonctions test en u, p et T respectivement. 

4.1.1.2 Forme faible des equations de sensibilites 

Rappelons egalement les equations de sensisibilites correspondant aux equations 

de continuite, de Navier-Stokes et d'energie, 

V • su = 0 (4.7) 

p' (^ + u • Vu j + p (^ + su • Vu + u • Vs u J (4.8) 

= - V s p + V • rf (Vu + (Vu)T) + 77 (Vs u + (Vsu)T) 

(p'cp + pc'p) (^ + U-VT)+ pcp ( ^ + su • VT + u • VsT J (4.9) 

= v • (jfe'vr + WsT) 
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ou su, Sp et ST, sont les sensibilites en u, p et T respectivement. 

On obtient le systeme suivant pour la forme faible des equations de sensibilites : 

V-sJsp<m = 0 (4.10) 

p' (-^ + u • Vu J 5sudQ + p ( - | ^ + su • Vu + u • Vs u J Ssudfl+ 

/ [2^7 (u) + 2?77 (su)] : 7 (Ssu) dtt - spV • 6sadQ = a' • n • SsudF 
Jn Jfi Jan 

(4.11) 

(p'cp + pc'p) J (-- + u • VTJ SsTdQ+ 

pcp (j^+su-VT + u- VsT J SsTdQ+ 

f {k'VT + kVsT)-V6sTdn= f (tfVT + WsT)-n5sTdT (4.12) 
Ju Jdci 

ou Ssu, Ssp et 8ST sont les fonctions test en su, sp et s^ respectivement. Dans la 

prochaine section, on rappelle les conditions aux frontieres pour l'ecoulement et les 

sensibilites 

4.2 Conditions aux frontieres pour l'ecoulement et les sensibilites 

Pour qu'un probleme d'ecoulement soit mathematiquement bien pose, on doit 

necessairement defmir un ensemble de conditions aux frontieres du calcul. La 

resolution des equations (4.1), (4.2) et (4.3) se fait dans un domaine de calcul 

Q, borne par une frontiere dfl. Les conditions aux frontieres de Dirichlet T^ (es-
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sentielles) et de Neumann TN (naturelles) sont imposees sous la forme suivante : 

u = u sur r £ (4.13) 

(-pi + fiy (u)) • n = t sur Tf
N (4.14) 

T = f sur r ^ (4.15) 

kVT-h = q SUTF% (4.16) 

ou les frontieres pour l'ecoulement dQi et la temperature 5f22 sont donnees respecti-

vement par : dfti = r g u r ^ avec I ^ n l ^ = 0 et <9Q2 = T ^ u r ^ avec T ^ n r ^ = 0 . 

Le calcul de la sensibilite des conditions limites decoule de la meme regie que pour 

les equations de l'ecoulement : on difference les conditions aux frontieres par rap­

port a un parametre d'interet a. On obtient ainsi, 

(-spl + n'<y (u) + yr/ (su)) -h = i' 

ST = Sf 

(k'VT + WsT) -n = q' 

Les frontieres <9fii et 80,2 demeurent inchangees. Nous supposons que le parametre a 

n'affecte pas la geometrie du domaine. Dans le contexte, nous traitons le parametre 

comme un parametre de valeur. Un parametre a qui influence la geometrie du 

domaine ou bien sa frontiere porte le nom de parametre de forme. 

sur r £ (4.17) 

sur T^ (4.18) 

sur TT
D (4.19) 

sur Tq
N (4.20) 
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4.3 Discretisation elements finis 

La forme variationnelle 2 ayant ete obtenue, il reste a la discretiser a l'aide de 

la methode de Galerkin, qui consiste a prendre les fonctions d'interpolation de la 

solution discrete comme fonction test. Pour la composante horizontale de la vitesse 

u nous avons : 

U*(x,t) = £ M f ( t ) * S ( x ) (4.21) 

^ ( x ) = *$ (x ) (4.22) 

oil uK est la solution elements finis pour l'ecoulement sur l'element K. uf represente 

les valeurs nodales, \& .̂ sont les fonctions d'interpolation et finalement, n% est le 

nombre de noeuds de calcul sur le K'teme element et 8ff sont les fonctions test as-

sociees aux noeuds j . On procede de la meme fagon pour v, la composante verticale 

de u, la temperature T et la pression p. La solution elements finis pour la sensibilite 

s5 s'ecrit alors : 

tf(M) = £ < ( * ) < > ) (4-23) 

< £ » = * £ » (4.24) 

ou s%. represente les valeurs nodales, W^ sont les fonctions d'interpolation. Enfin, 

8f sont les fonctions test associees aux noeuds j . Encore une fois, on procede de 

la meme fagon pour s^-, sf£ et s£. 

2On dira quasi-variationnelle, car la derivee temporelle n'a pas encore ete discretisee. 
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4.3.1 Fonctions d'interpolation 

Les fonctions d'interpolation \& .̂ et Wf presentent la proprietes dites de colloca­

tion sur un element de reference R : 

f 1 si i = 7 
*?(*i) = 3 = i (4-25) 

I 0 si i ^ j 

Ceci nous indique que les fonctions d'interpolation prennent chacune une valeur 

egale a un sur un des noeuds de F element et zero sur tous les autres. On remar-

quera que seuls les degres de liberte dependent du temps. De plus, les fonctions 

d'interpolations \&ĵ  demeurent les memes que Fon soit en regime stationnaire ou 

instationnaire. 

4.3.2 Le choix des elements 

Nous utilisons Felement de Taylor-Hood (P2 — Pi). II est quadratique en vitesse et 

en temperature et lineaire en pression. 

/ '._.) Fonction d'interpolation quadratique 

<7J fC) \ Li Fonction d'interpolation lineaire 

/ \ / 

6 e — b rf --h 
Vitesse Pression 

FIG. 4.1 Element fini de type Taylor-Hood P2 - Pi {0(h2)). 

u : * * = au
5 + bfx + cfy + du

jXy + e^x2 + ffy2 (4.26) 

p : t t £ = aJ + &?x + <J?y (4.27) 

Par simplicite, on discretise les equations de sensibilites de la meme maniere. 
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4.3.3 Discretisation en temps 

Une fois l'espace discretise, il reste a discretiser la derivee temporelle. La methode 

la plus simple consiste a approcher la derivee temporelle par une difference finie. 

Parmi les variantes possibles, on retient le schema-^ pour sa simplicite. Le choix 

d'un schema particulier doit etre motive avant tout par sa stabilite. Le schema-^ 

s'ecrit comme suit, 

u n+i — iin + A i n + i •dL^-o® (4.28) 

Selon la valeur de 9, on retrouve plusieurs schemas classiques : 

- 9 — 0 =>• le schema d'Euler explicite d'ordre 1. 

- 9 — 1 => le schema d'Euler implicite d'ordre 1. 

- 9 — \ =>• le schema de Crank-Nicholson d'ordre 2. 

Toutes les simulations presentees dans ce memoire ont ete faites avec la methode 

d'Euler implicite. 

4.3.4 Residus des equations et linearisation de Newton 

Les equations de Navier-Stokes sont non lineaires a cause du terme de convection 

et de la loi de comportement. II en decoule que la formulation variationnelle as-

sociee ne respecte plus le Theorerne de Lax-Milgram. Pour resoudre un tel systeme 

on procede par linearisation, c'est-a-dire ramener la solution d'un probleme non 

lineaire a la solution d'une sequence de problemes lineaires convergeant vers la solu­

tion du probleme non lineaire initial. Pour ce faire, nous avons retenu la methode de 

Newton, pour resoudre un systeme de la forme R(u, p) = 0. Par exemple, les residus 
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associes a l'equation de continuity et aux equations du mouvement s'ecriront : 

Rp(u, v,p)= ( (V • u) Spdtt = 0 (4.29) 
Jn 

Ru(w,v,p) = p f — At
 n~l J • Sudn+ 

/ [p (un • Vun) • Su - pnV • 8u] dfl+ 
Ju 

2 / /i7 (un) : VSudQ-
Jn 

a • 6u • ndT = 0 (4.30) 
an 

ou Ai„ = tn - t n - i -

En denotant par it^, f̂  et p^ une approximation de la solution Hu(un,vn,pn) — 0 

et ~Rp(un,vn,pn) = 0, on cherche les corrections Au^+1, At^+ 1 et Ap^+1 telles que 

R,(«J + A«*+1, W* + A ^ + 1 , p J + Ap*+1) = 0 (4.31) 

R u « + A«*+1,t;; + Avk
n
+1,pk

n + Ap*+1) = 0 (4.32) 

Pour lineariser les equations (4.31) et (4.32), on utilise un developpement en serie de 

Taylor. Rappelons que si une fonction F depend des variables xi,X2, ...,Xi, c'est-

a-dire que F = F(xi,X2,—,Xi), alors le developpement en serie de Taylor de F 

s'ecrit : 

F(xi + Axi, x2 + Ax2,..., Xi + Axi) = F(xi, x2,..., Xj) H 1> 2 , - , t ^ ^ 

5F(xi,x2 , •••,»*)* , , ^ ( x i , ^ , . . . , ^ ) 
H TZ A X 2 + • • • H r ZAXj 

cte2 ctej 
+ C2(Ax1,Aa:2,...,Ax i). (4.33) 
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En appliquant un developpement similaire a l'equation (4.32) pour le residu de la 

composante u de la vitesse, on obtient : 

Ru(u
k
n + A«*+1, vk + Avk+\pk

n + Ap^1) = Ru(u
k
n, vk, pk

n) 

+ 
dRu(u

k
n:v

k,pk
n)\ A^fc+1 | dRu(u

k
n1v

k,pk
n)\ A^fc+1 , dRu(u

k
n,v

k
wpk

n) 

dv. dPn Arf fc+i 

+ 0'(Auk
n
+\Avk+\Apk

n^). nfc+i> (4.34) 

ou k denote l'iteration courante de la methode de Newton. On effectue le meme 

developpement pour la composante v de la vitesse et l'equation de continuite. En 

negligeant les termes d'ordre superieur, on obtient le systeme matriciel suivant : 

du„ 

8un 

dun 

9 R » ( < j ) 
dvn 

<«.(<<) 
9vn 

dvn 

dpn 

dp„ 

\ 

0 

/ Auk+1 \ 

Avk+i 

V APn+1 J 

I _T} (rrk \ \ 
**-u\xn,j) 

Rv\x
n,j) 

V -R
P(Xnj) J 

(4.35) 

ou x\ i represente les valeurs nodales des variables independantes, par exemple 

i j j = «J. Si la methode de Newton converge lorsque k devient grand, on aura : 

R-i(xn,j) ~^ 0' Axnt/ —• 0 e£ xk
ni —>• xnj, la solution. (4.36) 

Une fois xk
n^ trouve, on boucle sur le temps pour obtenir la solution 

de temps suivant. 
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4.3.5 Jacobien numerique 

devaluation des differentes derivees contenues dans la matrice jacobienne se fait 

en approchant chacune des derivees par une difference finie 

Jy = ~^~T = ~~* ' { ] 

ou la valeur de A est petite. 

4.3.6 Methode de Newton-Raphson 

Pour trouver la solution du systeme algebrique Rj(x^ )=0 par la methode de 

Newton-Raphson, on initialise les variables d'etat a zero puis on applique quelques 

cycles successifs de substitution. Cette derniere a l'avantage d'avoir un rayon de 

convergence assez vaste, permettant d'obtenir une estimation de la solution a 

l'interieur du rayon de convergence plus petit de la methode de Newton, assu-

rant ainsi une convergence vers la solution recherchee. II est souhaitable d'exploiter 

au maximum la methode de Newton etant donne son taux de convergence quadra-

tique par opposition a la convergence lineaire de la methode de substitution . Le 

processus iteratif de Newton s'ecrit simplement comme suit : 

JyAxj;1 = -R*«,) (4.38) 

xn,j = xn,j + ^xn,j (4.oyj 

4.3.7 Factorisation conditionnelle 

On introduit ici brievement la notion de factorisation conditionnelle qui permet un 

gain notable de temps de calcul. Normalement pour calculer le vecteur de correc-
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tion Aa;^1 a chaque iteration k, on doit inverser la matrice jacobienne Jjj par une 

factorisation LU. Or, on sait qu'une telle operation est en general tres couteuse 

en temps de calcul. L'astuce pour eviter une nouvelle factorisation est d'approcher 

Jij(xnj) P a r ^ij(xn~j1) l o r s ( m e ^x^1 <C 1. La convergence est toujours assuree sauf 

que le nombre d'iterations necessaire pour y arriver est plus eleve. En revanche, 

le temps gagne en ne factorisant pas une matrice jacobienne de grande taille sur-

passe de loin celui attribue a un nombre plus grand d'iteration. Cette astuce est 

done tres efficace. La figure 4.2 illustre ce qui se passe dans le cas unidimention-

nel. Concernant les sensibilites, on observe qu'une formulation de type Galerkin 

sans stabilisation mene a une matrice jacobienne independante du parametre a 

considere. En effet, la matrice jacobienne J utilisee dans le processus iteratif de 

Newton est identique a la matrice jacobienne des sensibilites. 

Methode de Newton 
classique 

Methode de Newton 
conditionelle 

x 2 x ' . x° . 

FlG. 4.2 Illustration de la factorisation conditionnelle. 
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CHAPITRE 5 

VERIFICATIONS 

5.1 Introduction 

Dans le chapitre precedent, nous avons discute de la methode de resolution du 

systeme d'equations differentielles. En general, nous devons nous assurer que l'im-

pantation dans le code de calcul soit adequate et que le resoluteur nous fournit des 

resultats robustes et precis. C'est ce que Ton appelle l'operation de verification du 

code. 

En adoptant la philosophic de Boehm, Blotter et Roache, on distingue trois idees : 

La verification du code, la verification des calculs et la validation. On peut les 

resumer de la maniere suivante, 

« Verification » ~ resoudre les equations de la bonne maniere. 

« Validation » ~ resoudre les bonnes equations. 

La verification est done un processus purement mathematique, qui n'a rien a voir 

avec le realisme physique de nos equations qui lui est sujet au processus de valida­

tion. La verification porte son attention sur les sources d'erreurs numeriques, tandis 

que la validation s'interesse aux erreurs conceptuelles du modele. Plus precisement, 

la verification du code implique revaluation de l'erreur a l'aide d'une solution 

connue arm d'etablir le bon fonctionnement du code. La verification des calculs 

porte plutot sur Vestimation de l'erreur, (car en pratique la solution exacte est 

inconnue) assurant ainsi que le code nous donne la resolution attendue. Roache 

[33, 34] p r 0 p 0 s e ia Methode des Solutions Manufactures qui permet une verification 

simple et efficace d'un code de CFD. 
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5.2 Solut ion Manufacturee 

La Methode des Solutions Manufacturers (MSM) est une demarche generate pour 

obtenir des solutions analytiques qui serviront a verifier la precision du code. 

Premierement, on determine arbitrairement une solution analytique U(yt,t) qui 

n'est pas a priori une solution des equations differentielles que l'on cherche a 

resoudre. On n'exige pas de cette solution d'etre physiquement realiste '34^, puisque 

la demarche est purement mathematique. On demande par contre, que cette so­

lution soit non-triviale. Elle doit etre assez complexe pour que toutes les derivees 

apparaissent dans les equations differentielles soient activees. Ensuite, on substi-

tue U(-x.,t) dans les EDP pour determiner un terme source Q(x,t) qui annule les 

termes supplementaires engendres par la solution choisie. La solution numerique 

des equations differentielles modifiees par l'addition des termes sources devrait etre 

[7(x, t), notre choix initial. L'exemple suivant illustre le concept. Posons une solu­

tion analytique quelconque ayant la forme suivante : 

U(x, t) = (l + cos2(x))e-at (5.1) 

Definissons H, un operateur differentiel construit a partir d'une equation 

differentielle connue, comme par exemple l'equation d'onde a une dimension. 

Si on applique H a U(x,t), on obtient le terme source Q(x,t), c'est-a-dire, 

d2U d2U 
O - H ( £ 0 - - p - » ' ^ (5.3) 

^Q= [a2{\ + cos2(x)) - 2a2(sin2(x) - cos2(x))] e~at (5.4) 
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Si on resoud l'equation differentielle (5.2) modifiee par l'addition du terme source 

Q 

d2u 0d
2 

a 
2' u 

dt2 dx2 Q(x,t) = 0, (5.5) 

avec les conditions limites et initiales appropriees, on obtient forcement la solution 

U(x, t) donnee par l'expression (5.1). Le choix de la solution U(x, t) doit etre guide 

par la simplicite sans etre triviale. On evite les fonctions contenant des disconti-

nuites et les series infinies qui sont en general difficiles a evaluer avec precision. 

Cette methode est generale et s'applique a une variete de systemes d'equations 

differentielles, qu'ils soient simples ou complexes. Ainsi, les equations completes de 

Navier-Stokes couplees a l'equation de l'energie peuvent etre abordees. 

5.2.1 Ut i l i te pour la verification d'un code 

La solution analytique exacte U(x, t) obtenue par le biais de la MSM, sert a verifier 

la performance du code de calcul de la maniere suivante. En effet, on peut calcu-

ler l'erreur exacte et observer son comportement lorsqu'on raffine le maillage. On 

procede generalement en raffinant la discretisation en espace et en temps, c'est-

a-dire hx=Ax et ht=At respectivement. Pour verifier d'une part que la solution 

discrete converge bien vers la solution exacte lorsque (hx, ht) —• 0 et d'autre part a 

quel taux elle converge vers cette solution exacte, on utilise un theoreme qui decoule 

de la theorie des elements finis. Sans entrer dans les details et sans en donner une 

demonstration, le theoreme s'enonce comme suit : 

K - u\\mv<Chk+l-m\\u\\k+lM (5.6) 
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ou Uh et u represente respectivement la solution discrete et la solution analytique. 

k designe le degre des polynomes d'interpolation, tandis que m designe le degre de 

l'espace fonctionnel. Le taux de convergence du schema numerique sera,p=k+l—m. 

Pour les equations aux derivees partielles d'ordre deux, l'espace de base est H1^), 

de sorte que m=l . De plus, on utilise des elements quadratiques, alors k=2, ce 

qui implique que p=2. Nous avons done une convergence d'ordre deux en espace 

pour les vitesses. L'utilisation d'elements lineaires pour la pression impose k=l et 

implique que le taux de convergence est lineaire en pression. De plus, le schema 

numerique d'Euler d'ordre un employe pour la variable temporelle limite le taux 

de convergence q a un. 

Eexa = uh-u = Cxh* + Cth
q
t + 0{sup.) = Cxh

2
x + Ctht + 0{sup.) (5.7) 

L'erreur exacte comporte une composante spatiale et une composante temporelle, 

e'est-a-dire : 

E%r = C*K + 0{sup.) (5.8) 

E%T = Cth\ + 0(sup.) (5.9) 

Pour estimer l'ordre de precision du code, on suppose que si h tend vers zero, le 

premier terme de l'equation (5.8) et (5.9) est dominant. Les erreurs globales en 

espace E^ace et E^ace sont calculees respectivement sur un maillage mi de taille 

hx et sur un maillage mi de taille hx/r, ou r represente le ratio de raffinement 

applique au maillage. L'equations (5.8) prend alors la forme suivante : 

B T » ^ (5.10) 

Eej,pace^CfhAP
 ( 5 n ) 
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Le rapport de ces erreurs s'ecrit : 

~pespac 
Jjm— « ( r ^ E \rp = rp (5.12) 

EST* ~\ChpJ 

d'ou Ton tire le taux de convergence p observe. 

1 / zpespace \ 

p = W)ln\E^r~e) (5'13) 

Partant de l'equation (5.9) et en suivant le meme raisonement, on arrive aux deux 

resultats suivants : 

^ -l^*1* \s«==s<i (5.14) 
Etemps \Chq

tj 

•, / rptemps 

« = taMfa(lM < 5 ' 1 5 ) 

ou s designe le ratio de raffinement temporel et q represente le taux de convergence 

en temps observe. En utilisant un ratio de raffinement spatial r constant, on peut 

ensuite comparer la suite de valeurs de p obtenue par un raffinement de maillage 

systematique avec le taux de convergence theorique de la methode de discretisation 

employee. La meme comparaison peut etre faite si Ton observe le taux de conver­

gence en temps. On s'attend done a observer une valeur de p—2 en espace et de q=l 

en temps. Si on raffine simultanement l'espace et le temps, on desire que l'egalite 

suivante soit respectee, 

zpespace rptemps 

rpespace ~ j-itemps ~^ ' s \o.±vj 

En divisant hx par deux et ht par quatre, on s'assure que Eexa diminue d'un facteur 

quatre a chaque etape de raffinement spatio-temporel. En terminant, la Methode 

des Solutions Manufacturers ne detectera pas toutes les fautes de codage possibles. 
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Par contre, celles qui affectent pet q deviendront apparentes. Ce ne sont pas toutes 

les erreurs qui affectent la precision, certaines peuvent limiter l'efficacite du code. 

Pour un expose plus detaille, on peut consulter l'ouvrage de Roache I34'. 
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5.2.2 Applications 

Dans cette section nous presentons la solution manufactured utilisee pour verifier le 

bon fonctionnement de notre code de calcul. Elle s'inspire d'une solution exacte des 

equations de Navier-stokes en deux dimensions obtenue dans un article de Taylor 

[12] . 

u(x, y) = Gz2m2sin(7vx)cos(iry)e{-But) (5.17) 

v(x,y) = -Gz2m2sin(ny)cos(7ix)e{-BuJt) (5.18) 

Ci2m2 

T(x, y) = - ^ — - ( 1 + sin2(7Tx)cos2(7ry))e^B^ (5.19) 

p(x, y) = Gz2 m2{cos{>Kx) + sin{>Ky))e^B^ (5.20) 

oil Gz, B e t m sont les parametres usuels du modele, t denote le temps et u est 

un parametre ajustable. La figure 5.1 montre Failure de u, v, T et p. A la solution 

exacte en ecoulement s'ajoute la solution exacte en sensibilites. Elle est obtenue en 

differentiant les equations (5.17) a (5.20) par rapport aux parametres Gz, B et m. 

On trouve ainsi pour su : 

s^z = 2Gzm2sin(7rx)cos{iry)e{-Bu}t) (5.21) 

s™ = 2Gz2rnsin(nx)cos(iry)e{-Bu}t) (5.22) 

sB = -Gz2m2totsin(7vx)cos(Tvy)e{-Bu'^ (5.23) 

Les autres sensibilites se derivent de la meme maniere. Pour un expose complet, 

on consultera l'annexe II. 
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u(x,y) v(x,y) 

T(x,y) p(x,y) 

FIG. 5.1 Surfaces representant les fonctions u(x,y), v(x,y), T(x,y) et p(x,y). Le 
domaine en x et y est definit comme : — 1 < x < 1 et — 1 < y < 1. 

5.2.3 Domaine de calcul et conditions limites 

Le domaine de calcul est un simple rectangle de dimension L par H. Sur les frontieres 

verticales et inferieures, on impose des conditions de Dirichlet pour les variables u, 

v et T en utilisant les expressions analytiques issues de la solution manufacturee. 

Sur la frontiere superieure on applique une condition de Neumann pour v, pour de 

definir le niveau de pression. Sur la meme frontiere, la solution exacte est appliquee 

comme conditions de Dirichlet en u et T. La figure 5.2 montre le domaine de calcul 

ainsi que les conditions limites imposees pour l'ecoulement et les sensibilites. Les 

dimensions du carre sont : H=L=2. 
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n y (2nvf a -p e x a ) 

H 

uexa>Texa 

(0,0) 

ecoulement 

L 

vexa Si 

exa 
u 
exa 
exa 
T 

ny 

H 

(2ns^y
a + 2 s n v « a - s p 

„exa. exa 

(0,0) 

sensibilites 

L 
v exajTe •*exa5 vexa> lexa exa. Qexa. exa 

F I G . 5.2 Geometrie du domaine calcul et definition des conditions aux frontieres. 

5.2.4 Termes sources en ecoulement 

Les relations (5.17) a (5.20) satisferont les equations (3.4) et (3.8) a condition 

que Ton ajoute les termes sources appropries QJVS(X, t)u pour Navier-Stokes et 

Qq{x., t) pour l'equation de l'energie. La solution analytique respecte naturellement 

l'equation de continuite (3.3). Les termes sources sont obtenus par l'application de 

la MSM. On obtient done pour <3ATS(X, t)u et Qq(x,t), 

QNS(*, t)u = Re(ut + uux + vuy) + px - 2(rjxux + r\uxx) 

- [VV(Uy + Vx) + rj(Uyy + Vyx)] 

QNS{*, t)v = Re(vt + uvx + vvy) +py~ 2(VyVy + Tjvyy) 

- [Vx(vx + Uy) + T){VXX + Uxy)] 

Qq(x, t) = (Tt + uTx + vTy) - f | ) ~(TXX + Tyy) 

(5.24) 

(5.25) 

(5.26) 

ou r)x et rjy representent les derivees de la viscosite par rapport a x et y. La notation 

utilisee pour les derivees est detaillee dans l'annexe II. Rappelons que r\ est definie 

par l'equation (3.48) et que par exemple, on obtient la relation suivante pour rjx, 

m 
Vx = V 

4uxuxx + 2(uy + vx)(uxy + vxx) + 4vyv. xy 

2v?x + (uy + vx)
2 + 2v2 -VBTX (5.27) 
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5.2.5 Termes sources en sensibilites 

De la meme maniere, les sensibilites donnees par (5.21) a (5.23) plus toutes celles 

qui ne sont pas explicitees ici, doivent satisfaire les equations (3.44) et (3.45) a 

condition une fois de plus, que l'on ajoute les termes sources obtenus par la MSM. 

^*NS VX> t)u
 = "&\Suj, i SUUX + USUtX + Svtly + VSUjy) + SptX [D.Zo) 

"\Sr),x"'x * ijx^u,x i SrjUxx ~r i]oUtxx) 

i^V^VV^y ' ^x) ' Vy\^u,y + SV,X) I SriyJ'yy + Vyx) < V\^u,yy + Sv,yx)j 

SvVx i USy^x ~r Sv"y T VSVy) ~r Sp,y yo.Zfif) 

'^\^Tj,y'^y ~r Vy^v,y • ^rj'Vyy T V^v,yy) 

\Sri,x\Vx + ^y) + Vx\^v,x + ^u,y) + S^yVxx + UXy) + Tj\Sv^xx + Su,xy)\ 

Qsgens(x, t) = (sT>t + suTx + usT<x + svTy + vsT^y) (5.30) 

R 
1 

Gz 
(sT,xx + ST yy) Gz2 

dGz 
da {J-xx + J-yy) 

Les termes sV;X et s ^ designent respectivment les derivees de la sensibilite de la 

viscosite par rapport a x et y. A titre d'exemple, s^x s'ecrit, 

Sri, x Vx 

+ T] 

1 dm m „ 

2 da 
1 da dm 

2 

mdf3 
2 dx da 2 cte 

BsT + T— 
da ) 

dsT dTdB 
dx dx da 

(5.31) 

ou a et /3 sont donnes par : 

a = In [2 ('ux)
2 + (% + u j 2 + 2 (t>y)

2] 

["4(Ma)(sM,x) + 2(lfy + Vx)(su,y + S,,^) + A(vy)(sv, 
P ~ [ 2(^)2 + ^ + ^ ) 2 + 2(^)2 

(5.32) 

(5.33) 
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Notons que l'equation (3.43) est respectee naturellement sans terme source. Dans 

la section suivante, on presente les resultats obtenus d'une etude de convergence, 

ce qui permet de verifier le bon fonctionnement et I'efficacite du code de calcul 

utilise pour ce travail. 

5.3 Analyse de convergence 

On effectue un raffinement de la discretisation en espace et en temps et on observe 

le comportement de l'erreur exacte. On s'attend a ce que l'erreur estimee et l'erreur 

exacte diminuent de facon reguliere a chaque etape de raffinement. Idealement, les 

calculs sont faits sur un maillage regulier et structure pour controler precisement la 

taille hx des elements. Le raffinement spatial se fait manuellement, en divisant par 

deux la taille des elements pour chaque calcul. La figure 5.3 montre l'apparence de 

deux maillages employes pour l'etude de convergence. 
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(a) Maillage grossier (b) Maillage fin 

FIG. 5.3 Exemple de maillages utilises pour le calcul de la solution analytique. (a) 
maillage de 8 x 8 elements et (b) montre un maillage de 32 x 32 elements. 

Avant de presenter les resultats obtenus lors de l'analyse de convergence, on intro-

duit quelques definitions utiles sur les normes d'erreurs. 



68 

5.3.1 Normes d'erreurs 

On commence par definir les normes usuelles des solutions u, T et p. Les equations 

(5.34) a (5.36) donnent les expressions des normes de la solution : norme energie 

(i.e. : les vitesses), norme thermique et finalement, semi-norme Hi de la pression l. 

| |u | | | = A ( r : r ) d n (5.34) 
Jo. 

\\Tf= [(kVT-WT)dfl (5.35) 
Jn 

l l * i = / (Vp-Vp)dO (5.36) 
Jo. 

ou r represente le tenseur des contraintes visqueuses, 

TJ 2,(g) ,(& + £) \ 
Wt+f i ) 2>?(S) / 

La norme de la solution pour la sensibilite de la vitesse s'obtient en derivant les 

composantes du tenseur r par rapport a un parametre d'interet a, 

s = ( M%r) + 2S,(g-) r,(% + d-t) + sn{% + g) \ 

V ^ + SO + ^ S + i ) 2r?(̂ ) + 2S,(|) ) 

ou sv denote la sensibilite de la viscosite par rapport au parametre a. La norme 

thermique de la solution et la norme de la solution en pression pour les sensibilites 

se derivent simplement en differentiant les equations (5.35) et (5.36) par rapport a 

JSi on fait la projection des derivees au lieu des flux, la forme des equations sera differente. 
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a. Les relations suivantes sont l'analogue de (5.34) a (5.36) pour les sensibilites : 

ISU||B f{sT:sT)dtt (5.39) 

\\sTf= f(kVsT-VsT + k'VT-VT)dn (5.40) 
Jn 

\K\\m = f(Vsp-Wsp)dn (5.41) 
Jn 

L'erreur exacte se calcule en prenant la norme de la difference entre la solution 

elements finis Uh et la solution exacte uexa. Par exemple, l'erreur exacte liee a la 

norme energie s'ecrit comme suit : 

||Ufc - Uexa\\% = (Th~ Texa) : (rh - Texa)dtt (5.42) 

Jn 

De la meme fagon, on obtient l'erreur exacte de la sensibilite en norme energie. 

-^JII=/(^-^):K,-^)« (5.43) \SUh 

ou sUh et sUexa representent respectivement la sensibilite des solutions elements 

finis et exacte. La norme de l'errreur estimee s'ecrit de la meme fagon, sauf que 

Ton remplace la solution exacte par une solution reconstruite u '52' 53', qui est une 

estimation de la solution exacte. Ainsi, l'erreur estimee pour l'ecoulement et pour 

les sensibilites en norme energie s'ecrit : 

K - u | | | = f(rh-r): {rh - r)dVL (5.44) 
Jn 

~ SU\\2E = / (sT,h ~ &) • {s-r,h - s^dQ (5.45) 
Jn 

\suh 

L'erreur exacte et l'erreur estimee pour la temperature (en norme thermique) et la 

pression (en norme H1) s'obtiennent en suivant le meme raisonnement. Les deux 

sections suivantes montrent les resultats de l'analyse de convergence pour le regime 
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stationnaire et le regime instationnaire. 

5.3.2 C a s s t a t i o n n a i r e 

Pour le regime stationnaire, on pose t=0 dans la solution manufactured. Done les 

equations (5.17) a (5.20) deviennent : 

u(x,y) = Gz m2sin{Ttx)cos{'Ky) (5.46) 

v(x,y) = —Gz2m2sin(iry)cos(irx) (5-47) 

Q7
2

m
2 

T(x, y) = —-—(1 + sin2(7rx) cos2 (iry)) (5.48) 

p(x, y) = G72m2(cos(TVx) + sin(iry)). (5.49) 

On remarque en particulier que les sensibilites par rapport au parametre B sont 

nulles, e'est-a-dire que s f = s f = s ^ = s ^ = 0 . Apres six etapes de raffinement, le 

maillage final contient 128 x 128 elements avec 66049 noeuds. La figure 5.4 montre 

les trajectoires des erreurs exactes et estimees en norme energie en fonction du 

raffinement de maillage (i.e. : du nombre de noeuds). On observe que les erreurs 

diminuent d'un cycle de raffinement a l'autre tant pour l'ecoulement que pour les 

sensibilites, et que les estimateurs d'erreurs convergent de la meme maniere que 

l'erreur exacte. Pour mesurer la performance de l'estimateur d'erreur, on trace le 

ratio de l'erreur estimee sur l'erreur exacte, que Ton nomme indice d'efficacite. La 

figure 5.6 presente les courbes de Findice d'efficacite des estimateurs d'erreurs pour 

l'ecoulement et les sensibilites. On remarque que Fefficacite tend vers 1.0 (i.e. : 

100%) lorsque le nombre de noeuds augmente. Cette propriete asymptotique in-

dique que les estimateurs d'erreurs deviennent plus precis et plus fiables avec le 

raffinement du maillage. Notons que Fadaptation de maillage aurait sans doute 

permis aux estimateurs d'erreurs de converger directement sur l'erreur exacte, en-
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trainant ainsi une amelioration de l'efficacite. 

Ecoulement, norme energie Sensibilite par rapport a Gz, norme energie 
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10 10 10 10 10 

Nombre de noeuds - (a) 

Sensibilite par rapport a m, norme energie 

Wio" 

• Erreur vraic 
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HlO" 3 
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• 

Nombre de noeuds - (b) 

Sensibilite par rapport a B, norme energie 

Hio" 

••- Erreur vraie 
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• 

Nombre de noeuds - (c) 
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Nombre de noeuds - (d) 

FIG. 5.4 Trajectoires des erreurs exactes et estimees en norme energie, en fonction 
du nombre de noeuds. La figure (a) presente l'ecoulement, tandis que les figures 
(b), (c) et (d) montrent les sensibilites par rapport aux parametres Gz, m et B 
respectivement. Les calculs ont ete fait avec B = 2, Gz = 2 et u; = 0.1. 

Enfin, l'ordre de convergence p de l'erreur exacte et de l'erreur estimee est 

quasi-optimal puisqu'il s'approche de la valeur theorique attendue a la fois pour 

l'ecoulement et pour les sensibilites (voir le tableau 5.1). En effet, on se rappelle 

que la decroissance de l'erreur est d'ordre G(h%.) en norme energie et en norme 

thermique lorsque l'on utilise des elements quadratiques. Or, le nombre de noeuds 

N est proportionnel a 1/h^.. On prevoit done une erreur inversement proportion-

nelle au nombre de noeuds, tel qu'observe. De plus, on constate que les courbes 

de convergence obtenues obeissent a l'equation d'une droite (equation (5.50)), ou 
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p represente le double de la pente de cette droite. 

^exa — k / l — G 
log 

N. 
log{Eexa) = log{C) - | log(N) (5.50) 

La figure 5.5 montre revolution des trajectoires de l'erreur exacte et de l'erreur 

estimee en norme thermique en fonction du nombre de noeuds N. 
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FIG. 5.5 Trajectoires des erreurs exactes et estimees en norme thermique, en fonc­
tion du nombre de noeuds. La figure (a) presente l'ecoulement, tandis que les figures 
(b), (c) et (d) montrent les sensibilites par rapport aux parametres Gz, m et B res-
pectivement. Les calculs ont ete fait avec B = 2, Gz = 2 et u = 0.1. 

La figure 5.6(d) presente un resultat decevant, puisque l'indice d'efficacite pour la 

sensibilite de la temperature et de la pression par rapport au parametre B sont 

bien en-dessous de leur valeur optimale. Comme les sensibilites s^=s^=Sp=s^.=0 

(t=0 en regime stationnaire), les normes donnees par les equations (5.34) a (5.36) 
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FIG. 5.6 Trajectoires de l'efficacite en fonction du raffinement (i.e. : du nombre de 
noeuds). La figure (a) presente l'ecoulement, tandis que les figures (b), (c) et (d) 
montrent les sensibilites par rapport aux parametres Gz, m et B respectivement. 
Les calculs ont fait avec B = 2, Gz = 2 et u> = 0.1. 

seront egalement nulles, ce qui fait que les normes des erreurs exactes et estimees 

tendront elles aussi vers zero avec le raffinement de maillage. En d'autres termes, 

lirn Eest = 0 
/ ix—0 

lim Eexa = 0 
hx->0 

(5.51) 

(5.52) 

L'indice d'efficacite est defini comme le ratio entre l'erreur estimee et l'erreur exacte, 

lim 
ft*—o V E. 

E, est (5.53) 

On constate alors que le ratio donne par l'equation (5.63) est une forme 
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Norme 

Energie 
Thermique 

Ecoulement 

2.0041 
1.9848 

Sensibilite 
parametre Gz 

2.0914 
2.0208 

Sensibilite 
parametre m 

2.0234 
1.9921 

Sensibilite 
parametre B 

1.9854 
4.0504 

TAB. 5.1 Taux de convergence obtenus pour l'ecoulement et les sensibilites. 

indeterminee. Done plus on raffine le maillage, plus l'efficacite perd de son sens, 

car a la limite, zero divise par zero ne veut rien dire. 

5.3.3 Cas transitoire 

En plus de considerer la discretisation en espace hx, le regime transitoire necessite 

une discretisation du temps ht=At. On rappelle qu'on utilise le schema d'Euler 

implicite d'ordre 1. Or, pour preserver une diminution de l'erreur exacte observe 

d'un facteur quatre en divisant hx par deux, il faut diviser par quatre la taille du 

pas de temps pour chaque cycle de raffinement du maillage. 

h - hx>1 h x,3 
hx,2 _ hX}i 

2 ' " ^ 2 

h - kt'1 h - ht>2 

h 
1 "Jx,n 

hx,i 

4 ' """' ""*'" 2n~1' 
(5.54) 

(5.55) 

La sequence des maillages est la meme que celle utilise du cas stationnaire. Le 

nombre de pas de temps varie de 6 pour le maillage de 4 x 4 elements a 6144 pour 

le maillge ayant 128 x 128 elements. Les figures 5.7 et 5.8 montrent les trajectoires 

des erreurs exactes et des estimateurs en norme energie et thermique en fonction 

du nombre de noeuds. 
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Finalement, la figure 5.9 presente l'efficacite des estimateurs d'erreurs et le ta­

bleau 5.2 repertorie les taux de convergence observes pour ecoulement et pour les 

sensibilites. 
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F I G . 5.7 Trajectoires des erreurs exactes et estimees en norme energie, en fonction 
du nombre de noeuds. La figure (a) presente l'ecoulement, tandis que les figures 
(b), (c) et (d) montrent les sensibilites par rapport aux parametres Gz, m et B 
respectivement. Les calculs ont ete fait avec B — 2, Gz = 2 et u; = 0.1. 

Une fois de plus, on observe que les erreurs diminuent d'un cycle de raffinement 

a l'autre. La convergence des estimateurs d'erreurs suit celle des erreurs exactes. 

Les courbes respectent la decroissance quadratique attendue, ce qui veut dire que 

le taux de convergence est pres de sa valeur theorique de deux. La convergence des 

estimateurs d'erreurs vers l'erreur exacte indique un comportement optimal des 

estimateurs. 
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Norme 

Energie 
Thermique 

Ecoulement 

1.9914 
1.9837 

Sensibilite 
parametre Gz 

2.0896 
2.0017 

Sensibilite 
parametre m 

2.0102 
1.9862 

Sensibilite 
parametre B 

1.9898 
1.9856 

TAB. 5.2 Taux de convergence obtenus pour l'ecoulement et les sensibilites. 
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FlG. 5.8 Trajectoires des erreurs exactes et estimees en norme thermique, en fonc-
tion du nombre de noeuds. La figure (a) presente l'ecoulement, tandis que les figures 
(b), (c) et (d) montrent les sensibilites par rapport aux parametres Gz, m et B res-
pectivement. Les calculs ont ete fait avec B — 2, Gz = 2 et u = 0.1. 

On peut done conclure que l'implantation et le solveur sont verifies au sens de 

Roache, e'est-a-dire que le solveur resout les equations de la bonne maniere. 
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F I G . 5.9 Trajectories de l'efficacite en fonction du raffinement (i.e. : du nombre de 
noeuds). La figure (a) presente l'ecoulement, tandis que les figures (b), (c) et (d) 
montrent les sensibilites par rapport aux parametres Gz, m et B respectivement. 
Les calculs ont ete fait avec 5 = 2, Gz = 2 et ui = 0.1. 

De plus, le calcul des sensibilites a ete confronte a une verification par difference 

finie, ce qui sera le sujet de la section 6.3.2. 
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CHAPITRE 6 

APPLICATION ET RESULTATS 

Dans ce chapitre nous presentons les resultats des simulations d'un ecoulement 

non-Newtonien a l'interieur d'un canal d'injection symetrique, un sujet etroitement 

lie aux developpements theoriques presentes precedemment. Pour certaines combi-

naisons des nombres adimensionnels Gz et B, l'ecoulement du fluide est stable 

et symetrique. Par contre, d'autres combinaisons induisent une asymetrie de 

l'ecoulement et un comportement instable. On observe alors une croissance ex-

ponentielle de la difference de temperature entre deux points symetriques aux sor­

ties du canal d'injection. En s'appuyant sur les resultats numeriques obtenus, une 

frontiere separant la region ou l'ecoulement est stable de celle ou celui-ci est in­

stable a pu etre definie. Pour predire les divers comportements observes du fluide 

(i.e. stable ou instable), le calcul des sensibilites fournit une indication sur la condi­

tion vers laquelle tend l'ecoulement pour un ensemble de valeur de Gz et B. 

6.1 Description du probleme 

On cherche a determiner le comportement d'un ecoulement complexe en solution-

nant numeriquement les equations de Navier-Stokes couplees a celle de Penergie 

(equations (3.35) a (3.37)). La geometrie d'interet est un canal d'injection en forme 

de T presente a la figure 6.1. Les dimensions du canal sont : R=3.5, H=1.0, r=0.5 

et L=5.0. Pour commencer, on donne une description de ce qui arrive dans la situa­

tion ideale lorsque le fluide entre dans le canal d'injection. Le fluide debute son par-

cours par le bas du canal. En penetrant dans le canal, l'ecoulement est pleinement 



79 

developpe et adopte le profil de vitesse decrit dans la section 3.6.1. A ce moment, 

la temperature du fluide est constante et uniforme. Ensuite, le fluide monte dans 

la partie verticale du canal et atteint le seuil d'injection, c'est-a-dire l'endroit ou le 

canal se separe en deux branches horizontales. A cet endroit, l'ecoulement se separe 

et se dirige vers les deux sorties opposees. Dans la situation ideale, on souhaite que 

le comportement du fluide ne soit ni influence, ni perturbe par la temperature. Dans 

ce cas, si on imagine le fluide comme etant isotherme et contenu dans un canal ou 

l'ensemble des parois sont adiabatiques, on observera alors que l'ecoulement est 

parfaitement symetrique. Done, le fluide se separe au seuil d'injection de maniere 

symetrique, ce qui implique que la meme quantite de fluide quitte le canal d'injec­

tion par chacunes des sorties et avec la meme vitesse. 

F I G . 6.1 Dimensions du domaine de calcul, L=5.0, R=3.5, r=0.5 et H=1.0. 

En pratique, la temperature des parois n'est pas parfaitement uniforme sur l'en­

semble du canal. Or, on sait que dans la realite, la viscosite depend explicitement 

de la temperature, ce qui aura une influence sur le comportement du fluide dans 

le canal d'injection. Pour reproduire cette influence, on introduit une faible per­

turbation de la temperature sur l'une des parois horizontale du canal. On peut 
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ainsi s'attendre a observer une deviation plus ou moins grande du comportement 

de l'ecoulement par rapport a la situation ideale. Comme nous le verrons plus loin, 

le fluide adopte en effet sous certaines conditions, un regime d'ecoulement non 

symetrique. Parfois cette asymetrie s'amplifie au point de forcer tout le fluide a 

quitter le canal que par la sortie de droite. La consequence de cette asymetrie est 

la creation de defauts importants sur les pieces moulees. 

Pour reproduire ce comportement, on impose sur le domaine de calcul les conditions 

limites donnees sur la figure 6.2. La temperature T en entree est egale a 1. Les 

parois verticales du canal d'injection sont isolees (q=0), tandis que l'on maintient 

une temperature nulle (T—0) sur les parois horizontals, sauf sur la paroi inferieure 

droite ou l'on perturbe la temperature par un facteur e qui est de l'ordre de 10 - 5 . 

Cette perturbation permet de creer une tres faible asymetrie de temperature dans 

l'injecteur. En pratique, elle controle la direction vers laquelle ira le fluide lors de 

l'apparition d'une asymetrie dans l'ecoulement. Ceci evite que l'instabilite ne soit 

declenchee par une erreur numerique, telle qu'une erreur d'arrondi sur laquelle nous 

n'avons aucun controle. Des valeurs de e inferieures a 10~5 ne permettent pas de 

controler la direction de l'ecoulement, tandis que des valeurs superieures a 1 0 - 5 

ont une trop grande influence sur le comportement et la stabilite de l'ecoulement. 

Finalement, aucune condition limite n'est imposee sur la temperature aux sorties de 

l'injecteur. En entree, la vitesse u est nulle et la vitesse v adopte le profil de vitesse 

completement developpe calcule a la section 3.6.1. Sur les deux parois verticales 

et sur toutes les parois horizontales, on impose une condition de non glissement 

(u=v=0). Les conditions initiales imposees sur le domaine sont : u=v=0 pour les 

vitesses et T = l pour la temperature. 

Le fluide est caracterise par une viscosite variable qui depend a la fois du taux de 

deformation 7 et de la temperature. On fixe les valeurs des proprietes physiques 

du fluide dans le code de calcul : La densite p est egale au nombre de Reynolds, 
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T=0 T=0 

FIG. 6.2 Geometrie du domaine de calcul. 

dont sa valeur est fixe a 0.001. La chaleur specifique cp ainsi que la conductivity 

thermique k sont respectivement egales a Gz/Re et a H/R, ou H=1.0 et R=3.5. 

On definit egalement un temps de reference tre-/ pour le remplissage de l'injecteur. 

tr(sf=41{R/Q, ou Q designe le debit dans le canal. Avec ce temps de reference, 

on calcule le temps necessaire au remplissage de la cavite du moule. Le temps de 

remplissage de la cavite tfm limite la duree de la simulation et vaut environ 25 

fois tref. Avec un debit calcule de 4 (voir annexe 1.1), on obtient tfm=87.5. Trois 

nombres adimensionnels peuvent influencer le comportement du fluide : Gz, B et 

m. Le parametre m intervient dans le modele rheologique (equation (3.13)) et est 

determine de maniere empirique. Pour cette etude, sa valeur vaut —0.8. L'usager 

controle les valeurs des parametres Gz et B et ceux-ci varient sur une plage de 

valeur positive. Les experiences numeriques permettent rapidement de limiter cet 

ensemble aux intervalles suivants : 0.1 < Gz < 100 et 1 < B < 12. On remarque 

que B apparait dans l'equation de la viscosite comme facteur multiplicatif de la 

temperature (equation (3.48)). Le facteur B a done une influence directe sur la 

viscosite et done sur le comportement de l'ecoulement. On y reviendra plus loin. 
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6.1.1 Regularisation de la viscosite 

Le fait que la valeur de m soit egale a —0.8 pose un probleme de discontinuite de 

la viscosite et de ses differentes sensibilites. En effet, si tous les termes contenus 

sous le radical de l'equation (3.48) sont simultanement nuls en un point du do-

maine de calcul, c'est-a-dire que si dxu—(dyu + dxv)=dyv=0, alors on se retrouve 

avec une forme indeterminee. Ces termes causeront des problemes numeriques des 

qu'ils auront une valeur pres de l'erreur machine. Pour pallier a cette difficulte, on 

regularise l'expression (3.48) en lui ajoutant un terme de correction supplement aire 

e C l . L'equation pour la viscosite s'ecrit alors, 

m 
-BT (6.1) V = \j2{dxu)2 + (dyu + 8xvf + 2 (dyv)2 + e 

La valeur de e est fixe a 10~8. 

6.2 Resultats numeriques 

Cette section presente les resultats numeriques obtenus pour differentes combinai-

sons de valeurs des nombres adimensionnels Gz et B. On commence par introduire 

la methode de mesure employee pour determiner si l'ecoulement est stable ou in­

stable. Par la suite, on montre et decrit le comportement du fiuide pour les differents 

regimes d'ecoulement rencontres : regimes stables, instables et en transition. On 

discute egalement des conditions physiques qui influencent la stabilite du fiuide. 

On verra ensuite comment ces mesures nous permettent d'obtenir une carte de 

stabilite de l'ecoulement dans l'espace de phase Gz-B. 
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F I G . 6.3 Points de controle servant a mesurer AT(t). 

6.2.1 Caracterisation de l'asymetrie en temperature et en vitesse 

L'ecoulement que Ton etudie peut evoluer vers trois etats distincts : stable, instable 

ou en transition. Deux etats se manifestent par une asymetrie partielle ou complete 

de l'ecoulement dans le canal, ce sont les ecoulements instables et en transitions. 

La methode qui consiste a mesurer revolution d'une asymetrie en temperature 

ou en vitesse entre les sorties opposees du canal d'injection fournit une bonne 

indication sur le comportemment du fluide. On mesure l'asymetrie en enregistrant 

la temperature et la vitesse pour chaque pas de temps, a deux noeuds distincts 

du maillage (i.e Pi et P2). Ces points de mesure sont illustres sur la figure 6.3 

et ils se situent au milieu des sorties du canal d'injection. On ne s'interesse pas 

directement a la temperature, mais plutot a sa difference. On veut done mesurer 

AT(t) = T2(i)-Ti(£). L'evolution temporelle de cette difference nous renseignera sur 

l'etat de stabilite de l'ecoulement. Notons que l'utilisation d'un maillage regulier et 

symetrique nous procure un net avantage par rapport a un maillage conventionnel. 

Les deux noeuds choisis sur le maillage sont symetriques, augmentant la precision 

des mesures. Ceci est particulierement important, surtout lorsque les variations de 
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temperature sont tres faibles. 

La methode de mesure des vitesses aux sorties de l'injecteur est identique a celle uti­

lised pour la temperature, sauf que Fori s'interesse directement a leurs valeurs plutot 

qu'a leurs differences. Les figures 6.4 et 6.5 presentent revolution de la difference 

de temperature AT(t) en fonction du temps t/tfm pour diverses valeurs de Gz et 

B. Les figures 6.6 et 6.7 montrent les differentes mesures de vitesse en fonction 

du temps t/tfm. Les diagrammes de vitesse servent essentiellement a confirmer ou 

clarifier la classification de l'ecoulement dans Fun des trois regimes possibles. 

Pour interpreter les figures 6.4 et 6.5, on commence par introduire le critere qui 

nous permet de classer les divers regimes d'ecoulement en trois categories : stable, 

instable et en transition. Ce critere est base sur Fechelle de temperature T0. On rap-

pelle que Fechelle de temperature T0 est egale a la difference entre la temperature du 

fluide au seuil d'injection et la temperature des parois horizontales (i.e : T0=Ta-Tr). 

Or, Tr ~ 0 done T0=Ta et Ta est de Fordre de un. Une difference de temperature 

qui demeure assez faible par rapport a Fechelle de temperature au cours de la simu­

lation indique un ecoulement stable. Par contre, si cette difference croit rapidement 

vers une valeur proche de Fechelle de temperature, alors on dira de cet ecoulement 

qu'il est instable. Finalement, si la difference de temperature augmente au-dessus 

de 10~3 degre Celsius, mais n'atteint pas un plateau avant la fin de la simulation, 

on en conclut que l'ecoulement se trouve en regime de transition. 

Sur Fensemble des figures, on observe initialement (au temps zero) une difference 

de temperature AT(t) presque nulle (i.e. 10~8 a 10~15). Le fluide vient de remplir 

la cavite du canal et n 'a pas encore eu le temps d'etre perturbe par Fasymetrie de 

temperature du canal. Celui-ci maintient la distribution de temperature uniforme 

qu'il avait a son entree et s'ecoule done de maniere symetrique. On remarque ensuite 

qu'au cours du temps, cette difference augmente rapidement et adopte par la suite 
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differents comportements que Ton peut associer aux trois regimes selon le critere 

que nous avons definit plutot. On observe que pour certaines paires de valeurs 

de Gz et B, comme par exemple P==4 et Gz=2 ou bien P = 3 et Gz=5 (figures 

6.4(c)-(d)), la difference de temperature atteint rapidement des valeurs pres de 

l'unite qui sont maintenues tout au long de la simulation. Ces mesures indiquent 

que la temperature du fluide est devenue superieure au point de controle Pi par 

rapport au point de controle P\. En realite, la temperature ne s'eleve pas au point 

P2, elle diminue plus ou moins rapidement du au refroidissement cause par les 

conditions imposees le long des parois horizontales du canal sur la temperature. 

C'est plutot la diminution rapide de la temperature du fluide au point de controle 

P\ qui est responsable de cette elevation de la difference de temperature. Le regime 

d'ecoulement etant instable, le fluide cesse progressivement de s'ecouler par la sortie 

de gauche, il transporte done moins de chaleur, ce qui entraine une diminution 

rapide de la temperature en P\. Ceci caracterise un ecoulement asymetrique. 

Pour d'autres paires de valeurs de Gz et B, la difference de temperature demeure 

faible tout au long de la simulation. On peut le constater sur la figure 6.4(a). Dans 

ces conditions, la temperature aux points de controle Pi et Pi est sensiblement 

la meme. On en deduit que le transport de chaleur se fait de maniere symetrique 

vers les deux sorties. Done le fluide s'ecoule de maniere symetrique et nous sommes 

alors en regime stable. La derniere situation qui peut se presenter est celle ou 

la difference de temperature AT(t) augmente constamment au cours du temps, 

mais ne parvient pas a former un plateau avant la fin de la simulation. Ainsi, la 

temperature au point Pi diminue continuellement. Ceci implique une augmentation 

graduelle de l'ecoulement du fluide par la sortie de droite au detriment de celle 

de gauche. Toutefois, cette asymetrie n'entraine aucune amplification qui pourrait 

conduire le fluide a s'ecouler uniquement vers la sortie de droite, du moins pas dans 

la limite de temps que dure la simulation. On associe ce comportement a un regime 
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en transition, c'est-a-dire que l'instabilite n'est pas totalement developpee avant la 

fin de la simulation. On observe ce genre de comportement sur les figures 6.4(d) et 

6.5(a) pour P=4 et Gz==20 ou bien B=5 et Gz=20. 

Pour quelques combinaisons de Gz et B (notamment 5 = 2 et Gz=l), certaines 

mesures de AT(t) ne permettent pas a elles seules de tirer des conclusions evidentes 

lorsque vient le temps de classer le comportement final de l'ecoulement et done 

dans quel regime il se trouve. En effet, dans le cas precis ou P = 2 et Gz=l, la 

courbe de AT(t) forme rapidement un plateau avec une valeur de AT(t) proche 

de un. Dans ce cas, la courbe de AT(t) caracterise normalement un ecoulement 

instable. Or, lorsque que Ton visualise l'ecoulement, on s'apergoit que la vitesse 

a la sortie de gauche est loin d'etre nulle ou meme faible par rapport a celle que 

l'on retrouve a la sortie de droite. On peut conclure que l'instabilite n'a pas eu le 

temps de se developper avant la fin de la simulation. La frontiere semble parfois 

floue entre ecoulement stable ou instable et ecoulement en transition. II faut done 

de l'information supplementaire pour tenter de clarifier ce genre de situation. Pour 

cette raison, la mesure des vitesses aux sorties de l'injecteur procure un autre 

point de vue. Elle permet en effet de clarifier les cas ambigus et de confirmer la 

classification de ceux donnes par la mesure de AT(t). 

Les figures 6.6 et 6.7 presentent les mesures de la vitesse u en fonction du temps 

t/tfui aux points de controle Px et P^. Contrairement a la temperature, on ne fait 

pas la difference entre la vitesse mesuree au point P2 et celle prise au point Pi. 

On s'interesse a revolution des deux vitesses separement. Les valeurs de vitesse 

negatives correspondent au fluide s'ecoulant vers la gauche et les valeurs positives 

sont associees au fluide qui s'ecoule vers la droite du canal. L'allure des courbes nous 

renseigne sur le comportement general de l'ecoulement. Si les courbes de vitesse 

mesurees aux points Pi et P<± conservent au cours du temps une symetrie par 

rapport a zero, on en deduit que l'ecoulement est symetrique et done stable. Par 



87 

contre, si l'ecoulement est instable, la vitesse au point P^ augmente rapidement 

alors que la vitesse mesuree au point P\ chute vers zero. Ce comportement des 

vitesses est identifie a un ecoulement asymetrique. Lorsque la vitesse mesuree au 

point P\ augmente constamment au cours du temps sans atteindre un plateau 

avant la fin de la simulation, l'ecoulement se trouve alors en transition. On observe 

ce comportement sur les figures 6.6(d) et 6.7(a)-(b) pour B=4, 5, 6 et Gz=20. 

On observe egalement un autre comportement pour les vitesses. Si on examine 

la figure 6.6(b) pour B-=2 et G z = l et 2, on remarque que la vitesse mesuree au 

point P2 augmente pour ensuite atteindre un plateau qui sera maintenu tout au 

long de la simulation. De fagon similaire, la vitesse mesuree au point P\ diminue 

et forme un plateau ayant une valeur non nulle, contrairement aux ecoulements en 

regime instable dont le plateau atteint la valeur zero. Dans le cas precis ou B=2 et 

Gz—1, les vitesses aux sorties indiquent que l'ecoulement est asymetrique, mais que 

cette asymetrie n'est pas totale, malgre la mesure de AT(t). Les plateaux revelent 

egalement que l'ecoulement est fige dans cette configuration et done qu'il n'y a plus 

d'evolution. Etant donne que la valeur du plateau pour la vitesse mesuree au point 

P2 est non negligeable par rapport a la vitesse en Pi, on considere que l'ecoulement 

est dans un regime de transition. Sur la meme figure, lorsque B—2 et Gz=2, les 

vitesses adoptent un comportement similaire a celui observe pour B=2 et G z = l . La 

difference provient essentiellement de la valeur du plateau pour la vitesse mesuree 

au point P\. On voit que cette valeur est petite comparee a la vitesse mesuree au 

point P2. Dans ce cas on choisit de dire que l'ecoulement est instable. La mesure 

des vitesses est done complement aire aux mesures de AT(t), au sens ou l'analyse 

d'une seule mesure n'est pas suffisante pour permettre un classement deflnitif des 

differents ecoulements que Ton peut observer. 
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6.2.2 Comportement du fluide pour les divers regimes d'ecoulement 

Nous avons vu que le comportement de l'ecoulement se deduit essentiellement en 

observant localement revolution de la difference de temperature et de la vitesse u 

aux sorties du canal (aux points Px et P2 du domaine de calcul). Ici on propose de 

regarder l'ecoulement dans son ensemble. On desire voir comment se comporte la 

distribution de la vitesse u et la temperature T sur tout le domaine de calcul au 

cours du temps (son evolution durant la simulation). On s'interesse egalement aux 

conditions physiques qui forcent le fluide a adopter un certain regime d'ecoulement 

plutot qu'un autre. Les figures 6.9, 6.11 et 6.13 montrent respectivement le 

comportement de la temperature a differents temps durant la simulation pour le 

regime stable, en transitions et instable. Le nombre entre parenthese indique le 

nombre de pas de temps correspondant au temps de calcul. 250 est le nombre total 

de pas de temps pour une simulation. De la meme fagon, les figures 6.10, 6.12 et 

6.14 montrent revolution de la vitesse u en fonction du temps. 

Avant de poursuivre, nous allons donner un bref rappel de la signification physique 

des nombres adimensionnels Gz et B. Le role des differentes combinaisons de valeurs 

de Gz et B est determinant, puisqu'elles fixent le comportement de l'ecoulement. 

Rappelons que selon F equation (3.30), le nombre de Graetz (Gz) s'ecrit comme le 

produit entre le ratio (H / R) et le nombre de Peclet Pe. Explicitement, le nombre 

de Gz peut s'ecrire de la facon suivante : 

Le nombre de Gz fournit le ratio entre le transfert de chaleur par convection dans 

la direction ayant une longueur caracteristique R, et le transfert de chaleur par 

conduction dans la direction donnee par la longueur caracterisque H. Une faible 
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valeur de Gz indique qu'il y a suffisamment de temps pour un abaissement substan-

tiel de la temperature du fluide, car le fiuide passe plus de temps dans l'injecteur. 

Par contre, une valeur plus grande de Gz indique un temps de refroidissement trop 

court pour observer un abaissement marque de la temperature du fluide. 

Quant au nombre adimensionnel B, il represente le ratio entre le changement de 

temperature a l'interieur de l'ecoulement T0=(Ta-Tr) et l'accroissement ou la di­

minution de temperature /STr^0i. Une faible valeur de ATrh£0i implique que la 

viscosite depend fortement de TQ. Le nombre B reflete done la sensibilite de la vis­

cosite aux changements de temperature a l'interieur de l'ecoulement. Par exemple, 

une augmentation de la valeur de B a pour effet d'entrainer une augmentation 

de la variation de la viscosite pour un ecart donne de la temperature a l'interieur 

du canal. La chose importante que Ton doit se rappeler est qu'un fluide qui se 

refroidit lorsqu'il s'ecoule, a le potentiel de declencher des instabilites induites par 

les ecarts dans la temperature du fluide. Par exemple, une petite baisse locale de 

la temperature entraine une augmentation de la viscosite qui a son tour ralentit 

le fluide, permettant un refroidissement local accru. Pour certaines combinaisons 

de Gz et B, ces changements peuvent faire basculer l'ecoulement dans un regime 

instable. L'ecoulement du fluide peut alors cesser dans une region et accelerer dans 

une autre. A present, a l'aide de trois exemples, on examine ce qui se passe pour 

chaque regime d'ecoulement. 

6.2.2.1 Regime d'ecoulement stable, B = 2 et Gz = 0.5 

On rappelle que dans le contexte des mesures ponctuelles de temperature, si AT(t) 

forme rapidement un plateau dont la valeur est inferieure a 10~3 degre Celsius, 

alors l'ecoulement possede une symetrie en temperature. En regardant la figure 

6.9 on constate clairement que les isolignes de temperature sont symetriques sur 
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tout le domaine de calcul du debut jusqu'a la fin de la simulation. Ce type de 

comportement caracterise un ecoulement stable. On s'attend egalement a ce que 

la distribution des isolignes pour la vitesse u soit egalement symetrique. Si on 

regarde la figure 6.10, c'est exactement ce que l'on observe. La valeur de Gz est 

petite (0.5), ce qui implique que le fluide a suffisament de temps pour se refroidir 

avant d'avoir franchit le seuil d'injection. Puisque la vitesse du fluide est faible, le 

transfert de chaleur vers les parois se fait principalement par conduction et non 

pas par un transport de chaleur lie au mouvement. La conduction thermique est 

elevee et la perte de chaleur est rapide. En effet, on observe une forte chute de 

temperature a l'embranchement de la partie verticale et horizontale de l'injecteur. 

Malgre cette variation rapide de temperature a l'interieur du canal, la viscosite est 

peu sensible a ce changement etant donne que la valeur de B est petite. II n'y a done 

pas de variations importantes de la viscosite a l'interieure du fluide. La viscosite 

etant relativement uniforme, l'ecoulement a peu de chance d'etre affecte par une 

perturbation qui pourrait l'entrainer vers une instablite. Le fluide maintient done 

son etat de stabilite et l'ecoulement demeure symetrique. 

La figure 6.10 presente les isolignes de vitesse u pour les memes valeurs de Gz et 

B. On constate aisement que les isolignes de vitesse demeurent symetriques, ce qui 

est compatible avec nos mesures ponctuelles de vitesse et le fait que le fluide est 

dans un regime d'ecoulement stable. Regardons maintenant ce qui se passe lorsque 

le fluide entre dans un regime instable. 

6.2.2.2 Regime d'ecoulement instable, B — 4 et Gz = 10 

Encore une fois, on se place dans le contexte des mesures ponctuelles de 

temperature. Si AT(t) forme rapidement un plateau dont la valeur est cette 

fois superieure a 10~3, alors l'ecoulement affiche clairement une asymetrie en 
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temperature. On peut faire ce constat sur la figure 6.11. Les isolignes de temperature 

montrent qu'initialement le fluide s'ecoule symetriquement, mais que rapidement il 

evolue vers un etat ou l'ecoulement devient instable et aymetrique. De plus, dans 

ce cas precis, la figure 6.12 montre que la vitesse u devient nulle dans la partie 

gauche du canal. Ce phenomene temoigne que l'instabilite s'est amplifiee au point 

de faire basculer l'ensemble de l'ecoulement vers la droite du canal. La valeur de 

Gz qui est ici 20 fois plus elevee que dans le cas precedent (i.e. stable), indique 

que la convection est le mecanisme principal dans le transfert de chaleur. En ef-

fet, le fluide transporte assez de chaleur par convection vers les sorties pour que 

Ton puisse observer dans la partie horizontale du canal, une zone etroite ou la 

temperature du fluide est maintenue egale a celle qu'il avait a son entree. On re-

marque egalement que la conduction de chaleur joue un role seulement pres des 

parois horizontales du canal. La valeur de B, plus elevee ici que dans le cas ou 

l'ecoulement est stable, implique que la viscosite est plus sensible aux changements 

de temperature a l'interieur du fluide. 

II suffit maintenant qu'une petite perturbation locale de temperature (causee par 

le refroidissement du fluide pres des parois) soit presente pour affecter localement 

la valeur de la viscosite et ainsi provoquer un changement dans le comportement 

de l'ecoulement. Si une perturbation causee par le refroidissement du fluide fait en 

sorte qu'une asymetrie dans la distribution de la temperature se developpe, alors 

on peut s'attendre a ce que l'ecoulement soit entraine vers un etat instable. On rap-

pelle que la temperature de la paroi inferieure horizontale droite est perturbee d'une 

valeur £=10~5 , permettant de maintenir une faible asymetrie de temperature dans 

le canal. Cette paroi ayant une temperature legerement superieure, elle entraine 

une diminition de la viscosite. Si la viscosite diminue, le fluide s'ecoule avec plus de 

facilite entrainant une legere augmentation du debit dans la partie droite du canal 

au detriment de la partie gauche. Le fluide transporte alors plus de chaleur vers la 
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droite ce qui entraine a nouveau une diminution de la viscosite. Le developpement 

de cette asymetrie thermique reduit le transport de chaleur a l'interieur de la partie 

gauche du canal. La consequence directe est une augmentation de la viscosite et un 

refroidisement plus important. Un gradient eleve de la viscosite s'etablit alors dans 

l'ecoulement. Ces evenements se deroulent en cascade et s'amplifient au point ou 

l'ecoulement cesse completement dans une region (i.e. partie gauche du canal d'in-

jection) et accelere dans l'autre (i.e. partie droite du canal d'injection). L'evolution 

de cette asymetrie est done une consequence directe de l'instabilite de l'ecoulement. 

Comme nous le verrons dans la prochaine section, certaines combinaisons de valeur 

des parametres Gz et B placent l'ecoulement dans un etat intermediaire, e'est-a-

dire entre ecoulement stable et instable. C'est ce que Ton designe par regime en 

transition. 

6.2.2.3 Reg ime d'ecoulement en transit ion, B = 4 et Gz = 20 

La courbe de AT(t) et les courbes de vitesse u (figures 6.4(d) et 6.6(d)) montrent 

que l'ecoulement du fluide dans l'injecteur evolue de maniere asymetrique. Contrai-

rement au regime instable, le regime en transition afiiche une asymetrie en 

temperature et en vitesse qui se developpe lentement au cours du temps et qui 

n'atteint pas avant la fin de la simulation, les criteres necessaires pour qu'il soit 

qualifie d'instable. Les figures 6.13 et 6.14 presentent les resultats numeriques de 

revolution de la distribution de temperature et de la vitesse u sur l'ensemble du 

domaine de calcul lorsque B—A et Gz=20. On constate aisement en comparant avec 

le regime instable, que revolution de l'asymetrie se fait plus lentement. Rappelons 

qu'une valeur elevee de Gz indique un refroidissement reduit du fluide qui circule 

dans le canal. Plus la valeur de Gz est grande, moins le fluide a le temps et la capa-

cite de se refroidir avant de quitter l'injecteur. Si le fluide a moins de temps pour 

se refroidir, alors son potentiel d'engendrer des instabilites liees a des variations de 
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temperature est affaibli. L'efncacite de ces instabilites a perturber le fluide est done 

moindre. L'ecoulement n'a done pas le temps ou est dans l'incapacite d'atteindre 

le regime instable. Si on permet a la valeur de Gz d'augmenter, on peut s'attendre 

a ce que l'ecoulement retrouve sa stabilite puisque les instabilites dans le fluide 

n'auront plus d'effets sur le comportement de l'ecoulement. En effet, puisque la 

vitesse du fluide augmente, la convection devient beaucoup plus importante que la 

conduction, ce qui fait en sorte que le fluide est plus stable. On remarque ce retour 

a la stabilite sur les figures 6.4(d) et 6.6(d) lorsque Gz vaut 50 et plus. 

6.2.3 Comportement de l'ecoulement lorsque m = 0 

Le mecanisme a la source des instabilites est l'apparition et revolution d'un ecart de 

temperature a l'interieur de l'ecoulement. Ces variations de temperature influencent 

la viscosite, ce qui a pour effet de modifier les proprietes et le comportement du 

fluide. L'expression mathematique de la viscosite (equation (6.1)) montre qu'elle 

depend de la temperature et du cisaillement. Cette double dependance laisse pen-

ser qu'il existe un couplage entre la temperature et le cisaillement. On a verifie 

l'existence de ce couplage en effectuant quelques simulations pour les trois regimes 

d'ecoulements, et en posant la valeur de m egale a 0 dans F equation de la viscosite. 

De cette fagon, on voit si la temperature est capable a elle seule, d'engendrer les in­

stabilites necessaires pour entrainerer l'ecoulement vers un desequilibre. Si on pose 

ra=0 dans l'equation 6.1, alors la viscosite depend uniquement de la temperature 

et le fluide redevient Newtonien. La figure 6.8 montre les resultats des simulations 

numeriques pour un B constant (B=6) et quatre valeurs de Gz. Les isolignes de 

vitesse u permettent de constater que l'ecoulement demeure symetrique pour les 

quatre valeurs choisies de Gz. On rappelle que lorsque m—-0.8, l'ecoulement est 

stable pour Gz=0.1, instable pour Gz=l, 5 et en transition pour Gz=20 (voir la 

figure 6.5(b)). On conclut que la presence du terme 7m dans l'expression de la 
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viscosite est essentielle, puisque l'influence unique de la temperature est incapable 

de creer un desequilibre dans l'ecoulement. L'influence de la temperature et du 

cisaillement sur le comportement de la viscosite et du fluide peut se resumer par 

une chaine d'evenements qui se produisent en cascade : 

- S i T T = ^ T 7 | = > M T = * 7 T e t T T = ^ * 7 1 -

- Si T I => 7] T => u | => 7 | et T | => r? | -

Sous certaines conditions (imposees par le choix des valeurs de Gz et B), cette 

chaine d'evenements forcera le fluide vers un regime d'ecoulement instable et 

asymetrique. 
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(a) B=6 et Gz=0.1 (b) B=6 et Gz=1.0 
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(c) B=6 et Gz=5.0 (d) B=6 et Gz=20.0 

FIG. 6.8 Isolignes de vitesse u lorsque m = 0 (t=87.5). 
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(a) t=3.5 (10) (b) t=24.5 (70) 

(c) t=52.5 (150) (d) t=87.5 (250) 

F I G . 6.9 Isolignes de temperature pour B — 2 et Gz = 0.5. 
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FIG. 6.10 Isolignes de vitesse u pour B = 2 et Gz = 0.5. 
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F I G . 6.11 Isolignes de temperature pour B — 4 et Gz = 10. 
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(c) t=52.5 (150) (d) t=87.5 (250) 

FIG. 6.12 Isolignes de vitesse u pour B = 4 et Gz = 10. 
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FIG. 6.13 Isolignes de temperature pour B — 4 et Gz = 20. 
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FIG. 6.14 Isolignes de vitesse u pour B = 4 et Gz = 20. 



104 

En s'appuyant sur ce que Ton vient de voir, on presente dans la prochaine section un 

classement des 132 simulations numeriques qui ont ete faites dans le but d'etablir 

une carte de stabilite de l'ecoulement dans l'espace de phase Gz-B. 

6.2.4 Carte de stabil ite 

La mesure de AT(t) (figures 6.4 et 6.5) fournit un critere de classement base sur 

l'echelle de temperature T0, tandis que la mesure des vitesses (figures 6.6 et 6.7) 

vient corroborer ou eclaircir le regime d'ecoulement dans lequel il se trouve pour une 

paire de valeur de Gz et B. Cette methode a permis de classer les trois exemples 

de la section precedente. En employant la meme methode pour les 132 simula­

tions numeriques on arrive a creer une carte, ou chaque point contenu sur cette 

carte correspond a un couple de valeur de Gz et B et sur lequel une etiquette 

de stabilite est donnee selon son classement. La figure 6.15(a) montre le resultat 

de ce classement. Un point vert represente un ecoulement stable, un point bleu 

designe un ecoulement en transition et un point rouge est attribue a un ecoulement 

instable. On a egalement trace sur la carte la courbe qui delimite approximative-

ment le bassin d'instabilite de l'ecoulement. Le diagramme de stabililte indique que 

seules certaines combinaisons specifiques de Gz et B entrainent une asymetrie de 

l'ecoulement. En terme du nombre de Gz, on peut definir trois grandes zones : 

- 1) 0.1 < Gz < 0.25. 

- 2) 0.25 < Gz < 20. 

- 3) 20 < Gz < 200. 

La premiere zone montre que tous les points sont stables, sauf ceux dont la valeur 

de B est superieure ou egale a 10 (Gz=0.25). Dans la premiere zone, la valeur de 

Gz est faible, le fluide se refroidit tres rapidement par conduction avant d'atteindre 

le seuil d'injection. Dans la partie horizontale du canal, le fluide a essentiellement 
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Carte de stabilise dans l'espace de phase B-Gz. 
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FIG. 6.15 Carte de stabilite decrivant le comportement du fluide en fonction des 
parametres, (a) Gz et B, (b) Gz et B* . 
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la meme temperature que les parois. La temperature du fiuide etant tres uniforme, 

aucun desequilibre thermique n'est present et la stabilite du fluide est maintenue, 

meme lorsque la valeur de B est grande. On remarque que l'ecoulement perd de 

sa stabilite seulement si B est superieur ou egal a 9 et si Gz=0.25. Lorsque Gz est 

faible, le fluide est deja en grande partie refroidit a l'entree de la partie horizontale 

du canal. En effet, une faible valeur de Gz indique qu'il y a suffisament de temps 

pour un abaissement substantiel de la temperature du fluide. Dans ce cas, l'echelle 

de temperature T0 utilisee dans la definition du nombre B (equation 3.32) n'est 

plus valable. On rappelle que l'echelle de temperature To est egale a la difference 

entre la temperature du fluide Ta au seuil d'injection et la temperature Tr des parois 

horizontales (i.e : T0=Ta-Tr), ou Tr ~ 0 et Ta ~ 1, done T0=Ta. Pour tenir compte 

du refroidissement rapide du fluide, on definit une nouvelle echelle de temperature 

T£=T*-Tr, ou T* est mesuree dans la partie horizontale du canal. Cette echelle de 

temperature modifiee permet de definir un B effectif, que Ton nomme B*. La figure 

6.15(b) montre la carte de stabilite dans l'espace de phase Gz-i?*. On constaste 

que lorsque la valeur de Gz est faible, B* est beaucoup plus petit que B. Si B* 

est petit lorque Gz est faible, alors la viscosite est peu sensible aux changements 

de temperature presents a l'interieur de l'ecoulement. Par consequent, l'ecoulement 

demeure stable et symetrique. On remarquera que B* et B ont presque les memes 

valeurs lorsque Gz est eleve, car dans ces conditions, T* ~ Ta. 

La deuxieme zone presente un interet particulier, puisqu'elle contient le bassin d'in-

stabilite. Dans cette region, Gz varie entre 0.5 et 10. Dans cette intervalle de valeur, 

la vitesse du fluide et le transfert de chaleur par convection deviennent plus impor-

tants, ce qui a pour effet d'etendre et d'accroitre le gradient thermique a l'interieur 

de la partie horizontale du canal d'injection. Par contre, le transfert de chaleur par 

conduction est reduit par rapport a ce que Ton avait pour les valeurs inferieures de 

Gz (i.e. Gz=0.1 et 0.25). Toutefois, il demeure assez important pour permettre un 
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refroidissement marque du fluide par les parois. Or, ce refroidissment du fluide a 

le potentiel de produire une asymetrie sur la distribution de la temperature dans 

l'injecteur et d'influencer la viscosite. La carte de stabilite montre que si la valeur 

de B est inferieure ou egale a 2, l'ecoulement est stable. En effet, lorsque B est 

petit, la viscosite est peu susceptible d'etre sensible aux variations du gradient de 

temperature presentes dans le canal. Par contre, pour une valeur de B superieure a 

2, de larges gradients de viscosite apparaissent et l'ecoulement devient instable. On 

remarque qu'il existe une petite region ou l'ecoulement est stable malgre les valeurs 

elevees du parametre B. Dans cette region, les vitesses elevees du fluide permettent 

a l'ecoulement d'atteindre a nouveau la stabilite. En d'autres mots, l'importance 

de la convection induit un amortissement sur les perturbations. 

Finalement, la derniere zone de la carte de stabilite montre que l'ecoulement est 

stable pour toutes les valeurs de Gz et B. On sait que les instabilites sont causees 

par un desequilibre de la temperature dans le canal d'injection et que c'est le 

refroidissement en provenance de la paroi qui determine ce desequilibre. Lorsque 

Gz est grand, la vitesse du fluide dans la partie horizontale du canal est grande 

et le transport de chaleur par convection est tres eleve. La conduction devient 

alors beaucoup plus petite que la convection, ce qui fait en sorte de stabiliser 

l'ecoulement. La vitesse elevee du fluide joue le role de stabilisateur, en entrainant 

rapidement avec lui les instatilites ayant le potentiel de perturber l'ecoulement. 

En plus de definir les regions ou l'ecoulement est stable ou instable, la carte de 

stabilite permet de repondre a Fun des objectifs que Ton s'etait fixe. On rappelle 

qu'une variation du nombre de Gz peut etre interpreted comme un changement de 

geometric En effet, le nombre de Graetz fait intervenir le ratio de deux grandeurs, 

la demi-hauteur H de la branche horizontale de l'injecteur et son rayon R (voir 

l'equation (3.30) et la figure 6.1). Par exemple, une petite valeur Gz peut etre 

associee a une geometrie ou le canal horizontal est long et etroit (H faible et R 
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grand). Sachant que l'ecoulement est stable pour des valeurs precises de Gz, il 

devient possible de definir une famille de parametres geometriques (et done une 

famille de geometries pour l'injecteur) permettant de minimiser ou meme d'eliminer 

les problemes de moulage causes par les instabilites de l'ecoulement dans l'injecteur. 

6.3 Analyse de sensibilite 

L'analyse de l'ecoulement et les mesures de AT(t) ont permis de definir la carte de 

stabilite en fonction des nombres adimensionnels Gz et B. Cette carte a egalement 

permis de determiner et de tracer la frontiere entre les zones stables et instables. 

Dans cette section, on montre que les sensibilites obtenues par la Methode de 

l'Equation des Sensibilites (MES) permettent d'anticiper la reponse du systeme a 

des perturbations des parametres Gz et B. En d'autres mots, on montre que lorsque 

les parametres sont perturbes autour de leurs valeurs courantes, les equations de 

sensibilite sont capables de predire correctement la tendance et le comportment de 

l'ecoulement. Par exemple, lorsque l'on choisit un point sur la carte de stabilite, 

on voudrait etre en mesure de determiner en fonction de Gz et B, la direction vers 

laquelle on doit se deplacer pour aller vers un ecoulement plus stable ou moins 

stable. Une fois cette direction trouvee, on sera en mesure de dire si un point voisin 

est stable ou instable par rapport au point de depart. Dans ce contexte, le calcul 

des sensibilites est utilise pour determiner la nature d'une solution voisine. On 

montre egalement que les sensibilites procurent de l'information sur le passage de 

la zone stable a la zone instable, e'est-a-dire que l'on peut anticiper le passage a 

l'instabilite (i.e. lorsque l'on franchit la frontiere de la zone de transition). 
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6.3.1 Developpement en serie de Taylor et sensibilites 

Le calcul d'une solution voisine se comprend aisement en terme de serie de Taylor. 

Par exemple, si on considere une fonction F de deux variables x et y, alors le 

developpement en serie de Taylor de F s'ecrit : 

F ( X + AX,,J + AV) = ^J: -LM^W (6.3) 
m=0n=0 w 

Au premier ordre, on obtient, 

F(x + Ax,y + Ay) ~ F(x,y) + T^F(X,y)Ax + -Q~F{X,y)Ay (6.4) 

Les termes dxF(x, y) et dyF(x, y) expriment le changement de F lorsque x et y 

varient. lis traduisent la reponse de F a des perturbations des variables x et y. Vue 

sous cet angle, dxF(x, y) et dyF(x, y) expriment la sensibilite de F par rapport a 

x et a y respectivement. On rappelle que la sensibilite est definie comme la derivee 

de X, une variable d'etat, par rapport a un parametre arbitraire a. Supposons que 

X represente la vitesse u d'un champ) de vitesse quelconque, ou u=u(x, y, t; a) et 

supposons egalement que u soit sensible aux variations de a. Alors la sensibilite de 

u par rapport a a s'ecrit de la fagon suivante : 

_ du(x,y,t;a) 
su-- da , (b.4>j 

que Ton note simplement par su. Pour montrer que les equations de sensibilites sont 

capables d'anticiper la reponse du systeme a des perturbations des parametres Gz 

et B, on s'interessera particulierement a la sensibilite de AT(t) par rapport a Gz 

et a B, car la mesure AT(t) reflete le comportement et revolution de l'ecoulement. 

En faisant un developpement en serie de Taylor au premier ordre de AT(t, Gz, B) 
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on obtient : 

AT(t, Gz + SGz, B + SB)^ AT(t, Gz, B) + - ^ - AT(£, Gz, £)£Gz 

+ -^AT{t,Gz,B)5B, (6.6) 

Si on note les sensibilites dczAT(t, Gz, £?) et dBAT(t, Gz, 5 ) simplement par s ^ 

et sf r , alors l'equation (6.6) s'ecrit, 

AT(t, Gz + <5Gz, B + 8B)fx AT(t, Gz, 5 ) + s%SGz + s%T8B. (6.7) 

La sensibilite SAT(*) se calcule simplement en prenant la difference entre la sensi­

bilite de la temperature mesuree au point P<i et la sensibilite de la temperature 

mesuree au point P\ (voir la figure 6.3). On a done, 

s% = s% - s% (6.8) 

oB - « B _ cB 

o A T — hTl bTl. 
B =4-4- (e-Q) 

Les valeurs des sensibilites de la temperature par rapport aux parametres Gz et B 

s'obtiennent en solutionnant numeriquement le systeme d'equations des sensibilites 

(3.43-3.45). 

6.3.2 Verification du calcul des sensibilites par difference finie 

Avant de poursuivre notre analyse, on confronte le calcul des sensibilites a une 

verification par difference finie. On rappelle que la sensibilite est definie comme la 

derivee d'une variable d'etat X par rapport a un parametre d'interet a. Supposons 

que X represente la vitesse u=u(x, y, t) et supposons egalement que cette vitesse 

soit sensible aux variations d'un parametre a, telle que la viscosite ji par exemple. 
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FIG. 6.16 Comparaison entre les sensibilites calculees par la methode des sensibilites 
et les sensibilites obtenues par difference finie. La figure (a) presente l'ecoulement, 
tandis que les figures (b), (c) et (d) montrent les sensibilites par rapport aux pa-
rametres Gz, m et B respectivement. Les calculs ont ete fait avec B = 2, Gz = 2. 

Alors la sensibilite de u par rapport a /J, s'ecrira de la fa§on suivante : 

A( du(x,y,t;n) 
(6.10) 

que Ton note generalement par su. On peut approcher l'equation (6.10) par une 

difference finie de la forme, 

<9/(x, t; a) / ( x , t; a0 + 5a) - / ( x , t; o0 - 5a) 

da 28a 
(6.11) 

ou ao denote la valeur du parametre a et 5a represente une petite perturbation de 

ce parametre. Ce calcul est simple et permet de verifier aisement si les equations 
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de sensibilites sont justes. La figure 6.16 compare les resultats des deux methodes 

d'approximation et indique que la concordance parfaite confirme et verifie le calcul 

des sensibilites par la methode des equations de sensibilites. 

6.3.3 Courbes de sensibilite et vecteur de stabilite 

Les figures 6.17 et 6.18 montrent revolution temporelle de AT(t) et de SAT(*) P a r 

rapport a Gz, m et B pour deux valeurs du parametre Gz (5 et 10). Les differentes 

courbes de AT(t) servant uniquement de point de reference. Seules les courbes 

de SAT(^) P a r rapport a Gz et B presentent un interet ici, puisque que la carte 

de stabilite est exprimee dans l'espace des parametres Gz-B. Pour comprendre le 

comportement des differentes courbes de sensibilite, on doit imaginer les courbes 

de AT(t) comme etant le resultat de la projection d'une surface sur le plan AT(t)-

t/tfui. Cette surface est formee des differentes courbes de AT(t) que Ton repartit 

le long d'un troisieme axe pour chaque valeur de B. Les variations de cette surface 

dans la direction de la coordonnee B sont mesurees par s%T(t). 

Le schema 6.19 montre une coupe de cette surface pour Gz=5 au temps t/tfm=0.2 

(voir la figure 6.17). On observe que s^T en B—3 est positif, tandis que pour 

B=8, s^T est negatif. On constate que les courbes de sensibilite de AT(t) par 

rapport a B au temps t/tfm—0.2 ont le bon signe. De plus, pour cette valeur 

particuliere du temps, s^T atteint son maximum lorsque B=3, contrairement a 

B=8 ou s^T atteint pratiquement son minimum. Si on laisse evoluer le temps, 

on peut alors suivre revolution de s^T pour chacune des valeurs de B. Le meme 

raisormement s'applique pour comprendre et suivre l'evolution de s ^ au cours du 

temps. On rappelle que l'un des objectifs du calcul des sensibilites, est de donner la 

direction vers laquelle on doit se deplacer sur la carte de stabilite pour aller vers un 

ecoulement plus stable ou moins stable, a partir d'un point donne de cette carte. 
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FIG. 6.17 Evolution temporelle de SAT(J)5 GZ = 5. 

Pour determiner cette direction, on commence par reecrire l'equation (6.7) de la 

fagon suivante, 

AT(t, Gz + SGz, B + SB)^ AT(t, Gz, B) + V(AT(t, Gz, B)) • S (6.12) 

ou V=(3GZ) 9B) et S=(5Gz, SB)T. Cette reecriture fait apparaitre le gradient de 

AT(t). Cette notation permet de faire ressortir la nature vectorielle des sensibilites. 

Ainsi, on peut voir les termes s^x e t «AT comme les composantes d'un vecteur (i.e. 

le gradient) dans l'espace de phase Gz-B. On peut done construire sur chacun des 

points de la carte de stabilite, un vecteur qui indiquera la direction a suivre pour 

aller vers un ecoulement plus stable ou moins stable. On veut determiner si ces 

vecteurs pointent vers la zone instable ou s'ils pointent dans le sens oppose. Cette 
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direction est fixee par le signe de s^r e^ SAT- A titre d'exemple, regardons les 

courbes de sensibilite par rapport a Gz et a B pour Gz=5, B—2> et B—9. Lorsque 

B=3, on remarque qu'au cours du temps, le signe de la sensibilite par rapport 

a Gz est negatif et que le signe de la sensibilite par rapport a B est positif. On 

peut done construire independamment de la grandeur de s^r et de sf T, un vecteur 

ayant comme point d'origine les coordonnees (Gz=5, B=3). De plus, on constate 

que ce vecteur s'oriente generalement vers la zone instable. En effet, si on se place 

au point Gz=5 et 5 = 3 sur la carte de stabilite, on voit que la zone instable est 

globalement situee en haut et a gauche par rapport a ce point. Les deux courbes de 

sensibilite pour B=9 permettent de constuire un second vecteur de la meme fagon. 

Son point d'origine est donne par les coordonnees Gz=5 et B=9 et son orientation 

generale indique aussi la zone instable. En effet, les signes de S^T e^ de sf T sont 
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F I G . 6.19 Valeur de s\T au point B=3 et B=8. 

negatifs et la zone instable se trouve a gauche et legerement sous le point d'origine 

de ce vecteur. Les deux exemples que Ton vient de voir permettent de conclure que 

le signe des composantes fournit par le calcul des sensibilites force les vecteurs a 

pointer vers la zone instable. A la section 6.3.4, on explique pourquoi les sensibilites 

attribuent un sens privilegie a ces vecteurs. 

La connaissance du signe des sensibilites n'est pas suffisant, car elle ne permet pas 

la construction d'un vecteur unique. II faut aussi connaitre la grandeur des compo­

santes du vecteur que l'on veut construire. On determine cette grandeur a partir 

des valeurs que prennent les courbes de sensibilites. Deux possibilites s'offrent alors 

a nous. On peut soit observer revolution temporelle des composantes s^x et s £ T 

pour des valeurs successives de t/tfm, ou bien choisir des valeurs particulieres. Une 

fois que toutes les composantes ont ete determinees a partir des courbes de sensi-

bilite, on definit un champ de vecteur qui sera superpose sur la carte de stabilite. 

On nomme vecteurs de stabilite, l'ensemble des vecteurs qui recouvrent la carte de 

stabilite. Cet ensemble de vecteurs forme dans l'espace Gz-B un champ de vecteur 

de stabilite. 
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6.3.4 Carte des vecteurs de stabil ite 

Tous les vecteurs de stabilite, que Ton note vs, s'obtiennent de la fagon suivante : 

cGz B 

v. = (S-f,S~f), (6.13) 

ou N designe la normalisation des vecteurs et s'ecrit comme suit, 

N = yf(8%)* + (sB
ATy. (6.14) 

On normalise les vecteurs de stabilite dans le but de rendre le champ de vecteur 

plus lisible. Les figures 6.17 et 6.18 montrent que les sensibilites evoluent dans le 

temps de fagon similaire et qu'elles passent toutes par un maximum ou un mi­

nimum selon les valeurs de B. On prendra note que l'echelle des sensibilites ne 

permet pas de discerner tous les maximum ou minimum presents sur les figures. 

Si on reprend Fun des deux exemples precedents, on remarque que les courbes de 

sensibilite par rapport a Gz et a B ont toutes deux un minimum lorsque Gz=5 

et B=9. On remarque que ce minimum a presque la meme valeur pour les deux 

courbes. Le vecteur construit a partir de ces composantes pointe done avec un angle 

de pres de 45 degres vers l'interieur de la zone instable. Si on fait la meme chose 

avec les courbes de sensibilite pour Gz=5 et B=3, on constate alors que le vecteur 

resultant pointe lui aussi en direction de la zone instable. Ces deux exemples per-

mettent de croire que les sensibilites sont en mesure de predire le comportement 

de l'ecoulement. L'etape suivante consiste a prendre toutes les valeurs maximales 

et minimales des courbes de sensibilite et de construire l'ensemble des vecteurs de 

stabilite. On obtient de cette fagon la carte des vecteurs de stabilite pour les valeurs 

maximales des sensibilites (figure 6.20). 
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FIG. 6.20 Carte des vecteurs de stabilite de s^T (valeur max.). 

La figure 6.20 montre clairement l'orientation de tous les vecteurs de stabilite nor­

malises vs. On constate globalement que l'ensemble des vecteurs qui se trouvent 

hors de la zone d'instabilite pointent en direction de la zone instable, tandis que 

ceux qui se trouvent a l'interieur de la zone d'instabilite indiquent globalement 

la region ou l'ecoulement est le plus instable. En particulier, on remarque que les 

vecteurs de stabilite contenus dans la region bornee par 1 < Gz < 2 e t 4 < £ ? < 8 

et celle bornee par 0.5 < Gz < 1 et 9 < B < 12, pointent les uns vers les autres. 

Ces deux regions sont traversees par une ligne pointillee. Si on fait reference aux 

courbes de AT(i) sur les figures 6.4 et 6.5, on observe en effet que les ecoulement 

les plus instables se repartissent le long de cette ligne. Les vecteurs de stabilite 

sont done en mesure de predire le comportement du fluide en donnant la direction 

a suivre pour aller d'un ecoulement plus stable vers un ecoulement moins stable. 

Autrement dit, pour avoir un ecoulement plus stable, il faut se deplacer dans la 
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direction opposee. Ceci implique que les sensibilites attribuent un sens privilegie 

aux vecteurs de stabilite. Ce qui suit montre pourquoi. La figure 6.21 presente un 

schema de la carte de stabilite. On y retouve le bassin d'instabilite et les region ou 

l'ecoulement est stable. Les fleches en trait plein representent les vecteurs de stabi­

lite obtenus a partir des sensibilites. Par contre, celles en trait pointilles designent 

les vecteurs de stabilite que Ton obtiendrait si le signe des sensibilites etait inverse. 

B 

"* —\-

region 
stable \ region instable \ 

\ AT \ 
\ z—*L instable 

region stable 
^TstaWe 

region 
stable 

l^Z 

Gz 

F I G . 6.21 Schema de la carte de stabilite. 

vs • 5 = 0 5 

vs • 5 < 0 
plus stable 

plus instable 

8 v s .g = o 

F I G . 6.22 Vecteur de stabilite vs et vecteur de perturbation d. 

On sait que le decoupage de la carte de stabilite est basee sur revaluation de AT(t). 



119 

Si on se deplace sur la carte de stabilite de fagon a aller d'un ecoulement plus stable 

vers un ecoulement plus instable, alors AT(t, Gz + SGz, B + SB) > AT(t, Gz, B). 

En effet, plus l'ecoulement est instable, plus la difference de temperature AT(t) est 

elevee (voir les figures 6.4 et 6.5). Par contre, si on parcour le chemin inverse, on 

aura AT(t, Gz + SGz, B + SB) < AT(t, Gz, B). 

On constate que AT(t, Gz+^Gz, B+SB) > AT{t, Gz, B) si le produit scalaire entre 

le vecteur de stabilite vs et le vecteur de perturbation 8 est positif. En d'autres 

mots, V(AT(t, Gz, B)) • 8 =(Nvs • 8)=s%SGz + s^TSB > 0 (voir figure 6.22). De 

plus, l'augmentation de la perturbation de AT(t) est maximale pour une valeur 

de || 8 || donnee, si le produit scalaire vs • 8=\\ vs \\\\ 8 ||. Pour que cela arrive, il 

faut necessairement que le vecteur de perturbation 8 possede la meme direction et 

le meme sens que le vecteur de stabilite vs. Or vs pointe en direction de la zone 

instable. La figure 6.20 montre clairement que le calcul des sensibilites fonctionne 

bien. Pour s'en assurer, on suppose que le calcul des sensibilites nous donne un 

resultat different. Par exemple, on imagine qu'il inverse le signe des composantes 

de vs. Dans ce cas, les vecteurs de stabilite pointent tous dans la direction opposee 

de ceux contenus sur la figure 6.20. On sait que si on se deplace vers la zone instable, 

alors AT(t, Gz + SGz, B + SB) > AT(t, Gz, B). Par contre, dans ce cas vs-8 < 0, ce 

qui est incompatible. On peut done conclure que la methode des sensibilites permet 

d'anticiper et de predire correctement le comportement de l'ecoulement lorsqu'on 

perturbe les parametres Gz et B. 
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6.3.5 N o r m e des vecteurs de stabil i te 

Jusqu'ici on s'est attarde a F orientation des vecteurs de stabilite donnee par les 

sensibilites. On rappelle que cette orientation depend de la valeur des composantes 

s ^ et s^T. On peut se demander a present s'il est possible de tirer de Finformation 

de la norme des vecteurs de stabilite vs. La norme de vs se calcule aisement en 

utilisant F equation (6.14). La figure 6.23 presente une carte tridimensionnelle ou 

le plan Qz-B contient la carte de stabilte et ou Faxe z represente la norme de 

vs. A la verticale de chaque point de la carte de stabilite, on retrouve la valeur 

correspondante de || vs ||. Tout comme les composantes de vs, la norme de vs est 

construite en prenant les valeurs maximales de s^r e^ SAT-

La premiere constatation que Fon fait en regardant la figure 6.23, c'est que la valeur 

de || vs || est pratiquement nulle partout ou Fecoulement est stable. Cependant, 

|| vs || est non-nulle des que Fon se trouve a l'interieur de la zone d'instabilite 

et sur la frontiere qui la delimite (voir figure la 6.15). De plus, on remarque que 

les valeurs les plus elevees sont associees aux points de transition ou a des points 

voisins de ceux-ci. Ces points definissent la frontiere entre les ecoulements stables 

et les ecoulements instables. La figure 6.24 se concentre sur une petite region de 

la figure 6.23 et permet de mieux observer les changements de la norme de vs. Les 

valeurs elevees de || vs \\ apparaissent pres de cette frontiere entre les zones stables 

et instables, car le long de cette courbe les gradients de AT(t) sont importants. En 

effet, si on se refere aux figures 6.17 et 6.18, on constate alors que les valeurs de 

s ^ et s^j, sont maximales aux points de transition ou au voisinage de ces points. 
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FIG. 6.23 Carte de la norme des vecteurs de stabilite. 

F IG. 6.24 Petite region de la figure 6.23. 
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On porte maintenant notre attention sur la figure 6.24. Cette figure permet de 

mieux observer le comportement de la norme de vs lorsque Gz est fixe et que B 

varie. La norme de vs est maximale pres de la frontiere de transition, puis decroit 

pour atteindre un minimum a mesure que B augmente. Par la suite, la norme de 

vs augmente pour finalement atteindre un maximum lorsque Ton s'approche de 

nouveau de la frontiere de transition. Ce comportement s'explique par le fait que 

les variations de AT(t) sont de moindre intensite entre les ecoulements instables 

comparees aux variations de AT(t) presentes autour des points de transition. Ces 

variations se refletent sur les valeurs de s^x et s^T et done sur la valeur de la 

norme de vs. Ce qu'il faut retenir de la carte des normes de vs (figure 6.23), e'est 

qu'elle permet de delimiter le bassin d'instabilite sans faire reference directement 

a Panalyse des courbes de AT(t). On peut done connaitre le comportement de 

l'ecoulement en fonction des valeurs Gz et B tout en faisant abstraction de la carte 

de stabilite representee dans le plan Gz-B. Le calcul des sensibilites est done en 

mesure de predire correctement le comportement de l'ecoulement. Pour terminer, 

la derniere section de ce chapitre presente une autre application des sensibilites, le 

calcul rapide de solutions voisines. 

6.3.6 Calcul de solutions voisines 

Le calcul d'une solution voisine se comprend aisement en terme de serie de Tay­

lor. L'idee derriere le calcul des solutions voisines est de calculer rapidement une 

nouvelle solution a partir d'une solution initiale deja calculee. De cette facon, on 

evite de calculer explicitement la nouvelle solution. Le developpement en serie de 

Taylor donne par l'equa,tion (6.4) montre que Ton peut approcher la valeur de F 

aux points x + Ax et y + Ay, a partir de la fonction F evaluee aux points x et 

y. Cette approximation est d'autant plus juste si les perturbations Ax et Ay sont 

petites et si la fonction F ne varie pas trop rapidement dans l'espace (x,y). 
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Dans le contexte de notre application et du calcul des sensibilites, on veut montrer 

qu'il est possible de reconstruire un courbe de difference de temperature AT(t, Gz+ 

SQz, B + SB) a partir de AT(t,Gz,B). Le developpement en serie de Taylor au 

premier ordre de AT(t, Gz, B) s'ecrit de la fagon suivante : 

AT(t, Gz + SGz, B + SB)^ AT(t, Gz, B) + — - AT(t, Gz, B)SGz 

+ ^AT(t,Gz,B)SB (6.15) 

En termes des sensibilites, cette equation se reecrit comme suit, 

AT(t, Gz + 6Gz,B + SB) « AT(t, Gz, B) + s%SGz + sfTSB. (6.16) 

Maintenant, pour une perturbation <5Gz et SB donnee, l'objectif est de comparer 

une courbe de difference de temperature AT(t, Gz + SGz, B + SB) obtenue par un 

calcul direct, et celle que Ton obtiendrait en utilisant l'equation (6.16). Pour cela, 

on a fait deux calculs de solutions voisines. L'un avec Gz=2 et 5=0 .25 , l'autre avec 

Gz=2 et B—2. L'ecoulement associe a la premiere solution est stable tandis que celui 

associe a la seconde est instable. Ensuite, on a recalcule deux solutions perturbees 

de 5% et deux autres perturbees de 25%. Une fois les sensibilites extraites du calcul 

des solutions initiales, on a finalement determine les courbes de AT(t, Gz+5Gz, B+ 

SB) extrapolees en utilisant l'equation (6.16). Les figures 6.25 et 6.26 montrent 

les resultats obtenus. A premiere vue, on remarque que les solutions extrapolees 

reproduisent bien le comportement des solutions recalculees. En effet, dans le cas oil 

Gz et B sont perturbes de 5% (figure 6.25), l'accord entre 1'approximation donnee 

par la serie de Taylor et la solution recalculee est presque parfait. Par contre, 

lorsque la valeur de Gz et B est perturbee de 25% (figure 6.26), l'accord entre les 

deux courbes se degrade. 
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Dans ce cas, la difference entre la solution approximee et la solution recalculee 

s'explique probablement par le fait que les termes d'ordre superieur, negliges dans 

l'equation 6.16, deviennent importants. 

6.3.7 Les effets de la discretisation en espace sur la stabilite. 

Un ecoulement en equilibre instable devient non-symetrique (hors equilibre), lors-

qu'il est perturbe. Le maillage induit des perturbations qui affectent la solution. 

L'inconvenient est qu'on ne peut pas controler les erreurs de discretisation. Dans 

de telles circonstances, un maillage symetrique et regulier permet de controler et de 

reduire les perturbations indesirables. Par contre, si le maillage n'est pas assez fin, 

alors les erreurs de discretisation deviennent importantes, ce qui risque d'influencer 

la stabilite et le comportement de l'ecoulement. 

En effet, on montre dans cette section que la discretisation en espace hx—Ax in­

fluence la stabilite de l'ecoulement. On a fait cinq simulations numeriques sur des 

maillages reguliers et symetriques de 341, 1257, 4817, 18849 et 74561 noeuds x 

pour les regimes stables, instables et en transitions. Les figures 6.27, 6.28 et 6.29 

presentent les isolignes de vitesse u pour ces trois regimes d'ecoulement. La figure 

6.27 permet de constater que pour tous les maillages, un ecoulement stable demeure 

stable. La solution est stationnaire du debut a la fin de la simulation. Dans ces 

conditions, les perturbations liees au maillage n'ont aucune influence sur la stabi­

lite de la solution. Pour les ecoulements tres instables, il se produit la meme chose. 

L'ecoulement atteint rapidement un etat stationnaire et bascule immediatement 

vers un cote du T. La figure 6.28 montre que le maillage n'influence pas le resultat fi­

nal. Par contre, dans les cas ou l'instabilite se developpe sur une plus longue periode 

de temps (i.e. ecoulements en transitions ou peu instables), le maillage induit des 

1Lorsque hx/2 => nombre de noeuds est multiplies par ~ 4. 
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effets indesirables sur le comportement de l'ecoulement. La figure 6.29 presente 

le comportement de l'ecoulement pour les differents maillages utilises. Lorsque le 

maillage contient 341 noeuds, on remarque que le fluide quitte l'injecteur par la 

mauvaise sortie. De plus, avec des maillages de 1257 et 4817 noeuds, l'ecoulement 

est entraine vers un regime instable. Toutefois, lorsque le maillage contient 18849 

noeuds et plus, on constate que le regime est en transition et demeure en transition 

avec peu de changement. 

On conclut que pour obtenir des solutions fiables, le maillage doit contenir un 

nombre suffisant de noeuds, surtout lorsque le regime d'ecoulement est transitoire, 

ou lorsqu'il n'atteint pas rapidement un etat stationnaire. Dans le cas contraire, 

on expose revolution de la solution a des perturbations indesirables qui pourront 

influencer la stabilite de l'ecoulement. 
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-1.7637 -0.95882 -0.15398 0.65085 1.4557 2.2605 3.0654 3.8702 4.675 

(e) t=87.5 (74561 noeuds) 

FlG. 6.29 Isolignes de vitesse u pour B — 4 et Gz = 1 (en transition). 
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C O N C L U S I O N 

Le but de ce memoire etait d'apporter une contribution a la comprehension des 

phenomenes d'instabilites hydrodynamiques causant des defauts de fabrication lors 

du moulage par injection de poudres metalliques. Pour atteindre ce but, on a tout 

d'abord modifie un algorithme d'elements finis existant pour obtenir efficacement 

des solutions realistes et fiables. Une fois notre modele implante dans le code de 

calcul, on a applique cet algorithme a un systeme simple pour observer les divers 

comportements de l'ecoulement en fonction des parametres importants du probleme 

(i.e Gz et B). Par la suite, une serie de simulations a ete faite afin de reproduire ce 

qui est observe dans les injecteurs reels de poudres metalliques et pour comprendre 

le mecanisme causant l'instabilite. Une fois que Ton s'est assure du bon compor-

tement de l'ecoulement en fonction des parametres du probleme, on a utilise une 

methode permettant de caracteriser l'asymetrie en temperature afin de determiner 

la carte de stabilite de l'ecoulement dans l'espace de phase Gz-B. 

Dans l'optique d'un processus d'optimisation, le choix de la methode de l'equation 

des sensibilites s'est imposee. Les cartes qui decoulent de l'analyse des sensibilites 

combinees avec la carte de stabilite offrent la possibilite de determiner la geometrie 

optimale de l'injecteur. Dans le cadre du calcul des solutions voisines, l'analyse des 

sensibilites procure aussi un moyen d'anticiper le comportement de l'ecoulement en 

fonction du nombre de Graetz et du nombre B. Pour y parvenir, il a fallu developper 

les equations des sensibilites pour notre modele et les implanter correctement dans 

le code. 

Pour s'assurer que le code fonctionne correctement, une procedure de verification a 

ete effectuee a l'aide de la methode des solutions manufacturees. On a debute par 

construire une solution analytique inspiree d'une solution exacte des equations de 
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Navier-Stokes en deux dimensions. On a ainsi verifie la precision du solveur pour 

l'ecoulement et ses sensibilites par rapport aux parametres du probleme grace a 

une etude de convergence impliquant un raffinement systematique et uniforme du 

maillage. Le bon comportement affiche par l'indice d'efficacite et par la convergence 

de l'erreur estimee et de l'erreur exacte a permis d'aborder en toute confiance notre 

application. 

Le code de calcul a ensuite ete utilise dans le cadre concret d'une application 

industrielle. Les solutions obtenues pour l'ecoulement ont montre qu'on etait en 

mesure de reproduire ce qui etait observe dans les injecteurs reels de poudres 

metalliques. Pour eliminer les instabilites engendrees par le maillage, il a fallu 

construire un maillage symetrique et regulier. La methode employee pour ca-

racteriser la difference de temperature presente dans l'injecteur, a permis de definir 

la carte de stabilite de l'ecoulement en fonction des nombres adimentionnels Gz 

et B. Cette carte permet de determiner rapidement les paires de valeurs de Gz 

et B pour lesquelles l'ecoulement est stable ou instable, et permet egalement de 

tracer la courbe delimitant la frontiere entre la region ou l'ecoulement est stable 

et celle ou il est instable. En analysant cette carte, on peut extraire les conditions 

d'operations necessaires au bon fonctionnement des precedes de moulage par in­

jection, ce qui permettra aux manufacturiers de controler et meme d'eliminer les 

defauts de fabrications observes sur les pieces moulees. 

Les simulations numeriques ont permis de montrer qu'il existe un couplage entre la 

temperature et le cisaillement lorsque m=0 dans l'equation de la viscosite. En ef-

fet, on montre que les regimes d'ecoulements instables ou en transitions demeurent 

stables et symetriques lorsque m=0. On conclut que la presence du terme de cisaille­

ment (i.e. 7m) dans l'expression de la viscosite est essentielle, puisque l'influence 

unique de la temperature est incapable de creer un desequilibre dans l'ecoulement. 
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Parallelement a l'etude des solutions obtenues pour l'ecoulement, une analyse de 

sensibilite de l'ecoulement a ete faite. Avant tout, on a voulu s'assurer que les 

equations de sensibilite etaient justes. Pour ce faire, on a compare les resultats 

d'un calcul de sensibilite fait par la methode de l'equation des sensibilites et par 

difference finie. La parfaite correspondance a permis de conclure que les sensibi­

lites ont ete implantees correctement dans le solveur. Appliquee a notre probleme, 

l'analyse des sensibilites, dans le cadre du calcul des solutions voisines, a montre 

qu'il est possible de predire correctement les changements dans le comportement 

de l'ecoulement lorsqu'on perturbe les parametres de design. En effet, la carte des 

vecteurs de stabilite qui a ete construite directement a partir des sensibilites in-

dique correctement la tendance de l'ecoulement a aller vers l'instabilite lorsqu'on 

perturbe les parametres adimentionnels Gz et B. De plus, on a montre que la norme 

de ces vecteurs est en mesure de fournir de l'information sur les points de transi­

tion de l'ecoulement. Le calcul des sensibilites a aussi permis de montrer que l'on 

pouvait calculer efficacement et rapidement une solution voisine de l'ecoulement 

pour une paire de valeur donnee de Gz et B. La methode des sensibilites a done 

ete appliquee avec succes a l'etude et a l'analyse de la stabilite d'un ecoulement 

non-Newtonien. 

Les methodes et les outils d'analyse developpes dans ce memoire ont permis d'at-

teindre notre but. Notre etude apporte une contribution a la comprehension des 

phenomenes d'instabilites hydrodynamiques par une analyse rigoureuse basee sur 

la CFD. On fournit egalement les moyens pour construire des outils d'analyse, tels 

que les differentes cartes presentees dans ce travail, ce qui permettra aux industriels 

et aux manufacturiers de controler efficacement les parametres d'operation dans 

les precedes de moulage par injection. Les resultats obtenus dans le cadre precis 

de ce travail peuvent etre etendus a une grande variete de materiaux impliques 

dans les precedes de moulage par injection ou dans d'autres types d'ecoulements, 
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car des phenomenes d'instabilites hydrodynamiques sont ou peuvent etre observes. 

Par exemple, on peut penser a des applications dans le domaine biomedical, dans 

les sciences de la Terre ou dans toutes autres applications ou Ton retrouve des 

ecoulements thermosensibles confines. 

En terminant, voici ce qui peut etre envisage comme travaux futurs. Tout d'abord, 

extraire des resultats les dimensions optimales pour la construction d'un modele 

d'injecteur sur lequel des experiences pourraient etre realisees afin de valider nos 

resultats et nos hypotheses. Ensuite, raffiner la carte de stabilite afin de preciser la 

courbe de transition et etendre celle-ci aux valeurs plus elevees de B pour tenter, 

si cela est possible, de circonscrire la zone d'instabilite. On pourrait egalement en-

treprendre des simulations en 3D sur une geometrie et des modeles physiques plus 

realistes. De cette facon, on pourrait confirmer que la simplification utilisee pour 

definir notre geometrie en forme de T est justifiee et qu'on ne perd pas l'essence 

de la physique. Dans le cadre d'une analyse de sensibilite, on pourrait quantifier 

l'influence de la perturbation en temperature e et du terme de correction e sur le 

comportement de l'ecoulement. On pourrait egalement etudier l'influence des condi­

tions initiales sur la stabilite et le comportement de l'ecoulement. Finalement, dans 

le cadre du calcul des solutions voisines, on pourrait tenter de determiner jusqu'a 

quel point les sensibilites permettent d'anticiper le comportement de l'ecoulement, 

fournissant ainsi une indication indirecte de la non-linearite de l'instabilite. 
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ANNEXE I 

DEMONSTRATIONS 

1.1 Derivation du profil de vitesse en entree 

Dans le cadre de l'application presentee dans ce travail, on presente dans ce qui suit 

les etapes necessaires a 1'obtention du profil de vitesse dans le cas d'un ecoulement 

pleinement developpe a 1'entree du canal d'injection. Pour debuter, on rappelle que 

les equations de Navier-Stokes sont donnees par l'expression suivante : 

p \ -^ + u • Vu ] = -Vp + V r] (Vu + (Vu)T) (1.1) 

A la vue de la figure LI, on conclut que M=0, V=V(X), dyp< 0 et que dxp=0. 

L'equation (LI) devient alors, 

yt 

2 2 

FIG. 1.1 Schema de 1'entree du canal d'injection. 

dv dv 
dx dy 

dp d f dv 
dy dy \ dy 

d__ 
dx 

f dv du 
\dx dy 

dp 
dy 

d_ 
dx 

dv 
dx 

(1.2) 

(1.3) 
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Comme p est une fonction de y et que v est une fonction de x, on peut remplacer 

les derivees partielles dans l'equation (1.3) par des derivees totales. On obtient ainsi 

l'equation differentielle suivante : 

dv" dp d 
dy dx \'dx v- (1.4) 

ou l'expression de la viscosite r\ est donnee par l'expression suivante, avec T=l en 

entree comme condition frontiere en temperature. 

V = 
,2| 'ft. 

ox 
'du dv . 
dy dx 

dv 
dy 

-BT 

dv^ 
dx 

e-B = 
dv 

dx 
-B 

(1.5) 

On obtient finalement l'equation differentielle que l'on doit resoudre pour calculer 

v(x). 

dp d 
dy dx 

dv 
dx 

m 7 

dv 
dx 

--B (1.6) 

Pour se defaire de la valeur absolue, on utilise la symetrie du profil de vitesse par 

rapport a l'axe y. De cette facon, on peut resoudre l'equation differentielle (1.6) 

pour x > 0 et x < 0. Lorsque x>0, 

dv 
dx 

'_duY 
v dx J 

(1.7) 

De cette egalite on obtient, 

Bdp __ d 
dy dx 

dv\ 
dx J 

m+l dv 
car — = 

dx 
dv 
dx 

(1.8) 
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La forme de l'equation (1.8) implique la connaissance d'une condition limite sur 

v(x) et sur sa derivee. On impose alors v(x = | ) = 0 et dv(x)/dx=0 en x=0. Suite 

a une premiere integration, on arrive a l'equation differentielle suivante. 

dy \ dxJ 
m+l 

(1.9) 

Or, dv(x)/dx—0 en x=0, ce qui implique que Ci=0. On reecrit l'equation (1.9) 

comme suit, 

dv ( Fidp\rn+1 _i_ 
= _ - e — x™+* 

dx \ dy J 

(1.10) 

Une seconde integration donne l'equation pour v(x). 

v(x) •— 
m + 1 

m + 2 
B dp \ m+1 m+2 

dy 
Xm+1 -)- C 2 ( I ' l l ) 

En imposant la condition limite sur v(x) au point £=1 /2 , on trouve pour c2, 

c2 

m + l 

m + 2 —e 
£ 

m+2 
dv\ rn^^ / 1 » m+i 

dy 
(1.12) 

En substituant c2 dans l'equation (1.12), on arrive au resultat recherche pour v(x), 

v(x) = — 
m + l 

m + 2 
„.B dp 

dy 

i__ 
m+l m+2 

£ m + l 

m+2' 
m+l 

0 < x < - (1.13) 

Cependant, v(x) est exprime en terme du gradient de pression. Dans le but de 

determiner la forme finale du profll de vitesse en entree v(x), il faut trouver la valeur 

du gradient de pression. Pour le calculer, on utilise le fait que la valeur moyenne de 
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la vitesse <v(x)> est egale au debit Q. <v(x)> se calcule de la maniere suivante : 

/ 2 i)(Tiu'T 

< v(x) >= H ,v ' = 2 / v(x)dx = Q 
ffdx 

(1.14) 

Apres integration, on obtient l'egalite suivante pour le debit, 

Q = 2 
TO + 1 

2TO + 3, —e 
B d'p' 

_1 2m+3 
m+1 / ] \ m+1 

(1.15) 

On sait que le debit en sortie est egal au debit en entree, c'est-a-dire que 

Qentree—Qsortie- Le debit en sortie se calcule en multipliant la hauteur (i.e. 2H) 

de la partie horizontale du canal par la vitesse moyenne de reference en sortie 

< M S > . Puisque H = l , < u s > = l et que Ton doit tenir compte des deux sorties, le 

debit Q vaut 4 et on obtient ainsi la relation suvante : 

dy 

i 
m+l 

-eB^\ = 2 
'2m. + 3 \ 2m+3 /2TO + 3 \ m+2 ,T _, . 

2 ^ + r = 4 | I 2^+T (1.16) m + l TO + 1 

En substituant cette expression dans l'equation (1.13), on arrive au resultat re­

cherche. L'expression finale pour v{x) s'ecrit, 

v(x) - 4 
TO + 1 

= 4 

Vm + 2, 

2ra + 3 \ 

"TO+ 2 J 

m+2 
Xm+1 — -

ro+2' 
] _ \ m+l 

m+2 

1 — 2xm+1 0<x<-— — o 

(1.17) 

Si on applique la meme methode pour resoudre l'equation differentielle (1.6) lorsque 

x<0, alors on obtient une seconde expression pour v(x) valide sur le domaine 

— 2 — x — 0- L'expression generate pour v{x) s'ecrit finalement de la fac,on suivante : 

v(x) — 

A (2m±3\ 
\ m+2 J 

4 ( 2m+3 \ 
V m+2 / 

x m+2 

1 - (2x)m+1 

m+2 

1 - {-2x)m+1 

si 0 < x < 1/2 

si - 1 / 2 < x < 0 
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Dans le cas precis de l'application presentee dans ce travail, la valeur de m est fixee 

a -0.8. L'equation pour v{x) se simplifie et prend la forme suivante. 

v{x) 
'14N 

[1 - (2x)6] - T < x < 
1 

2 
(1.18) 

1.2 Equivalence entre deux approches dans la derivation de s^ 

On rappelle que la viscosite rj depend du taux de cisaillement, de la temperature 

et du parametre a. Le parametre a peut prendre l'une des trois valeurs suivantes : 

Gz, B et m. La dependance de r\ s'ecrit comme suit, 

V = V(i(u(a)),T(a)]a). (1.19) 

Sa derivee totale (i.e. sa sensibilite) est donnee par l'expression suivante (equation 

(3.47)). 

drj df] d-y dr\ dr\ 
d~a^d^dnSu + dfST+da 

(1.20) 

Or, l'expresion de rj s'ecrit 

V = \J2 {dxuf + (dyU + dXVf + 2 {dyVf e-BT = Te-BT (1.21) 

En derivant directement la relation (1.21) par rapport au parametre a et a l'aide 

de l'identite suivante 

~ (V^)me-BT = 4-e^>nue-BT, 
da da 

(1.22) 
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on obtient l'expression suivante pour sensibilite de la viscosite. 

drj 

da sv = V 
1 dm m 

2 a ^ + JP - lBsT + T— 
da 

ou a et /3 sont donnes par 

(1.23) 

a = In [2 (dxu) + (dyu + dxv) + 2 (dyv) ] 

A(dxu)(dxsu) + 2(dyu + dxv){dysu + dxsv) + 4(dyv)(dysv) 
P 2{dxu)2 + {dyu + dxvf + 2{dyv)2 

(1.24) 

(1.25) 

A present, on desire demontrer que l'egalite (1.20) et (1.22) donne le meme resultat 

pour la sensibilite de la viscosite. On debute par deriver l'expression de la sensibilite 

TJ en passant par l'equation (1.22). Si on pose u=2 (dxu) + (dyu + dxv) + 2 (dyv) 

dans l'equation (1.21), alors la derivee totale de rj s'ecrit. 

d d d 
- f ( V 5 ) m e - O T = e-BT~e^>u + ( ^ ) m ±e -BT 
da da da 

= e 
-BT M^(™±lnu + hnud-^) 

2 da da J 

(1.26) 

(1.27) 

(̂ "«-OT (*£+£) 
V 

1 dm m A / r^dB\ 
(1.28) 

On retrouve bien l'equation (1.23). L'expression pour s^ est generale, puisqu'elle 

depend explicitement de a. Si on remplace a par Gz, B ou m, on retrouve alors les 

equations (3.53-55). Maintenant, on desire retrouver ces trois equations a partir de 

l'expression (1.20). 

dq dr\ d'j drj dq 

da <97<9u'u dT da 

drj / d'j dj \ drj drj 

d'j \du u dv VJ dT da 

(1.29) 

(1.30) 
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Les derivees de 7 par rapport a u et v s'ecrivent de la fagon suivante. 

#7 1 
TT = o7" l ^ u d ^ u + 2 (dyu + dxv) (dudyu + dudxv) + Adyvdudyv] (1.31) 

d'j 1 
^ - = — [4dxudvdxu + 2 (<9yw + dxv) (dvdyu + dvdxv) + 4dyvdvdyv] (1.32) 

Or, les termes dudxv, dyvdudyv, dxudvdxu et dvdyu sont nuls. Ainsi, 

c?7 1 
— s u = — [4(5a;M)(axsu) + 2(d„u + a x v ) ( ^ s u + dxsv) + 4(dy?;)(<9ys„)] (1.33) 

De plus, 

O7 

<9?y /d'j d'j 
777" I 7; Su -\ r - Sv 

07 V ou ov 

m 

dr\ 

df 
-rjB 

(1.34) 

(1.35) 

En regroupant les termes (1.33-35), sv prend la forme finale donnee ci-dessous : 

dr/ /d'j d'j 
•->« , = 7TT I 7\ Su ~\ ~ S. 

07 yaw 
»? - a^. I a,.°u 1 ^ u J + T T ^ T + 

<9?y dr\ 

da 

V & - B « + da 

(1.36) 

(1.37) 

Si on pose le parametre a egal a Gz, B et m respectivement, on trouve alors pour 

le dernier terme de l'equation (1.37), 

dr] drj dr] rj a 

Z ^ = ° ' d B = - ^ d^ = 2lnU = ri2 
(1.38) 

En replagant sucessivement ces termes dans (1.37), on obtient les equations (3.53-

55). On conclut finalement que les expessions (1.20) et (1.22) sont equivalentes. 
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ANNEXE II 

SOLUTION MANUFACTUREE ET TERMES SOURCES 

II. 1 Termes sources pour les equations de Navier-Stokes et celle de l'energie 

Les termes sources obtenus en ecoulement et en sensibilite s'ecrivent de la fagon 

suivante : 

QJVS(X, t)u = Re(ut + uux + vuy) + px - 2(rjxux + rjuxx) 

~ [Vy{uy + vx) + rj{uyy + vyx)] 

QJVS(X, t)v — Re(vt + uvx + vvy) +pv- 2(%vv + vvyy) 

~ Vlx{vx + Uy) + T](VXX + Uxy)] 

Q,(x,t) = (Tt + u'Tx + vTy) - Q ) -^(Txx + Tyy) 

Su^x i 'l'Su,x T SvUy ~r VSu^y) -f~ Sp^x 

^\Srj,x'Mx ~r T]xSUtX -f- S^UXX -\- TjSu^xx) 

\Sn,y\U"y ' Vx) T~ f]y\Su^y + SVjX) -\- Srj[Uyy ~r 'yxj 

(III) 

(II.2) 

(II.3) 

(II.4) 

T V{su,yy i SVtyx)\ 

(II.5) SyVx "T USVX -\- SvVy -+- VSVy) ~r Spy 

~~ ̂ \SV,yVy i VySv,y ~r Sr)vyy + VSv,yy) 

[sri,x\vx r WyJ + f]x\sv,x i su,y) ~T~ S^[VXX + M^y] + 1J\SV}XX ~> su,xy)\ 

Qs
q

ens(x, t) = (sT,t + s u r , + usT)SB + svTy + usTil,) (II.6) 

/ H \ [ 1 , . 1 / d G z \ 

" U / lG~z{ST'XX + ST'm) ~ G^ \fo) ( + w) 
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On remarque que QJVS(X, t)u et QJVS(X, t)v font intervenir respectivement la derivee 

de la viscosite r\ par rapport a x et y. Les expressions pour r\x et r\y s'ecrivent, 

Vx = V 
m 4UXUXX + 2(Uy + Vx)(Uxy + Vxx) + 4Vy1 

xy 

Vy 
m 

2v?x + (uy + vx)
2 + 2v2

y 

4UXUyX + 2(Uy + VX){Uyy + VyX) + AVy 

2u2
x + (uy + vx)

2 + 2vl 

VBTX 

rjBTy 

(11.7) 

(11.8) 

On remarque egalement que les termes sources en sensibilite font intervenir les 

derivees de la sensibilite de la viscosite par rapport a x et y. Ainsi, s%x et s%y 

prennent la forme suivante. 

v>x Vx 

+ rj 

= Vy 

+ V 

2 

mdf3 

1 dm m „ 

r *r+-" 
1 da dm 

2 dx da 2 dx 

1 dm m \ 

2alTa + ~2P) ~ 
Ida dm mdf3\ 

2~l)y~da+~2~dy) 

Bsi 
JB 

da 

dsT &£dB_ 

dx dx da 

rr,dB 
BsT + T— 

da 

_lBdsT + 9^d£ 

dy dy da 

(II.9) 

(11.10) 

ou a peut adopter l'une des trois valeurs suivantes : Gz, B ou m. Les equations 

(11.11) et (11.12) developpent les termes dxa et dya contenus dans l'expression (II.9) 

et (11.10), ou a est donne par (1.24). 

da 

dx 

da 

dy 

4UXUXX + 2(Uy + VX)(UXy + VXX) + AVyU 
xy 

2ul + (uy + vxy + 2Vy-
t±llXUyX -\~ £\Uy -\~ VXj[Uyy + UyXJ + QVyVyy 

. 2v?x + (uy + vxy + 2vl 

(11.11) 

(11.12) 
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En posant J3=UJI/UJ2 (i.e. 1.25), la regie de la derivee d'un quotient permet d'ecrire 

dx(3 et dy/3 de la fagon suivante. 

d@ _ u2dxui - uidx(jj2 m , ^ 

dp_ _= u2dyui - (jJidyUi 

dy~ ul 

ou dxu>i, dxu)2, dyuJi et dyuj2 s'expriment comme suit. 

— =/t{uxxsUjX -\- uxsu^xx) -\- Z [\Uy + vx)ysu>Xy -\- sVtXX) + [uxy + vxx)[sUty -\- sVtX)\ 

+4(vxysVty + vysVtXy) (II. 15) 

—— =Auxuxx + 2(uy + vx){uxy + vxx) + Avyvxy (11.16) 

~o =^:v^2/-£'Su,a; ' V>xSu,yx) ~r ^ K^3/ ' ^x)\^u,yy < Sy,yx) ~r V^yV • VyX)\Su^y + Sj^rrJJ 

+4(Vy2/S l l,1/ + VyS^yy) ( H . 1 7 ) 

= 4 t£ a ; MyX + ^(My + Vx)\Uyy + "U^ J + QVyVyy (11.18) 
3a;2 

<9y 

On constate rapidement que le calcul des termes sources devient assez complexe... 

La prochaine section fournit la liste de tous les termes contenus dans les equations 

de cette section. 
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II.2 Solution manufacturee 

Dans cette section on presente la solution manufacturee qui a ete utilisee pour 

verifier le bon fonctionnement du code de calcul. Elle s'inspire d'une solution exacte 

des equations de Navier-Stokes en deux dimensions obtenue dans un article de 

Taylor (ref.) : 

u(x,y) = Gz2 m2sin(7rx) cos (ny)e{~Bu}t) (11.19) 

v(x,y) = -Gz2m2sin('Ky)cos(ivx)e{~Bu't) (11.20) 

p(x, y) = Gz2m2(cos(7rx) + sin(ny))e{-Bu3t) (11.21) 

CrT* 777 

T(x, y) = ^ p - ( l + sin2(Tvx)cos2(7ry))e{-BLJt) (11.22) 

ou Gz, B e t m sont les parametres usuels du modele, t denote le temps et ui est un 

parametre ajustable. On debute par le calcul des differentes derivees des variables 

d'etat, pour ensuite calculer leurs sensibilites par rapport aux parametres Gz, B et 

m. 

u% = —Bum, vt — —BUJV, Tt — —BUJT 

ux = Gz2m2'KCOs{T{x)cos{'Ky)ey~Bujt\ vx = —u. y 

uy = Gz2m2Tvsin(irx)sin(ny)e( Bu)t\ vy — —ux 

'J'xy =
 uyx = —Gz2m2Tr2cos(irx)sin(TTy)e( BuJt^ 

l^xx — ^yy — 7T tt, Vxx Vyy 7T V 

vxy = vyx = Gz2m2n2cos(iry)sin(7rx)e(~Bu}t^ 

px = -Gz2m27rsin(7rx)e{~Bu}t\ py = Gz2m2Trcos(7ry)e(~Bu't) 

(11.23) 

(11.24) 

(11.25) 

(11.26) 

(11.27) 

(11.28) 

(11.29) 



Tx = 2-^-ir(sin(-Kx)cos(-Kx)cos'2(7{y))e{-Bu}t) (II 

C72m2 

Ty = -2—-^-iT(sin(7:y)cos(7ry)cos2(7Tx))e{'-Bujt) (II 

Txx = 2—^\os\'Ky){cos2(-Kx) - sin2(irx))e{-Bu}t) (II 

Tyy = -2--^-7r2sm2(7rx)(cos2(7r2/) - sin\-Ky))e{-Bu)t) (II 

Les sensibilites par rapport a Gz. 

SuZ(x,y) = 7TU, sGz{x,y) = ~v, sGz{x,y) = —p, sGz(x,y) = —T (II 

2 . 2 

9 9 
sGz - —u sGz - —v 
*u,x Gz

u*i \ x G z > 
oGz — 7 / qGz — *i 

,v Gz ,y Gz 
„Gz _ Gz _ 2 , sGz _ Gz _ 
u,xy u,yx r^ xyi °v,xy v,xy 

Gz _ Gz _ 2 G z _ G z _ 
u,xx u,yy /~i " ' u,ccx v,yy 

Gz Gz 
SP,* = Q ^ 1 ' SP.?/ = G z ^ 

„Gz _. 2
 r 

Gz __ 2
 T Gz _ 2

 r 
^ , , - G z i * , ST>y - G z i „ 

Gz _ 2
 T Gz _ 2

 r 

2 
= G ^ 

2 
Gz 

(II 

(II 

(II 

(II 

(II 

(II 

(II 

(II 

(II 
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Les sensibilites par rapport a m. 

a?{x, y) = - « , 8?(x, y) = -v, s™(x, y) = ?-p, s?(x, y) = ^T (11.44) 
TTt Tib (lb III 

< « = ^ 

u,x m 

su,y m
uy> 

m _ „m 

0 m — 7) 

&v x
 vx 

m 
sm -- —v sv,y m

vv 

— —it s m -
m

uxy bv,xy 

2 

- sm = v,yx 
2 

- VXy 

m 2 
*u,a:a: — °u,yy ~ _ u zz ' °v,xx bv,yy _ " ^ 

m m 

P,x 

3T,t 

2 

m 
2 
-T. 

m 
2 2 

„WJ _ T-> „ m _ T-> 
i,x m ' i,y m u 

3T,xx — ±xxi "->' 

m 
m 
T,yy 

-T 
m 

yy 
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Les sensibilites par rapport a B. 

su(x,v) = -utu, sB(x,y) = -utv, s?(x,y) = -utp, sB(x,y) = -ufT (11.54) 

sB
t = oo(But - l)u, sB

t = -w(But - l)v (11.55) 

su,x = ~utux, sB
x = -ujtvx (11.56) 

Su,y = ~UtUy, SB
y = -UjtVy (11.57) 

s. 
B „B __ , .j.,.. „B _ „B 
u,xy 

su,yx ~~ WtUxy, Sv^xy — Svxy — U)tVxy ( l l .OoJ 

Su,xx " Su,yy ~ U>ZUXX, Svxx — Svyy — iOlVxx (11.03J 

-UtPy (IL60) 

(11.61) 

-ujtTy (11.62) 

= —LOtTyy (11.63) 

sB = 
p,x 

bT,t — 

sT,x — 

bT,xx ~ 

~u;tpx, 

-UltTt 

~u;tTx, 

sB - -
P,V 

„B _ 
ST,y ~ 

- —U)tlxx, STyy 
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II.3 Notation utilisee pour designer les derivees 

On presente ici la notation utilisee pour ecrire les differentes derivees que Ton 

retrouve dans le texte (sections 5.2.4 et 5.2.5) et dans cette annexe. On considere 

d'abord une variable z. La variable z peut representer par exemple, les composantes 

u et v de la vitesse u, la viscosite r\ ou la temperature T. La derivee temporelle et 

les derivees spatiales de la variable z s'ecrivent selon la notation adoptee : 

dz 
Zt=di 

dz d2z d2z 
Zx o 1 ^XX r\r> ' ^Xy <1 <~1 

ox oAx oxoy 
dz d2z d2z 

*V~ dy> ZW- d2y> *V*- QyQX 

dsz 
Sz'f ~ ~dt 

dsz d2sz d2sz 
Sz.x rs i sz,xx oo ' uz,xy o o 

ox ozx oxoy 
dsz d2sz d2sz 

s*# - dy ' s*,w ~ d2y > "*w ~ dydx 

(11.64) 

(11.65) 

(11.66) 

(11.67) 

(11.68) 

(11.69) 

Les termes s2>i, sZjX,...etc representent les derivees de la sensibilite de la variable z 

(i.e. sz). 
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II.4 Invariants du tenseur des taux de deformations 7 

Le tenseur des taux de deformation s'ecrit : 

7 = \ (Vu + (Vu)T) = \(uhj + % i ) (11.70) 

Ce tenseur est symetrique, ce qui mi confere certaines proprietes. Notamment, 

toutes ses valeurs propres sont reelles et l'on peut obtenir une base orthonormale 

de vecteurs propres meme si une ou plusieurs de ses valeurs propres sont nulles. 

Les trois invariants principaux du tenseur des taux de deformation sont : 

I = iij (11.71) 

II = \ {I2 - 7 : 7) = (in2 ~ iaiji) (H-72) 

III = det (7) (11.73) 

L'interpretation physique de I est simple : il represente la divergence du vecteur 

vitesse. Le second invariant II represente, a un facteur pres, le carre du taux de 

cisaillement et mesure done l'intensite du taux de deformation. 


