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RESUME

Ce mémoire présente une formulation monolithique et implicite pour les modeles de
turbulence & deux équations et leurs sensibilités. La méthode des équations de sen-
sibilités est un outil d’analyse d’écoulements complexes et également une technique
servant au design optimal. L’algorithme de résolution classique des modeles de tur-
bulence & deux équations est économique en espace mémoire mais trés coliteux en
temps de calcul. Cette approche découplée, par sa lenteur, rend 1’étude des sensi-
bilités inefficace surtout en régime instationnaire. L’augmentation des ressources
informatiques permet d’envisager un algorithme de résolution couplé nécessitant
légerement plus de mémoire mais d’une grande rapidité. Un code d’éléments finis
adaptatif comprenant une formulation découplée a servi de base au développement
de la formulation monolithique. Le solveur linéaire Skyline déja implémenté s’est
avéré incapable de traiter efficacement la taille des grands systemes générés par
Papproche couplée. Le solveur linéaire UMFPACK a donc été intégré au code de
calcul. La turbulence est régie par le modele a deux équations de k — e qui sert
de fermeture aux équations de Navier-Stokes moyennées. L'implémentation de I’al-
gorithme couplé a été vérifiée par la méthode des solutions manufacturées. des
applications variées ont permis de dresser un bilan comparatif de la performance
des formulations en termes de mémoire et de temps de calcul. On a observé que
Papproche couplée est, selon les cas, de 2.5 a 20.0 fois plus efficace en temps de
calcul et nécessite de 2.4 a 3 fois plus d’espace mémoire que I'approche découplée.
La comparaison des solveurs linéaires a mis en évidence le colit du solveur Skyline
qui est proportionnel au carré du nombre de noeuds du domaine. Cette relation
est linéaire dans le cas ’'UMFPACK. En conclusion, la formulation monolithique
implicite présente donc un outil performant pour I’étude efficace des écoulements

turbulents et leurs sensibilités.
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ABSTRACT

This thesis presents an implicit monolithic formulation for two-equation turbu-
lence models and their sensitivities. The Sensitivity Equations Method is a tool
for analysis and optimal design of complex flows. The classic solution algorithm
for two-equation turbulence models is efficient in terms of memory but expensive
with regards to the calculation time. The sensitivity analysis suffers from the time
inefficiency of this decoupled approach, particularly in the unsteady regime. The
sustained increase in the computer speed and memory opens the door to the deve-
lopment of monolithic, fully coupled formulations which are slightly more expensive
in memory requirements but considerably faster. An adaptative Finite Elements
code served as the basis for the development of the coupled approach. The large
size of matrix systems generated by the coupled approach motivated the use of the
more efficient UMFPACK linear solver over the existing Skyline solver. The k£ — ¢
two-equation model is used for closure of the Reynolds Averaged Navier Stokes
equations. The correctness of the implementation is verified by the Method of the
Manufactured Solution. The performances of the algorithms in terms of required
memory and calculation time are then assessed through different applications. De-
pending on the case, the coupled technique is from 2.5 to 20.0 times faster but
necessitates 2.4 to 3 times the memory required by its decoupled counterpart.
Also, the comparison of results from linear solvers showed that the dependence
of the ressources (time and memory) on the size of the problem (nodes number)
is quadratic for Skyline but linear for UMFPACK. We conclude that the aim of
the thesis is thus achieved : an implicit monolithic formulation is developed ser-
ving as a performant tool for the efficient study of the turbulent flows and of their

sensitivities.
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INTRODUCTION

La turbulence est l'état irrégulier et constamment perturbé de 1’écoulement
d’'un fluide qui s’observe dans la plupart des écoulements d’intérét pratique.
Jusqu’a récemment, ’étude du phénomene turbulent n’était possible que par
I'expérimentation, une approche cotiteuse et lourde. L’ere informatique a ouvert
la porte & I’étude numérique de la turbulence grace a des techniques comme les
éléments finis. Les méthodes numériques combinées a des techniques d’optimisation
comme les variables adjointes ou l'analyse des sensibilités constituent désormais

Poutil incontournable de I'ingénieur en conception assistée par ordinateur.

Le calcul des sensibilités en turbulence souffre de l'ineflicacité des techniques clas-
siques de résolution des modeles de turbulence & deux équations. Ces modeles, po-
pulaires en raison de leur bon réalisme, sont généralement résolus par un algorithme
classique qui en découple les équations regroupées en plusieurs systemes matriciels
distincts. La résolution successive de ces systéemes dans une boucle itérative de type
point-fixe permet alors la convergence de I’ensemble. Cette formulation découplée
est économique en termes d’espace mémoire mais elle présente le désavantage d’étre
souvent lente. Le mandat de ce mémoire est donc de présenter une formulation
monolithique couplée pour ’écoulement et les sensibilités et d’en comparer les per-
formances par rapport a celles de 'approche découplée. Nous implémentons la
formulation couplée dans le code d’éléments finis adaptatif qui incorpore déja un
algorithme découplé pour résoudre les écoulements turbulents!! et pour en calculer

les sensibilités(® 3l.

La structure du mémoire est la suivante. Au chapitre 1, le contexte du
développement de la formulation couplée est introduit en référant aux travaux

précédents. La modélisation mathématique est abordée au chapitre 2. Les équations



de Navier-Stokes moyennées, celles du modele k — ¢, celles des sensibilités et les
conditions aux limites y sont présentées. Les méthodes utilisées pour résoudre les
équations aux dérivées partielles du modele constituent le sujet du chapitre 3. Ce
chapitre débute en présentant d’abord la formulation variationnelle des équations
et leur discrétisation par la suite. On enchaine avec les algorithmes de résolution
découplé, couplé et semi-couplé. Les techniques de résolution des systemes linéaires
générés par différents algorithmes sont également abordées. A ce sujet, les matrices
creuses, les solveurs linéaires Skyline, UMFPACK et PARDISO et la factorisation
conditionnelle sont discutés. L’approche adaptative employée pour le contréle de
lerreur de discrétisation est aussi décrite dans ce chapitre qui prend fin sur les
techniques de stabilisation numérique utilisées pour compenser les faiblesses de la
méthode de Galerkin. Le chapitre 4 traite de la vérification de I'implémentation
des équations par la méthode des solutions manufacturée. Une solution manufac-
turée imitant le comportement d’une couche limite turbulente est présentée pour
I’écoulement et pour les sensibilités. Les résultats permettent d’apprécier la per-
formance de la stratégie adaptative et de confirmer 'implémentation correcte des
équations aux dérivées partielles du modele. Il a alors été possible de passer aux
applications dont les résultats permettent de dresser, au chapitre 5, les bilans
comparatifs des algorithmes de résolution et des solveurs linéaires. Finalement,
on récapitule 1’évolution du mémoire et conclut sur les forces et faiblesses des al-

gorithmes couplé, découplé et semi-couplé.



CHAPITRE 1

REVUE BIBLIOGRAPHIQUE ET MISE EN CONTEXTE

L’analyse de sensibilités a été un sujet de recherche active pendant les dernieres
années. En optimisation de design, les sensibilités correspondent aux gradients des
fonctions coiit par rapport aux parametres de design qui peuvent également étre
efficacement obtenus par la méthode des variables adjointes. Plus généralement,
les sensibilités sont les dérivées des variables dépendantes par rapport a un pa-
rameétre qui peut étre géométrique (de forme) ou non (de valeur). Elles ont un sens
plus large puisque les dérivées des fonctions coiit peuvent étre déduites des sensibi-
lités, 'inverse étant faux. Les travaux sur les sensibilités ont démontré leur utilité
comme outil d’analyse permettant une meilleure compréhension des écoulements
complexes. Quelques exemples d’applications sont :

— design optimal,

— analyse d’incertitudel®,

— calcul rapide de solutions voisines!©l.

11 existe plusieurs approches pour le calcul des sensibilités dont les différences finies,
la méthode des variables complezes!” et la méthode des équations de sensibilités'®.
Les deux premieres sont coliteuses. En outre, les différences finies sont plutét sen-

sibles aux erreurs numériques.

La méthode des équations de sensibilités (MES) consiste a obtenir et résoudre
une série d’équations pour les sensibilités des variables dépendantes. Ces équations
s’obtiennent en dérivant les équations (discrétes ou continues) d’état des variables
dépendantes par rapport au parametre d’intérét. Selon ’ordre d’application des

étapes de différenciation et de discrétisation, deux approches sont possibles. En



équations de sensibilités continues (MESC)[Q], on dérive d’abord et discrétise par
la suite. L’inverse est vrai en équations de sensibilités discretes (MESD)[4]. Les
avantages et les inconvénients de chaque méthode ainsi que leurs différences ont
été détaillés dans la littératurel’® 1Y, On peut par exemple mentionner les besoins
en interventions d’usager lors de la résolution des équations discretes ou encore
pour cette approche, la difficulté de la différenciation des termes non-différentiables
provenant des schémas de discrétisation comme les limiteurs, les termes de stabili-

sation, etc. On poursuit en présentant I’approche des équations continues.

Les sensibilités des variables dépendantes se calculent soit par rapport & un pa-
rametre de valeur tel une condition limite, un coefficient d’une loi de comportement,
etc., soit par rapport & un parametre de forme tel ’épaisseur d’une plaque ou le
diametre d’un cylindre. Lorsqu’il s’agit d’un parametre de forme, a, les variables
indépendantes, @, dépendent seulement de a, tandis que les variables dépendantes
dépendent a la fois de @ et de a : u(@,a). Or, pour les paramétres de forme, on
peut considérer les sensibilités d’un point de vue eulérien ou lagrangien. Le premier,
impliquant les dérivées partielles de u, u/0a, consiste & se concentrer sur un point
fixe du domaine. Le deuxiéme, référant aux dérivées totales de u, Du/Da, consiste
a suivre le domaine dans sa déformation. La formulation eulérienne des sensibilités
est avantageuse par sa simplicité de mise en ceuvre numérique. Par contre, elle ren-
contre des difficultés lors de 'imposition des conditions aux limites qui nécessite
le calcul des transformations des frontieres sous |’effet des variations du parametre
de forme. Une formulation lagrangienne en éléments finis a été développée par
Charlot!? qui présente 'avantage de ne pas avoir & se préoccuper des conditions

aux limites pourvu que la vitesse de déformation soit calculé sur tout le domaine.

La MESC a été appliquée en une multitude de régimes. En turbulence, Di Carol® 13!
a employé une formulation eulérienne (parameétres de forme) pour effectuer ana-

lyse d’incertitude et le calcul des solutions voisines des coefficients de trainée



et de portance d’un obstacle en proximité d’une plaque plane. Hristova et /(4
ont effectué une étude détaillée en régime laminaire instationnaire. Les applica-
tions aux problémes de l'interaction fluide-structure sont également rapportées
dans la littérature!® 161, Malgré les différentes études répertoriées, les potentiels
de la MESC sont loin d’&tre completement explorés et exploités. Par exemple, a
la connaissance de l'auteur, les sensibilités de forme en régime turbulent insta-
tionnaire restent toujours & développer malgré leur grande utilité pour une mul-
titude d’applications notamment en optimisation aérodynamique. Outre les dif-
ficultés d’implémentation, un obstacle majeur réside dans le cofit de calcul des

écoulements turbulents.

HINZE (1975) propose la définition suivante de la turbulence : «Le mouvement tur-
bulent des fluides est un état irrégulier d’écoulement dans lequel différentes quan-
tités éprouvent une variation aléatoire par rapport aux coordonnées de temps et
d’espace de telle sorte que des valeurs moyennes statistiquement distinctes peuvent
en étre repérées.» A partir de cette définition, on peut avoir une idée de la dif-
ficulté d’une représentation numérique précise du phénomene turbulent. En ef-
fet, différentes échelles tres variées de temps, de longueurs et de vitesses y inter-
viennent. Par conséquent, la résolution numérique fideéle des équations de Navier-
Stokes (ENS) qui régissent 1’état des fluides visqueux demande d’énormes capacités

informatiques.

Trois approches principales de modélisation en turbulence peuvent étre distinguées
en ordre décroissant de précision et de coiit : «Direct Numerical Simulation» (DNS),
«Large Eddy Simulation» (LES) et «Reynolds Averaged Navier-Stokes» (RANS).
Les différences entre elles proviennent des simplifications et des hypothéeses permet-
tant de restreindre les échelles de résolution. Quoique les méthodes DNS et LES
représentent d’excellents outils pour étudier et caractériser le phénomene turbulent

d’un point de vue fondamental, le coflit de leur déploiement pour les problemes in-



dustriels d’intérét dépasse les capacités informatiques actuelles. C’est pourquoi la

méthode RANS demeure une option populaire et pratique.

Les modeles de turbulence de type RANS sont basés sur 'approximation intro-
duite par Reynolds (1895) qui consiste & considérer chaque variable dépendante
comme la somme d’une partie moyenne, constante, et d’une partie fluctuante dans
le temps. Les modeles RANS sont classifiés selon 4 catégories : 1. les modéles
algébriques, 2. les modéles a une équation, 3. les modéles a deux équations et 4. les
modéles de transport des contraintes de Reynolds. Les avantages et inconvénients
de chaque catégorie ont été exhaustivement discutés par Wilcox!'”. Le modele &
deux équations de k£ —e¢ est I'un des plus largement utilisés en raison de sa simplicité

et de son exactitude relatives.

Depuis les débuts de l'intégration du modele k¥ — ¢ dans les schémas numériques,
les restrictions des ressources informatiques surtout au niveau de la mémoire ne
permettaient pas la résolution implicite et simultanée des équations du modele de
turbulence avec celles de Navier-Stokes. Les méthodes de résolution classiques!'® 1l
consistent alors & regrouper les équations en trois systémes distincts : ENS - k -
¢. Les systemes sont résolus successivement dans une boucle d’itérations de type
point-fixe jusqu’a la convergence de '’ensemble. Cette formulation découplée offre
une économie de mémoire au prix d’une résolution lente. La résolution en souffre
surtout au niveau des sensibilités : la méthode itérative point-fixe est appliquée aux
équations linéaires de la MESC pouvant étre résolues directement. L’inefficacité en

temps de calcul représente dans ce cas un obstacle, surtout en régime instationnaire.

La croissance des capacités informatiques et le développement des nouvelles tech-
niques de résolution des systémes matriciels linéairesi?® 21 ouvrent la porte & une
formulation légerement plus exigeante en mémoire mais nettement plus efficace

en temps de calcul. Il s’agit de réunir toutes les équations ENSke en un grand



systeme monolithique et de les résoudre implicitement. Il est alors possible d’appli-
quer la méthode itérative de Newton fournissant une convergence quadratique.
A la connaissance de Pauteur, aucune formulation monolithique pour modeles
& deux équations n'est présentée dans la littérature concernant la méthode des
éléments finis. Elle a par contre été abordée en volumes finis pour les écoulements
transitoires??l. Deux formulations couplée et semi-couplée ont été développées et
comparées dans ce cas. Les auteurs ont conclu qu’elles produisent des résultats

similaires en termes de stabilité mais que ’approche couplée est moins efficace en

termes de ressources informatiques (temps et mémoire).

Le code éléments finis qui servira de base a I'implémentation de la formulation mo-
nolithique utilise la structure de données Skyline pour stocker le systeme matriciel
qu’il résout par une factorisation LU et une forme d’élimination gaussienne. Cette
approche est particulierement cofiteuse en ressources numériques et limite les ap-
plications de la formulation couplée qui nécessite déja une importante quantité de
mémoire. Il faut donc utiliser une approche différente pour stocker et résoudre les

systémes matriciels générés.

1.1 But et objectifs

Le but de ce mémoire est de mettre au point et d’étudier une méthode implicite

pour résoudre les équations de Navier-Stokes moyennées (RANS) couplées aux

équations du modele de turbulence &k — € standard en écoulement et en sensibilités.

Pour atteindre ce but, fixons les objectifs suivants :

— Développer 'algorithme de résolution couplé,

— Assurer la stabilité de ’algorithme couplé : développer ’algorithme semi-couplé
produisant une estimation initiale adéquate lorsque la solution de départ est trop

imprécise,



|

|

Implémenter une alternative plus efficace au solveur linéaire Skyline,

Vérifier 'implémentation du code par une solution manufacturée,

Evaluer et comparer les performances des algorithmes couplé et semi-couplé ver-
sus celles de 'algorithme découplé,

Evaluer et comparer les performances des différents solveurs linéaires déja ou

nouvellement implémentés.



CHAPITRE 2

MODELISATION MATHEMATIQUE

La turbulence est un phénomeéne de nature instationnaire, tridimensionnelle et
irréguliere dans lequel intervient un grand nombre d’échelles de temps et de lon-
gueur trés variées. Ces propriétés se traduisent par des fluctuations aléatoires des
grandeurs caractéristiques de ’écoulement autour d’une valeur moyenne dans le

temps. Ce concept est illustré au schéma 2.1.

u; (x,t)A u; (x”)A
15 () NV - M- AP - ML A u; (x.1) WAL
145 I — &g f—
} At | { At }
—> -
t t
(a) Régime stationnaire (b) Régime instationnaire

F1G. 2.1 Moyenne temporelle des fluctuations turbulentes

Pour que I’étude numérique des écoulements turbulents soit abordable, il faut donc
effectuer une approximation, qui, suivant 'approche de Reynolds, prend la forme
d’une moyenne. La moyenne est considérée sur A¢, une durée de temps en régime
stationnaire ou la période de la valeur moyenne en régime instationnaire. At doit

étre beaucoup plus long que la période maximale des fluctuations, Aty.

Cette section porte sur 'application de cette approche aux équations régissant
I’écoulement et a la présentation d’un modele de turbulence permettant I’estimation

des corrélations statistiques qui en résultent. Les équations de sensibilités sont
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également introduites.

2.1 Equations de Navier-Stokes moyennées

Les équations aux dérivées partielles de Navier-Stokes sont celles qui décrivent
la physique de la plupart des écoulements visqueux. Dans le cadre de la présente
étude, leur version stationnaire et incompressible est suffisante. Il s’agit du systéme
d’équations suivant :

- Equation de continuité

Vau=0 (2.1)

- Equations de quantité de mouvement

puNVu=-Vp+V.r+f (2.2)

- Equation d’énergie

pc,u.VT = V. (AVT) + ¢ (2.3)

ou u est le vecteur vitesse, p la densité, p la pression, ¢, la capacité thermique a
pression constante, 1" la température et A la conductivité thermique. f et ¢ sont
les termes source et représentent respectivement le vecteur des forces volumiques
et une source de chaleur. Les termes source, tel que discuté au chapitre 4, servent

a la vérification du code par la méthode des solutions manufacturées.

Le tenseur des contraintes visqueuses est défini comme :
r=p (Vu + (vu)T) (2.4)

ou p est la viscosité dynamique.
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Afin de déduire les équations de Navier-Stokes moyennées dites de Reynolds, com-
munément connues par l’acronyme «RANS»! dans la littérature anglaise, on expli-
cite d’abord la fluctuation des variables et on évalue par la suite la moyenne des

équations.

Chaque variable dépendante est exprimée comme la somme d’une composante
constante représentant la moyenne temporelle sur une période et d’une partie fluc-
tuante représentant les variations instantanées et aléatoires de la grandeur en ques-

tion autour de la valeur moyenne :

u=1u’+u
p=p"+p
T=T"+T
La composante constante est désignée par un cercle et la fluctuation par une prime.

Définissons I'opérateur de moyenne :

_ 1 t+At
F= o /t F(t)dt (2.5)

ou At est une période de temps.

La moyenne de la variable u est par exemple :

w=u’+u =u’+u =u° (2.6)

puisque la, moyenne des fluctuations est nulle.

Reynolds Averaged Navier-Stokes
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L’application de I'opérateur linéaire de moyenne aux équations de Navier-Stokes
(2.1), (2.2) et (2.3) n’engendre pas de difficulté particuliere sauf au niveau des

termes non-linéaires de convection ot les fluctuations se corrélent? :
pu.Vu = pu’Vu° -V - R (2.7)
p6u.VT = pe,u® VT + pe, V. (WT) (2.8)
oll R est le tenseur de Reynolds défini comme suit :
Ry = —pujuj (2.9)

Par inspection, on remarque que le tenseur est en fait symétrique et a donc, en 2D,
3 composantes indépendantes. Les équations moyennées résultantes sont :

- Equation de continuité

V.l =0 (2.10)

- Equations de quantité de mouvement

pu’ Vu® = -Vp° + V. [,u (Vu" + (Vu°)T) + R] +f (2.11)

~ Equation d’énergie

pe,u’ VT = V. (AVT®) - pc,V. (WT") + q (2.12)

On remarque que les équations originales, (2.1) & (2.3), ne different des équations
moyennées, (2.10) a (2.12), que par les termes de corrélation. En fait, dans
ces termes repose le défi fondamental de la modélisation de la turbulence pour

I'ingénieur, car leur apparition vient d’entraver la fermeture du probléme dans le

55 = (8 + PO T ) = F0 T FTLGF + FF = ¢°%° + T pusique F = = 0;
Les quantités ¢’ et 1’ sont dites corrélées si ¢'v)’ # 0
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sens que 'on a désormais plus d’inconnues que d’équations (en 2D, 9 inconnues
contre 4 équations). Il faut donc des modeles de turbulence qui en fournissant plus

d’équations permettent la fermeture du systeme.

Notons que nous omettons désormais de spécifier la partie constante par un cercle.

2.2 Modéele de turbulence £ — ¢

11 existe quatre catégories de modeles de turbulence de type RANSI : les modéles
algébriques faisant intervenir la notion de la longueur de mélange, [,,,, les modéles
a une équation et les modéles o deur équations impliquant la notion de I'énergie
de turbulence et les modéles de transport de contraintes de Reynolds. Les modeles
a4 une ou & deux équations sont congus & partir du postulat de Prandtl (1945) qui
a proposé une échelle de vitesse caractéristique de turbulence v,, basée non pas
sur la longueur de mélange mais calculée plutét & partir de ’énergie cinétique (par

unité de masse) des fluctuations turbulentes, & :

1—— 1 = — —
k= Eu;u; = E(u’2 + v2 + w'?) (2.13)
On peut expliciter le lien existant entre cette nouvelle variable dépendante et le

tenseur des contraintes de Reynolds en prenant la trace de ce dernier :
R = —pulu} = —2pk (2.14)
Pour calculer le tenseur des contraintes de Reynolds, on a recours & 'approxima-

tion de Boussinesq (1877) qui suivant les observations expérimentales reflétant une

augmentation de la viscosité efficace en régime turbulent, a proposé la relation
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suivante entre le tenseur de Reynolds et une viscosité turbulente, u; :

2

Ry = (Vu + (Vu)T) 5

pké;; (2.15)

ol 4;; est le delta de Kronecker.

Par analogie, on peut suggérer une relation entre les termes de corrélation de

I'équation d’énergie et une conductivité turbulente, A; :
—pcp T = A\ VT (2.16)

Notons qu’en prenant la trace de l’équation (2.15) en mode incompressible, on

retrouve 1’équation (2.14).

La viscosité et la conductivité turbulentes, bien qu’ayant un role similaire a leurs
équivalents moléculaires, ne sont pas les propriétés du fluide mais plutét les ca-
ractéristiques de ’écoulement. Différents modeles ont été proposés pour le calcul
de ces nouvelles variables dépendantes parmi lesquels nous optons pour le modele

largement utilisé de k — ¢ standard qui permet les définitions suivantes :

2

- k® _ ., %
He = Cﬂp? ) )\t = ,utPrt (217)

ou C, est une constante du modele, Pr; le nombre de Prandtl turbulent fixé a
Pr; = 1 et € désigne le taux de dissipation de 1’énergie cinétique de turbulence se

définissant comme :
/ !
¢ 1 Ou; Ouy (2.18)
p Ox; Ox;

La fermeture du systeme est finalement possible en utilisant les deux équations

k — e du modele standard de Launder et Spalding®! :
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- Equation de k
Ht K
pu-Vk=V [(,u + —> Vk] + P — pQC’#— + Gk (2.19)
O e
~ Equation de ¢

2
pu-Ve=V. [(,u + Hf-) Ve] + pCe1 C kP — Cezp% + q. (2.20)

€

ol la production de turbulence se définit comme :
P=Vu: (Vu + (Vu)")

g et g. sont des termes sources du modele. Les constantes de fermeture du modeéle,
Ce, Ce, Cy, oy €t 0., servent a calibrer les équations a partir de 'expérimentation.
On adopte les valeurs suggérées par Launder et Spalding se trouvant au tableau
2.1 pour toutes les applications futures puisqu’il s’agit d’'un modele de turbulence
dit complet dans le sens qu’une fois le modele congu et calibré, il n’y a plus besoin

d’ajustements supplémentaires selon le probleme étudié.

TAB. 2.1 Constantes du modele k¥ — € de Launder et Spalding

Cp. Cel 062 Ok O
0.09 1.44 1.92 1.0 1.3

2.2.1 Forme finale des équations de Navier-Stokes moyennées

En intégrant les approximations (2.15) et (2.16) dans les équations (?7?) et (2.12),

on retrouve la forme finale des équations moyennées de Navier-Stokes :
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- Equation de continuité

V=0 (2.21)

~ Equations de quantité de mouvement

puVu=-Vp+Vr+Ff (2.22)
ou le tenseur des contraintes visqueuses en régime turbulent est :
7= (u+ o) [Vu + (Vu)T] (2.23)

— Equation d’énergie

pepu. VT = V. [(A+ X)VT] + ¢ (2.24)

On omet désormais les barres supérieures exprimant la moyenne pour alléger
Pécriture. Notons finalement que le terme %pkéij de Déquation (2.15) est une
contrainte normale que 'on incorpore & la pression et n’apparalt donc pas ex-

plicitement dans les équations.

2.2.2 Variables logarithmiques

L’énergie cinétique de la turbulence et son taux de dissipation prennent des valeurs
strictement positives typiquement de quelques ordres de grandeur plus petites que
I'unité. Cette caractéristique cause des difficultés numériques puisque V'effet relati-
vement grand des erreurs numériques sur les variables de turbulence engendre des
instabilités et conduit & des valeurs négatives de k et e. Une fagon de remédier
& ce probleme est d’utiliser un changement de variables approprié permettant de

modifier 'ordre de grandeur des quantités turbulentes. Nous adoptons I’approche
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d’Ilinca et al.l} proposant le changement en variables logarithmiques suivant :
K=ink) ; &=ln(e) (2.25)

Les équations régissant K et £ s’obtiennent par substitution des relations (2.25)

dans les équations (2.19-2.20) qui prennent la forme logarithmique suivante :

- Equation de K

pu VK=V [(;urﬂ)vzc] +<u+i‘i)v1c-v1c
O O
K

+pe P — p2Cueu— +ax (2.26)
t

~ Equation de &

€ €

ou-VE=V- [(ﬂ+ﬂ)vg]+<u+ﬂ>ve-ve

+pC1CLe® ¢ P — Cegpef ™ + ¢ (2.27)
La viscosité turbulente des variables logarithmiques se calcule comme suit :
pe = pCyexp (2K — &) (2.28)

Remarquons que les équations en variables logarithmiques sont équivalentes aux
équations originales et que le modele de turbulence est donc inchangé. En plus
de préserver la positivité des variables turbulentes, les propriétés du logarithme?
permettent de diminuer 'effet des non-linéarités. Ce résultat est fort intéressant
dans le contexte des algorithmes couplés ol la convergence des méthodes itératives

traitant les non-linéarités peut étre compromise par la résolution simultanée de

3log(AB) = log(A) + log(B), etc.
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plusieurs équations dominées par les termes non-linéaires.

2.3 Sensibilités

Nous présentons dans cette section, les équations de sensibilités continues pour les

parametres de valeur (voir le chapitre 1).

2.3.1 Qu’est-ce qu’une sensibilité ?

Par sensibilité on désigne la dérivée des variables dépendantes, par exemple

¢(z,y; a), par rapport & un parametre d’intérét, a :

0
53 = 22w, 330) (2.20)

Pour alléger ’écriture, on omettra d’inclure le parametre dans la notation lorsque le
contexte est suffisamment explicite et indiquera alors la sensibilité de ¢ simplement

par Sp.

Pour mieux illustrer le concept de la sensibilité, considérons ’exemple de la conduc-
tion dans une barre composée de deux matériaux avec l'interface a x; et des conduc-
tivités A; et Ap et soumise a deux températures, T et T5, & ses extrémités, x; et

9.

FiG. 2.2 Conduction thermique dans une barre

La distribution de la température dans la barre dépend évidemment de tous les
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parameétres mentionnés :
T = T(z;T1, Ta, A1, A2, T1, Ti, Ta)
Le calcul de la sensibilité de la température permet alors d’estimer 'effet de la va-

riation de chacun des parameétres d’influence sur la distribution de la température :

_ar
"~ a

a € {TlvT21 /\la )\2’1‘11 Zi, $2}

St

2.3.2 Equations des sensibilités

Pour obtenir les équations des sensibilités, on dérive simplement les équations de
Navier-stokes moyennées et celle du modele de turbulence par rapport au parametre

a. Prenons le cas de I’équation de continuité :

?ﬂ_l_a_v_-()
or ' Oy

On dérive les deux cotés et on intervertit 'ordre des dérivées par rapport a a et

(z,y) :

o [ou, ]
Oa |0z ' Oy|

o (ou), 0 () _,
0z \ Oa oy \da/)

En utilisant la notation vue précédemment, on obtient I’équation de sensibilité de

la continuité :
oS, 08,
+

oz "oy 0
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La procédure est identique pour toutes les autres équations et par conséquent, on
présente les équations finales sans entrer dans les détails du développement. Notre
étude se limitant aux sensibilités isothermes, les sensibilités de 1’équation d’énergie

ne sont pas abordées :

— Equation de continuité

V-8,=0 (2.30)

— Equations de quantité de mouvement

pu-Vu+pS, -Vu+pu-VS, = -V, + f
+V- [(M' + pt) (Vu + (Vu)T)
+ (i p2e) (vsu + (VSu)T)] (2.31)

- Equation de Sk

pu-VEK+pS, - VK +pu- VS =
v. [(u'+g;t—”—;‘k;é)wc+(u+g;)vs,c]
+(ﬂ’+5—i—%%)VIC-VIC—I—2(;L—I—§E)V’C-VS,C

+e® (Ui P + P! — 3 PSk) — pef—F (2%/ + g—:‘: + Sk — %I‘;) + gk (2.32)

- Equation de S¢

pu-VE+pS,-VE+ pu-VSeg =
V(W - ) Vet (ot ) US|
+(H'+5%~%)VS-V£+2<H+5_Z>vg.vgg
+ pCaC, e~ eP (%+%+%+Sn—55+fp—,)

—ClopefK (g_ + £ 4 S~ S,c) +q (2.33)
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avec

Sk =

Sg =

o ||

P'=2vS,: (Vu+ (vu)T)

Dans ces équations, on utilise une prime pour démarquer la dérivée par rapport a

a de toute entité autre que les variables dépendantes (o', 1, ¢, ol, etc. ).

La sensibilité de la viscosité turbulente s’écrit comme suit :

Y
,Uz; = U <— + £ + QS}C — Sg) (234)

p Cu
On peut apprécier la linéarité des équations des sensibilités permettant une
résolution a priori directe de leur systeme. On verra pourtant que des algorithmes
de résolution classiques en turbulence compromettent I’avantage potentiel de cette
propriété par des itérations de type point fixe, d’ol1 entre autres, une raison pour

le développement des algorithmes alternatifs plutot directs ou couplés.

2.4 Conditions aux limites

Cette section porte sur les conditions aux frontieres pour ’écoulement et les sen-
sibilités. On introduit en premier lieu les conditions aux limites classiques. Les
conditions aux limites pour les parois solides requérant un traitement particulier

en régime turbulent sont discutées par la suite.
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2.4.1 Conditions aux limites classiques

On appelle ces conditions classiques car elles sont directement tirées des équations
du modele, en P'occurrence, des équations de Navier-Stokes moyennées, celles du
modele de turbulence et de leurs équations de sensibilités qui régissent le com-
portement de I’écoulement et la distribution de ses sensibilités sur un domaine de
calcul Q borné par la frontiere fermée I'. Pour chaque variable dépendante, les
conditions aux limites de Dirichlet (essentielles), de Neumann (naturelles) et de
Robin (mixtes) peuvent étre appliquées sur trois parties distinctes de la frontiere
respectivement désignées par I'p, I'y et I'r. Notons que nous n’imposons aucune
condition pour la pression et on laisse la résolution de ’équation de continuité

ajuster la valeur de la pression partout dans le domaine et & ses frontieres.

2.4.1.1 Ecoulement

Pour ’écoulement, les trois conditions classiques prennent les formes suivantes :

— Condition de Dirichlet

Cette condition permet de déterminer directement la valeur de la variable

dépendante sur les frontieres :

u = 4 sur [pu (2.35)
v = 9 sur ['pe (2.36)
T = T sur Tpr (2.37)
K = In(k) sur ['pe (2.38)
E = In(é) sur Tpe (2.39)

~
~ A

ou, v, T, k et € sont les valeurs connues de chacune des variables dépendantes
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sur la partie de la frontiere ol la condition est imposée.

— Condition de Neumann

Cette condition impose le flux de la variable dépendante a travers la frontiere :

(=pl+7),-h = t, sur Tpu (2.40)
(=pl+7), -0 = t, sur Tpw (2.41)
A+XM)VT i = § sur Iyr (2.42)
(1 + 5—;)V’C A = ¢ sur Dy (2.43)
(u+P)VE- A = fe sur Twe (2.44)

€

ol h est la normale unitaire extérieure au domaine. Egalement, fm,fy, d, qu,C et ¢Ag
sont respectivement les valeurs connues des tractions horizontale et verticale sur
la frontiére, du flux de chaleur et de celui des variables turbulentes a la frontiére.
La condition de Neumann pour les variables turbulentes est normalement ho-
mogene sauf pour des applications particulieres comme la vérification par des
solutions manufacturées.

Condition de Robin

Cette condition établit une relation entre le flux et la valeur de la variable

dépendante aux frontieres :

A+)VT-0 = WT —-Ty) sur Tpr (2.45)

ol h est le coefficient de la convection et T, est la valeur nominale et connue de
la température loin de la frontiere. Dans le cadre de la présente étude, seulement
des formes particuliéres de la condition de Robin sont utilisées aux parois solides
pour relier la vitesse tangentielle a la contrainte de cisaillement et la température

au flux de chaleur. Elles seront discutées & la section 2.4.2.
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2.4.1.2 Sensibilités

Les conditions aux limites classiques des sensibilités s’obtiennent tout simplement
en différenciant les conditions aux limites de I’écoulement. Dans ce qui suit, nous
introduisons seulement les conditions pour les parametres de valeur. Les conditions
aux limites pour les parameétres de forme sont plus complexes puisqu’elles font in-
tervenir le déplacement des frontiéres et requierent donc une attention particuliére.
Le lecteur intéressé peut trouver plus de détails & ce sujet dans les travaux de

Dicaro et all?l.

— Condition de Dirichlet

Pour u, on dérive I'équation (2.35) :

u = @ sur Fpe

ou 04

da ~ da

S, = S, sur I'pu (2.46)

S, étant la valeur connue de la sensibilité de la composante horizontale de la

vitesse a la frontiere. On obtient de la méme fagon :

S, = 8, sur I'p (2.47)

Sk = % sur ['px (2.48)
S

Sg = - sur T'pe (2.49)

Remarquons que la dérivation implique que pour chaque segment de la frontiére,
le type de la condition limite en sensibilité a appliquer est dicté par la condition

limite en écoulement établie pour ce segment de frontiere.
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— Condition de Neumann

En dérivant ’équation (2.40) on obtient :

(=pI+7) -0 = t, sur Iyu

~

3} . Oty
%[(—PI-FT)E'H] = 24
[ — sl + 2(1" + py)y(w)
+2(p + ut)"y(Su)] ‘= f sur Tpu (2.50)

ou !, est la dérivée de la traction horizontale et le tenseur du taux de déformation
est défini comme :

F(u) = = (Vu + (Vu)T) (2.51)

M=

Pour les autres variables on trouve :

[—sp1+2(u'+u;)¢(u)+2(u+ut)~y(su)] o= £ sur Ty (252)

[(u’—l—ﬁé—-ut—?) VIC—i—(u-l—H—t) VSk

~

éc  sur Twx(2.53)

—_— e
=
[l

Jk O-k O-k
I:('LLI + & _ 'LLtO2'e> vg + (u + &) vsg . ﬁ = (58/ sur FNE (2.54)
e g¢ ¢

— Condition de Robin

Les conditions de Robin interviennent dans les loi de paroi dont les expressions

pour les sensibilités sont présentées a ’annexe 1.
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2.4.2 Conditions aux limites pour les parois solides

Aux parois solides, la condition physique a imposer est de type Dirichlet homogene
pour la vitesse et les variables turbulentes : u = v = k = ¢ = 0. Il s’agit de la condi-
tion de non-glissement. Ces conditions ne peuvent toutefois pas étre appliquées au
modele de k — ¢ standard. Ce dernier suppose en fait un écoulement completement
turbulent, & haut nombre de Reynolds, ou 'effet relatif de la viscosité turbulente,
¢, domine celui de la viscosité moléculaire, u. Ce qui n’est pas le cas a la proxi-
mité des parois solides puisque la turbulence y est amortie et que son effet devient
négligeable devant les composantes laminaires de ’écoulement. Cette région est
nommée la sous-couche laminaire. Afin de pallier la faiblesse du modéle dans les

zones laminaires, on a recours a des lois de paroi.

Une loi de paroi est un modele approximatif du profil de vitesse (ou de température)
dans la couche limite. Elle permet de déplacer la frontiere du domaine de calcul
de la paroi physique, I';, & une distance d de celle-ci située dans la zone logarith-
mique de la couche limite. La sous-couche laminaire est ainsi retirée du domaine
de calcul, €).. Connaissant la solution de vitesse dans la région régie par la loi de
paroi et éliminée du domaine de calcul, on peut imposer des conditions aux limites
réalistes & la frontiere de calcul, I'.. Cette idée est schématisée a la figure 2.3 ou ’on
voit également les différentes zones d’une couche limite turbulente complétement

développée.
Cette technique présente les avantages suivants :

— Il n’est pas nécessaire de recourir 4 un modele de turbulence dit 4 bas Reynolds
qui serait requis si 'on voulait résoudre les équations aux dérivées partielles
jusqu’a la paroi.

— On réduit tres sensiblement le nombre de noeuds de calcul car ¢’est dans les zones
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U,
Zone de ’écoulement

Q libre

u

Zone de défaut

I,

Zone logarithmique

Zone de transition
L. Sous-couche laminaire

Zone de Lois de Paroi

Fi1G. 2.3 Le concept de loi de paroi et les composantes de la couche limite
de proche parois que l'on retrouve les gradients les plus forts.

Dans ce qui suit, on présente les lois de paroi pour la vitesse et la température et

la loi de paroi isotherme en sensibilités.

2.4.2.1 Loi de paroi pour la vitesse

La loi de paroi modélise I’écoulement a 'intérieur de la couche limite en la divisant
en deux régions distinctes. La premiére, soit la sous-couche laminaire, correspond
a une évolution linéaire du profil de vitesse (u* = y*). La deuxiéme zone suppose
une relation logarithmique entre la vitesse adimensionnelle, u™, et la distance adi-
mensionnelle de la paroi, ¥y, qui est une mesure du nombre de Reynolds local.
Les lois de paroi ne tiennent typiquement pas compte des zones de transition et de

défaut. La figure 2.4 illustre ce concept.

Nous utilisons la loi de paroi & deux échelles de vitesse de Chabard?¥ et Ignat
et all®®. Ce modele fait I’hypothése d’un cisaillement tangentiel constant dans la

direction normale a la paroi a la proximité de celle-ci. Le cisaillement a la frontiere



28

60 . I [
Loide paroi - - — — — -
Profil réel —————

Sous-couche Zone de s Tooarthmidie . R
= Taminaire transition Zone logarithmique Zone de défaut —

40 |- -

F1G. 2.4 La représentation par loi de paroi du profil de vitesse dans la couche limite

de calcul, 7, est donc égal a celui & la paroi, 7,. Par exemple, pour une paroi

horizontale on a :

. Ou Ou
.= -n) - ~~ —~p— = .5d
7 [(T n) t] e (,LL + ut)ay uay Tp (2 5 )

Le modele propose l'approximation suivante pour évaluer le cisaillement :
Te = PUisli (2.56)

ou Uy et u.. sont les échelles de vitesse permettant de calibrer la loi de paroi en
fonction de la physique du probléme. L’échelle de vitesse uy permet de tenir compte

de V'intensité de la turbulence :

ug = C’}/‘lkl/z = C’}/‘le:z:p (K/2) (2.57)
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ou C, est la constante de fermeture du modele £ — ¢ et ’énergie cinétique de la

turbulence est considérée & la frontiere de calcul, I'..

L’échelle de vitesse u.. est associée a la vitesse tangente a la paroi et s’évalue par
le biais du profil de vitesse adimensionnelle :
+ + +
Y pour y* <y,
ut = (2.58)
sin(By*) pour y* >yt
ou « est la constante de Kdrman et £ un parametre de rugosité qui, pour une paroi
lisse, prennent respectivement les valeurs de 0.42 et 9.08). Les deux équations se

recoupent & yr ~ 11. Les variables adimensionnelles sont définies comme :

yt = ﬁ?—k (2.59)
ut = = (2.60)
Une

ot u; = u - t désigne la vitesse tangentielle & la distance d de la paroi.

La valeur de la distance doit étre spécifiée avant la résolution du probléme. Il faut
la choisir de telle sorte que la valeur de la solution de y™ reste & la fois dans les
limites de validité du modele de turbulence, c’est-a-dire dans la zone logarithmique,
et dans celles de la loi de paroi. Les bornes suggérées sont 30 < y* < 30020, 11 faut
donc procéder par quelques essais et erreurs pour trouver une valeur appropriée de

la distance & imposer.

A Paide des relations précédentes, on peut formuler les conditions aux limites pour

les parois solides :


http://specifi.ee
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— Condition sur la vitesse tangentielle

Le cisaillement se calcule par une condition de type mixte (de Robin) :

U _ Puk
[(’T . n) . t] r. = Te = PURUsxx = Wut (261)
Remarquons que cette relation fait également intervenir ’énergie cinétique de la
turbulence par le biais de wy.

— Condition sur la vitesse normale

La loi de paroi suppose également que la vitesse est tangente a la paroi a la
proximité de celle-ci. On impose alors une condition de Dirichlet homogene sur

la vitesse normale, appelée la condition de non-pénétration :
u-A=0 (2.62)

Sur les parois horizontales ou verticales, la non-pénétration se traduit par une
condition de Dirichlet homogeéne sur la composante de vitesse normale a la paroi
que l'on impose alors au sens fort (u = 0 ou v = 0). Sur une paroi quelconque, on
impose la condition de non-pénétration au sens faible, soit en annulant le débit a
travers la frontiere. Pour imposer cette contrainte on utilise un multiplicateur de
Lagrangel'® f, qui agit comme la réaction de la paroi aux forces de pénétration
exercées par le fluide. L’équation (2.62) prend alors la forme de la fonctionnelle

suivante :

1=/ w-ffdl =0 (2.63)

Dans le contexte des éléments finis (voir la section 3.1) et dans le but de minimiser

la fonctionnelle (2.63), on évalue sa premiére variation :

9T = / w-Adfdl + | f9u-Adl =0 (2.64)

Te
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On a ainsi obtenu ’équation supplémentaire permettant d’évaluer la valeur de
f de fagon & annuler 'effet des forces de fluide et d’ajuster par conséquent le
débit :

/ uw-ndfdl' =0 (2.65)

Cette équation est traitée par la méthode de lagrangien augmentéel*®. Leffet de
la réaction de la paroi s’ajoute a la forme faible de I’équation de quantité de

mouvement (3.2) :

/ (r—pI) -] - 9udl = | fdu-Aadr (2.66)
c T'e

Condition sur K

On applique une condition de Neumann homogene sur 1’énergie cinétique de la
turbulence a la frontiere du domaine de calcul régie par la loi de paroi :

(u + ﬂ) VK-f=0 (2.67)

Ok

On laisse ainsi k, et par conséquent uy, varier le long de la frontiere et pendant
les calculs. C’est en fait 1’équilibre entre les équations du modeéle et les autres
conditions aux limites qui ajustera leurs niveaux finals.

Condition sur £

Cette condition est implémentée différemment selon les algorithmes de résolution
qui seront abordés a la section 3.2. Pour !'algorithme découplé, la valeur de
€ est reliée a l'intensité de la turbulence par une condition de Dirichlet dont

I’expression en variable logarithmique est la suivante :

£=In (l,:%) (2.68)

Pour les algorithmes couplé et semi-couplé, cette relation ne peut pas étre im-
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posée par le biais d’une condition de Dirichlet. En fait, & la différence de l'al-
gorithme découplé, la solution de K n’est pas connue lors de la résolution de
I'équation de &£. La relation (2.68) devient alors une contrainte entre les valeurs
de K et € a la limite du domaine de calcul qui s’exprime sous la forme résiduelle

suivante :

~ ci\ 3
Re=¢ ln<’€d) K (2.69)

Pour ces algorithmes, la forme faible de ’équation (2.69) est résolue implicite-

ment sur les éléments 1-D de la frontiere régie par la loi de paroi.

2.4.2.2 Loi de paroi thermique

Puisque 'on réduit le domaine de calcul pour éliminer les zones laminaires, il faut
également modéliser le comportement de la température dans la région éliminée de
la résolution. On utilise alors une loi de paroi thermique/® qui suppose le flux de

chaleur & la frontiére de calcul, g., égal au flux de chaleur & la paroi, g, :

oT oT

La loi de paroi propose également I’approximation suivante pour calculer ce flux
de chaleur :

Qe = pcpukT* (271)
ou T, est une température normalisée :

T, = T:;+TP (2.72)

T, est la température & la paroi. Notons que I'équation (2.71) est en fait une

condition mixte.
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On évalue Tt selon le profil de température adimensionnelle proposé par Arpaci et

Larsen?7 .

for y*+ <y
a PI‘t
2 20, (yt)?

T
—K—tln(y+)+ﬁ for y5 <y*

for yi <yt <yf (2.73)

Les constantes du modele s’évaluent selon les expressions suivantes :

L’échelle de vitesse uy et la distance adimensionnelle, ¢y, sont les mémes que pour
la loi de paroi de vitesse. Pour I’air, les nombres de Prandtl sont fixés & : Pr = 0.7

et Pr, = 1028],

2.4.2.3 Loi de paroi pour les sensibilités

Les sensibilités des lois de paroi s’obtiennent en dérivant les lois de paroi pour
I’écoulement. Les sensibilités isothermes étant suffisantes dans notre cas, nous

présentons en annexe I leur expression pour les parameétres de valeur.
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CHAPITRE 3

METHODE DE RESOLUTION

Une fois que le modeéle mathématique du probleme physique est déterminé, il reste
a résoudre les équations aux dérivées partielles par des méthodes appropriées que

nous aborderons dans ce qui suit.

3.1 Meéthode des éléments finis

Sauf pour des géométries triviales ou en présence des hypotheses simplificatrices,
il n’existe pas de solution analytique pour les équations qui nous intéressent. Il
faut donc recourir a une méthode numérique. Nous optons pour la méthode des
éléments finis, une technique abondamment documentée?® 3%, Sans nous étaler sur
la présentation de la méthode, passons directement a la formulation variationnelle

des équations du modele.

3.1.1 Formulation variationnelle

On applique une procédure classique aux équations du modele (2.21-2.24) et (2.26-
2.27), dont l'expression est appelée forme forte, pour obtenir leur formulation va-
riationnelle (dite forme faible). Le terme «faible» fait référence a la réduction de
Pordre des dérivées aboutissant & des équations équivalentes a celles de départ
mais exigeant moins de régularité. La procédure est la suivante : on multiplie les
équations par une fonction test appropriée, on les intégre sur le domaine et on ap-

plique le théoréme de la divergence pour obtenir les équations suivantes sous forme
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de résidus :

- Equation de continuité

R, = / V - utpd( (3.1)
Q

- Equations de quantité de mouvement

R, = / (pu - Vu) - udQ + / 2(p + pe)y(u) - y(Yu)dQ

—/pV-ﬁudQ—/f-z?udQ—/ [(—pI + 7) - ] - YudTyw  (3.2)
Q Q T yuv

dont les composantes spatiales suivantes s’extraient :

ou ou
R, = /Q (pua + p’ué—) Jud2
cfoewl (@) (5) G w) (5)] o
/p%dﬂ /fzﬂudﬂ

- /PNu [(—p + (1 + ) (%)) N + 2 (1 + pir) (gz + ZZ) ny] Pudl'ye (3.3)

ov Ov
" — — | JvdQ2
R /Q<pu6 +pv8> vd
0, 0
~Joep(5) (7)) (50))
—/Q @Edﬂ /fyﬂde
Oov

- /va [2 (1 + pz) (g—z + 8—:0) ng + (—-p + (1 + ) <g—z>> ny} dvdl'yv (3.4)
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— Equation d’énergie

Rr = / pcpt - VITOTdQ + /()\ + M) VT - VITdQ
Q Q

— / g¥TdQ — / (A + A)VT - AYTAT yr (3.5)
Q r

NT

~ Equation de K

R,c::/ [pu-VlC—(u+&>VIC-VIC
Q

Ok

K
— e P(u) + p*C, ] ICAQ + / p

e
Hi Q

- / gedkdQ — / <u+ﬁi> VK - AdKAT ye (3.6)
Q Ty

Ok

(u + ﬂ) VK - VKO

- Equation de £

RgZ/ [pu.vs—(wrﬂ)vs-vg
Q Oc

—pCerC, e~ ¢ P(u) + pcdeg-’c} IEAQ + / <u + ﬂ) VE - VIEID
Q

€

~ / ge¥EAQ — / (u+ ﬁi) VE - A9EAT ye (3.7)
Q T e O

ou Ip, Yu, v, 9T, 9K et ¥€ désignent les variations (fonctions test) ayant la

méme régularité que la solution et s’annulant aux frontieres du domaine I'p oli des

conditions de Dirichlet sont appliquées. On remarque que les conditions aux limites

Iy de Neumann (section 2.4.1.1) apparaissent explicitement dans les équations

variationnelles.

Les équations variationnelles pour les sensibilités s’obtiennent de fagon similaire.

Leurs expressions se trouvent a ’annexe II.
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La méthode des éléments finis résout ces équations variationnelles en faisant tendre

leur résidu discrétisé vers zéro. Poursuivons en présentant la fagon de discrétiser

les équations variationnelles.

3.1.2 Discrétisation

La discrétisation consiste a subdiviser le domaine continu du probléeme en un

nombre fini de sous-domaines inter-reliés appelés éléments. Les inconnues sont as-

sociées a des points géométriques de ces éléments, appelés neuds de calcul. On

représente la solution de 1’écoulement sur ’ensemble du domaine par l'interpola-

tion des valeurs nodales des variables dépendantes sur chacun des éléments :

N'u, N‘U NP
Up = E Nz Uiy, Vp = E N;)Uza DPh = 5 Nz Di,

i==1 i=1 i=1

Nt

_ T
Th - Nz T‘za
i=1
N Ng

(3.8)

(3.9)

(3.10)

oll, par exemple pour la variable dépendante u, u; représente la solution éléments

finis, u; ses valeurs nodales et V,, désigne le nombre élémentaire de fonctions d’inter-

polation et de nceuds de calcul (chaque noeud est associé & une fonction différente).

Pour les sensibilités on a :

Ng, Ng, NSp

Suh — Z N,'S"Sui, S‘Uh = Z Nisv Sois Sph = Z NI.SPSpn
=1

i=1 =1

Ngy Ns,

Skw =Y NS, Se,=» NieSe
i=1 i=1

(3.11)

(3.12)



38

Nous utilisons la méthode de Galerkin, qui prend les fonctions test comme fonctions

d’interpolation :

Nlu = 19’[1,,', sz = ’197),', va = 19’[)1', (313)
NiT =975, (3.14)
NF =9K;, Nf=9¢ (3.15)

et de la méme fagon en sensibilités :

NS =98,, N5 =49S,, N*=4095,, (3.16)

2

NP¢ =98k, NPE =195, (3.17)

Chaque fonction d’interpolation a la propriété de prendre une valeur unitaire a son

nceud de calcul correspondant et de s’annuler aux autres nceuds.

L’élément utilisé est celui de Taylor-Hood (P2-P;) comportant 6 degrés de liberté
par composante de vitesse, 6 degrés par variable turbulente, 6 en température et
3 en pression (figure 3.1). Cet élément incorpore des interpolants linéaires pour la

pression et quadratiques pour toutes les autres variables.

¢ & )
Vitesse-Température Pression

VAN interpolant linéaire

O interpolant quadratique

Fic. 3.1 Elément fini de type Taylor-Hood

En injectant les variables dépendantes discretes dans les équations variationnelles,
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on obtient les équations variationnelles discretes que 1’on intégre sur un élément de
référence par une quadrature de Gauss adéquate. On note alors par R; I’équation
résiduelle du %™ degré de liberté . Sur I’élément, les degrés de libertés sont par
exemple numérotés comme suit : i, € (1,2,3,4,5,6);4, € (7,8,9,10,11,12);ir €
(13,14,15,16,17,18);4, € (19,20,21); etc. Pour alléger 1'écriture, on utilisera
désormais, par exemple pour v, la notation R, afin de désigner les résidus discrets

des degrés de libertés 7 & 12. Il en est de méme pour les autres résidus.

La discrétisation des équations variationnelles permet de passer d’un probleme
continu a probleme discret formulé par un systeme d’équations algébriques dont les
inconnues sont les pondérations (poids) des fonctions d’interpolation. En traitant
les non-linéarités par une méthode itérative appropriée, un systéme matriciel de
type Az = b peut étre constitué & partir de la formulation discréte. On poursuit
par la présentation des différents systémes obtenus en fonction de ’algorithme de

résolution.

3.2 Algorithmes de résolution

Cette section porte sur la présentation des trois algorithmes de résolution découplé,

couplé et semi-couplé et les systémes matriciels qui en découlent.

3.2.1 Jacobien Numérique

Considérons I’équation résiduelle du %™ degré de liberté du domaine comme une
fonction de u™, le vecteur des valeurs nodales des variables dépendantes obtenues
iéme

alan itération. On cherche & obtenir :

R;(u™) =0 (3.18)
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Toutefois, u™ ne satisfait a priori pas ’équation non-linéaire (3.18). On cherche
Un vecteur de correction, du, tel que : u*' = u” + su™*! et R;(u™!) = 0. Le
systeme non-linéaire est approché par une approximation d’ordre 1 en séries de

Taylor (méthode de Newton) :

R;(u™ + 6u™™) = R;(u )+; 5, (u™)du; = 0 (3.19)
Ou apres réarrangement :
OR; .
|G| 0w = =R} (320)

ol u; représente les valeurs nodales et du; leurs corrections. Les entrées de la

matrice jacobienne, g—fé, sont évaluées par une approximation de type différence
J

finie :
OR; Ri(ul,uz,...,uj—l-a,...)—Ri(ul,uz,...,uj,...)

Gu. = ” (3.21)

ol « est une petite perturbation. Remarquons que le systéme (3.20) est un systeme

matriciel linéaire de type Az = b.

3.2.2 Approche Découplée

Il s’agit d’'une méthode découplée ou «segregated» en anglais regroupant les
équations discretes en trois systémes : continuité-mouvement-énergie, K et £. Cette
approche expliquée en détails par Ilincal!l procéde comme suit :

— 0. Fournir une solution initiale

— 1. Calculer u; et A;
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— 2. Résoudre le systéme continuité-mouvement-énergie avec u7~' et A?~! fixes :

Ry(u™) =0
Ru(un, }Cn—l, gn——l,pn) =0
RT(un,Tn,}Cn—l, gn—l) =0

— 3. Résoudre les équations de K et &

3.1. Résoudre le systéme K avec up™! fixe :

Ric(u™™, K", £%1) = 0

3.2. Résoudre le systeéme & avec up ' fixe :

Rg(u"_l, K:n—l’ gn) =0

3.3. Mettre a jour u: avec les nouveaux champs de K et £

3.4. Selon le test du critere de convergence, retourner a ’étape 3. ou aller a

I’étape 4.

— 4. Selon le test du critére de convergence globale, retourner a I’étape 1. ou arréter.

L’exposant «™» réfere aux valeurs implicites provenant de ’itération en cours tandis
b

que «""1» désigne les valeurs obtenues lors d'une itération antérieure. La différence

est que les premieres se font perturber pour calculer la dérivée par différence finie

tandis que les dernieres sont fixes pendant la résolution en question.

Les systemes matriciels résolus par cet algorithme sont les suivants :
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— Continuité-mouvement-énergie

_ - - _ -
d 8Ry ORy
G G 0 || du —R.
8R, OR dR,
gu Zwo ()  Z dv —R,
3?: 361): OR > - (3-22)
Pu o or O oT —Rr
8Rp 8
| e 0 0 ||| | -R |
— Energie cinétique de la turbulence, K
[ ][ oc] = -re] (3.23)
— Taux de dissipation de I’énergie cinétique de la turbulence, £
][0 ] =[x oy

’Les non-linéarités de chaque systéme sont traitées par la méthode de Newton sauf
pour les premiéres résolutions du systeme continuité-mouvement-énergie et sur les
maillages grossiers ol I'imprécision de la solution initiale rend la convergence de la
méthode de Newton difficile, voire impossible si I’estimé initial est trop loin de la
solution finale. On utilise alors la méthode de Picard (point-fixe). Elle est également
utilisée au cours des itérations globales (étapes 1.-4.) puisque lors de la résolution

de chaque systeme, les informations provenant d’un autre systéme sont fixées.

3.2.3 Approche Couplée

Cette approche consiste en une résolution simultanée et implicite de toutes les
équations :

R;(u™ T K" €™ p") =0 (3.25)
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pour tous les %, les degrés de liberté du domaine. Il en résulte un grand systéme

matriciel :

2 o0 o ]lu) [--
wog oo % B |6 | oA
G Bk GF G B¢ 0 || 0T | _| —Fr (3.26)
ORe ORc o ORe ORc oK i
BRe o, o OB O 6 —Re
_%% % o 0 0 0 Lo | | B |

Cette formulation permet une application directe de la méthode de Newton &
tous les termes non-linéaires de toutes les équations. On peut donc théoriquement
s’attendre a un taux de convergence quadratique au cours des itérations et par
conséquent & une économie importante du temps de calcul. Par contre, la taille de
la matrice de 'algorithme couplé étant plus importante que celle de son équivalent
en découplé (un rapport approximatif de 2.5 pour les problémes thermiques! et un
autre de 3.2 pour les problemes isothermes?), 'approche couplée sera plus gour-

mande en termes de mémoire.

3.2.4 Approche Semi-couplée

L’approche couplée éprouve occasionnellement des difficultés de convergence
lorsque la solution initiale n’est pas suffisamment proche de la solution finale. C’est
surtout le cas sur des maillages grossiers. On a alors recours & ’approche semi-

couplée pour générer un estimé initial de la solution, fourni a l'algorithme couplé,

1 s’agit d’'une matrice élémentaire de 33 * 33 (degrés de liberté)? en couplé contre 21 * 21
(degrés de liberté)? pour le systéme continuité-mouvement-énergie en découplé sans tenir compte
des conditions aux limites et des zéros.

ZMatrice élémentaire de 2727 (degrés de liberté)? en couplé contre 1515 (degrés de liberté)?
en découplé
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assurant ainsi la convergence de la méthode de Newton. Cette approche découple
partiellement les équations en appliquant la méthode de point-fixe a la plupart des
termes convectifs et en fixant la viscosité et la conductivité turbulentes pendant
chaque itération. Autrement dit, il s’agit de la résolution simultanée des équations

résiduelles de la maniére suivante :

oy

p(un)

oy

L(u™, K £ p™) = 0 avec u™ ! aux termes convectifs (et pp!)

X I

(3.27)

( (3.28)
r(u™, T K™ E771) = 0 avec w™™! aux termes convectifs (et A\P™!)  (3.29)
(w1 K" EM) = 0 avec pl (3.30)
(3.31)

Re(u™ 1, K™, E™) = 0 avec u~

Ces équations forment le grand systéme suivant :

oot oo o o Bl [-r

o % 0 0 o0 9k v —R,

0z ofr %Er o 0 0 6T —Rr
e om = (3.32)

0 0 % 2 g 5K —Ryx

R, 9R,
0 0 o0 & 2 5 —Rg¢
| = G 0 0 0 0 [[dp]| | -R |

La fagon naturelle d’implémenter cet algorithme consiste & créer 2 systémes matri-
ciels distincts : un pour les équations de continuité-mouvement-énergie et un autre
pour K — £. On effectuerait alors des itérations de type point-fixe entre les deux
systémes tout en résolvant chaque systéme par la méthode de Newton. Pourtant,
pour des raisons pratiques, on utilise un systéme similaire a celui de la méthode
couplée. On laisse ainsi le solveur linéaire gérer les blocs de zéros dans la matrice

semi-couplée et on applique directement la méthode de Newton & ’ensemble du
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systéme tout en opérant un point-fixe & certains termes non-linéaires.

Nous notons que ’encombrement mémoire des deux approches semi-couplée et
couplée est du méme ordre de grandeur. Par contre, la convergence de 1'algorithme
semi-couplé sera plus lente puisqu’il traite les non-linéarités par une méthode de
point-fixe. Toutefois, cette inefficacité n’est pas critique puisque cette approche
n’est utilisée que pour démarrer les calculs sur les maillages grossiers pour lesquels

les systémes sont de petite taille.

Ayant exploré les algorithmes de résolution du modele de turbulence et apres avoir
introduit les systémes matriciels & résoudre, attardons-nous aux outils permettant

leur résolution.

3.2.5 Remarque sur la résolution des sensibilités

Notons que les systémes matriciels et les algorithmes de résolution pour les sensi-
bilités sont les mémes que pour ’écoulement et nous ne les présentons donc pas.
D’ailleurs, les équations de sensibilités sont linéaires et donc leur résolution ne
nécessite pas de méthode itérative. Toutefois, puisque la structure du systéme créé
lors de la résolution de 1’écoulement est reprise pour résoudre les sensibilités, 1’ap-
proche itérative employée pour I’écoulement s’applique de facon superflue aux sen-
sibilités. C’est le cas de l'algorithme découplé. L’approche couplée résout les sen-
sibilités directement et ’approche semi-couplée étant par conséquent inutile n’est

pas implémentée en sensibilités.



46

3.3 Résolution du systéme linéaire Az = b

En éléments finis en général et surtout pour les problémes turbulents résolus par
des algorithmes couplés, I’étude des cas pratiques avec une précision acceptable
nécessite la résolution de systemes matriciels de grande taille. Par exemple, un
maillage de 30,000 nceuds seulement, pour un probléme turbulent isotherme et
Palgorithme couplé, se traduit par le traitement d’un systeme de quelque 120,000
inconnues. Le stockage de la matrice A d’un tel systéme au complet exige a lui seul
109,863 Mo en double précision. Cette difficulté peut étre contournée en tirant

profit de la structure particuliere de la matrice A.

3.3.1 Matrices creuses

Les matrices éléments finis sont de type creuses («sparse» en anglais). Cette ap-
pellation fait référence au nombre important de blocs de zéros dans la structure de

la, matrice.

La figure 3.2 montre la étructure de la matrice A pour la discrétisation éléments
finis des équations Navier-Stokes 2D dans le cas de 'écoulement autour d’un carré.
Les valeurs non-nulles sont démarquées par des points et les valeurs nulles par les
espaces vides. Le nombre d’entrées (valeurs non-nulles) est de ne = 84,723 pour
ce systeme de neq = 3,175 équations. Dans ce cas précis, les valeurs non-nulles
représentent 0.84% des coefficients de la matrice. On voit donc ’énorme économie

possible a réaliser en évitant le stockage des zéros.

Différentes stratégies®!l ont été développées pour le traitement et la résolution de
ces matrices de fagon a optimiser le temps de calcul et a réduire significativement

les besoins en capacités de stockage. Leur point de départ commun réside dans
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F1G. 3.2 Strucutre de la matrice A

I’élimination des valeurs nulles du processus de mise en mémoire. Remarquons que
pour des raisons pratiques, toutes les valeurs nulles ne sont pas nécessairement
éliminées. On désigne alors par entrée les coefficients stockés (conservés lors de la

décomposition) de la matrice qui peuvent étre nuls ou non.

Notons également la symétrie de la structure de la matrice de la figure 3.2. Méme si
cela n’est pas le cas de toutes les matrices produites en éléments finis, on adopte une
stratégie générale en supposant leur structure symétrique. Ainsi, le traitement de la

matrice en devient simple et générique au prix du stockage de quelques coefficients

nuls.
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3.3.2 Solveurs linéaires : Skyline - UMFPACK - PARDISO

Parmi les multiples outils et méthodes existants, nous avons opté, dans 'ordre

chronologique d’implémentation, pour les solveurs directs (non-itératif) suivants :

L’appellation de cette méthode, Lignes de ciel en frangais, fait allusion a I'allure
de la partie stockée découpée dans la matrice de départ. La convention utilisée
par cette méthode pour la décomposition et le stockage de la matrice est comme
suit : on localise d’abord, pour toutes les lignes, le premier élément non-nul de
la ligne 4 qui est également le premier élément non-nul de la colonne j = ¢. Par
la suite, on copie dans le vecteur A, tous les coeflicients de la ligne i et puis
de la colonne j = 4, & partir du premier coefficient non-nul jusqu’a la diagonale
(coefficient diagonal exclus). On stocke finalement le coefficient diagonal, d;. Dans
le vecteur A,, on indexe la position des entrées diagonales parmi les entrées du

vecteur A;. Poursuivons en appliquant la procédure & la matrice suivante :

[0 0 70 10 0]
0 1012 0 0
a5 000 0 3 33
0 4 09 8 0
2 0 06 0 14
0 0 10 -1 1|

On obtient le résultat de la figure 3.3.
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F1G. 3.3 Algorithme de stockage du solveur linéaire Skyline

Les vecteurs de décomposition sont :

A, ={1, 2, 7, 12, 21, 28}
A, ={0, -1, 5,0,7,0,0, 4,0, 12, 0, 9, -2, 0,
0,6, 10,0, 0,8, 0, 1,0, —11, 3, 0, 14, 1}

Le vecteur A, est d’une longueur de negq, le nombre d’équations.

La convention de décomposition utilisée par cette méthode pour éliminer les zéros
n’est évidemment pas optimale compte tenu du nombre important de valeurs
nulles transmises de la matrice au vecteur A, . Par contre, elle présente ’avantage
de ne pas avoir & se préoccuper du remplissage di a la factorisation (entrée nulles
devenant non-nulles) puisque le remplissage se produit au niveau des fragments
déja stockés des lignes et des colonnes.

Une fois la matrice creuse décomposée en vecteurs, la méthode effectue d’abord
une factorisation LU et puis une descente gaussienne pour résoudre le systéme.
La résolution nécessite donc un grand nombre de calculs et elle est dans ce sens

sous-optimale. Il a donc fallu trouver des techniques plus performantes.
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- UMFPACK
«Unsymmetric-pattern MultiFrontal Package?® 3% 33y est un ensemble d’outils
de traitement de matrices creuses utilisant des techniques multifrontales, qui
offre une meilleure performance par rapport a la méthode Skyline. La technique
multifrontale consiste en un traitement simultané de la matrice sur plusieurs
fronts de calcul constitués de sous-matrices souvent contigués.
Pour stocker la matrice selon la convention UMFPACK, on utilise 3 vecteurs :
un vecteur de pointage, Ay, un vecteur d’indexage, A;, et un vecteur contenant
les valeurs des entrées, A,. Ce schéma de décomposition s’appelle «Compressed
Sparse Columns».
Le vecteur A,, dont le premier élément est toujours un 0, répertorie la derniere
entrée de chaque colonne en indiquant sa position parmi toutes les entrées de la
matrice. Il sert comme pointeur pour repérer les colonnes de la matrice A dans
le vecteur A;. Sa taille est de neq + 1.
Le vecteur A; indexe le numéro de ligne de chaque entrée de chacune des colonnes.
Sa taille est égale a celle de A, et correspond au nombre total d’entrées. Notons

que les lignes et colonnes sont indexées & partir de 0. Par exemple, pour la matrice

(3.33) on obtient :

A, =1{0, 2, 4, 6, 9, 12, 15)
Ai = {25 47 1, 3’ Oy 57 1, 37 47 O) 3a 5, 2a 4a 5}
A, =15, =2, —1,4,7, 1,12, 9, 6, 10, 8, —11, 3, 14, 1}

On remarque qu’a la différence de la méthode Skyline, I’élimination des zéros
est complete au prix de la création d’un vecteur supplémentaire de taille ne, le
nombre d’entrées.

UMFPACK débute son traitement par une analyse préliminaire, il s’agit de la

factorisation symbolique. Le but de cette étape est de pré-ordonner les colonnes de
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A de fagon a réduire le remplissage et aussi de dresser le profil des sous-matrices
frontales. La mémoire requise a ce stade est d’ordre O(ne) et ne dépasse pas
13neq pour une matrice de negxneqi®, UMFPACK enchaine par la factorisation
numérique des sous-matrices frontales qui résulte en une décomposition de A en
LU. La mémoire nécessaire & la factorisation numérique est aussi de O(ne). La
derniere étape est la résolution du systeme factorisé.

Nous verrons plus loin que cette méthode permet d’énormes économies de temps
d’exécution et de capacité de stockage.

Il faut noter que l'on crée la structure (vecteurs A, et A;) de la matrice A
a priori, avant méme de commencer le calcul, en utilisant les informations
sur le maillage et le type de probleme a résoudre. Finalement, linterfagage
d’'UMFPACK avec le code éléments finis élaboré sur la plate-forme Fortran a

fait partie du présent projet.

- PARDISO
PARDISOP 3] est un autre solveur direct utilisant une convention de stockage
et des techniques semblables & celles ' UMFPACK mais offrant en outre, la pos-
sibilité de calculs paralleéles sur des systémes multiprocesseurs. Par conséquent,
ces deux outils présentent des performances similaires en termes de mémoire re-
quise. Par contre, PARDISO est susceptible d’étre plus rapide sur les machines

a processeurs multiples.

3.3.3 Factorisation conditionnelle

Lorsque la méthode de Newton est suffisamment proche de la solution finale,
on peut réutiliser la factorisation de la matrice jacobienne au prix de quelques
itérations supplémentaires beaucoup moins coiiteuses que ’évaluation d’une nou-

velle jacobienne. On fait dans ce cas une économie substantielle du temps de calcul
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dés que les criteéres sur les normes de résidus détectent I’approche de la convergence.

La combinaison de I’algorithme couplé, des solveurs linéaires multifrontaux et mul-
tiprocesseurs ainsi que l'application de la factorisation conditionnelle améliorent
grandement 'efficacité en termes de 'usage des ressources informatiques. Ces as-
pects interviennent au niveau de la résolution sur un maillage donné. Puisqu’il im-
porte de vérifier 'indépendance de la solution par rapport au maillage, on effectue
une étude de convergence des solutions sur différents maillages. Pour produire des

maillages optimaux, on a recours au contréle d’erreur par ’adaptation de maillage.

3.4 Controle d’erreur

Nous utilisons la méthode de [’adaptation de maillage qui consiste en le post-

traitement (& la suite de la résolution) suivant :

— Construire une solution enrichie par la projection locale des gradients suivant

I'approche de Zhu et Zienkiewicz!36],

3

— Estimer 'erreur selon une norme d’erreur appropriée®,

— Calculer une distribution de la taille des éléments dans le domaine de fagon
a réduire erreur par un facteur fixe d’'un maillage a Pautre : la densité des
éléments est augmentée dans les régions de forte erreur et diminuée dans les

zones ol 'erreur est faible,

On désignera par cycle adaptatif la suite des trois procédures de maillage—
résolution—post-traitement. Remarquons finalement que I'on interpole souvent la
solution d’un cycle adaptatif sur le maillage du cycle subséquent afin de produire

une solution initiale de qualité facilitant la convergence de la méthode itérative.

3Voir ’annexe III pour les expressions des normes d’erreur.
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3.5 Stabilisation numérique

En calcul d’écoulement comme de sensibilités, la méthode de Galerkin conduit & des
solutions entachées d’oscillations lorsque les termes convectifs sont prépondérants.
La convergence en souffre et devient dans certains cas impossible. Puisque, notre
étude porte sur les écoulement turbulents (forces convectives dominant les forces
visqueuses), il est primordial de recourir & des techniques de stabilisation per-
mettant de pallier ces lacunes. On peut nommer, entre autres, les méthodes up-
wind, SUPG (Streamline Upwind Petrov-Galerkin)B"l et GLS (Galerkin Least-

8] 1’idée de base de toutes ces techniques est de modifier les fonctions

Squares)
test des équations variationnelles de fagon & introduire une viscosité artificielle ou
a favoriser l'intégration vers 'amont du courant. Ces méthodes ont été détaillées

par Turgeon® et leurs expressions sont présentées & annexe IV.
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CHAPITRE 4

VERIFICATION

Nous avons exploré la modélisation mathématique du probléme et les méthodes
numériques implémentées pour en résoudre les équations différentielles. Avant de
passer a l'application il faut nous assurer de la qualité de notre démarche. Il s’agit
d’examiner la modélisation et 'implémentation par la méthode de vérification et

validation!4% 41,

Lors de la vérification, on tente de répondre a la question «Résout-on les équations
correctement 7». La modélisation est & ce stade supposée correcte et mise de c6té
pour se concentrer sur son implémentation. Pour ce faire, on adopte la méthode des

54243, 4] Upe solution manufacturée est une solution ana-

solutions manufacturée
lytique qui n’est pas nécessairement réaliste car elle sert uniquement pour des fins
de vérification. Elle fournit les champs de distributions des variables dépendantes
sur un domaine donné. La solution est injectée dans les équations aux dérivées
partielles. Les termes sources sont alors déduits de fagon & assurer ’équilibre. La
résolution de ces équations enrichies de termes sources devra nécessairement pro-
duire la solution manufacturée. Si c’est le cas, le code est dit vérifié, sinon il faut
retourner & 1’étape de l'implémentation pour trouver et corriger les erreurs. La
convergence vers la solution manufacturée est quantifiée par le calcul de 'erreur de
discrétisation et controlée par le raffinement de maillage en plusieurs cycles adap-
tatifs. Nous vérifions ’algorithme couplé seulement puisque ’algorithme découplé

a déja fait I'objet d'une vérification(!3!.

Lors de la validation, on tente de répondre & la question «Les équations que 1'on

résout sont-elles correctes7». C’est seulement une fois que I'implémentation du
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modele a été vérifiée qu'il devient 1égitime de s’interroger quant & la capacité du
modele a représenter la physique du probléeme avec précision. Pour ce faire, on

compare les résultats numériques avec les données expérimentales.

Appliquons maintenant la méthode en vérifiant le code par une solution manufac-
turée pour un écoulement isotherme et ses sensibilités. La validation a déja été

effectuéel®® 131 et il n’est pas nécessaire de la refaire.

4.1 Solution manufacturée pour I’écoulement

La solution manufacturée par Eca et all*> %6 3] imite le comportement proche-paroi
d’une couche limite bidimensionnelle, stationnaire, isotherme et incompressible.
Le nombre de Reynolds est défini comme Re = % = 10% ol v est la viscosité
cinématique et Uy = 1 et L = 1 sont respectivement la vitesse de I’écoulement libre

et la longueur de de la plaque considérées comme références. Toutes les quantités

sont adimentionnalisées par ces dernieres.

Ya

LLe domaine de calcul

Y+ 05

0 ! T
0 0.5 10 X

F1G. 4.1 Domaine de calcul : solution manufacturée

Le domaine de calcul, tel que montré a la figure 4.1, est un carré de 0.5L de coté
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dont les coordonnées varient entre 0.5 < z < 1l et 0 < y — yp < 0.5. Remarquons
que la frontiere de calcul est posée a une distance d = 0.006 de la paroi située
a y = yo = 0.006. Cette valeur de distance est choisie de fagon a garantir que la

valeur de y* se trouve dans les limites de validité de la loi de paroi (section 2.4.2.1).

Les variables de I’écoulement sont définies en fonction des variables de similarité

suivantes :

n= U(y - yO) Do, = Uv(y _ yO) (41)

T T

ouo =4 et 0, = 2.50. Les expressions analytiques des variables dépendantes sont :

u = erf()

(

v o= 2‘% (1 - e“”z) (4.3)
p = 05[ln(2z—2"+0.25)In (4(y — 50)* — 3(y — v0)* + 1.25)]  (
(

K = In(k) =l (k-maznfe"”g + ak) 4.5)
]{:2
E = In(e) =1n (0.36—1/7”—‘”"—6_"E + ae) (4.6)

Les constantes et propriétés physiques apparaissant dans la solution sont définies

comme suit :

Uy=10 L=10 p=10 »r=10"° p= pv—10-8 (4.7)
Umaz = 10%0 ke = 0.01 (4.8)

o =107 o, =1073 (4.9)

C,=009 Cq=144 Cey=192 o0r=10 o0.=13 (4.10)

La viscosité turbulente, p, s’évalue a partir de sa définition (2.28). Les constantes,

o et o, ont été ajoutées aux variables turbulentes pour éviter les valeurs proches
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de zéros lors de passage en variables logarithmiques.

A partir de la solution manufacturée, les termes sources, fr, fy, gx et g¢ sont
évalués et ajoutés aux équations de quantité de mouvement (2.22), de K (2.26) et
de € (2.27). Leurs expressions se trouvent & ’annexe V. Notons que 1’équation de
continuité ne nécessite pas de terme source puisque le champ de vitesse est congu

pour étre a divergence nulle.

4.2 Solution manufacturée pour les sensibilités

Le parametre d’intérét est la position verticale de la plaque, yo. Il s’agit en fait
d’'un parametre de forme. Mais puisque la solution est connue, on le considére
légitimement comme un parametre de valeur. La solution manufacturée pour les

sensibilités s’obtient en dérivant celle pour 'écoulement par rapport a yo :

2 o 2

S, = ——Zem 4.11
2 n 2

S, = ——=¢77 4.12

(112)

3(y — v0)(1 — 2(y — wo)) 2
S, = In(2z — z° + 0.25 4.13
P = Ay o)~ 30y —uo)t + 125 ) @)
o

Sk = 2mas20pe@™ (1, — 1) (4.14)
k2 ”

S, = 0.72%"—7%6(—"”) (4.15)

La sensibilité de la viscosité turbulente est définie comme suit :
/ 25, S.
= —— 4,
My Nt( L 6) (4.16)

A partir de ces définitions, on calcule les termes sources, f.', f,, qc’ et g¢' qui

permettent d’injecter la solution analytique dans les équations ( 2.31 - 2.33 ). Les
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expressions des termes source en sensibilités sont présentées a I’annexe V.

4.3 Condition aux limites

Tel que montré a la figure 4.2, des conditions aux limites classiques de Dirichlet et
de Neumann (section 2.4.1) sont appliquées sur les courbes entrée, haut et sortie.
Les conditions a la plaque sont régies par la loi de paroi. Dans tous les cas, les

valeurs imposées proviennent de la solution manufacturée.

AAA A

(uvKE) (uvKE)SM
HAUT ('Ju
2+ Ky == tX
U=Ugm prant ko5 SM
_A 6u 8v
V=Vsm (“““( =)= tySM
ENTREE SORTIE N
A +ﬁL).0_..}S. = (PK
K=Kgm * o, 8X Pom
A W, o0& .
€=g p+ == =@¢
SM PLAQUE O OX M
e
Loi de paroi
u: TS SM V= \l/\ SM TS : Terme Source
SM : Solution Manufacturée
Ut L OK _ A .
(W +— 5 )T PKg €:TSqy

F1G. 4.2 Domaine de calcul et conditions frontiéres : solution manufacturée

4.3.1 Ecoulement

— Conditions de Dirichlet

Les valeurs des conditions de Dirichlet sont évaluées a partir de la solution ma-

nufacturée et les coordonnées (z,y) des courbes. Par exemple :

dion = erf(n) (4.17)
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— Conditions de Neumann

Sur la courbe sortie (i = [1,0]7), on a les expressions suivantes :

b = {0+ 20t u»%}m (418)
tysy = {(p + pae) (Z—Z + %) }SM (4.19)
b = {(n+2) 5} (4.20)

(4.22)

Les termes SM sont évalués a partir des expressions analytiques de l’annexe V.

— Conditions & la paroi

11 faut injecter les expressions analytiques dans la loi de paroi de facon & ce que
la résolution délivre la solution manufacturée plutdt que la solution régie par le

modele de la loi de paroi. Les conditions sont les suivantes :

Condition sur la vitesse tangentielle : il s’agit de I’expression suivante :

Te = {=purtt, —{TS7}su

Ou Ov
= i—Puiu**}@—i—Pukf**}sM_ {(H + pt) (8_y + %) }SM (4.23)
1 2 . -~ V)
3

ou le terme 1 est le taux de cisaillement calculé par le code éléments finis en
vertu de la loi de paroi, le terme 2 est son équivalent calculé & partir de la
solution manufacturée qui a pour réle d’annuler le premier terme. Le terme 3
est la valeur que l'on veut appliquer comme condition et correspond au taux
de cisaillement analytique a la frontiere de calcul. L’ensemble des termes 2 et

3 constitue le terme source (TS) pour 7.. Le lecteur intéressé peut consulter le
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travail de Di Carol'¥ pour se renseigner au sujet des conventions de signe utilisées.

Condition sur la vitesse normale : au lieu d’une condition de non-pénétration

utilisée dans le cas général, on applique la valeur analytique de la vitesse normale :

- # (1 . e_"Q) (4.24)

Condition sur K : on applique la valeur analytique du flux de I’énergie cinétique

de turbulence & travers la frontiere de calcul (A = [0, 1]7) :

Bresa = { <u + 5—;) Z—’?j—}m (4.25)

Condition sur £ : on impose la valeur analytique du taux de dissipation de

’énergie cinétique de turbulence en modifiant 1'’équation (2.69) de la fagon sui-

vante :

Re =

4.3.2 Sensibilités

Les conditions en sensibilités s’obtiennent en différenciant celles de 1’écoulement et

donc pour chaque courbe, le type de la condition en sensibilités est le méme qu’en
écoulement (figure 4.2).

— Conditions de Dirichlet

La valeur a imposer est fournie par la solution manufacturée. Par exemple, pour
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Sy
~ 2 o 02
SuSM —77_1_;6 n (427)

— Conditions de Neumann

Les flux & imposer sur la courbe sortie se calculent analytiquement selon :

. oS,
Vasy = { Sp +uta + 2+ )5 }S (4.28)
M
. . 0S, 08,
Vys = {ﬂt ("‘" + _;;‘) + (;1, + 1) ( By + o )} (4~29)
SM

Iy = u_alC + 2 %
¢K:SM N {O'k oz ( O'k> ox }SM (430)
; BOE 05:

Ve = {O’G Ox ( ) o (4.31)

(4.32)

Notons que les propriétés physiques ne dépendent pas de yo et donc leur sensi-
bilité est nulle.

— Conditions a la paroi

La dérivation des conditions de 1’écoulement délivre les conditions suivantes :

Condition sur la vitesse tangentielle : elle se calcule comme suit :

Te = {—p uktien — ptis ~ puril,}y, — {TSr} g

= {—p UpUun — PULr — pURU, }, — { =P UklUnn — PURan — pURLL, } g1
. (Ou Qv 0S, 08,
- {N’t (5§+a—x> +(u+ut)<a ax>} (4.33)

Condition sur la vitesge normale : la valeur analytique est appliquée & la frontiere

de calcul :

Sosnr = _ 2 (4.34)
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Condition sur X : on impose la valeur analytique de la sensibilité du flux :

/ ﬂ; utag e A %
a2 a2 A= 4.
Ku + o o )VIC + <u+ Uk) VSIC] n=d¢r,., (4.35)
L OK oS
{&__ N (M &) ___’C_}
o Oy o) Oy SM

Condition sur £ : on modifie I'équation (I.10) pour y injecter la valeur analytique

par le biais d’un terme source :

3C, K & 3
Rs, = {Sg ~1c, ot 'Q‘SIC}h —{TSe}sn
- {Sg—§SK} _{Sg~§5,€} (4.36)
27 2 " sm

4.4 Résultats

A la suite de 6 cycles adaptatifs, on obtient les résultats suivants. La figure 4.3
montre le maillage final de 161, 025 noeuds et 80,040 éléments. On peut apprécier
la performance du remaillage adaptatif en observant les traces de la couche limite
dans le maillage. Les zones de raffinement correspondent aux régions de variations

rapides des variables dépendantes et de la viscosité turbulente (forts gradients).

Le maillage a été adapté par rapport aux distributions d’erreur de u, p, K, £,
et de leurs sensibilités. Les trajectoires de la norme équivalente de H' des erreurs
exacte et estimée (voir l'annexe III pour l'expression des normes) sont montrées
aux figures 4.4 & 4.8 pour I’écoulement et aux figures 4.9 & 4.13 pour les sensibilités.
L’évolution de 'indice d’efficacité y est aussi présentée. Il se calcule comme suit :
7, = 1€ llestimee (4.37)

‘ ||e¢”exacte
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Fic. 4.3 Maillage final : solution manufacturée

ol ||e?|| est la norme d’erreur de la variable ¢.

On observe que l'erreur diminue systématiquement avec le raffinement adaptatif
des maillages. Egalement, les erreurs estimées convergent vers les erreurs exactes

témoignant de la convergence vers la solution manufacturée.

Les tableaux 4.1 et 4.3 récapitulent et précisent les valeurs des erreurs estimée
et exacte ainsi que celles de l'indice d’efficacité pour le dernier cycle adaptatif.
Remarquons que l'estimateur d’erreur atteint une efficacité de 0.70% et plus au
dernier cycle témoignant du succeés de la technique de ’estimation et de la stratégie
d’adaptation. Nous notons également que ’erreur absolue est plutét grande pour
Sk et Sg. Pour s’assurer de la convergence, examinons les valeurs relatives des
erreurs qui, étant respectivement de 2.958 107% et 3.172 10792, témoignent d’'une

précision acceptable et de la convergence de la solution. Les variables turbulentes
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Norme (variable) | Erreur exacte | Erreur estimée | Indice d’efficacité
éqH : p 2.120 1074 1.707 10~* 0.80
égH' : u 7.780 1074 8.962 1074 0.86
égH' : K 9.595 1073 8.683 1073 0.90
éqH' : & 4.418 1073 3.379 1073 0.76
éqH" : 4.446 1077 4.520 1077 1.02

TAB. 4.1 Etat de la convergence de I'écoulement au 6%™¢ cycle : solution manufac-
turée

éqH* : u p K &
Théorique 2 1 2 2 2
Observé 1.2 1.2 24 29 2.1

TAB. 4.2 Taux de convergence théoriques et observés de ’écoulement : solution
manufacturée

sont en effet particulierement sensibles aux variations de la position verticale de la
plaque, yo, de telle sorte que les normes de leurs sensibilités sont de 1.640 10193

pour Sk et de 1.182 107%% pour Sg.

Les taux de convergence théoriques et observés sont affichés aux tableaux 4.2 et 4.4
respectivement pour I’écoulement et les sensibilités. Le taux théorique a été calculé

selon I’équation suivante :
”Uh - uez”m,ﬂ < Chk+l_m||uew|lk+l,ﬂ (438)

oll up, et ue; sont les solutions respectives des problémes discret et continu, m
I'ordre de la norme de l'erreur, h la taille caractéristique des éléments, k le degré
de l'interpolant de v et C' une constante. Notons que si la solution continue est

suffisamment réguliere, ||ues|/k+1,0 €st bornée et s'intégre & la constante C.
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Norme - variable | Erreur exacte | Erreur estimée | Indice d’efficacité
éqH" : S, 2.288 1073 1.593 1073 0.89
éqH' : S, 2.044 1072 1.819 1072 0.70
éqH' : Sk 4.851 10° 4.516 10° 0.93
éqH! : S¢ 3.755 10° 3.444 10° 0.92
éqH' : S, 2.638 1075 2.589 1075 0.98

TAB. 4.3 Etat de la convergence des sensibilités au 6™ cycle : solution manufac-

turée

égH': Sy S, Sc S
Théorique 2 12 2 2
Observé 1.7 12 23 26 23

TAB. 4.4 Taux de convergence théoriques et observés des sensibilités :

manufacturée

Le taux observé s’évalue selon :

”uh - uem”m,Q < Che = Cn—0.59

solution

(4.39)

ou 8 est le taux observé et n le nombre de nceuds total qui est inversement propor-

tionnel au carré de la taille des éléments.

Comme indiqué aux tableaux 4.2 et 4.4, les taux de convergence observés sont en

accord avec les taux théoriques sauf pour u, £ et Sg. Les écarts sont attribués

aux effets des méthodes de stabilisation (section 3.5) qui altérent la précision de

la méthode de Galerkin en introduisant une diffusion artificielle dans les équations

variationnelles®”!, On remarque que la pression est la variable la moins affectée

par l'erreur de stabilisation. Ceci était prévisible puisque les termes de diffusion

numérique sont de l'ordre 2 et par conséquent affectent moins la pression discrétisée
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a 'ordre 1 que les autres variables discrétisées & 1’ordre 2.

L’étude de 1'évolution des erreurs estimée et exacte pour les variables de
I’écoulement et des sensibilités montre une diminution systématique de l'erreur
avec I’adaptation. On conclut que la solution obtenue par le code converge vers

la solution manufacturée et donc on peut statuer que le code est vérifié pour les

écoulements turbulents isothermes et leurs sensibilités.
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CHAPITRE 5

APPLICATIONS

Cette section porte en premier lieu sur la présentation des résultats produits par les
algorithmes découplé, semi-couplé et tout couplé. Les algorithmes sont comparés
selon leurs performances en termes de l'usage des ressources informatiques. La
méthodologie employée consiste a résoudre un probleme de taille et de complexité
contrdlées par tous les algorithmes successivement. A ce stade, le solveur linéaire
UMFPACK est utilisé pour toutes les résolutions. En deuxiéme lieu, 'efficacité
des solveurs linéaires, Skyline, UMFPACK et PARDISO est également évaluée et

comparée. Le serveur accueillant les calculs posséde la configuration suivante :

IBM RS/6000 pSeries 630 Model 6C4

Processeur : 4x1.0 GHz POWER4, 8MB ECC L3
Disque interne : 2x73.4 Go SCSI-3

Mémoire : 8 Go DDR ECC ”Chipkill”

SO : AIX 5.1

5.1 Comparaison des algorithmes couplé, découplé et semi-couplé

Dans un premier temps, procédons a ’évaluation des trois algorithmes. On retien-

dra les plus intéressants pour la suite de 1’étude.

La premiere application est le cas de ’écoulement turbulent proche-paroi autour
d’un obstacle carré et a proximité d’'une plaque plane étudié expérimentalement

par Wu et Martinuzzi 48 et numériquement par Di Caro et all.
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5.1.1 Le cas de 'obstacle carré

Le nombre de Reynolds est basé sur la vitesse de I’écoulement libre et la longueur
du c6té de l'obstacle D et sa valeur est de Re = 22,000. Le domaine de calcul est
illustré a la figure 5.1. L’espace entre la plaque et ’obstacle est de 0.25D. 1l faut
noter que les coins du carré et le bord d’attaque de la plaque sont modélisés par

des arcs de petits rayons.

405D
Loi de paroi

du
SpH2 B+ B =0
4 B+ B x

Entrée 205D o
u=1 ’ (B+ ut)(EJrE) =0

v=0 dk
10D — =0
k=5e-05 150 dx
€= 5e-07 y
l g
dx
X
Loi de paroi

F1G. 5.1 Domaine de calcul et conditions limites : cas de 'obstacle carré
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F1G. 5.2 Maillage final de 251,521 neeuds : cas de 'obstacle carré

Les algorithmes couplé, découplé et semi-couplé ont été appliqués a la méme
séquence de 10 maillages adaptatifs comportant de 1,106 a 251,521 nceuds. La

figure 5.2 illustre le maillage final.
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Le tableau 5.1 fait la correspondance entre le nombre de nceuds et la taille des
systemes de chaque algorithme. On remarque que pour chaque cycle, la somme
des inconnues des trois systémes de l'algorithme découplé est inférieure a la taille
du systéme de l'algorithme couplé. Cet écart s’explique par la fagon d’imposer la
condition de la loi de paroi sur £ (section 2.4.2.1). En découplé, il s’agit d'une
condition de Dirichlet mise a jour au cours des itérations. En couplé, une équation
implicite est résolue aux parois solides et donc les valeurs nodales de £ font partie

des degrés de liberté du probleme.

Cycle | Nombre de nceuds | Couplé = Semi-couplé Découplé
[u,v,p, K, €] [u, v, p] - [K] - [£]

0 1,106 4,556 2,354 - 1,101 - 958
1 1,923 7,974 4,142 - 1,916 — 1,719
2 3,833 16,004 8,356 — 3,824 - 3,523
3 8,635 36,273 19,017 - 8,628 — 8,127
4 20,192 85,111 44,745 - 20,183 - 19, 324
5 47,116 198,948 104,746 — 47,101 - 45,530
6 68, 300 288,424 151, 854 — 68,285 — 66, 046
7 113,450 479, 605 252,739 — 113,433 - 110, 240
8 183,835 777,640 410,016 — 183,812 - 179,239
9 251,521 1,064,037 561,061 — 251,488 — 245,375

TAB. 5.1 Nombre d’inconnues des systemes résolus : cas de 'obstacle carré

Le tableau 5.2 affiche les performances observées en termes de mémoire maximale
(pic de mémoire) requise par chacun des algorithmes pour les phases de factorisation
et de résolution. Le tableau 5.3 dresse le temps de calcul (accés au processeur)

nécessaire aux algorithmes.

La relation entre 'usage mémoire et le nombre de nceuds est linéaire tel que montré

a la figure 5.3 (a). La courbe de chacun des algorithmes est approchée par une droite




Cycle | Nombre de noeuds | Couplé | Découplé | Semi-couplé
0 1,106 17 6 17
1 1,923 30 10 30
2 3,833 61 20 61
3 8,635 141 46 141
4 20,192 332 110 332
5 47,116 814 263 784
6 68, 300 1,273 | 401 1,134
7 113,450 2,192 706 1,922
8 183, 835 3,597 1,158 3,121
9 251,521 4,285 1,593 4,285

Cycle | Nombre de nceuds | Couplé | Découplé | Semi-couplé
0 1,106 26 52 56
1 1,923 35 78 84
2 3,833 46 141 185
3 8,635 71 334 492
4 20,192 130 744 1,131
5 47,116 472 1,787 2,948
6 68, 300 601 2,433 5,526
7 113,450 1,195 3,867 8,967
8 183,835 2,407 5,784 16, 308
9 251,521 2,719 7,500 24,395

TAB. 5.3 Comparaison du temps de calcul (s) : cas de 'obstacle carré
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TAB. 5.2 Comparaison de 'encombrement mémoire (Mo) : cas de 'obstacle carré
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de moindres carrés dont I’équation est :
m = 0.018n+15  Couplé (5.1)
m = 0.0064n — 13 Découplé (5.2)
m = 0.0170— 9.6  Semi-couplé (5.3)

ol m est la mémoire requise en Méga octets (Mo) et n le nombre de nceuds.

Pour ce cas, I'approche couplée nécessite 2.8 fois la mémoire requise par ’approche
découplée (systéme continuité-mouvement) et presque autant de mémoire que ’ap-
proche semi-couplée. En fait, I'encombrement mémoire des algorithmes couplé et
semi-couplé est le méme aux 5 premiers cycles. A partir du cycle 5, la mémoire
requise par lalgorithme couplé est supérieure a celle de son homologue semi-couplé
et redevient comparable au dernier cycle. En fait, ’algorithme semi-couplé suit une
évolution linéaire tandis que ’approche couplée subit une déviation temporaire en
suivant une pente différente (figure 5.3 (a)). L’explication de ce comportement pour-
rait résider dans les processus internes d’'UMFPACK. En fait, la matrice couplée
nécessite un traitement plus gourmand en mémoire pour factoriser les structures

matricielles des maillages intermédiaires.

Les performances en temps de calcul sont inscrites au tableau 5.3 pour les trois
algorithmes. Le temps de calcul dépend linéairement du nombre de nceuds pour les
trois algorithmes tel qu’observé a la figure 5.3 (b). L’approximation par moindres

carrés des courbes de cette figure résulte aux équations suivantes :

t = 0.012n —39 Couplé (5.4)
t = 0.030n+ 154 Découplé (5.5)
t = 0.095n — 638 Semi-couplé (5.6)
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ol t est le temps de calcul en secondes et en n le nombre de noceuds.

100 T T T T T T T T T
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Découplé ——x-—--
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F1G. 5.4 Historique de convergence : cas de 'obstacle carré

On remarque donc que la méthode couplée est en moyenne 2.5 et 8 fois plus rapide
que ses homologues découplée et semi-couplée respectivement. L’efficacité de la
méthode couplée s’explique par l'application de la méthode de Newton aux non-
linéarités permettant d’obtenir une convergence quadratique. La convergence des
trois algorithmes est illustrée & la figure 5.4 pour la résolution au cycle adaptatif 5.
On y note que la méthode de point-fixe employée & travers les algorithmes découplé
et semi-couplé ralentit la convergence qui devient quasi-linéaire. La performance est
surtout pietre dans le cas de la formulation semi-couplée puisqu’elle traite presque

toutes les non-linéarités par point-fixe.

5.2 Comparaison des algorithmes couplé et découplé

Le cas précédent a montré que l'approche semi-couplée n’est pas suffisamment

efficace a elle seule et ne s’avere utile que pour trouver un estimé de la solution
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initiale. Dans le reste de I’étude, on mettra de c6té cette approche pour ne comparer
que les algorithmes couplé et découplé en les appliquant a un écoulement thermique

et puis & un calcul de sensibilités.

5.2.1 Le cas de plaque thermique

Le probleme consiste en I’écoulement turbulent sur une plaque plane chauffante
étudié exhaustivement par Colin!?®l. Les conditions aux limites et la géométrie du
probleme se trouvent a la figure 5.5. Le nombre de Reynolds est de 2,000, 000. La
distance de la paroi est de d = 0.00095 et la température de la plaque est 7, = 1.

um1 ) -T-F-L g
e S o o=
u=1 (-1,03) (1,03) W dxdv
=7 (k) (G g =0
T=0
3 r=001 dT _dk de _
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F1G. 5.5 Domaine de calcul et conditions limites : cas de la plaque thermique
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Fi1G. 5.6 Maillage final de 147,871 nceuds : cas de la plaque thermique
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Le dernier maillage des 9 cycles adaptatifs effectués se trouve a la figure 5.6.

Le tableau 5.4 présente la taille des systemes résolus.

Cycle | Nombre de noeuds Couplé Découplé

0,0, T8 | [u,v,p,7) - K] - €]
0 1,052 5,331 3,241 - 1,045 — 988
1 1,756 9,085 5,579 — 1,753 - 1, 642
2 3,885 20, 201 12,437 - 3,882 — 3,687
3 8,169 42,570 26,238 - 8,166 — 7,835
4 15,344 80,017 49,335 — 15,341 — 14,756
5 28, 869 150, 587 92,855 — 28,866 — 27,789
6 61,165 319, 301 196,977 - 61,162 ~ 59, 143
7 116,410 608, 008 375,194 - 116,407 — 112,892
8 147,871 772,123 476,387 ~ 147,868 — 143,167

TAB. 5.4 Nombre d’inconnues des systémes résolus : cas de la plaque thermique

Les tableaux 5.5 et 5.6 fournissent respectivement la mémoire et le temps de calcul
requis par chacun des algorithmes. Ces données sont également illustrées aux figures
5.7 (a) et (b). On remarque que la linéarité des courbes du temps de calcul est
perturbée, surtout pour l'algorithme découplé. L’application de la factorisation

conditionnelle (section 3.3.3) est susceptible d’expliquer ce comportement.

L’approximation des moindres carrés de la relation linéaire entre la mémoire
nécessaire (Mo) et le nombre de nceuds du maillage résulte aux équations sui-

vantes ;

m = 0.03ln—51 Couplé (5.7)
m = 0.013n—16 Découplé (5.8)
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Cycle | Nombre de noeuds | Couplé | Découplé

0 1,052 24 11

1 1,756 42 18

2 3,885 94 42

3 8,169 209 89

4 15,344 417 177

5 28, 869 787 332

6 61,165 1,780 738

7 116,410 3,583 1,473
8 147,871 4,607 1,874

TAB. 5.5 Comparaison de 'encombrement mémoire (Mo) : cas de la plaque ther-
migue

Cycle | Nombre de noeuds | Couplé | Découplé
0 1,052 38 46
1 1,756 24 78
2 3,885 25 148
3 8,169 o7 321
4 15,344 116 665
) 28,869 224 977
6 61,165 378 2,646
7 116,410 817 3,669
8 147,871 1,067 4,655

TAB. 5.6 Comparaison du temps de calcul (s) : cas de la plaque thermique
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De la. méme fagon, on obtient les relations suivantes pour le temps de calcul (se-

condes) :

t = 0.0069n+6.22 Couplé (5.9)

t = 0.032n+117  Découplé (5.10)

A partir des relations (5.7) & (5.10) on conclut que pour ce cas, la formulation
couplée est 4.6 fois plus rapide que Palgorithme découplé mais qu’elle nécessite par

contre 2.4 fois plus de mémoire.

T T
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FiG. 5.8 Historique de convergence : cas de la plaque thermique

La rapidité de 'approche couplée s’explique par la convergence quadratique que
lapplication directe de la méthode de Newton lui procure contre la convergence
linéaire de la formulation découplée qui utilise une méthode de point-fixe. Ce
concept est vérifié par le tracé de 'historique de convergence des deux algorithmes

lors de la résolution sur le maillage adaptatif du cycle 5 (figure 5.8).
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5.2.2 Le cas de la marche descendante

Les algorithmes couplé et découplé sont également implémentés pour les sensibilités.
Pour les évaluer, on les a appliqués au cas de la marche descendante de Vogel et

ol analysé numériquement par Colin/?8,

La figure 5.9 montre la géométrie du domaine et les conditions aux limites. Le
nombre de Reynolds est de Re = 28, 000. Le dernier maillage généré par 1'applica-
tion de la méthode adaptative a ’écoulement et a ses sensibilités a travers 6 cycles

est illustré a la figure 5.10.

Loi de paroi
Entrée _35 [ -p+2 X
-33) @05) | PrA MR L=0
u=1 v=0
v=0 dk
k=0005 ®°
=001 {(-31) 0,1) dg
( p -0
@00 | %
(0,0) Loi de paroi

FI1G. 5.9 Domaine de calcul et conditions limites : cas de la marche descendante

F1G. 5.10 Maillage final de 205, 508 nceuds : cas de la marche descendante

Les sensibilités des variables de I’écoulement ont été calculées par rapport aux trois

parametres de valeur suivants :
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Cycle | Nombre de noeuds Couplé Découplé
[u,v,p, K, &] [u,v,p] — [K] - [£]

0 3,367 13,997 7,305 — 3,346 - 3,108

1 11,594 48,710 95,600 — 11,555 — 11,107
2 25,064 105, 800 55,722 — 25,039 — 24, 371
3 67,720 986,642 | 151,288 — 67,677 - 66,601
4 117,936 451,259 238,299 — 106, 480 — 105, 062
5 187,898 796, 156 420, 586 — 187,785 — 185,695

TAB. 5.7 Nombre d’inconnues des systémes résolus : cas de la marche descendante

— Kk : la constante de Karman

- E : parameétre de rugosité

— d : la distance entre la paroi de calcul et la paroi physique

Ces parametres interviennent dans les lois de parois. Pour chaque parametre, les
conditions aux limites des sensibilités s’obtiennent en dérivant les conditions aux
limites de 1’écoulement. Puisque ces parameétres n’apparaissent & aucune limite
sauf & la paroi, toutes les conditions a I'entrée et & la sortie sont homogenes. Aux
parois, on impose une valeur unitaire pour la sensibilité du parametre (k' = 1,

etc.). Notons que chaque cycle comprend 4 résolutions, soit une pour 1’écoulement

et une par parameétre de sensibilités.

La structure du systéme matriciel de I’écoulement est reprise pour la résolution des
équations des sensibilités. Par conséquent, la mémoire requise pour la factorisation
des matrices jacobiennes des sensibilités est du méme ordre de grandeur que celle
de I’écoulement. Les valeurs pour sensibilités présentées au tableau 5.9 sont effec-
tivement similaires mais légerement plus élevées que celles pour I'écoulement au

tableau 5.8 en raison d’un remplissage plus important en sensibilités.

Les courbes de la mémoire requise a la factorisation en fonction du nombre de
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Cycle | Nombre de noeuds | Couplé | Découplé
0 3,367 54 18
1 11,594 192 65
2 25,064 417 141
3 67,720 1,139 402
4 117,936 1,941 629
5 187,898 3,533 1,138

TAB. 5.8 Comparaison de I’encombrement mémoire (Mo) : cas de la marche des-
cendante - écoulement

Cycle | Nombre de nceuds | Couplé | Découplé
0 3,367 55 18
1 11,594 205 68
2 25,064 458 152
3 67,720 1,323 431
4 117,936 2,075 682
5 187, 898 3,758 1,251

TAB. 5.9 Comparaison de I’encombrement mémoire (Mo) : cas de la marche des-
cendante - sensibilités
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nceuds sont tracées a la figure 5.11 (a) pour 1’écoulement. On observe des relations

linéaires dont les équations approchées par moindres carrés sont :

m = 0.019n —52 Couplé (5.11)

m = 0.0061n —8 Découplé (5.12)

L’approche découplée est donc presque 3 fois plus efficace en mémoire que l'ap-
proche couplée. Par contre, en termes de temps de calcul, 'algorithme découplé est

totalement inefficace par rapport a 'algorithme couplé.

Les valeurs du temps de calcul pour I'écoulement et pour ’ensemble des 3 sensibi-
lités sont respectivement présentées aux tableaux 5.10 et 5.11. Notons que le temps
de résolution de I’écoulement par l'algorithme couplé est plutét proche entre les
cycles 3 (627 s) et cycle 4 (663 s). En fait, les maillages des cycles 0 & 3 étant relati-
vement grossiers, la méthode de Newton ne converge que si l'on enrichit la solution
interpolée & partir du cycle précédent en faisant quelques itérations en semi-couplé
avant de passer en couplé. Au cycle 4, le maillage est suffisamment bien adapté et
la solution du cycle 3 suffisamment précise pour une application de 'algorithme

couplé des la premiere itération.

L’importance des économies faites par la formulation couplée en temps de calcul
est clairement visible & la figure 5.11 (b) présentant le temps de calcul cumula-
tif (écoulement + les sensibilités). Les droites sont approchées par les relations

suivantes :

t = 0.014n+ 150 Couplé (5.13)

t = 0.287n— 1510 Découplé (5.14)

La formulation couplée fournit donc une efficacité 20 fois supérieure a celle de son
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homologue découplé. En fait, puisque par simplicité on reprend la structure des
systemes matriciels de ’écoulement pour le calcul des sensibilités, on n’a de choix
que d’appliquer 'algorithme employé en écoulement. Or, les équations des sensi-
bilités sont linéaires et peuvent étre résolues sans méthode itérative. L’application
de la méthode de point-fixe (I’'approche découplée) aux sensibilités ralentit inutile-
ment les calculs tandis que la méthode de Newton (I’approche couplée) permet une
résolution plutét directe. En fait, 2 & 3 itérations en couplé suffisent généralement
afin de réduire la norme L, du résidu des équations de sensibilités a une valeur de

10714,

Cycle | Nombre de nceuds | Couplé | Découplé
0 3,367 80 181
1 11,594 180 498
2 25,064 464 938
3 67,720 627 3,130
4 117,936 663 7,818
) 187, 898 1,041 14,719

TAB. 5.10 Comparaison du temps de calcul (s) : cas de la marche descendante -
écoulement

Cycle | Nombre de nocuds | Couplé | Découplé
0 3,367 21 359
1 11,594 78 1,459
2 25,064 178 4,566
3 67,720 532 12,822
4 117,936 844 21,826
5 187,898 1,695 38,167

TAB. 5.11 Comparaison du temps de calcul (s) : cas de la marche descendante -
sensibilités
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5.3 Comparaison des solveurs Skyline, UMFPACK et PARDISO

Notre étude portait jusqu’ici sur la comparaison des algorithmes de résolution des
équations de RANS et k — € en termes de 'usage des ressources informatiques. Le
solveur linéaire UMFPACK a alors servi pour toutes les résolutions. Le choix du sol-
veur linéaire a également des effets significatifs sur les performances informatiques.
Poursuivons donc en comparant ’efficacité des solveurs linéaires Skyline, UMF-
PACK et PARDISO. Pour cela, résolvons le probléme d’un écoulement isotherme

successivement par chacun des solveurs en utilisant ’algorithme couplé.

5.3.1 Le cas de plaque plane

La géométrie du domaine est celle du cas de la plaque plane thermique (figure 5.5).
Les conditions aux limites sont également les mémes & la différence que ’on ne
résout pas pour la température. Le processus adaptatif a produit une séquence de

9 maillages dont le dernier comporte 181, 869 noceuds et est affichée & la figure 5.12.
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Fi1G. 5.12 Maillage final de 181,869 nceuds : cas de la plaque plane

Au tableau 5.12 se trouvent les données sur la mémoire nécessaire au stockage
de la matrice jacobienne, A, selon la convention de chacun des solveurs (section
3.3.2). Les informations tabulées sont évaluées & partir de la taille des vecteurs

de décomposition des solveurs pour un stockage en double précision (8 octets /
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variable) :

Skyline : A,(neq) + Az(nz)
UMFPACK : A,(neq+ 1)+ A;(ne) + Az(ne)
PARDISO : A,(neq+ 1)+ Ai(ne) + Az(ne)

ou neq est le nombre d’équations, nz est la taille du vecteur A, de Skyline et ne

est le nombre d’entrées A’ UMFPACK ou de PARDISO.

Cycle | Nombre de nceuds | Nombre d’équations | Skyline | UMFPACK
[u,v,p, K, E] PARDISO
0 1,052 4,326 12 3
1 1,471 6,145 17 5
2 2,752 11,544 66 9
3 5,467 23,012 195 18
4 10,615 44,755 611 35
5 20,313 85, 707 1,626 68
6 38,939 164, 335 5, 600 130
7 80,427 339,691 (11, 482) 269
8 181, 869 769, 036 (60, 275) 610
TAB. 5.12 Comparaison de l’encombrement mémoire (Mo) - phase de

décomposition : cas de plaque plane

On remarque au tableau 5.12 que les deux derniers cycles adaptatifs ne sont pas
réalisables par Skyline puisque 1’espace requis pour sa décomposition de la matrice
A dépasse les capacités du serveur (8 Go). Les valeurs tabulées pour les deux

derniers cycles en Skyline correspondent alors a 'estimation du solveur.

Le vecteur A, de Skyline contient 1’espace nécessaire pour stocker la factorisation

LU puisque le remplissage (entrées nulles devenant non-nulles) di a la factorisation
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survient au niveau des entrées du vecteur A;. Par conséquent, Skyline ne requiert
pas de mémoire supplémentaire lors de la factorisation. Par contre, les solveurs
UMFPACK et PARDISO nécessitent de la mémoire additionnelle pour stocker les
factorisations LU symbolique et numérique en raison du remplissage dont 1'espace

n’a pas été prévu dans leurs vecteurs de décomposition.

Le tableau 5.13 résume les résultats observés en termes de mémoire vive requise
lors de la factorisation. Ces informations sont tirées des rapports produits par les
solveurs. Pour chaque cas, les pics de mémoire respectifs des factorisations symbo-
lique et numérique ont été sommeés. Constatons que les techniques de factorisation

utilisées par PARDISO s’avérent plus économiques que celles ' UMFPACK.

Cycle | Nombre de nceuds | Skyline | UMFPACK | PARDISO
0 1,052 0 17 17
1 1,471 0 24 24
2 2,752 0 45 46
3 5,467 0 93 93
4 10,615 0 198 182
5 20, 313 0 376 349
6 38,939 0 766 670
7 80, 427 (0) 1,621 1,390
8 181, 869 0) 4,172 3,158

TAB. 5.13 Comparaison de I’encombrement mémoire (Mo) - phase de factorisation :
cas de plaque plane

La figure 5.13 (a) illustre la relation entre la mémoire totale (décomposition et
factorisation) et la taille du probléme (neq). Cette relation est quadratique pour

Skyline mais linéaire pour UMFPACK et PARDISO.

La performance en temps de calcul est présentée au tableau 5.14. Notons que la
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résolution au cycle 0 est plus longue que celle au cycle 1. La raison est 1'utilisation
indispensable de l'algorithme semi-couplé pendant les 20 premieres itérations du
cycle 0. Elles sont suivies de 6 itérations de Newton (algorithme couplé). L’emploi
direct de la méthode de Newton & partir du cycle 1 diminue grandement le temps

de calcul.

Cycle | Nombre de nceuds | Skyline | UMFPACK | PARDISO
0 1,052 41 30 30
1 1,471 11 9 12
2 2,752 65 22 30
3 5,467 189 37 43
4 10,615 728 60 63
5 20, 313 2,698 117 121
6 38,939 15,433 178 195
7 80, 427 — 389 420
8 181, 869 — 1,078 1,001

TAB. 5.14 Comparaison du temps de calcul (s) : cas de plaque plane

La figure 5.13 (b) montre que le temps de calcul de Skyline est fonction quadra-
tique de la taille du probleme. UMFPACK et PARDISO affichent cependant une

dépendance linéaire.

A premiere vue et contre notre attente, la performance de PARDISO semble étre
similaire, voire moins bonne que celle ’'UMFPACK en termes de temps de calcul. 11
faut noter que le temps de calcul affiché dans ce mémoire est mesuré par la fonction
CPU_TIME de Fortran qui rapporte le cumulatif du temps passé sur chacun des

CPU utilisés par le processus :

tiot = topur + topue + ... + topun
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ou n est le nombre total des processeurs utilisés au cours du calcul qui varie le long
du calcul et d’un calcul & I'autre!. Il est donc évident que PARDISO s’avére plus

avantageux dans ce sens puisque :

tparpiso = maz (tcpui, topue, - topun) < tumrrack = tepPus

1Dans notre cas n ne dépasse pas 4 processeurs.
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CONCLUSION

Le but du présent travail était de développer et d’étudier une formulation mo-
nolithique implicite résolvant les équations de Navier-Stokes moyennées (RANS)
couplées a celles du modele de turbulence k — e standard. L’algorithme couplé
résultant devait étre valable tant pour I’écoulement que pour le calcul des sensibi-

lités.

Nous avons débuté par la présentation des algorithmes découplé, semi-couplé et
tout couplé. L’algorithme découplé est I'approche classique regroupant les équations
en trois systemes : un systeme de vitesse-pression-température, un systéme pour
I’équation de I’énergie cinétique de la turbulence et un autre pour son taux de dissi-
pation. Les trois systémes sont résolus par étapes, un systéme a la fois, et selon une
méthode itérative de type point-fixe. La formulation couplée, permet une résolution
implicite et simultanée par la méthode de Newton de toutes les équations regroupées
en un grand systéme matriciel. L’approche semi-couplée constitue également un
systeme unique mais découple les équations de Navier-Stokes de celle du modele

de turbulence et applique la méthode de point-fixe & la majorité des non-linéarités.

L’encombrement mémoire accru des formulations couplée et semi-couplée par rap-
port & 'approche découplée a motivé 'implémentation du solveur linéaire UMF-
PACK beaucoup plus efficace que le solveur Skyline employé par le passé. UMF-
PACK maximise ’économie d’espace mémoire en évitant le stockage des valeurs
nulles et réduit substantiellement le temps de calcul par le biais des techniques

multi-frontales.

L’implémentation des algorithmes et de la méthode de résolution a été vérifiée
avant de procéder aux applications. Pour ce faire, une solution manufacturée a été

injectée dans les équations du modele, résolues selon un processus adaptatif. La
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diminution systématique et la convergence de ’erreur exacte et de son estimation

ont vérifié que les équations du modeéle sont résolues correctement.

Les applications ont permis d’étudier et de comparer la performance des algo-

rithmes et de dresser ainsi le bilan récapitulatif de 'annexe VI.

Une premiére application au cas de 1’écoulement autour d’un obstacle carré et
a la proximité d’une plaque plane a différencié les trois algorithmes selon leurs
performances. Les résultats indiquent que la vitesse de résolution de l’approche
couplée est 2.5 fois celle de l'algorithme découplé et 8 fois celle de la formula-
tion semi-couplée. En mémoire vive requise pour la factorisation, les approches
couplée et semi-couplée en nécessitent 2.8 fois celle de 1’algorithme découplé. L’al-
gorithme semi-couplé s’avere donc trop inefficace pour étre utilisé comme méthode
de résolution principale. Il est par contre utile pour alimenter 1’algorithme couplé
sur les maillages grossiers ou la convergence de la méthode de Newton est compro-
mise par I'imprécision de l'information de départ. L’approche semi-couplée a donc

été écartée aux applications subséquentes.

La deuxiéme application, le probleme de 1’écoulement sur une plaque plane chauf-
fante, a permis d’explorer les performances en transfert thermique turbulent. La
formulation couplée s’est avérée 2.4 fois plus gourmande en mémoire mais 4.6 fois

plus rapide que son homologue découplé.

La troisieme application portait sur ’étude des sensibilités de 1’écoulement iso-
therme dans un canal avec une marche descendante par rapport aux trois pa-
rametres de valeur de la loi de paroi. On a observé que ’approche couplée requiert
3 fois la mémoire nécessaire a I’algorithme découplé. La résolution de I’ensemble de
I’écoulement, et de ses trois sensibilités a été 20.5 fois plus rapide en couplé qu’en

découplé. En effet, I'algorithme découplé et sa méthode itérative de point-fixe sont
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particulierement inefficaces lorsqu’appliqués aux équations linéaires. La méthode
de Newton de l'approche couplée permet une résolution plus directe et donc plus

rapide des sensibilités.

Les performances relatives (couplé/découplé) en temps de calcul se sont améliorées
d’une application a l'autre. L’inefficacité de la méthode de lagrangien augmenté
(section 2.4.2.1), servant & imposer la contrainte de non-pénétration sur les parois
courbes, est susceptible d’expliquer les différences. En effet, cette méthode est uti-
lisée sur cing courbes de la premiere application, une courbe de la deuxiéme et
aucune courbe de la troisieme. Il est donc souhaitable de remplacer cette méthode

par une méthode mixte traitant les multiplicateurs de Lagrange implicitement.

Une derniere application a permis de comparer les performances des solveurs
linéaires Skyline, UMFPACK et PARDISO. La simulation de ’écoulement sur une
plaque plane isotherme a alors servi comme base de comparaison. Il a été déterminé
que la mémoire totale requise par Skyline pour le stockage de la matrice A croit
quadratiquement avec le nombre de nceuds. Skyline ne nécessite pas de mémoire
supplémentaire lors de la factorisation puisque l’espace requis par le remplissage
(entrées nulles devenant non-nulles) est fourni & travers la décomposition de A
méme. UMFPACK et PARDISO démontrent une relation linéaire entre la mémoire
totale (décomposition et factorisation) et la taille du probléme en termes de nceuds.
PARDISO est cependant plus économique en factorisation. Le temps de calcul est
également fonction quadratique de la taille du probleme pour Skyline et linéaire

pour UMFPACK et PARDISO.

La formulation monolithique développée au cours du présent travail est donc, se-
lon les cas étudiés, de 2.5 a 20.0 fois plus rapide que la formulation découplée
mais nécessite de 2.4 a 3 fois plus de mémoire vive. La méthode couplée est donc

une formulation robuste qui, combinée avec les solveurs linéaires multi-frontaux
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et multi-processeurs, permet d’importantes économies de temps de calcul surtout
lors de la résolution des sensibilités. Elle constitue un outil puissant pour aborder
une vaste panoplie d’applications en turbulence trop coliteuses auparavant, surtout
en régime instationnaire, telles I'optimisation, l'analyse de propagation d’incerti-
tude, 'étude de l'interaction fluide-structure, etc. La prochaine étape serait alors
d’étendre la formulation monolithique obtenue au mode instationnaire. Egalement,
pour contourner le désavantage de la méthode couplée en termes de I’encombrement

mémoire, il serait utile d’explorer le potentiel des solveurs linéaires itératifs.
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ANNEXE I

LOIS DE PAROIS POUR LES SENSIBILITES

I.1 Loi de paroi en vitesse

La loi de paroi pour les sensibilités s’obtient en dérivant la loi de paroi pour

I’écoulement.

On dérive le profil de vitesse :

o | 4 y* pour y* <yF
—_— u P—
da in(By*) pour yt >yl
e pour y* <y
+
vt =14 E 4 (L1)
B A S T + > F
n(un—kE - pour y* >y,

La distance adimensionnelle se dérive comme suit :

2 +_ pdug
9a |V ~ 1
, / d/ ! /
y+:y+<ﬂ+—+%—&) (12)
pd u  p

La dérivation des échelles de vitesse donne :

(L3)
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0
30 [uk = C’}/‘lemp (IC/2)]
, 1C, 1

ol la sensibilité de la vitesse tangentielle se calcule selon :

0
%0 [u, = ut, + vty

Uy = Suts + Suty (L.5)

La dérivation des conditions limites (2.61-2.69) résulte aux expressions suivantes :

- Condition sur la sensibilité de la vitesse tangentielle

o [Tp = puku**]

da

7'1', = P UkUss + PUL U + pULUL,, (L.6)

— Condition sur la sensibilité de la vitesse normale

— Condition sur la sensibilité de IC

2[(phtﬂ)i716~x“1=o
Oa O

(0% O

(1.8)

N
<
A
+

TN

=
+
IE

N’
<

A
§>
|
o
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— Condition sur la sensibilité de £

Pour Palgorithme découplé, elle prend la forme d’une condition de Dirichlet :

o [, 4
g Se_%e_nd
S—‘_e_— w
Kkd
'} 4 dl
Sp =32k _E _ ¢ (1.9)

En simplifiant équation (1.9) et en explicitant la relation entre Sg et Sy, on
obtient I'équation résiduelle (I.10) pour les algorithmes couplé et semi-couplé
dont on résout la forme faible sur les éléments 1D de la frontiére :

3C, & d 3

RSEZSg—ZC—#—F—E-FE—ES}C (I.10)
n
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ANNEXE II

LA FORMULATION VARIATIONNELLE DES EQUATIONS DE
SENSIBILITES

— Equation de continuité

Rg, = / 95,V - S,dQ (IL1)
9]

— Equation de mouvement

u

Rg = / (pu-Vu+pS, - Vu+ pu-VS,) 985,40
Q
; / 2 (4 + ) (1) + 2 (4 ) A(Su)] £ 7(98)AQ2 — / 8,V - 05,40

— / £ 98,40 — . 98,dr (11.2)
Q

Ty

— Equation de Sk

Rg, = / (Pu - VK + pSy - VK + puV Sk ) 95kdQ
9]

+/[(u’+ﬁ—ﬁ%)v1€+<u+ﬁ VSk| - VSkdQ
Q Tk (o O

—/ Ku%ﬁ—f‘t—‘;’i) vzc-v1c+2(u+&) vzc-vs,c] 9S)dQ)
Q

Tk Ok Tk

- / e X (u;P + psP' — utps,c) 9Sid
9]

/ C’ ’
+/ pefK (o L 2o Lo M) po dn
Q p Cy et

- / de9ScdQ — / b1 9SicdD (I1.3)
Q T yk
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Equation de Sg

/ (Fu - VE + pSy - VE + puVSg) 8SedQ

/[( t - ) V5+( U—t) VSSJ-wsng

€

(R
Al

E

t) vE- vsg] 9Sed

/

7 C Y]
cac,kep (L Ca S g g T
Y Oel Cu

5 ¥SgdQ2

o

/ ! O’
pCeres ™k L + Cey + E + 8 — Sk | | 9S£dQ2
P 062 Ou
- / 49 SedQ) — / be 9SedT (1L.4)
Q Tye

Les fonctions test des sensibilités sont égales & celles de 1’écoulement : 95, = 9p,

etc. Les termes, i/, q, ¢;c/ et dg’ désignent les valeurs des conditions de Neumann
en sensiblités (section 2.4.1.2).
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ANNEXE III

NORMES D’ERREUR

L’expression des semi-normes équivalentes de H! pour p, K, € et u; et celle de la

norme Energie sont données dans la présente annexe.

Notons que 'erreur est calculée soit de fagon exacte, soit de fagon estimée. Par

exemple, considérons la norme Lo de p :

Ipnllos = / pidQ (1IL.1)
Q

ol py, est la solution obtenue par la méthode des éléments finis. Selon la norme L,

Perreur exacte de p sur ’élément K se calcule comme suit :

nEeZPHO,K = th - pezHO,K = \/L(ph _pez)deK (IIIQ)

oll p... est la solution exacte de la pression. L’erreur estimée se calcule alors comme :

”EestPHO,K = th _pestHO,K = \// (ph "‘pest)deK (III'?’)
K

oll pest est la valeur enrichie (par projection locale des gradients) de la solution

éléments finis de la pression, p.

La norme de l'erreur globale est obtenue en additionnant les normes d’erreur

1B e = /> 1E#llox” (II1.4)
K

élémentaires :



Cette procédure est appliquée aux normes suivantes :

éqHp
éqHu :
éqHk -
éqH'e

éqH 1 :

p2g = / (Vp- Vp)dQ

lulfo = /Q [(Vu-Vu) + (Vo - Vv)] dQ
|IC]iQ:/Q(VK-VK)dQ

et = [ (v£-ve)dn

el = / (Ve - V1a0) d2
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(IIL.5)
(IIL6)
(I1L.7)
(IIL.8)

(111.9)
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ANNEXE IV

METHODES DE STABILISATION

Dans les expressions des méthodes de stabilisation présentées, le parametre de

pondération est défini comme suit :

dh
= — Iv.
X=5y (Iv.1)
ol1 V est la norme du vecteur vitesse et § est défini comme :
§ = coth{Pe) — 1 (IV.2)
B Pe '

Le nombre de Péclet élémentaire, Pe, s’évalue différemment pour chaque équation :

Xp : Pe=oo ; 6=1 (IV.3)
phV
Xu Pe= —— Iv4
2 (p 4 e ( )
pcphV
: Pe = IV.5
XT € ()\"")\t) ( )
hV
Xc @ Pe=—P (IV.6)
t
2 (,u + {:—k)
h
xXe @ Pe= _phv (IV.7)
2 (n+2)

ol h est la taille de I’élément évaluée comme suit :

ij

i et j étant les sommets de 1’élément.
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IV.1 Mouvement

IV.1.1 Galerkin

/ (pu.Vu) .0udQ + / 2(p + pe)y(u) : 4(du)dQ (Iv.9)
Q Q
— JopV.6udQ = [, pf oudQ + [.t.6udl

IV.1.2 SUPG

/ (pu.Vu) .dud +/ 2(p + p)y(u) : Y(0uw)dQ — / pV.6ud) (IV.10)
Q Q Q
Nelem

* Z_; / (pu.Vu +Vp =V - 2(p+ )y (w)] = pf) - (xur.Viu)dQ,

= [y pf.0udQ + [ t.0udl

IV.1.3 GLS

/(pu.Vu) .6udQ+/2(u+ﬂt)’7(u) :*‘y(éu)dQ—/pV.&udQ (IV.11)
Q Q Q

+ Z_; /e (pu.Vu+Vp— V- [2([1 + ,Uzt)"')’(’ll,)] — pf) . XU(U-V(SU)dQe

Tlelem

+ 3 | Voux,V-0udQ = [ pf.dudQ+ | t.5udl
=1 7% Q r
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et
/ V - udpd(2 (IV.12)
Q

Nelem

" z_; / (pu-Vu+Vp—V-[2(n+ p)¥(u)] - pf) - XuVpdQe = 0

IV.2 Energie

IV.2.1 Galerkin

/ pcp,u.VTOTdQ + /()\ + A\)VT.VITAQ = /(j(STdF (IV.13)
Q Q

r

Iv.2.2 SUPG

Jo pepu.VTSTAQ + [ (A + X)) VT.VETdQ (IV.14)

Nelem
+y / (pcu. VT = V - [(A + A)VT)) (xru - VET)dQ, = / GoTar

e=1 Y8 r
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Iv.23 GLS

pep, . VTOTAQ + [ (A + XA)VT.VTdAQ (IV.15)
QFr-p Q
Nelem

S / (pe,u. VT =V - [(A+ A)VT]) x (peyue - VOT = ¥ - [(A+ A)VST]) dQ
- / §6TdT

IV.3 Equation de K
IV.3.1 Galerkin

K
/ [pu - VK — (,u + ﬂ) VK - VK — e P(u) + p2CMZ—j OKdS2
Q

Ok

+/ (u + ﬂ) VK - VKA = / (u + ﬂ) %NCdF (Iv.16)
Q O r oL/ On



IV.3.2 SUPG

/[pu'VIC—<u+ )VIC VK — e ™ P(u )+pQC ](WCdQ
Q O

+/ <u+ ﬂ) VK - V6KdQ
0 Tk

Nelem .
+Z/ {pu~VIC—V~{(u+ )VIC] ( f‘i)wc-wc
Qe O Ok

e=1

oK
— e *P(u )+pQC " }x;cu VKA,

oK
= /F (u + U—k) 5 oKdr (IV.17)

Iv.33 GLS

ek
/ {pu - VK — (,u + &) VK - VK — e ™ P(u) + p2C jl OKCdS2
o Ok e

+/ (,u+ )VIC VKA
Q Ok

+n§?/ {pu VK-V- K )VIC} < %) VK- VK — e P(u)

K K
+p20#p—} XK {pu - VOK + e P(u)dKC + pQCﬂe—élC} dQ,
[t

i
K
= / (u + ﬂ) O sicar (IV.18)
r or ) On

k


file:///xk/pu-
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IV.4 Equation de &

IV.4.1 Galerkin

/ [pu -VE — (u + %) VE - -VE — pC’lc'He’C‘gP(u) + pC’ge‘g"’C} 6EAQ
Q €
' o€
+/ A+ VE -V6EAQ = / — |} —6£d4T (IV.19)
Q Ue on

Iv.4.2 SUPG

/ [pu -VE — <u + I—;i) VE -VE — pC,Ce“ ¢ P(u) + ngeg_’C} 0EAQ
Q €

+A<u+m>vev&m2
+nf/ {pu VE-V. [( €>V‘€] ( Z—:)ve-ve

—pC1CL,e" P(u) + pCae® "} xeu - VOEAQ,
o€
- /F (u n U€> 5 -8€dr (IV.20)
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IV.43 GLS

/ [pu -VE — (,u + 'g—t> veE-VE - pClCHe'C_gP(u) + ngeg“'C} 0€dQ
Q

€

+/ (u+ Hﬁ) VE - V6EAQ
Q

O¢

Nelem
+ 3 ou-VE-V- |[p+rttYve| = (p+ ) ve Ve + pCrefX
=1 V%% O¢ O¢

—pC1CLe*EP(u)} xe {pu - VOE + pCiCLe ¢ P(u)6E + pCaef~X6E} A,

OE
- /F (u+ ?) 5 0€dr (IV.21)
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ANNEXE V
SOLUTION MANUFACTUREE

V.1 Ecoulement :

V.1.1 Solution analytique des champs de ’écoulement

u = erf(n)

— 1 1 —1?
v = o)
p = 0.5[In(2z—2*+0.25)In (4(y — 90)* — 3(y — o)* + 1.25)]

k = kmaznfe"”g
2

¢ = 0.360ma ot
Vmaz
k2

He = pC“—E_

ol

1 > _ .
erf(n) = —/ R
n

2T
p = 2w
T
UV(y — Yo
T = )
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avec les constantes suivantes :

c=40 p=10 v=10°% pu=10"°

0,=100 C,=0.09 Kkpoe =001 vpe =10



V.1.2 Les dérivées premieres et secondes des variables de 1’écoulement

Uy

Uy

U gz

Pz

(1-2) 3 2
4 - - - .
2r — 2 + 025111 ( (y yO) 3(3/ yo) +1 25)

3y — o) Rly —wo) = 1)
4(y — yo)® — 3(y — y0)2 + 1.25

In (22 — 2* 4 0.25)

e
2cst—e M (n? — 1)
x

—2cstyLn,e” (n2 — 1)
T

2
2esty e (2n) — o + 3)

2
2cstk———0"2 e~ (2t — 5n2 + 1)
T

120
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n° _p
v —
€, = 2cst,—e ™
’ x
Ty 2
€y = —2cste—mn,e
T
Ny _,2
€an = ZCste—';e T (2n2 — 3)
x
OU _,,2 2
€yy = 2cst€?e e (2n: — 1)

ou

csty = kpase
2

cst, = O.36km‘”

Vmam



V.2 Sensibilités des variables de I’écoulement par rapport au parametre yq :

Uz

U,yy

V,zx

Vyy

—_——p !
Viz
2 o
Zge " (1-2)
4 O'2 2
vEa
747_;%6“”2 (=2n* + 57 = 1)
3
%%“"2 (1-27%)
_iﬂe—nz
N
4
ﬁ%e_"z (1=7%)
2 2
—ﬁ%e“" (2n* — 1)
%%e_"z (20" + 772 — 3)
4 O'2 _n2
ﬁ}v—:&ne " (3 = 2n?)

3(y — y0)(1 = 2(y — o))
4(y — y0)® — 3(y — 90)? + 1.25
(1—2z) 6 (y — yo) (1 — 2(y — vo))
2 — 22+ 0.254(y — yo)® — 3(y — v0)%2 + 1.25
24(y —- y0)4 — 24y - 90)3 +9(y — y0)2 —15(y — o) +3.75
(4(y — v0)® — 3(y — v0)? + 1.25)°
In(2r — x* + 0.25)

In(2z — z* + 0.25)
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€.xx

ag
2kmax;"nue“‘"”2) (m? —1)

0y _
4cstkﬁn,,e "‘2’(7),,4 —3n,%4+1)
0'2 2 4 2
ZCstk;'z’—e’""(—%,, + 51, — 1)

2esty5mye " (40, — 26n,* + 34,7 - 6)
T

3
2cstk—;—';n,,e_"l2'(4ny4 —187,2 + 12)

2

kroz
0.72- 1%

Vmaa: T

&nye(—nf)
4cste%nu€_n‘2’(nu2 - 1)
2cst6(—;§e_"3(l —2n,%)
4cst€%nu6_"3(2ny4 —n,* +3)
o3

x; 77:/6_"’2’ (2771/2 - 3)

2S, S,
He k €

(25k SE> [
g \ =5 = — + M
€

4cst,

| vo

1
2

x5

1

| vo

2S5, S,
ey (fi - ?) + 1y [ 5 Sk k= Siky) = 5 (Se,€ = Seey)

o
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(Sk,zk — Skkz) — 25(56,15 - See,m)}

|
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V.3 Termes sources

V.3.1 Ecoulement

fo = patpluug+ m#y) ~ (e pt) (U 2z + u,yy) = 2 Uy — Nt,y(u,y + V)

fy = Pyt pluve +vvy) — (1 + 1) (Ver + Vyy) = 200Uy — phe o (Uy + Va)

G = pluk,+vk,)— (,u + g—;) (ke + kyy) — ;lz(mmk,m + pie k) + pe
— f{uy + 'uyx)2 + 2(u2x + 'u2y)]

g = plueg +vey) - (u + g—t) (€w + €y) — i(ﬂft,xé,z + e y€y) +

€

pCCQEQ
k

— pCdCuk[(U,y + 'U,m)Q + 2(u?x + v?y)]
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V.3.2 Sensibilités

i = Sp.p(ugSy+uSu, +uySy+vSy,,) — (1 4 e ) (U zg + U yy)

= (1 1) (S F Suyy) = 2HeUa = 2 g Su — ey (g + V) = fiey (Suy + Su)
fy, = Sp,yp(v,msu +uS,, + Uy Sy + US'U,y) - (MI + .Uft/)(v,:m + U,yy)

— (0 + 1) (Sopy + Suyy) — 2/-1’t:yv,y = 2 Sy, — /Lt:;p(u,y +Va) = it y(Suy, + Su,)

o = P(k,zsu + uSk,I + kySy + vSk,y) (l;r (l‘ zx T ]‘,yy)
k

1 ' !
- <,u + k) (Skee + Skyy) — o — ok g + ps 2 Sk, + e yky + 1y Sk,)
+ pSe — M [(u,y + 1);)2 + Z(U?T + v?y)]
— 2wy +v2)(Su, + Su,) +4(u Sy, vyS,,)]

¢ = plexSu+uSe, +€ySy+vSc,) — %(Qm + €4y)

€

1 ’ !
- (:U’ + g ) (Se zx + SE yy) - ;Z(/J’t’xe,(t + 'u’t,l‘wa + ”twe’y + ,UJt’ySe,y)

2eS, eS Septy €y €S,
+ pceg( : A;“)—Cd( e ,;k)[(u,y+v,x)2+2(ui+v?y)]

Cel €liy

- #t,[(u,y + 'U,m)Q - [2(u + v, )(Suy + S’U,z) + 4(u,xSu,zv,ySv,y)]



V.3.3 Variables logarithmiques

V.3.3.1 Ecoulement

3T

gk

V.3.3.2 Sensibilités

Sk =

Sk, =

»

Sk, =

Y

g =

126

= In(k)
k.
Tk
k?y
k
gk
k
In(e)
€
€
€y
ge
€
ﬂ
k
Ska _ Sika
k k2
Sk, B Sik
k k2
Qk' Sk

TR



Se

Se

s

Y

qe
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ANNEXE VI

RECAPITULATION DES PERFORMANCES

VI.1 Comparaison des algorithmes

Performance en mémoire

Cas Couplé | Découplé | Semi-couplé
Obstacle carré 0.018 0.0064 0.017
Plaque thermique 0.031 0.013 —
Marche descendante | 0.019 0.0061 —

TaB. VI.1 Performances observées en mémoire totale requise (Mo) / Nombre de
neeuds

Cas Couplé | Découplé | Semi-couplé
Obstacle carré 2.8 1.0 2.7
Plaque thermique 24 1.0 e
Marche descendante 3.1 1.0 —

TAB. V1.2 Performances observées en mémoire relativement a ’approche découplée
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Performance en temps de calcul

Cas Couplé | Découplé | Semi-couplé
Obstacle carré 0.012 0.030 0.095
Plaque thermique 0.0069 0.032 —
Marche descendante | 0.014 0.287 —

TAB. VL3 Performances observées en temps de calcul total (s) / Nombre de noeuds

Cas Couplé | Découplé | Semi-couplé
Obstacle carré 1.0 2.5 7.9
Plaque thermique 1.0 4.6 —
Marche descendante 1.0 20.5 —

TAB. V1.4 Performances observées en temps de calcul relativement a 'approche
couplée
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V1.2 Comparaison des solveurs linéaires

Performance en mémoire

Phase Skyline | UMFPACK | PARDISO
Décomposition (Mo) | 60,275 610 610
Factorisation (Mo) 0 4,172 3,158
Total (Mo) 60,275 | 4,782 3,768
Total /PARDISO 16.0 1.3 1.0

TAB. VL5 Performances des solveurs en mémoire : plaque plane cycle 8

Performance en temps de calcul

Type Skyline | UMFPACK | PARDISO
Absolue (s) 15,433 178 195
Relative (/PARDISO) | 79.1 0.91 1.0

TAB. VI.6 Performances des solveurs en temps de calcul : plaque plane cycle 6



