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RESUME

Le travail réalisé au cours de cette maitrise a été d’implémenter une méthode de résolu-
tion tridimensionnelle de 1’équation de transport neutronique par la méthode des ordon-
nées discretes (Sy), apparaissant lors de I’étape de calcul de cellules ou de coeur dans
le domaine de la simulation neutronique des réacteurs nucléaires. La méthode Sy fait
partie des premiers outils numériques développés pour résoudre 1’équation de transport
de particules neutres, et reste encore largement utilisée.

La méthode aux ordonnées discrétes présuppose un traitement particulier de la variable
angulaire, celle-ci est en effet discrétisée suivant un nombre donné de directions (ordon-
nées discretes), auquelles on associe un poids d’intégration.

Concernant le traitement de la variable spatial, ¢’est historiquement le schéma diamant
linéaire qui est le plus utilisé. Celui-ci repose sur un schéma aux différences finies li-
néaires, comme nous le décrirons par la suite. Dans notre travail, nous avons généralisé
cette approche en proposant 1’ utilisation de schémas diamants d’ordres élevés, permet-
tant ainsi un gain en terme de convergence spatiale de nos calculs. Nous nous sommes
limités dans notre études aux géométries 2D et 3D cartésiennes.

Par ailleurs, il a fallu tenir compte des problémes de convergence connus de la méthode
S, pour cela nous avons retenu le schéma DSA (diffusion synthetic acceleration), ap-
partenant a la famille des méthodes d’accélération synthétiques. Dans cette optique, nous
avons utilisé le code TRIVAC en approximation diffusion, mixe-duale, Raviart-Thomas,
superconvergente (Gauss-Legendre) et cartésienne tridimensionnelle.

L’ensemble de la programmation a été validé au travers de benchmarks simples mono-

cinétiques 3D anisotropes, & deux groupes et isotropes, puis finalement par comparaison

avec le code MCNP sur le benchmark NEA3D-TAB-2007.



vii
ABSTRACT

This project is dedicated to the implementation of the discrete ordinate method (Sy
method) for the 3-Dimensionnal Cartesian transport equation. Sy method is the most
widely used technique for solving the transport equation of neutral particles.

The discrete ordinate method implies a special discretization of the angular variable, and
in its classical implementation the spatial variable is integrated by the Diamond Linear
scheme. In this work, our approach was to extend the diamond scheme to high order
spatial approximations, in order to increase the spatial accuracy of our numerical results.
Our study is limited to 2D/3D Cartesian geometries.

Furthermore, Sy methods are known for their bad convergence properties, typically
when the scattering ratio is close to one, or in presence of strong heterogeneities. To
deal with these issues, we have conjointly implemented in our 3D Sy method a Diffu-
sion Synthetic Acceleration, based on our core solver TRIVAC. We have used here a
mixed-dual, Raviart-Thomas, superconvergent (Gauss-Legendre) approximation of the
flux in 3-Dimensionnal Cartesian geometry.

All of our work was validated through simple test cases, one-group anisotropic and two-
groups isotropic benchmarks. Finally, we have tested our solver by comparison with

MCNP numerical results during the study of the NEA3D-TAB-2007.
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INTRODUCTION

Le domaine de la simulation neutronique joue un réle important dans les phases de déve-
loppement et d’exploitation des réacteurs nucléaires. Avec une densité d’un neutron pour
cent milliard d’atomes, cette population neutronique peut étre considérée comme un gaz
monoatomique. C’est donc 1’équation de transport de Boltzmann, issue de la mécanique
des gaz, qui décrit I’évolution de la population de neutrons dépendamment des variables
spatiales, angulaires et énergétiques.

Due a sa nature intégro-différentielle, 1’équation de transport de Boltzmann ne peut étre
résolue de maniére analytique que pour des cas extremement simples. Dans les cas réels,
le flux neutronique est obtenu par des méthodes numériques impliquant un processus
itératif.

La méthode dite aux ordonnées discrétes ou Sy, fait partie des méthodes les plus utilisées
pour justement résoudre 1’équation de transport de particules neutres sur une géométrie
donnée (Gelbard et al. ; 1968). Utilisée des le début du 20eéme siécle en astrophysique
dans le domaine du transport radiatif, puis formalisée par Chandrasehkar en 1650 (Chan-
drasekahar, S.; 1960), la méthode aux ordonnées discretes a été transposée a la neutro-
nique par Lee au laboratoire de Los Alamos dans les années 1960 (Lee, C.; 1962).
Comme nous le préciserons dans la suite, la méthode Sy utilise la forme dite intégro-
différentielle de 1’équation de transport et implique un traitement spécial de la variable
angulaire, le traitement des variables spatiales reposant trés souvent sur un schéma aux
différences finies dit schéma diamant. C’est pourquoi il est relativement fréquent en
neutronique que le terme méthode Sy implique implicitement schéma d’intégration a
différence diamant (diamond differencing scheme). Afin d’accroitre I’ ordre de précision
spatial, de nombreux schémas d’intégrations dits & ordres élevés ont été proposé récem-
ment, on pourrait citer par exemple les méthodes nodales et caractéristiques (Duo,L.J,

Azmy, Y.Y.; 2007), ainsi que les schémas directionnels #-pondérés (Petrovic, B.& Ha-



ghighat, .A ; 1995b).

La méthode a ordre élevée développée dans (Hébert, A.; 2006¢c) repose sur une géné-

ralisation du schéma diamant en géométrie 1D/2D, approche que nous avons étendu au

cas 3D. L’intérét est de pouvoir accroitre I’ordre de convergence spatial de nos calculs
tridimensionnels, et ainsi de disposer d’une méthode plus précise lors d’applications fu-

tures, tels que le design et la validation de la neutronique des réacteurs de génération 3

et4.

Par ailleurs, il est apparu nécessaire de développer conjointement aux méthodes Sy des

techniques dites d’accélération de la convergence, car dans certains cas trés diffusif la

méthode aux ordonnées discretes présente un taux de convergence trés faible (Alcouffe,

R.E.; 1977). La méthode dite DSA (diffusion synthetic acceleration) fait partie des tech-

niques de préconditionnement les plus employées afin d’accélérer les itérations internes,

et ainsi de s’assurer que les solutions numériques produites par la méthode Sy soient

bien convergées .

Le travail réalis€ dans le cadre de cette maitrise a consisté a :

— généraliser la méthode Sy déja disponible en 1D/2D en 3D.

— mettre en place les ordres d’intégrations spatiaux linéaire, parabolique et cubique.

— implanter un schéma d’accélération de la convergence, basé sur la méthode DSA uti-
lisant I’approximation mixe-duale, superconvergente en théorie P, du flux. La staté-
gie d’accélération retenue est basée sur I’utilisation d’un préconditionnement de type
DSA, combinée a des méthodes de résolution itératives de type GMRES(k) semblable
a celle décrite par Saad dans (Saad et al. ; 1986).

Tout ce travail a été réalisé et implanté dans le code de réseau DRAGON (Marleau,

G., Hébert, A. & Roy, R. ; 2007a), développé a I’Institut de Génie Nucléaire de I’Ecole

Polytechnique de Montréal.



CHAPITRE 1

RESOLUTION DE L’EQUATION DE TRANSPORT PAR LA METHODE Sy

1.1 Présentation de I’équation de transport

Avant d’introduire le formalisme Sy, il convient de présenter plus en détail 1’équation
de transport neutronique. L’ approche issue de mécanique statistique suppose que chaque
neutron évolue dans un espace de phase a 7 dimensions comprenant :

— 3 coordonnées spatiales ;

— 3 coordonnées angulaires ;

— 1 dimension temporelle.

On utilise couramment la notation suivante :

— 7 pour la variable de position dans 1’espace.

]

n

— = A
— V,, variable de vitesse décomposée en V,, = ||V, || et 2 =

=

— t variable temporelle.

La densité neutronique est représentée par la distribution n(7, V,, Q, 1),

tel que n(7, Vi, Q,t)d3rand2§2 représente le nombre de neutrons a ’instant t dans
’hypervolume d3rdV,d?Q2 , qui correspond a I’élément de volume d3r autour du point
7, I’élément de vitesse dV,, autour de V,,, et dans I’élément d’angle solide d2(2 autour de
Q. On peut remarquer que n(7, Vi, ﬁ, t) est une distribution par rapport aux variables
T, Vaet () mais une fonction par rapport au temps t.

On définit a partir de la densité neutronique le flux neutronique tel que :

o7, Vo, 0, 8) = Von( 7, Vo, ©, 1) (1.1)



Le flux neutronique tel que défini précédemment est utilisé comme inconnue dans I’équa-
tion de transport car sa connaissance facilite par la suite le calcul des taux de réactions.
Ainsi, sa définition est d’ordre mathématique et non physique.

On utilisera tout au long de ce travail la forme dite intégro-différentielle simplifiée de

I’équation de transport de Boltzmann :
Q- V(T Ve, O) + (T, Vo) (T, Vi, ) = Q(7, Vi, Q) (1.2)

Avec :

— .
— 7 variable d’espace,

- 0= (v/(1 = p2)cosp, /(1 — u2)sing, i) variable angulaire,

— V, variable d’énergie.

— (7, Vi, ﬁ) représente le flux neutronique dans I’hypervolume associé,
-0 Vo(7r, Vi, ﬁ) représente le terme de neutrons sortant,

— 5(7, Vo) o(7T, Vi, Q) représente le terme de fuite par collision des neutrons,

- Q(?, Vo, 2) représente I’ensemble des termes de source des neutrons.

1.2 Obtention de I’équation de transport

L’équation de transport traduit un bilan de neutrons dans 1’élément d’hypervolume défini

précédemment d3rd2QdV,, autour de {7, V,,, Q} dans un intervalle de temps At :

Variation du nombre de neutrons = — bilan de neutrons sortis de d3r (1.3)
— neutrons sortis par collision

-+ neutrons créés

On détaille chaque terme :



— La variation du nombre de neutrons dans I’intervalle de temps At dans I’hypervolume

d®rd*QdV,, est donnée par :
(7, Vi, Q,t + At) — n(T, V,, O, 1) (1.4)
— Les neutrons perdus par collision pendant I’intervalle de temps At s’écrivent :
2(7,Va) [cb(?’, Vo, Q, t)] At (1.5)

avec E("?, V,,) section efficace totale du milieu.

— Le bilan de neutrons sortant de d3r se met sous la forme :

~

V- Q6(7, Vo, O, At = 0 - V(T Vi, O, ) At (1.6)
— on définit le terme source Q( 7, Vi, Q, t) tel que
Q(T, Vo, )AL (1.7)

représente le nombre de neutrons créés pendant I’intervalle de temps At dans I’élé-
ment d®rd*QdV,,.
On peut désormais établir le bilan de la population neutronique dans 1’élément d’hyper-

volume d3rd?QdV;, autour de {7, V,,, {1} dans un intervalle de temps At :

-~

n(7, Vo, t + At) — n(7,V,, 0, 1)
At

= —X(7, V)T, Vi, 0t)  (1.8)

~Q-Ve(7,V,, Q1)
+Q(T, Vo, O, 1)



En faisant tendre At vers 0, on obtient la forme différentielle de 1’équation de transport :

VL%QS(?’ Vo, ﬁ’ t) + _6) ’ ﬁfb(?) Vs ﬁ’ t) + E(?’ Vn)¢(?, Vo, ﬁ’ t) = Q(?’ Va, ﬁ’ t)
(1.9)
Avec I’égalité
e e — o~ e 4 — o~
V.Q¢(T’Vn’97t)=9'V¢(T7Vn’ﬂ’t)? (1'10)
On obtient la forme suivante pour 1’équation linéaire de Boltzmann :
Viéa—tgﬁ(—"ja ‘Zn, ﬁ, t) + ﬁ ' ?(P(—?"—), Vna ﬁ, t) + 2(?’ Vn)‘ﬁ(?’ Vn’ ﬁ’ t) = Q(?’ V"’ ﬁ’ t)
(1.11)
En approximation quasi-statique, I’équation devient :
Q- V(T Vi, Q) + S(F, Va)b(T, Ve, ) = Q(T, Vi, ) (1.12)

La derniére étape consiste a écrire sous forme d’expansion en harmonique sphérique le

terme de source :

A m 20+ S s A
Q( r ,Vn’Q) = Z Z Ql (7' 7Vn)Rl (Q) (1.13)

Le sujet de travail de cette maitrise sera donc de résoudre 1’équation suivante en géomé-

trie 3D cartésienne en utilisant 1a méthode des ordonnées discrétes :

L
Q- Fo(7,Van ) + (T, Va)o(7, Vo, ) = 3 251 S om(7, v REE).



1.3 Traitement du terme de source

Dans I’équation linéaire stationnaire de Boltzmann, le terme de source Q(7, Vi, Q) en-
globe toutes les émissions possibles de neutrons (fission, diffusion, source externe). On
utilise désormais pour I’énergie la variable £ = %mV,nz. Sous sa forme intégrale, le terme

de source s’écrit :

o~

o
Q(T,LE)= dE’/ EUE(T,Q — U, E — EN¢(T,Q, E') (1.15)
47

20

+x(7,E) / dEvE(T, E') / (7, Q0 E)
0 4 47T

Y9

+Se:ct(?)a ﬁ, E)

Avec les valeurs macroscopiques suivantes :

— 2 la section efficace de diffusion (scattering), correspondant au transfert entre les
différents groupes d’énergie ;

— X section efficace de fission;

— v le nombre de neutrons secondaires issus de la fission ;

— X le spectre des neutrons, défini tel que x(E)dE corresponde 2 la probabilité pour un
neutron émis suite a une fission d’avoir une énergie E a dE pres.

Il convient des lors de s’intéresser aux principales étapes intevenant dans la résolution

de I’équation de transport de maniére générale.

1.4 Traitement des conditions aux frontiéres

Avant de résoudre 1’équation de transport dans une région V' donnée, il convient de s’in-
téresser aux conditions imposées aux limites de ce domaine 9V
Le traitement des conditions aux limites est propre a chaque méthode de résolution, nous

y reviendrons donc par la suite dans le cas précis de la méthode aux ordonnées discrétes.



—_—
Pour I’instant, de maniére générale, on pose N(r,) le vecteur normal au point 7, appar-
tenant a OV
La résolution de 1’équation de Boltzmann sur le domaine imposé V requiert la connais-

sance du flux ¢(7, V;, Q) pour ['f N(r3) <0.

— Condition limite d’albédo :
La condition aux limites d’albédo relie 1a valeur du flux sortant a celle du flux rentrant.

Cette relation s’exprime par :
(7, Vi, Q) = Bo(T, Vi, ) avec @ - N(72) < 0 (1.16)

On a noté (¥ la direction de la particule sortante. L’albédo @ peut prendre n’importe
quelle valeur entre 0 et 1, si # = 0 alors nous sommes dans le cas de conditions de
vide aux frontieres. Si 3 prend la valeur 1, il s’agit de conditions de réflexion pure.

Le cas général correspond au cas dit de réflexion spéculaire :
Q-N(73) == - N(72) avec (@ x ) - N(72) =0 (1.17)

— Conditions de réflexion blanche :
Elle correspond a une condition particuliére de réflexion pour laquelle toutes les parti-
cules sortant de ’espace V' retournent dans V' avec une distribution angulaire isotrope.

On a alors :

(7, V,, Q) = 47r/

o~ d2Q/ [ﬁ/ . N(T—S)):l ¢(?, V’l‘h Q\/) avec ﬁl . N(Fs}) <0
QLN(73)>0

(1.18)
— Conditions de translation ou conditions aux frontieres périodique :

Ce type de condition correspond au cas d’un réseau périodique ou le flux sur une



frontiére est égal au flux sur une autre frontiere parallele au domaine.
B(T2, Vi, Q) = (70 + A1, Vi, Q) (1.19)

avec Ar le pas du réseau.

1.5 L’approche multigroupe

Larésolution de I’équation de transport par le biais de méthode déterministe implique un
traitement spécial de la dépendance en énergie. L’ approche multigroupe consiste a sub-
diviser le domaine d’énergie en G groupes dans lesquels les neutrons seront considérés
comme monocinétiques. Les quantités dépendant de 1’énergie seront ensuite condensées
sur chaque groupe.

On utilise de maniére courante la variable 1éthargie u = In(Ey/E) sur le domaine éner-

gétique [0, Fy), de tel sorte que :
Wy ={ujug-1 Su<uy} ={E;E, < E<E, 1} g=1G (1.20)

avec u, = In(Ey/E,) et ug = 0. Ainsi le spectre d’énergie est divisé en G groupes
|Eq, Ey—1[ avec g = [1, G]. Les groupes de plus hautes énergies se retrouvent donc en
premier, i1 > Fs... > Fg.

On peut des lors exprimer I’équation de transport en formalisme multi-groupe :

Q- Vo' (7,0) + 29(F)* (7, ) = (7, 9) 1.21)
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Avec désormais la relation suivante pour le terme source :
o~ G -~ ~~ ~
QUT,Q) = Z / P97, 0 — )7 (7, ) (1.22)
/=1 4
() SR (7) | o)
x°(r P ¥ i i ’

+ S%(7, D)

1.6 Méthode aux ordonnées discretes

La méthode des ordonnées discrétes est tres largement utilisée comme outil numérique

de résolution de I’équation de transport linéaire de Boltzmann.

1.6.1 Traitement de la variable angulaire

L’idée fondamentale est de discrétiser la variable angulaire Q en un nombre donné de
directions (Tn (ordonnées discretes) auxquelles on associe des poids d’intégration w,,.

La combinaison {ordonnées discretes, poids d’intégration} définit une quadrature angu-
laire. On résoud ensuite pour chaque direction la forme intégro-différentielle de 1’équa-
tion de transport de Boltzmann. Pour une direction arbitraire (Tn), celle-ci devient des

lors :

Q- V(T Vi, 0) + S(7, Vo) (T, Vi, ) = Q(T, Vi, ) (1.23)
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1.6.2 Quadratures angulaires pour la méthode des ordonnées discretes

La variable angulaire ) dans I’équation de transport est discrétisée en considérant un
nombre fini de directions, le flux étant évalué sur chacune de ces directions. Chaque
direction peut étre visualisée comme un point sur la surface de la sphére unité, avec une
surface associée dont la signification du point de vue mathématique est de correspondre
au poids d’intégration.

C’est ’ensemble des direction discrétes et leurs poids associés qui définit une quadrature

angulaire.

Une des méthodes les plus utilisées en calcul de réseau pour générer une quadrature est la
technique dite a niveau symétrique dite level-symmetric quadrature ou L(), quadrature
(Carlson, B.G. ; 1970). Le principe de la méthode est d’ordonner sur chaque octant de la

sphere unité les directions sur /N/2 niveaux distincts.

Les quadratures angulaires utilisées dans la méthode Sy vérifient généralement les pro-
priétés suivantes :

— La paire {wp,, éf\n} (respectivement poids et directions) définit la quadrature.

— Le nombre de directions M dépend de I’ordre de la quadrature n.

— Lordre de la quadrature est paire, n = 2,4, 6....

— Les poids associés doivent étre positifs et leur somme normalisée a 1. On doit avoir la

relation suivante :

M
Y wa=1 (1.24)
n=1

— Les composantes fiy,, Jm, Em du vecteur €2, vérifient la relation :

po 4+t + & =1 (1.25)
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— Conditions dites de flux :

Zwmﬂm =0 Z WmMNm = 0 Zwmgm =0 (1.26)
m m m

— Condition dite de diffusion :

> W, =1/3 (1.27)

— La quadrature est usuellement définie sur un octant (1/8 de la sphére unité) et est
ensuite dépliée pour les autres octants suivant des conditions de réflexion.
Pour chaque octant, on aura ainsi les conditions suivantes :

— La quadrature doit étre symétrique sur la sphére unité, de telle sorte que la solution est
invariante par rotation d’angle % et par réflexion. Cela implique des conditions sur les

moments d’ordre impaires des cosinus directeurs :

M M M
anﬂﬁl = Z Wn Ty, = Z wpél =0, pour n impair. (1.28)
n=1 n=1 n=1

— Les quadratures angulaires doivent intégrer correctement les moments du flux, cette

condition s’exprime par les relations suivantes sur les moments paires des cosinus

directeurs :
M M M 1
D wnsin = 3wt = wnh = gy pownpan  (129)
n=1 n=1 n=1

— Le nombre de directions sur chaque niveau est égal a g — i+ 1pours=1,N/2.
Le terme niveau symétrique signifie que les angles formés par les lignes de niveaux
latitudinaux sont constants. En d’autres termes, les niveaux 7 (latitudes) sont constants
quand g varie.

~ Dans le cas 3D, le nombre total de directions sera égal a M = N(N + 2), avec N

I’ordre de la méthode Sy.
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— Soient {i,j,k} les indices des cosinus directeurs et N le nombre de niveaux. On a les

N
relations suivantes : u? + nj? +&2=1leti+j+k=—+2

— On peut démontrer par ailleurs la relation suivante : ’
wi=pi+(E-1)A (1.30)
avec :
A:M pour 2<i<N/2 et 0<ui<1/3 (1.31)

N -2

On s’ apercoit que le choix de u; détermine la répartition des directions dans I’ octant.
Pour des valeurs de p, faible, les ordonnées discrétes vont étre regroupées prés des
poles de la sphére. A I’inverse, plus y; est grand et plus les directions seront éloignées
des pdles.

Les poids associés a chaque direction (point weight) sont ensuite évalués au travers
d’autres équations. Par exemple, dans le cas d’une quadrature a niveaux symétriques

Ss, les conditions peuvent étre formulées de la maniére suivante :

2p1 + 2p2 = wy (1.32)
2py + p3 = wy (1.33)
2p2 = w3 (1.34)
1p1 = wy (1.35)

Avec {p1,p2,p3,p4} les poids associ€s respectivement aux directions {1,2,3,4}, et {w;,ws, w3, w4}

les poids associés a chaque niveau {1,2,3,4}.

I1 faut néanmoins remarquer que ce type de quadrature est restreinte par I’apparition de

poids négatifs non physiques a 1’ordre Sa.
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F1G. 1.1 Quadrature a niveau symétrique Sg

1.6.3 Equation de Boltzmann en géométrie 3D cartésienne

Dans le cas particulier d’une géométrie 3D cartésienne, la direction de la particule neutre
_~>
2 est uniquement définie par le cosinus directeur 4 de 1’angle polaire W et par son angle

azimuthal ¢.

Dans ces conditions, I’opérateur de fuite est uniquement une distribution en {z, v, 2, i, ¢}.

On peut ainsi I’exprimer sous la forme suivante en utilisant une dérivation en chaine :

~ = d O0dr Ody O0dz 0Odyu O0d¢
V=—F-=r—-t "t —— b ——+ —— 1.36
2-v ds Ozds + dy ds + Ozds Ouds O¢ds (1.36)
Avec ds un élément différentiel du chemin de la particule dans la direction Q.
On a de plus les relations suivantes :
d d
e _ dy _ B g _%_, (1.37)

s P T s ds _ ds
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FIG. 1.2 Systeme de coordonnées 3D cartésien
On obtient donc pour I’opérateur de fuite :
~ = 0 0 0
Q-V=p—+n—+&— 1.38
M8x+n8y+§8z (1.38)

L’équation de transport de Boltzmann devient donc :

8 o 9 S 241 K o n
e+ + v+ 20, 102)| @alar2) = 3 2 3 Qo n ARPE)
(1.39)

Nous allons par la suite chercher a résoudre cette équation par des méthodes numériques.
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1.6.4 Traitement de la variable spatiale : schéma aux différences finis

Le traitement des variables spatiales implique dans un premier temps une discrétisation

du domaine géometrique en n cellules de calcul : 15, Z3/2, Tiy1/2; -+ Tnt1/25

Y1/2,Y3/2: Yit1/25 > Yn+1/25

21/25 23/21 Ri+1/21 +++3 “n+1/2:

Chaque cellule aura donc comme volume V; ; , = Axz;Ay; Az

Les sections efficaces sont également considérées constantes sur chaque cellule et sont

notées X; ; . On integre ensuite I’équation (1.39) sur chaque cellule, puis aprés norma-

lisation par rapport au volume, on obtient 1I’équation suivante pour les flux volumiques

et surfaciques :

Xn (Pit1/2,4k — Di-1/2,k) + 'n_n(¢i,j+l/2,k: — Gij—1/2)+ (1.40)
T Ay

3
== (Pig k172 — Pijh-1/2) + SijkPigk = Qijk
AZ]C

Dans cette équation, les indices {i,j,k} réferent aux valeurs volumiques, les indices
{i£1/2,7+1/2,k =+ 1/2} aux valeurs surfaciques aux frontiéres de la cellule.

Pour les méthodes Sy, différentes classes de schémas aux différences ont été dévelop-
pés. Le plus utilisé historiquement (Lathrop, K.; 1969) est sans doute le schéma aux
différences pondérés : les flux scalaires de chaque cellule sont pris comme étant fonc-
tion des flux surfaciques situés aux frontieres de la cellule considérée. On a alors les

relations suivantes :

ik = GijkPnit1/2.k + (1 — Gijk)Pri-1/2.5.k (1.41)

Prsigk = bijkPigri/ze + (1= bijk)Pnij1/2k (1.42)

Gnjijk = CijkPnijit+1/2 + (1 — Cijk)Pnijk—1/2 (1.43)
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Les termes {a,b,c} sont alors des facteurs de pondérations et déterminent le schéma d’in-
111
2’22
aux différences diamants. On I’ appelle également schéma aux différences lin€aires. Dans

tégration choisi. Dans le cas particulier out {a, b, c} = { }, on obtient le schéma

ce cas précis, le flux angulaire étant la moyenne des flux aux fronti€res, la variation du

flux dans chaque cellule est supposée linéaire. Les relations suivantes apparaissent :

1

Pnjijk = '2‘(¢n,i+1/2,j,lc + Gnji-1/2,jk) (1.44)
1

Onjije = §(¢n,i,j+1/2,k + ¢n,i,j—1/2,k) (1.45)
1

ik = §(¢n,i,j,k+1/2 + Pnijk—-1/2) (1.46)

On peut ensuite éliminer les flux sortants dans I’équation principale et obtenir les flux

angulaires centrés dans la cellule {i,j,k} :

21 2n 26
_A:}: Oni-1/2,5k T —A:;: P j—-1/24k + "ATT;Qé"»i»jyk—l/Q + Qnjik

Prijk = (1.47)

21, 2nn, 26,

Yo
nidk ¥ Az T Ry T A

Par la suite, pour une direction donnée avec p,, > 0, n, > O et &, > 0, les flux sortant

sont évalués aux travers des équation suivantes :

On,it1/2,5k = 2Pnjijk — Pnjij—1/2,k (1.48)
Pnjij+1/2k = 2Pnijk — Pnij—1/2,k (1.49)
Gnjigr+1/2 = 20nik — Pnjjh—1/2 (1.50)

Un des problémes majeurs est que le schéma aux différences linéaires peut conduire a
des flux angulaires négatifs non physiques pour des régions ol le gradient de flux est

important, et ce bien que les flux rentrants ainsi que les termes de source soient positifs.
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Pour remédier a ce probléme, 1’approche la plus utilisée est de fixer les flux négatifs a
z€ro, et de recalculer le flux dans la cellule en conservant le bilan de neutrons. C’est
I’approche dite de negative flux fixup. Cela permet de palier a I’apparition de flux né-
gatifs, cependant la linéarité du schéma diamant est perdue, d’oul une perte en terme de

cohérence mathématique dans la méthode ainsi qu’en terme de précision dans les calculs.

1.6.5 Stratégie de résolution

La résolution de I’équation de transport par la méthode des ordonnées discretes implique
un calcul itératif sur les termes de source (itération sur la source, dites également itéra-
tion de scattering).

Le principe de cette méthode est de fixer dans la premiére itération les termes de source,
puis ensuite d’appliquer une stratégie de balayage des domaines angulaires et spatiaux
prenant en compte les conditions aux limites.

Les valeurs du flux angulaires récupérées ainsi servent a calculer les moments de Le-
gendre du flux, qui a leur tour permettent de déterminer les termes de source pour 1’ité-
ration suivante. Le processus itératif continue jusqu’a ce qu’un critére de convergence

fixé soit atteint. Généralement, le critére de convergence est :

|pit1 — dilloo

<10°° (1.51)
l|pilloo

Le processus complet de résolution du probleme de transport nécessite ensuite un calcul
itératif sur les groupes d’énergie, et éventuellement dans le cadre d’un probléme a k.,
un calcul itératif sur la valeur propre. Ces schémas de calculs sont communs aux autres
méthodes de résolution, nous ne les décrirons pas dans ce travail.

Par ailleurs, le processus itératif sur le calcul de la source est connu pour présenter des

problemes de convergence pour des milieux tres fortement diffusifs et optiquement épais
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(Alcouffe, R.E.; 1977), c’est-a-dire pour lesquels %- ~ 1, avec X, section efficace de
diffusion, et X la section efficace totale. De nombreuses méthodes d’accélération de la
convergence ont été développées pour palier a ce probleme (M.L. Adams & E.W. Lar-
sen ; 2002), en particulier la technique dite d’accélération synthétique, mathématique-
ment équivalente a un préconditionnement & gauche comme nous le développerons par

la suite.

1.6.6 Accélération synthétique de la convergence

La méthode synthétique pour accélérer la convergence du processus itératif de résolution

de I’équation de transport a été formalisée aux débuts des années 60 par Kopp. L’idée de

base est d’utiliser un opérateur de transport d’ordre inférieur comme préconditionneur

afin d’accélérer la résolution numérique de I’équation de transport. Les méthodes utili-

sant les opérateurs S3 ou S; ont montré rapidement leurs limites en terme de stabilité.

C’est pourquoi Alcouffe proposa en 1977 un schéma synthétique d’accélération basé sur

I’approximation de la diffusion et connu sous le nom de diffusion synthetic acceleration,

qui s’est treés rapidement imposé comme une des meilleures méthodes d’accélération

synthétique pour la résolution de I’équation de transport par la méthode Sy

Le principe de 1a méthode DSA est :

— Effectuer une premiere itération sur la source.

— Utiliser une approximation de la diffusion pour estimer I’erreur dans I’itération sur les
flux.

— Cette estimation est ensuite utilisée pour améliorer le résultat de 1’itération.
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La distribution en particules de la source est dans un premier temps écrite en terme du

taux de réaction du groupe d’énergie dans lui-méme :

QB =D 3 [Fuer (M QMR @] 1)

Avec :

— X,(7) l-itme moment de Legendre de la section efficace macroscopique de diffusion
du groupe dans lui-méme.

— ¢ moment harmonique sphérique du flux.

- Q;“m(?) moment harmonique sphérique de la source représentant les contributions
des autres groupes ainsi que la fission.

Le schéma DSA correspond au processus suivant. Si I’on considere I’itération sur la

source a I’index arbitraire « :

(1)

Q- Vol (7,0) + 2(7)(7, 0) =

S LS e QA 0

=0 m=-—

Itération sur la source a ’index arbitraire x + 1 :
2

2)
Q V¢ (s+1/2) ( ﬁ) ( )¢(I€+1/2) ( ﬁ)
> ——*4:: 3 BT 4 Qi ()R (). (1.54)
=0 m=-—1 .
On pose :
SPIA(F, Q) = $*HI(T, Q) — gD (T, Q) (1.55)

En faisant la différence des deux équations précédentes, on obtient le schéma DSA :
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=0 m=—1
E 2041 (k+1/2) ()
— m,(k+1/2 m,(K m
l§=0: in m§=_:l28,l(7" )[¢l — P ]Rl (Qn) (1.56)

Le schéma précédent meéne a la solution convergée en une seule itération, a condition
que 1’équation obtenue soit résolvable. Le probleme est que justement cette équation est
équivalente en terme de difficulté de résolution a 1’équation de transport initiale. L’ap-
proche proposée par Alcouffe a donc été de remplacer cette équation par son approxima-
tion en théorie de la diffusion. Le schéma ainsi obtenu est inconditionnellement stable
a condition que 1’opérateur de discrétisation spatial de la diffusion soit cohérent avec
I’opérateur de discrétisation spatial de la méthode Sy. L’équation précédente devient

des lors en théorie P, :

1 —

-V 35(7) Vg™ 2(T) + [S(T) — Tao(T)]00™/(T) =

Zao(T)ldg ™ 2(7) = 6 (7) (=7

Les moments harmoniques sphériques du flux étant pour m = [ = 0 a 'itération x + 1 :
685 () = 4T (F) - 0 T(T) (1:58)

On doit par ailleurs accélérer les flux aux frontieres dans le cas de conditions autre que
vide, en utilisant 1a méme approche que pour les flux angulaires. Le DSA est appliqué
de maniére isotrope sur chaque point frontiére r; pour chaque moment angulaire n, en
utilisant la relation :

1
Iﬁ?+§

1 ;
& (ry) = én (rs)-i—z;dqﬁ”i(rs) (1.59)
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Dans notre étude, nous avons utilisé le schéma DSA pour accélérer notre méthode Sy a
ordre élevé, nous y reviendrons dans le chapitre 2. En effet, 1a méthode DSA est connue
pour étre tres efficace avec le schéma diamant, & condition que les discrétisations spa-
tiales des deux formalismes soient cohérentes. Dans notre cas, une approximation de la
diffusion compatible avec avec le formalisme Sy consiste a utiliser une approximation
P, du flux et a utiliser une méthode des éléments finis de type Raviart-Thomas (Hébert,

A.; 1993) avec une intégration de type Gauss-Legendre des matrices d’assemblages.

1.6.7 Méthode de Krylov appliquée au formalisme Sy

Bien que le schéma DSA soit connu pour €tre inconditionnellement stable pourvu que
I’équation de diffusion soit discrétisée de mani¢re cohérente et que le milieu soit iso-
trope, voire faiblement anisotrope, I’efficacité du DSA peut étre trés largement dégradé
dans le cas de problémes multidimensionnels présentant des fortes hétérogénéités (Warsa,
J.S et al. ; 2003). Cette défaillance peut étre surmontée en utilisant les méthodes de réso-
lution itératives basées sur les sous-espaces de Krylov pour résoudre le systéme obtenu.
En effet, il est intéressant de remarquer que le schéma DSA tel qu’introduit précédem-
ment est équivalent a un préconditionnement a gauche de la méthode Sy (Patton, B. W. ;
1996). En écrivant les relations définies précédemment sous forme sous forme matri-
cielle, on obtient :

D(;(I)(,H.%) _ E(@(n-{-%) — (I)(N)) (1.60)

Avec @ et @ les vecteurs colonnes contenant respectivement toutes les composantes

harmoniques sphériques du flux et les termes correctifs.

D) = ) 4 P(Pr+E) — PRy (1.61)
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Avec :

P=1+DE. (1.62)

L’équation (1.62) est de type récursive, préconditionnée et a point fixe. A ce titre, elle est
directement €ligible a une procédure d’accélération basée sur une minimisation de son
résidu. Le formalisme GMRES (Saad et al.; 1986), pour General Minimal RESidual,
est largement utilisé dans le cadre des méthode aux ordonnées discretes. L.a méthode
GMRES utilisée dans le cadre des méthodes Sy dans DRAGON Version 4 est basée sur
1’approche suivante : on introduit d’abord un facteur d’accélération dynamique ) dans
I’équation (1.61) :

Ot — g 'u(k)lp(@(ﬁ*—%) — o) (1.63)

Le but de I’algorithme est de minimiser la norme L? du résidu R**1 3 I’itération sui-

vante. On réécrit I’équation (1.54) sous forme matricielle :
o+s) = Wo™ 4 5 (1.64)
Le résidu correspondant est alors :
R®™ = P(WO™ 4+ § — () = P(@(+2) — o) (1.65)
A T’itération suivante, le résidu devient :

RE+D — P(WeKHD 1 5 — ) (1.66)
=PRW@@+MWWM@H§_@Wy+s_@@_“WM@M@_QWﬂ

= R® + y®P(W — [)R™
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La norme L2 du résidu est minimale si 1’on a :

d
(k+1) (n+1)
CRGMEL ) =0 (1.67)

Donc, d’apres I’équation obtenue précédemment, on obtient :

(RC=H1) P(W — ) R(®))
(P(W—T)R®),P(W — I)R®)

p® = — (1.68)
Le paramétre () est ainsi calculé dynamiquement, comme une fonction du résidu. Une
technique utile de calcul de x%) est de considérer la valeur de ®(¥) a I’itération () et
de réaliser deux itérations libres (une préconditionnée et une non accélérée). On obtient

alors trois itérations successives :

Py = oW (1.69)
®, = By + P(Wdo + S — Bp) (1.70)
Py = Py + P(W(I)l + 85— <I>1) (1.71)

De tel sorte que les vecteurs erreurs e, et e; peuvent étre définis tels que :

eo = B — Dy = P(Wdy + S — ®y) = R® (1.72)
€ = @2 — (I)l = ]P(W(I)l + S - @1) (173)

Etde plus :
P(W — )R = P[W(®;, — ) — (B — B)] (1.74)

= €1 — €.
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On obtient ainsi une expression simplifiée pour u

) = ___{eoe1—eo) (175)
<61 — €p,€1 — 60)
L’itération x + 1 accélérée devient alors :
) = o + W RW = WP, + (1 — p®), (1.76)

A ce moment précis, nous avons besoin de trois nouvelles itérations libres, on pose donc :

Dy = oW (1.77)
Py = By + P(Wdo + S — &) = u®dy + (1 — u*)d,
By =&, + P(Wd;, + S — &)

et I’on continue ainsi de suite jusqu’a convergence des calculs.
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CHAPITRE 2
METHODE Sy A ORDRES ELEVES EN GEOMETRIE 3D CARTESIENNE

2.1 Théorie

2.1.1 Equation de Boltzmann en géométrie 3D cartésienne

Le comportement quasi-statique d’une population de particules neutres peut étre modé-
lisé par la forme du premier ordre de 1’équation de Boltzmann. On considére ici la forme
monocinétique, résultant de 1’approche multi-groupe. En omettant I’index g issu de cette

discrétisation, I’équation de Boltzmann se simplifie en :
Q- Vo(7,9) +2(7)e(7, Q) = Q(7, ) 2.1)

avec :

- (7, ﬁ) flux angulaire des particules, correspondant au produit de la densité de po-
pulation des particules par leur vitesse ;

— ¥(7) section efficace macroscopique ;

— Q(7, Q) distribution en particules de la source.

Le systéme de coordonnées 3D cartésiennes est montré a la figure (2.1). La particule est

localisée a la position (z, y, z), correspondant a 1’ origine du systeme de coordonnées. La

direction de la particule Q est définie par le cosinus directeur u, I’angle polaire ® et par

I’angle azimutal ¢. Le terme de fuite est donc une distribution des variables z,Y, 2, u, P

et ¢, on peut donc I’écrire :

0

P 0 0
Q-V——M§+T]5—y-+§5z- (2.2)
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FIG. 2.1 Systeme de coordonnées en géométrie 3D cartésienne

Apres discrétisation des variables angulaires, on obtient comme formulation de la forme

linéaire de I’équation de transport de Boltzmann :

o b o L 2041 :
ﬂ:n% +,r}n8 +§n + E(x y) )} ®n(x7 y’ z) - Z 4 Z Q x y’ (Qn)'

avec 9, (z,y,2) = ®(z,y, 2, tn, T, &n), le terme de source étant écrit sous sa forme
en expansion d’harmoniques sphériques. LLes moments harmoniques sphériques du flux

sont approximés :

N(N+2)
CI)'lm(x,y,z)z— Z qu)n(x>y,z)R{n(/~‘na77na£n) 2.4)

n=1

N(N + 2) correspondant au nombre total de directions (ordonnées discrétes).
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2.1.2 Intégration de la variable angulaire

Si I’on considére une quadrature angulaire a niveau symétrique d’ordre IV, I’intégration
de la variable angulaire doit se faire sur N (N + 2) directions, correspondant au nombre
total de directions dans la sphere unité. La présentation des quadratures L(Q),, utilisées
dans le traitement de la variable angulaire a déja été réalisée dans le chapitre 1, nous ne

reviendrons pas sur ce sujet.

2.1.3 Intégration de la variable spatiale

On procede dans un premier temps a la discrétisation spatiale de notre géométrie. Le
domaine est ainsi divisé en parallélépipedes de coordonnées {i,j,k}, les sections efficaces
étant gardées constantes dans chaque sous-domaine.

Les dimensions de chaque cellule sont donc :

Az; = Lit1/2 — Ti—1/2-

Ay; = Yjr1/2 — Yj—1/2-

Az = Zkt1/2 — Ze-1)2-

Pour un volume pour chaque sous-domaine de :

V;‘,j,k = A:EiA’yj Azk

On introduit ensuite un changement de variables en posant :
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1 1 1
U= Az, [l’ - 5( i—1/2 + 931'+1/2)_ )
1 1
v= _A_y: {y 5(% 12+ yz+1/2) )
1 1 1
w = AZ,L |:Z -2-(2«'@ 1/2 + ZH_I/Q)- . (25)

Dans la région (i,j,k), I’équation de transport de Boltzmann devient alors :

pn O T O §n O

Az;0u  Ay; Ov Azka

+Zijk } DQp iU, v, W) = Quijr(u,v,w) (2.6)

Les composantes du terme de source sont désormais :

L

@ni ik (U, v, W) = Z

=0

!

20+1
47 Z leykz u, v, w Rl (:u’nannagn) (27)
m

On développe les variables dépendantes en terme des polyndmes Py (u), Ps(v) et Py(w).
On peut réécrire les termes de flux et de source en fonction de I’ordre M d’expansion

spatiale des polyndmes de Legendre :

M M M

B,k (U, 0, w) = ZZZPa 5(0) Py (w) DD (2.8)

£f=0 7=0

Q

M
3" Pa(w) Bs(0) Py (w)QSFD 2.9)

0 v=0

M=
NE

Qiz,gk(u v, w =

Q

Il

=
»
It
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On a introduit la notation suivante pour les moments des flux et de la source :

1/2 1/2 1/2
DY = / duPy(u) / doPs(v) | dwPy(w)®ngsx(u,v,w)  (2.10)
e ~1/2 ~1/2 -1/2

et:

1/2 1/2 1/2
Ql(?]ﬂ,?) = duPy(u) dvPgs(v) dw Py (w)Qui jk(u, v, w) 2.11)
~1/2 ~1/2 ~1/2

L étape suivante de notre procédure de discrétisation est de multiplier 1’équation (2.6)
par les polyndmes normalisés de Legendre.

pour0 < a<M,0< B<M,0<L v< M,onobtient :

[V 1/2 1/2 0%, ik
Aa:,»/ duPa(u)/ d’UPg(’U)/_ deﬂ,(w)T(u,v, w)+

-1/2 —1/2 1/2
1/2 1/2 1/2 9. . .
Mn n,i,j,k
duP,(u / dvPg(v dwP,(w u, v, w)+
a [t [ dbs) [ Py w) a0, 0)
én, /1/2 /1/2 /1/2 a@nzjk
duP,(u dvPs(v dw P, (w)———==(u, v, w)+
as | e [ i) [ du ()t 0, )
1/2 1/2 1/2
En,i,j,k/ duPa(u)/ vag(v)/ dwPy(w) Py ; j x(u, v, w) =
~1/2 -1/2 ~1/2
1/2 1/2 1/2
/ duPa(u)/ d’UPﬁ(’U)/ dwPy(w)Qn i jx(u, v, w). (2.12)
—1/2 ~1/2 -1/2

On utilise les notations suivantes pour les moments des flux aux frontieres de la cellule :

1/2 1/2

@flf;i’f}m - dvPs(v) dw Py (w)®n; ;1(£1/2,v, w) (2.13)
-1/2 —1/2
(@xn) 1/2 1/2
‘I’n,i,j’ll/zk = / ) duPy(u) / ) dwPy(w)®n i jx(u, £1/2,w) (2.14)
—1/2 —-1/2
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1/2 1/2
q)f'sgfj’fciiﬂ = duPy(u) dvFg (’U)‘I)n,i,j,lc (u,v,%£1/2) (2.15)

-1/2 ~1/2
On intégre maintenant 1’équation obtenue sur chaque région {i,j,k} pour M = 2, soit
0< a<2,0< 8<2,0< v < 2; afin d obtenir les équations correspondant aux

ordres linéaire (M=0), parabolique (M=1) et cubique (M=2) :

(1)
o (B ik — B ik) + B (BT ok = B 5 ) +
f;”—,c(@gffflzﬂ/z - ‘1’1(3%?;2_1/2) + En,i,j,kq)g%?f?lz = £LOZOJ013 )
@
B4 (@0 sk + OOk — 20000 + 2 (@0, — U )+
(@0 = @00 )+ Tk @00 = QU
3)
(k= B sk) + VR (@D, o+ BN, — 200000 +
S (@)= OO ) + Bnak @) = QU
@
Ao (@i — OS2 ) + ‘A”Z—j(‘l’fgf}i)l/m — &) o) +
VaE (@00 |+ 00y = 20000 + B s u @0 = QUL
5)
B4 (Do = O — 2VBOUD) 4 o (@m0, — 0P )+
A2 (@ = On) + Sniss®iil = QUG
©)
ﬂ_(q)gzig}z;k - (I)fz*ﬁ({)/z,j,k) + \/gfz—j(@g),gﬁr)1/2,k - q’g;}?uzk - 2‘/5‘1)510111013) +
26‘32(‘1’;0,%,2}2“/2 - ‘1)532,2},*;3-1/2) + Tk Piih = Qe
@
o (@ — O k) + A (@D, = U L)+
VB (@009 |, — @00 |, — 2v/BRl0)) + 5,000 = QU2

®)
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n (o (51,0 (0,1,0 1,%,0 1,%,0 1,0,0
ﬂ'&(én,i-!-l)/Q,}k_*—q)nz 1/23’6—2(1)7”]’3)-!—\/——71—(@( 1,3+)1/2k+q)( :k] )1/2lc_2q)( ,]13)+

A% (Piileine — Tnigioy)  Bnags®lish = Quiji
©
o (@) = U ) VER @O el 20000) |
VB (@0 OO ) — 200N + B k@0 = QUMY
(10)
3R (B ip T O s — 20id) + = (@), = 0D L)+

(1 0,%) (1,0,%) (1,0,0) (1 0,1) _ ~(1,01)
\/—Azk ( ni,J,k+1/2 + q)n,i,j,k-—l/Q - 2q)n,i,j,k) + ZJn i, 3 ni, 5k Qn Jhdyk
(11)

(%,1,1) (*,1,1) (0,1,1) (1,%,1) (1,%,1) (1,0,1)
\/— (Q’n ’L+1/2,j,k+¢)n,i—1/2,] k_2 n,%,7, k)+\/_j_(¢n1,.]+1/2k; q)nz] ]_/Zk 2¢ 1/2,k)+

n ’L,]

(1 1 *) (171:*) (11110) 111¥1 — lvlal
\/_fz((b ’2133k+1/2 + aniajvk"'l/z 2¢)n i sJs k) + En’i7j’k®£lvi1js]3 - Q;;ivjak?’
(12)
(x,1,0) (*,1,0) 1,1,0 2% 2,%,0
5'Kae_,(q)m+1/2;, @, ik — 2\/_(1351,1',3',12) + ‘/_L((I)i igil/2k T (I)( e )1/2k:
(2,0,0) (2,1,%) (2,1,%)
2(I)n 4,i—1/2, k) + Azk ((I)n,i,j,k+1/2 - (I)n Jyg k— 1/2) +
2,1,0 2,1,0
En SNE k 51 1,9,k ) = QSL 'L,j,k)’
(13)
n (%,2,1) (%,2,1) " 0,*,1 0,% 0,1,1
'Ai{,(q)n i+1/2,5,k q)ni 1/2,j,k) + \/_L( 5”3+1/2 kT <I>( ,j 1/2 k 2\/—@51 ’L,],)) +
(0,2,%) (0,2,%) (020 0,2,1 0,2,1
\/—fz—;(q)n i,j,k+1/2 + (I) nyi,5,k—1/2 2q)n Yisdy k)) + En,za,k 511,],) Q’SL z,j,k?’
(14)

n (*7172) (*vliz) (Oa*a2) (0,*,2) (0,0,2
—K_:c:(q)n i+1/2,5,k (Dn i—1/2,3, k:) + \/§Ay ((I)n i,9+1/2,k + (I)n i,j—1/2,k — 2(I)n V5,35 Ic))
@1 (0,1,%) (0,1,1 0,1,2 0,1,2
\/—Azk( ni,gk+1/2 q)n Ao k—1/2 2\/§q)n,i,j,lg) + En,i,j,kq)fz,i,j,k) = Qq(m,i,j,k)’
(15)

n (%,0,1) (%,0,1) (1,0,1) (2,%,1 2,%,1
5—A“—z~(q)n d4+1/2,5k q)n*z—l/2] k 2\/—(1)71 V6ods k) ((I)n 1*34—)1/2 kT (1)1('7,,:]'—)1/2,k) +
(2,0,%) (2,0,%) (2,0,0) 2,0,1 2,0,1
\/—fz_k‘(@n z,g,*k-i-l/2 + (Dn,i,j:*lc—l/2 - 2¢)n,i,j,k:) + Envivjak@’fl z;k? Qf’z z,j,k)’
(16).
" (%,0,2) (%,0,2) (0,0,2) (1,%,2) (1,%,2)
3-&(©n7i+1/2’j’k + ¢n i— 1/2 s k" 2@"‘ yrd k) Ay] ( n 7’7]+1/2 k Tl,i,j'—l/2,k}) +
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VBB, 8o 2VR) + BB = QU2

Azk 'I’L,i,j, n/i’yj;k nvi’jvk nvi’jvk ’
a7)

(3 (*’2’0) (*12’0) (012’0) n (17*’0) (1’*70) (1!1)0)
32ar (P it1y2,g T Cric/2, k=20 gk Hﬁi’y_j(‘I)n,z‘,jﬂ/z,k“q’n,i,j—l/z,k_zﬁq’n,z’,j,k)+

X1 (1727*) (1121*) (1)2)0) (112’0)
fz_k(q)n,i,j,kﬂ/z - (I)n,i,j,k—l/z) + En,i,j,kq)n,i,j,k = Qn,i,j,ka
(18)
n (x,1,1) (x1,1) (1,1,1) n 2,%,1 2,%,1
5_Ain(q)7:i+l/2,j,k - q)nfi—-l/Q,j,k - 2\/§q)n,i,j,k) + \/g'gy—j(q)gz,:j-l-)l/zk + q)fl,:j—)uz,k -
2,0,1
2<I)£z,'i,j,k) ) +
n (2,1,%) (2,1,%) (2,1,0) (2,1,1) _ ~(2,1,1)
\/gfz_k (‘I)n,i,j,k+1/2 + q)n,i,j,k—l/2 - 2q)n,i,j,k) + En,i,j,kq)n,i,j,k - Qn,i,j,ka
(19)

" (*,2,1) (*,2,1) (0,2,1) n (1,%,1) (1,%,1) (1,11
3-A%z (@n,’t‘f‘l/z,},k+¢’n,l—1/2,],k_2®",1,],k} )+‘\/5—Ayy_.7 ((I)n,z,]+1/2,k _(Dn”"’]_l/21k _2\/§®n,1,],’2)+

" (1,2,*) (1,2,*) (1,2,0 1,2,1 1,2,1
\/§_A§Z—k.(@n,2,j,k+l/2 + ®n1i,jak_l/2 - 2®n9i)jllg) + E'n,i,j,k@;,i’j,lg = Qi},i,j,,z’
(20)
n (g (012) (%1,2) (0,1,2) n (L2 15,2 1,0,1
3-AL11‘(q)n,i'i‘l/lj»k+(bn,’i‘1/2yj,k_2q)n,i»j:k)+\/§£y—j((I)n»:j‘|‘)1/27k+q)$l,:j—)1/2,k_2(1)51,1'7.7',’0) )+

" (1,1,%) (1,1,%) 1,1 1,1,2 1,1,2
ﬁfﬁ(q)n,i,j,kﬂﬂ - (I)n,i,j,k—-l/2 - 2\/§(I)n,i,j,k)) + ZJn,i,j,lcq’( ) = Q( )

nii7j7k n?ihj)k ’
21
n 7 (%,2,0) (,2,0) (1,2,0) ¢ (2,%,0) (2,%,0)
5-AH7;- (®n,i+1/2,j,k o (I)n,i—l/%j,k o 2\/§@n,i,j,k) + \/gi%j(q)n,i,jﬂ/&k - (I)n,i,j—l/lk -
2,1,0
2v3000) +
n (2,2,%) (1,1,%) (2,2,0) _ ~(2,2,0)
fz_k((bn,i,j,icﬂ/z - (I)n,i,j,k—l/2) + En,i»j’kq)n,i,j,k - Qn,i,j,k’
(22)
n_ (&(*2:2) (%,2,2) n_ (& (0:*,2) (0,%,2) 0,1,2
'ALz,»(q)n,iH/z,j,k - (I)n,i—l/zj,k) + \/—5--£y—j(q)n,:j+l/2,k - q>n,:j—1/2,k - 2\/3—@51,i,j,13) +
n (0,2, 0,2, 0,2,2 0,2,2
‘Ai—k(@n,i,j;c)-um - cbr(z,i,j:kk)-—l/Q) + Z",i»jykq)fw,i,j,k) = Qv(z,z‘,j,lz’
(23)
(13 (*30’2) (*10’2) (1’072) mn (21*72) (2’*)2)
bR (@i 1yask — Crgmtyage — 2VBLn i) + o (R0 ok — i jak) +
/o (2,0,%) (2,0,%) (2,0,1 2,0,2 2,0,2
\/gfz_k(q)n,i,j,k-i-lﬂ - <I)n,i,j,lc-—1/2 - 2\/§(I)n,i,j,k) ) + En,i,j,k‘bfz,i,j,k) = Qsz,i,j,k?’

(24)
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" %,2,2 %,2,2) 0,2,2) (1,%,2) (1,%,2) (1,1,2)
ﬁ_ALm((I)'Sz,i+l>}2,gk+q)Szz 1/2,5,k ;ij)-l-\/_-ﬂ-—(@ TJ+1/2k <I> T] 1/2,k 2\/—(I> ,3k>

1,2, (1,2, 1,2,2 1,2,2 1,2,2
\/—Azk( 7(')11,3,*]34-1/2 - inj*k 1/2 - 2’\/3-@’51,,1,,],]3) + En’i’j’kéiyivjvlg = levivj713’
(25)
(*,1,2) (%,1,2) (1,1,2) 2, (1,%,2)
5.L(q; nyi+1/2,5,k (I)nz 1/2,5.k 2\/_q)n z,j,lc) + \/_L(q)mg+1/2lc + (I)n,i,j—l/2,k -
20202y

13,k

o1 (2,1,%) (2,1,1) o1 2) (2,1,2)
\/_Azk ( n,i,J,k+1/2 (I) Agk—1/2 2\/—(1)11 Jiods k:) + En,m,k n,i,j,k Qn i,k
(26)

(* 211) (*»Zal) (17211) (2 1) (2,*,1)
5‘&((1% i+1/2,5,k (I)n,i—l/2,j,k - 2\/§‘I’n,i,j,k) + \/—L(q)n :]+1/2k <I)n,i,j—1/2,k -
2\/_‘1)5;211}113 )+

\/_Azk( 5121,23,'2“/2 + (I)v(zzzi,k 1/2 2(1)51212;))) + 2" bk cpgfj’l ) = Q(nQ@,ZJ,llg ’

27

\/—-&L(q)i*flﬁ)/zjk @51*12 21/2,Jic - 2\/§q>g’z’2]’2k) ) + \/— ( (2»;3?1-1/21c ‘I’ffff—)l/z,k -
9 \/_‘1’73113213)

VB (@ — Vi = VBT + Bnags @i = QUi

Les composantes discrétes de la source sont écrites en fonction des moments de Le-

gendre :

2l+1 0B7) o
QWA = Z Z QBN R (11 T, Er)

m=-—I

Les relations (1)-(27) sont des relations exactes résultant de I’intégration de I’équation
(2.6) sur chaque sous-domaine avec M = 2.

Les (M + 1)3 relations obtenues comportent (M + 1)* inconnues pour les flux sca-

laires @fﬁg;’) et (M + 1)? inconnues pour les flux surfaciques @Ez*%f»:?}z i d)i"‘i”';.’l)l J2k0
(a)ﬂ,*) A 1
nij k1/2> Pour chaque région.

Pour fermer le systéme, on doit introduire (M + 1)3 nouvelles équations. On introduit

alors les schémas diamants d’ordre élevé, a partir d’'une généralisation a n’importe quel
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ordre M du schéma diamant classique.

(e,B,7)

(*8,7)
@ n’i’j’k

(*,87)
n,i+1/2,j,k ®

P12,k et des moments &

Pour ce faire, on doit écrire en terme de

de telle sorte que 1’on annule le terme d’ordre (M+1).

Les relations aux différences diamant d’ordre M sont :

0,8,7) (x:.8:7) .
2q)n Z,J:y (I)n z:l:’ly/2,j,k: S1 M=0
(*1ﬂ) ) , WMy 3
(0 ﬁ,’Y) (2 :31 ) (*7ﬁ7 ) 1 R
. 2(I>n Jiyg ke + 2\/_(I)n 1374: n z:i:’ly/Z,j,k 81 M =2
p
(a 077) ( » ¥y ) .
20, gk q)nai j11/2 k 51 M=0
(ayxy7) — oKy y 3
q)no,‘i,j:{:l/Zk = q)izaz;llﬂk F2V39 gaz;’;) sl M=1
( 10,7) 12, ; .
\ "aﬁj”yc + 2\/—(])510‘%].’70) (DSzaz;;l)l/z k Sl M=2
(
(2,8,0) (o,B8,%) .
2(1)71 4,9,k q)naz,y,:::!:l/2 51 M=0
( ’ﬁ’*) My () 1
q)naz,_y k¥1/2 — = 4 (I)?(%ai[; 221:1/2 + 2\/—(1)((1 5 z) Sl M=1
(a,ﬁ 0 ( /3 2) ( 7ﬂ) ) 3
\ 2, gk T 2\/_(I)nau k naz,j,:::lzl/Q Sl M=2

On utilise le signe du dessus dans le cas o respectivement p, < 0,7, < 0,&, <0

et celui du dessous pour p, > 0,7, > 0, &, > 0.
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2.1.4 Stratégie de résolution

En juxtaposant au sein du vecteur flux inconnu les inconnus scalaires et surfaciques, on

obtient le systéme suivant a résoudre :
— 1 R
P ik = Spijp @nik

Avec :

(a,8,7)

~ ®p4,5x vecteur flux inconnu contenant les composantes scalaires (®,, ;') et surfa-

(*»‘3)7) @(av*vv) @(a7ﬁ7*) ).

ciques (q)n,iil/z,j,k’ n,i,j+1/2,k> ¥ nd,jkd1/2

— Sh.ij matrice de dimension (M +1)3 x (M +1)? contenant les composantes spatiales
et angulaires de 1’opérateur de transport.

._’
— @ n,i,j,e VECteur contenant les termes sources.

— Cas linéaire (M=0).

La matrice S, ; j » se réduit dans ce cas-ci a un scalaire :

ANl 2 9
Suisp = [Zi,j,k N |t N |17n] N Ifnl]

Az, Ay; Az

Avec comme terme de source :

= _ 00,00 , 2Hn = (+,0,0) 21n (0,%,0) 26, (0,0,%)
Qn,i,j,k - |:Qn,i,j,k: + Aﬂ?i q)n,i—,j,k + ij q)n,i,j—-,k + Azk cI)n,i,j,lc—

On note que I’on retrouve le schéma diamant classique tel que présenté au chapitre 1.



— Cas parabolique (M=1) .

La matrice S, ; j  s’écrit désormais :

ik 2\/5157"1, 2\/§-£Z—j 2\/§f§;
—2v342 T, + 642 0 0
—2\/53";7 0 Dijk + 642 0
S = —2+/3 42 0 0 Sijk + 652
0 —2\/57;@; ~2V/3 4 0
0 —2v3 5= 0 —2v/3 4
0 0 —2v/3 3% —2\/5-;7;—],
|0 0 0 0
0 0 0
2v3 3 2v/3 52 0
2V/3 4 0 0
0 2v/3 4 2v/3 2
Digk +064% + 671’;‘—1_ 0 0
0 Tigh + 04 + 652 0
0 0 Tk + 030 + 6—A§:—k
—2v/3 4 —2v37 —2y/3 2
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oS O O

0

2\/§—A§;—k

M
2\/§ij

2\/§-K—;i

6 6
Yigjk + —A‘% + -A%;:+

Sén
AZ}
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Le terme de source s’écrivant dans ce cas :
(0,0,0)
Qn KN R k

(100) 2\/—ﬁ_q)(*oo)

nl’] k ’J!

010)_2\/—_7,_(1)(0

" siadske ny,j—k

001) (0,0,+)
nz] k 2\/_§z_kq)n i,j,k—

ﬁ
Q nsivg k

1,1,0 *,1,0 1,%,0
im,yk) \/—LCI)SM _7)k~.2 3Ay églz*] )Ic

(101) 2\/_L<p(*°

nmk n,i—,7

2\/—_§_ (1,0,%)

Azk n J25J,k—

(0 1,1) 2\/__71_(1)5;0 *,1) 2\/—5_ (0,1,%)

n J47,k yhJ—k Azk n yigyk—

(111) 2\/— (*‘1,1} _2\/__’LQ)(1*1) 2\/_£—Q)(11*)

nzyk nz—,],k: n,i,J—k Az~ nyigk—

On obtient ainsi un systeme de 8 x 8 équations a résoudre.
—~ Cas cubique (M=2).
Dans le cas cubique, la matrice S, ; ; » obtenue est de dimension 27 x 27 et est donc

difficilement lisible.

2.1.5 Balayage angulaire et spatial

Les relations précédentes peuvent tre résolues directement sans itération en connaissant
les flux aux frontieres du domaine.

___)
Pour chaque direction €2, et pour chaque cellule {i,j,k}, on détermine les composantes
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®n,i,jk & partir de Qn,ijx et des flux rentrant aux frontieres Bryiej ks Prasiyj— b €L P ik
Les flux sortants @ i+ j k> @n,ij+k € Pnije+ sont calculés ensuite a partir des relations
diamants généralisées.

Les flux sortants d’une cellule correspondent aux flux rentrants de la cellule avoisinante
suivant la direction STn

Le balayage spatial commence aux fronti¢res du domaine pour lesquelles le flux angu-
laire est connu , par exemple pour des conditions de vide pour lesquelles le flux angulaire
est nul, et se poursuit dans la direction (?n du neutron.

Dans notre programmation, nous avons sélectionné les c6tés X+, Y+ et Z+ comme dé-
part pour le balayage de notre domaine géométrique, de tel sorte que les conditions de
vide doivent se trouver préférentiellement assignées a ces cotés.

Les particules se dirigent alors vers les cotés X—, Y— et Z—, pour étre réfléchies suivant
les conditions d’albedo imposées, puis repartent vers les cotés X+, Y+ et Z+, et ainsi
de suite.

Dans le cas ou les conditions aux frontieres X+, Y+ et Z+ ne sont pas des conditions
de vide, les composantes initiales du flux sont alors fixées a 1 ou sont récupérées de la
derniere itération interne, afin d’initialiser le balayage spatial.

En géométrie 3D cartésienne, nous n’utilisons pas de méthode de tir, aussi le vecteur
flux inconnu doit garder les termes ¢n it j ks Pnjij+.k € Pnjijk+ aux fronticres X+, Y+
et Z+, en plus des moments harmoniques sphériques du flux a I’intérieur du domaine
Pl

A la fin de chaque itération interne, les moments harmoniques sphériques du flux sont
calculés a partir des composantes Sy du flux suivant I’équation (2.4). Ces valeurs servent
ensuite a calculer les termes de source de I’itération suivante, qui permettront de calculer
les nouvelles composantes du flux, et ainsi de suite jusqu’a convergence de la méthode

itérative.
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2.2 Implémentation et validation dans DRAGON

Dans cette partie, nous présenterons d’abord le code de réseau DRAGON dans lequel a
été programmé la méthode décrite dans la premiere partie de ce chapitre. Ensuite, nous

aborderons la méthodologie appliquée lors du test et de la validation de notre code.

2.2.1 Cadre de travail : le code de réseau DRAGON

Le travail de programmation a été entierement réalisé dans le code de réseau « DRAGON
version 4 (Marleau, G., Hébert, A. & Roy, R. ; 2007a) développé a I’Ecole Polytechnique
de Montréal au sein de I’Institut de Génie Nucléaire. La distribution Version 4 comprend
les derni¢res versions de chaque code de physique des réacteurs en cours de développ-
pement 2 ’Ecole Polytechnique de Montréal.

Ce code de cellule est basé sur une architecture entierement modulaire ; 1’ interface entre
les différents modules étant réalisé par la librairie GANLIB du « GAN generalized Dri-
ver » (Roy, R. & Hébert, A. ; 2000).

Dans le cadre de ce travail, deux modules ont été modifiés :

~ le module SNT :, qui génere le tracking de la méthode aux ordonnées discrétes,

— le module FLU :, qui résoud I’équation de transport multi-groupe.

Au départ du projet, la méthode Sy était déja disponible en 1D et 2D, donc 1’aspect
structurel du travail de programmation n’est pas intervenu. Par contre, il a fallu généra-

liser en interne dans chaque module le traitement particulier du cas 3D.

2.2.2 Meéthodologie de la validation

Afin de tester notre programmation, nous avons réalisé une série d’étude sur des bench-

marks relativement simples a un et deux groupes d’énergie. Dans une premiére approche,
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nous avons comparé les résultats sur des géomeétries 2D pour les solveurs Sy 2D déja
validé et notre nouvelle méthode en 3D. Les deux solveurs doivent montrer une concor-
dance parfaite pour les valeurs convergées, étant donné la similitude dans 1’approche de
la programmation de la méthode Sy en 2D et en 3D. Dans un deuxiéme temps, nous
avonc cherché a comparer les résultats des méthodes Sy et S P, en 3 dimensions.

Nous avons utilisé des cas-tests relativement simples :

— Un set de benchmarks mono-énergétique anisotrope,

— Un set de benchmarks & deux groupes d’énergie isotrope.

Ces benchmarks sont des problemes a valeurs propres simplifiés, comprenant au moins
un matériau fissile. Si 1’on considere que la réaction est isotrope dans le référentiel du

laboratoire, la distribution en source peut étre écrite de la maniere suivante :

AT B) = [ PUD(T,8 - BT, D)+
- Thess

vEH(T)H(T)  (2.16)

Avec :

(7, 0 ) section efficace macroscopique de diffusion,

kegy, facteur de multiplication effectif,

vZ¢(7T), le nombre de neutrons secondaires multiplié par la section efficace macrosco-
pique de fission.

Dans le cas d’un milieu isotrope, la section efficace de diffusion est uniquement une
fonction de I’angle de diffusion, 1’équation précédente peut donc se réécrire de la ma-

niére suivante :

Q(7,8) / LUT(7, Q- V)7, F) + —
i 47Tk€ff

vE(7T)(T) (2.17)

On développe ensuite la section efficace de diffusion en polyndmes de Legendre :

~ o~ 2041 PPN
5(7,0-0) =Y. 225, (F)R@- @) 2.18)
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Avec L représentant I’ordre des polyndmes de Legendre. Les valeurs L = 0 et L = 1
correspondent respectivement a un milieu isotrope et & un milieu linéairement aniso-
trope. On cherche a évaluer la précision de nos calculs sur la valeur du k.;; et sur le
taux d’absorbtion macroscopique. Pour ce faire, on utilisera par la suite les définitions
suivantes :

— Akesr = |kess — k;;ﬂ x 10° en pcm, parties par cent mille.

T — T;'ef
ref

2
T = Et¢i'

— € = , erreur sur la densité du taux de réactions macroscopiques définis par

On représente usuellement cette grandeur a 1’aide de I’erreur maximale €4, | = max; |e;|

1
‘/161
Vtotz’ e

et par I’erreur moyenne € =

2.2.3 Comparaison Sy 2D/3D

Dans cette premiere étape de la validation de la programmation, 1’idée a été de comparer
sur des cas simples les résultats 2D et 3D. En effet, en dégradant une géométrie 3D,
nous pouvons nous ramener 2 un cas 2D, éventuellement méme a des géométries 1D a

plaques.

2.2.3.1 Test numéro 1 : comparaison 2D/3D

Dans ce cas précis, le benchmark a été défini dans (Hébert, A.; 2006b). Il s’agit d’un
probléme a valeur propre dont les sections efficaces des mélanges sont linéairement ani-

sotropes :

Cette géométrie, présentée a la figure [2.2], est constituée de 5 x 5 régions dans le plan



| Mélange | ¥, ¥ |18 | vy
1 0.025 | 0.013 | 0.0 0.0155
2 0.025 | 0.024 | 0.006 | 0.0
3 0.075 | 0.0 0.0 0.0
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TAB. 2.1 Benchmark anisotrope : sections efficaces des mélanges

{X,Y}. Ony impose une zone de vide dans le coin de I’assemblage. En ce qui concerne
les conditions aux frontiéres, des conditions de vide sont appliquées en X- et Y-, tandis
que I’on fixe des conditions de réflexion en X+ et Y+. Chaque maille fait initialement 40

cm de longueur, que 1’on peut par la suite subdiviser de fagon réguliere en ngy;.

i /./
40 em A3
2 5
7 ]
s §
}/
7 g
/'/ 2 g
2 / g
V'
../ /

FIG. 2.2 Benchmark anisotrope

Afin de pouvoir traiter cette géométrie en 3 dimensions, on rajoute une dimension sui-
vant Z, de longueur unité afin de conserver le volume et de pouvoir comparer les taux
de réactions. On fixe ensuite des conditions de réflexion en Z- et Z+ afin de simuler

numériquement des dimensions infinies.

Les calculs ont été faits en deux parties, dans un premier temps en géométrie 2D, puis
en géométrie 3D. On introduit désormais les notations suivantes. Dans le cas présent, on

compare pour chaque parameétre de discrétisation les valeurs obtenues en 2D et en 3D,



soit ;

et:

Akegr = |kegfap

i

__ Tiap — Tigp

Tiap

- keff2D| x 10°.

en %.

Les résultats obtenus sont fournis dans le tableau suivant :

| M | Subm [ kesr 2D | kesr 3D | [Akess| (pem) | €mae (%) | € (%) |
I |I1x1x1]0.9863894 | 0.9868124 | 42 0.42 0.28
1 | 3x3x3}0.9915440 | 0.9914402 | 10 0.11 0.08
I | 5x5x3|0.9919349 | 0.9918675 | 6.74 0.05 0.03
2 |1x1x1/|0.9921270 | 0.9922294 | 10.24 0.10 0.07
2 |3 x3x3|0.9921548 | 0.9922458 | 9 0.10 0.07
2 | 5xH5x5|0.9921548 | 0.9922501 | 9 0.10 0.07
3 |1x1x1]0.9921542 | 0.9921464 | 0.78 0.00 0.00
3 |3 x3x3|0.9921549 | 0.9921471 | 0.78 0.00 0.00
3 |5x56x5]0.9921549 | 0.9921472 | 0.77 0.00 0.00
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TAB. 2.2 Benchmark anisotrope : comparaison Sg 2D/3D

On a utilisé dans nos calculs une quadrature angulaire Sg, M correspondant au degré
d’intégration spatial (linéaire, parabolique et cubique). On s’apergoit au travers de ces
premiers résultats que les écarts entre les deux calculs sont tres faibles : les différences
pour les ks sont d’environ 10 pcm dans le cas linéaire et parabolique, et inférieur au
pcm dans le cas cubique. Les écarts sur les taux de réactions sont quand a eux prati-
quement nuls. L’écart décroit logiquement avec I’ordre d’intégration et le raffinement

spatial, les valeurs calculées tendant asymptotiquement vers les résultats convergés.
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2.2.3.2 Test numéro 2 : Benchmark IAEA 2D.

Nous allons ici comparer de nouveau nos résultats en 2D et en 3D, en utilisant le bench-
mark isotrope IAEA 2D (ANL, 1977) présentée a la figure [2.3], correspondant a 1/8 de
coeur en géometrie 2D cartésienne a deux groupes d’énergie.

Pour approximer numériquement le cas 2D en 3 dimensions, nous avons rajouté une
dimension en Z trés supérieure a celles en X et Y, avec des conditions de vide aux fron-
tieres. Nous pouvons ainsi traiter le benchmark avec notre méthode Sy en 3D. Nous
comparons ici les valeurs de k¢ pour chaque ordre de discrétisation spatial et angu-

laire.

A&
7
Mixture index
L

20 cm No

incoming
3 current
2 1 4
[3] 5]

T e 0]

FIG. 2.3 Benchmark IAEA 2D



— Cas linéaire : M=0

| n | Subm

| kegs 2D

| kegs 3D

‘ |Akes | (Pcm)—l

1

1x1x1

0.962246

0.9622462

0.02

2% 2x2

0.9705232

0.9705132

1

I1x1xl1

0.9630179

0.9630095

0.84

2x2x2

0.9711748

0.9711754

0.06

1x1x1

0.9629602

0.9629626

24

N DN W W ==

2X2x%X2

0.9710641

0.9710658

0.17

TAB. 2.3 Benchmark IAEA2D : comparaison S,,+; 2D/3D pour le cas diamant linéaire

avec n=1,3,5

— Cas parabolique : M=1.

[ n [ Subm

| kegr 2D | kegs 3D

| |Akeff| (pcm) |

1

I1x1x1

0.9633241

0.9633238

0.03

2X2x%2

0.9704603

0.9704603

0

1x1x1

0.9645308

0.9645301

0.07

2x2x%x2

0.9712398

0.9712400

0.02

1x1x1

0.9645028

0.9644991

0.37

N D} W W =

2X2x%x2

0.9711704

0.9711705

0.01

TAB. 2.4 Benchmark IAEA2D : comparaison S, 2D/3D pour le cas diamant parabo-
lique avec n=1,3,5




— Cas cubique : M=2.

ln l Subm l keff 2D | keff 3D I |Akeff| (pcm)
1[1x1x1]0.9630765 | 9.630762 | 0.03
1]2x2x2|0.9704487 | 0.9704482 | 0.05
311x1x1/|0.9643060 | 0.9643061 | 0.01
312x2x2|0.9712283 | 0.9712281 | 0.02
511x1x1]0.9643400 | 0.9643397 | 0.03
512x2x2[0.9711498 | 0.9711497 | 0.01
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TAB. 2.5 Benchmark IAEA2D : comparaison 5,11 2D/3D pour le cas diamant cubique
avec n=1,3,5

Dans ces tableaux, n correspond aux ordres des quadratures angulaires choisies (respec-
tivement 55,54 et Sg). Nous avons subdivisé ensuite la géometrie en raffinant le maillage
par un facteur 2 (subm=2).

La différence entre les ks calculés décroit premitrement en fonction de I’ordre d’in-
tégration spatial, du raffinement spatial, et également en fonction de 1’ordre de la qua-
drature angulaire. Comme précédemment, les résultats tendent vers leurs valeurs conver-
gées, et donc I’erreur décroit identiquement pour les cas 2D et 3D.

A la lumiere de ces premiers résultats, on peut dés lors supposer que 1’on a cohérence de

nos 2 méthodes, et que nous avons correctement implémenté notre cas 3D.

2.2.4 Invariance par rotation de la géométrie

Dans le cadre de la validation de notre méthode, il est apparu nécessaire de tester 1’inva-

riance par rotation des résultats de notre solveur.
Pour une méme géométrie tridimensionnelle cartésienne orientée suivants les trois pos-
sibilités du repere, on va ainsi vérifier que les résultats fournis par notre méthode sont

identiques.
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2.2.4.1 Test numéro 3 : géométrie 3D a 3 plans

Dans un premier temps, on reprend le benchmark anisotrope défini précédemment dans
le plan {X,Y} en 2D. On va définir une géométrie 3D en rajoutant deux autres plans
en {X,Y} identiques au premier. Ensuite ces trois plans seront tournés de 90 degrés,
pour étre parallgles au plan {X, Z}, enfin aprés encore une rotation de 90 degrés, on les
orientera parallelement au plan {Y, Z}. On impose désormais des conditions de vide aux
fronticres.

On compare les résultats pour chaque ordre d’intégration (diamant, parabolique et cu-

bique), pour un ordre de quadrature angulaire fixé a 6.

ke
Orientation cas linéaire | cas para]l;]:)quue | cas cubique
plan X-Y 0.7733045 0.7892788 | 0.7894073 J
rplan X-Z 0.7733042 0.7892788 ] 0.7894367 l
plan Y-Z 0.7733042 0.7892788 | 0.7894167
max(0kess) en pcm 0.03 01294

TAB. 2.6 Benchmark anisotrope 3D : test 1 d’invariance par rotation

Concernant I’ordre linéaire et parabolique, on ne remarque pas de différence significa-
tive pour les trois orientation (écart relatif de 0.03 pcm pour le schéma diamant linéaire).
Pour I’ordre cubique, I’écart relatif sur la valeur du k.s¢ est de 3 pcm. On met en évi-

dence ici un léger probleme d’ordre numérique concernant uniquement 1’ordre cubique.
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2.2.4.2 Test numéro 4 : géométrie 3D a 5 plans.

On reprend la méthodologie appliquée dans le cas précédent, avec cette fois-ci 5 une
géometrie comportant 5 plans en { X, Y'}. Similairement, par permutation des trois axes
{x,y,2} qui correspondent a des rotations composés autour des trois axes, on obtient tour

a tour trois configurations.

kess
Orientation cas diamant | cas parabolique | cas cubique
plan X-Y 0.5704736 0.6006991 | 0.6014801
plan X-Z 0.5704750 0.6006992 | 0.6012382
plan Y-Z 0.5704749 0.6006992 | 0.6012590
maxz(0kess) en pcm 0.14 0.01 | 22.1

TAB. 2.7 Benchmark anisotrope 3D : test 2 d’invariance par rotation

On obtient dans ce cas la une différence inférieure & 0.1 pcm pour les cas linéaires et
paraboliques.

Par contre, I’écart entre les différents résultats pour I’ordre cubique grimpe a 22 pcm,
I’ordre de la perturbation numérique étant relié au nombre de régions, plus important

dans le cas de cette géométrie.

2.2.5 Comparaison Sy/SP,.

La deuxiéme étape de validation a consisté a comparer les résultats fournis par la mé-
thode Sy en 3D avec ceux d’autres méthodes. Nous nous sommes ainsi intéressés en

particulier a 1a méthode S P, dont les solutions pour un méme ordre d’intégration spa-
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tial et angulaire sont connus pour étre similaire aux méthodes Sy (Hébert, A. ; 2006c),
(Longoni, G. ; 2004).

En particulier, nous nous baserons sur le phénomeéne de superconvergence qui a été éta-
bli dans le cas des méthodes P, et S P, utilisant une intégration de type Gauss-Legendre
des matrices d’assemblages (Hébert, A.; 2006b). Par ailleurs, 1’équivalence numérique
a été établie entre les schémas diamants d’ordres élevés et les méthodes S P, utilisant
la méthode des éléments finis mixtes duaux de Raviart-Thomas, avec une intégration
de type Gauss-Legendre des matrices d’assemblages dans (Hébert, A.; 2006c). Nous

chercherons donc a généraliser ce résultat en 3D.

2.2.5.1 Théorie de la méthode SF,

Le but ici est de réaliser une description trés succinte de la méthode des harmoniques
simplifiés (SP,), pour une lecture détaillée, on peut se référer a (Hébert, A. ; 2006Db).
Dans le cadre de la résolution de I’équation de transport, la méthode des harmoniques
sphériques ou méthode P, est basée sur un développpement en harmoniques sphériques
du flux angulaire a I’ordre N, N étant un nombre impair. Les harmoniques sphériques
formant une base complete de la sphere unité, on doit retrouver pour N — oo la solution
exacte de I’équation de transport.

Le probleme est qu’en géométrie 3D, le nombre d’équations P, couplés croit en O((N +
1)?). Le nombre d’équations 2 résoudre est donc trés important, le couplage impliquant
de surcroit les moment angulaires ainsi que des dérivées spatiales croisées de ces mo-
ments.

Afin de réduire le temps de calcul, (Gelbard et al. ; 1959) proposerent dans les années 60
une approche simplifiée de la méthode des harmoniques sphériques, nommée méthode
SP,.

La procédure appliquée est d’étendre la variable spatiale au cas 3D en substituant les dé-

rivées d’ordre 2 dans les équations P, 1D par I’opérateur laplacien 3D. En conséquence,
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le couplage entre les dérivés spatiales est éliminé, et I’on obtient (N + 1) équations au
lieu des (N + 1)2 du cas P,.

Néanmoins, la conséquence de cette approximation introduite dans 1’opérateur de fuite
est que la méthode S P,, ne converge pas exactement vers la solution exacte de I’équation
de transport quand N — oo.

Malgré cela, pour des systemes idéalisés caractérisés par des milieux homogenes et iso-
tropes, les méthodes S P, et Sy conduisent a la méme solution, pour une méme quadra-
ture angulaire et une discrétisation spatiale identique.

De plus, les méthodes S P, permettent d’obtenir des solutions améliorées par rapport au
calcul en théorie de diffusion classique. Par ailleurs, le phénomene de superconvergence,
qui correspond fondamentalement a un gain en terme de précision pour une discrétisa-
tion spatiale fixée, a été démontré dans (Hébert, A. ; 2006b) pour une intégration de type
Gauss-Legendre des matrices d’assemblages.

Ainsi une discrétisation spatiale basée sur la méthode des éléments mixes-duaux de
Raviart-Thomas, avec une intégration de type Gauss-Legendre des matrices d’assem-
blages menent a une approche superconvergente de la solution de 1’équation de trans-
port, par rapport a une intégration de type analytique.

L’équivalence numérique entre le schéma diamant pour la méthode Sy et une approche
mixe-duale, linéaire et superconvergente de la méthode P, a été démontré en géometrie
1D dans (Hébert, A. ; 2006b). Cependant, on doit garder a 1’esprit que 1’équivalence for-
melle entre méthode S, ; et méthode P, n’est valide que dans le cas de géometrie 1D.
Dans les cas 2D et 3D les quadratures angulaires sont capables d’intégrer exactement
les relations d’orthogonalité des harmoniques sphériques jusqu’a 1’ordre | = n/2, ce qui
n’est pas suffisant pour observer I’équivalence entre les deux méthodes.

Par comparaison avec la méthode SP,, le phénomene de superconvergence pour les
schémas diamants d’ordres élevés pour les méthodes Sy en 1D et 2D a été€ montré dans

(Hébert, A. ; 2006¢). Nous allons étendre ce résultat au cas 3D.
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2.2.5.2 Test 5 : comparaison S,,,1/SF, : benchmark IAEA 3D

Le benchmark IAEA3D (ANL, 1977) correspond a 1/8 de coeur complet avec des condi-

tions de vide aux frontiéres. Il comprend 4 plans suivant Z, tel que décrit a la figure [2.4].

A& /,,Gz
Plane 1 N Plane 2 :
1
Mixture index
— No No
20cm incoming incoming
current 3 current
4 2 1 4
[ (5] [3
7 ¢ 7 2
4 4
/Q- ,/Q
K4 7
Plane 3 Plane 4
No No
incoming incoming
3 current 5 current
3 2 1 4 5 4
3] [3] (5] [5]
7 ¢ 7 ¢

F1G. 2.4 Benchmark IAEA 3D

Nous allons comparer les résultats en faisant varier les paramétres suivants :

— n: ordre de la quadrature angulaire

— subm : indice de discrétisation de la géometrie

— D'ordre de I’intégration spatiale : schéma aux différences diamant, parabolique et cu-
bique dans le cas Sy, ordre de la représentation en éléments finis (polynémes linéaires,
paraboliques et cubiques) dans le cas SP,.

Les solutions S P, sont obtenues a partir de la méthode des éléments finis mixes-duaux

de Raviart-Thomas (Hébert, A. ; 1993), en utilisant une intégration de type Gauss-Legendre
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des matrices d’assemblages (éléments finis superconvergents). Le solveur utilisé ici est

le code de calcul de coeur TRIVAC 4 (Hébert, A. ; 2007a).

— Cas linéaire

[ n | Subm

| Kegs Sni1 | kers SPn | [Akeyys| (pem) |

1

Ix1x1

1.016342

1.018628

228

2x2x%x2

1.024337

1.023971

36

4x4x4

1.025348

1.025004

34

I1x1x1

1.01623

1.019456

322

2X2x%x2

1.024506

1.024493

1.3

4x4x4

1.025529

1.025504

2.5

1x1x1

1.016124

1.019500

337

2X2X2

1.024508

1.024482

2.6

| | Wl W WO Wl =] —

4x4x4

1.025517

1.025497

2

TAB. 2.8 Benchmark IAEA3D : comparaison S,,41/5 P, pour les cas linéaires




— Cas parabolique

| n [ Subm

| kefs Snt1 | Kepr SPa | |Akess| (pem) |

1

1x1x1

1.020503

1.025279

477

2X2X2

1.025686

1.025337

34.9

I1x1x1

1.020729

1.025775

504

2X2x%X2

1.025853

1.025828

2.5

1x1x1

1.020700

1.025765

506

| | W] WO =

2X2x%2

1.025823

1.025820

0.3

TAB. 2.9 Benchmark IAEA3D : comparaison .S, 1/S P, pour les cas paraboliques

— Cas cubique

| n | Subm

| Keps Sni1 | kepr SPu | [Akess] (pem) |

1

1x1x1

1.020530

1.025238

470.8

2X2X%X2

1.025686

1.025354

33.2

I1x1x1

1.020834

1.025716

488.2

2x2x%x2

1.025861

1.025846

1.5

1x1x1

1.020829

1.025709

438

| | W] W[ ==

2X2x%X2

1.025857

1.025836

2.1

TAB. 2.10 Benchmark IAEA3D : comparaison S,.1/S P, pour les cas cubiques

On s’apercoit que les méthodes Sy et S P, convergent vers les mémes solutions. En effet,
le milieu est isotrope et présente peu d’hétérogénéités, I’effet de bruit sur la solution
apparaissant dans la méthode S P, pour n élevé est quasimment négligeable, et les deux

méthodes convergent vers la méme valeur. L’écart entre les résultats des deux méthodes
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décroit trés fortement avec le raffinement spatial, on peut donc également conclure que

la convergence des deux méthodes est aussi bonne, bien que différente.

A la lumiére de ces premiers résultats, on peut dés lors supposer que 1’on a cohérence de

nos 2 méthodes, et que nous avons correctement implémenté notre cas 3D.

2.3 Implémentation et validation de la méthode DSA

Comme expliqué lors du chapitre 1, les méthodes Sy sont connues pour présenter des vi-
tesses de convergence tres faibles quand le rapport de la section efficace de diffusion sur
la section efficace totale (« scattering ratio ») du milieu devient proche de 1. La méthode
d’accélération retenue dans le code DRAGON est 1a méthode DSA (diffusion synthetic
Acceleration). Ce choix se justifie d’abord par sa compatibilité connue avec le schéma
diamant, et également par la disponibilité dans le solveur TRIVAC des méthodes de ré-
solution de I’équation issue de I’approximation de la diffusion.

On a ainsi utilisé une approximation P; du flux dont les équations harmoniques sphé-
riques du flux sont discrétisées par une méthode des éléments finis de type Raviart-
Thomas avec une intégration de type Gauss-Legendre des matrices d’assemblages.

A T’ordre du schéma diamant (linéaire, parabolique ou cubique) correspond 1’ordre de
discrétisation des éléments finis (polyndmes linéaires, paraboliques et cubiques). L’in-
térét de la méthode DSA étant de faire converger plus rapidement les itérations sur la
source, nous avons testé I’implémentation de notre schéma DSA sur les mémes bench-

marks que précédemment, en comparant le nombre d’itérations internes avec ou sans

DSA.



2.3.1 Test 6 : benchmark anisotrope 3D a un plan

Dans un premier temps, nous avons comparé le nombre d’itération pour le benchmark
anisotrope 3D défini au paragraphe [2.2.3.1] Le parametre a observer est la réduction
du nombre d’itération interne. Nous avons réalisé les tests pour les trois ordres (linéaire,

parabolique et cubique), pour les quadratures angulaires level-symmetric de type 2 .Sy et

Se.

— Cas linéaire : M=0

n DSA Itérations externes | Itérations internes
4 | sans dsa 12 | 62

avec dsa 8129
6 | sans dsa 12 | 62

avec dsa 7128

TAB. 2.11 Test du DSA pour le cas linéaire

— Cas parabolique : M=1.

n DSA Itérations externes | Itérations internes
4 | sans dsa 13 | 81

avec dsa 14 | 54
6 | sans dsa 20 | 88

avec dsa 13|53

TAB. 2.12 Test du DSA pour le cas parabolique




— Cas cubique : M=2.

n| DSA | Itérations externes | Itérations internes
4 | sans dsa 20 | 114

avec dsa 1591
6 | sans dsa 22| 114

avec dsa 22 {99

TAB. 2.13 Test du DSA pour le cas cubique

57

Les résultats indiquent une nette diminution du nombre d’itération sur la source dans le

cas linéaire, la diminution étant moins importante pour les cas paraboliques et cubiques.
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2.3.2 Test de 'implémentation du solveur GMRES a ’aide du benchmark NEA
3D

Dans cette partie, nous utilisons le benchmark NEA 3D proposé par NEA/NSC 2007)
afin de valider I’implémentation du solveur GMRES et de son efficacité lorsque employé
conjointement au schéma de préconditionnement DSA. La description complete de la
géométrie du probléme sera réalisée au cours du chapitre suivant, nous y reviendrons
donc par la suite. Nous précisons simplement que lors de ce test, nous avons utilis€ une
géométrie de type 3D cubique, comprenant deux parallélépipedes emboités et une source
de neutrons située a 1’origine. Afin de mettre en évidence les difficultés de convergence
connues pour la méthode Sy, nous avons fait tendre le rapport ¢ = ;—j de I’ensemble du
milieu vers 1.

Pour cela, nous avons fixé dans un premier temps les sections efficaces totales des mi-
lieux 1 et 2 égales a 1.0, puis fait varier c entre 0.1 et 1.

Dans une deuxieme étape, nous avons imposé des sections efficaces pour les milieux 1 et
2 trés différentes, soit X; = 0.1 et X; = 5.0. On obtient ainsi un milieu tridimensionnel
fortement hétérogeéne et optiquement épais, connu pour limiter 1’efficacité du schéma
DSA a moins d’€tre utilisé conjointement avec des méthodes de Krylov, d’aprés (Warsa,
J.S et al. ; 2003).

Enfin, nous avons testé I’influence de I’ordre d’intégration spatial sur notre schéma DSA,
car des problemes de cohérence pour les ordres parabolique et cubique sont apparus lors
des phases initiales de test de la géométrie du benchmark IAEA3D.

Pour ces trois tests, nous avons rapportés le nombre d’itérations internes en fonctions du
rapport ¢ = g—: Les quatre possibilités de notre solveur sont :

— Itérations libres, sans préconditionnement DSA ni utilisation du solveur GMRES(k) ;
— Préconditionnement DSA uniquement ;

— Solveur GMRES(k) uniquement ;
— Préconditionnement DSA et solveur GMRES (k).
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Pour les deux premiers tests, le schéma diamant linéaire est utilisé. On obtient alors les

courbes suivantes :

2.3.2.1 Nombre d’itérations en fonction du coefficient de diffusion

Cas 222-c-2-c, sections efficaces totales homogenes

7 T T T T T Bl i = :
-+ libre '
-O-- dsa
% gmres
6l -0 gmres+dsa A R & o -
v
o
£
,ﬂé 5F o IR @ o XERRREREE (o XRRRERERE] (s XXRNREREE [cIERREERREE 0] .
2
S
o
2
5
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£
8
=4
3l O rrinn P SRR P P @ ST @ iieinin G OO -
2@" 1 1 1 1 1 L 1 ]
0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 07 0.8 0.9 1

ratio de scattering

F1G. 2.5 Test GMRES et DSA : cas 222-c-2-¢



nombre d'iterations internes

Cas 221-c-3-c, sections efficaces totales heterogenes

60

1c U 1 ) T 1 1 1 ’I
o+ libre
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ratio de scattering

FIG. 2.6 Test GMRES et DSA

:cas 221-c-3-c
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FIG. 2.7 Test GMRES et DSA pour les différents ordres spatiaux : benchmark IAEA3D

2.3.2.2 Analyse des résultats

Comme prévu, on observe une augmentation générale du nombre d’itérations internes
=
X
ment un plus grand nombre d’itérations que le cas homogene.

lorsque le rapport ¢ = s’approche de 1. De plus, le cas hétérogene présente logique-
La premiere constatation est que pour le schéma diamant linéaire, 1’utilisation du sol-
veur GMRES est trés efficace et I’utilisation conjointe du schéma DSA permet encore
d’améliorer son action. Le deuxieme graphique montre que le nombre d’itérations pour
le cas fortement hétérogene est largement réduit par I’utilisation des méthodes de Kry-

lov, comme convenu.
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Enfin, le dernier graphique met en évidence un probléme de cohérence entre les schémas
d’ordres élevés parabolique et cubique avec le préconditionnement DSA. L' utilisation du
schéma DSA semble déstabiliser numériquement I’ ordre parabolique et cubique, ce phé-
nomene n’apparaissant que dans le cadre de géométries présentant un nombre important
de régions. On note cependant que I’ utilisation du solveur GMRES(k) tend a restabiliser

le schéma DSA.
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CHAPITRE 3

ETUDE DU BENCHMARK NEA 3D A I’AIDE DU CODE DRAGON

Dans ce chapitre, nous allons présenter 1’étude qui a ét€ réalisée dans le but d’analyser
le benchmark NEA3D-TAB-2007 a I’aide du code DRAGON, avec comme solveur la

méthode Sy tridimensionnelle décrite dans le chapitre précédent.

3.1 Problématique et but de I’étude du benchmark NEA-3DTAB-2007

Cette étude a été proposée par (NEA/NSC 2007) dans le cadre du groupe d’expertise
en transport radiatif 3D de ’OCDE/NEA. L'utilisation de calculs déterministes 3D en
transport devenant de plus en plus fréquente, il convient de s’interroger sur la fiabilité
des solutions produites. L’exercice proposé a été introduit dans le but d’évaluer les per-
formances des codes de transport déterministes en 3D, ceci pour une variation a grande
échelle des parametres définissant une géométrie simple.

Le benchmark proposé est pour ce faire relativement simple, constitué tel que décrit a la
figure (3.1) par deux parallélépipedes emboités, avec une source de neutrons a I’origine.
Ce sont les parameétres définissant les dimensions géométriques ainsi que les sections
efficaces macroscopiques totales et le coefficient de diffusion des deux milieux que 1’on
va faire varier suivant une grande échelle de valeurs. En effet, on ne cherche pas dans
cette €tude a se focaliser sur les erreurs de modélisation du probléme, c’est pourquoi la
géométrie, ainsi que les données nucléaires ne sont pas sophistiquées. Le but principal
est en vérité d’évaluer les codes déterministes selon leur performance du point de vue
informatique, c’est-a-dire suivant la cohérence et la qualité des solutions numériques

produites, par comparaison avec des solutions de type Monte-Carlo fournies par les or-
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ganisateurs de 1’exercice.

Les trois criteres d’études proposés par Yousry Azmy afin d’illustrer les performances

des codes de calculs sont :

— Faire varier sur une grande échelle les parametres définissant la géométrie et les don-
nées nucléaires, afin de faire ressortir des tendances et éventuellement d’arriver a gé-
néraliser les résultats pour une certaine classe de probleémes.

— La résolution de I’équation de transport implique une discrétisation des variables spa-
tiales, énergétiques et angulaires. Le probléme proposé étant monocinétique, seules
la discrétisation spatiale, selon le nombre de cellules de calcuis, et la discrétisation
angulaire, suivant le nombre d’ordonnées discrétes, vont intervenir. La problématique
est de pouvoir s’assurer que nos solutions numériques soient convergées, ce qui n’est
pas évident a prouver dans la majorité des calculs. Pour cela, on vérifie qu’étant donné
une discrétisation spatiale et angulaire suffisante, une augmentation de ces derniéres
engendre une décroissance linéaire de ’erreur : la solution numérique est alors consi-
dérée comme étant dans le domaine de convergence monotone.

— L’obtention de solutions 3D en transport par des codes de calculs déterministes im-
plique généralement de nombreuses options, et il est souvent difficile pour les simples
utilisateurs de bien ajuster tous les parameétres intervenant. C’est pour cela que lors
du développement des algorithmes de calculs, les développeurs fixent des paramétres
par défaut. Afin de tenir compte de ceci, il est donc demandé d’analyser les résultats
produits a 1’aides des options par défaut, et par ailleurs de reporter toute utilisation

non standard du code.

3.2 Description du benchmark

Tel qu’annoncé précédemment, la géométrie du probleme est simple : on considere deux

parallélépipedes imbriqués I’'un dans 1’autre, avec 1’origine du systeme de coordonnées
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cartésiennes fixée comme origine du parallélépipéde externe. Celui-ci est d’ailleurs ré-
férencé comme le parallélépipéde 1, et celui qui est interne est référencé comme le pa-

rallélépipede 2.

&

N

-
*
%
\.-.g_-____-___--__--_--__\_-__---.._--

Y

(0,0,0)5/

F1G. 3.1 Géométrie du Benchmark NEA 3D

Les six faces du parallélépipede 1 sont entourées de vide, sa base est de dimension unité
(1 x 1), sa hauteur est L. Le parallélépipede 2 est dimensionné d’un facteur y < 1 par
rapport au premier, et a donc comme dimension 7y X v X yL. On note par la suite les
sections efficaces macroscopiques totales X; et X5, et les coefficients de diffusion ¢;
et ¢y, respectivement pour les régions 1 et 2. La source unitaire est localisée dans le
parallélépipede 1 au niveau de I’origine du repere, et occupe une région de dimension

(1—7)/2 x (1 —=7)/2 x L(1 — v)/2 tel que décrit a la figure suivante.

La suite de problemes a traiter est maintenant construite en faisant varier de maniére

indépendante les différents paramétres L, vy, 31, Xo, ¢1, Co.
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N

Ea"l

L7

"
A

(0,0,0)

Fi1G. 3.2 Position de la source unitaire

[ Paramatre | Valeurs |
L 01(10]5.0
5 0110509
> 0110150
c1 051081{1.0
5, 0111050
C2 05({08 1.0

TAB. 3.1 Tableaux des parametres

On permet ainsi a2 chaque parametre de prendre 3 valeurs, ce qui nous donne un total

de 3% = 729 cas a traiter. On notera par la suite les différentes configurations suivant la

proposition suivante : on associe a chaque parameétre un indice compris dans {1, 2, 3},

correspondant & sa valeur. Par exemple, le cas 111111 correspond a la premiére colonne

du tableau, 222222 la deuxiéme et 333333 la derniére.
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3.3 Valeurs recherchées

Pour chacune des configurations définies précédemment, nous avons a fournir les flux
calculés pour un certain nombre de sous-volumes et de surfaces de la géométrie. On aura
au total 23 valeurs de flux pour chaque configuration, évalués suivant 15 sous-volumes

et 8 surfaces de la géométrie. On cherche a déterminer ainsi les grandeurs suivantes :

— Le flux scalaire pour :

1 Le parallélépipede 1 qui n’est pas dans 2;
2 Le parallélépipede 2 ;

— Le flux sortant net pour les faces suivantes :

3z=0,y€0,1],z€[0,L];

4 x=1,y€[0,1],z€[0,L];

52=0,z€]0,1],y €[0,1];

6 z=L,ze[0,1),y €[0,1];

7 0= (L=9)/2,5 € (1= 2)/2 (1 +2)/2) 2 € [L(1 = 4)/2, (1 + 7)/2];
8 z=(1+7)/2,y € [(1-7)/2,1+7)/2,2 € [L(1-7)/2, L(1 +7)/2];
9 2=L{1-7)/2,xe[(1-7)/2,(1+7)/2,y € [1—-)/2,(1+7)/2];
10 z=L(1+7)/2,z € [(1=7)/2,(1+7)/2,y € [(1 =7)/2,(1 +7)/2];

— Le flux scalaire pour les volumes définis par :

11 z,ye[(1-7)/40-7)/2],z € [L(Q - 7v)/4,L(1 - 7)/2];
12 z,y € [(1—7)/2,1/2),z € [L(1 —~)/2,L/2];
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13 2,y € [1/2,(1 +7)/2], 2z € [L/2, L(1 +7)/2];

14 z,y € [(1+7)/2,3+7)/4),z € [L(1+7)/2, L(3 +7)/4];
15 z € [(3+17)/2,1],y € [0,(1 —)/4]z € [0, (1 —7)/4];

16 z € [(3+7)/4,1],y € [(3+7)/4,1)z € [0, L(1 —v)/4];

17 z,y € [0,(1 —7)/4],2z € [L(3 +7)/4, L];

18 z€[(3+7)/4,1,y€[0,(1-7)/4],z€[LB+7)/4L];

19 z€[(3+7)/4,1],y € [(3+7)/4,1),2 € [L(3+~)/4,L];

20 z € [1/2,(14+7)/2,y € [(1 —7)/2,1/2],z € [L(1 = v)/2, L/2];
21 z,y € [1/2,(1+)/2],z € [L(1 —7)/2,L/2];

22 z,y € [(1-7)/2,1/2],z € [L/2,L(1 +v)/2];

23 e [1/2,(1+7)/2,v € [(1 =7)/2,1/2], € [L/2, L(1 +7)/2).

3.4 Etude préliminaire de convergence

Avant de traiter I’ensemble de la suite des géométries du benchmark, il faut justifier que
nos résultats numériques soient bien dans le domaine de convergence monotone, en clair
que nos calculs soient convergés. La procédure appliquée est celle suggérée par Yousry
Azmy, et correspond a trouver les paramétres de discrétisation spatiales et angulaires a
partir desquels on observera une décroissance linéaire de I’erreur. On réalisera tour a tour

I’étude de convergence pour les parametres de discrétisation spatiales puis angulaires.

3.4.1 Options disponibles dans notre solveur

Nous avons utilisé dans cette étude le code de réseau DRAGON, les solutions numé-
riques étant obtenues a I’aide de la méthode Sn 3D. Les options disponibles concernant

I’intégration des variables spatiales et angulaires sont :
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— Ordre d’intégration spatial linéaire (valeur par défaut), parabolique et cubique ; res-
pectivement M=0, M=1 ou M=2.
— Quadrature 2 niveaux symétriques L@y, soit les quadratures angulaires
[S2, S4, Se, Ss, S10, S12, S14, S16, S18, S20)- L'utilisateur doit dans ce cas fixer 1’ordre
de la quadrature angulaire.
Les options d’accélération des itérations internes tels que le schéma DSA (valeur par
défaut), et le solveur GMRES(k) n’interviennent pas dans 1’étude de convergence mo-
notone.
Nous avons réalisé une étude compléte pour les 3 colonnes du tableau. En particulier,
nous avons traité les cas limites de la suite de benchmark, a savoir ceux définis par la
premiere et derniére colonne (cas 111111 et 333333). On considere en effet que d’un
point de vue mathématique, ces derniers correspondent aux valeurs extrémes des pa-
rametres, ils incluent donc toutes les configurations possibles. Ainsi, si I’on atteint le
domaine de convergence monotone pour ces deux cas, on peut légitimenent considérer
que les résultats numériques obtenues pour toute la suite de benchmarks seront égale-
ment dans le domaine de convergence monotone.
Nous avons réalisé séparémment une étude de convergence pour les flux scalaires et
pour les flux surfaciques, car aprés des tests préliminaires, il s’est avéré que ces derniers
nécéssitaient des parametres de discrétisation spatiales mais surtout angulaires plus im-

portants.

3.4.2 Etude préliminaire : le cas 222222

Nous présentons ici 1’étude de convergence réalisée pour le cas correspondant aux va-

leurs de 1a colonne centrale, soit ;

L=10;7y=0.5;2; =1.0;¢c; =0.8; % = 1.0;¢c0 = 0.8.
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On cherche a déterminer quels seront les paramétres de discrétisation minimales afin de
s’assurer d’étre dans le domaine de convergence monotone. Nous avons utilisé 1’option
par défaut en ce qui concerne I’intégration de la variable spatiale, a savoir le schéma
diamant.

La premiére étape a consisté a fixer une quadrature angulaire Sy, relativement élevée
afin d’éviter une mauvaise discrétisation angulaire, et de raffiner 1’indice de discrétisa-
tion spatial, correspondant aux dimensions de la cellule de calcul. On obtiendra ainsi
dans un premier temps I’indice de discrétisation spatial minimal dés que 1’on observera
une diminution linéaire de I’erreur.

Dans un second temps, on fixera I’'indice de discrétisation spatial a une valeur relative-
ment correcte, et on augmentera cette fois-ci ’ordre de la quadrature angulaire, afin de
déterminer également 1’ ordre de discrétisation angulaire minimal. On obtient les courbes

suivantes :
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3.4.2.1 Cas 222222 : Raffinement spatial pour les flux scalaires

x10° 222222 case : D1 Sn12 no DSA
8 T T T T T T T T I
+ 4. emor
: .. Lyerror
7 x L_error U
Ll -
5 -
5 e ; _
b
3 B B
?
2r -
X,
o,
1 LN .
x
0 L ol
[} 2 14 16 18 20

F1G. 3.3 Cas 222222 : évolution de I’erreur en fonction du raffinement spatial pour les
flux scalaires
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3.4.2.2 Cas 222222 : Raffinement angulaire pour les flux scalaires

222222 case : D1 Sn12 no DSA
o.08 T T T T T T

‘...+.. L, error
@ Lyerror
B L error
0o7f- = H
0.06 " 4
oos|- 4
5 004 B i
0.03% B b
002 . B —
3 Y
001} -
o
* g .
0 | s 1@ Ay s g d »
2 4 8 8 0 14 16 18 20
8n number

FIG. 3.4 Cas 222222 : évolution de I’erreur en fonction du raffinement angulaire pour
les flux scalaires
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3.4.2.3 Cas 222222 : Raffinement spatial pour les flux surfaciques

222222 case D1 Sn12 NDSA

0.045 T T T T T T T T =
et Lyerror
.. Lyaror
ooaf- « L_eror ||
0.035- e
0031 B &
0025 : .
5 :
ooz 2 % ) |
L
o015« - " -
0.01|- -0, .
" ,
0.005 - L .
Quivee: o S
0 | : I A i P S g
o 2 4 L] 8 10 12 14 16 18 20
submesh

FIG. 3.5 Cas 22222 : évolution de I’erreur en fonction du raffinement spatial pour les
flux surfaciques
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3.4.2.4 Cas 222222 : Raffinement angulaire pour les flux surfaciques

222222 case D1 no DSA
0.012 T T T T T T T

<oogo . Ly arror
@ Lyerror

x L eror

0.008 - “ -
5 0.008¢- 4
ocoal - - .

0.002}~ %, =

Sn order

FIG. 3.6 Cas 222222 : évolution de I’erreur en fonction du raffinement angulaire pour
les flux surfaciques

3.4.2.5 Interprétations des résultats

On s’apergoit en premier que les indices de discrétisations spatiales et angulaires doivent
étre plus élevés dans le cas des flux surfaciques. En effet, en ce qui concerne la variable
spatiale, le régime monotone est atteint dans le cas des flux scalaires pour une discrétisa-
tion spatial de 8, correspondant a 110592 régions pour notre géométrie. Pour la variable
angulaire, on note que I’erreur décroit linéairement a partir de la quadrature Sg.

Dans le cas des flux surfaciques, on doit avoir au minimum un indice de discrétisation
spatial de la géométrie de 10, soit maintenant 216000 régions. L’ ordre de la quadrature
angulaire doit quant a elle étre désormais au minimum de 10. On prendra lors du traite-
ment entier du benchmark les valeurs de discrétisation les plus importantes , c’est-a-dire

celles correspondant au domaine monotone pour les flux surfaciques.



75

On réalise maintenant la méme étude pour les cas 111111 et 333333.

3.4.3 Ktude de convergence pour le cas 111111

3.4.3.1 Cas 111111 : Raffinement spatial pour les flux scalaires

x10° 111111 case D1 Sn12 no DSA
35 T T T T T T T T T
<ot Ly @FTOT
..... L, error
+ "2
E x L eror
3 .
25 |
+
2 E T
15 N
1 e |
“o.
- W
05— < . . a
S . "
o ey
b g ®
® @@ © g -3 ® .
"] i 1 1 { 1 | 1 L L e
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
submesh

F1G. 3.7 Cas 111111 : évolution de I’erreur en fonction du raffinement spatial pour les
flux scalaires
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3.4.3.2 Cas 111111 : Raffinement angulaire pour les flux scalaires

111111 case D1 Sn12 no DSA

0.09 l
T T T T T T T .. Lyeror
.. Lyemor
oosl . —
007 |
v,
008}~ |
.
005 —
: .
004 + |
0.03%- ‘v h J
T 0 4 —
. T
‘ | "
001 B e . ‘
) e . .
° MR O o) o
) L I I ! | i — O
2 4 ] 8 10 12 " "’ ' )
Sn order

FIG. 3.8 Cas 111111 : évolution de I’erreur en fonction du raffinement angulaire pour
les flux scalaires
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3.4.3.3 Cas 111111 : Raffinement spatial pour les flux surfaciques

111111 case D1 §n12 na DSA
0.045 T T T T T T T T T

4. Ly error
. ..Ao..Lzerror
004~ L emorl]
0.035— -
003k B =
0t
0.025 .
5 x
0.02|- " e
X
X 5
0.015 5 _
. +
001 Q -
e
e, e
0.005 @ : . N
B Y YT IO o
° 1 L 1 1 } ! ? P i @
0 2 4 8 10 12 14 16 18 20
submesh

F1G. 3.9 Cas 111111 : évolution de I’erreur en fonction du raffinement spatial pour les
flux surfaciques
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3.4.3.4 Cas 111111 : Raffinement angulaire pour les flux surfaciques

111111 case D1 no DSA

0.03
T T T T T T ' B
o Lyoror
. x..L eror
0oz |
002 |
+'.
5 00151 e |
K2R
| R
“o..
+,
; o
e T, - —
o005} Tk O
X ig ........... L, -
’ S O o
M 9 .............. o
1 L ] L 1 L I -
2 4 8 8 [ 2 14 * "’ )

Sn order

FIG. 3.10 Cas 111111 : évolution de I’erreur en fonction du raffinement angulaire pour
les flux surfaciques

3.4.3.5 Interprétation des résultats

Comme pour le cas 222222, le domaine de convergence monotone est atteint pour des
indices de discrétisation plus élevés pour les flux surfaciques. On obtient au final dans ce
cas comme ordre angulaire minimal 8, et comme indice de discrétisation spatial 8, soit

110592 cellules de calculs au minimum.



3.4.4 Etude de convergence pour le cas 333333

3.4.4.1 Cas 333333 : Raffinement spatial pour les flux scalaires

333333 case D1 Sn12 no DSA

sxm’
I I I ! ' -+ 4. Ly error
..o Lyeror
x .- L, error
5 -
4 -
53 4
2r . ; =
q
1 -
LR
oy
o 1 t 1 Qe s
0 2 4 ] 8 10 1

submesh
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FIG. 3.11 Cas 333333 : évolution de I’erreur en fonction du raffinement spatial pour les

flux scalaires
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3.4.4.2 Cas 333333 : Raffinement angulaire pour les flux scalaires

x107° 333333 case D1 Sn12 no DSA
38 T T T T T T T r
e L‘ error
@ Lzerror
T x L_eror
- ]
251 = |
2 -]
5
15 |
&
1+ -
05— e -
T,
,,,,, [ RPN s
0 1 ] I ) i L R @ N
2 4 6 8 0 12 14 16 18 20
Sn order

FIG. 3.12 Cas 333333 : évolution de I’erreur en fonction du raffinement angulaire pour
les flux scalaires
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3.4.4.3 Cas 333333 : Raffinement spatial pour les flux surfaciques

x10° 333333 case D1 Sn12 NDSA
14 . . ' . .
<eoge.. Ly errOr
* ... Lyarror
k x L, eror
1.2
1 Q B
.
0.8 +* |
[
@ .
06 K |
* o .
04~ R 4
9
e, e
02 g i
"""" e
Qe
o 1 1 | 1 1
0 2 4 6 8 10 12
submesh

FIG. 3.13 Cas 333333 : évolution de I’erreur en fonction du raffinement spatial pour les
flux surfaciques
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3.4.4.4 Cas 333333 : Raffinement angulaire pour les flux surfaciques

x10™ 333333 case D1 NDSA
T T ! T ! T T .4 . Lyerror
..o .. Lyeror
x . L ermor
2 -
§
.
1= .
a. ..
. .
x.
"o .
. .
x
o .
* o .
o B ;
. ) . . ) ) R i G
2 4 e 8 10 12 14 18 18 20

Sn order

F1G. 3.14 Cas 333333 : évolution de P’erreur en fonction du raffinement angulaire pour
les flux surfaciques

3.4.4.5 Interprétation des résultats

On obtient également dans ce cas un ordre angulaire minimal de 8, et comme indice de
discrétisation spatial 8, soit 1433600 cellules de calculs au minimum. Il est important de
constater que c’est ce cas qui nous pose le plus de problémes en terme de limitation de
mémoire. Afin de traiter toutes les configurations possibles avec les mémes parametres,
il a fallu vérifier que les ordres de discrétisation spatial et angulaire choisis n’entraine-
ront pas un dépassement de la capacité d’allocation mémoire maximale. L’option DSA
introduit par ailleurs une limitation supplémentaire en terme de gestion de mémoire, ceci
étant di a I’allocation de 1’espace mémoire supplémentaire pour la résolution de 1’équa-
tion P; du formalisme DSA.

A la lumiere des résultats précédents, on remarque une similitude pour les valeurs mi-
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nimales de discrétisations angulaire et géométrique pour les 3 cas analysés, soit respec-
tivement de 8 et 8, c’est-a-dire une quadrature .Sg avec une subdivision uniforme de la
géométrie d’un facteur 8.

Nous allons désormais réaliser la méme étude avec un schéma d’intégration spatial de

type parabolique, uniquement pour le cas 222222 étant donné la remarque précédente.

3.4.5 Ktude de convergence avec le schéma parabolique

3.4.5.1 Cas 222222 : Etude de convergence avec le schéma parabolique pour les

flux scalaires

x 107 222222 case : D2 Sn12 no DSA
2 T T T T T T T

[ <. Ly rTOr
.. by error
x . L eror(l

08} . _
o8 . - .
04 . .

02k " |

: 4
>

4 5 8 ’ ’ ’ i
submesh

FIG. 3.15 Cas 222222 : évolution de I’erreur en fonction du raffinement spatial pour les
flux scalaires
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3.4.5.2 Cas 222222 : Etude de convergence avec le schéma parabolique pour les

flux surfaciques

222222 case : D2 Sn12 no DSA
0.04 T T T T T T T

I..,.,,,.L‘error
A,‘o_,Lzemr
T x .- L, error
0035~
0.03- 4
0.025 — —
5 ooz —
h
.
oois| - R e
001 Yo _
x T .
0.005 el e RIS . i
X T
IR ke
0 1 I 1 1 1 1 RN RO
1 2 3 4 6 7 8 9 10

submesh

FIG. 3.16 Cas 222222 : évolution de I’erreur en fonction du raffinement angulaire pour
les flux surfaciques

3.4.5.3 Interprétation des résultats

Comme attendu, le domaine de convergence monotone est atteint plus rapidement du

point de vue spatial, et un indice de discrétisation spatial de 4 suffit dans ce cas la.

3.4.6 Conclusion de I’étude préliminaire de convergence

On peut maintenant sélectionner avec précision les parameétres de notre solveur, afin dans

une premiere approche de traiter entierement la suite de benchmarks, et également de
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s’assurer que nos résultats numériques sont dans le domaine de convergence monotone.
Nous devons par ailleurs fournir 3 études complétes, chacune bien entendue devant étre

dans le domaine monotone. On a ainsi sélectionné les 3 configurations suivantes :

Configuration 1, correspondant aux parametres par défaut :
— Schéma Diamant Linéaire sans fixup.
— Quadrature Sg de type LQ n avec p; optimisé.
— Discrétisation spatiale de 1la géométrie par un facteur de 8.

— Accélération de la convergence interne par préconditionnement DSA.

Configuration 2 :
— Schéma Diamant Linéaire sans fixup.
— Quadrature S, de type LQ) avec y; optimisé.
~ Discrétisation spatiale de la géométrie par un facteur de 10.

— Pas d’accélération de la convergence interne.

Configuration 3 :
— Schéma Diamant Parabolique.
— Quadrature Sy de type LQ)y avec ) optimisé.
— Discrétisation spatiale de la géométrie par un facteur de 4.

— Pas d’accélération de la convergence interne.
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3.5 Présentation des résultats

3.5.1 Propriétés numériques du solveur

Les calculs ont été réalisés en simple précision, avec le critere de convergence sur les

flux suivant :
I+ — g,

—
16 ™o

Afin de comparer nos résultats vis-a-vis des solutions MCNP de référence, nous avons

<10°°

retenu deux méthodes d’évaluation de 1’erreur :

— D’erreur relative locale en pourcentage sur les flux pour les 23 régions par configura-
tion ;

— I’erreur RMS globale par configuration.

L’erreur relative sur les valeurs des flux recherchés nous permettra de comparer région

par région, et éventuellement de mettre en évidence certains écarts locaux.

L’erreur RMS nous donnera quant a elle une estimation de I’erreur globale commise

pour chaque cas.

3.5.2 Analyse de I’erreur sur nos résultats

Dans cette partie, nous allons présenter quelques résultats donnant I’erreur relative locale
pour certaines régions. Nous avons séparés les résultats pour lesquels 1I’écart relatif est
relativement faible pour tous les flux calculés, et les cas pour lesquels certaines régions

présentent des valeurs tres différentes.



3.5.2.1 Présentation des résultats pour des cas homogénes

On sélectionne a titre d’exemple les cas suivants :

erreur relative en %

erreur relative en %

1

0000

5000

-5000

1

0000

5000

-5000

erreur relative en %

10

-5

-10
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Cas 211111
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F1G. 3.17 Erreur relative pour le cas 211111
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Cas 211113
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F1G. 3.18 Erreur relative pour le cas 211113
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FIG. 3.19 Erreur relative pour le cas 211223
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Cas 212312
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F1G. 3.20 Erreur relative pour le cas 212312



91

Cas 222322
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F1G. 3.21 Erreur relative pour le cas 222322

regions

On constate premi¢rement que les résultats issus des calculs 1 et 2, réalisés en schéma

diamant linéaire et pour une quadrature angulaire respectivement Sg et .S1o, présentent

pour tout les cas traités au moins une région dont 1’écart est trés important. A I’inverse,

les résultats générés en schéma diamant parabolique, avec une quadrature Sog présentent

des écarts corrects. Il apparait des lors que les parametres de discrétisation pour les deux

premiers tests ne soient pas suffisants pour traiter correctement la totalité du benchmark.

I1 est nécessaire alors de vérifier si une augmentation de 1’ordre de la quadrature avec le

schéma diamant peut mener a une diminution significative de I’erreur relative.
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FIG. 3.22 Erreur relative pour le cas 211223 : schéma diamant

Pour ce cas précis, les trois calculs ont été fait respectivement avec les paramétres sui-

vants :

— 1 : Schéma diamant linéaire, quadrature angulaire Sy et discrétisation spatiale de 8 ;

— 2 : Schéma diamant linéaire, quadrature angulaire Sy et discrétisation spatiale de 8 ;

— 3 : Schéma diamant parabolique, quadrature angulaire So et discrétisation spatiale de

4.

On s’apercoit que 1’augmentation de la quadrature angulaire fait fortement diminuer

I’écart relatif entre nos calculs Sy et les résultats MCNP. Par ailleurs, le schéma diamant

parabolique permet comme prévu un gain significatif en terme de précision par rapport

au schéma diamant linéaire.
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Ces résultats peuvent étre généralisés finalement a tous les cas du benchmark en utilisant

I’erreur RMS telle que sur le graphique suivant pour les 30 premiéres configurations du

x10° erreur RMS
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FIG. 3.23 Erreur RMS pour les 30 premiers cas

On s’apercoit que I’écart RMS est trés largement supérieur pour les cas 1 et 2. La pre-
miére remarque importante est donc que les ordres des quadratures angulaires des calculs
1 et 2 sont trop faibles. Dans ces deux cas, la forte dépendance angulaire du flux dans
la majorité des cas est mal prise en compte, et en conséquence nos résultats sont trés
éloignés.

En tenant compte de cette remarque, nous allons dorénavant uniquement considérer les
résultats issus du run 3, qui correspond aux paramétres maximums possibles dans notre
solveur pour traiter tout les cas du benchmark en raison des problémes d’espace mémoire

évoqués précédemment.
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3.5.2.2 Analyse des cas présentant un fort écart relatif

On peut distinguer a prime abord deux difficultés :

— Les cas a géométries extrémes, apparaissant quand les parametres géométriques prennent
des valeurs définissant un probleme peu physique ;

— Les cas ou les sections efficaces et les coefficients de diffusion sont fortement hétéro-
genes.

Ainsi, les configurations pour lesquelles L = 0.1, ot I’on obtient une géométrie quasim-

ment plate, et L = 5 présentent au moins une région ol le flux calculé va étre en écart

relatif tres différent.

Seuls les configurations pour lesquelles L = 1, menant a un parallélépipéde externe

purement cubique, peuvent présenter pour toutes les zones des écarts relatifs corrects.

11 apparait que la majorité des configurations du benchmark entraine des écarts relatifs

supérieurs a 100 %. sur au moins une valeur de flux calculée.

Les graphiques suivants illustrent ces phénomenes, dans un premier temps pour les cas

111111 et 311111, ou la difficulté est purement géométrique (benchmark plat), ainsi que

parles cas 113111 et 313111, présentant une forte hétérogéneité sur les sections efficaces

totales (33; = 5, 23 = 0.1).
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Ces quatre exemples peuvent €tre complétés par toute une panoplie de cas similaires,
néanmoins les conclusions seront les mémes : de forts écart relatifs sont présents pour
une majorité des configurations de la suite du benchmark. Toutefois, nous retrouvons
pour la majorité des cas une amélioration de nos résultats en augmentant I’ordre de

raffinement spatial et angulaire de nos calculs.
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3.5.2.3 Analyse des résultats présentant un écart croissant avec I’indice de discré-

tisation

I apparait cependant des cas ol I’augmentation de nos paramétres de discrétisation en-
traine une augmentation de 1’écart entre nos résultats Sy et les résultats MCNP. Ceci
n’intervient que pour les derniers cas du benchmark présentant des valeurs de flux trés
faibles dans certaines régions, et pour lesquels les résultats MCNP présentent une erreur

statistique relativement conséquente.
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8- und

315~
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I 1 3 e
700 705 710 715 720 725

F1G. 3.28 Erreur RMS pour les 30 derniers cas

On peut présupposer un probléme de convergence des résultats MCNP, mais ceci sera

par la suite rééxaminé lors de la publication des solutions de référence finales.
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3.6 Conclusion

L’analyse de nos résultats nous poussent a mettre en avant les limitations de notre solveur
Sy. La plupart des conﬁgurations‘du benchmark exigent pour étre traitées convenable-
ment une discrétisation angulaire maximale, dans notre cas basée sur une quadrature
LQy de tye 2 limitée a I’ordre Sqo. La localisation de la source, la forte hétérogénéité
ainsi que les cas hautement diffusifs font que la plupart des cas du benchmarks peuvent
mener a observer un effet de raies. Ce phénomene est récurrent dans le cadre des mé-
thodes Sy, et se traduit par 1’apparition d’oscillations non physiques pour les valeurs
calculées du flux, typiquement dans les conditions décrites précédemment. La cause est
principalement un trop bas niveau de discrétisation angulaire. On peut supposer que
I’implémentation d’autres types de quadratures permettraient un traitement amélioré de
la variable angulaire, et ainsi de mieux prendre en compte la forte dépendance angulaire
du flux dans certaines régions.

Par ailleurs, I’ordre d’intégration cubique n’a pu é&tre utilisé de maniere systématique,
ceci étant dii a un probléme de stabilité numérique intervenant dans les cas ou les di-
mensions géométriques sont tres faibles.

I1 a également été décelé que I’utilisation du schéma DSA conjointement aux schémas
d’ordre parabolique et cubique venait perturber numériquement la solution, et entrainait
une divergence du solveur.

Il est apparu également une forte limitation en terme d’espace mémoire, empéchant dans
certains cas de raffiner trés fortement notre géométrie.

Toutefois, dans les configurations les moins extrémes du benchmark, les résultats Sy
présentent des écarts relativement faibles par rapport aux résultats MCNP, soit environ 5
a 10 % au maximum.

Enfin, dans un soucis de cohérence la comparaison de nos résultats avec d’autres sol-
veurs Sy tridimensionnels nous sera grandement utile, afin d’éventuellement envisager

des améliorations futures.
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CONCLUSION

Au cours de ce travail, nous avons implanté une méthode aux ordonnées discretes tri-
dimensionnelle & ordres élevés dans le cadre de la résolution de 1’équation de transport
multigroupe.

Le solveur 3D cartésien utilisant le formalisme Sy est maintenant disponible dans le

code de réseau DRAGON, et conjointement a ce travail, une attention particulicre a été

apportée aux méthodes d’accélération de la convergence de la méthode Sy. Ainsi, deux
méthodes complémentaires sont désormais implantés :

— Le formalisme DSA, reposant sur une approximation P; du flux par la méthode des
éléments finis mixes-duaux de Raviart-Thomas et avec une intégration de type Gauss-
Legendre;

— Dutilisation de méthode de Krylov, dans notre cas le solveur GMRES(k) a été mis en
place dans le cadre de la résolution des itérations internes de la méthode Sy.

L’ensemble de ce travail a par la suite été validé, en suivant la procédure suivante :

— Comparaison Sy 2D/3D sur des benchmarks isotropes et anisotropes simples 2 un ou
deux groupes d’énergie ;

— Comparaison S, 1/SF, en 3D sur des benchmarks isotropes a deux groupes ;

— Comparaison avec des solutions de type Monte-Carlo sur le benchmark NEA3D-TAB-
2007.

L’ensemble de la phase de validation a mis en évidence deux problemes a éventuellement

prendre en considération lors de I’utilisation future du solveur Sy 3D :

— Un phénomene de perturbation numérique apparait de maniere ponctuel lors de 1’uti-
lisation du schéma cubique, notamment lors de I’utilisation de dimensions trés faible.

— Une incohérence entre les schémas DSA et les ordres parabolique et cubique, non
systématiques €galement, qui pourrait étre due également & un probléme d’ordre nu-

mérique.
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Néanmoins ces phénomeénes n’apparaissent que dans un nombre restreint de cas, et ne
devrait pas affecter 1’utilisation de notre méthode aux ordonnées discretes tridimension-
nelle lors de travaux futurs.

Enfin il conviendrait de s’interroger sur la possibilité d’implanter des quadratures angu-
laires plus élevées et d’éventuellement paralléliser notre code, comme cela a été effectué

pour la majorité des codes Sy tridimensionnels.
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ANNEXE I

ETUDE NUMERIQUE DE I’ORDRE DES SCHEMAS D’ INTEGRATION
SPATIAUX

I.1 Théorie

Une méthode de résolution numérique donnée est dite convergente asymptotiquement a

’ordre M si I’on a la propriété suivante sur la solution numérique :

I¢analytique - ¢numerique’ = O(GM) avec 11_11%6 =0 (Il)

Avec € le pas du maillage. On peut encore exprimer 1’ordre de convergence a partir de

Perreur globale e; = |@anaiytique — Prumeriquel> SOIt :
ei=0EM) ©3IK >0 le; = KeM 1.2)

Nous allons nous assurer que nos schémas d’intégrations linéaire, parabolique et cubique

vérifient cette propriété, c’est-a-dire que 1’on obtient bien respectivement :

e; = O(¢;) pour le cas linéaire; 13)
e; = O(e?) pour le cas parabolique; (L4)

e; = O(€}) pour le cas cubique. (L5)
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Pour cela, on reprend le cas test utilisé dans le paragraphe [2.2.3.1]. On raffine le maillage
de maniére uniforme en X, Y et en Z d’un facteur o et I’on compare 1’écart relatif en
norme infini sur 1’erreur pour les flux calculés. La valeur de référence est prise pour un
raffinement maximal, correspondant aux résultats issus des calculs faits avec le schéma
cubique et un raffinement spatial de 6. Ceci introduit de fait une approximation dans
nos calculs, mais 1’on peut néanmoins considérer notre solution Sy issue de ce calcul
comme une bonne approximation de la valeur convergée.

On a de fait la relation e; = Ke¥, d’ou :
log(e;) = log(K) + Mlog(e;) (L.6)

Si I’on trace le graphe du logarithme de I’erreur en fonction du logarithme du pas ¢;, on
doit obtenir une droite dont le coefficient directeur correspond a I’ordre de convergence
de notre méthode.

Lorsque I’on subdivise uniformément le maillage initial d’un facteur «, ce qui est équi-
valent & multiplier le nombre de régions par o avec D=3 dans le cas d’une géometrie
3D, I’erreur globale est réduite d’un facteur oM.

En effet, pour un ordre M I’erreur sur les valeurs sera de O(eM), € correpondant au pas
du maillage. ]Si I’on divise € par un facteur «, I’erreur de troncature locale sera désor-
mais de 0(21\7)' Le rapport des deux erreurs de troncature sera alors de O(a~™). Etant

donné un schéma d’intégration d’ordre M, on aura pour chaque écart relatif sur les flux

€; les propriétés suivantes :

€ = 0((Nregionsi)_M) s EK >0 | € = K(Nregionsi)—M (17)

Et:
log(e;) = log(K) — Mlog(Nyegions) (1.8)
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Par ailleurs, si I’on raffine uniformément d’un facteur « entre les calculs 7 et 7 + 1, on

aura les relations :

Nregitmsi.,.l = 053Nregions,~ (19)
D’ou
1 _ ol earso | okl M @)
€; o’ €; o’ )
On a alors :
In (:i >
M~ — 17 I.11
3 x In{a) @1D

On peut facilement vérifier a partir des relations (I.8) et (I.11) que nos méthodes numé-
riques possedent bien les ordres de convergence escomptés. Pour cela nous allons tracer
les courbes pour chaque cas de I’erreur en fonction du nombre de régions, en échelle

logarithmique.
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12 Etude du régime monotonique de convergence

Pour déterminer expérimentalement 1’ordre de convergence des trois schémas d’intégra-
tion spatiaux, il faut d’abord s’assurer que nous sommes bien dans le domaine de conver-
gence monotone pour chaque cas, c¢’est-a-dire qu’un raffinement donné du maillage per-
met une décroissance linéaire de 1’erreur sur les flux calculés. On remarque a I’aide de
la figure suivante qu’une discrétisation de 4 suffit pour s’assurer d’étre dans le domaine
de convergence monotonique, on va donc prendre les erreurs correspondant a 5,6 puis a

7 subdivisions uniformes de notre géometrie.

etude de convergence preliminaire
200 1 I 1 T 1
<+ - lineaire
<O - parabolique
180 - x-- cubique

I

160 - .

1401 .

120 4

erreur

100 i

80 i

60| .

20} 2

nombre de subdivision du maillage

F1G. 1.1 Etude de convergence monotonique
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1.2.1 Cas linéaire

Nsubm 5 6 7
erreur relative €., | 0.83 | 0.49 | 0.28

TAB. 1.1 Erreur relative pour le cas linéaire

etude de convergence: domaine monotonique

1 I I I 7 T T T T
-+ lineaire

08f .. .

0.7t ]

erreur

0.6 i

05} i

0.3f e 4

02 1 ; 1 1 1 I 1 1 1
5 5.2 5.4 5.6 5.8 6 6.2 6.4 6.6 6.8 7

nombre de subdivision du maillage

FIG. 1.2 Erreur relative pour le cas linéaire
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courbe log(e)=f(Nregions)
0 T T T I I T 1 I

-+ - cas lineaire

log(erreur)
+

14 ! 1 1 1 1 1 ! 1
6.6 6.8 7 7.2 7.4 7.6 7.8 8 8.2 8.4

log(Nregions)

F1G. 1.3 Erreur relative pour le cas linéaire : courbe log-log

L’ordre de notre méthode correspond numériquement a la valeur absolue de la pente du

graphe. On obtient dans ce cas-ci M = 0.78389.
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1.2.2 Cas parabolique

Nsubm 5 6 7
erreur relative €4, | 0.01 | 0.005 | 0.0002

TAB. 1.2 Erreur relative pour le cas parabolique

x 107 etude de convergence: domaine monotonique
100~ T T T T T T T I I
- ---© -+ parabolique

erreur
(=]
T
1

2 1 1 1 1 1 1 1 1 1
5 52 5.4 5.6 5.8 6 6.2 6.4 6.6 6.8
nombre de subdivision du maillage

~G

F1G. 1.4 Erreur relative pour le cas parabolique
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courbe log(e)=f(Nregions)
—4.5 1 1 1 T 1 T H I

o ©-- cas paraboliqueJ

-5} -

log(erreur)

_7 L 1 1 ] 1
6.6 6.8 7 7.2 7.4 7.6 7.8 8 8.2 84

log(Nregions)

F1G. 1.5 Erreur relative pour le cas parabolique : courbe log-log

Le coefficient directeur de la courbe de I’erreur en fonction du nombre de régions est

d’environ M = 1.6609.



1.2.3 Cas cubique

Navom 5 6 7
erreur relative €,,, | 0.03 | 0.001 | 0.0

TAB. 1.3 Erreur relative pour le cas cubique

x107° etude de convergence: domaine monotonique
3 -, T T T T I T T T
25
2r -
5
2 15F
3
~
1} 4
0.5F 4
0 1 1 1 I} L 1 L 1 1
5 5.2 5.4 5.6 5.8 6 6.2 6.4 6.6 6.8

nombre de subdivision du maillage

FIG. 1.6 Erreur relative pour le cas cubique
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courbe log(e)=f(Nregions)
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F1G. 1.7 Erreur relative pour le cas cubique : courbe log-log

Numériquement, on détermine ici M =~ 2.584.

On retrouve au travers de ces résultats les bons ordres de grandeur de nos ordres de
convergence, ceci restant avant tout une évaluation expérimentale. Par ailleurs, la dépen-
dance angulaire a été traitée en prenant une quadrature S, ce qui vient fausser légere-
ment nos calculs puisque I’on n’integre pas exactement la variable angulaire. Toutefois,
les ordres de grandeurs des schémas linéaire, parabolique et cubique sont retrouvés, et

ces calculs peuvent étre généralisés sur n’importe quelle géométrie, tel que cela a été fait

pour I’analyse du benchmark NEA 3D.



