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R E S U M E 

Cette these est consacree a l'etude de la convection naturelle dans une couche de 

fluide binaire confinee par deux parois horizontales poreuses. La cavite est chauffee en bas 

avec un flux de chaleur constant pendant que les parois verticales sont maintenues 

adiabatiques et impermeables. La condition de glissement de Beavers-Joseph est appliquee 

sur la vitesse a l'interface de milieux fluide et poreux. La convection double-diffusive et la 

convection induite par l'effet Soret sont etudiees. Un modele analytique, base sur 

l'approximation de l'ecoulement parallele, est propose pour le cas de la couche elancee 

(A » 1). L'ecoulement et les taux de transferts thermique et solutal sont obtenus en termes 

de parametres gouvernants du probleme, a savoir : le rapport de forme de la cavite A, le 

nombre de Rayleigh, RaT, le rapport des forces de volume, <p, le nombre de Lewis, Le, et 

les nombres de Darcy modifies, Dax et Da2. Un modele numerique, base sur la methode 

de difference finie est utilise afin d'obtenir la solution des equations gouvernantes. Les 

nombres de Rayleigh critiques pour le debut de la convection supercritique et souscritique 

sont predits pour differentes conditions hydrodynamiques aux frontieres. Les solutions 

concernant une couche fluide limitee par les murs solides et libres peuvent etre deduites 

pour les cas limites de cette analyse. Pour la convection d'amplitude finie, des expressions 

appropriees ont ete obtenues pour les distributions de vitesse, de temperature et de 

concentration de solute au centre de la couche fluide. Les caracteristiques principales 

predites par la solution analytique sont confirmees par les solutions numeriques des 

equations completes. 
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ABSTRACT 

This thesis reports an analytical and numerical study of natural convection in a 

horizontal binary fluid layer confined between two horizontal porous walls. The cavity is 

heated from the bottom by a constant heat flux while the long side walls are impermeable 

and adiabatic. The Beavers-Joseph slip condition on velocity is applied at the interface 

between the fluid and the porous layers. Both double-diffusive convection and Soret-

induced convection are considered. An analytical model, based on the parallel flow 

approximation, is proposed for the case of a shallow layer (A » 1). The flow and heat and 

mass transfer variables are obtained in terms of the governing parameters of the problem 

such as aspect ratio of the cavity A , Rayleigh number, RaT, ratio of buoyancy forces, <p, 

Lewis number, Le, and modified Darcy numbers, Dax and Da2. A numerical model 

based on finite difference methods is used to solve the complete governing equations. The 

critical Rayleigh numbers for the onset of supercritical and subcritical convection are 

predicted for various hydrodynamic boundary conditions. The results for a fluid layer 

bounded by solid walls and free surfaces emerge from the present analysis as limiting cases. 

For finite-amplitude convection, useful expressions have been obtained for velocity, 

temperature and solute distributions in the core of the layer. The main features predicted by 

the analytical solution are confirmed by numerical solutions of the full governing equations. 
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CHAPITRE I 

I N T R O D U C T I O N 

1.1 Generalites 

La convection naturelle est l'un des modes majeurs de transfert de chaleur et de 

masse. Dans les fluides, la convection thermique et massique resulte de la combinaison des 

effets combines de la diffusion — le mouvement Brownian de particules individuelles dans 

le fluide - et de l'advection, selon laquelle la chaleur ou la masse sont transporters par des 

mouvements de courants dans le fluide. Dans le contexte du transfert thermique et 

massique le terme 'convection' est utilise pour se referer au transfert cause par les effets 

combines de l'advection et la diffusion. 

Le phenomene du transfert de chaleur et de masse par la convection naturelle, dans 

les espaces confines ou semi-confines, est generalement du a la presence de gradients de 

temperature et de concentration. Ces gradients donnent naissance a une distribution non 

uniforme de la densite du melange qui provoque a son tour un mouvement convectif sous 

l'effet de la gravite. Le domaine considere peut etre un milieu fluide ou un milieu poreux 

sature par un fluide. 

Les mouvements generes par la convection thermique ou massique sont 

frequemment rencontres dans la nature. Par exemple ils sont a l'origine de certains 

phenomenes oceanographiques (courants marins), meteorologiques (orages), et geologiques 

(remontees de magma). En outre, les transferts de chaleur et de masse par la convection 
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sont presents partout dans l'industrie et dans le genie. Ces phenomenes interviennent dans 

plusieurs procedes thermochimiques et electrochimiques. Par exemple la convection joue 

un role tres important dans les reacteurs chimiques ou nucleaires, dans les procedes 

d'oxydation ou de traitement des surfaces metalliques, dans les procedes de sechage de 

differents produits industriels et domestiques et dans le changement de phase des metaux 

ou la convection affecte directement la structure micrographique et les proprietes 

mecaniques et thermo-physiques des alliages. 

La convection dans les couches horizontales chauffees et salees par le bas est 

generalement connue sous le nom de probleme de Rayleigh-Benard. Ce probleme est 

largement etudie a cause, d'une part, de ses applications nombreuses en genie et en sciences 

et, d'autre part, de la simplicite inherente a sa geometrie pour etudier le comportement de 

systemes non-lineaires. 

1.2 Probleme physique 

Cette etude porte sur la convection naturelle d'origine thermale et thermo-solutale 

dans des cavites rectangulaires remplies d'un fluide binaire, soumis a des gradients de 

temperature et de concentration. Dans la plupart des situations, que ce soit dans la nature 

ou dans l'industrie, le fluide est constitue de deux ou plusieurs composants, par exemple, 

l'eau de l'ocean, laquelle contient plusieurs solutes. Le fluide porte alors le nom de fluide 

binaire. Differentes conditions limites thermiques et massiques sont considerees sur les 

surfaces horizontales de la cavite. Inevitablement, la configuration geometrique de la cavite 
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et les conditions limites imposees a ses frontieres ont une influence importante sur la 

structure de l'ecoulement et sur les taux de transfert de chaleur et de masse. Notre 

investigation porte particulierement sur les effets des parametres de controle du probleme 

sur la structure de l'ecoulement et sur les transferts de chaleur et de masse dans le systeme. 

1.3 Revue bibliographique 

Dans cette section nous presentons une revue bibliographique afin de resumer les 

travaux anterieurs consacres a l'etude de la convection naturelle dans les milieux confines 

ou semi-confines rempli de fluides binaires ou de milieux poreux satures par des fluides 

binaires. Des revues tres documentees sur ce sujet sont presentees dans les livres de Bejan 

(1984)/ Nield et Bejan (1992)/ Platten etLogros (1984). 

La convection de Rayleigh-Benard dans une cavite remplie par un fluide binaire ou 

un milieu poreux sature par un fluide binaire a ete l'objet d'une grande attention par les 

ingenieurs et les scientistes, a cause du fait que ce phenomene est present dans plusieurs 

situations naturelles et industrielles. Les situations naturelles peuvent etre par exemple les 

oceans, les lacs ou l'atmosphere. Les exemples d'applications industrielles incluent de 

nombreux procedes chimiques comme la formation de cristaux, le stockage de l'energie, la 

solidification des metaux, etc. Pour une revue sur les travaux fondamentaux dans ce 

domaine voir par exemple Turner (1985). 

Un siecle d'etudes experimentales et theoriques n'a pas completement reussi a faire 

la lumiere sur les mecanismes du transfert de chaleur engendres par la convection naturelle. 

Le gradient vertical de temperature est a l'origine de la convection dans le fluide. En 
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comparaison avec le transfert de chaleur diffusif, la convection, bien entendu, accroit 

considerablement le transfert thermique. Ce dernier est exprime en termes d'un parametre 

sans dimensions qui s'appelle le nombre de Nusselt (Nu). L'approximation de Boussinesq 

implique que la masse volumique demeure constante sauf dans le terme de la poussee 

d'Archimede. Les parametres de controle du probleme (en plus de configurations 

geometriques) sont alors le nombre de Rayleigh (Ra), et le rapport entre les diffusivites 

cinematique (") et thermique (or) du fluide, i.e. le nombre de Prandtl. 

Les recherches deja accomplies sur la convection de Rayleigh-Benard sont 

nombreuses et variees puisqu'elles suscitent des interets tant fondamentaux que pratiques. 

Nous nous bornerons d'abord a fournir quelques etudes qui constituent des aspects 

importants dans l'acquisition des connaissances relatives au probleme de la convection de 

Rayleigh-Benard dans une couche horizontale de fluide binaire. 

La premiere etude experimentale sur le probleme de la convection naturelle a ete 

accomplie par Benard (1900) qui a etudie le probleme d'une couche fluide tres mince 

chauffee de facon isotherme par le bas. Benard a observe qu'au dessus d'un nombre de 

Rayleigh critique, des cellules convectives apparaissent. Lord Rayleigh (1916) a considere 

analytiquement le probleme de la convection naturelle au sein d'une geometric simple, a 

savoir une couche fluide avec les parois horizontales maintenues a des temperatures 

constantes. Ce dernier a developpe une theorie pour predire le critere de stabilite dans le 

cas particulier ou la couche fluide est bordee deux surfaces horizontales libres. II a trouve 

que pour Ra > 2lKAlA le systeme devient instable. 
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Les etudes concernant l'analyse de la stabilite lineaire portent sur une couche de 

fluide horizontale infinie chauffee par-dessous. Veronis (1965) a etudie la convection dans 

une couche horizontale infinie du fluide binaire. Dans le cas ou le gradient de la 

concentration est destabilisant et le gradient de la temperature est stabilisant, le systeme 

devrait devenir instable a un nombre de Rayleigh predit par la theorie de la stabilite lineaire. 

Cependant Veronis a observe qu'une solution d'amplitude finie peut exister, en fait, a un 

nombre de Rayleigh thermique plus petit que celui prevu par le principe de la stabilite 

lineaire. Le mouvement de fluide dans cette situation est appele convection sous-critique, 

c'est-a-dire convection pour laquelle le seuil de convection se produit avec une amplitude 

finie. 

Bejan et Khair (1985) ont presente une etude sur la convection thermosolutale au 

voisinage d'une plaque verticale adjacente a un milieu poreux sature par un fluide binaire. 

Une analyse d'echelle a ete developpee en regime de couche limite. Quatre regimes 

possibles ont ete identifies selon les valeurs du rapport de forces volumiques fhermiques et 

solutales, et le nombre de Lewis. 

Poulikakos (1986) a fait l'etude de la convection thermosolutale dans une couche 

fluide superposee a une couche poreuse horizontale en utilisant le modele de Brinkman. Ce 

modele est une extension du modele de Darcy, prenant en compte les conditions 

d'adherence du fluide sur les parois solides. Quand les forces de poussee solutales et 

thermiques sont opposees le debut de la convection peut etre oscillant ce qui n'est pas le 

cas quand les forces sont cooperantes. Selon l'analyse de la stabilite lineaire, cet auteur a 

determine le seuil des ecoulements convectifs oscillants et stationnaires en fonction du 
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nombre de Darcy. Le nombre de Darcy, qui intervient dans le modele de Brinkman pour 

les milieux poreux, est defini comme le rapport de la permeabilite du milieu poreux et de la 

taille caracteristique de la couche poreuse. 

Derjani et al. (1986) ont etudie la convection thermosolutale dans un systeme 

compose de couches superposees d'un fluide binaire et d'un milieu poreux dans une cavite 

ayant deux murs horizontaux solides impermeables avec des temperatures constantes en 

haut et en bas. Les resultats de cette etude presentent une image adequate de l'interaction 

entre les couches fluides et poreuses. 

Pillatsis et al. (1986) ont etudie l'effet des conditions hydrodynamiques (rigide ou 

libre) en haut et en bas d'une cavite horizontale. lis ont utilise la condition de Beavers-

Joseph pour definir la discontinuity de vitesse aux interfaces dans un systeme compose 

d'une couche poreuse situee entre deux couches de fluide avec temperatures constantes 

imposees sur les murs horizontaux. lis ont aussi montre l'existence d'un regime d'ebullition 

ou la surface de chauffage est couverte d'un film de vapeur d'epaisseur tres mince. 

Rosenberg et Spera (1992) ont demontre numeriquement que lorsqu'une couche 

d'un fluide binaire est chauffee et salee par le bas, la dynamique de l'ecoulement change 

considerablement lorsqu'on augmente le rapport des forces de volume. Le rapport entre les 

forces d'Archimede thermique et solutale peut done changer considerablement le regime de 

la convection thermosolutale par rapport a la convection thermique pure. lis ont constate 

en plus que l'ecoulement evoluait d'un regime convectif permanent vers un regime oscillant 

chaotique puis vers l'etat de repos. 
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Brand et al, (1984) ont fait l'etude de la stabilite lineaire dans un fluide binaire en 

fonction du signe et de l'amplitude du coefficient de Soret. En presence de l'effet Soret les 

gradients de concentration dans un fluide binaire, ayant initialement une concentration 

uniforme, sont generes par les gradients de temperature appliques sur le systeme. Le signe 

de l'effet Soret implique que le phenomene est soit destabilisant (positif) ou stabilisant 

(negatif). lis ont montre que lorsque le coefficient d'expansion volumique est positif, une 

instabilite oscillante apparait si le chauffage se fait par le bas et si le coefficient de l'effet 

Soret est negatif. Pour des valeurs positives de la conductivite thermique et un chauffage se 

faisant par le haut il n'y a pas d'instabilite. Pour certains parametres du fluide binaire, a 

savoir le rapport de forces volumiques, une possibilite d'oscillation se presente, quand le 

chauffage se fait par le haut. Dans le meme ordre d'idees, Steinberg et Brand (1984) ont 

examine le cas d'une couche poreuse horizontale saturee par un fluide binaire. Une revue 

exhaustive de ces types de situations est presentee dans le livre de Platten etLogros (1984). 

Mamou et al. (2001) ont observe des oscillations asymetriques de la convection 

thermosolutale dans une couche horizontale du fluide avec des conditions aux frontieres 

libres. lis ont montre que lorsque la diffusivite solutale est beaucoup plus petite que la 

diffusivite thermique, en augmentant le nombre de Rayleigh thermique, l'instabilite se 

developpe au sein du fluide sous la forme d'une bifurcation de Hopf. 

Hollinger et Lucke (1998) ont etudie analytiquement, l'influence du coefficient de 

Soret sur le comportement de l'ecoulement convectif dans une couche d'un fluide binaire. 

lis ont utilise des conditions aux frontieres rigides et impermeables et ont trouve des 
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solutions stables et instables. Egalement, la transition de situations non lineaires faibles aux 

situations fortement non lineaires a ete etudiee en detail. 

Les etudes concernant le probleme de Rayleigh-Benard en presence de l'effet Soret 

ont ete resumees recemment par Lucke et al. (1995). Ces derniers sont aussi les auteurs 

d'une etude quantitative sur la convection dans une couche horizontale de fluide binaire 

chauffee par le bas en variant le nombre de Rayleigh pour differentes intensites de l'effet 

Soret. lis ont demontre l'importance de l'influence de champ de concentration sur les 

structures dynamiques de la convection. 

Mamou et al. (2001) ont presente une etude complete numerique et analytique sur la 

convection doublement diffusive (sans effet Soret) dans une cavite rectangulaire soumise a 

des gradients de temperature et de concentration verticaux. lis ont montre qu'un 

ecoulement peut se developper a des nombres de Rayleigh moins grands que la valeur 

supercritique prevue par la theorie de stabilite lineaire dans les fluides purs soumis aux 

memes conditions frontieres. Ces resultats demontrent l'existence d'un ecoulement sous-

critique. 

Plus recemment, la convection thermosolutale dans une couche horizontale de 

fluide binaire induite par l'effet Soret, a ete etudiee par plusieurs auteurs. Par exemple 

Mojtabi et al. (2002) ont etudie l'effet du coefficient de Soret sur la convection naturelle 

induite dans une cavite rectangulaire remplie d'un fluide binaire. Les conditions aux limites 

utilisees dans cette etude correspondent a celles des parois rigides impermeables et 

conductrices de la chaleur. Ces derniers ont trouve la temperature moyenne a laquelle le 

coefficient de l'effet Soret peut changer de signe. 
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La plupart des etudes sur la convection naturelle sont consacrees notamment au cas 

d'une couche fluide binaire horizontale confinee par des parois horizontales rigides et 

impermeables. Malgre cela, dans beaucoup d'applications, l'ecoulement convectif est en 

interaction avec des conditions limites plus compliquees, comme des milieux poreux par 

exemple. L'interaction a l'interface de milieux fluides et poreux a ete modelisee dans le 

passe selon deux approches differentes. La premiere approche correspond a l'equation de 

Brinkman pour la couche poreuse avec la continuite de la vitesse et la continuite du taux de 

cisaillement comme condition de l'interface. A l'aide de ces conditions et du modele de 

Brinkman, la theorie de la stabilite lineaire a ete utilisee par Sotnerton et Catton (1982) pour 

l'etude des ecoulements dans un milieu poreux sature par un fluide binaire en prenant en 

consideration l'influence d'une source de chaleur interne. 

Vasseur et al. (1989), ont etudie analytiquement l'instabilite de la convection 

thermique dans une cavite contenant deux couches, une fluide et une poreuse, superposees, 

en utilisant l'approximation de l'ecoulement parallele. Ces auteurs ont utilise le modele de 

Brinkman pour le milieu poreux et la condition de Marangoni, i.e. la presence d'une force 

de tension superficielle, a l'interface superieure fluide-air du systeme. La condition de 

Marangoni implique que la derivee de la vitesse a la frontiere depend d'un nombre sans 

dimension, Ma, qui est fonction du gradient de la tension de surface du fluide par rapport 

a la temperature. lis ont obtenu le nombre de Rayleigh critique et le nombre de Nusselt 

pour differents rapports entre l'epaisseur de la couche fluide et celle de la couche poreuse, 

ces deux nombres etant donnes en fonction des nombres de Darcy et de Marangoni. lis ont 

conclu que la presence de la couche poreuse donnait lieu a une situation plus stable. Par 
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contre le systeme devient moins stable en augmentant le nombre de Darcy. lis ont aussi 

montre que la condition a la frontiere superieure exerce une influence importante sur la 

stabilite du systeme. 

La seconde approche a ce probleme implique l'utilisation de l'equation de Darcy 

pour le milieu poreux et une condition de glissement du fluide a l'interface entre les deux 

milieux. Cette approche a ete proposee par Beavers et Joseph (1967) et Jones (1972). Dans 

cette approche les milieux fluides et poreux sont deux domaines distincts avec un 

discontinuite de la vitesse a l'interface. Les equations de Navier Stokes sont appliquees pour 

le domaine du fluide et le modele de Darcy pour le milieu poreux. selon Nield (1977)/ Nield 

(1983) a utilise la condition limite de Beavers et Joseph pour etudier la stabilite thermale de 

couches fluide et poreuse superposees soumises a differentes conditions aux limites 

superieures et inferieures. A la suite de ce travail, la majorite des analyses de stabilite lineaire 

ont ete realises en utilisant cette condition de glissement {Carr et Straughan (2003)/ Carr 

(2004)/ Chen et Chen (1988)/ Shivakumara et al. (2006)). Le modele de Beavers-Joseph a 

aussi ete aborde par le passe pour etudier la convection dans le systeme compose de deux 

couches, fluide et poreuse. Poulikakos et al. (1986) ont publie une etude sur l'analyse 

numerique de la convection naturelle aux nombres de Rayleigh eleves, pour le cas d'une 

couche fluide superposee a une couche poreuse. 

Ochoa-Tapia et Whitaker (1995a,b) ont propose une condition de discontinuite du 

cisaillement avec une vitesse continue a l'interface. La continuite de la vitesse permet de 

considerer le systeme de fluide-poreux comme un domaine continu. Ces auteurs ont 

compare les resultats de ce modele avec les donnees experimentales de Beavers et Joseph 
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(1967). lis ont conclu que cette approche n'est pas appropriee pour toutes les situations 

experimentales mais susceptible d'aider a mieux comprendre la complexite inherente a 

l'interface fluide-poreux. 

Differents modeles de l'interface fluide-poreux ont ete etudies recemment par 

HIrata et al. (2007a,b). Ces auteurs ont compare les resultats de l'approche d'un seul 

domaine avec ceux du modele classique de Darcy impliquant deux domaines et egalement 

avec ceux de l'approche de Brinkman. lis ont trouve une bonne concordance entre les 

modeles de Beavers-Joseph et de Brinkman et ils ont montre que l'inclusion de la condition 

de Brinkman joue un role secondaire et peu important sur la stabilite lineaire du systeme. 

1.4 But de l'etude 

L'objet du present travail est d'etudier la convection naturelle dans une couche 

horizontale d'un melange binaire confinee par deux fines couches poreuses. On suppose 

que la couche de fluide est chauffee et salee par le bas selon des flux constants de chaleur et 

de concentration. Dans ces conditions, la solution analytique approximative pour la 

convection unicellulaire dans la partie centrale de la couche peut etre obtenue en utilisant 

l'hypothese de l'ecoulement parallele. Les resultats sont presentes en termes des parametres 

qui regissent le probleme. Aussi, la stabilite du regime d'ecoulement parallele a ete etudiee 

numeriquement afin de predire le nombre de Rayleigh critique de la bifurcation Hopf, a 

partir duquel la convection stationnaire devient instable. 
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1.5 Contenu du memoire 

La presente memoire contient six chapitres. Dans le premier chapitre, nous 

abordons notre sujet de recherche et le probleme etudie dans le cadre de present travail en 

faisant le point sur les travaux anterieurs dans ce domaine. Le deuxieme chapitre est 

consacre a la description du probleme ainsi qu'a la definition du modele physique et a la 

formulation mathematique. Le troisieme chapitre commence par l'explication de la solution 

analytique et des hypotheses fondamentales de l'approche de l'ecoulement parallele. Dans le 

quatrieme chapitre, la methode de solution numerique est expliquee et quelques solutions 

typiques sont presentees. Le cinquieme chapitre est consacre a. l'analyse de la stabilite 

lineaire en etudiant les effets de differents parametres sur la stabilite du systeme. Les 

resultats obtenus par les solutions analytique et numerique sont presentes, compares et 

discutes dans le chapitre six. On termine par une conclusion generale sur les resultats 

obtenus. 
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CHAPITRE II 

PRESENTATION E T FORMULATION D U PROBLEME 

2.1 Description du probleme 

Dans cette memoire, on considere le phenomene de la convection thermosolutale 

dans une enceinte. La configuration spatiale de ce probleme est constituee d'une cavite 

horizontale elancee de hauteur H' et de longueur L', remplie avec un fluide binaire et 

confinee horizontalement par deux parois poreuses minces. Le schema de cette 

configuration est represente dans la Figure 2.1. L'origine du systeme de coordonnees 

cartesiennes est situee au centre de la cavite avec x' et y etant respectivement les axes 

horizontal et vertical. Les parois verticales sont considerees adiabatiques et impermeables. 

Un flux de chaleur constant q' et un flux de masse j'(l - a) sont imposes sur les parois 

horizontals, ou a est un nombre reel tel que, a = 0 correspond a une convection 

doublement diffusive pour laquelle les forces solutales sont induites par l'imposition d'un 

flux de masse constant f , et a = 1 indique une convection induite par les effets Soret pour 

laquelle le transfert de matiere au sein du melange binaire est du a la formation d'un 

gradient de concentration induit par un gradient thermique. 
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H' 

Figure 2 .1 : Representation schematique de la cavite contenant le fluide binaire 

2.2 Hypotheses simplificatrices 

Comme dans la majorite des etudes portant sur la convection naturelle, quelques 

approximations sont considerees afin d'obtenir une formulation simple du modele 

mathematique. Les approximations suivantes sont utilisees dans cette etude : 

1. Le probleme est bidimensionnel. On suppose que la profondeur de la cavite dans 

la troisieme dimension W (parallele a l'axe Z) est suffisamment grande par rapport 

aux autres dimensions (WIH' etWIL'»1) pour que les effets de bouts 

deviennent negligeables. 

2. Le fluide dans la cavite etudiee est considere newtonien et incompressible. De plus , 

on suppose que le travail induit par les forces visqueuses est negligeable. 

3. L'ecoulement etudie est laminaire. 

4. Le transfert de chaleur par rayonnement est negligeable. 
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5. II n'y a pas de sources internes de chaleur ou de masse dans le probleme etudie et il 

n'y a aucune reaction chimique. 

6. Les proprieties thermo-physiques sont constantes et sont evaluees a la temperature 

et a la concentration de reference. 

7. La densite du fluide varie avec la temperature et la concentration selon l'hypothese 

de Boussinesq. 

2.2.1 Hypothese de Boussinesq 

Cette hypothese est utilisee pour la simplification de l'equation d'etat du fluide. 

Normalement, dans les problemes de fluides incompressibles les variations de densite au 

sein du fluide sont faibles. Par consequent, les variations de la masse volumique peuvent 

etre negligees partout, sauf dans le cas de la convection naturelle ou elles constituent le 

moteur du mouvement du fluide. L'hypothese de Boussinesq suppose que la densite du 

fluide dans le terme des forces volumiques varie lineairement avec la temperature et la 

concentration. Pour un fluide binaire l'hypothese de Boussinesq conduit a la relation 

suivante {Gray et Giorgini(1975)) : 

P = Po^-fir(T'-T0
r)-MN-N0)] (2.1) 

ou po est la densite du fluide mesuree a la temperature de reference To et a la 

concentration de reference N0. De plus, T' et N representent respectivement la 

temperature et la concentration de la solution en un point donne du systeme. 
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Dans l'equation (2.1), P'T et /3N sont les coefficients d'expansion volumique 

thermique et solutale du fluide, respectivement. lis sont represented par les relations 

suivantes : 

~ \oT Jp.iN po Po \dNJp,x 

En general, pour la plupart des fluides, une augmentation de la temperature resulte 

en une diminution de la densite du fluide. Ceci resulte du fait que le coefficient d'expansion 

volumique thermique /?r est normalement positif pour tous les fluides, sauf l'eau entre 0°C 

et 4°C. Cependant, fiN peut etre negatif ou positif selon le solute considere. 

L'hypothese de Boussinesq est valable quand les variations de la densite sont 

inferieures a environ moins de 10% de grandeur de la densite moyenne (Ap/p< 0.1). 

2.3 Equations differentielles regissant l'ecoulement 

Dans cette section nous allons etablir les equations de base regissant notre 

probleme. La resolution d'un probleme de convection naturelle consiste en la 

determination des champs de vitesse, de temperature et de concentration en chaque point 

du domaine occupe par le fluide. 

2.3.1 Convection en milieu fluide binaire 
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Dans notre probleme ou la cavite horizontale est remplie d un fluide binaire, les 

equations de base regissant l'ecoulement et les transferts de chaleur et de masse sont 

donnees respectivement par les equations suivantes: 

2.3.1.1 Equation de continuite 

En considerant le milieu fluide comme un milieu continu, le principe de la 

conservation de la masse permet d'etablir l'equation de continuite suivante pour un fluide 

incompressible : 

V. V' = 0 (2.3) 

Les variables u' et v' sont les composantes du champ de vitesse V ( x ' , y ) dans les 

directions x' et y' respectivement. 

2.3.1.2 Equation de conservation de la quantite de mouvement 

Selon la theorie de l'ecoulement de fluides homogenes en presence du champ 

gravitationnel terrestre, l'equation de conservation de quantite de mouvement pour la 

convection thermique et massique s'ecrit comme ci-dessous, (voir par exemple Ouriemi et 

al. (2006)). 

p (V'.VV') = -VP' + ju V2T+ pg[ft(T'-T:) + j3N(N-N0)] (2.4) 
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ou V'(u',v') est le champ de vitesse, p est la densite de fluide, P' est la pression, et 

g = (0, g) represente le vecteur de champ de gravite terrestre. 

2.3.1.3 Equation de conservation de Penergie 

Le principe de conservation d'energie conduit a l'equation de l'energie dans laquelle 

la dissipation visqueuse est negligee : 

pcf 
dT' 
—+(r.v)r 
at' 

= kf V2T' (2.5) 

ou Cf est la capacite thermique de fluide, t' est le temps, et kf est la conductivite 

thermique de milieu fluide. 

2.3.1.4 Equation de conservation de l'espece 

Pour la mise en equations d'un probleme de convection thermo-solutale il est 

necessaire de considerer la conservation de l'espece. Cette equation est donnee par : 

^ + (V'.V)N= DV2N + aD'N0(l-N0)V
2T' (2.6) 

ou a est un nombre reel tel que, a = 0 pour une convection doublement diffusive pour 

laquelle les forces solutales dans le milieu fluide sont induites par l'imposition d'un flux de 

masse constant j " , et a — 1 pour une convection induite par les effets Soret pour laquelle le 

transfert de matiere au sein du melange binaire est du a la formation d'un gradient de solute 
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induit par un gradient thermique. D et D' sont la diffusivite massique de la concentration 

et le coefficient de l'effet de diffusion thermique (thermo-diffusivite) respectivement. 

2.3.2 Conditions aux frontieres 

Le probleme reste incomplet sans l'introduction des conditions aux frontieres que 

nous allons specifier ci-dessous. Les conditions aux frontieres associees au probleme d'une 

couche de fluide binaire confinee par les frontieres poreuses peuvent etre regroupees selon 

quatre categories, a savoir : (i) Les condition aux frontieres hydrodynamiques, (ii) Les 

condition aux frontieres fhermiques, (iii) Les condition aux frontieres massiques, et (iv) La 

condition de Beaver-Joseph a l'interface entre un milieu fluide et une frontiere poreuse. 

2.3.2.1 Conditions aux frontieres hydrodynamiques 

On impose des conditions d'impermeabilite sur toutes les parois de la cavite. Sur les 

parois verticales solides, il en resulte que la vitesse du fluide est nulle dans les deux 

directions de x' ety'. Cependant, sur l'interface entre le fluide et les couches poreuses 

horizontals la condition de glissement de Beaver-Joseph permet au fluide d'avoir une 

composante de vitesse horizontale. Les conditions hydrodynamiques sont alors enoncees 

comme suit: 

x' = ±L'/2 w' = v' = 0 (2.7) 

y' = ±H'/2 v' = 0 (2.8) 
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2.3.2.2 Conditions aux frontieres thermiques 

Dans le present probleme, les parois verticales sont maintenues adiabatiques tandis 

que les parois horizontales sont soumises a un flux de chaleur constant. Les conditions 

thermiques prennent alors la forme suivante: 

x' = ±L'/2 dT'/Bx' = 0 (2.9) 

y' = ±H'/2 dT'ldy' = -q'lkf (2.10) 

2.3.2.3 Conditions aux frontieres massiques 

Dans notre probleme un flux de concentration est pose sur les parois horizontales. 

Les conditions massiques a partir de la concentration sur les parois solides prennent done la 

forme : 

8N 
*> = ±L'/2 | 1 = 0 (2.11) 

ox 

y-±H'/2 w_^_a | ^ 
dy pD D 8y 
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2.3.2.4 Condition de Beavers-Joseph 

La condition de Beavers et Joseph (1967) est un modele pour l'interface entre les 

milieux fluide et poreux. Dans ce modele, le changement de vitesse horizontale du fluide 

(w') dans la direction y' (perpendiculaire a l'interface fluide-poreux) est proportionnel a la 

difference de vitesses induites a chaque cote de l'interface. La forme generale de cette 

condition peut s'ecrire comme : 

— = " ( „ ' - „ ' ) (2.13) 
8y' VZ p) K ; 

ou u et u'p representent les composantes horizontals de la vitesse dans le fluide et dans le 

milieux poreux respectivement, K est la permeabilite de l'interface poreux, et a est une 

constante adimensionnelle du materiau poreux , qui s'appelle le parametre de glissement. 

Dans cette etude nous considerons que l'epaisseur des couches poreuses est 

infinitesimale. Cela nous permet de mettre la vitesse dans la couche poreuse egale a zero, 

i.e. u' — 0 . Par consequent, les conditions de Beavers-Joseph appliquees en haut et en bas 

de la cavite conduisent aux relations suivantes : 

y'-H'12 %~fe (2',4) 
y'-H',2 ^--<V (2,5) 
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Nous constatons que les parametres de glissement en bas et en haut de la cavite, 

sont differents et donnes respectivement par ax et a2 • 

2.4 Formulation adimensionnelle 

L'adimensionnalisation du probleme consiste a transformer les variables 

dependantes et independantes en des variables sans dimensions, c'est-a-dire qu'elles seront 

normalisees par rapport a certaines valeurs caracteristiques. Cela permet de specifier les 

conditions d'ecoulement avec un nombre restreint de parametres et faciliter la 

comparaison entre les resultats numeriques, analytiques et experimentaux. 

Pour mettre les equations precedentes sous une forme adimensionnelle, nous 

introduisons les variables adimensionnelles suivantes : 

\x,y) = (x'll\y'lf) 

(u,v) = (u'lu ,v'lu ) 

P=P'/P* 

• t = t'lt (2.16) 

T_(T'-K) 
AT' 

S=(N-NJ 

AN' 

ou / ,P , t et u sont la longueur, la pression, le temps et la vitesse caracteristique, 

respectivement. Ces grandeurs sont definies comme suit: 
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' \2 

T=H' 
P'=p0(af/H') 

i=afIH'2 

u ~aflH' 

(2.17) 

En plus, AT' et AN' sont des differences caracteristiques de temperature et de 

concentration, respectivement. La difference caracteristique de temperature AT' — q'H'I'k, 

est choisie de facon a etre representative de la difference de temperature causee par la 

conduction pure. La difference caracteristique de concentration pour la convection 

massique est donnee par AN'= j'H'ID pour le cas de la double diffusion, et 

/ W = N0 (1 - N0 )AT'D ' /D pour le cas de la convection massique causee par l'effet Soret. 

2.4.1 Equations de base adimensionnelles 

En introduisant les variables adimensionnelles (2.16) dans les equations (2.4), (2.5) 

et (2.7), les equations de conservation adimensionnelles s'obtiennent comme suit: 

r)V2W r)T r)^ 
^-^- - JQ¥, V2xF) = Pr V4vF - Pr Ra(— + <p —) 

dt dx dx 

dT 

dt 

dS_ 

dt' 

•JQi',T) = V2T 

•JC¥,S) = ~(V2S-aV2T) 
Le 

(2.18) 

(2.19) 

(2.20) 
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ou ¥ est la fonction de courant definie par u = dx¥/dy et v = -dx¥ /dx de telle facon 

que l'equation de continuite est automatiquement satisfaite. J est l'operateur Jacobien 

defini par J{f,g) = fxgy -fygx . 

Dans les equations ci-dessus nous notons la presence de cinq parametres 

caracteristiques a savoir ?r = v/af , le nombre de Prandd, Ra = g^AT'H'31 afv le 

nombre de Rayleigh; (p = fiNAN I f5'ThT' est le rapport des forces de volumes massique et 

thermique, Le = af ID est le nombre de Lewis, et le parametre a est un nombre entier 

qui peut etre 0 ou 1, selon la definition du probleme. 

2.4.2 Conditions aux frontieres adimensionnelles 

Les conditions aux frontieres hydrodynamiques, thermiques et massiques imposees 

au systeme sont donnees par les equations (2.7) a (2.12). Les conditions aux frontieres 

hydrodynamiques donnees par les equations (2.7) et (2.8) sous la forme adimensionnelle et 

en termes de la fonction de courant s'ecrivent comme suit: 

x = +A/2 d¥/dx = dx¥/dy = ¥ = 0 (2.21) 

j> = ± l / 2 d¥/dx = ¥ = 0 (2.22) 

La forme adimensionnelle des conditions aux frontieres thermiques des equations 

(2.9) et (2.10) est : 
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x = ±A/2 dT/8x = 0 (2.23) 

y = ±l/2 dT/dy = -l (2.24) 

Les conditions aux frontieres massiques donnees par les equations (2.11) et (2.12) 

sous la forme adimensionnelle s'ecrivent comme suit: 

8S 
x = ±A/2 — = 0 (2.25) 

dx 

y = ±l/2 ^ . = (a-i) + a K (2.26) 
oy dy 

2.4.3 Condition de Beaver-Joseph adimensionnelle 

Cette condition exprime la relation essentielle pour obtenir la fonction de courant 

dans la situation de glissement horizontal sur les interfaces du fluide avec les couches 

poreuses minces en bas et en haut. Les conditions Beavers-Joseph donnees par les 

equations (2.14) et (2.15) sous la forme adimensionnelle et en terme de fonction de courant 

s'ecrivent comme : 

- - 1 / 2 J 2 v F _ 1 <F¥ 

dy1 Da[ dy 

. d2x¥ _ 1 d*¥ 

dy2 Da2 dy 



A partir des equations ci-dessus, nous remarquons l'apparition des nombres de 

Darcy modifies Dax — si Da I ax et Da2 = y/Da I a2, qui controlent les effets du nombre 

de Darcy, Da, caracterisant le milieu poreux et le parametre de glissement a . Le 

parametre de glissement a est une variable physique qui depend de la structure et de la 

porosite de la couche poreuse a l'interface avec le fluide. Selon {Beavers et Joseph (1967)) 

a peut varier entre 0.1 et 4, selon les materiaux. Par consequent, dans la presente etude, 

l'effet de a a ete examine pour un domaine compris entre 0 < a < 10. En outre, afin de 

ne pas violer le modele de Darcy, les valeurs du nombre de Darcy ont ete limitees a 

10"s < Da <10 . Avec ces valeurs, l'eventail de la variation du nombre de Darcy modifie 

s'etend de presque zero a l'infini. 

2.4.4 Transfert de chaleur et transfert de masse 

On s'interesse dans la presente etude au calcul des taux de transfert de chaleur et de 

masse. Ces taux sont exprimes par les nombres de Nusselt et de Sherwood. Dans notre 

probleme, la cavite est soumise a des flux de chaleur et masse verticaux par unite de 

surface; on definit des nombres de Nusselt et de Sherwood verticaux, evalues a x = 0 

comme suit: 
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C H A P I T R E III 

S O L U T I O N A N A L Y T I Q U E 

3.1 Introduct ion 

Dans cette section le developpement d'une solution analytique basee sur 

l'approximation d'un ecoulement parallele, est presente. Dans le chapitre precedent le 

systeme d'equations regissant les phenomenes d'ecoulement, de transfert thermique et 

massique a ete etabli. Comme discute dans le deuxieme chapitre, ce systeme est compose 

d'equations differentielles aux derivees partielles non lineaires, et la resolution d'un tel 

systeme de maniere analytique demeure extremement compliquee, voir impossible. Un 

modele simplifie peut etre neanmoins obtenu pour le cas limite d'une cavite de grande 

extension (A>>1). Ce modele est une excellente approximation pour les champs de vitesse, 

de temperature et de concentration de l'ecoulement resultant. La solution permet egalement 

d' obtenir une description quantitative des transferts de chaleur et de masse impliques. 

L'approximation de l'ecoulement parallele a ete utilisee dans le passe par Cormack 

et al. (1974) et par Bejan et Tien (1978) pour l'etude de la convection naturelle dans une 

cavite rectangulaire horizontale chauffee par les cotes. En utilisant cette approximation, il a 

ete montre que l'ecoulement a l'interieur de la cavite se decompose en trois regions, a 

savoir : un ecoulement parallele au centre de la cavite, et un ecoulement tournant a 180° 

aux deux extremites de la couche. 
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Une approche similaire a ete utilisee successivement par Trevisan et Bejan (1985) 

Alavyoon (1993) et Alavyoon et al. (1994) qui ont considere l'approximation de l'ecoulement 

parallele combine a l'approche integrale pour l'etude des problemes de double diffusion au 

sein d'une cavite verticale chauffee et salee par des flux de chaleur et de masse constants. 

Sen et al. (1987), Vasseur et Robillatd (1987), et Matnou et al. (1995) ont aussi utilise cette 

methode pour l'etude de la convection naturelle dans des couches fluides ou poreuses 

soumises a differentes conditions aux frontieres. Recemment, Ouriemi et al. (2005) ont 

etudie la convection naturelle d'un melange binaire confine dans une cavite longue 

legerement inclinee, alors que Lamsaadi et al. (2008) ont considere la convection naturelle 

dans une cavite horizontale soumise aux flux de chaleur verticaux et horizontaux et remplie 

de fluides non-newtoniens. 

Dans ce chapitre, l'approximation de l'ecoulement parallele est appliquee au cas 

d'une cavite a grande extension, soumise a des flux de chaleur et de masse sur les parois 

horizontales. Afin de valider cette solution, un code numerique est developpe dans le 

chapitre suivant. 

3.2 Concept de l'ecoulement parallele 

Le concept de l'ecoulement parallele consiste a supposer que dans une cavite de 

grande extension (A>>1), l'ecoulement engendre peut etre decompose en trois zones. Ces 

dernieres consistent en deux regions a l'extremite de la cavite dans lesquelles l'ecoulement 

tourne a 180° et la region centrale de la couche dans laquelle l'ecoulement est parallele 
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relativement aux longues parois de la cavite. Pour le cas de convection thermique et 

massique dans une couche fluide confinee par les parois poreuses, ceci permet de negliger 

la composante de la vitesse perpendiculaire aux parois horizontales, de telle sorte que : 

v = 0 (3.1) 

u = u(y) (3.2) 

Les profils de la temperature et de la concentration sont alors donnes par la somme 

d'un terme definissant une variation longitudinale lineaire et d'un autre terme donnant la 

distribution transversale : 

V(x,y) = V(y) (3.3) 

S(x,y) = Csx + Os(y) (3.4) 

T(x,y) = CTx + 0T(y) (3.5) 

ou CT et Cs representent des constantes inconnues a determiner. Ces dernieres expriment 

les gradients de temperature et de concentration adimensionnels dans la direction x. 6T et 

&s sont respectivement les fonctions de temperature et de concentrations 

adimensionnelles. 
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3.3 Equations de base simplifiees 

En utilisant les approximations precedentes les equations de base (2.18)-(2.20) pour 

la convection dans le fluide binaire confine par les parois poreuses deviennent: 

d4y¥ 
—T = RaT{CT + (pCs) 

dV d dm 

dy dy 

cT¥ _ J_ 
'~Le dy 

d 6V d 6T 
• — a-

dyz dy1 

(3.6) 

(3.7) 

(3.8) 

3.4 Solution generate de la fonction de courant et de la temperature 

La solution des equations (3.6)-(3.8), satisfaisant les conditions aux limites 

hydrodynamiques (2.22), thermiques (2.24), et massiques (2.26) combinees avec les 

conditions de Beavers-Joseph (2.27) et (2.28) est donnee par: 

Y = ¥ 0 ( 4 / - 1 X 4 / -2LX -%L2y + \) 

^ C 9T =-^iy(4Sy4 -101,(4/ -3)-60Z2(2/ -y)-\S)-y 
15 

(3.9) 

(3.10) 

gJ =
 y ° ( C ^ + flQ)y(48/-10A(4/-3)-60Ia(2y-y)-15)-y (3.11) 
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ou 

*F0 =l5Ra°T(CT +^C s ) / 8 (3.12) 

Le nombre de Rayleigh RaT intervient par le biais de la definition 

ft / S UP S UP **/* /-» 

RaT = RaT I Ra0 ou Ra0 = 720 . La contribution des deux nombres de Darcy modifies se 

manifeste dans les termes de Lx et L2 definis comme suit: 

Lx = (36DaxDa2 + 6(Dax +Da2) +1) l(UDaxDa2 + 4(Dax +Da2) +1) (3.13) 

L2 = -{Da[ -Da2)l(\2DaxDa2 +4(Dax +Da2) + l) (3.14) 

L'effet de l'ecoulement qui tourne dans les regions aux limites de la cavite est 

obtenu en faisant un bilan global de l'energie et de la concentration dans un volume de 

controle applique aux extremites de la cavite (voir Matnou et al. (2001) par exemple). 

3.5 Evaluation des constantes CT , Cs et XVQ 

Les coefficients CT et Cs sont definis comme etant des gradients de temperature 

et de concentration horizontaux. lis dependent du nombre de Rayleigh RaT, des nombres 

de Darcy modifies Dax et Da2, et des conditions aux frontieres thermiques et massiques. 

Pour determiner ces coefficients, on integre les equations (3.10) et (3.11) sur le volume de 

controle (voir appendices A et B), tout en tenant compte des conditions aux frontieres. 
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3.5.1 Evaluation de CT 

reintegration de l'equation d'energie sur le volume de controle mene a : 

jV.V 6Tdv = fr.V0Tdv (3.15) 

En utilisant le theoreme de Gauss, l'integrale de volume (3.15) est convertie en une 

integrale de surface Q , a savoir: 

ft 0Tds = J0TVds (3.16) 
n n 

En faisant le bilan (voir annexe A) on peut montrer que: 

+1/r2 d*¥ 
CT = ——6Tdy 

-1/2 dy 

(3.17) 

En substituant les equations (3.9) et (3.10) dans l'equation (3.15) on obtient alors: 

B *¥ 
C = -l + B^l 

(3.18) 

ou: 

B = 
A(^AT2 192 T 96 T2 0 ^ 

45 V 7 7 
(3.19) 

et 

5 2 = 4 ( V 3 - l / 5 ) (3.20) 



3.5.2 Evaluation de Cs 
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En suivant la meme demarche qu'a la section 3.5.1, et en considerant l'appendice B, 

on obtient: 

aCT (£e + l) + ( l - a ) £ 2 £ e ¥ 0 

l + B,Le2y¥2 c —iv / - v - - v - 2 ~ - „ ( 3 2 1 ) 
5 1 • ^ L e 2 ^ 

Selon les equations (3.18) et (3.21) les constantes CT et C5 dependent de la 

constante de fonction de courant ^ qui est detlnie par l'equation (3.12) et s'evaluant en 

fonction de CT,CS, RaT et <p. 

3.5.3 Evaluation de *F0 

Les equations (3.12), (3.18) et (3.21) forment un systeme de trois equations et trois 

inconnues a savoir *?„, CT et Cs. La substitution des expressions de CT et Cs dans 

l'expression deW0 nous donne l'equation suivante, de la forme d'un polynome de 

cinquieme degre: 

¥ 0 [(B?Le*)V4
0-(B?Le2)dX-d2/4] = 0 (3.22) 

ou: 

dx=Bx —Ra°TB2 (Le2 + (pLe{\ - a)) -Le2-\ (3.23) 
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d2 = 4B?Le2 —Ra°TB2 (1 + (p(a + Le)) -1 
8 

(3.24) 

La solution de l'equation (3.22) est trouvee analytiquement et peut etre exprimee 

comme ceci: 

2RLe 
A-^±4d^72f

2 M (3.25) 

3.6 Rayleigh supercritique et Rayleigh souscritique 

L'equation (3.25) indique que dans le cas general le probleme admet cinq solutions 

differentes. Dans cette expression, la solution YQ = 0 represente la conduction pure a l'etat 

de repos et les quatre autres solutions correspondent aux solutions convectives. Dans 

l'equation (3.24), le signe (± ) a l'exterieur des parentheses, indique que le sens de rotation 

de l'ecoulement peut etre horaire ou antihoraire. De plus, le signe ( + ) a l'interieur des 

parentheses implique qu'il existe deux solutions convectives possibles de differentes 

amplitudes. Comme discute dans le chapitre suivant, nous avons trouve numeriquement 

que la solution avec le signe + etait stable (pouvant etre entretenue), alors que celle avec le 

signe - etait instable. D'un point de vue mathematique, une solution convective existe 

seulement si les expressions dans les racines sont simultanement positives, dans le cas 

contraire, la seule solution possible est celle correspondant a l'etat de repos du fluide 

( ^ 0 = 0 ) . 



En etudiant le signe des expressions dx + Jdx + d2 et dx +d2, on constate qu'il 

existe deux types de bifurcations : 

Le premier est une bifurcation supercritique dont le seuil de convection se produit 

avec une amplitude nulle C¥0 = 0 ) . Le nombre de Rayleigh supercritiquei?asup, pour le 

debut de mouvement de l'etat de repos est obtenu, quand les conditions dl < 0 et d2-0 

sont satisfaites: 

Ra«p= ^2 (3.26) 
Tr (l + (p(a + Le)) K TC 

ou 

R0=SRas^p/l5B2 (3.27) 

La seconde bifurcation est une bifurcation souscritique pour laquelle le seuil de 

convection se produit avec une amplitude finie ( Y Q ^ O ) . Le nombre de Rayleigh 

souscritique, qui marque le seuil de la convection, est determine pour les conditions 

dx
2 +d2=0 et fifj > 0 (vokMamou et al. (2001)). On obtient alors: 

Rasous=-
W + Le) 

Le[l + <p(l-a)] (3_28) 
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3.7 Les taux de transfert de chaleur et transfert de masse 

Le taux de transfert thermique (nombre de Nusselt) est obtenu en substituant les 

valeurs de temperature (en bas et en haut de la cavite) selon l'equation (3.10) dans 

l'equation (2.29). Le nombre de Nusselt prend la forme generale suivante: 

Nu = (3.29) 
\-B2VaCT 

YJA. valeur du taux de transfert massique peut aussi etre trouvee en substituant les 

valeurs de la concentration (en bas et en haut de la cavite) selon l'equation (3.11) dans 

l'equation (2.30) : 

Sh = (3.30) 
\-B2^0(CsLe + aCT) 

3.8 Verification de la solution analytique 

La solution analytique deja mentionnee peut etre verifiee grace aux cas particuliers 

obtenus lors des etudes precedentes. 

3.8.1 La couche fluide confinee par deux parois solides horizontales 

Pour cette situation, la condition relative est Dax —> 0 et Da2 —» 0. On obtient 

tout d'abord les valeurs de Lx=\, L2=0, ^ = 1 2 8 / 3 1 5 , 5 2 = 8 / 1 5 et R0=720. 
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Ensuite, la substitution de ces constantes dans les equations (3.9)-(3.11) resulte en la 

solution obtenue auparavant par Ouriemi et al. (2005) : 

^ . = - ^ ^ ( 4 8 / - 4 0 / + 1 5 ) - > ; (3.32) 

ou ¥ „ est donne par l'equation (3.25). Les constantes CT et Cs peuvent etre evaluees en 

substituant les valeurs de Bx et B2 dans les equations (3.18) et (3.21) comme suit: 

QVT/ 

Q = Tjo (3-34) 
15 (1 + — ¥ ) 

V 315 o) 

aCT{Le + \) + {\-a)—LexV0 

Cs = T~o ~ (3-35) 
l + ^LeW 

315 ° 

3.8.2 La couche fluide limitee par une paroi solide et une surface libre 

Cette condition est indiquee avec Da: —> 0 et Da2 —> oo (ou bien avec Dax —> oo 

et Da2 —»0). Les constantes resultante sont alors donnees par Z , = 3 / 2 , Z 2 = : l / 4 , 

B^ = 6 0 8 / 3 1 5 , B2-6/5 et R0 = 3 2 0 . Cette solution est un cas particulier de probleme 

etudie par Mahidjiba et al. (2006), qui consiste en la convection naturelle dans une couche 

fluide binaire causee par des forces de cisaillement appliquees sur la surface de la couche 
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fluide et de l'effet Soret. La solution generale de fonction de courant, du profil de 

temperature et du profil de concentration prend alors les formes suivantes : 

V = 2V0(4y2-l)(2y + l)(y-l) (3.36) 

dT=^-y(4Sy4-l5(y + 2)(2y2-l))-y (3.37) 

0S = ^°{Cs\e
5
 + aCT) y(^/ -\5(y + 2)(2/ -\))-y (3.38) 

En suivant la meme methode que celle de la section 3.8.1, la valeur de *¥ Q et celles 

des constantes CT et Cs peuvent etre evaluees: 

CT= 77^ (3.39) 
5 (1 + — ¥ . ) 

V 315 o) 

aC^Le + ̂  + il-^-Le^Q 

C* = 608 ( 3 ' 4 0 ) 608 

315 ' 

3.8.3 La couche fluide limitee par deux surfaces libres 

Cette situation se produit quand Dax -> oo et Da2 —> oo . Cela conduit a Lx - 3 , 

L2=0, .ffj = 3 9 6 8 / 3 1 5 , i?2 = 16 / 5 et 1^=120. Pour cette situation, qui n'est pas encore 

etudiee, nous avons obtenu la solution analytique suivante : 

Y = ^ 0 ( 4 / - l ) ( 4 / - 5 ) (3.41) 
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0r=^&y(4*y4-12Oyi + 75)-y (3.42) 

0S ^GiCsL* + aCT)y(A%/-mf + 15)-y (3.43) 
15 

Dans tous les cas, le Rayleigh supercritique et le Rayleigh souscritique peuvent etre obtenus 

respectivement par les equations (3.26) et (3.28). Les taux de transfert thermique et de 

transfert massique peuvent aussi etre evalues selon les equations (3.29) et (3.30). 
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CHAPITRE IV 

SOLUTION N U M E R I Q U E 

4.1 Introduction 

L'approche utilisee dans cette these, pour resoudre numeriquement le present 

probleme, est basee sur la technique des volumes de controle. Cette methode qui consiste a 

transformer un probleme exact et continu en un probleme approche et discret a ete 

largement utilisee, dans le passe, pour resoudre les problemes de convection naturelle dans 

une geometrie simple. Sa puissance et sa grande simplicite de mise en ceuvre ont fait qu'elle 

est a l'origine de la majorite des codes de calcul commerciaux. La methode des volumes de 

controle consiste, tout d'abord, a decouper le domaine physique par un maillage 

(discretisation) en un nombre fini de petits volumes limites par des nceuds, identities 

chacun par un couple d'indices (i;j) (maille), qui ne se superposent pas et remplissent tout 

le domaine etudie sans laisser d'interstices. Ainsi, on calcule les valeurs de la temperature, 

de la concentration et de la fonction de courant et sur chaque nceud, en resolvant les 

equations gouvernantes (2.18) a (2.20), etablies au chapitre II. 

Le choix du maillage doit satisfaire l'hypothese que l'information aux nceuds doit 

etre suffisante pour decrire la solution dans le domaine entier. La deuxieme etape est la 

discretisation du probleme exact sur ce maillage, qui conduit a un probleme moins difficile, 

dit probleme approche du probleme exact. Le principe de la methode des volumes finis 
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consiste a integrer tous les termes de l'equation a resoudre dans chacun des elements du 

volume entier, chacun de ces elements constituant un volume de controle individuel. 

Dans cette etude un maillage uniforme decale a ete utilise pour obtenir la solution 

numerique (figure 4.1) afin d'ecarter les solutions non physiques. Autrement dit, les 

composantes de la vitesse sont calculees aux interfaces des volumes de controle, alors que 

la pression, la temperature et la concentration sont evaluees au centre des volumes. Les 

equations discretisees ont ete derivees en integrant d'abord dans chaque volume de 

controle et ensuite en utilisant les differences centrees pour calculer le flux et les differences 

de toutes les variables pour la discretisation dans le temps. 

' = m 9 
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?•• o-
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Figure 4 .1 : Maillage et distribution des nceuds sur le volume de controle. 
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4.2 Discretisation des equations 

A l'interieur du domaine discretise, les derivees partielles de premier et deuxieme 

ordre sont approchees selon un schema aux differences finies centrees. A un nceud (i,j) les 

derivees par rapport a x et y sont donnees par : 

v. 
dx 

_ Ji+l,j ~ Ji-l,j 

i,J 
2Ax 

(4.1) 

dy 

n+l 

>,J 
2A^ 

(4.2) 

d2f 
dx2 

__ Jt+lJ ~ JiJ Ji-lJ 

(Ax)2 
(4.3) 

d2f 
dy2 

B+l y'fl+1 r\ rn+\ . rn+i 

i,j+\ LJi,j "*" Ji,j-l (4.4) 

ou /des igne :G),y/, T ou S. 

Sur le pourtour du domaine, les derivees partielles qui expriment les conditions aux 

frontieres sont discretisees avec un schema aux differences finies decentre en amont 

(forward) ou en aval (backward), avec un degre de precision de deuxieme ordre, a savoir : 

en amont : 
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8x 

»+i 
_ Ji+hj J'+2,j J'J 

2Ax 

«+i 

(4.5) 

<5y 

n+l /i /-n+l . rn+\ o /"«+ 
•Aj+l JiJ+2 ~ A y 

2Ay 
(4.6) 

et en aval: 

3x 

n+l 

'../ 

_f£j-4f,%j+3f,: 
2Ax 

B+l 

(4.7) 

«+i .„+i r/i+1 

'.7 
2Ay 

(4.8) 

La derivee dans le temps est approximee par une discretisation implicite du premier 

ordre, c'est-a-dire : 

dt 

n+l 

'J 

~n+l „n 

Ji,j ~ J'.j 

At 
(4.9) 

La resolution des equations discretisees est basee sur la technique ADI (methode 

implicite aux directions alternees) a chaque pas de temps. Cette methode divise un pas de 

temps en deux : dans le premier demi pas, le systeme est resolu implicitement dans la 

direction x et explicitement dans la direction y . Dans le second demi pas, la procedure est 

inversee. Pur obtenir plus de details sur la procedure numerique utilisee ici, on peut se 

referer a la these de Mamou (1993). 



Algorithme de calcul 

Pour chaque pas de temps, la procedure de calcul suivante est utilisee pour calculer 

champs de vitesse et de concentration: 

1. Initialiser les champs de la temperature, de la concentration, de la vorticite et de 

la fonction de courant par l'utilisation de la solution au temps precedent. 

2. Calculer u et v a partir de la fonction de courant. 

3. Calculer la vorticite utilisant u, v et l'equation de vorticite. 

4. Calculer la fonction de courant grace a la vorticite et a l'equation de fonction de 

courant. 

5. Resoudre les equations de l'energie et calculer le champ de temperature avec la 

methode ADI. 

6. Resoudre les equations de concentration et calculer le champ de concentration. 

7. Retourner a l'etape 2 et repeter les operations 2-6 jusqu'a obtenir la convergence. 

8. Passer a l'etape de temps suivante et retourner a l'etape 2. Repeter les calculs 

jusqu'a l'obtention de la solution permanente ou de la solution transitoire etablie. 
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4.4 Critere de convergence 

Le regime permanent est atteint lorsque le critere de convergence suivant est 

satisfait pour chaque quantite et a tous les points du maillage, c'est-a-dire lorsque la 

difference des valeurs obtenues est suffisamment petite pour que son calcul n'introduise 

pas de changement appreciable : 

s-
f -fk-
J i,j J i,j <10"6 (4.10) 

ou / est l'une des variables physiques u , v , T et S et k represente la ke iteration. 

4.5 Effet du maillage 

Le tableau 4.1 montre l'influence du maillage sur la precision des resultats obtenus 

pour les valeurs de la fonction de courant maximum, du nombre de Nusselt et du nombre 

de Sherwood. On constate que l'influence du maillage devient negligeable a partir d'un 

maillage de 81x21 pour une cavite allongee selon un rapport de forme A=6. 
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Tableau 4 .1: Effet du maillage 

q> = 0.2, Le = 2,RaT = 2000,^ = 6,a = 0,Z)a* = Da2 = 0 

«x21 

max 

Nu 

Sh 

21x21 

2.387 

1.912 

2.684 

41x21 

2.289 

1.914 

2.683 

61x21 

2.395 

1.914 

2.683 

81x21 

2.397 

1.914 

2.683 

101x21 

2.397 

1.914 

2.683 

a) V 

b) Y 

Figure 4.2 
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c) co 

d) T 

e) S 

Figure 4.2 : Les resultats de solution numerique avec le maillage 81x21, pour le cas 

(p = 0.2, Le = 2,RaT = 2000, A = 6,a = 0,Dal =Da*2=0 
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4.6 Validation du code 

Le programme que nous avons elabore pour resoudre les equations a ete valide 

dans le passe par Alloui et al. (2007) en prenant comme references certaines etudes 

numeriques disponibles dans la litterature. Les resultats de Matnou et al. (2001), obtenus 

dans le cas d'une cavite rectangulaire contenant un fiuide binaire, ont ete utilises comme 

reference pour tester notre code numerique concernant le milieu fiuide. La comparaison 

des champs de fonction de courant, de temperature et de concentration, ainsi que le 

nombre de Nusselt et le nombre de Sherwood presente une bonne concordance. 

Tableau 4.2 : Comparaison de nos resultats avec Matnou et al. (2001)pour RaT — 4 x 104 

cp = -^flO /4,Le = JlO,RaT = 4 x l 0 4 , ^ = l.5,a = 0,Da* = Da2 = 0 

max 

min 

Num 

SK 

Mamou et al. (2001) 

10.126 

-10.126 

2.546 

3.741 

Presente etude 

10.213 

40.213 

2.551 

3.742 
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Figure 4.3 : Comparaison de nos resultats avec ceux de Mamou et al. (2001), pour le cas 

cp = -VToIA,Le = yJlO,RaT = 4xl04,A = l.5,a = 0,Dc£ = Da2 =0 
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CHAPITRE V 

ANALYSE D E STABILITE LINEAIRE 

5.1 Introduction 

Ce chapitre est consacre a l'etude de la stabilite lineaire du probleme defini au 

chapitre II. Ce probleme est resolu numeriquement par la methode numerique expliquee au 

chapitre precedent. Dans ce chapitre, on s'interesse principalement a la prediction des 

nombres de Rayleigh critiques correspondant au seuil de la convection et a la nature des 

mouvements convectifs associes. Les couches infinie et confinee sont considerees dans ce 

chapitre pour determiner le critere de 1'apparition de la convection oscillatoire. 

Dans le cas d'une couche horizontale soumise a diverses conditions aux limites, 

plusieurs auteurs comme Nield (1967) Taunton et al. (1972), Huppert et Moore (1976) da 

Costa etal. (1981) Platten et Logros (1984) Poulikakos (1986) Nield et Bejan (1992) Mamou 

et al. (1995); Mamou et al. (2001) et Bahloul et al. (2003); Prud'homme et Hung Nguyen 

(2002) ont montre l'existence de nombres de Rayleigh supercritiques caracterisant le seuil de 

la convection. Le regime de la convection surstable et ses conditions d'existence a ete 

etudie par ces auteurs. 

Nield (1983) a utilise la condition de Beavers et Joseph a l'interface du milieu fluide 

et milieu poreux afin d'etudier la stabilite lineaire thermique d'un systeme compose de 

deux couches (fluide et poreuse) superposees. Ulterieurement, la majorite des etudes de la 
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stabilite lineaire ont ete faites en utilisant la meme condition aux interfaces fluide-poreux 

que celle de Chen et Chen (1988). 

5.2 Theorie de la stabilite lineaire 

Pour determiner le nombre de Rayleigh critique ainsi que la structure de 

l'ecoulement au seuil de la convection, nous utilisons l'approche de la stabilite lineaire. Pour 

ce faire, on perturbe hydrodynamiquement l'etat de repos du systeme et on etudie 

revolution de cette perturbation dans le temps. Nous considerons que les memes equations 

de base regissant les ecoulements convectifs predits par l'approximation de l'ecoulement 

paralleles (equations (3.6) - (3.8)) sont valables pour notre analyse de stabilite lineaire. On 

ne s'attend pas a ce que cet ecoulement reste stable, independamment de la gamme des 

parametres regissants. Autrement dit, lorsque l'intensite de mouvement de l'ecoulement est 

augmentee au-dessus d'une valeur critique, le regime de l'ecoulement devrait etre instable. 

Au tout debut de l'instabilite, l'ecoulement global peut etre considere comme une 

superposition des ecoulements de base [x¥(x,y)»x¥(y), T(x,y)~CTx + 0T(y) et 

S(x,y) « Csx + 9s(y)~\ et une perturbation infime. Ainsi, nous avons: 

ii>(t,x,y)^w(y)eP'+ihc 

eT{t,x,y) = eT(y)epMkx 

ds(t,X,y) = 0s(y)ep'^ 

(5.1) 
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ou k est le nombre d'onde reel et p = (T + ico est un parametre complexe exprimant a la 

fois le taux de croissance de l'amplitude de la perturbation a, et la frequence de la 

perturbation co. 

Au debut de mouvement, la perturbation est tres petite. Par consequent, les termes 

d'ordre superieur a l'unite peuvent etre negliges. En substituant les nouveaux parametres 

de flux de base et de perturbation (5.1), dans les equations de base (2.) - (2.) et en negligeant 

les termes quadratiques en perturbations, on obtient le systeme d'equations des 

perturbations: 

Ra 
Pr(£>4 +k")y/ -ik&yrij/ + ik(D2 -k2)Di//ft-ik?r(RaT9T+^0s)Dy/ = p(D2 -k2)ip (5.2) 

Le 

(D2 - k2 )0T - ikDy/9T - CTDip + ikD6Ty/ = p9T (5.3) 

— (D2 -k2)(0S -aGT)-ikDy/6s - CsDy/ + ikD6s\j/ = p6s (5.4) 
Le 

ou Ras = RaT<pLe est le nombre de Rayleigh massique. 

Les conditions aux limites correspondantes sont: 

y = -l/2, y/ = 0; D2y/ = (\IDal)Dy/; DOT=Des=Q (5.6) 

j = ]/2, ^ = 0; D2y = (-l/DcZ)Dft; D0T=Dds=O (5.7) 

oii D = d I dy. 

Les equations de l'etat perturbe (5.2) - (5.4) avec les conditions aux limites (5.6) et 

(5.7) peuvent etre exprimees par une matrice de forme compacte: 

L(k)Y = pM(k)Y (5.8) 

ou Y = [i//,,0T,0s]est le vecteur de la perturbation avec trois elements et L(k)et M(k) 
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sont deux operateurs differentiels lineaires qui dependent aux parametres de controle 

RaT,Ras,Le,¥r, a, Dal ztDa*2. 

Le systeme des equations (5.8) est resolu en utilisant la methode de differences 

finies. Nous avons utilise une approche centrale de cinq points comme regime de 

discretisation spatiale dans le domaine entre y = —l/2 et y = l/2. Pour N points de 

calcul, le systeme discret obtenu donne lieu a 3JV valeurs propres qui peuvent etre trouvees 

en utilisant une sous-routine IMSL. Les details de la procedure numerique sont discutes en 

detail par Bahloul et al. (2003) et sont done omis dans ce travail. 

5.3 Validation d'analyse de stabilite lineaire 

Dans le cas d'une cavite horizontale, chauffee et salee par le bas, il existe un 

nombre de Rayleigh critique caracterisant la naissance de la convection naturelle. Comme 

presente dans la section 5.2, une analyse de stabilite lineaire indique que ce Rayleigh critique 

est une fonction du rapport de forme de la cavite A , du nombre de Lewis Le et du rapport 

de forces de volume (p. 

La validation de l'analyse de stabilite lineaire est obtenue par comparaison avec le 

cas examine par Ptud'homme et Hung Nguyen (2002). II s'agit du cas particulier d'une 

cavite carree remplie du liquide pur (Ras = 0 ) , et delimitee par des frontieres solides 

(Dax — Da2 = 0 ) . Les valeurs critiques obtenues par ces auteurs, et celles de notre etude 

sont presentees dans le tableau 5.1. 
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Tableau 5 .1 : Comparaison de nos resultats avec ceux de Prud'homme et Hung Nguyen 
(2002) 

Pr 

50 

100 

500 

5000 

Prud'homme et Nguyen (2002) 

RaH
Tf 

64275.9 

65125.8 

65819.3 

65977.0 

kc 

4.626 

4.662 

4.691 

4.697 

coc 

183.9 

187.1 

189.8 

190.4 

La presente etude 

Rag? 

64275.86 

65125.75 

65819.27 

65976.98 

kc 

4.626 

4.662 

4.691 

4.697 

Q)c 

183.9 

187.1 

189.8 

190.4 

5.4 Influence du nombre de Darcy modifie Da sur la stabilite lineaire 

Selon la theorie de l'ecoulement parallele, le mouvement se produit a partir de l'etat 

de repos a un nombre de Rayleigh supercritique donne par Rasnv[l + (p(a + Le)] = R0. Les 

nombres de Darcy modifies Dax et Da2 expriment la condition de glissement a l'interface 

fluide-poreux en haut et en bas de la cavite. La figure 5.1 illustre l'influence de Dax et Da2 

sur le commencement du mouvement convectif. Dans cette figure les resultats de la theorie 

de l'ecoulement parallele sont montres par des lignes solides, et ils presentent une bonne 

concordance avec la solution numerique de la theorie de stabilite lineaire pour le cas 

particulierY = 0 (c'est-a-dire l'etat de repos). Ce resultat montre que quand Dax et Da2 

sont suffisamment petits i?0 = 720 . Sparrow et id. (1964) avaient obtenu le meme resultat 
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dans le cas d'une couche de fluide delimitee par des parois rigides. De plus, la valeur 

RQ = 120, ce qui correspond au cas d'une couche fluide avec des conditions de parois libres 

est retrouvee dans la limite Dax —» 0 et Da2 —» 0. En outre, le cas d'une couche fluide 

delimitee par une frontiere solide horizontale sur un cote et une surface libre a l'autre cote, 

est obtenu dans la limite Dax —»oo et Da2 ->0 ou Dax - » 0 et Da2 —>oo. Pour cette 

situation on obtient R0 =320, ce qui correspond au resultat obtenu dans le passe par 

Sparrow et al. (1964). Pour des valeurs intermediaires de Dax et Da2, la figure 5.1 montre 

une transition sans heurt entre les limites evoquees ci-dessus. 

800 

600 ^ 

R„ 400 

200 -

10" 10"' 101 

Da* = 0 

_ 0.05 

0.1 

0.2 

" 1.0 
10 +~ 

720 

^ ^ 2 i Q > N s ( 

120 

• Linear Stability 

S ^ S ^ j — ^ ^ - - • 

"\^tr • 
^ ^ ^ ~ * 

^^t^r * 

" ' 
10u 101 10' 

Da! 

Figure 5.1: Le parametre i?0, fonction de Dax et Da2 
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5.5 Influence du nombre de Prandtl sur la stabilite lineaire 

Grace a l'analyse de stabilite lineaire discutee a la section 5.2, il est possible de 

produire numeriquement les conditions pour lesquelles la convection stationnaire, prevue 

par la theorie de l'ecoulement parallele, devient instable. La transition, appelee la bifurcation 

Hopf, se produit a un nombre de Rayleigh critique Ra"^ qui depend de la valeur des 

parametres qui regissent le probleme, a savoir Ras , Le, Pr , a, Dax et Da2. La figure 5.2 

illustre l'influence du nombre de Prandd Pr et du nombre de Rayleigh solutal Ras sur le 

nombre de Rayleigh critique RaT^ dans le cas d'une couche de fluide delimitee par des 

frontieres solides (Dax —> 0 et Da2 - » 0) . 

En premier lieu, nous nous interessons a l'etude de la courbe correspondant a 

Ras = 0 . Pour cette situation, la convection dans la couche fluide est induite uniquement 

par les gradients de temperature. Ce cas a ete etudie dans le passe par Prud'homme et 

Hung Nguyen (2002). En accordance avec les resultats de ces auteurs, la courbe de 

Ras = 0 indique que quand la valeur de Pr devient plus petite Ra"^ augmente 

considerablement. Cela s'explique par le fait que la dissipation thermique des perturbations, 

a l'origine de l'instabilite de regime de l'ecoulement, est renforcee relativement quand le Pr 

diminue (c'est-a-dire la diffusivite thermique augmente). Par consequent, le nombre de 

Rayleigh critique doit demeurer plus grand pour destabiliser le systeme. Autrement dit, un 

flux de chaleur plus intense doit etre impose sur la paroi inferieure pour amorcer la 

convection. Pour des grands nombres de Prandtl (Pr>500) les resultats indiquent que 
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Ra"°pJ tend vers une valeur asymptotique. Pour des valeurs intermediaires de Pr , RaT^ 

atteint une valeur minimale a Pr = 1. 

Pour les cas de convection double diffusive (a-0) et la convection induite par 

l'effet Soret (a = 1), l'influence des forces d'Archimede solutales sur le nombre de Rayleigh 

critique Hopf Ra"^ est presentee a la figure 5.2. Les courbes de Ras-10 

correspondent a une situation dans laquelle les deux forces d'Archimede thermique et 

solutale sont destabilisantes. Par consequent, l'instabilite des ecoulements se produit aux 

valeurs de Rayleigh moins grandes que celles obtenues pour la convection thermique pure 

(Ras —0). Naturellement, le meme effet agit inversement pour Ras =—10 , c'est-a-dire 

lorsque les forces d'Archimede thermique et solutale sont opposees. 

Le nombre de Rayleigh critique relatif a la bifurcation de Hopf peut aussi etre 

trouve par la solution numerique de toutes les equations gouvernantes avec la methode 

presentee dans le Chapitre V. Ainsi, pour la convection double diffusive (a-0), il a ete 

constate que, pour(p — 0 .2, Le = 2, Pr = l et A — \0, le passage du regime stable a la 

convection oscillatoire se produit a environ Ra"°pf = 39000 . Ce resultat est en bon accord 

avec la valeur obtenue par la presente analyse de stabilite lineaire. 
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Figure 5.2: convection oscillatoire, Ra'^pf, fonction de Pr et Ras pour#> = 0.2, Le-2 

et Da[ = Da*2 = 0 

5.6 Influence de coefficient de glissement OC sur la stabilite lineaire 

L'influence des coefficients de glissement ax et a2 sur le probleme de Beavers-

Joseph, et sur la stabilite des ecoulements convectifs (telle que predite par l'approche de 

l'ecoulement parallele) est montree a la figure 5.3 pour le cas Dax —Da2 =10" et 

Ras = 0 . La couche fluide est alors delimitee par des limites superieure et inferieure libres. 

Dans ce cas, lorsque les deux ax et a2 tendent vers zero Ra"°pf devient minimum. 
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Naturellement, RaT°pf est maximum lorsque la couche fluide est delimitee par des murs 

horizontaux solides, et pour le cas ou ax et (X2 tendent vers des grandes valeurs. En plus, 

nous avons observe que quand ax est relativement grand, l'influence de a2 sur Ra"£ est 

plus importante. Dans ce cas une augmentation de a2 corresponde a une transition entre 

les conditions aux limites libre-libre et libre-rigides. Toutefois, quand ax est plus petit 

(ax —>0), l'influence de a2 sur la transition entre les conditions libre-libre et de libre-

rigides devient beaucoup moindre. 
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Figure 5.3 : L'influence des coefficients de glissement de la condition de Beavers-Joseph, 

ax et a2 sur la convection oscillatoire Ra"^. , pour Dax = Da2 = 10" , a = 0 et Ras = 0 
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La figure 5.4 illustre l'influence de parametres a = a* = a2 sur RaT^Pf pour 

differentes valeurs de Da, quand Ras = 0 . Les courbes de cette figure montrent que la 

reduction de Da resulte en l'augmentation du nombre de Rayleigh critique correspondant 

a l'apparition de la convection oscillatoire, RaT£ . En effet, un tres petit nombre de Darcy 

Da correspond au cas d'une couche poreuse permeable aux frontieres. Cela entraine un 

amortissement du mouvement de fluide, et exige un grand nombre de Rayleigh critique 

pour destabiliser le regime regulier de convection. Aussi, nous avons observe que 

l'influence de Da est considerablement reduite quand la valeur de a est augmentee. 

Ra 

50000 

40000 
Hopf 

TC 

30000 

20000 

10000 

/1j£ 
Da = 10"6 

1 0 ^ ^ ^ ^ - ^ " 

l(f^"^ 

2 3 

Figure 5.4 : L'influence de nombre de Darcy Dal = Da2 = Da, sur la convection 

oscillatoire, Ra"^pf fonction de a, =a7-a pour a = 0 et Ras = 0 
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CHAPITRE VI 

RESULTATS E T DISCUSSION 

Ce chapitre est consacre a l'analyse des resultats analytiques et numeriques de la 

double diffusion (a — 0) et de l'effet Soret (a = 1) obtenus pour le probleme d'une cavite 

rectangulaire remplie d'un fiuide binaire, soumise a des flux de chaleur et de masse aux 

parois horizontales. Le fiuide est en contact avec des couches poreuses tres minces en haut 

et en bas de la cavite et la condition de Beavers-Joseph est appliquee sur les interfaces. Les 

effets des parametres de controle du probleme, a savoir le rapport de forme de la cavite A , 

le nombre de Rayleigh, RaT, le rapport des forces de volume, (p, le nombre de Lewis, Le, 

et les nombres de Darcy modifies, Dax et Da2 (qui interviennent dans la condition de 

Beavers-Joseph), sont discutes. 

6.1 Influence du rapport de forme de la cavite, A 

La figure 6.1a illustre des resultats numeriques typiques obtenus pour le cas 

RaT =10 3 , <p = 0.2, Le = lO., Pr = l et a = 0 (convection doublement diffusive) pour 

differentes valeurs de A . Dans le cas d'une cavite carre (A = 1), la figure 6.1a montre que 

l'ecoulement resultant consiste en une cellule convective pouvant tourner indifferemment 

dans le sens horaire ou antihoraire. La convection est plutot faible ( Y r a =0 .284) , et par 

consequent, les taux de transfert de chaleur et de masse ne sont pas tres grands 

(M/ = 1.014 et Sh = 1.863). En augmentant le rapport de forme a A = 2 , la figure 6.1b 
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indique que 1'intensite de la convection est augmentee ( f ^ =1.066) , resultant en des 

transferts de chaleur et de masse plus importants (Nu -1.223 et Sh = 3.376 ). Pour le 

rapport de forme A = 4 (figure 6.1c) l'intensite de la convection devient encore plus grande 

(vFmax = 1.099). On remarque que le taux de transfert de chaleur thermique subit alors une 

faible augmentation (Nu = 1.296), mais le taux de transfert massique montre une legere 

diminution (Sh = 3.197). Les valeurs de l'intensite maximum de la fonction de courant et 

les taux de transfert thermique et massique obtenus a A = 8 (figure 6.Id) sont tres proches 

de celles du cas precedent (A — 4 ; figure 6.1c). 

Les resultats de la solution numerique deviennent de plus en plus proches de celles 

de la solution analytique, au fur et a mesure que Ton augmente le rapport de forme A . Les 

figures 6.1c et 6.Id indiquent que l'ecoulement devient progressivement parallele dans le 

cceur de la cavite. II en resulte que l'intensite maximale de la convection, ^ j et les 

transferts de chaleur et de concentration, convergent asymptotiquement vers la solution 

predite par la theorie de l'ecoulement parallele (Chapitre III) qui est independante du 

rapport de forme de la cavite. La figure 6.2 illustre des resultats numeriques obtenus pour 

les memes conditions que celles de la figure 6.1 mais pour a — \, i.e. dans le cas d'un 

mouvement convectif induit par l'effet Soret. Qualitativement, les resultats sont similaires 

pour ces deux modes de convection. La difference entre la convection naturelle induite par 

la double diffusion et celle generee par l'effet Soret est discutee de facon plus approfondie a 

la section 6.2. 
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Figure 6.1 



Figure 6.1: Lignes de courant, de temperature et de concentration pour RaT-\0 , 

<p = 0.2, Le = lO., Pr = l , £>a* = £>a* = 0 , et a = 0 : a) A = \, Wmm =0.284, 

JVK = 1.014, S/» = 1.863, b) A = 2, T ^ =1.066, Nu = 1.223, Sh = 3.376 c) A = A, 

¥max =1.099, Nu = 1.296, Sh = 3.197 d) .4 = 8, T ^ =1.100, Nu = 1.293, 5A = 3.182 
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Figure 6.2 
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Figure 6.2 : Lignes de courant, de temperature et de concentration pour RaT = 1 0 , 

p = 0.2, Z,e = 10., Pr = l , Dax =Da2 =0,et a = \ : a) .4 = 1, ¥ „ „ =0.301, JV« = 1.015, 

Sfc = 2.143, b) v4 = 2 , ¥ ^ = 1 . 0 4 3 , JVw = 1.215, SA = 4.173 c) A = 4, ¥max =1.075, 

JVw = 1.285, 5A = 3.818 d) .4 = 8, ¥max =1.077, M/ = 1.283, Sh = 3.799 
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Afin d'estimer le rapport de forme minimum, necessaire pour simuler le cas d'un 

ecoulement parallele dans une couche horizontale, des tests numeriques ont ete executes. 

Des resultats typiques sont rapportes dans les figures 6.3 et 6.4, ou les resultats numeriques 

sont indiques par des symboles en noir et la solution analytique approximee, valide dans la 

limite d'une couche horizontale infinie (A »1), est indiquee par des lignes en pointilles. La 

solution numerique est illustree a la figure 6.3, pour le cas de RaT =10 3 , Le-10., et 

a = 0. La solution analytique prevoit les resultats suivants : x¥msii =1 .100 , Nu = 1.291 et 

Sh = 3.180 . La figure 6.4 presente la solution numerique pour un nombre de Rayleigh plus 

eleve RaT = 5 x 1 0 , un nombre de Lewis plus petit Ze = 0.2, et en presence de l'effet 

Soret a -1. Pour ce cas, la solution analytique prevoit les resultats suivants: ^ m a x = 4.398, 

Nu = 2.598 et Sh = 3.697. 

A partir de ces graphiques, on peut estimer la valeur minimum du rapport de 

forme A au-dessus de laquelle l'ecoulement peut etre considere comme etant parallele. On 

observe done que, en augmentant le rapport de forme de A = \ a A—10, les resultats 

indiquent que la valeur maximum de la fonction de courant ^ma (figure 6.3a et figure 

6.4a), le nombre de Nusselt (figure 6.3b et figure 6.4b) et le nombre de Sherwood (figure 

6.3c et figure 6.4c) atteignent la limite d'un ecoulement parallele pour environ A = A. Le 

fait d'augmenter le rapport de forme, pour un nombre de Rayleigh donne, conduit done a 

une situation asymptotique pour laquelle les solutions deviennent independantes de A. 

Ceci est en accord avec la prediction de la theorie de l'ecoulement parallele. 
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Figure 6.3 : Influence de rapport de forme sur a) la fonction de courant b) le nombre de 

Nusselt, c) le nombre de Sherwood pour RaT =10 , q> = §2, Le-10., Pr = l , 

Dal = Da*2
 = 0, e t a = 0 
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Dax = Da2 = 0 et a = 1. 
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A la suite de nombreux tests, nous avons conclu que les resultats numeriques 

peuvent etre consideres independants du rapport de forme pour A>6. Pour cette raison, 

la plupart des resultats rapportes dans le present travail sont obtenus pour un rapport de 

forme 4̂ = 8 . Tel que montre par Mamou (1998), pour la convection thermo-solutale dans 

une cavite rectangulaire, la valeur du rapport de forme minimum satisfaisant la theorie de 

l'ecoulement parallele, est une fonction du nombre de Rayleigh thermique, RaT , du rapport 

de forces de volume, (p, et du nombre de Lewis, Le. 

6.2 La convection induite par la double diffusion et par l'effet Soret 

Generalement, deux types de problemes sont etudies concernant la convection 

naturelle dans un systeme de fluide binaire. Le premier type de probleme est la double 

diffusion ou les conditions thermique et massique imposees aux frontieres de la cavite sont 

a l'origine de l'ecoulement induit par les forces d'Archimede. Dans le deuxieme type de 

probleme, la convection thermique dans le fluide binaire est induite par l'effet Soret. 

Contrairement au cas de la double diffusion, dans cette situation les gradients de la 

concentration ne sont pas dus a l'imposition de la condition massique aux limites mais, sont 

generes par les gradients de temperature dans un systeme ayant initialement une 

concentration uniforme . 

Nous allons d'abord discuter le cas de la convection thermique pure (a — 0,p — 0 ) . 

Cette situation est illustree sur les figures 6.5 et 6.6 et correspond au cas classique de la 

convection de type Rayleigh-Benard. L'etat de repos prevaut jusqu'a a un nombre de 
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Rayleigh supercritique donne par Rasup[l + (p(a + Le)] -R0 ou R0 = 7 2 0 . Au dessus de 

cette valeur, on observe l'apparition d'une cellule convective tournant indifferemment dans 

le sens horaire ou antihoraire. Les changements des taux de transfert thermique (Nu ) et 

massique (Sh) en fonction du nombre de Rayleigh thermique (RaT), sont presentes aux 

figures 6.5 et 6.6. La solution analytique representee par des lignes solides (stable) et des 

lignes en pointillees (instable) est en bonne concordance avec les resultats numeriques 

indiques par des symboles. 

La facon selon laquelle cette courbe de bifurcation est influencee par la presence 

de la force d'Archimede solutale est illustree aux figures 6.5 et 6.7 pour le cas Le = 2. On 

remarque la encore la bonne concordance entre les solutions numeriques et analytiques. La 

figure 6.5(a-c) illustre les resultats typiques obtenus pour (p>§, (<p — 0.5), les forces 

d'Archimede thermique et solutale conjuguees etant destabilisantes. Pour cette situation, les 

courbes de bifurcation sont obtenues pour la convection induite a la fois par la double 

diffusion (a-0) et par l'effet Soret ( a = l ) . Les nombres de Rayleigh critiques 

correspondants sont respectivement Rasap = 3 6 0 et Rasup = 290 . Ces nombres de 
1 x TC TC 

Rayleigh critiques sont plus petits que celui du cas de convection thermique pure 

(Rasup = 7 2 0 ) ou la seule force destabilisante est la force d'Archimede thermique. Sur la 

figure 6.5(a) nous observons que l'intensite de l'ecoulement *¥Q est relativement faible 

dans la region entre le seuil de la convection thermo-solutale et celui de la convection 

thermique pure. D'autre part, l'intensite de la convection thermo-solutale augmente 

fortement quand la valeur de RaT depasse le seuil de la convection thermique pure. La 
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figure 6.5(b) indique que le nombre de Nusselt (Nu) est plus grand pour la convection 

doublement diffusive (a = 0) que pour celle de la convection induite par l'effet Soret 

(a = 1). Cela s'explique par le fait que la convection est plus intense dans le cas de a = 0 

que dans celui de a-I (figure 6.5(a)). Par contre, comme illustre sur la figure 6.5(c), le 

nombre de Sherwood Sh est beaucoup plus grand dans le cas de la convection induite par 

l'effet Soret. 

a) 

x 0 

-4 

- Convection av«c 
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Convection 
thermique pure 

Figure 6.5 
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a = 1 et a -0, Z)a* = Z ) ^ = 0 , Le-2 et #> = 0.5 



74 

La figure 6.6(a-c) montre les valeurs de W0,Nu, et Sh obtenues pour (p = - 0 . 5 , 

c'est-a-dire, lorsque les forces d'Archimede solutales et thermiques sont opposees. Pour 

cette situation, il a ete demontre (voir Mamou et Vasseur (1999) par exemple) que sous 

certaines conditions, la convection peut se developper a partir d'une bifurcation sous-

critique pour laquelle le seuil de convection se produit avec une amplitude finie ( ¥ „ ^ 0) . 

Le nombre de Rayleigh sous-critique, Rasous, est predit par l'equation (3.28). 

Selon le nombre de Lewis considere dans les graphes de la figure 6.6, les nombres 

de Rayleigh sous-critiques sont Ras°"s =2168 pour « = 0 et Ras°"s =2019 pour a = \. 

La solution analytique predit l'existence de situations instables (lignes en pointillees) 

rejoignant les nombres de Rayleigh supercritique a Rasap —> oo (voir l'equation (3.26)). 

a) * 
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1'elYetSoret 

Figure 6.6 
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Figure 6.6 : Diagramme de bifurcation en terme de a) ¥ „ , b) Nu , c) Sh, versus RaT pour 

a-I et a = 0 , Z)a* = Da^ = 0 , Le = 2 et #J = -0 .5 
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6.3 Influence du rapport des forces de volume (p 

Avec les conditions thermiques et solutales considerees dans cette etude, le gradient 

thermique impose sur la couche fluide est toujours destabilisant, alors que le gradient de 

concentration est destabilisant si <p > 0 et stabilisant si (p < 0 . Le nombre de Rayleigh 

critique marquant la naissance de la convection, l'intensite de l'ecoulement ainsi que les 

transferts de chaleur et d'espece resultants, depend done fortement du rapport des forces 

thermique et solutale, (p. L'influence de ce parametre, sur les diagrammes de bifurcation de 

l'etat de repos du fluide vers l'etat convectif, est discutee dans cette section. 

Le figure 6.7(a-c) donne les valeurs de *¥ Q, Nu , et Sh pour differentes valeurs de 

<p en fonction de RaT IR^ ou R0 = 7 2 0 (Da{ = Da2 = 0 ) pour le cas Le = l0 et a-0 

( convection double-diffusive). La solution analytique, representee par des lignes solides 

(solution stable) et des lignes en pointille (solution instable), est une fois de plus en bonne 

concordance avec les solutions numeriques indiquees par des symboles. Elle est aussi en 

accord avec les solutions de Ouriemietal. (2005). 

L'influence de la force d'Archimede solutale (<p) sur le comportement de la 

convection est illustree a la figure (6.7). Pour # ? > 0 , a savoir ?̂ = 0 .2 , le nombre de 

Rayleigh supercritique est Ra3up - 240 (i.e. RaT /RQ= 0.33) et pour le cas de (p < 0 oii la 

force d'Archimede solutale est stabilisante les nombres de Rayleigh sous-critique sont 
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Ras°c
us = 825 (i.e. RaT / RQ =1.15) pour ^ = -0 .05 et /to£"* =1,183 (i.e. /?a r / i?0 =1.64) 

pour $> = - 0 . 5 . 

Le cas de i?ar < 0 correspond a une inversion de la direction des flux de chaleur 

ou ce qui revient au meme, a une inversion de la direction de la gravite. Pour (p < 0 , 

l'influence de la force d'Archimede thermique est stabilisante alors que l'influence de la 

concentration est destabilisante. Pour le cas tp = —0.5 les graphes montrent l'existence 

d'une bifurcation sous-critique qui apparait aRaT / R0 = -0 .25 . 
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Figure 6.7 
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b) 

1 2 

c) 

RaT/R 
I 0 

Figure 6.7 : Diagramme de bifurcation en terme de a) ¥<,, b) Nu , c) Sh, pour differences 

valeurs de (p versus RaT IR0 ou a = 0 , Dflj = £>a2 = 0 , et Le = 10. 
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6.4 Influence du nombre de Lewis Le 

La figure 6.8 illustre 1'influence du nombre de Lewis, Le, sur la fonction de 

courant, *P0 (figure 6.8a), le nombre de Nusselt Nu (figure6.8b), et le nombre de 

Sherwood , Sh (figure 6.8c), pour la double diffusion, a = 0 , et l'effet Soret, a — 1, dans les 

cas ou Da2 - 0 et, Da2 —> GO ou Da[ = 0 , RaT = 103 et <p - 0 .2. Le cas de Da2 —» oo 

est represente sur les graphes par des lignes en pointille. Cette situation correspond a 

l'imposition de la condition de frontiere libre sur la limite superieure de la cavite, tandis que 

la limite inferieure est maintenue rigide {Dax = 0 ) . Les resultats de la solution numerique 

sont indiques par des symboles et ils sont la encore en bonne concordance avec la 

prediction de la theorie de l'ecoulement parallele. Les courbes de la figure 6.8 montrent 

que, pour Le < 0.4, l'effet Soret (a = 1) devient plus important et l'ecoulement induit par 

cet effet est plus intense que celui du cas de la double diffusion (a = 0) . Les taux de 

transfert thermique, Nu, et massique, Sh, sont aussi plus eleves pour le cas de a = 1. Cela 

s'explique par le fait que le nombre de Lewis est par definition le rapport de la diffusivite 

thermique du fluide sur la diffusivite solutale, Le-alD . Done en diminuant la valeur de 

Le , les effets solutaux controlent entierement l'ecoulement convectif. Nous avons note 

que dans le cas de (p = 0.2 (ou les forces d'Archimede solutale et thermique sont 

cooperantes), l'intensite de l'ecoulement, ainsi que les taux de transferts thermique et 

massique atteignent un maximum pour 0.8 < Le < 1 alors que les diffusivites thermique et 

solutale sont a peu pres de meme ordre. Pour Le>ll la condition de Beavers-Joseph 
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(Da2) devient preponderate , et l'effet Soret n'a plus aucune influence sur l'ecoulement 

convectif. 

a) 

b) 

Figure 6.8 



81 

c) 

Sh 

5h 

4h 

/ " \ 

10" 
i i i i 1111 

1(T 10u 

Le 

iiu, i 
10' 10z 

Figure 6.8 : Influence du nombre de Lewis, Le, sur a) W0, b) Nu , c) Sh, pour la double 

diffusion, a — 0 et l'effet Soret, a — 1, dans les cas de Da2 = 0 et Da2 —» oo avec 

Dal=0,RaT=l03 et ^ = 0.2 



82 

6.5 Influence du nombre de Darcy modifie Da 

Les profils des distributions de la vitesse horizontalew , de la temperature T et de la 

concentration S dans le demi-plan vertical (x — 0 ) de la cavite sont illustres a la figure 6.9. 

Ce graphique est trace pouri?a r =10 3 , Z,e = 10, $? = 0.2, a-0, Da*:=0 (limite 

inferieure solide) et pour differentes valeurs de Da2. Les resultats montrent que la solution 

analytique basee sur ^approximation de l'ecoulement parallele (lignes continues), est en 

accord parfait avec la solution numerique des equations regissantes. L'effet de la condition 

impose a la limite superieure de la cavite est distinctement illustre a la figure 6.5. L'intensite 

de l'ecoulement (vitesse) augmente considerablement pres de la surface superieure lorsque 

Da2 augmente de zero (limite solide) a l'infini (surface libre). L'influence de Da2 sur les 

profils de la temperature et de la concentration est egalement considerable. 
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Figure 6.9 : Distribution de a) la composante de la vitesse horizontale u , b) la temperature 

T, et c) de la concentration S, dans le demi-plan vertical (x-0) de la cavite pour 

RaT = 103, Le = 10, q> = 0.2, a = 0 et Da\ = 0. 
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La figure 6.10 illustre l'effet du parametre Da2 sur le diagramme de bifurcation en 

terme de la valeur maximum de la fonction de courant, ^ ^ , en fonction de RaT pour 

(3 = 0.2, Le = 2, Dax = 0 et a = 0 et 1. Les courbes obtenues sont les resultats de la 

solution analytique basee sur la theorie de l'ecoulement parallele. La solution numerique des 

equations regissantes, obtenue pour A = % et Pr = 7 est representee par des points. Ces 

points sont une fois de plus, en bon accord avec la solution analytique. Les resultats 

presentes a la figure 6.10 sont obtenus pour tp > 0 , ((p = 0.2), situation pour laquelle les 

forces d'Archimede thermique et massique sont cooperantes, et toutes les deux 

destabilisantes. Pour cette situation, comme discute par de nombreux auteurs (voir Mamou 

et al (2001) par exemple), l'apparition de la convection se fait par le biais d'une bifurcation 

fourche. Ainsi, pour Da2 = 0 , c'est-a-dire pour une couche de fluide limitee par des murs 

solides, la transition de l'etat de repos se produit a un nombre de Rayleigh supercritique 

Ra^ =514.3 pour la convection double diffusive (a-0) et a Ra^ = 4 5 0 pour la 

convection induite par l'effet Soret (a — 1). Le cas Da2 » 1 correspond a une couche de 

fluide avec une condition libre a la limite superieure pour laquelle nous avons obtenu 

Ra^c = 228.6 a a - 0 et Ra^ = 200 a a = 1. Les courbes pour des valeurs intermediaires 

de Da2, a savoir Da2 = 0.05 et Da2 — 0.5, sont egalement presentees a la figure 6.10 pour 

montrer 1'influence de cette condition. 
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Figure 6.10 : Diagramme de bifurcation en termes de la valeur maximum de la fonction de 

courant ^ ^ , fonction de RaT pour cp = 0.2, Le = 2, Dax = 0 et a) a = 0 et b) a — 1. 
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Les resultats obtenus p o u r ^ > < 0 , {(p = - 0 . 2 ) , sont presentes sur la figure 6.11, 

pour les memes conditions que celles de la figure 6.10. Pour cette situation, les forces 

d'Archimede thermiques et massiques sont opposees et les courbes de ces graphiques 

indiquent l'existence de bifurcations sous-critiques, en concordance avec la prediction de 

l'equation (3.28). Pour les conditions considerees ici et pour Da2 = 0 la convection 

demarre a Ra™c
b = 1155.6 pour a = 0 et a RaSjC = 1285.2 pour a = 1. De la meme facon, 

lorsque Da*2 - <x>, Ra^ =514.08 pour a - 0 et Rctf£ = 571.68 pour a -1. Les resultats 

obtenus pour RaT<0 (non representes), correspondants au cas d'une cavite chauffee par le 

haut indiquent que la convection se fait par le biais d'une bifurcation fourche a un nombre 

de Rayleigh supercritique donne par l'equation (3.26). 
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CONCLUSION 

La presente etude est consacree a l'etude de la convection naturelle dans une 

couche horizontale d'un fluide binaire delimitee par des couches minces poreuses. La 

condition de Beavers-Joseph (BJ) est utilisee pour modeliser la condition a la limite a 

l'interface fluide/poreux. Les deux cas, convection double-diffusive (a = 0) et convection 

induite par l'effet Soret (a —I) sont consideres. La solution analytique, basee sur 

l'approximation de l'ecoulement parallele, revele de facon explicite le role joue par la 

condition BJ de glissement a l'interface Dax et Da2, le nombre de Rayleigh thermique 

RaT, le rapport de forces de flottabilite (p, le nombre de Lewis Le et le type de 

convection (c'est-a-dire le parametre a). Les conclusions principales de la presente 

investigation sont les suivants: 

i) Dans le cas ou des forces de flottabilite thermique et massique sont cooperants 

(<p>0), le modele analytique propose predit le nombre de Rayleigh 

supercritique marquant l'apparition de la convection en terme de la condition BJ 

de glissement. La prediction du nombre de Rayleigh critique est correctement 

obtenue a partir de la present approximation de l'ecoulement parallele parce 

que la convection apparait avec une longueur d'onde zero quand des 

conditions aux limites de type Neumann sont appliquees sur les frontieres. 

Pour des forces de flottabilite opposees (<p <0) , le modele predit l'existence 

d'un nombre de Rayleigh sous-critique correspondant au passage de l'etat de 
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repos a une convection d'amplitude finie. Une expression explicite pour le 

nombre de Rayleigh sous-critique est obtenue en termes de (p , Le, Dax, Da2 

et a. Pour la convection d'amplitude finie, des expressions appropriees ont ete 

obtenues pour les distributions de vitesse, de temperature et de concentration 

de solute au centre de la couche fluide. Les caracteristiques principales predites 

par la solution analytique sont confirmees par les solutions numeriques des 

equations completes, 

ii) La stabilite du mouvement convectif, predit par la theorie de l'ecoulement 

parallele, a fait l'objet d'une etude numerique basee sur la theorie de la stabilite 

lineaire. II a ete demontre que le nombre de Rayleigh critique pour le debut de 

la bifurcation de Hopf depend de (p , Le, P r , Dax et Da2. 
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Figure A l : Volume de controle pour le bilan energetique 

En appliquant l'equation (3.16) sur chacune des faces du volume de controle 

indique sur la figure A l , on obtient: 

+1/2 p,rp +1/2 OT-> All rsrj, All rsrp 

- f — dy+ \ — dy + f — dx- \ — 
-1/2 

+1/2 

- i / 2 & ^ / 2 ; ty ,=1/2 ; ^ 
dx = 

-1/2 +1/2 4/2 ,4/2 

J uf\dy+ \ uT\ dy- \ vT\ dx+ J vZ"| 

>>=-l/2 

dx 

(Al) 

-1/2 x -1/2 x=AI2 y=\ll y=-U2 

En appliquant les conditions aux frontieres hydrodynamiques et thermiques (2.21)-

(2.24) sur l'equation (Al), on obtient: 

+ 1/2 £,rp +1/2 

-1/2 
dx 

(A2) 
-1/2 
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Selon l'approximation de l'ecoulement parallele T(x,y) = CTx + 0T(y), alors 

l'equation (A2) peut s'ecrire comme suit: 

CT = ——6Tdy 
-1/2 dy 

En substituant les equations (3.9) et (3.10) dans l'equation (A3) on obtient: 

4(V3-1/5)*F0 

(A3) 

1 + -
45 

24ZJ- — L + —4+8 
1 ? 1 ? 2 

(A4) 
T 
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Figure B l : Volume de controle pour le bilan de masse 

reintegration de l'equation de concentration (2.13) sur le volume de controle 

indique sur la figure Bl mene a : 

jV.VStfv = jV.FStfv (Bl) 

En appliquant l'equation (Bl) sur chacune des faces du volume de controle, on 

obtient 

« 2 , „ +1/2 3^, A/2 , n All 

[ — dy + [ — dy + [ — dx - \ 
-1/2 

+1/2 

dx -1/2 

+1/2 

ck 
=A/2 dy y=M1 x 

8S_ 

dy 
dx = 

y=-\n (B2) 

- \ uS\ dy + \ uS\ dy - \ vS\ dx + \ vS\ dx 
-1/2 x -1/2 x=A/2 x y=\n x y=-U2 

En appliquant les conditions aux frontieres hydrodynamiques (2.21), (2.22) et 

massiques et (2.25), (2.26) sur l'equation (B2), on obtient: 



dS 
j \-b = Le \ uSdy 

-1/2 dx 
(B3) 

-1/2 

Selon rapproximation de l'ecoulement parallele S(x, y) - Csx + 9S (y), et en 

substituant les equations (3.9) et (3.11) dans l'equation (B3) on obtient: 

cs = 
aCT (Le +1) + 4(1 - a)(L{ 12,-115)1^ 

1 + -
45 1 ? - 1 ? 2 

A 

J 

(B4) 
2 XT/2 

Z ^ ¥ 


