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Résumé

Dans ce document, on aborde le probléeme de conception de structure qui peut se
formuler comme un programme mathématique non-linéaire avec contraintes d’égalité
et d’inégalité. Ce probleme présente une forme de dégénérescence. Pour le résoudre,
on utilise une méthode de points intérieurs avec pénalisation £;. Le terme de pénalité
est reformulé, par le biais de variables additionnelles appelées variables élastiques,
ce qui permet de régulariser le probleme. Nous discutons des propriétés des pro-
grammes mathématiques associés aux problémes de structure ainsi que de la capacité
théorique de la méthode a trouver des solutions pour ces problémes. Nous détaillons
I'implémentation de Palgorithme et nous présentons aussi les diverses options ex-
plorées en vue d’améliorer la méthode d'un point de vue pratique. Des résultats
numériques sont fournis pour les collections tests Hock-Schittkowski et MacMPEC
ainsi que pour des probléemes de structure de petite taille. L’aspect visualisation des

structures obtenues par I'algorithme est également abordé.
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Abstract

In this document we tackle the Truss Design Problem which can be formulated as a
nonlinear mathematical program with both equality and inequality constraints. The
problem exhibits a certain type of degeneracy. To solve this problem, we use an in-
terior point £;—penalty method. We reformulate the penalty term, adding variables
called elastic variables, which leads to a regular problem. We discuss the mathemati-
cal properties of Truss Design Problem models as well as the theorectical ability of our
method to identify a solution. We also explain the various numerical enhancements
that we implemented to improve the method. Numerical results are provided. Ex-
periments on the Hock-Schittkowski and MacMPEC test collections are carried out.
We've also solved small scale Truss Design Problems. We briefly show an approach

to visualize the trusses proposed by the algorithm.
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Introduction

L’optimisation de structure se rencontre essentiellement dans le domaine de la
construction et s’applique par exemple aux ponts. Un probleme classique consiste a
considérer un treillis, c’est-a-dire un ensemble de barres reliées entre elles par des
noeuds, soumis a des forces extérieures. On cherche alors par exemple a trouver
la structure qui posséde un volume minimum tout en vérifiant des contraintes qui
définissent la résistance du treillis (étant donnés le matériau, la forme géométrique
des barres,...) face aux charges extérieures. Pour cela on peut agir sur plusieurs va-
riables, I'une d’entre elles étant le diameétre des barres. Ce type de probleme a déja
été L'objet de nombreuses études, on citera parmi elles (Achtziger, 1999) ou encore
(Kocvara & Outrata, 2006). Une caractéristique essentielle de ces problemes est qu’ils
sont difficiles & résoudre d’un point de vue numérique.

La difficulté réside en bonne partie dans le fait que le domaine admissible pour ce
type de problémes est non-convexe et ne possede pas d’intérieur strict dans certaines
régions. Pour cette raison, on a décidé d’approcher ces problemes a 1’aide d’une com-
binaison des méthodes de points intérieurs, de fonction de mérite et de régularisation.
Le principe de cette méthode est d’effectuer une transformation du probleme initial
afin d’obtenir un probleme annexe régulier, appelé probleme élastique, dont le do-
maine admissible est plus étendu que celui du probleme original. En résolvant une
série de problémes élastiques on est alors en mesure, sous certaines hypotheses, de
détecter des points optimaux au premier ordre du probléme initial. Cet algorithme
nommé PSUPERB semble donc avoir le potentiel pour s’attaquer efficacement aux
problemes de structure.

D’un point de vue théorique, nous avons montré que l’algorithme est capable
d’identifier des points optimaux pour lesquels les conditions de qualifications clas-
siques sont violées. Nous avons aussi adapté des résultats sur la convergence de
I'algorithme a certaines classes de programmes mathématiques. Numériquement, le
premier défi a surmonter a été de faire fonctionner ’algorithme. Ensuite, une part
de nos travaux a porté sur la gestion des nombreux parametres en jeu dans PSU-
PERB, ce qui s’est avéré étre primordial dans le but d’améliorer les performances du

code. D’autre part, nous avons essayé de mettre en place un préconditionneur afin



d’augmenter la qualité de 'implémentation. Finalement, nous avons eu 'occasion d’ef-
fectuer de nombreux tests numériques sur différentes classes de problémes. Sachant
que les problémes de structure sont dégénérés d’apres (Achtziger, 1999), nous avons
d’abord validé PSUPERB sur des problemes qui se comportent bien. Ensuite, nous
sommes passés a des problemes dégénérés dont la structure a été étudiée auparavant,
les MPECs car nous savions que les problemes de structure ont une modélisation
MPEC, mais celle-ci provient en réalité de problemes bi-niveau (Kocvara & Outrata,
2006). Durant la maitrise, une autre formulation, nommée MPVC, a été donnée et
analysée (Achtziger & Kanzow, 2008). Nous avons donc étendu analyse de PSU-
PERB & celle-ci et validé 'algorithme sur les quelques problémes disponibles. Nous
fournirons dans ce document les analyses et les résultats numériques associés a ces
travaux.

Dans un premier temps, nous proposons une partie théorique qui nous permettra
de passer en revue les connaissances de programmation mathématique non-linéaire
indispensables. Nous aborderons aussi la description précise des problemes de struc-
ture qui nous ont interessés ainsi qu’'une présentation détaillée de l’algorithme que
nous avons choisi pour résoudre ces problemes. Dans une deuxieme partie, nous nous
focaliserons sur l'aspect pratique de la résolution de problémes de structure avec
I'implémentation de l'algorithme ainsi que les diverses stratégies d’amélioration des
performances numériques. Enfin, nous présenterons les résultats numériques obtenus
sur des collections de problemes test et sur certains modeles de probleme de structure

de petite taille.



Chapitre 1
Cadre de travail : problemes
de structure

Dans ce document, on s’'intéresse a des programmes mathématiques. On peut
définir ces derniers comme étant des problemes qui se composent d’un objectif, qu’on
cherche & minimiser ou maximiser et d’un ensemble de contraintes qu’on doit respec-
ter. Les variables du problemes sont contenues dans un ensemble {). Si on note z les

variables, on peut alors écrire

minimiser Objectif(z)
z€Q

s.c. Contraintes(z).

Remarquons que minimiser 1’objectif revient a maximiser I’opposé de ce dernier. Dans

la suite, nous choisirons de minimiser les objectifs.

Exemple
Regardons un exemple concret de programme mathématique. Soit le probléme

minimiser 2
xeR

s.c. ! > 2.

Dans cet exemple, 22 est I'objectif et z > 2 est la contrainte qu’il faut respecter.
L’ensemble €2 correspond a R. Dans ces conditions, la solution est évidemment atteinte

en x = 2 et cela donne la valeur 4 pour 'objectif.

1.1 Rappels de programmation non-linéaire

Nous allons procéder a de brefs rappels des principes fondamentaux de ’optimi-

sation non-linéaire puisque nous serons amenés a exploiter cette derniére dans toute



la suite de ce document.

1.1.1 Optimisation sans contrainte

Soit f: R® — R et considérons le probleme

minimiser flz). (1.1)

Notation 1.1.1.1 Soit x € R™. On appelle boule ouverte de centre z et de rayon p,
notée B(x, p), ensemble des points & € R™ tel que ||z — Z|| < p.

Définition 1.1.1.1 Considérons le probléme (1.1) et soit x* € R"™. On dit que x* est
un

(a) minimum global sans contrainte de f ssi Vx € R", f(z) > f(x*),

(b) minimum local sans contrainte de f ssi 3¢ > 0 tel que Vo € B(z*,€), f(z) > f(x*),
(¢) minimum local strict de f ssi e > 0 tel que Vo € B(x*,¢),x # ¥, f(z) > f(z¥).

Lorsqu’on a affaire a un probleme d’optimisation sans contrainte, on doit se poser les

questions suivantes :
(a) existe-t-il une solution ?

(b) si oui, est-elle unique ou en existe-t-il plusieurs ? Les solutions trouvées sont-elles

locales ou globales 7

En regle générale, lorsqu’on essaie de résoudre des problemes non-convexes de grande
taille, il est tres difficile de trouver des minima globaux et on est donc satisfait lors-
qu’on trouve des minima locaux. Il convient a présent de proposer les conditions

nécessaires d’optimalité.

Définition 1.1.1.2 Une fonction f : R® — R est dite de classe C* ssi toutes ses
dérivées partielles Of*/0x;,0xy,...0x;, existent et sont continues, avec iy, 1y, ..., 1), des

entiers compris entre 1 et n.

Notation 1.1.1.2 Soit f : R® — R. On note Vf(Z) le gradient et V2 f(Z) la matrice

Hessienne de f €valués au point T.



Théoréme 1.1.1 (Conditions nécessaires d’optimalité du premier ordre). Soit x* €
R™ un manimum local de (1.1) et supposons que f soit C* dans une boule ouverte de
centre *. Alors Vf(z*) = 0.

Définition 1.1.1.3 Un point x € R" tel que V f(x) = 0 est appelé un point critique

du premier ordre ou stationnaire.

Théoréme 1.1.2 (Conditions nécessaires d’optimalité du second ordre). Soit x* €
R™ un minimum local de (1.1) et supposons que f soit C* dans une boule ouverte de

centre x*. Alors V2 f(x*) est semi-définie positive.
On dispose aussi de conditions suffisantes d’optimalité.

Théoréme 1.1.3 (Conditions suffisantes d’optimalité du second ordre). Soient x* €
R" et f de classe C? dans une boule ouverte de centre z*. Si Vf(z*) = 0 et V2 f(x*)
est définie positive alors x* est un minimum local de (1.1).

Exemple
Soit f : R* = R, f(z) = (z; — 1)% + (z2 + 2)?. L'unique point stationnaire est
x* = (z3},23) = (1,—2). De plus V2f(z*) = 2I qui est définie positive donc z* est un

minimum local.

Maintenant qu’on est capable de caractériser des minima dans le cas sans contrainte,

on peut se demander ce qui arrive dans le cas ot il y a des contraintes.

1.1.2 Optimisation avec contraintes

On considere le programme mathématique suivant :

minimiser f(z)

s.c. h(z) =0, (NLP)
g9(z) =2 0,

v

on f:R*"— R, h: R* — RP, g: R®” — R™ sont des fonctions de classe C!.

Notation 1.1.2.1 On appelle domaine admissible de (NLP) et on note 2 'ensemble

des points de R™ tel que les contraintes sont respectées, i.e.,

Q:={zeR"|h(z) =0 et g(x) > 0}.



Dans le cas de 'optimisation sans contrainte on a réussi a caractériser les solutions
locales du probleme. Le but est maintenant d’essayer d’en faire de méme pour le cas
de 'optimisation avec contraintes. Puisque les solutions dépendent des contraintes, il
convient de s’intéresser a la représentation algébrique du domaine admissible 2. On

parle alors de conditions de qualification.

1.1.2.1 Conditions de qualification

Pour un programme mathématique avec contraintes, les conditions de qualification

concernent la représentation algébrique des contraintes en un point donné de .

Définition 1.1.2.1 (Ensemble actif)
On dit que la contrainte g; (pour j € 1,..., m ) est active en * € Q si g;(z*) = 0. On

note A(z*) = {j € 1,...,m| g;(z*) = 0} Uensemble des contraintes actives en z*.

Définition 1.1.2.2 (BCQ)

Soit z* € Q2. On définit 'ensemble A(z*) = {(p, A) | p € R™, A € RE avec \; > 0 si
Jj € A(z*) et A\j = 0 sinon }. On dit alors que la condition de qualification de base
(BCQ) est satisfaite en x* si pour (u, \) € A(z*) on a :

Zthi(:L‘*)+ Y AVa) =0 < (1)) =(0,0).

Définition 1.1.2.3 (MFCQ)
Etant donné le point x* de l'ensemble admussible et l'ensemble actif A(x*), on dit
que la condition de qualification de Mangasarian-Fromowitz (MFCQ) est satisfaite

sl emiste un vecteur w € R" tel que :

Vgi(z*)Tw >0 Vie Alx*),
Vh(z*)Tw=0 Viel,..,p,

et ensemble {Vh;(z*),7 € 1,...,p} est linéairement indépendant.

Définition 1.1.2.4 (LICQ)
Etant donné le point z* du domaine admissible et l'ensemble actif A(z*), on dit que
la condition de qualification d’indépendance linéaire (LICQ) est satisfaite si les gra-

dients des contraintes actives et les gradients des contraintes d’égalité, {Vg;(x*),i €



AP U{Vhi(z*),i € 1,...,p}, sont linéairement indépendants.

On dispose de la relation (1.2) entre les différentes conditions de qualification.

LICQ = MFCQ < BCQ (1.2

Cette relation est classique. La premiere implication est tres simple a démontrer
et I’équivalence entre MFCQ et BCQ est démontrée dans (McCormick, 1967). A
présent, nous possedons tous les éléments pour introduire les conditions nécessaires

d’optimalité au premier ordre en optimisation avec contraintes.

1.1.2.2 Conditions d’optimalité

Définition 1.1.2.5 (Lagrangien)

On associe au probléme (NLP) la fonction Lagrangienne définie comme suit :

L: R"xRFxR™ — R
P

CATPY = Lz, pwA) = f(x) - thz(if) - Z)\zgz(‘T)

1=1

Enongons alors les conditions d’optimalité du premier ordre, plus connues sous le nom
de conditions de Karush, Kuhn et Tucker (KKT) :

Théoreme 1.1.4 (Conditions nécessaires d’optimalité du premier ordre) Supposons
que =¥ est une solution locale de (NLP) et que la BCQ est satisfaite en x*. Il existe
alors un vecteur (u*, A*) (appelé multiplicateurs de Lagrange), de composantes p; pour
i €{1,...,p} et A} pouri € {1,...,m} tel que les conditions suivantes sont satisfaites

en (z*, u*, \*) :

Ve L(x*, u*, A*) =0, (1.3a)
hi(z*) =0 Viel,...,p, (1.3b)
gi(z*) >0 Viel, .., m, (1.3¢)

A >0 Viel,..m, (1.3d)
Agi(z*) =0 Viel,..,m. (1.3¢)



Ces conditions nous permettent de savoir comment la dérivée premiere de ’objectif et
des contraintes actives sont reliées & z*. On dispose aussi du résultat qui suit, publié
dans (Gauvin, 1977).

Théoreme 1.1.5 (Conditions de Qualification et Muliplicateurs optimaux) Soit z*
un point stationnaire de (NLP). La MFCQ est satisfaite en x* ssi [’ensemble des

multiplicateurs est non-vide, fermé et borné.

Il est intéresant de noter que d’apres le théoréme 1.1.5, si on suppose la LICQ au lieu
de la BCQ dans le théoreme 1.1.4, on sait alors que le jeu de multiplicateurs optimaux
est unique. Dans le théoreme 1.1.4, on sait seulement que les multiplicateurs optimaux
se trouvent dans un ensemble compact.

Nous présentons maintenant les conditions d’optimalité de Fritz-John généralisées
(Mangasarian & Fromowitz, 1967) qui sont un peu moins restrictives que celles de

KKT (car elles ne supposent pas que des conditions de qualification soient satisfaites) :

Théoréme 1.1.6 (Conditions nécessaires d’optimalité de Fritz-John généralisées)
Supposons que x* est une soluton locale de (NLP). Il existe alors des vecteurs \* =

(A0 ATy ooy Am) et w* = (U, ..., i) tels que :

AV f(z Z 1 Vh;(z Z)\*Vgl =0, (1.4a)
Xgi(z*) =0 i=1,..,m, (1.4h)

h(z*) =0, (1.4c)

g(z*) >0, (1.4d)

A >0, (1.4e)

(A", 1) # (0,0) (1.4f)

Nous utiliserons ces conditions lorsque nous aborderons certains problémes qui ne
satisfont pas les conditions de qualification requises pour les conditions de KKT.
Enfin, avant de poursuivre, nous allons énoncer quelques notions qui nous seront

utiles.



Définition 1.1.2.6 (Cone critique F(\*))

On définit 'ensemble F(\*), appelé cone critique, de la maniére suivante

Vhi(z*)Tw =10, Vi€ l.p,
weF\) e Vg)Tw=0, Viel.m]lie Az*) et >0, (1.5)
Vgi(z)Tw>0, Viel.m|ic Alx*) et ;=0

Théoreéme 1.1.7 (Conditions suffisantes du Second Ordre) Supposons que pour x €
R™ admissible il existe un vecteur A\* de multiplicateurs de Lagrange tel que les condi-
tions de (1.3) soient satisfaites. Supposons aussi que pour tout w # 0 appartenant a
F(X\%)

WIV2L (2", A )w > 0.

Alors z* est un minimum local strict pour (NLP).

Définition 1.1.2.7 (Complémentarité stricte)
Soit x* une solution locale de (NLP) et un vecteur \* qui vérifie les conditions de

KKT. On dit que la complémentarité stricte est vérifiée en x* si et seulement si :
i€ Alz*) <= N>0 Viel,..,m.

IMustration

Considérons le point z* = (0, 0) et la région admissible définie par

2—(x;~1)% = (z — 1) >0, (1.6a)
2— (11 —1)* = (z2+1)* >0, (1.6b)
x> 0. (1.6¢)

En z* toutes les contraintes sont actives. En ce point, les gradients des contraintes
(1.6a) et (1.6b) valent respectivement (2,2) et (2, —2). De plus, le gradient de la
contrainte (1.6¢) vaut (1, 0). Par conséquent, la LICQ n’est pas satisfaite en 2* (car les

_gradients des contraintes actives ne sont pas linéairement indépendants). Le vecteur
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w = (1,0) est tel que

(2,2)7(1,00)=5 >
2,-2)7(1,0)=2 > 0.

La MFCQ est donc satisfaite en z*. Prenons maintenant la fonction objectif suivante
(1 +2)* + a3

et essayons de la minimiser sur le domaine admissible précédent. La solution évidente
est (z1,x2) = (0,0). Puisque la MFCQ est satisfaite en ce point et qu’il est optimal,

il vérifie les conditions de KKT. Cela s’écrit :

a2 - )
2—-2 > 0,
2—-2 > 0,
0 > 0,
(2-2)\ = 0,
(2—-2)A, = 0,
03 = 0,
A2 0,
Ay > 0,
A3 > 0
On en tire
4-2) —2)— A3 =0,
0—2\ +2\s =0,
et donc

/\1 - )\2.
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L’ensemble des multiplicateurs est donc constitué du segment
L={0LX\4(1-X):x€0,1]} c R?,

qui est bien compact, comme on peut le voir sur la figure 1.1 sur laquelle 'ensemble

L est représenté en gras.

(0,0,0)

Figure 1.1 — Représentation de ’ensemble des multiplicateurs optimaux

1.1.3 Problemes dégénérés

Dans certains problemes, il peut arriver que les conditions de qualification ne soient
pas satisfaites. Dans le cas ou la MFCQ est violée en un point solution z*, cette solu-
tion est dite dégénérée. Si un probleme possede au moins une solution dégénérée, on
écrira dans la suite que le probleme est dégénéré. Regardons sans plus tarder quelques

exemples.

Exemple 1 : MFCQ non-satisfaite
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Soit le probleme HS013, issu de la collection de (Hock & Schittkowski, 1981) :

minimiser (z; — 2)? + x3

(z1.22)

s.C. (1 —x1)® > 29,
120,
Tq > 0.

Le point optimal pour ce probleme est z* = (1,0). Au point optimal, le gradient de la
premiére contrainte est (0, -1) et celui de la deuxieéme contrainte est (0,1). On ne peut
pas trouver w tel que (0, 1)Tw > 0 et (0, —1)Tw > 0 donc la MFCQ n’est pas satisfaite
en z* (sans avoir besoin de considérer la troisieme contrainte). On peut représenter

cela schématiquement par la figure 1.2.

x2=(1-x1)A3

Gradient de «x2 >=0»

0, 1)
Domaine

admissible /[\ R
0 l\l/ ’
(OI _1 )

Gradient de «(1 - x1)A3-x2 >=0»

Figure 1.2 - HS013 et la MFCQ

Exemple 2 : Programmes Mathématiques avec Contraintes d'Equilibre (MPEC)

Les MPEC ! se présentent généralement sous la forme suivante :

IMPEC : Mathematical Programs with Equilibrium Constraints
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minimiser f(z)
s.c.: FTz >0,
GTx >0,
(FTz) L (GTx),

(MPEC)

ou f : R® — R est de classe C?, F et G sont des matrices n x p. La notation
(FTz) L (GTx) signifie qu'on multiplie terme & terme les vecteurs (FTz) et (GTx)
et le vecteur résultant de cette opération est nul, te (F7z);(GTz); = 0 pour tout
i € 1,...,p. Remarquons que d’autres contraintes peuvent éventuellement s’ajouter au
modele (MPEC). Dans la suite, nous proposons une série de propriétés, définitions et
théorémes permettant au lecteur de mieux cerner les particularités de ces programmes

mathématiques.

Propriété. Un probleme de type MPEC est dégénéré puisqu’il ne satisfait la MFCQ

(& fortiori la LICQ) en aucun point de son domaine admissible.

Preuve : Supposons que le domaine admissible pour (MPEC) ne soit pas vide. Soit
z un point admissible. On note Fj(z) = (FTz); (respectivement G;(z) = (GTz);)
c’est-a-dire la i-¢me composante du vecteur F7x (respectivement GTz).
On sait que Fi(z)Gi(z) = 0,Vi € 1,...,p. On distingue alors trois cas : Fi(z) =
0 et Gi(z) > 0, Gi(x) =0 et Fy(x) > 0 ou Fi(x) = G;(x) = 0. Supposons maintenant
que la MFCQ soit satisfaite en x.
Premier cas : Fj(z) =0et Gi(z) >0

Puisque la MFCQ est satisfaite en z et que Fi{z) = 0, il existe une direction w

telle que

VF(z)'w >0, (1.7)

V(F,G)(z)'w=0.

Or V(F,G:)(z)Tw = F,(2)VG;i(x)Tw + Gi(2)VF;(z)Tw donc
F(2)VGi(z)Tw + Gi(2)VFi(z)w = 0.
De plus, puisque Fi(z) =0 on a

Gi(z)VF(z)'w = 0.
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Or G;(x) > 0 ce qui contredit (1.7).

Deuxiéme cas : G;(z) =0et Fi(z) >0

Méme raisonnement que dans le premier cas en inversant le role de F' et G.

Troisieme cas : Fi(z) = Gi(z) =0
On a alors V(F,G;)(z)T = Fi(z)VGi(z)T + Gi(x)VE;(x)T = 0 ce qui contredit

la condition d’indépendance linéaire des gradients des contraintes d’égalité. [J

Un domaine admissible typique pour un MPEC a deux variables ressemble au schéma
de la figure 1.3.

X2

Domaine admissible

/

Figure 1.3 — Domaine admissible typique d’'un MPEC

Ilustration
Considérons le probleme scalel issu de la collection MacMPEC (Leyffer, 2005) :



minimiser (100x; — 1)? + (2o — 1)*

(z1,22)

S.C. : x1 > 0,
x > 0,
T1T9 = 0.

On constate que :

- son domaine admissible est exactement celui décrit par la figure 1.3,

— la MFCQ n’est satisfaite en aucun point admissible.
En effet, les gradients des contraintes sont (1, 0) pour la premieére, (0, 1) pour la
seconde et (x9, 1) pour la troisieme. Il n’existe donc pas de w = (wy, wsq) tel que
(1,0)Tw > 0et (0,1)Tw > 0 et (@2, 7,)Tw = 0 (car pour avoir les deux premiéres
conditions il faut wy > 0 et wy > 0 et alors la troisieme ne peut pas tenir sauf
en (0,0) qui ne convient pas pour cause de violation de I'indépendance linéaire

des gradients des contraintes d’égalité).

On vient de remarquer que les MPEC ne satisfont la MFCQ en aucun point de leur
domaine admissible. Pourtant ils admettent des multiplicateurs tels que certaines

conditions d’optimalité puissent étre vérifiées.

Définition 1.1.3.1 (Lagrangien pour un MPEC)
Le Lagrangien pour (MPEC) se définit par

Lz, pu,1,v) = f(@) 1 GTe — v Fla, (1.8)

Le résultat suivant est établi dans (Scheel & Scholtes, 2000).

Théoréme 1.1.8 (Stationarité forte) Un point admissible x pour (MPEC) est dit

fortement stationnaire si et seulement s’il existe des multiplicateurs (T,v) tels que :

VL(z,T,v) =0,
1 Gz >0,
v 1 FTz >0, (1.9)
7, >0 i€ lg()IF,
v >0 i€ lgNIF,
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ot I; (respectivement Ir) est 'ensemble des indices pour lesquels GTz = 0 (respecti-

vement F'z = 0).

Remarque : On peut souligner la différence entre les conditions du théoreme 1.1.8
et les conditions classiques de KKT 1.1.4. La différence réside dans le fait que pour

i & I () I, les multiplicateurs 7; et v; peuvent prendre n’importe quel signe.

Le théoreme précédent est tres intéressant lorsqu’on cherche a aborder les MPEC
d’un point de vue numérique. En effet, on sait que pour un point optimal, les condi-
tions de KKT classiques ne sont pas obligatoirement satisfaites (car la MFCQ n’est
pas satisfaite) mais on peut alors les remplacer par les conditions (1.9). Notons aussi
que l'existence de multiplicateurs pour un point fortement stationnaire est treés im-
portant car il justifie 'emploi de méthodes numériques fondées sur I'utilisation de ces

multiplicateurs (nous verrons que c’est le cas de 'algorithme de la section 1.2.5).
Exemple 3 : Problémes Mathématiques avec Contraintes Evanescentes (MPVC?)
Les MPVC peuvent s’écrire sous la forme

minimiser f(z)

zeR™

s.Cc.: hi(x) =0 Vi € I,
gi(z) <0 Vi € 1y, (MPVC)
H;(z) >0 Vi=1..1,
Hi(z)Gi(x) <0 Vi=1..1,

ot f:R* > R, h:R* — R g:R* -5 RIS H, : R* — Ret G; : R* — R sont des
fonctions de classe C2. Notons qu’on peut alors comprendre I'appellation «contrainte
évanescente». Cette contrainte correspond a la derniére du modele précédent. En

effet, on remarque que si H;(z) = 0 cette contrainte est automatiquement satisfaite
puisqu’alors H;(z)G;(x) = 0. De plus alors, G;(x) n’a plus aucune contrainte de signe.

IMlustration

On peut illustrer le domaine admissible typique pour un MPVC par le dessin de la

MPVC : Mathematical Programs with Vanishing Constraints
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figure 1.4 qui correspond aux contraintes

X2 N

Figure 1.4 — Domaine admissible typique d'un MPVC

Nous verrons que les problemes auxquels nous nous sommes intéressés peuvent

parfois s’écrire sous forme de MPVC.

1.2 Méthodes de pénalisation /;

Afin de résoudre les problémes présentés précédemment, nous allons utiliser une
méthode développée dans (Gould, Orban, & Toint, 2003). Cette méthode se fonde
a la fois sur les principes des méthodes de région de confiance, de points intérieurs,
de pénalisation £1 ainsi que des variables élastiques. C’est la raison pour laquelle,
dans un premier temps, nous présentons les résultats fondamentaux concernant ces

différentes stratégies.
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1.2.1 Méthodes de région de confiance

On considere le probleme sans contrainte

miriie%aser flz), (1.10)
ou f:R"™ — R est de classe C?. De plus on suppose que f est fortement non-linéaire
et/ou potentiellement cotteuse a évaluer. La philosophie des méthodes de région de
confiance est de résoudre itérativement le probleme (1.10) en considérant, & partir
d’un itéré, toutes les directions possibles mais en limitant la longueur du pas vers le

prochain itéré.

A Titération k, I'idée d’une méthode de région de confiance est de remplacer f par
un modele, typiquement quadratique, my, facile a évaluer. Cependant ce modele n’est
valable que localement autour de l'itéré actuel z;. On définit alors une région B
autour de xj, a l'intérieur de laquelle on pense que le modele a du sens : c’est la région
de confiance. Mathématiquement, on définit la région de confiance comme la boule
fermée

B, = B(.’L’k,ék) = {Slfk +s € R" ' ||$|| < 5k},

ol 0y, > 0 est appelé le rayon de la région de confiance et ou ||.|| représente une norme
donnée sur R” .

Au lieu de minimiser f & partir de 2, on minimise le modele m;, dans la boule By,.
On trouve ainsi un pas s. Pour étre pris en compte, ce pas doit suffisamment faire
décroitre la valeur du modele. Si ce pas produit également une décroissance de la
fonction, on accepte le pas et on passe a l'itération suivante en augmentant peut-étre
d. Sinon, le pas est rejeté et on diminue le rayon. Dans ce cas, cela signifie qu’on a
fait confiance au modele dans une trop large mesure et c’est pour cela qu’on restreint
la taille de la région de confiance a l'itération suivante.

En pratique, on peut utiliser le modele suivant (c’est le choix que nous avons
adopté dans nos travaux) :

1
my(zr + 8) = fzp) + VF(xr) s + §STHkS,

ot H, = V2f(z;), ou bien une approximation symétrique de cette matrice. Notons

qu’une des forces des méthodes de région de confiance est de ne pas nécessiter que la
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matrice Hj, soit définie positive.

La condition de décoissance suffisante est précisée de la facon suivante : on calcule la
décroissance obtenue en deux points de référence de la région de confiance. Le premier
de ces points est le point de Cauchy, z{, minimum du modele suivant la direction de
plus forte pente. Le second est appelé le point propre, z¥ et correspond & un minimum
du modele selon une direction de courbure suffisamment négative s’il en existe une.

On dit qu’on a une décroissance suffisante si la condition suivante est satisfaite
my(Tx) — ma(ap + 8) > 8(my(z1) — min{my(zf), my(25)}), (1.11)

ol 0 < 6 < 1 est fixé et indépendant de l'itération a laquelle on se trouve.

Finalement, on peut rassembler toutes ces informations et présenter I’algorithme 1.2.1,

typique d’'une méthode de région de confiance.

Remarque : En ce qui concerne la norme utilisée, on peut utiliser la norme eu-
clidienne mais on peut aussi utiliser une norme de mise a 1’échelle associée a une
matrice M, définie positive (voir section 2.2.2 du chapitre 2). Les normes considérées
doivent étre uniformément équivalentes. Notons que dans la pratique, a I'étape 1 de
Palgorithme 1.2.1, on résout le probléme d’optimisation suivant

minimiser  Vf(z)"s + 557 Hys

sERP (1.13)
s.c. [|s]] < 8k,

ou on utilise les mémes notations que précédemment. Concernant les méthodes de

région de confiance en général, voici ce qu’il faut retenir :
bl

On résout itérativement le probleme (1.13) jusqu’a satisfaction d’un critere d’arrét.

On obtient une suite d’itéré {zy rew. Soient les hypotheses suivantes :
(a) la fonction f est bornée inférieurement,

(b) la matrice Hessienne de f est uniformément bornée sur un ensemble qui contient

la suite des itérés,

(c) le modele coincide avec f jusqu’au premier ordre i.e., mg(xy) = f(z4) ainsi que
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Algorithme 1.2.1 Méthode de région de confiance
Etape 0. Initialisation - On donne xy € R™ et un rayon de région de confiance §, > 0
ainsi que des parametres 1;, 7y, a1 et ap qui satisfont

0<m<m]<l e O<ao <1l<as.

Calculer f(zo) et poser k = 0.

Etape 1. Calcul du pas - Définir un modele my(z, + s) de f(zx + s) dans By et
calculer un pas s € By qui satisfait (1.11)

Etape 2. Acceptation du candidat - Calculer f(zy + si) et
flaw) = flzi+ si)

my(xy) — my(xr, + s1)

Pr =

Si pr > m alors poser T 1 = T + Sk ;
Sinon poser Ty = Tk -

Etape 3. Mise a jour du rayon - Poser

o ||| st pr <M,
Opt1 = 10y, st M < pr < 1, (1.12)
max[ay|[sgl|, o] si 92 < py

Incrémenter k£ de un et aller a Etape 1.
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mG(xk) - Vf(l?k),
(d) le parametre 7, est strictement positif.

On dispose alors du theoréme suivant (voir (Conn, Gould, & Toint, 2000)) :
lim [|Vf ()]} = 0.
k—o00

Cela signifie que tous les points d’adhérence sont des points stationnaires pour le
probléeme (1.10).

1.2.2 Méthodes de points intérieurs

On s’intéresse a un probléme ayant la forme suivante :

minimiser f(x

zeR” (@ (1.14)
s.c. : g(z) >0,

ou f: R" — Ret g:R® — R"™ sont de classe C2. On suppose que I'intérieur strict du

domaine admissible est non vide. On introduit alors une fonction barriere, b, continue

sur I'intérieur strict du domaine admissible et telle que :

lim b(z) = +o0.
g9(z)—0

Un exemple de fonction barriére est la barriéere logarithmique définie par

m

b(@) ==Y In(gi(x))-

=1

Une méthode de points intérieurs consiste alors a s’intéresser & une suite de sous-

problémes sans contraintes, {P,},~o définis par :
miniI%iser P (x, p) = f(x) + pb(z), (1.15)
zeR™

qu’on résout itérativement en faisant décroitre p vers zéro. Ainsi, sous certaines condi-
tions, on a une suite {@(u)} >0 de solutions des problémes {P,},>o. Pour tout & > 0,

on a par définition g;(x(u)) > 0. Nous expliquons dans ce qui suit pourquoi on agit
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alnsi.

Les conditions d’optimalité classiques de KKT pour (1.14) sont

Vf(z) - JE(z)\ =0,
gi(x) 20 Viel.m,
Af >0 Viel.m,
Afgi(z) =0 Viel..m.

(1.16)

ou J(z) est la Jacobienne des contraintes évaluées en z. Regardons les propriétés

d’une solution z(x) de (1.15). Un minimum de ¢? vérifie

V) = 3 s Vala(u) = 0 (1.17)

7

Posons \;(u) = o—tcs;- Puisque gi(z(u)) > 0 on a aussi Ai(y) > 0. L’équation (1.17)
se réecrit de maniere équivalente

V(@(p) = T (@(m) M) =0,

. (1.18)
Ai(Wgi(z(p) =p Viel.m.

Par continuité, on peut s’attendre a ce que lorsque g | 0, un point qui vérifie (1.18)
tend & vérifier les conditions (1.16) qui sont les conditions classiques de KKT. On
dispose alors de (Fiacco & McCormick, 1968, théoreme 12) :

Théoréme 1.2.1 (Ezistence et unicité de la trajectoire centrale) Supposons que le
domaine admissible de (1.14) ait un intérieur strict non-vide. Soit x* un minimum
local de (1.14) tel que :
- x* vérifie les conditions de KK'T du premier ordre pour un jeu de multiplicateurs
A%
~ Les conditions suffisantes du second ordre, la complémentarité stricte et la LICQ)
sont satisfaites en (x*, \*).

Alors les assertions sutvantes sont vraies :

(i) Il existe une unique fonction x(p) définie pour tout p > 0 suffisamment petit, de

classe C* et telle que x(u) est un minimum local strict de ¢® (x, p) et lim, .o z(p) = z*.
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(ii) Pour la fonction x(p) de (i), les estimateurs des multiplicateurs de Lagrange,
Aip) o= m convergent vers XY quand p | 0.
(iii) Le Hessien V2, ¢P (x, 1) est défini positif pour tout p suffisament petit.

Le nom du théoréme provient du fait que la trajectoire C¥ définie par

CF = {a(n) | n> 0},

est appelée trajectoire centrale primale. La trajectoire centrale primale-duale est

C™P = {(x(w), Mw)) | u > 0}.

Exemple

Soit le probléeme suivant :

minimiser x? + z2 (1.19)
8.C @ x> 2. |

Résolvons ce probleme de deux manieres différentes.

a) Conditions de KKT : Les conditions de KKT pour le probléme (1.19) s’écrivent

V. L(x*, X*) =0,
zy 2 2,
AT >0,

X (at —2) =0,

ou V,L(xz*, A\*) = 0 est équivalent a :
20t =\ [0
25 “\o )

La derniere condition du systéme de KKT peut se réécrire 2zj(z} — 2) = 0 car
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A* = 277, Donc a I'optimalité on a :

x] 2
x5 =10
A" 4

b) Trajectoire centrale primale : Cherchons & présent la trajectoire centrale pri-

male pour le probléme (1.19). On forme d’abord le probléme barriére :
(F.) minimiser ¢7(z) = 2] + 23 — pln(z; - 2).

On résout alors Vmgbf = 0. On obtient :

o 24VIFo
L= 2 : (1.20)
Ty 0

D’aprés (1.20) il est clair que lim, oz} = 2 donc on a :

p=0 \ b x5 0
Quand au A, on a

m 7
Ap) = = =+4+2 2.

Quand p — 0, on obtient le méme résultat qu’auparavant (A\* = 4).

A présent, il faut faire la distinction entre deux types de méthodes de points intérieurs :
les méthodes primales et les méthodes primales-duales. La distinction a lieu au niveau
de la maniere dont on considere les multiplicateurs. Dans le cas primal, on cherche
les solutions, en termes de z(u), au systeme (1.15). On en déduit la valeur des mul-
tiplicateurs via la relation \;(u) = ﬁ(u))' En revanche, dans le cas primal-dual, on
résout (1.18) mais on considére les multiplicateurs A(x) comme des variables a part
entiere. D'un point de vue numérique, il s’est avéré que les méthodes primales-duales

sont nettement supérieures aux méthodes primales comme on peut le constater dans
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(Conn, Gould, Orban, & Toint, 2000), (Byrd, Gilbert, & Nocedal, 2000a), (Byrd,
Hribar, & Nocedal, 1999a), (Forsgren, Gill, & Wright, 2002), (Vanderbei & Shanno,

1999) ou encore (Wright, 1992), ainsi que dans les références citées dans ces articles.

Notation 1.2.2.1 Soit a € RP. On note A la matrice diagonale de RP*P, dont les

termes diagonauz sont Ay = a;, Vi € 1..p.
Notation 1.2.2.2 On note e le vecteur de 1 : e = (1,1,...,1).

On peut a présent synthétiser le fonctionnement des méthodes de points intérieurs

par deux algorithmes types, 1.2.2 et 1.2.3.

Algorithme 1.2.2 Méthode de points intérieurs primale
Etape 0. Choisir z¢ admissible, 1o > 0 et un parametre 0 < o < 1;
Poser k£ = 0.

Etape 1. Si des conditions d’optimalité pour (1.14) sont satisfaites :
STOP.
Sinon aller a I'étape 2.

Etape 2. Trouver un point zy = x(ug) qui résout (1.15) de maniére approchée
Poser A\, = ueG ™ (z)e;
Incrémenter k£ de un;
Poser puy, = afix1;
Aller a I'étape 1.

Algorithme 1.2.3 Méthode de points intérieurs primale-duale
Etape 0. Choisir zy admissible, g > 0 et un parametre 0 < a < 1;
Poser k = 0.

Etape 1. Si des conditions d’optimalité pour (1.14) sont satisfaites :
STOP.
Sinon aller a 1’étape 2.

Etape 2. Trouver (xy, \x) qui résout (1.18) de manieére approchée;
Incrémenter k de un;
Poser ur = apg_1;
Aller a I’étape 1.

Essayons de comprendre en quoi les deux méthodes different. La méthode primale

essaie de résoudre (1.15) de fagon approchée par la méthode de Newton alors que la
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méthode primale-duale applique la méthode de Newton pour les systemes d’équations

(1.18).

1.2.3 Fonction de mérite /1

On s’intéresse dans ce cas au probleme (NLP) mais pour simplifier la notation, on
note ¢; pour i € £ les contraintes d’égalité et ¢; pour i € 7T les contraintes d’inégalité :

minimiser f(z)

s.C. : ce(z) =0, (1.21)
cz(z) 20,

ol f:R* — Retc :R*— R, i€ &UT sont de classe C2.

Dans (1.21), on est en présence de deux objectifs conflictuels : minimiser f et mi-
nimiser la violation des contraintes. En un point z, on peut écrire la violation des

contraintes de la facon suivante

V(z) =Y _lei(z)| + Y max(—ci(z), 0).
i€ i€
Ce qu’on veut, c’est trouver un moyen pour minimiser f et V' en méme temps. Une
méthode pour résoudre ce genre de probleme est d’avoir recours a une fonction auxi-
liaire appelée fonction de mérite. Cette fonction combine les deux objectifs et se

présente, par exemple, sous la forme :
O(z,v) = f(z) +vV(2),

ol v est un parametre strictement positif. Pour la fonction V définie ci-dessus, la
fonction de mérite est appelée £1. Il existe d’autres manieres d’exprimer la violation
des contraintes et la fonction de mérite porte alors un nom différent. La fonction de

mérite £1 est une fonction de mérite exacte. La définition suivante définit ce terme.

Définition 1.2.3.1 (Fonction de mérite exacte)
La fonction de mérite ®(z,v) est dite exacte s’il existe un scalaire v* tel que pour

tout v € [V*, +00], toute solution de (1.21) est un minimum local de ®(z,v).
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Le principe d’un algorithme de pénalisation est de considérer la suite de problemes

{Q,},>0 sans contrainte suivants :

miriie%inser O(z,v) = f(x)+v Z lei(z)| + v Z max(—c¢;{x),0) (1.22)
€€ 1€l
et de les résoudre itérativement en faisant croitre v si besoin. Remarquons qu’a
l'intérieur du domaine réalisable, ®(x,v) = f(x) alors qu'a lextérieur du domaine
O(x,v) > f(x).

Exemple
Soit le probleme :
. . . _ 2
minimiser flz) =1z
9 (1.23)

8.C. : ,
-1

z <
T2
On a alors
®(z,v) = 2% + v(max(z — 2,0) + max(—1 — z,0)).

Le domaine réalisable est Q = [—~1,2]. Sur cet intervalle, les fonctions f et ® sont
donc confondues. En revanche, a 'extérieur du domaine admissible, on a

sur |2, +oo| : ®(z,v) = 22 + v(z — 2),

sur | — oo, =1[: ®(z,v) = 2* + v(-1 — z).
On remarque qu’en z = —1 et = 2, la fonction de mérite n’est pas différentiable. On

peut observer graphiquement ce phénomene quand v est grand. Par exemple, dans le

cas ol ¥ = 1000 on obtient la figure 1.5.

On peut maintenant donner un algorithme de pénalisation type, I'algorithme 1.2.4.

Dans la section suivante, on s’intéresse de plus prés au manque de différentiabilité
de (1.22).

1.2.4 Méthode élastique

Avant de rentrer dans la théorie de ces méthodes, essayons d’en comprendre in-
tuitivement le principe. L’idée de ce type de méthode est assez simple. On introduit

des variables, appelées variables élastiques, qui permettent de «relacher» un peu les



: Fonctions f et
de mérite

: Fonction de mérite
: Fonction f

: Point de non-différentiabilité
de la fonction de mérite

Figure 1.5 — Fonction f et ® dans le cas du probleme (1.23)
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Algorithme 1.2.4 Pénalisation £1

Etape 0. Choisir 2° et v° > 0; poser k = 0.

Etape 1. Si des conditions d’optimalité (théoreme 1.1.4 par exemple)
pour (1.21) sont satisfaites : STOP.
Sinon aller a ’étape 2.
Etape 2. Trouver un point z* ~ z(v*) qui résout (1.22) de maniére approchée.
Incrémenter &.
Poser v* = Bv*! avec 1 < 8
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contraintes c’est-a-dire d’agrandir le domaine admissible. Le probleme modifié est
donc moins contraignant et de ce fait, il a des chances d’étre plus simple & résoudre.
Si on appelle s les variables élastiques, on peut représenter la situation par la figure
1.6. Le but est alors de trouver un mécanisme pour faire en sorte que ces variables
diminuent au cours des itérations et soient nulles a la fin pour que le domaine ad-
missible final corresponde a celui du probléme initial. L’algorithme que nous avons
utilisé, appelé PSUPERB, est une méthode élastique avec pénalisation £1. Voyons

comment il fonctionne.

Domaine admissible
original

Figure 1.6 — Transformation élastique

On considere le probléeme suivant :

minimiser f(x)

S.C. ce(x)
(

cr(x)

(1.24)

I

0,
0

v

ou f:R* = R, cg : R® —» R, ¢z : R® — R™ sont des fonctions de classe C2.
On note n¢g = ng + nz. On utilise alors une pénalisation £1 et on transforme donc le

probleme de la maniere suivante :

minimiser ®(z,v) = f(x) + v )¢ lei(z)| + v )7 max(—ci(z),0), (1.25)

zeR”
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ou v > 0 est le parametre de pénalité. Ce probleme n’est pas différentiable sur la
frontiere de I'’ensemble admissible & cause des fonctions valeur absolue et max. Pour
remédier a ce probleme, on introduit alors les wvariables élastiques. En effet, on re-

marque que tout nombre réel, z, peut s’écrire de maniére unique :
r=r;—s et |r|=r;+s,

ou r; > 0 représente la partie positive de x et s; > 0 sa partie négative. On peut alors

écrire

lci(z)| =ri+s  avec ¢z)=r—s et (r,s)€eR2 Viel,
max(—c;(x),0) =s; avec ¢(z)=r;—s; et (r,s)€e R Viel,

qu’on peut reformuler, en éliminant r; :

lei(z)] = ei(x) +28; avec c¢i(z)+5,>0 et 5,>0 Vie€,
max(—c¢;(z),0) =s; avec ¢(x)+s,>0 et >0 Viel.

Les variables s sont les variables élastiques. La reformulation du probléme (1.25) est

alors :

o . . S . ) ) )
minimiser ¢ (z,v) = f(@) + v eclei(x) +28) +v D78
ei(x)+8>0 VieC=TUE, (1.26)
S; 2 0 Viel.

S.C. .

On a alors les propriétés suivantes pour le probleme (1.26) :
— Son domaine admissible est non-vide.
— La fonction objectif est différentiable en tout point du domaine admissible.
- La MFCQ est satisfaite en tout point du domaine admissible (voir (Gould et
al., 2003, théoréme 2.2)).
Remarquons que par le biais de cette transformation, on se retrouve avec un probleme

n’ayant que des contraintes d’inégalité.

Exemple 2

Soit le probleme suivant oli, pour simplifier 'explication, on choisit des contraintes
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linéaires :
minimiser 3 + x3
s.c. T = Iy, (1.27)
1 Z 1.

La reformulation de type (1.26) donne :

minimiser 22 + 22 + v(z1 — 29 + 281 + 52)
s.c. : 21— Lo+ 81 >0,
1 — 148520,
s1 > 0 et sg > 0.

(1.28)

La figure 1.7 illustre la situation.

Remarque : On comprend alors mieux pourquoi PSUPERB a de bonnes chances
de se comporter honorablement sur les problemes de type MPEC (et donc sur les
problémes de structure). En effet, puisqu’il transforme le domaine admissible en

I’élargissant, la figure 1.3 est remplacée par la figure 1.8.

X2 A ;p/

= == ;:Domaine admissible pour (1.16)
\\ : Projection du domaine admissible pour (1.17)

Figure 1.7 — Coupe du domaine admissible par l'espace {(z1, x2, 81, $2) | §1 = $2 = 0}

pour 'exemple 2
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Figure 1.8 — Domaine admissible d'un MPEC apres reformulation

1.2.5 Rappel sur I'algorithme au complet

Nous venons de voir que PSUPERB commence par reformuler le probléme (1.25)
sous la forme (1.26). On a alors affaire & un probleme d’optimisation non-linéaire avec
contraintes d’inégalité. La stratégie consiste alors a appliquer une méthode de points
intérieurs.

Pour cela, on minimise la suite de fonctions barrieres

o8 (x, 811, v) = ¢° (2, s50) — ,uZlog(ci(x) +8;) — [LZ Siy (1.29)

1eC i€C

pour une suite de parameétres positifs {u*} décroissante dont la limite est zéro et une

suite de parameétres de pénalisation positifs {v*} croissante.

Notation 1.2.5.1 On note eg = (1...1) € R™ et ez = (1...1) € R"z,

. eg 0
Ensuite on donne les vecteurs e2 = e et el = de R,

€1

Finalement on pose e = €2 + 5.

Notation 1.2.5.2 Les matrices Jacobiennes de cg(x) et de cz(z) sont notées Je(x)
Je(x)

et Jz(x) respectivement et celle de c(x) = (ce(z), cz(x)) est J(x) = Jo(a)
T\L
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Définition 1.2.5.1 (Multiplicateurs de Lagrange primauz)
Les multiplicateurs de Lagrange primauz sont donnés par (en utilisant les notations

précédentes)

Ned
—~
I 8
~ ~
n w»
S S’
11—t
B
~—~
i Q
-~
o 8
S’
+
nn
g
AN
9]
—~
— —
w o
—_ [an]
N’ N

Les multiplicateurs y = (ye,yz) sont associés aux contraintes ¢ = (cg,cz) et les mul-

tiplicateurs u sont associ€s aux contraintes de bornes sur s.

Notation 1.2.5.3 (Multiplicateurs décalés)
On appelle multiplicateurs décalés les quantités suivantes (avec y des multiplicateurs

primauz ou primaur-duaus)
My,v) = y—vel (1.32)

Définition 1.2.5.2 (Fonction d’arrét)
Une fonction d’arrét €(.) est une fonction réelle telle que e(u) > 0 pour tout p > 0 et

e(p) | 0 quand p | 0.

Définition 1.2.5.3 (Variables primale, duale et primale-duale)
On définit la variable primale v par v = (z,s), la variable duale vp par vp = (y,u)

et la variable primale-duale vpp par vpp = (x,8,y,u).

Notation 1.2.5.4 On définit la fonction primale-duale ® : R*""3n¢ — R"F3nepar

[ Vi) — I () (y — ved) |

ve— (y—vel) —u

Qv p,v) = 1.33
W= 0w + Sy e )
I Su — pe |
Les conditions d’optimalité primales-duales pour (1.29) s’écrivent
O(v; pu,v) =0, (1.34a)

et (c(z) + s,8,y,u) > 0. (1.34Db)
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On sait aussi que les conditions de KKT pour (1.26) sont (1.34) avec (1.34a) remplacée

par
O(v;0,v) = 0. (1.35)

Définition 1.2.5.4 (Régle Classique)
Supposons qu’on soit a litération k de lalgorithme PSUPERB. Soit la réegle :

k+1

Si |lce(z®)]] > n%& ou max(—cz(z*),0) > 7% alors poser v**! = max(a*, vk + B), ou

a>1, 08>0, n8>0etnt >0 sont des paramétres.

La régle (1.2.5.4) est utilisée pour mettre a jour le parametre de pénalité dans PSU-

PERB. On peut & présent énoncer ’algorithme complet i.e., 'algorithme 1.2.5.

Remarque : Détaillons les mécanismes mis en jeu lors de 'étape 1 de I'algorithme

1.2.5, ¢’est-a-dire I'itération interne. A cette étape, on doit résoudre

min(im%ser &P (x, s; 1, 1), (1.36)
,8

jusqu’a ce que les conditions d’arrét (1.39) soient satisfaites. Notons que ¢Z est définie
en (1.29). Pour résoudre (1.36), on applique une méthode de région de confiance.
Puisque PSUPERB est une méthode de points intérieurs primale-duale, cela signifie
qu’on résout le probléme (voir (Conn, Gould, & Toint, 2000))

mirtlinéiser Vopd” (@, 5 1, v) " d + 2dTHPPd, (1.37)
eBy,

avec HPP définie par

H(z, Ay, )+ JT(2)0)J(x) JT(x)O(v)

HPD — ’
O(v)J(z) O(v)+US™!

(1.38)

avec (y,u) les variables primales-duales (d’ott l'indice PD), A(y, v) définis en (1.2.5.3),

J la Jacobienne des contraintes,



et ou
H(z,A) = Voo f(z) = Y AVaati(z) = Vo L, A)

ieC

est le Hessien du Lagrangien (voir définition 1.1.2.5). C’est ce modele quadratique

qu’on utilise dans PSUPERB lorsqu’on résout un sous-probléme de région de confiance.

Algorithme 1.2.5 PSUPERB

Etape 0. Choisir des fonctions d’arrét e”, €© et €V et un parametre x, > 0. Choisir
2% € R™, s° € R’ tel que ¢(z%) + s° > 0, des estimations ¢°, u® € R’ et des
parametres de pénalité et de barriere 1V et u® > 0. Poser k = 0.

Etape 1. Itération interne : trouver un nouvel itéré primal-dual
U?g = (P, $F L gkt kL) qui satisfait

[ s

( k—l—l keg < P, (1.39)

phe)
I(C (") + Sk“) Bk < O(ub),  (1.39D)
[S¥H A — el <€), (1.39¢)
( )
(1.39%)

(c(aFtl) 4 st ghtly > 0,
(V¥[e + e2] + ke, v¥[e + €3] + kye) > (¥FF b > 0

pour une norme de mise a I'échelle ||.||;pr+1) adaptée.

Etape 2. Choisir un nouveau parameétre barriere pft1 € [0, u*] tel que
limy_oo ¥ = 0. Si nécessaire, ajuster le parameétre v*. Incrémenter k de
1 et retourner a ’étape 1.

Pour terminer, on peut énoncer deux résultats de convergence de PSUPERB
présentés dans (Gould et al., 2003) :

Théoréme 1.2.2 (Convergence de Uitération interne) Appelons itération interne la
résolution de (1.37) jusqu’a ce que les conditions (1.39) soient satisfaites. Alors,
sous certaines hypothéses standards en méthodes de points intérieurs, la procédure
d’itération interne correspondant a ['itération externe k de Ualgorithme 1.2.5 génére
une suite {(vh, v%)} qui satisfait les conditions d’arrét de I'étape 1 aprés un nombre

fini de pas de calcul.

Nous donnons maintenant quelques hypotheses qui nous seront utiles par la suite.
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H1 Le domaine admissible pour (NLP) est non vide.

H2 f,ce et cr sont de classe C? dans un voisinage contenant les itérés générés par
I’algorithme 1.2.5 et les gradients et Hessiens de ces fonctions sont uniformément

bornés sur ce voisinage.

H2 Bis f,ce et ¢ sont de classe C! dans un voisinage contenant les itérés générés par
I'algorithme 1.2.5 et les gradients et Hessiens de ces fonctions sont uniformément

bornés sur ce voisinage.

H3 L’algorithme 1.2.5 génére une suite {z*, s*,y*,u*} infinie et le parametre v est

mis & jour un nombre fini de fois jusqu’a atteindre sa valeur finale v*.

H4 L’algorithme 1.2.5 génére une suite {x*, s*,y*, u*} infinie et le paramétre v est

mis a jour un nombre infini de fois.

Théoréme 1.2.3 (Convergence de litération externe - Cas ot v reste borné) Sup-
posons H1, H2 et H3. Alors la suite {s*,y* u*} est bornée. De plus, si {2F} a
un point d’adhérence, notons {x*,s*, y*,u*} un point d’adhérence de {z*,s* y* u*}.
Alors s* = 0 et le point {z*, \(y*,v*)} est un point critique du premier ordre pour
(NLP).

Théoréme 1.2.4 (Convergence de litération externe - Cas ot v n’est pas borné)
Supposons H1, H2 et Hj. Alors la suite {y*, u*} est non bornée et tout point d’adhérence

de {zy} minimise la violation des contraintes.

1.2.6 Théorémes relatifs a PSUPERB
1.2.6.1 PSUPERSB et la MFCQ

Nous établissons dans ce qui suit un résultat concernant le comportement de PSU-
PERB lorsque la MFCQ n’est pas satisfaite au point optimal. Ce théoreme constitue

une sorte de certificat de dégénérescence au point optimal.

Définition 1.2.6.1 (Régle Spéciale)

Soit la régle :

Si ||ly* — v*e2|| > yv* alors poser V¥ = max(ar®, v + 3), ou v €]0,1[, @ > 1 et
G >0.
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Dans lalgorithme, on augmente v si au moins une des deux regles 1.2.5.4 ou 1.2.6.1

est, vérifiée.

Théoréme 1.2.5 (PSUPERB et la MFCQ) Supposons H2 Bis, Hj et {xy, s} posséde
un point d’adhérence {x*,s*} tel que {a*} est admissible. On a alors :

1) s* =0.

2) x*est un minimum global pour la violation des contraintes.

De plus, si on utilise les régles de mise a jour définies en 1.2.5.4 et 1.2.6.1 et que
cette derniére est responsable de la convergence de {v¥} wers linfini alors on peut
conclure que :

3) z* est un point de Fritz-John pour (1.1) avec A5 = 0, ot Ay correspond & la

notation du théoréme (1.1.6).

4) La MFCQ n’est pas satisfaite en x*.

Preuve :

1) Soit la premiére mesure d’inadmissiblité :

Ip(z) =D la(x)] + Y max[—ci(z),0]

€€ i€l

I1 est clair que puisque x* est admissible pour (1.1), alors Jp(z*) = 0.
On a toujours : ¢;(x) = 1; — s; ol r; est la partie positive et s; la partie négative de
ci(z).
D’on on tire :
lei(x)| = ri + s
et donc |¢i(z)] = ¢i(z) + 2s;.
On a aussi :

max|[—c;(z),0] = s;.

Puisque ¥p(z*) =0 on a:

lei(z*)| =0, Vie&
et max|[—c¢;(2*),0]=0, Viel.
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Donc

Finalement s* = 0.

2) La mesure d’inadmissibilité est positive ou nulle. Or quand z* est admissible elle

est nulle. Donc avec les hypotheses du théoreme on a
Yz, s") =0
donc z* est un minimum global pour la violation des contraintes.

3) Supposons maintenant que V¥ est mis & jour un nombre infini de fois mais seule-
ment un nombe fini de fois a cause de la regle 1.2.5.4. On pose alors

= max{|lyz ™" — vFeelloo. [ly7 oo}

<k+1
Prenons la premiére ligne de I’équation (1.39a) et divisons de part et d’autre par ¢¥*1.

On obtient, apres utilisation de (Gould et al., 2003, Lemme 4.3)

1

AL pked) 1

Vi) - e o < L, )

Posons & présent 7°+1 = (yF+1 —vfel)/C¥+1. Par construction, |[7%1||= 1 pour tout
k, donc la suite des {g**'} est bornée. Soit 7* un point d’adhérence de la suite {g*}.
On a ainsi ||7*]|c = 1 et donc §* posséde au moins une composante non nulle. De
plus on a limy_. (¥ = 400 d’apres 'hypothese sur les causes de la mise & jour de v*.

Donc aprés passage a la limite, (1.40) devient alors
JE (" )g" =0, (1.41)

avec ¥ qui n’est pas le vecteur nul. z* est donc un point de Fritz-John avec A§ =0

si on reprend les notations du théoreme (1.1.6).

4) On sait que la MFCQ est équivalente a la BCQ (voir définition 1.1.2.2).
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Or, on vient de montrer dans 3) que
Ftq T #0et J ()7 =0

Donc la BCQ est violée en z* et donc la MFCQ n’est pas satisfaite en x* d’apres
(1.2). O

1.2.6.2 PSUPERB et les MPVC

11 faut savoir que la classe de problemes MPVC a vu le jour récemment puisqu’elle
a été introduite dans larticle (Achtziger & Kanzow, 2008). Elle repose sur 'explora-
tion des problémes de structure mais on peut facilement imaginer que dans un futur
proche, d’autres domaines d’application auront recours a des formulations de type
(MPVC). Nous présentons ici des résultats concernant la qualité des points optimaux
obtenus grace a PSUPERB sur des problemes de type (MPVC). Nous introduisons
d’abord des conditions de qualification adaptées aux (MPVC) et ensuite nous formu-

lerons un théoreme qui s’apparente au théoreme 1.2.5.

La premeére condition de qualification adaptée aux MPVC est présentée dans (Achtziger
& Kanzow, 2008). Cette condition ressemble a la MFCQ (voir 1.1.2.3).

Définition 1.2.6.2 (VC-MFCQ)
Soit x* une solution de (MPVC). On dit alors que la VC-MFCQ est satisfaite en z*

si et seulement si les gradients

{Vhi(a™) Yier, U{V Hi(z") }ierouto,

sont lin€airement indépendants et sl existe une direction d telle que

Vh (z*)d = 0, Vi € I, (1.42a)
VH!(z*)d =0, Vi € Ioo U Ioy, (1.42b)
Vol (z*)d < 0, Vi € I, (1.42¢)
VGT(z*)d < 0, Vi € Ly, (1.42d)
VH (z)d > 0, Vi€ In, (1.42¢)
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O?:L IOO = {’L < 1,l ‘ H,(T*> = GL(LF*) = 0}, I()+ = {’I & 1,...,l ‘ H@(.%*) =
0 et Gl(CC*) > O}, Iy = {’1 €l,...1 l Hi(l‘*) =0 et GZ(ZL’*) < O}, Iig= {'l el,..1 I
Hi(z*) > 0 et Gi(z*) =0} et Iyo={i € I, | g;(z*) = 0}.

De méme, nous définissons une VC-BCQ), similaire a celle énoncée en 1.1.2.2.
Définition 1.2.6.3 (VC-BCQ)
Soit (w, ) € RErlHIoo0los| o Rilsol el op vy e solution de (MPVC). On dit

alors que la VC-BCQ est satisfaite en x* si et seulement si

ZiGIh wZVhZ (ZL’*) + EjGI()QUIQ+ WJVHJ (CU*)
2 ker,y MVIR(T) + X er MV G(z") = (w,A) = (0,0).
— Zmelo_ AV Hy (%) =0

Le théoreme 1.2.6 permet d’établir un lien entre ces deux conditions de qualification.

Théoréeme 1.2.6 Soit z* une solution de (MPVC). Sila VC-MFCQ est satisfaite en
x* alors la VC-BCQ) l'est ausst.

Preuve : Soit z* une solution de (MPVC). Supposons que la VC-MFCQ est satis-

faite en z*. Posons

Vgl (z*), pour k € Iy
AT = VGEIF(:B*), pour q € I,
~VH (z%), pour m € Iy_
et
VhE(z*), pour @ € I
ch =
VH] (z*), pour j € I U Iny

Puisque la VC-MFCQ est, par hypothese, satisfaite en z*, il existe un d tel que
ATd < 0et CTd = 0. D’apres le théoréme de Motzkin (voir (Mangasarian, 1994))

on peut affirmer qu’il est impossible de satisfaire

Az1 +Cz3 =0 avec z; > 0 et z; # 0. (1.43)
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< Tyol+|Tx0l+ o
Prenons & présent (w, \) € Ril+Hoolo+] ]R|+9°| ol +lho-1 ot supposons que

Zinhi(a:*) + Z w; VH;(z") + Z M Var(z

i€y, F€lpoUlo4+ kEIgQ

+ ) A VG,(a Z)\VH = 0.

q€I+o melg_

On peut appliquer (1.43) avec A = z; et w = 2z3. On en conclut que A = 0 . Ensuite
puisque {Vh;(@*) }ier, U{VH;(2*) }ieroun, sont linéairement indépendants on a w =
0. Par conséquent, la VC-BCQ est satisfaite en z*. [

Remarque : Etudions le lien qu’il y a entre la violation de la BCQ et de la VC-BCQ.
Si en un point z* la BCQ est violée cela signifie qu’on peut trouver des multiplicateurs
(w, A\, 1) # (0,0,0) avec w € R+ X € Rligouh" et ¢ € R'_{OUI”I tels que

ST wiVhi) + Y AVg(a) = YOAVH @)+ Y YV (HipGr)(@") =

iely J€140 qclo mGIoUI+0

ou Iy = Ino U Ipy U Iy_. Lorsqu’on développe le terme V(H,,.G,)(z*) on obtient

> ier, WiVRi(27) + 3 sep , AV g5(27)
+ qulo(wq q( ") — ) (x*) (1.44)
+ 2 omero YmHm(z)VGR(z™) = 0.

La VC-BCQ est alors violée en z* si

w; = 0, Vi e I,
A =0, Vj € Iy,
V,Go(z*) — Xy =0, Vg€,
Yo Hon(2*) = 0, Wm € Lo,

n’est pas l'unique solution satisfaisant (1.44) avec les contraintes de signe suivantes :

)\j > 07 v] S IgO>
quq(x*) - )\q < 07 Vq € IO~7 (145)
Yy Hp(2*) >0,  Vm € L.
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On peut maintenant énoncer un résultat similaire au théoreme 1.2.5 qui permet,
dans certains cas, d’obtenir un certificat de violation de la VC-MFCQ. Avant cela,
il convient de faire un point sur les diverses notations utilisées. En faisant 1’analogie

avec les multiplicateurs introduits dans la section 1.2.5 on a

Ye = w
Aj, pour j € I,
’ (1.46)
yr = Ags pour g € 1,...,1
U, pour m e 1,...,1

On peut alors énoncer une nouvelle régle de mise a jour du parametre de pénalité.

Définition 1.2.6.4 (Reégle Spéciale MPVC)
Soit la régle -
St [(wf =R ien, s N D ier,  (DF T H (28 ier, o, (WF TG (2Rt =M ) ier L iloo > K alors

poser v**1 = max(av®, V¥ + 3), ot v €]0,1], a > 1 et 8 > 0.

Théoreme 1.2.7 (PSUPERB et la VC-MFCQ) Supposons Hj et {xy, sy} posséde
un point d’adhérence (x*,s*) tel que x* est admissible pour (MPVC). On utilise les
régles de mise a jour définie en 1.2.5.4 et 1.2.6.4. On suppose qu’on met a jour v
un nombre infini de fois et qu’on utilise un nombre fini de fois la régle 1.2.6.4 pour

augmenter v. On peut alors conclure que la VC-MFCQ est violée en x*.

Preuve : On reprend I'idée de la preuve de 1.2.5. Supposons que 'algorithme converge
vers x* admissible pour (MPVC) et H4. On suppose aussi que v* est mis & jour une

infinité de fois a cause de la regle définie en 1.2.6.4. On pose

¢ = max{||(wFt — vF)icr, |loos H()‘i‘cﬂ)iefglloo’

On divise la premiére ligne de équation (1.39a) de part et d’autre par ¢¥! et on
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obtient (aprés utilisation de (Gould et al., 2003, Lemme 4.3))

V) = 3 (Wi = )k (e + D0 M g, (2

e ‘
=D NTIVH (@) + Y UV (Hi G ) (1) (1.47)
a=1 m=1 .
D¢k
S egk(fl)

Puisqu’on suppose que z* est admissible alors s* = 0 (voir théoreme 1.2.5). Par

(1.39b) et (1.39¢) on sait qu’il ne reste que les termes

w;, pour ¢ € I, Aj, pour j € Iy,
Ag, pour g € Iy, Ym, pour m € Iy U Ioy,

car tous les autres convergent vers 0. En ne retenant que les termes dominants,

I'équation (1.47) devient alors

limk L i€l ]e[,()
—C0 k1 -
¢ D OMPVH () + Y TV (Hp G ()
g€l melyUl

Vf(a:k“) _ Z(wfﬂ _ Vlc)Vhi(mk-H z )\kHng k+1 H

(1.48)
D’apres ’hypothese sur les causes de la mise a jour de v* on a limy_,o (¥ = 400. On

pose maintenant

w;cﬂ = (wfﬂ n Vkei>/<k+1’ Vi € ]h,
~k+1 )
A =X g e I,
05+ = (YE1Gy () — MY /CRH g e 1.,

it = AP () /CF, Ymoe 1,1,

Par construction ||(*! b\ gk“,ék“)Hm = 1. Soit

(@ X, 0%, ¢")|o = 1 et donc ses com-
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posantes ne sont pas toutes nulles. Donc apres passage a la limite dans (1.48) et en

développant directement le terme V{H.G)(z*) on obtient :

> T Vhi(a) + YN V(")

iely . ]Eigf — (149)
+Y (F,Golz™) = XN)VH, (") + Y ¥y Hpn(2")VGm(z*) =0.
g€lp méelyg

On sait que les composantes de (ﬂ*j\-*, 6%, 55*) sont non toutes nulles. Il reste & mon-
trer que ses composantes satisfont les contraintes de signe (1.45) et nous aurons alors

montré que la VC-BCQ est violée en z*.

— On sait, d’aprés les propriétés de l'algorithme, que A* > 0 donc a fortior:
A > 0, pour tout j € Iy. Finalement Vj € IgO,X; > 0 (car Vk,¢* > 0).
— Pour ¢ € Iy~ on a G,(z*) < 0 donc Z/;;Gq(m*) < 0 et finalement on a bien
1&;@(1(3:*) — X; < 0 (puisque X > 0) c’est-a-dire f; <O0.
— Pour m € Iy on a Hpy(z*) > 0 donc ¢, Hy,(z*) > 0 et finalement on a bien
$ 2 0.
Les contraintes de signes sont bien respectées et la VC-BCQ est donc violée. Par la

contraposée du théoreme 1.2.6 on a alors que la VC-MFCQ est violée en z*. [J

1.3 Classe de problemes considérés

Les problemes que nous souhaitons étudier sont des problemes de structure. De
tels problemes peuvent étre rencontrés pratiquement, par exemple, dans le domaine de
la construction. Ainsi, on peut garder en téte I'image d’un pont a structure métallique
dont on chercherait & minimiser le poids tout en s’assurant qu’il est capable de sup-
porter les contraintes de résistance mentionnées dans le cahier des charges. Dans notre
étude, nous considérons une structure plus modeste, en deux dimensions, composée
de barres rigides reliées entre elles par des noeuds. On appelle cette structure planaire
un treillis. Ces barres peuvent alors étre soumises a des forces extérieures (qu’on sup-
pose constantes) qui entrainent des déformations du treillis. La figure 1.9 illustre ce

cas.



Q >®)
O : Noeud
I : Barre
-~ : Force

- ~

Figure 1.9 — Treillis de barres soumis a des forces extérieures

Lorsqu’on étudie un treillis, on s’apercoit qu’il y a essentiellement deux variables

qu’on peut ajuster :
(a) le diametre de chaque barre qu’on notera a par la suite,
(b) le déplacement associé & chaque barre, noté u dans la suite.

Si la notion de diametre de barre est intuitive, celle de déplacement nécessite une

explication.

Soit une barre B dont les extrémités peuvent bouger selon les directions z et y (voir

figure 1.10) et qui fait un angle 6 avec I’horizontale.
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Yy
Allongement de L
\‘ X

Allongement de L’

(a) Barre du treillis et directions associées (b) Barre B allongée

Figure 1.10 — Barres du treillis et élongation

La barre B a quatre degrés de liberté : deux pour Uextrémité du haut (un degré
selon z et un selon y) et deux pour celle du bas (méme explication). On associe alors
a la barre un vecteur déplacement, u, a quatre composantes. Si la barre B s’allonge

comme dans la figure 1.10 (b), le déplacement est alors

Lcosf
Lsin6
—L/cosf
—L'sinf
Il faut préciser qu’on ne considére pas # comme une variable. Seules L et L' peuvent
varier au cours du probléeme. Remarquons que l'allongement total de la barre vaut
A=L+ L (ot A, Let L' sont algébriques). On définit alors le vecteur r (de méme

dimension que u) associé & la barre B et tel que

rTu = A.
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Ainsi, dans notre exemple, on a

cosf
sin #
—cosf

—sinf

D’apres ce qu'on a écrit précédemment sur 0, r est donc fixé.

A présent, toutes les grandeurs utiles a la compréhension générale ont été in-
terprétées physiquement. Nous pouvons donc poursuivre I’étude du probleme. 1l s’agit
de modéliser la situation en termes d’objectif et de contraintes. Il existe en fait di-
vers modeles pour représenter ces problemes pratiques. Nous en donnons maintenant

deux.

1.3.1 L’approche du volume minimal
1.3.1.1 Formulation classique

Dans cette section, nous nous concentrons sur une approche qui consiste & mi-
nimiser le volume de la structure. La formulation classique du probleme consiste a
écrire :

minimiser > l;p;a;
a .
3

s.c.: o < gi(a) < o gia; >0, (1.50)
oi(a) > of(a;) sia; >0,
a >0,

ol (pour la i-éme barre) on a l; la longueur, p; la densité du matériau, a; le diametre,

min
o

™ (respectivement o] ) l'effort maximal en compression (respectivement en ten-

sion), 0" est I'effort de fissuration d’Euler : il représente I’effort maximum qu’on peut

exercer au milieu de la barre avant de la fissurer et dépend de la géométrie de la barre

1 Pour une barre a section circulaire on a 6" = —nE;a;/(41?) ou E; est le module
1 (et i 1

de Young. On a aussi 0;(a) = (E;/l;)rFu , oit u et 7; (i.e., le vecteur 7 associé a la

barre ¢) sont les vecteurs définis précédemment. Le vecteur déplacement doit vérifier

Cr

'En anglais, les contraintes associées & o7 sont appelées buckling constraints.
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K(a)u = p ol p est le vecteur des forces extérieures appliquées a la structure et K(a)
m

la matrice de rigidité de la strucutre, définie par : K(a) = > a;(E;/l;)rir}, avec m le

i=1

nombre de barres de la structure.

La formulation (1.50), bien que classique, n’est pas tres commode. En effet, les
contraintes sont difficiles a manipuler a cause de la condition «si a; > 0». Par exemple,
lorsqu’on veut utiliser un algorithme pour traiter ces problemes, il faut préciser a
I’algorithme quelles sont les contraintes qui existent mais comme cela dépend des va-
riables, cela peut notablement compliquer les opérations. On préfere étre en présence
de contraintes qui sont toujours valables. On peut alors montrer (Achtziger, 1999)

qu’il est équivalent de résoudre le probleme suivant :

m
minimiser L;p;a; 1.51a
i ; p (1.51a)
S.C. Zrlfl =P, (151b)
i=1
fi = a;(E;/l;))rlu Vi=1,..,m, (1.51c)
a;07"" < f; < o Yi=1,..m, (1.51d)
fi > a;0°" (a;) Vi=1,...,m, (1.51e)
a; >0 Vi=1,..m, (1.51f)

ol les notations sont les mémes que pour la formulation (1.50). On s’est ainsi
débarassé des contraintes difficiles a controler. De maniére générale, face a cette for-
mulation, il est assez difficile d’extraire des informations du point de vue de 'op-
timisation. En plus de ’évidente non-linéarité du probleme (contrainte (1.51c) par

exemple) on peut énoncer la propriété suivante.

Propriété. Soit z* = (a*, f*,u*) un point optimal pour (1.51). Si l'une des barres
du treillis a un diametre nul, autement dit si 3i € {1,...,m} tel que a} = 0 alors la
LICQ est violée en z*.
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Preuve : Les contraintes

Q*
Y

0,
o= a(E/Lr]u,

* *x _mar
f' S a;0; )

sont actives puisque a; = 0. Ordonnons les variables dans le sens a, f, u. Les gradients

de ces contraintes sont alors

0 0 0

1 —(E;/L)rTur o — /84
0 0 0

0 0 0

o |, 1 et | 1 — 8/}, .
0 0 0

0 0 0

0 0 O — 8/8&1
0 \ 0 ]\ o

Il est alors clair que ces trois vecteurs sont linéairement dépendants donc la LICQ est

violée en z*.0]

Remarque : Dans les cas pratiques, il est trés courant qu'une des barres «dispa-
raisse» a l'optimalité et donc que la LICQ soit violée comme nous le constaterons

dans le chapitre 3.
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Exemple
On consideére I'exemple académique, proposé dans (Guo, Cheng, & Yamazaki, 2001)
du treillis a trois barres, soumis a la force extérieure verticale P = -30 et avec les deux

directions z et y précisées sur la figure 1.11.

Figure 1.11 — Treillis a trois barres

On prend les valeurs suivantes des parameétres :

o = —gMM =5 |;=1et E; =1, pouric {1,2,3}.

) 1

(VR (o v
™ = _\/5/2 , T9 = _1 et r3 = —\/5/2 .

Dans ces conditions la solution théorique au probleme 1.51, donnée dans (Guo et al.,

On a aussi

2001) est illustrée par la figure 1.12. D’apres la propriété précédente, on sait donc que
pour cet exemple, la LICQ n’est pas satisfaite au point optimal. Soulignons que la
plupart des codes d’optimisation non-linéaire actuellement disponibles suppose que

la LICQ est vérifiée au point optimal.
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Figure 1.12 — Treillis a trois barres optimal

1.3.1.2 Formulation MPVC

Le probleme de structure peut aussi s’écrire comme un MPVC (voir (MPVC)).

Cela revient a transformer (1.51) de la fagon suivante :

minimiser Z Pt (1.52a)
s.c. an, =p, (1.52b)
i=1
fi = ai(Ei/l)rlu Vi=1,..m, (1.52¢)
a; >0 Vi=1,..,m, (1.52d)
a;(oc™™ — (Ei/L)rIu) <0 Vi=1,..,m, (1.52e¢)
a;((Ei/1;)rIu — o) <0 Vi=1,..,m, (1.52f)
a; (0" (a;) — E;i/1)rTu) <0 Vi=1,..,m, (1.52g)

ol les notations sont les mémes que précédemment. On notera que les contraintes
(1.52¢), (1.52f) et (1.52¢g) sont les contraintes évanescentes associées a la contrainte
a; Z 0.

1.3.1.3 Les exemples étudiés

Nous présentons dans ce qui suit les problémes exacts sur lesquels nous avons

effectué les tests numériques présentés dans le chapitre 3. Ce sont des probléemes de



minimisation de volume de structure, modélisés sous la forme (1.51) ou (1.52). Les
seules différences entre les problemes concernent donc le nombre de barres et par
conséquent de variables. Nous introduisons ces problémes dans I'ordre croissant du

nombre de variables qu’ils mettent en jeu.

Le probléeme a 5 barres :

Une représentation schématique du probléme est donnée a la figure 1.13. Deux des

N1

N2

Force extérieure
exercée sur le
treillis de 5 barres

Figure 1.13 - Probléeme du volume minimum sur un treillis & 5 barres

noeuds du treillis sont ancrés dans un mur fixe. Les deux autres, N1 et N2, peuvent
éventuellement se déplacer. Il y a donc quatre degrés de liberté :
— 2 pour le noeud N1 (un degré horizontal et un vertical)

— 2 pour le noeud N2 (un degré horizontal et un vertical).

Le vecteur u a 4 composantes. Le vecteur f, lui, a autant de composantes qu’il y a de
barres. On se retrouve finalement avec 14 variables (5 pour a, 5 pour f et 4 pour u)



53

pour ce probleme. Dans notre exemple, les valeurs des parametres sont les suivantes :

Lh=l=1l3 =1,

l4 = l5 = \/57
O.imam _ _O.imz'n — 57
E, =1,

P =(0,0,5,—50),

et on part de la situation initiale décrite & la figure 1.14.

Figure 1.14 — Treillis initial & 5 barres (diameétres = 50)

Le probléeme a 10 barres :

Un schéma représentatif de ce probléme est donné & la figure 1.15.

Dans ce cas, on a 8 degrés de liberté (4 noeuds et 2 degrés de liberté pour cha-
cun d’eux) et deux charges appliquées. On a donc 28 variables pour cet exemple. Ce
probleme est tiré de l'article (Guo et al., 2001). On prend donc les mémes données
(longueur et masse volumique des barres, module d’Young, etc...) que dans I'article

afin de pouvoir comparer les résultats.

Le probléme a 18 barres :

On peut représenter schématiquement le probléme par la figure 1.16.



Figure 1.15 — Probleme du volume minimum sur un treillis & 10 barres

O

Figure 1.16 — Probléme du volume minimum sur un treillis & 18 barres



Ce probleme, que nous avons congu par extension du précédent, possede lui
12 degrés de liberté (méme raisonnement que précédemment). Cela nous amene &
considérer 48 variables. On reprend les mémes valeurs des parameétres que pour

Iexemple a 10 barres. Le treillis initial considéré est donné a la figure 1.17. C’est donc

Figure 1.17 — Treillis initial & 18 barres (diametres = 50)

sur ces problemes précis que nous avons testé PSUPERB lors des tests numériques.
Nous verrons au chapitre 3 qu'en dépit de leur simplicité apparente, ces exemples

sont déja difficiles & résoudre.

1.3.2 L’approche de I'énergie de déformation minimale

Cette approche consiste & minimiser ’énergie de déformation, C, de la structure.

Le probléme se pose alors dans les termes suivants :



minimiser C =pTu

a€eR™ ueR"
m

s.c. (> aiA)u=p, (1.53)
=1

a; >0 Vi=1,..m,

ot A; € R™™ est telle que A; = (E;/l;)r;rl avec les notations prédédemment em-

m

ployées (on a aussi Y, A; = A avec A la matrice de rigidité) et le reste des notations
i=1

est le méme que précédemment.

Le type de problémes traités avec cette formulation peut se représenter comme a
la sous-section 1.3.1.3. Dans (Kocvara & Outrata, 2006), les auteurs travaillent avec
des treillis de tailles YxZ ot Y donne le nombres de noeuds horizontaux et Z le nombre
de noeuds verticaux. Les probléemes possedent diverses tailles allant de I'académique
3x3 au plus réaliste 41x9.

D’expérience, ce probleme formulé tel qu’en (1.53) est tres difficile & résoudre
d’un point de vue numérique. Pour preuve, on présente dans la table 1.1 les résultats
numériques obtenus par (Kocvara & Outrata, 2006) avec des solveurs commerciaux
(SNOPT : (Gill, Murray, & Saunders, 2005), KNITRO : (Byrd, Gilbert, & Nocedal,
2000b) et (Byrd, Hribar, & Nocedal, 1999b), MINOS : (Murtagh & Saunders, 1998))

qu’on peut essayer sur

neos.mcs.anl.gov/neos/solvers/index.html.



57

Tableau 1.1: Nombre d’itérations effectuées par les solveurs commerciaux sur des

problémes de type (1.53)

SNOPT | KNITRO | MINOS
Treillis 3x3 70 échec 149
Treillis 4x4 299 échec échec
Treillis 5x5 434 échec échec
Treillis 6x2 722 échec échec
Treillis 41x9 | échec échec échec

On voit alors que les résultats obtenus sont mauvais et qu’a partir du moment
ol on s’intéresse & des treillis de taille réelle, aucun solveur ne parvient a trouver de
solution optimale. (Kocvara & Outrata, 2006) essaient alors de formuler le probleme
différemment. Ils envisagent le probléme comme un programme mathématique bi-
niveau. Avant de continuer, expliquons brievement ce qu’est la programmation bi-

niveau.

Soient deux vecteurs de variables x et y. Soit alors le probleme

minitiser flz,y)

s.C. : h(x,y) =0, (1.54)

ol f:R"XR™"—>R,h:R"XR” —>RPet g: R" x R™" — RY.

Notons alors ¥(y) 'ensemble des solutions de ce probléeme pour y fixé. Une solution
particuliere est notée x(y). Le probleme (1.54) est appelé le probleme esclave ou
suiveur. On considere ensuite le probleme

minimiser F(z(y),y)

yelR?’n

sc.:  H(z(y),y) =0, (1.55)
G(z(y),y) 2 0,

W F:R"xR™ - R, h:R"xR™— RF g:R"x R™ — Rl et z(y) € U(y).
Le probleme (1.55) est le probleme de programmation bi-niveau proprement dit (en-

core appelé probléme maitre ou meneur). On comprend maintenant 'appelation bi-
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niveau : la solution y*, optimale, du probleme bi-niveau (1.55) est un vecteur de
parametres pour le probléme esclave (1.54), qui, conjointement avec z(y*) € ¥(y*)
permet de minimiser F(x(y),y). Pour résoudre le probléme maitre, il faut d’abord
considérer un probléeme esclave.

I1 existe plusieurs moyens pour passer d'un probleme bi-niveau a un programme
mathématique ordinaire. L'un d’entre eux est de remplacer le probleme esclave par
ses conditions d’optimalité (conditions de KKT'). C’est I'option prise par (Kocvara &
Outrata, 2006). Le résultat est une formulation de type (MPEC) (voir section 1.1.3).
Le probléme de structure peut alors s’écrire sous la forme

minimiser Gla,u)
a€R™ ueR™,acR

S.C. : (Z aiAi)u =D
i=1
% a < 1, (1.56)
i=1

(o — %uTAiu) >0 Vi=1,...,m,
a; Z 0 Vi= 1,...,m,

(o — sulAu)a; =0 Vi=1,..,m,

ol « est une variable duale qui n’a pas d’interprétation physique et G est une fonc-
tion strictement convexe et contintiement différentiable. Notons que cette formulation
ne semble pas plus simple a résoudre que la précédente. Les tests numériques vont
d’ailleurs dans ce sens. En revanche, 'intérét de (1.56) est de servir de point de départ
pour d’autres formulations plus simples, dans lesquelles par exemple on fixe ¢ et on
minimise sur u. Ces autres formulations ont alors des solutions numériques plus fa-
ciles a trouver et en résolvant plusieurs problémes de ce type, on arrive trouver des
solutions satisfaisantes, du point de vue pratique, au probléme de départ.

En ce qui nous concerne, nous avons travaillé sur cette formulation MPEC du

probleme afin de tester les performances de notre algorithme sur des problémes

concrets. C’est pourquoi par la suite, nous avons effectués des essais sur une col-
lection de problemes de ce genre, en guise de préalable au traitement des problemes

de structure.



Chapitre 2
Implémentation de la
méthode de pénalisation

élastique

Afin d’implémenter I'algorithme présenté au chapitre 1, section 1.2.5, dans le but
d’effectuer des tests numériques, nous avons utilisé plusieurs langages et environne-
ments. Dans ce qui suit, nous allons préciser nos choix et décrire comment nous avons

procédé pour coder la version actuelle de PSUPERB.

2.1 Implémentation de PSUPERB

2.1.1 Pourquoi Python?

Pour développer le code nous avons choisi d’utiliser le langage de programma-
tion Python. C’est un langage de programmation orienté objet dont les principaux
avantages sont :

— la clarté de la syntaxe;

- la facilité d’intégration de nouveaux modules ou d’interfacage avec d’autres

langages ;

— les nombreuses extensions numériques existantes ;

~ la simplicité de la maintenance du code.

Nous avons retenu ce langage de programmation car il était parfaitement adapté
a la situation. En effet, nous savions que nous allions faire appel & un langage de
modélisation et que notre code devrait étre capable d’interpréter les informations
générées par ce langage de modélisation. Ensuite, le projet étant susceptible d’étre
développé par différents étudiants, il fallait trouver un langage qui permette a chacun

de modifier sa partie tout en bénéficiant du travail de ses camarades. Enfin, une syn-
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taxe claire et simple permet évidemment de maximiser 'efficacité du programmeur

en lui permettant de se concentrer sur des problemes dignes d’intérét.

Donnons quelques exemples permettant d’illustrer nos propos. Le listing 2.1 est un
extrait du code de PSUPERB.

Listing 2.1 — Extrait du code psuperbV1.py

# Main driver for Psuperd

import sys

import psuperbFrameworkVl as S
import trustregion as T

import norms as N

import pygltr

import umfpack

def SolvelnnerIteration( nlp, TR, x, s, t, y, yrange2, z, zrange2, u, VvV ):
n_inner = 0
finished = False
tinyStep = False
n_it_infeasible_inner = 0
while not finished:

res = nlp.InnerResiduals( x, s, t, y, yrange2, z, zrange2, u, Vv )

if nlp.SufficientlySmall( res ):

print’ STATUS?
print’ Inner iteration stopping conditions satisfied’
finished = True

elif tinyStep:

print
print’ STATUS’
print’ Exiting inner iteration---tiny step’

finished = True

else:
(x, s, t, ¥y, yrange2, z, zrange2, u, v, tinyStep, n_it_infeasible_spb)=\
SolveSubproblem( nlp, TR, x, s, t, y, yrange2, z, zrange2, u, Vv )
n_inner += 1

n_it_infeasible_inner += n_it_infeasible_spb

if n_inner >= nlp.max_inner:
print ’ Skipping to next outer iteratiom’
finished = True
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# End while

TR.ResetRadius ()

return(x,s,t,y,yrange2,z,2zrange2,u,v,n_inner ,n_it_infeasible_inner,tinyStep)

Essayons de comprendre rapidement ce qui est écrit. Les premieres lignes

Listing 2.2 — Importation des modules

# Main driver for Psuperd

import sys

import psuperbFrameworkVl as S
import trustregion as T

import norms as N

import pygltr

import umfpack

ne sont rien d’autres qu’une fagon d’importer des modules grace au mot-clé import.
Par exemple, le module umfpack permet d’effectuer des factorisations de matrices
creuses. Si on crée un nouveau module, il suffit donc d’utiliser le mot-clé adéquat
et on peut immédiatement en exploiter tous les atouts. Dans notre cas, nous avons
créé le module precond au bout de quelques mois de travail et en quelques secondes
nous avons pu voir les changements apportés par l'utilisation d’un préconditionneur.
Cette simplicité d’implémentation a donc été une composante essentielle de ’avancée

efficace du projet. Ensuite, sans entrer dans les détails, on a

Listing 2.3 — Déclaration d’une méthode

def SolveInnerIteration( nlp, TR, x, s, t, y, yrange2, z, zrange2, u, v ):

qui est le moyen, grace au mot-clé def, de déclarer une méthode ou une fonction.
Dans l'exemple on déclare la méthode pour résoudre les itérations internes. Entre

parentheses, on donne les parametres et variables d’entrée. La ligne

Listing 2.4 — Sortie

return(x,s,t,y,yrange2,z,zrange2 ,u,v,n_inner ,n_it_infeasible_inner,tinyStep)

permet de savoir quels sont les parametres et variables renvoyés par la méthode
SolveInnerIteration. Enfin, entre ces deux lignes de code réside la méthode pro-
prement dite. On voit qu’il n’y a rien de nouveau par rapport & d’autres langages de

programmation (JAVA par exemple) et qu’on utilise les classiques boucles while et
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for ainsi que le test if. 1l est & noter que I'élément qui permet de marquer le début
et la fin des boucles est I'indentation. Nous venons ainsi de voir que n'importe quel
utilisateur, familier avec la programmation informatique, est capable de prendre ra-
pidement possession du code. Python étant aussi un langage orienté objet, il se préte
parfaitement a l'implémentation d’'un algorithme par assemblage de blocs de base.
Toutes ces qualités réunies font de Python un langage d’exception dans le cadre de

la recherche universitaire et c¢’est pourquoi nous ’avons choisi.

2.1.2 NLPy

Sur la base de la qualité et des avantages présentés par Python, un paquet d’op-
timisation non-linéaire développé par (Orban & Friedlander, 2003) est disponible
sur nlpy.sourceforge.net. NLPy est un ensemble d’outils utiles au développement
d’algorithmes d’optimisation. Ces outils sont presque intégralement codés en Py-
thon et sont principalement 'implémentation de méthodes d’optimisation non-linéaire
(par exemple méthode de gradient conjugué, méthode de région de confiance, ...) ou
des algorithmes complets pour résoudre des problemes d’optimisation (par exemple,
trip.py est un algorithme qui implémente une méthode de points intérieurs). Grace
a la nature de Python, on peut faire jouer ces modules entre eux en fonction des
besoins de développement. Pour les algorithmes complets, les modeles doivent étre
écrits en AMPL et le fichier d’entrée doit étre un .nl (voir la section 2.1.3 ou (Fourer,
Gay, & Kernighan, 2003)). Ce fichier est alors interprété par amplpy.py. Notons que
des routines sont implémentées pour 'utilisation de matrices creuses ce qui permet de
traiter des problemes de grande taille. Pour coder PSUPERB, on a utilisé les modules
suivants :

~ amplpy.py

— trustregion.py

— trpcg.py
precond.py

— psuperbFramework.py
psuperb.py

Comme nous 'avons dit, le premier permet d’interpréter le modele et les données et

les traduire en un format utilisable par les fichiers écrits en Python. Le deuxieme et le
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troisieme implémentent respectivement une méthode de région de confiance et de gra-
dient conjugué tronqué. Le quatrieme est un module pour utiliser un préconditionneur
(voir section 2.2.2). Le cinquieme est un fichier qui constitue une sorte de canevas
pour psuperb.py. En effet, on y inclut toutes les méthodes qui sont nécessaires a la
résolution du probleme par PSUPERB (calcul des valeurs des contraintes, calcul de
la matrice Hessienne, ...). Ainsi, dans psuperb.py on ne garde que I'implémentation
de Valgorithme proprement dit. On peut résumer tout ce qui précede graphiquement

par la figure 2.1.

Légende: A héritedeB=| B | —> | A

class(l;;l\m/l:gg?)ntext class AmpiModel
i (amplpy.py)
class Preconditioner class TrustRegionFramework class SuperblinteriorFramework
(precond.py) (trustregion.py) (psuperbFramework.py)

psuperb.py

Figure 2.1 — Graphe de I'héritage dans NLPy pour 'implémentation de PSUPERB

C’est donc dans ’environnement NLPy que nous avons développé 'implémentation
de PSUPERB. Nous allons a présent aborder le langage de modélisation dont nous

nous sommes servi.
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2.1.3 AMPL

Comme toujours en recherche opérationnelle nous avons eu besoin d’un langage de
modélisation. Nous avons choisi AMPL (Fourer et al., 2003). Celui-ci s’est présenté
naturellement puisqu’il est a la fois trés simple a prendre en main, capable de traiter
des probléemes de grande taille et qu’il était déja utilisé par NLPy. Nous avons eu
recours & AMPL pour modéliser les problémes que nous voulions résoudre avec notre

algorithme.

Dans ce langage, on distingue trois types de fichiers :
— le fichier de modele, monFichierModele.mod
— le fichier de données, monFichierData.dat
— Un fichier nl, monFichierFinal.nl.
Le dernier fichier est créé & partir des deux autres en utilisant la commande unix

suivante :
$ampl -ogmonFichierFinal monFichierModele.mod monFichierData.dat

Dans le fichier de modele, on écrit tout ce qui est intrinséque au probléme considéré,
par exemple 'objectif ou les contraintes. Dans le fichier de données, on écrit tout ce
qui est susceptible de changer en fonction du choix de I'utilisateur, typiquement, les
parametres. Le fichier nl permet d’assembler ce qui est contenu dans les deux autres

et sera interprété par les solveurs.

Nous présentons un exemple de ce qui a pu étre écrit pour coder le probleme (1.51).

Le modele est donné au listing 2.5.

Listing 2.5 — trussVolume.mod : le modéle du probléme (1.51) en AMPL

###Truss structure model

###Sets
set nb_bars;
set nb_degLibs;

###Parameters

param l{nb_bars};

param rho{nb_bars};

param E{nb_bars};

param sigma_min{nb_bars};

param sigma_max{nb_bars};
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param p{nb_deglLibs};
param vect_r{nb_bars, nb_deglLibs};

###Vars

var a {nb_bars} >=0;
var £ {nb_bars} ;
var u {nb_deglLibs};

####0bjective function
minimize obj:
sum{i in nb_bars} alil*1[il*rho[il;

###Constraints

subject to egalite_force {j in nb_degLibs}:
(sum{i in nb_bars} vect_r[i,jl*£f[i] ) = pl[jl;

subject to egalites_Hooke{i in nb_bars}:
f[i]l = alil*(E[i1/1[i1)*( sum{j in nb_degLibs} vect_r[i,jl*uljl );

subject to minor_f {i in nb_bars}:

alil*sigma_min[i] <= £[i];

subject to major_f {i in nb_bars}:

0 >= f[i]l - alil*sigma_max[il;

subject to bornes_inf_f {i in nb_bars}:
0 <= (al[il"2)%*3.14159265*E[i]l/(4*1[i]l"~2) + fl[il;

Comme on peut le voir, hormis certains mots-clé comme par exemple var (pour
déclarer les variables), minimize (pour savoir si on maximise ou minimise) ou subject
to (pour déclarer les contraintes) tout le reste du code est parfaitement transparent.
Il est donc tres simple d’interpréter ce qui est écrit et donc de travailler avec des

modeles écrits par d’autres personnes. Les données sont présentées au listing 2.6.

Listing 2.6 — trussbBars.dat : les données du probléme (1.51) en AMPL pour un treillis

a b barres

data;

set nb_bars := BAR_1 BAR_2 BAR_3 BAR_4 BAR_5;

set nb_degLibs := degLib_1 deglLib_2 degLib_3 deglib_4 ;

param: E rho sigma_min sigma_max 1 f a =
BAR_1 1 1 -5 5 1 50 50

BAR_2 1 1 -5 5 1 50 50
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BAR_3 1 1 -5 5 1 5 50
BAR_4 1 1 -5 1.414 -70.7107 50
BAR_S 1 1 -5 1.414 0 0;
param: p u:=
degLib_1 0 1
degLib_2 0 -3.828
degLib_3 5 0.1
degLib_4 -50 -4.828
param vect_r[*,*] :=
# BARRE 1 # BARRE 2
BAR_1 degLib_1 1 BAR_2 degLib_1 0
BAR_1 degLib_2 0 BAR_2 degLib_2 1
BAR_1 degLib_3 0 BAR_2 degLib_3 0
BAR_1 degLib_4 0 BAR_2 degLib_4 -1
# BARRE 3 # BARRE 4
BAR_3 degLib_1 0 BAR_4 degLib_1 0.70710678118655
BAR_3 degLib_2 0 BAR_4 degLib_2 0.70710678118655
BAR_3 deglib_3 1 BAR_4 degLib_3 0
BAR_3 deglib_4 0O BAR_4 deglib_4 O
# BARRE &
BAR_5 degLib_1 0
BAR_5 degLib_2 0
BAR_5 degLib_3 0.70710678118655
BAR_5 degLib_4 -0.70710678118655;

Pour les données, il y a aussi quelques mots-clé a connaltre pour comprendre de
quoi il s’agit. Par exemple, le mot set sert a définir les ensembles, le mot param a
définir un parameétre.

Les fichiers de modele et données présentés ici sont trés simples mais on peut
intégrer toutes sortes de complications sans le moindre probléme comme on peut le

constater & la lecture de (Fourer et al., 2003) ou & la consultation de www.ampl.com.

2.1.4 Exemple complet : le développement de PSUPERB

Maintenant qu’on a présenté les différents langages, nous allons nous pencher sur
I'exemple du développement de l'algorithme PSUPERB qui a nécessité 1'utilisation
de chacun d’eux. Cet algorithme vise & résoudre le probléme (NLP). Nous proposons
dans ce qui suit un tour d’horizon des fichiers essentiels ainsi que leur rapport avec le

probleme de départ et/ou l'algorithme. Enfin nous donnerons la procédure & suivre
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pour utiliser le code sur 'exemple d'un probléme de structure a 5 barres.

2.1.4.1 amplpy.py

Dans cette partie , nous présentons les notations ainsi que tout le formalisme qui
a été utilisé lors de I'implémentation. Dans le code, on pergoit le probleme (NLP) de
la maniere suivante

minitiser f(x)

s.c.: ce(z) = ~+F,
v <ez(z) <AV,
ot <z <al,

(2.1)

ou f:R*" = R, ce : R" — R™, ¢; : R® — R™ sont des fonctions de classe C?
et vF € R, AV, 4L € R™ et 2V, 2l € R™ sont des vecteurs fixés. E et I sont des

ensembles finis d’indices.

On définit alors les ensembles suivants

Cl={ieT|—c0<~F et 7Y =400}, (2.2a)
CVU={ieT|-oco=nF et 7 < +oo}, (2.2b)
CR={ieT|-o0o<l et 7Y < +o0}, (2.2¢)

qu’on appelle respectivement 1'ensemble des contraintes inférieures, I'ensemble des
contraintes supérieures et ['ensemble des doubles contraintes.

De la méme manieére on définit

BtE={icT|—co<a} et 3/ =40}, (2.3a)
BV ={icT|—-oco=azaF et 2V < o0}, (2.3b)
Bif={icT|—oo<al et ¥ < 400}, (2.3¢)

qu’on appelle respectivement '’ensemble des contraintes de bornes inférieures,
I’ensemble des contraintes de bornes supérieures et 'ensemble des doubles

contraintes de bornes.
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On pose alors C = CEucY uCchfué&, B=B*uBY UB" ne = |C| et ng = |B.

Toutes ces informations sont contenues dans le fichier .nl. Le role de amplpy.py
est donc, en partie, de lire ces informations et de les rendre utilisables par les autres
modules. On crée donc une classe, AmplModel, qui récupere les informations et les tra-
duit en langage Python. Ce qui a été écrit plus haut se traduit en termes de membres

et de méthodes de la classe AmplModel :

— La fonction objectif est appelée obj

La valeur initiale du vecteur de variables z est contenu dans x,

I

Les bornes inférieures et supérieures pour les contraintes sont rangées dans

Lvar, Uvar, Lcon et Ucon respectivement pour zl, 2V, ’yL et ’yU

— On appelle lowerC, upperC, rangeC et equalC, respectivement les ensembles
CL,CV,Clet &

— On appelle lowerB, upperB et rangeB, respectivement les ensembles BX | BY
et BE.

On récupere aussi d’autres précieuses informations fournies par AMPL comme par
exemple, le gradient et le Hessien de l'objectif, la valeur des contraintes en un point
donné, etc... Ce qu’il faut bien comprendre c’est que tout module qui hérite de
la classe AmplModel (voir figure 2.1) a acceés a ces informations. C'est le cas de

psuperbFramework. py.

2.1.4.2 psuperbFramework.py

Nous allons maintenant expliquer le contenu du fichier psuperbFramework.py.
D’abord, on crée une classe SuperbInteriorFramework qui hérite de AmplModel. On
a donc acces a toutes les données présentées ci-dessus. Dans cette classe on définit

tout ce qui est nécessaire a la résolution du probleme : les variables primales, duales,

la fonction barriere, son gradient, son Hessien, ...

Lorsqu’on applique PSUPERB a (2.1), on doit introduire des variables élastiques
(voir I'explication dans la section 1.2.4, Méthode élastique). Dans I'implémentation,
on a choisi de distinguer les contraintes de bornes des autres contraintes car AMPL

effectue déja ce travail. On donc a trois types de variables primales :
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- les variables du probleme initial qu’on note x
— les variables élastiques associées aux contraintes de bornes sur x, appelées t

— les variables élastiques associées aux autres contraintes sur x, on les appelle s.

On introduit alors les variables duales suivantes :

les variables duales associées aux contraintes générales (ensemble C) sur z, qu’on

nomme y

— les variables duales associées aux contraintes de bornes (ensemble B) sur z,
qu’on nomme z

— les variables duales associées aux contraintes sur s, appelées u

— les variables duales associées aux contraintes sur ¢, appelées v.

En fait, on a deux autres variables duales qu’on utilise lorsqu’il y a des doubles
contraintes de bornes ou doubles containtes générales :
— les variables duales associées aux contraintes de borne supérieure des doubles
contraintes générales sur x, qu’'on nomme yrange?2
— les variables duales associées aux contraintes de borne supérieure des doubles

contraintes de borne sur x, qu’on nomme zrange?2.

Notons que lorsqu’il y a des doubles contraintes, y et z représentent les variables
duales pour les contraintes de la borne inférieure. Remarquons aussi que dans le cas

des doubles contraintes, on n’a besoin que d’une seule variable élastique.

Exemple
Soit le probleme
minimiser (r1 —1)?
x1,Z2
s.c. : —2<a54+1 <8, (cl)

3<a, <18, (c2)

Pour ce probleme, on définit donc le jeu de variables suivant :
— un vecteur z € R? qui correspond & (zy,x)
— une variable sy associé a la contrainte cl
— une variable £; associée a la contrainte c2
— une variable duale y pour —2 < z3 + z;

- une variable duale yrange2 pour z3 + x; < 8
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— une variable duale z pour 3 < x4

une variable duale zrange2 pour z, < 18

I

une variable duale u; pour la contrainte associée & s; (s; > 0, voir la formulation
(1.26))

— une variable duale v; pour la contrainte associée a t, (t; > 0).

Par ailleurs, les contraintes sont définies comme suit

ci(z) —~F i€ equalC,
L “
ci(x) — " i€ lowerC,
con;(z) = i(@) = ' et conRange;(x) = %-U*Ci(ili) i € rangeC.
v —ci(z) i€ upperC,

ci(x) —~L i € rangeC,

On définit ensuite les deux parametres fondamentaux de l'algorithme :
— W, le parametre pour les sous-probléemes barriere ( (voir la section sur les rappels
sur les méthodes de points intérieurs, équation (1.15))
- v, le parametre de pénalité. On a d’ailleurs adopté un v différent selon les

contraintes. Ainsi, en se référant a la formulation (1.26), on a un
Vg qui pénalise les ¢;(x) + 2s;, @ € equalC
vg qui pénalise les s;, i € lowerC U upperC U rangeC

vr qui est I’équivalent du vg pour les contraintes de bornes (par conséquent

associé aux variables t).

On a donc v = (vgy, vs, vr).

A présent, on peut explicitement donner la maniere de calculer les estimateurs des

multiplicateurs de Lagrange primaux pour les contraintes générales :

yE = plei(x) — vF + 5;)7 1 i € £ (cest-a-dire ¢ € equalC),

yl = plej(x) — 4L + ;)71 i € CF (c’est-a-dire ¢ € lower(),
Y = pu(yY —ci(z) +s)7t i € CY (cest-d-dire i € upperC),
Yyl = p(ei(x) — vE + 8) 7! i € CE (c’est-a-dire i € rangeC),
v = u(YY — ci(z) + )7t i € CF (cest-a-dire i € rangeC),



pour les contraintes de bornes :

= pu(z; —zF +t,)7' i€ B (cest-a-dire i € lowerB),
=p(zy —xz;+ 1) i€ BY (Cest-a-dire i € upperB),
wlz; —xk + )"t i € B® (cest-a-dire i € rangeB),
= u(zl —z;+ ;)" i€ BE (cest-a-dire ¢ € rangeB),

71

pour les contraintes sur les variables élastiques s associées aux contraintes générales :

u=S"tue

ou S est une matrice diagonale (voir notation 1.2.2.1) et pour les contraintes sur les

variables élastiques t associées aux contraintes de bornes :

v=T"tue.

Par la suite, les estimateurs primaux sont notés y, z, 4, v. Les multiplicateurs décalés

(voir notation 1.2.5.3) sont donnés par

yE —vp, i €E, 2k i€ B,
yr i€ Ck, 2V i € BY,

Nily,v) = U - U ot &(2) = RL _ RU R
—Y; 1 €CY, zith =2z 1€ BY,
yRl —yBfU e ch 0 sinon.

On notera encore 6 € R la grandeur définie comme suit

3F/(ci(w) = AF + 1) ice
) B a(@) = of + s i el
iz 5) = ff/m . )M ey,
R (ci(w) — 4+ 50) + G5 ) (7 = ei(a) + 1) i € CP,

(2.5)

a laquelle on associera la matrice ©(x,¥,s) (voir notation 1.2.2.1) et la grandeur
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6 € R"c définit par

i’ (ei(x) — %+8) i€E,
bi(z, 4, 8) = /57((7 7)= ] ( )-l—)s ) i igU’ (2.6)
g (i) = A+ 8) = GV /(Y — i) + s:) i€ CF

a laquelle on associera la matrice ©(x, ¢, s). De la méme maniere on parlera de £ € R™s

50 (2 — 2 4 1) i BL,
§i(:r,2,t) = izU/(r? —Z; +tz) 1€ BU,
B (= a4 1) + 5V @V~ zi 1) i€ BN,

et de é c R"s

f;’lL/(‘Tl—.’L'L'f"tL) iEBL,
Gz, 2,t) = —& /(@] —zi+t;) i€ BY, (2.7)
ERL (2 — afh + ) — 2RV (@FV — 2+ ;) i€ BE,

~

auxquelles seront associées respectivement les matrices Z(z, 2,t) et Z(z, 2, 1).

Notation 2.1.4.1 (Matrice E)
Soit la matrice E de R™*" telle que ETZ(x, 2,4)E soit diagonale et dont le i-éme

terme soit &(x,2,t) si i € B et 0 sinon.

Notation 2.1.4.2 (¢?)
On note ¢Bla fonction objectif du sous-probleme barriére (voir la section sur les rap-

pels sur les méthodes de points intérieurs, équation (1.15)) associé au probléme initial

(2.1).



De fagon explicite, on a

P (x,s,t;m,v) = flz)

> vEg(ci(z) — %’E +28;) + > _vsS; + Y vrt;

€€ ieC ieB

Splog(es(x) — F + si) — Yplog(s:)

1€ i€

>, ploglei(z) —~f + i) = Yoplog(s:)

ieCLuCk 1eC

> plog(yf —cilz) + s5)

ieCUVuUCR

> plogw; — ot + ;) — Y plog(t;)

ieBLUBR ieB

> plog(z! — i +1t).
ieBUVUBR
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(2.8)

On trouve ensuite dans le code des fonctions qui calculent V¢?, le gradient de ¢

ainsi que H, son Hessien puis encore d’autres fonctions qui permettent par exemple

de vérifier que les conditions d’arrét de la boucle interne sont satisfaites, de calcu-

ler les normes des vecteurs, etc... Toutes ces fonctions seront ensuite appelées par

psuperb.py.

2.1.4.3 psuperb.py

Apres cette présentation de tout ce qui est nécessaire a l'algorithme propre-

ment dit, on peut enfin évoquer ce dernier. Son implémentation est contenue dans

psuperb.py. Regardons alors ce que contient ce fichier. D’abord, on instancie une

classe de SuperbInteriorFramework afin de pouvoir utiliser tout ce qu’'on a men-

tionné plus haut. Ensuite, on trouve principalement trois fonctions :

— la fonction associée a la boucle externe : SolveOuterIteration

— celle liée a la boucle interne : SolveInnerIteration

— celle en rapport avec la résolution du sous-probleme de région de confiance :

SolveSubproblem
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Pour étre un peu plus précis, voici comment fonctionne chacune d’elle.

SolveQuterIteration :
Tant que les conditions d’optimalité de KKT pour le probleme (1.26) ne sont pas satis-

faites, on rentre dans la boucle interne, c¢’est-a-dire qu’on appelle SolveInnerIteration.

SolveInnerIteration :

Tant que les conditions d’optimalité (1.39) pour le sous-probléme barriere (1.29) ne
sont pas satisfaites, on résout une nouvelle itération de sous-probleme barriere en
appelant SolveSubproblem.

SolveSubproblem :
Cette fonction résout le sous-probleme barriere (voir la section 1.2.5 pour des rappels
sur les mécanismes qui permettent de résoudre le sous-probléme), c’est-a-dire qu’elle
minimise la fonction barriere ¢¥ jusqu’a ce que l'itéré courant satisfasse les conditions
(1.39). Elle cherche donc les solutions & une série de problemes du type
i B, .. 1 4T g7 PD

mltlirlellrsr(nAs)er Voprd” (2,850, v)d+ 5d" H 7d, (2.9)

ol :

vp = (x,8,1),
B(A) ={d e R™™"™= | [|d]|x < A},
avec ||.||p une norme de mise & I'échelle associée & la matice M (voir Section 2.2.2)

et

H(z,\(y,v)) + JT(2)0()J(z) + ET(2)E(w)E(x) JT(z)®(v)  ET(2)Z(v)
HPP = S5(v)J (z) O(v) + US™1 0
E()E 0 () + VIT?

Le probleme (2.9) revient & en quelque sorte a résoudre le systéme de Newton
HPDd - _v1)p¢B(:r7 85 1, V)

de maniere inexacte. On est donc en face d'un probleme du type « Trouver X tel que
AX = by et pour cela, on sait qu’on peut utiliser une méthode de Gradient Conjugué

(méthode itérative tres efficace pour résoudre ce genre de problemes). Dans le code,
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on appelle la routine trpcg.py qui est 'implémentation d’une méthode de Gradient

Conjugué. On peut résumer 'implémentation de PSUPERB par I'algorithme 2.1.1.

Remarque : On peut préciser la maniere exacte dont le parametre p est traité
dans le code actuel de PSUPERB. Pour la valeur initiale, on prend g = 5. Ensuite,
pour la mise a jour, on utilise la regle suivante : ugr; = 0.2u. Ce sont des valeurs
qui semblent faire en sorte que I'algorithme se comporte bien dans de nombreuses
situations. Cependant, comme nous 'expliquerons au chapitre 3 section 3.4.2.2, on

pourrait travailler sur 'optimisation de ces valeurs.

2.1.4.4 Procédure

On cherche ici a montrer un exemple de la procédure complete a suivre pour
résoudre un probleme. On prendra 'exemple du probléeme de minimisation du volume
d’un treillis & 5 barres avec une contrainte extérieure de charge. L’illustration de ce

probléme est donné par la figure (1.13).

Modéliser le probléeme - Il faut d’abord modéliser le probléme grace a AMPL. Les
listings 2.5 (modele) et 2.6 (données) donnent explicitement le code qui modélise

le probleme auquel on s’intéresse.

Créer le .nl - En utilisant la commande
ampl -ogpbb trussVolume.mod trussbBars.dat

on crée le fichier qui sera lu par le solveur.

Lancer PSUPERB - On lance un Terminal et le code s’exécute par la commande
python psuperb.py pb5.nl

Lire les résultats - Il ne reste alors plus qu’a lire les résultats sur le Terminal.

Opérer des changements - En fonction des résultats obtenus, on peut chercher a
modifier des parametres dans 'un des fichiers suivants :
psuperb.py, psuperbFramework.py, amplpy.py, trustregion.py. Une fois les
modifications apportées, on relance le code. On peut aussi modifier les données

dans pb5.dat et il faut alors recréer le fichier .nl.


http://pb5.nl
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Algorithme 2.1.1 PSUPERB Implémenté

Etape 0. (Initialisation)
Choisir des valeurs initiales z%, s°, t, 0, u® et A°.
Choisir des constantes 71 > 1 > 79 > 0 et Ajaz > 0.
Poser k= 0.

Etape 1. (SolveOuterlteration)
Si les conditions de KKT pour (NLP) ne sont pas satisfaites :
- incrémenter k ;
- mettre a jour v;
- mettre a jour yu;
- aller a Etape 2.
Sinon : STOP.

Etape 2. (SolveInnerIteration)
Si les conditions (1.39) ne sont pas satisfaites :
- aller & Etape 3.
Sinon : aller a Etape 1.

Etape 3. (SolveSubproblem)
Résoudre une itération de sous-probleme barriere grace a TRPCG.
Obtenir un pas d.
Si d produit une décroissance suffisante de la fonction barriere :
-aller a Etape 4.
Sinon : aller a Etape 5.

Etape 4. (Mise a jour positive de la Région de Confiance)
Mettre & jour z*, s*, t*.
On augmente le rayon de la région de confiance : A* = min(1A*, Anae)-
Aller & Etape 2.

Etape 5. (Mise a jour négative de la Région de Confiance)
On diminue le rayon de la région de confiance : AF =y AF
Aller & Etape 2 .




77

Avec ces informations, le lecteur peut aisément résoudre ses propres problémes d’op-

timisation a l’aide de notre code.

2.2 Stratégies d’amélioration

2.2.1 Traitement du paramétre de pénalisation

Dans ’algorithme, deux parameétres sont mis en évidence : y associé a la méthode
barriere et v associé a la fonction de mérite. Dans les applications, il s’est vite avéré
que la gestion du parametre v avait une influence cruciale sur le bon déroulement de

I’algorithme.

Exemple
Considérons le probleme HS006 issu de la collection (Hock & Schittkowski, 1981) :

minimiser (1 — )2
(z1,22) (2.10)
s.C. 10(zo — 23) = 0.

Pour ce probleme, si on prend un v initial tel que v = (vg,, vs, vr) = (100, 100, 100),
I'algorithme échoue. En revanche, pour v = (vgg,vs,vr) = (5,1,1), algorithme

converge vers la solution (1,1) en une seconde environ.

Nous nous sommes donc intéressés aux valeurs qu’il fallait donner a v pour que 1'al-
gorithme converge pour un nombre significatif de problemes. Nous avons donc tenté
de proposer des heuristiques pour choisir le v initial ainsi qu’une regle pour mettre a
jour le v au cours des itérations. On propose dans ce qui suit deux heuristiques pour

calculer la valeur du v initial.

Heuristique n°1 : utiliser le gradient de ’objectif
La premiere méthode est issue de l'observation suivante. Quand on regarde la forme
pénalisée (1.25) du probléme (1.24), on voit qu’une condition nécessaire pour une

solution de ce probléme est de satisfaire

0= Vf(z)+vQ(r),
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ol () est une quantité qui dépend du point o on se trouve (on ne peut pas différencier
en tout point & cause de la valeur absolue). Il apparait donc un lien entre v et V f(z).

On détient alors la premiere idée pour proposer un parametre v initial. On posera

Vpg = Vs =Vr = v max(1, va(%)“)a

ol « est un parametre strictement positif et xq 'itéré primal initial. L’utilisation de
max(1, ||V f(x0)|| se justifie par le fait qu’on veut un parametre v strictement positif.
Avec cette expression, on s’assure que cette propriété est vérifiée (méme dans le cas

oit ||V £ (xo)|| = 0).

Exemple
Revenons maintenant a ’exemple du probleme (2.10), en prenant comme point de

départ zg = (z1,22) = (—1.2,1). On a alors
v_f(l'()) = (447 0)7

d’'olt vg, = vs = vr = ||(4.4,0)|| = 4.4 (en prenant la norme euclidienne).

Heuristique n°2 : utiliser les conditions de KKT
Dans cette méthode, on manipule les relations sur les multiplicateurs de Lagrange

pour en tirer une expression de v. On utilise la relation :
k k+1 k0 k1)) _
Ve — (4" — v¥eg) —u"[| = 0,
valable a 'optimalité. Cela nous dit que si on se trouve en un point optimal, on a

ugg=yitu; Vi€CE,
vs =y +u Vi€eCl,

vg = y; +yrange2; + u; Vi€ C¥,
vr =z +v; Vi€EDB,

vr = z; + zrange2; +v; Vi € BE,

avec le formalisme expliqué dans la section 2.1.4. Ces relations nous fournissent une

expression pour v qu’on utilise pour calculer le v initial. Cependant, les y; + u; ne
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sont pas toujours égaux entre eux (surtout a la premiere itération!) et donc il faut

faire un choix pour le nu initial. On prend donc :

Vpe = max(1, %H(yees + Ueeg)| o)
vs = max(L, ||Yiec + Uiccloos [[Yiccr + yrange2iecn + ticcr|loo),

vr = max(1, ||zie + Viesllso, || Zicpr + 2range2icpr + Vieprllo),

Exemple
Considérons toujours le méme exemple. Il n’y a quune seule contrainte et c’est une

égalité donc les ensembles C et B sont vides, d’ou :

vEq = max(1, 3|10 + 0.22...||) = 5.11...,
vs =1,

I/Tzl.

2.2.2 Préconditionnement

Ici, on s’intéresse au sous-probléme de région de confiance. On a vu, lors du rappel
sur les méthodes de région de confiance du chapitre 1, que cela consiste en partie a
résoudre le probleme (1.13), ce qui revient & se pencher sur la résolution du systéme
Vf(z)T = —Hys. Pour cela, on sait qu’on dispose de diverses méthodes mais dans tous
les cas, leur efficacité dépend du conditionnement du systeéme. Le conditionnement se

mesure grace au nombre de conditionnement.

Définition 2.2.2.1 (Nombre de conditionnement)

Pour une matrice A, le nombre de conditionnement k(A) se définit par

K(A) = { [|A]| |JA7]|, si A est inversible,

400, stnon,
ot ||.]| est une norme matricielle quelconque.

Lorsque x(A) est grand, on dit que le conditionnement est mauvais ou que la matrice
est mal conditionnée. Pour un systeme linéaire, si A est mal conditionnée alors on
dit que le systeme Ax = b est mal conditionné. Dans la pratique, cela signifie qu'une

légere variation des composantes de b entraine une grande variation des composantes
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de la solution z. Pour remédier a ce genre de problemes, on peut préconditionner le

systéme. Voyons en détails ce que cela signifie.

Définition 2.2.2.2 (Préconditionneur)

Soit A une matrice inversible de R™™ et b un vecteur de R". Supposons qu’on
cherche a résoudre le systéme Ax = b et que ce systeme est mal conditionné. Un
préconditonneur est alors une matrice M de R™™ symétrique définie positive telle

que le systéeme M Ax = Mb soit mieux conditionné que le probléme original.

Dans le contexte des méthodes de régions de confiance, on cherche donc une matrice M
telle que M Hys = —MV f(x) soit mieux conditionné que le systéme original. Comme
on I’a vu, on résout ensuite ce systeme préconditionné, par exemple, par une méthode
de Gradient Conjugué.

On peut encore noter une propriété intéressante du préconditionnement dans le
cadre de l'application aux méthodes de régions de confiance : on peut montrer (Conn,
Gould, Orban, & Toint, 2000) que préconditionner le systéme revient & changer la
norme qui définit les contours de la région de confiance. La norme utilisée est alors
une norme de mise a 1’échelle associée a la matrice M ou M est telle que la matrice
K(v) définie en (2.11) est définie positive.

M+ J%(2)0(v)J(z) + ET(2)2(v)E(z)  JT(2)0(v)  ET(2)Z(v)
O)J(z) o) +US! 0 (2.11)
=(v)E 0 E(v) + VT

La région de confiance possede alors une forme qui refiete les propriétés du probléme.
Si M était H, la région serait exactement alignée avec les contours de la fonction
barriere. Essayons donc de regarder cette propriété a la lumiére du probléme d’opti-
misation de départ.

Le probleme initial possede, a priori, des contraintes d’égalité et d’inégalité. A
la suite de la transformation élastique (voir chapitre 1, section 1.2.4) et lors de lap-
plication de la méthode de points intérieurs, on se retrouve alors avec un probléme
d’optimisation sans contrainte (on doit minimiser la fonction barriere plus la pénalité,
voir chapitre 1, section 1.2.5)). On peut alors utiliser un algorithme de région de
confiance (voir chapitre 1, section 1.2.1)). D’apres la propriété précédente, on com-

prend alors que si on choisit judicieusement M, on pourrait faire en sorte que la région



81

de confiance tienne compte des particularités du contour de la région admissible.

Illustration
Pour illustrer ces propos, considérons le cas a deux dimensions. Supposons pour
simplifier I'explication que la norme associée a M, définie positive, est telle que
Vd € R™, ||d||as = dT Md. On sait alors que pour M € R**?| les courbes de niveaux de
||d||ar sont des ellipses. De plus, on sait que les demi-axes sont paralleles aux vecteurs
propres et leur longueur est inversement proportionnelle & la valeur propre associée.
Dans notre cas, prenons une matrice M(z), qui dépend du point ol on se trouve,
dont les directions propres sont les directions des contraintes et telle que les valeurs
propres sont proportionnelles a la distance entre x et les contraintes. Supposons que

la contrainte 1 soit presque active. On obtient alors la figure 2.2.

\ - demi-axe dans la direction de la contrainte 1

/ : demi-axe dans la direction de la contrainte 2
f : Région de confiance
Contrainte 1

=

Contrainte 2

Figure 2.2 — Préconditionnement et région de confiance

La région de confiance est alors adaptée a la forme de la contrainte. Ainsi, imagi-
nons le cas oll un itéré se retrouve proche d’une frontiere du domaine réalisable. Alors,
grace a la forme de la région de confiance, on est encore capable de chercher des pas

dans de nombreuses directions qui vont par exemple nous permettre de progresser le
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long de la contrainte. Remarquons que si la forme de la région de confiance n’est pas
adaptée aux contraintes, on peut se retrouver dans des situations ol on est bloqué
sur la frontiére alors que dans le cas contraire, on évite ce probleme. Une illustration

de ce phénomene est donnée a la figure 2.3.

Contour de la
région de confiance
inadapté

itéré courant

direction de
descente

itéré suivant

Frontiere du
domaine admissible

Figure 2.3 — Situation de bloquage sur une frontiére

Dans la pratique, il faut choisir cette matrice M. A cette fin, remarquons la chose
suivante. Nous savons que le Jacobien et le Hessien des contraintes nous donnent les
informations nécessaires sur la forme des contraintes. On sait aussi que V. L(z, A)
contient ces éléments. On sait aussi que proche d’une solution, les contraintes actives
dominent dans V,,L(x, A). En conséquence, les valeurs propres associées & ces direc-
tions dominent. Il est clair que la matrice M = V,,L(z, A) a les propriétés souhaitées :
quand on se rapproche d’une contrainte, la région de confiance adapte son contour a la

forme de la contrainte en question. Remarquons que numériquement, il faut pouvoir
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factoriser le préconditonneur et par conséquent, M doit étre une matrice creuse. Le
Hessien du Lagrangien est potentiellement une matrice dense, ¢’est pourquoi on ne
le choisit pas en tant que préconditionneur. Une approximation creuse du Hessien du
Lagrangien se révele étre une bonne option ainsi que nous le verrons dans la section

sur les résultats numériques.

Revenons a présent sur le lien entre le préconditionneur et la résolution du sous-
probléme de région de confiance. Dans notre algorithme, on utilise une méthode de
Gradient Conjugué préconditionné. Rappelons que la méthode du Gradient Conjugué
est une méthode itérative pour résoudre les systemes du type Ax = b ot A est définie
positive. Or & une itération donnée de notre sous-probleme de région de confiance, on

doit résoudre

~V¢B =
H(z, Ay, v)) + JT (2)0()J(z) + ET(2)2()E(z) JT(2)0(v)  ET(z)Z(v) dy
S(v)J () O(v) +US1 0 d,
E()E 0 E(v) + VT! dy

Notre outil de résolution est donc la méthode du Gradient Conjugué. Mais on utilise
la version préconditionnée de cette méthode (la version "non-préconditionnée” est
en fait préconditionnée par l'identité). Ainsi on s’assure de la qualité des solutions

trouvées. En contrepartie, cela implique qu’on résolve des sytemes du type

Kw)d=r

ol K(v) est définie en (2.11) (notons que dans la version non-préconditionnée de
'algorithme on a K(v) = I),

et 7 un vecteur qui intervient au cours de la méthode. Comme on 'a dit plus haut,
la matrice K(v) est définie positive. On dispose alors de moyens trés efficaces (par le
biais de factorisations) pour résoudre ce type de systémes. Mais si on regarde de plus

prés K(v), on s’apercoit alors que la matrice

J"(2)0(v)J ()
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pourrait poser des problémes. En effet, il y a de fortes chances pour qu’elle soit dense et

alors la factorisation de K(v) pourrait se révéler gourmande en espace mémoire puis-

qu’il faudrait stocker un grand nombre de termes. Pour éviter cet écueuil et suivant

(Gould et al., 2003) nous avons introduit deux variables auxiliaires qui permettent

d’éliminer les termes denses. On pose d’abord

Le systeme se réecrit alors :

M + E7 (2)(0) E(x) 0 ET(2)2(v) J"(2) | | de
(O(v) —B(x))J(z) (B(v) - O(v)) +US™ 0 I ds
Z()E 0 E()+ VTt 0 dy
O(v)J(z) O(v) 0 -1 ]| ¢
Le deuxieme changement de variable est alors :
£ = Z(v)E(z)dy + Z(v)d,.
Le systeme peut se réécrire :
M 0 ET(2)E(v) JT(z) ET(z) |
(O(v) —8)J(z) (O®)—O(v)+USs1 0 I 0
(E(v) - E(v))E 0 (E@) —E@)+VT™t 0 I
OW)J(z) 6(v) 0 -1 0
E()E(z) 0 2(v) 0 -I
ou ) i -
d, Ty
dS TS
d=|dy | etr=| nrg
¢ 0
| € [ 0]
On élimine alors d, et d; et on obtient
M J'(z) ET(x) dy Ty
IC(’U)d = Dlj(l’) B] 0 C = Cﬂ”s

DoE(z) 0 B, ¢ Cory
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ol :

Dy =6(w)—0)(O-6)(O-0+UsS 1! (2.12a)
Bi=-I-0@)(©-6+Us1H! (2.12b)
Ci=-0W)(©—-6+UsH! (2.12¢)

Dy =ZE() = ZW)E-E)E-=+USH™? (2.12d)
By=-I-Ew)(E-2+USH)! (2.12€)
Co=—Z2(W)(E-=24+USH! (2.12f)

Finalement, en multipliant la deuxiéme ligne par Dj et la troisitme par D;' on

aboutit au systeme symétrique

M  JY(z) ET(x) dy Ta
Pd=| Jz) D;'Bi 0 ¢ | =| Di'Cirg (2.13)
E(zy 0 D;'B £ D;'Cor,

Remarque : D, et D, sont diagonales définies positives et By et By sont diagonales
définies négatives (d’apres les définitions (2.5), (2.6), (2.1.4.2) et (2.7)).

On note alors D;'B; = —F1 et D;'By = —F2 avec F1 € ReX"¢ ot F2 € RsX"5
définie positives. On peut en déduire les conditions suivantes sur M pour s’assurer

d’avoir un préconditionneur adapté c’est-a-dire pour que K(v) doit définie positive.

Théoreme 2.2.1 (Admissiblité d’un préconditionneur) Soit M un préconditionneur
pour (2.9). On a alors

K(v) définie positive <=> M + JTF['J + ETF;'E définie positive

Preuve : Soit M un préconditionneur et soit (v) la matrice de (2.11). On sait d’apres
(Gould, 1985) que

K(v) définie positive
<~

la matrice P de (2.13) a exactement nc + ng valeurs propres négatives.
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Or on peut toujours décomposer P de la maniere suivante

I —JTFfY —ETE;? M+JTFYJ+ETFY'E 0 0 I 00
P=10 I 0 0 -F 0 ~F7'J 10
0 0 I 0 0 -F ~-F;7'E 0 T

et comme F] et F5 sont définies positives de tailles respectives ne X ne et ng X ng,

le résultat est immédiat. O3

2.2.3 Méthode de Nocedal-Yuan

Dans leur article (Nocedal & Yuan, 1998) proposent un algorithme d’optimisation
non-linéaire qui utilise & la fois les méthodes de région de confiance et de recherche
linéaire. En effet, dans leur algorithme, lorsque le pas d’essai donné par la région de
confiance ne permet pas de faire décroitre l'objectif, au lieu de le rejeter (méthodes
classiques) on procede plutot a une recherche linéaire le long de la direction trouvée.
Ce qui justifie la méthode est assez simple a concevoir. En effet, dans les méthodes
de région de confiance classiques, on sait ce qui arrive :

— On fait décroitre un modele itérativement dans la région de confiance. On ob-

tient ainsi un pas.

— On rejette ce pas g’il ne produit pas une décroissance suffisante de 1’objectif.
Dans le cas ou le pas est rejeté, on réduit alors le rayon de la région de confiance et
on recommence. Lorsqu’on utilise une méthode itérative pour obtenir la décroissance
du modele, les premieres itérations de ce procédé sont toujours les mémes, quel que

soit le rayon de la région de confiance. Voyons cela sur un exemple.

Exemple
Supposons qu’on soit dans un probléme a deux dimensions et que I'itéré courant soit

xr. On cherche alors & résoudre itérativement

minimiser ¢(s)
8

s.c: l|s]| < A

ol g est le modele quadratique, s € R? est le pas, ||.|| est la norme euclidienne et A
le rayon de la région de confiance actuelle. Supposons qu’on utilise une méthode de

Gradient conjugué et que A = A,. La figure 2.4 montre alors la solution obtenue avec
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cette méthode lorsque A = A,. Si la solution obtenue ne produit pas une décroissance
suffisante, on rejette le pas obtenu, p, et on réduit le rayon qui vaut alors A;. On
recommence le procédé et on voit que la premiere direction de Gradient conjugué
calculée, Py, est la méme qu’a I'étape précédente lorsque A valait Ay. On répete ainsi

des calculs déja effectués.

Solution avec A2

Solution avec A1

Région de confiance
de rayon Az >A1

Région de confiance
de rayon A1 >0

X :Minimum sans contrainte du modele quédratique
P1:Premiére direction du Gradient Conjugué

P2 :Deuxiéme direction du Gradient Conjugué

Xk :ltéré courant

Figure 2.4 — Méthode itérative et région de confiance

Lorsqu’on s’intéresse a des problémes de petite taille, la répétition des calculs des
directions de Gradient conjugué affecte peu les performances d'un algorithme mais
cela devient problématique dans le cas oll on traite des problémes de grande taille.
Notons que lorsqu’un pas p est rejeté, il constitue quand méme une direction de
descente. L’idée proposée par Nocedal et Yuan est donc de procéder directement a

une recherche linéaire le long cette direction de descente.
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Il est aussi montré dans l'article que les propriétés de convergence des méthodes
de région de confiance sont conservées. Plusieurs algorithmes (plus ou moins raffinés)
sont présentés dans l'article et nous avons retenu ’algoritme 3.1 pour des raisons de
simplicité d'intégration au code déja écrit et pour son apparente efficacité (voir les
résultats numériques dans l'article).

Pour établir le lien avec ce que nous avons déja vu, comparons cet algorithme a
lalgorithme 1.2.1. Il n’y a qu'une seule grande différence et elle se situe au niveau de
I’étape 2. On avait :

Etape 2. Acceptation du point d’essai - Calculer f(zy + si) et

flaxr) — flan + se)

mk(mk) - mk(xk + Sk)

Pk =

Si m < pg alors poser xpy) = x) + i ;

Sinon poser Tx11 = 14 .

alors qu’avec la version de Nocedal et Yuan on a :

Etape 2. N-Y Acceptation du point d’essai - Calculer f(x) + si) et

flax) = flon + se)

mk(:rk) - mk(CEk -+ Sk)

Pr =

Si . < pi alors poser Tpy1 = Ty + Sk ;
Sinon faire une recherche linéaire le long de s;

et poser zp41 = Tj + ¥s; ou v > 0 est issu de la recherche linéaire.

Une fois modifié, I’algorithme 2.1.1 devient 'algorithme 2.2.1. Nous avons décidé
d’étudier I'impact numérique de cette option lorsqu’elle est implémentée avec PSU-

PERB. Nous présentons les résultats de cette étude dans le chapitre 3.
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Algorithme 2.2.1 PSUPERD - NY Implémenté

Etape 0. (Initialisation)
Choisir des valeurs initiales 20, s¥, %, 1Y | u% et AO.
Choisir des constantes v; > 1 > v > 0 et Ay > 0.
Poser k = 0.

Etape 1. (SolveOuterlIteration)
Si les conditions de KKT pour (NLP) ne sont pas satisfaites :
incrémenter k ;
mettre a jour v;
mettre a jour u;
aller a Etape 2.
Sinon : STOP.

Etape 2. (Solvelnnerlteration)
Si les conditions (1.39) ne sont pas satisfaites :
- aller & Etape 3.
Sinon : aller & Etape 1.

Etape 3. (SolveSubproblem)
Résoudre une itération de sous-probleme barriere grace a TRPCG.
Obtenir un pas d.
Si d produit une décroissance suffisante de la fonction barriere :
-aller a Etape 4.
Sinon : aller & Etape 5.

Etape 4. (Mise & jour positive de la Région de Confiance)
Mettre & jour z*, s*, t*.
On augmente le rayon de la région de confiance : AF = min(v; A%, Apas).
Aller 4 Etape 2.

Etape 5. (Mise a jour négative de la Région de Confiance)
On diminue le rayon de la région de confiance : A¥ = v, A¥,
On fait du backtracking sur le pas d.
On met a jour z*, s*, ¢* .

, 8"
Aller & Etape 2 .
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Chapitre 3

Résultats Numériques

Dans ce chapitre, on s’attache a 'aspect numérique de notre algortihme. On pro-
pose d’abord une étude de quelques problemes de référence, simples, sur lesquels on
peut comprendre ce qui se passe, étape par étape. Ensuite, on présente les résultats
des tests numériques que nous avons effectués. Précisons d’ores et déja que nous
avons produit trois variantes de PSUPERB : la variante de base, celle avec un
préconditionnement (voir section 2.2.2 du chapitre 2) et celle avec une méthode de

Nocedal et Yuan (voir section 2.2.3 du chapitre 2).

3.1 Problemes de référence

Dans ce paragraphe, nous allons nous essayer de comprendre comment fonctionne
PSUPERB sur trois problemes relativement simples mais qui illustrent différents com-
portements de ’algorithme.

Probléme 1
Ce probléme est tiré de la collection (Hock & Schittkowski, 1981). Son modele est le

suivant :

minimiser 100(zy — 2%)? + (1 — 71)?

(117132)
s.c. : —-1,5 < 9,
et le point de départ est un point admissible : ;1 = —2 et 29 = 1. Essayons de voir

comment PSUPERB transforme ce probleme. D’abord on a :

¢° (21, 79, t,v) = 100(zg — 22)* + (1 — 21) + vt
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et le probleme associé est :

minimiser ¢%(xy, z9,t, V)
(z1.22,8)

S.C. : 0< a4+ 1,5+1,

0<t.
Ensuite on introduit :
B (21, 29, t, v, 1) = 100(xy — 23)* + (1 — 21)* + vt — plog(zs + 1,5 +t) — plog(t)
et on doit résoudre le sous-probléme barriére (sans contraintes)
minimiser ¢%

pour chaque valeur fixée de u et de v. Pour cela il faut satisfaire les conditions (1.39)
pour ce sous-probleme. La solution exacte du sous-probleme barriere est la suivante

(pour les variables primales) :

Ty 1
To = 1
t w/v.

Quand on fait tourner PSUPERB, on aboutit au résultat présenté dans le tableau 3.1

pour les solutions du sous-probléeme barriére.

Tableau 3.1: Suite des itérés proposée par PSUPERB sur un probleme non-linéaire

Itération i To t Iz v
0 0.894 0.798 1.373 0.2 3
1 1.047 1.096 0.229 0.04 3
2 1.016 1.032 0.041 0.008 |3
3 1.003 1.006 0.008 0.0016 | 3
4 1.000 1.001 0.001 0.00032 | 3
5 1.0001 1.0002 3e-04 6.4e-05 | 3
6 1.00002 | 1.00005 | 6.4e-05 | 1.28e-05 | 3
7 1.000005 | 1.00001 | 1.27e-05 | 2.56e-06 | 3
8 1.000001 | 1.000002 | 2.56e-06 | 5.12e-07 | 3
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On remarque que v reste borné, que u tend vers 0 et par conséquent, conformément
3 ce que donne la solution exacte, la grandeur ¢ tend vers 0. Pour x; et xs, les itérés
donnés par l'algorithme convergent bien vers ceux proposé par la théorie.

Les deux autres exemples sont des problemes pour lesquels la MFCQ n’est pas
satisfaite au point optimal. Les comportements de PSUPERB peuvent alors étre

différents.

Probléeme 2

Ce probléme est aussi tiré de la collection (Hock & Schittkowski, 1981) (HS 013)
et son modele a été présenté dans le chapitre 1. Ce probleme présente la particula-
rité d’avoir un point optimal pour lequel la MFCQ n’est pas satisfaite. Sur un tel
probleme, PSUPERB n’est pas supposé aboutir a une solution qui lui semble opti-
male & moins qu’on n’utilise la regle (1.2.6.1) de mise a jour du parametre de pénalité.
Son comportement est le suivant si on utilise la régle classique (1.2.5.4) : il se dirige
bien vers le bon point mais n’arrivant pas a satisfaire les conditions de KKT (ze les
conditions (1.35) pour (1.29)), il ne renvoie pas un message d’optimalité. On notera
que la précision avec laquelle il approche le point optimal dépend fortement du v
initial choisi comme le montre le tableau 3.2.

Tableau 3.2: Variation du point d’adhérence en fonction du parametre de pénalité
initial

v initial v final 1 To Objectif
(10, 10, 10) (21870, 21870, 21870) 1.22 | -1.4e-4 0.59
(100, 100, 100) (112010, 112010, 112010) | 1.03 | 1.3e-6 0.85
(1000, 1000, 1000) (1000, 1000, 1000) 1.08 | 1.2e-7 0.95
(10000, 10000, 10000) (40000, 40000, 40000) 1.004 | -3.1e-8 0.99

On voit clairement que les résultats varient beaucoup et qu’avec certains v initiaux
on peut se rapprocher fortement du point optimal (derniere ligne du tableau 3.2).
Quand on observe bicn lo tableau précédent, on pourrait étrc tenté de dégager une
évolution générale de la qualité des résultats qui irait dans le sens suivant : «plus le
v initial est grand, plus on se rapproche de la solution».

Il est alors temps de faire le lien entre ces observations et le théoréme 1.2.5 du
chapitre 1. En effet, ce théoreme peut se résumer ainsi : si la suite de v générés par

I’algorithme tend vers l'infini et que PSUPERB converge vers un point z* admissible
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alors la MFCQ n’est pas vérifiée en ce point et c’est un point de Fritz-John du
probléme de départ.

Dans le probléme considéré, on sait (voir section 1.1.3) que la MFCQ n’est pas
vérifiée au point optimal (1, 0). On voit aussi qu'un grand v semble approprié pour
s’approcher du point (1,0), admissible (la solution). On est amené & penser que le
point optimal est un point de Fritz-John du probleme de départ. Pour le prouver,
nous avons implémenté les conditions d’optimalité de Fritz-John afin de voir si on pou-
vait les vérifier numériquement. Concretement, nous avons demandé a 1’algorithme
de vérifier ces conditions (au lieu des conditions de KKT) si le point en lequel on se
trouve est admissible & 107¢ preés et que v est supérieur & 10000. Un test numérique
ol on prend le v initial tel que v = (6000, 3000, 6000) donne un résultat positif en 45
itérations. C’est-a-dire que PSUPERB converge vers le point (1,0) admissible avec un

v qui semble tendre vers I'infini (on termine avec max(vg,, vs, vr) = 24000).

Probleme 3
Ce probléme est issu de la collection MacMPEC (voir (Leyffer, 2005)).

Le modéle est le suivant :

minimiser % + 23 — 4z12,

(z1,22)

S.C. : T1T9 = 0,
0< 2,
0 < xs.

Le point optimal pour ce probleme est (0,0). Il est clair qu’au point optimal, le gradient
de la contrainte est nul. La MFCQ n’est donc pas satisfaite (on le savait puisqu’on
a démontré au chapitre 1 que la MFCQ n’est satisfaite en aucun point admissible
d’un MPEC). Mais c’est un point fortement stationnaire. Comme on sait que PSU-
PERB peut converger vers un point fortement stationnaire (voir (Coulibaly, 2008)),
il devrait théoriquement étre en mesure de trouver la solution. La suite des itérés est
présentée dans le tableau 3.3. Ces résultats numériques viennent appuyer les preuves

théoriques concernant notre algorithme .
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Tableau 3.3: Suite des itérés proposée par PSUPERB sur un probléeme de type MPEC

Itération T 9
0 0.634 | 0.634
1 0.114 | 0.114
2 0.071 | 0.071
3 0.032 | 0.032
4 0.019 | 0.019
5 0.007 | 0.007
6 0.003 | 0.003
7 0.0017 | 0.0017
5 0.0006 | 0.0006

3.2 Tests numériques

3.2.1 Influence du parametre de pénalisation

Nous présentons ici les résultats obtenus quant aux performances de PSUPERB en
fonction de 'heuristique choisie pour calculer le v initial. La collection de problemes
dont nous nous sommes servi est issue de (Hock & Schittkowski, 1981). Les tests ont
été effectués sur 110 problemes de cette collection. Le tableau 3.4 explique pourquoi
certains problémes n’ont pas été traités. Tous les problemes sont non-linéaires, que

ce soit par leur objectif ou leurs contraintes.

Tableau 3.4: Problémes de la collection HS non-traités

Problémes abandonnés Cause
58, 82, 94, 115 Modele inexistant
68, 69 Probleme non différentiable

Afin d’analyser les performances de notre algorithme, nous avons utilisé un outil
qui s’appelle un profil de performance développé dans (Dolan & Moré, 2001). C’est
un outil qui permet de comparer divers algortihmes en termes de temps CPU, nombre
d’itérations, etc... . Nous proposons au lecteur un rappel sur le fonctionnement de cet

outil.

Pour un critére donné, la théorie est fondée sur le calcul de ratios : pour chaque

algorithme et pour chaque probleme, on calcule le rapport de la performance obtenue



par I'algorithme en question sur la meilleure performance. L’allure typique d un profil
de performance pour une certaine mesure de performance est donnée par la figure 3.1.

Sur ’axe des ordonnées, on lit le pourcentage cumulé de problemes résolus par un

1.0 ‘ , K ‘ | | ]
0.8 e e emo oo TTIITTTTITITC
ey
\'.V/
1
1
i
0.6},
I
J
[l
0.4f
0.2}
__ solveur1
— solveur 2
% 10 20 30 20 50 60 70

Figure 3.1 — Un profil de performance typique

solveur avec une efficacité inférieure ou égale a 7 fois celle du meilleur solveur. On lit
7 sur I'axe des abscisses (pour des raisons de lisibilité, on utilise souvent une échelle
logarithmique). Considérons le point rouge par exemple. Il a pour abscisse 1 et pour
ordonnée 75. Cela signifie que le solveur 1 produit la meilleure mesure de performance
sur 75% des problemes. Autrement dit, si on prend un probléme parmi la collection
de problé¢mes testés, la probabilité que le solveur 1 soit le meilleur est de 75%. La
ligne horizontale nous indique quel est le solveur le plus apte & résoudre 80% des
problemes. Lorsqu’on part de la gauche pour aller vers la droite, les solveurs les plus
efficaces sont les premiers rencontrés. Dans notre cas, le solveur 1 est plus apte que
le solveur 2 a résoudre 80% des problemes. La ligne verticale est utile quand on veut

savoir la chose suivante : lorsqu’on s’autorise a étre entre 1 et 7 (7 = 17 dans notre
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figure) fois moins performant que le meilleur solveur, quel pourcentage de problemes
solutionne-t-on ? Sur I'exemple, le solveur 2 résout alors environ 70% des problemes
alors que le solveur 1 en résout plus de 80%. Enfin, les valeurs lues pour la plus grande
valeur de 7 donnent le pourcentage total de problemes résolus par chaque solveur. Sur
la figure, le solveur 2 résout un peu plus de 70% des problémes alors que le solveur 1
atteint presque les 85%.

Globalement, si une courbe est toujours au-dessus d’une autre, cela signifie que
Palgorithme qu’elle représente est plus performant que I'autre. Pour terminer, no-
tons que dans le cas ou les courbes se croisent, 'interprétation est plus difficile. En
effet, cela signifie qu’un solveur est meilleur que l'autre si on considére une perfor-
mance de 1 & 7 (par exemple) fois moins bonne que la performance optimale mais la
tendance s’inverse si on considére une autre fourchette de performance. Il est alors
difficile de distinguer clairement un meilleur solveur. On peut a présent disposer de
cet outil pour comparer nos diverses versions de PSUPERB ainsi que les performances

de lalgorithme pour deux manieres différentes de calculer le v initial.

Notation 3.2.1.1 Versions de PSUPERB
On note les différentes versions de PSUPERB de la fagon suivante :

Versionl, la version de base
Version2, la version préconditionnée

Version3, le version avec la méthode de Nocedal et Yuan.

Pour les heuristiques utilisées, la notation suit ce qui a été développé dans la section
2.2.1 : I'heuristique 1 est fondée sur le calcul du gradient de 'objectif au point initial

et 'heuristique 2 sur les conditions de KKT pour le sous-probléme barriére.

Pour évaluer les performances des heuristiques, on a comparé les résultats obte-
nus en termes de temps CPU avec les deux choix possibles du v initial, pour une
version de PSUPERB donnée. Le temps CPU semblait un bon critere pour mettre
en parallele les résultats puisque tous les tests ont été effectué sur la méme ma-
chine et que cela reste un critere industriel intéressant. On obtient les figures 3.2,
3.3 et 3.4. Interprétation : Pour les versions 1 et 2, on s’apercoit que les courbes
se croisent, parfois plusieurs fois et qu’elles sont trés proches 'une de l'autre. A la

fin, on résout environ le méme pourcentage de problemes. Les performances entre
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Figure 3.2 — Comparaison des heuristiques pour la Version 1 (Temps CPU)
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Figure 3.3 — Comparaison des heuristiques pour la Version 2 (Temps CPU)
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—— Version3-Heuristiquel
- - Version3-Heuristique2
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Figure 3.4 — Comparaison des heuristiques pour la Version 3 (Temps CPU)

les deux heuristiques sont donc tres semblables et on ne peut pas vraiment déclarer
qu’une heuristique est meilleure que ’autre. La différence est plus lisible sur le graphe
(3.4) ou la courbe correspondant & I'heuristique 2 est toujours au-dessus de l’autre.
Cependant, a la fin, le pourcentage de problemes résolus est quasiment le méme.

Conclusion : les performances des heuristiques sont tres semblables et on peut donc
aussi bien utiliser I'une que ’autre méme si 'heuristique 1 possede un léger avantage

lorsqu’on emploie la Version 3.

3.2.2 Impact du préconditionnement et de la méthode de Nocedal-

Yuan

A présent, il s’agit de comparer les différentes versions entre elles. Pour cela on
fixe I'heuristique et on dresse le profil de performance pour les criteres du temps CPU
et du nombre d’itérations pour les trois algorithmes.

3.2.2.1 Comparaison des temps CPU

Pour le critere du temps CPU, on obtient les figures 3.5 et 3.6.
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—— Versionl-Heuristiquel
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Figure 3.5 — Comparaison des versions pour heuristique 1
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Figure 3.6 — Comparaison des versions pour I'heuristique 2 (Temps CPU)
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Interprétation : les résultats sont plus clairs que dans les figures (3.2)-(3.4). La
courbe correspondant a la Version 2 est, dans les deux cas, au-dessus des autres. La
Version 2 a généré une meilleure solution (c’est-a-dire a été plus rapide puisqu’on
mesure le temps CPU) sur environ 45% (respectivement 50%) des problémes avec
I'heuristique 1 (respectivement 'heuristique 2). De plus, la Version 2 résout presque
80% des probléemes dans les deux cas alors que les autres versions tournent autour
de 65%. Si on cherche maintenant a comparer les deux autres versions entre elles, la
Version 1 est supérieure a la Version 3 méme si cette supériorité n’est pas évidente.
En effet, bien que la courbe correspondant a la Version 1 soit plus souvent au-dessus
lautre, les deux courbes se croisent. En termes de probabilité de résoudre un probleme
pris au hasard, les deux versions sont presque identiques, ainsi que pour le pourcentage
de problemes résolus.

Conclusion : En termes de temps CPU, la Version 2 est donc globalement meilleure

que les deux autres qui, elles, sont tres semblables.

3.2.2.2 Comparaison des nombres d’itérations

On compare dans ce qui suit les nombres d’itérations internes nécessaires a la

résolution du probléme. On obtient alors les figures 3.7 et 3.8

1.0 T T T T T T

0.2}

—— Versionl-Heuristiquel

- - Version2-Heuristiquel

---- Version3-Heuristiquel
0.0 T 7 3 a 5 G
2 2 2 2 2 2 2

Figure 3.7 — Comparaison des versions pour I'heuristique 1 (Nombre d’itérations)
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1.0

—— Versionl-Heuristique2
-~ Version2-Heuristique2
---+ Version3-Heuristique2

0 1 z 3 a 5 6 7
2 2 2 2 2 2 2 2

Figure 3.8 — Comparaison des versions pour I’heuristique 2 (Nombre d’itérations)

Interprétation : les résultats sont encore plus marqués que précédemment. En
effet, les trois courbes sont disposées les unes au-dessus des autres : celle corres-
pondant a la Version 2 au-dessus de celle correspondant & la Version 1, elle-méme
au-dessus de celle correspondant a la Version 3. On remarque que pour un probléme
pris aléatoirement, la Version 2 a cette fois presque 60% de chances d’étre la meilleure
en termes de nombre d’itération.

Conclusion : En termes de nombre d’itérations, la Version 2 est donc globalement
meilleure que les deux autres et la Version 1 est meilleure que la Version 3. Si on veut
résoudre un probleme en cherchant a minimiser le nombre d’itérations, la Version 2

est donc celle qu’il faut choisir.

3.2.3 Analyse

Nous essayons dans cette partie d’éclairer les résultats numériques précédents a la

lumiere de ce que l'aspect théorique nous apprend.

Supériorité de la Version 2 :
Ainsi que nous ’avons vu dans la section 2.2.2, on sait le préconditionnement apporte

une stabilité numérique aux dépens d’un nombre accru de calculs a effectuer (car on
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sait qu'on doit résoudre des systémes linéaires supplémentaires). On ne peut donc
pas prévoir, a priori, si 'aspect bénéfique 'emportera numériquement sur l'aspect
négatif. On peut notamment imaginer que le temps de calcul sera plus grand dans le
cas d'un préconditionnement a cause des calculs supplémentaires.

La pratique nous montre donc que c’est 'aspect positif du préconditionnement
qui remporte le duel. En effet, grace a 'amélioration de la stabilité numérique, on
diminue fortement le nombre d’itérations nécessaires et au final, le temps de calcul est
moins élevé. Cet enchalnement de bénéfices n’était pas une évidence avant les tests

numeériques.

Echec relatif de la méthode de Nocedal et Yuan :

Dans la théorie, on a vu que la méthode de Nocedal et Yuan permettait d’éviter de
répéter certains calculs lorsqu’on résout le sous-probleme barriere par une méthode
de région de confiance. Elle devrait donc a la fois réduire le nombre d'itérations pour
résoudre le sous-probleme et par conséquent le temps de résolution. Or dans les tests
numériques, il apparalt que ce n’est pas le cas.

D’abord, il faut comprendre que la méthode a été congue pour des problemes de
grande taille, pour lesquels le calcul de la direction de descente est tres cotiteux. La
collection considérée ne possede pas vraiment ce genre de probléme.

Ensuite, une maniére peut-étre plus adaptée de comparer les versions 1 et 3
seraient de le faire sur les problemes que la Version 1 résout en un nombre élevé
d’itérations. Ainsi, on pourrait voir si la méthode permet de gagner en efficacité sur
les problemes longs a résoudre et par conséquent I'utiliser dans ce cas uniquement.

Quand on effectue ce travail, on est confronté a deux cas principaux :

Cas 1 Le nombre d’itérations avec la Version 3 est largement inférieur a celui de la

Version 1. Exemple : probleme hs078 ou on passe de 857 a 152 itérations.

Cas 2 Le nombre d’itérations avec la Version 3 est comparable & celui de la Version

1. Exemple : probleme hs059 pour lequel on passe de 175 a 146 itérations.

On s’apercoit que la méthode de Nocedal et Yuan peut soit étre trés avantageuse,
soit étre presque inutile dans le cas de nos problemes qui, il faut le rappeler, ne
sont pas de grande taille. Notons qu’a l'avenir, on pourrait essayer de combiner le

préconditionnement avec cette méthode de Nocedal et Yuan.
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3.2.4 Résultats sur des MPEC

On propose ci-dessous I’évaluation des performances de la Version 2 de PSUPERB
sur une collection de problemes de type MPEC (voir (MPEC)). Cette collection est
disponible sur le site web www-unix.mcs.anl.gov/"leyffer/MacMPEC/ et propose
des problemes d’origine et de taille différentes. Nous avons sélectionné un ensemble
de 63 problemes parmi tous ceux qui étaient disponibles. Le tableau 3.5 récapitule les

problemes qui n'ont pas été étudiés. Nous donnons les résultats obtenus en fonction

Tableau 3.5: Problémes de la collection MacMPEC non-traités

Problemes abandonnés Cause
design-cent-21, design-cent-3,
design-cent-31, jr2
gnash1l & gnashl9, pack-comp2*,
gnashllm a gnashl9m,

incid-set1-16, incid-set1-32, Modele similaire & un probleme déja traité
incid-set1c-8, incid-set1c-16,
incid-set1c-32, incid-set2-*,
liswet-100, liswet-200,
pack-compl-8 a pack-compl-32,
pack-rig* (sauf pack-rigl-8).
gpec* (sauf qpecl-100).
bem-milanc30, siouxfls Temps de calcul nécessaire trop élévé
a cause de la taille du probléeme

des heuristiques combinées avec la Version 2 de l'algorithme a la figure 3.9. Remar-
quons que chaque modele étudié a du étre modifié manuellement pour remplacer le
mot-clé complements du langage AMPL par les contraintes explicites qu’il représente

car notre code ne reconnait pas encore ce mot-clé.

Interprétation : on s’apergoit (en regardant ce qui se passe lorsque 1’abscisse est
minimum) que les deux heuristiques donnent des résultats trés similaires. En effet, si
on prend un probléme au hasard on a environ 50% de chance pour qu’il soit résolu
plus vite par 'heuristique 1 (et donc le méme résultat pour I’heuristique 2). Ensuite,
on voit que les deux méthodes aboutissent a la résolution d’un peu moins de 80%
des problémes. Finalement on voit (en regardant ce qui se passe lorsque 1’abscisse est

maximum) qu’au pire, la meilleure heuristique est 16 fois plus rapide que I'autre. On


http://www-unix.mcs.anl.gov/~leyffer/MacMPEC/
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conclut donc que les deux heuristiques sont comparables en termes de temps CPU de

résolution.

1.0

0.2}
— Heuristiquel-Macmpec
- - Heuristique2-Macmpec
O'OO ‘1 ‘z ‘3
2 2 2 2

Figure 3.9 — Comparaison des performances (Temps CPU) des heuristiques avec la
Version 2 sur la collection MacMPEC

Remarque : Lors des tests numériques, nous avons remarqué la chose suivante :
sur certains problemes de type MPEC, l'algorithme converge vers un point non-

optimal (et par conséquent échoue) pour lequel seule la contrainte de type
(FTz) L (G"z) (3.1)

est trés mal satisfaite. Or la qualité de la satisfaction des contraintes est étroitement
liée a la gestion des variables élastiques et donc au parametre v. Cela nous a conduit
a imaginer le scénario suivant : si au cours de la boucle externe on remarque que les
contraintes de type (3.1) sont mal satisfaites, on augmente alors le parametre v.
Cette approche est comparable & celle présentée dans (Leyffer, Lépez-Calva, &
Nocedal, 2006) dans lequel une mise & jour dynamique de v est aussi évoquée. Apres
implémentation de cette stratégie, nous avons testé numériquement 'impact du chan-

gement. Voici trois exemples sur lesquels la modification a apporté un net bénéfice.
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Exemple 1 : (scale)

Le probleme est le suivant :

minimiser (10z; — 1)2 + (1000z9 — 1)?

r1,22€R

s.C. : z1 >0,
x9 > 0,
122 = 0.

Lorsqu’on n’utilise pas la stratégie mentionnée plus haut, I'algorithme se dirige
vers le point (0.1, 0.001) qui n’est pas admissible car la condition z;25 = 0 n’est pas sa-
tisfaite car elle vaut 10~ en ce point. Pourtant, ce point est optimal pour les problémes
élastiques successifs générés par 'algorithme car on peut trouver numériquement des
valeurs pour les multiplicateurs afin qu’il en soit ainsi.

D’un autre coté, avec la mise a jour dynamique de v, on converge vers le point optimal
(0.1, 0) en 34 itérations I'heuristique 1 (693 avec I'heuristique 2). Cela provient du
fait qu'on est tres exigeant sur la satisfaction de la contrainte zjz9 = 0 : au bout
d’un moment, la valeur de 10™* ne nous satisfait pas assez, ce qui nous conduit &
augmenter v et I'algorithme se dirige vers un autre point pour lequel la contrainte est

mieux vérifiée. La regle exacte pour la mise a jour dynamique est la suivante :
Si ||z12a|| < 10 Alors [vgy, vs, vr] «— [10vgy, 10vg, 10v7].

Exemple 2 : (ralphl)
Le probleme est le suivant :

minimiser 2x; — X9
r1,02€R

S.C. : To — 21 2 0,
(X — @) = 0,
Z1,Xa > 0.
Le point optimal pour ce probleme est (0,0). Si on n’utilise pas la stratégie de mise
a jour dynamique, on converge vers (0,0.01) qui encore une fois ne satisfait pas la
contrainte (zg — z1)zs = 0. Mais dans le cas ot on emploie la nouvelle stratégie, on

converge vers 'optimum en 34 itérations avec I’heuristique 1 (29 avec 'heuristique 2).



106

Exemple 3 : (scholtes4)

minimiser 1 + Ty — T3

z1,02€R
s.c. : 9 2 0,
1 2 0,
129 = 0,
—4x; + 23 <0,
—4xo + 13 < 0.

Le point optimal est (0,0,0). On est face au méme genre de situation que dans les
deux exemples précédents :

— Sans mise & jour dynamique, on converge vers (0.01,0.01,0.01). La contrainte
de complémentarité 7,75 = 0 est satisfaite & 107 preés, ce qui ne suffit pas &
étre optimal.

— Avec une mise a jour dynamique, on converge vers 'optimum en 56 itérations
avec 'heuristique 1 (31 avec 'heuristique 2).

Notons que cette reégle de mise a jour dynamique n’a pas été testée sur d’autre

probléme pour 'instant et que ce sera donc l'objet de travaux futurs.

3.2.5 Problemes de structure

Nous donnons ci-dessous les résultats numériques associés aux problemes présentés
dans le chapitre 1. Notons qu’a ’heure actuelle, il n’existe aucune collection de test
pour les MPVC. Ainsi, nous avons créé tous les modeles MPVC, en langage AMPL,

présentés dans cette section.

3.2.5.1 Minimisation du volume

Voyons comment s’est comporté PSUPERB sur les trois problemes de structure

dont on cherche & minimiser le volume.

Formulation Classique (1.50)

La valeur de 'objectif & ’optimalité est de 40.997. Les diametres des barres sont

a; = 10,as = 10,a3 = 1,a4 = 14.14 ¢t a5 = 0.



Tableau 3.6: Résultats sur le probleme a 5 barres avec formulation classique

Heuristique 1

Heuristique 2

Version 1 échec échec
Version 2 | Optimal - 282 itérations | Optimal - 165 itérations
Version 3 échec échec

Tableau 3.7: Résultats sur le probleme a 10 barres avec formulation classique

Heuristique 1 Heuristique 2
Version 1 échec échec
Version 2 | Optimal - 165 itérations échec
Version 3 échec échec
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La valeur de l'objectif a 'optimalité est de 8553.44. Les diametres des barres sont

a; =9
asz = 70.36
as; = 40.62
a7 = 14.14
ag =0

Qo = 9
ags =0
ag =0
ag =0
aj = 68.32

Tableau 3.8: Résultats sur le probleme a 18 barres avec formulation classique

Heuristique 1 Heuristique 2
Version 1 échec échec
Version 2 | Optimal - 292 itérations échec
Version 3 échec échec

La valeur de l'objectif a I'optimalité est de 9924.4. Les diametres des barres sont

(1,1210 CL2=5

as =10
a7 =10
alp=20
a3 =0
a1 =0

as =0
ag = 0
a;; = 68.32
a1a =10

CL17:O

az = 57.45

ag =0

ag = 0

aiz = 68.32
ais = 7.07

aig =0



Formulation MPVC (1.52)

Tableau 3.9: Résultats sur le probleme a 5 barres avec formulation MPVC

Heuristique 1 Heuristique 2
Version 1 échec échec
Version 2 | Optimal - 138 itérations | Optimal - 363 itérations
Version 3 échec échec
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La valeur de l'objectif a I'optimalité est de 35.746. Les diametres des barres sont

a1 = 2.25,a9 = 2.25,a3 = 6.75, a4 = 6.36 et a5 = 10.96.

On remarque alors que la modélisation MPVC permet d’aboutir a une meilleure

solution, en terme d’objectif, que le modele classique. Ce probleme admet donc au

moins deux minima locaux mais nous n’avons pas cherché a savoir si, théoriquement,

d’autres minima existaient.

Tableau 3.10: Résultats sur le probleme a 10 barres avec formulation MPVC

Heuristique 1 Heuristique 2
Version 1 échec échec
Version 2 | Optimal - 762 itérations échec
Version 3 échec échec

La valeur de l'objectif a I'optimalité est de 8553.44. Les diameétres des barres sont

a3 =5 ay =5
a3 ="7036 a;=0
as = 40.62 ag =0
ay=14.14 ag=10
ag =0 ayp = 68.32
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Tableau 3.11: Résultats sur le probleme a 18 barres avec formulation MPVC

Heuristique 1 Heuristique 2
Version 1 échec échec
Version 2 | Optimal - 645 itérations échec
Version 3 échec échec

La valeur de Pobjectif a 'optimalité est de 9924.4. Les diametres des barres sont

ay = 10 (LQ=5 CL3=57.45
(l4=O a5——-0 (LGZO
ar =0 ag =0 ag =0

aig = 0 a = 68.32 a1p = 68.32
aiz = 0 ay1qg = 0 aris = 7.07

CL16=0 0/1720 a18=0

Etude comparative :
Comparons, dans le tableau 3.12, les résultats obtenus avec PSUPERB et ceux issus
de tests réalisés avec le solveur commercial SNOPT. Le tableau 3.12 nous permet
d’énoncer les remarques suivantes :
— PSUPERB est globalement moins efficace en termes de nombre d’itérations.
~ Les solutions trouvées sont les mémes en terme d’objectif a 1'exception du
probleme a 5 barres formulé comme un MPVC pour lequel PSUPERB trouve
une solution ayant un meilleur objectif.

— La formulation MPVC semble plus difficile & résoudre.

Cependant, notons que :
— Le code de PSUPERB n’est pas optimisé ; dans cette maitrise on I’a simplement
fait fonctionner et donc on peut conclure qu’il est prometteur.
— SNOPT a une dizaine d’années d’expérience.
— PSUPERB est fondé sur des résultats théoriques en ce qui concerne les MPVCs

en particulier et plus généralement, les problemes dégénérés.

On donne & présent 'allure physique des structures optimales a la figure 3.10.
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Tableau 3.12: Comparaison des «Nombre d’itérations / Objectifs » des solveurs PSU-
PERB et SNOPT sur les problemes de minimisation de volume de structure

PSUPERB SNOPT

5 barres 165 / 40,99 26 / 40,99
Classique| 10 barres | 165 / 8553,4 | 39 / 85534
18 barres | 292 / 99244 | 76 / 99244
5 barres 138 / 35,746 18 / 40,99
MPVC | 10 barres | 508 / 8553,4 52 / 8553,4
18 barres | 645 / 99244 | 80 / 99244

Remarque : Dans toutes les solutions trouvées, a l'exception de la solution a 5
barres dont 1'objectif vaut 35,746, il y a une barre dont le diametre est nul donc la
LICQ n’est pas satisfaite pour ces structures optimales d’apres la propriété 1.3.1.1 du
chapitre 1.

Conclusion : Sur les problemes de structure, la Version 2 est indispensable. Les
autres échouent toujours, méme sur le probléme le plus simple. Concernant les deux
modélisations, classique et MPVC, la formulation MPVC semble plus complexe &
résoudre méme si elle peut amener & trouver un meilleur objectif. En terme de va-
leur objectif, PSUPERB semble trés compétitif par rapport a un solveur commercial
tel que SNOPT (Gill et al., 2005) en dépit d’un nombre plus élevé d’itérations pour

atteindre cet objectif.

3.2.5.2 Minimsation de I'énergie de déformation

On considere ici les deux formulations, (1.53) et (1.56), du chapitre 1. En obser-
vant les résultats obtenus par les diverses versions de PSUPERB on a travaillé, pour
ces problemes, avec la Version 2. Pour la premiére formulation, on obtient alors le
tableau 3.13. Si on s’intéresse au second probleme, (1.56), qui est un MPEC, on ob-
tient le tableau 3.14. De toute évidence, les résultats ne sont pas brillants. Soulignons
toutefois que parmi les solveurs disponibles sur la marché, seul SNOPT parvient 2
trouver des points optimaux pour les premiers problemes ; pour les seconds, dés qu’on
dépasse les tailles académiques, 'échec se généralise a tous les solveurs (voir les détails

dans (Kocvara & Outrata, 2006)).
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X<

) 5 Barres - Objectif = 40,99 ) 5 barres - Objectif = 35,746

3

)} 10 barres - Objectif = 8553,4 ) 18 barres - Objectif = 99244

Figure 3.10 — Structures optimales

Tableau 3.13: Nombre d’itérations effectuées par la Version 2 de PSUPERB sur des
problémes de type (1.53)

Heuristique 1 | Heuristique 2
Treillis 3x3 825 échec
Treillis 4x4 2140 échec
Treillis 5x5 3247 échec
Treillis 6x2 échec échec
Treillis 41x9 échec échec
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Conclusion : On retiendra que les problemes d’optimisation de structure, formulés

comme des MPEC, sont des problémes encore bien peu maitrisés numériquement.

Tableau 3.14: Nombre d’itérations effectuées par PSUPERB sur des problemes de
type (1.56)

Heuristique 1 | Heuristique 2
Treillis 3x3 échec 3900
Treillis 4x4 échec échec
Treillis 5x5 échec échec

3.3 Visualisation

Puisque nous nous sommes concentrés sur des problemes de structure, une ambi-
tion légitime est de représenter 1’évolution du treillis de barres au cours des itérations.
Pour cela nous avons utilisé une application graphique appelée Processing, dis-
ponible gratuitement sur www.processing.org. Le but de cette application est de
proposer un environnement graphique utilisable seul ou en interaction avec d’autres

applications. Le langage sous-jacent a cette application est Java.

Dans notre cas, nous avons créé un lien entre Processing et I'implémentation de PSU-
PERB. La passerelle entre les deux applications est un fichier texte, valeur.txt, dans
lequel psuperb.py écrit et qui est ensuite interprété par Processing. Concrétement
voicl ce qui se passe : valeur.txt contient les diametres des barres du treillis. Pro-
cessing lit valeur.txt toutes les 0.02 secondes et affiche le dessin qui correspond.
Lorsqu’on fait tourner psuperb.py, a chaque fin d’itération externe, on écrit dans
valeur.txt les valeurs courantes des variables, ¢’est-a-dire des diametres des barres.
Au final, on a I'impression de visualiser I’évolution en temps réel du treillis proposé

par l'algorithme.

Un apercu de ce qui apparait a ’écran est donné aux figures 3.11 et 3.12.
On voit alors que certains traits sont plus épais que d’autres : cela correspond

aux différences entre les diametres pour chacune des barres. Le code nécessaire a


http://www.processing.org
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5 Bars Truss

Figure 3.11 — Apercu de la visualisation du treillis 5 barres proposée par Processing

10 Bars _‘T:;*uss

Figure 3.12 — Apercu de la visualisation du treillis 10 barres proposée par Processing
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I'obtention de ces images est disponible a 1’adresse suivante :
perso.telecom-paristech.fr/ curatolo/Piero/Work/Work.html.

Pour le moment, nous avons écrit le code pour les problémes des treillis & 5 et 10
barres uniquement. En fait, nous pourrions le faire pour un treillis quelconque, du
moment qu’on connait les positions horizontale et verticale de toutes les barres (afin
de faire correspondre les diameétres avec les bonnes barres). Lorsque le nombre de
barres devient grand, cela peut s’avérer fastidieux. Il serait alors possible d’imagi-
ner d’autres angles de vue, plus simple a représenter. Dans notre cas, nous voulions
simplement proposer une premiere illustration des solutions calculées par notre algo-
rithme. Nous 'avons donc fait sur des exemples simples afin de vérifier, par le bon

sens, que les solutions proposées avaient ’air physiquement réalisables!

Remarque : la figure 3.12 est conforme a la solution proposée dans (Stolpe & Svan-
berg, 2003).

3.4 Difficultés et travaux futurs

3.4.1 Problemes non-résolus

Lors des tests sur la collection de problemes (Hock & Schittkowski, 1981), PSU-
PERB n’a parfois pas été capable de trouver de solution optimale. Certains probléemes
se sont avérés résolus par un bon choix (différent de ceux proposés a la section 2.2.1)
du parametre de pénalisation initial. D’autres ont continué a mettre en défaut 1'al-
gorithme. Ci-dessous nous dressons une liste des divers problemes non-résolus avec

dans certains cas la valeur du v initial qui a permis d’arriver a I'optimalité.

Problémes résolus :

HS088, 89, 90, 91, 92 avec vy = (600,3000,600)

HS067 avec la Version 2 et vy = (100,150,100)

HS013 : Voir chapitre 3 section 3.1 pour une explication du comportement de PSU-
PERB sur ce probleme.



Problémes non-résolus :

HS072, 74, 75, 99 : Ces problemes, non résolus par PSUPERB, sont pourtant assez
facilement résolus par SNOPT (moins de 50 itérations).

HS087 : Ce probleme n’est pas différentiable.

3.4.2 Difficultés
3.4.2.1 Le parametre v

Comme nous I’avons vu jusqu’ici, le parametre de pénalisation, v, est déterminant
dans la convergence de algorithme vers une solutions optimale ou non. Deux diffi-
cultés interviennent lorsqu’on étudie ce parametre : le choix initial et la mise a jour. En
effet, en dépit des heuristiques proposées, on a vu que certains problémes pouvaient
étre résolus par un choix judicieux du v initial alors que les heuristiques échouaient
a trouver une solution optimale. Ensuite, concernant la regle de mise a jour, on a
privilégié une implémentation qui semblait fonctionner dans de nombreux cas mais
on peut se demander si une autre regle de mise & jour ne pourrait pas permettre
de résoudre certains problémes encore sources d’échec ou bien améliorer les résultats

actuels.

3.4.2.2 Etude de I'influence de u

Lors de ces travaux, nous avons beaucoup insisté sur l'influence du parametre v
mais peu évoqué le role de p. Il y a fort a parier que le choix initial pour ce parametre
influence les résultats ainsi que sa regle de mise a jour (voir section 2.1.4.3 pour les
regles adoptées jusqu’ici). C’est pourquoi nous souhaitons ici mentionner cette piste

de recherche afin d’ouvrir la voie a de futurs travaux a ce sujet.

3.4.2.3 Choix des multiplicateurs primaux-duaux initiaux

Dans notre étude, nous avons choisi de prendre comme valeur initiale des esti-
mateurs primaux-duaux celle des multiplicateurs primaux. Evidemmen’c, ce choix n’a
aucune raison d’étre meilleur qu’'un autre. Notons que personne aujourd’hui ne sait
s'il existe un choix optimal a effectuer. Il fallait donc opter parmi les multiples options
possibles. Nous laissons ainsi la porte ouverte a de futures recherches dans 'optique

de déterminer un jeu d’estimateurs initiaux meilleurs que ceux que nous avons adopté.
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Conclusion

Nous avons essayé de résoudre le probleme de conception de structure. Ce probléeme
se modélise suivant différents paradigmes de programmation mathématique. Nous
avons choisi une méthode de pénalisation adaptée a la résolution de tels problemes.
Cette méthode, baptisée PSUPERB, est un algorithme de points intérieurs avec
pénalisation ¢; et variables élastiques.

Dans un premier temps, nous avons cherché a découvrir les spécificités de chaque
formulation, notamment en termes de satisfaction des conditions de qualification.
Ainsi, nous avons pu constater que 1'algorithme sélectionné était tout particulierement
adapté a la situation grace a l'emploi des variables élastiques. Nous sommes alors
passés a limplémentation de la méthode en code Python afin de pouvoir résoudre
numériquement ces problemes.

Théoriquement, 'algorithme est en mesure de trouver des points optimaux qui
vérifient les conditions de KKT ou bien de prouver que des conditions de qualification
(MFCQ ou VC-MFCQ selon ce qui s’applique) sont violées au point de convergence.
Cette capacité a décerner un certificat de dégénérescence est peu répandue parmi les
codes actuellement disponibles. Numériquement, les résultats sont tres satisfaisants
sur les collections de problemes Hock-Schittkowski et MacMPEC ainsi que sur des
problémes de structure de petite taille.

Toutefois, les performances actuelles de I'algorithme peuvent encore étre forte-
ment optimisées. Il nous reste par exemple a trouver comment mieux gérer les pa-
rametres de pénalisation et barriére ou encore a raffiner les stratégies utilisées lors
de la résolution des sous-problemes de région de confiance. Nous devrons également
traiter des problemes de structure de grande taille ou d’autres types de problemes
dégénérés afin de mieux évaluer ’étendue des capacités de PSUPERB. Enfin, en rap-
port avec I'implémentation, il reste de nombreuses opportunités a saisir pour rendre

le code plus compétitif.
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