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R E S U M E 

VI 

Dans ce memoire, nous proposons des modeles et des algorithmes pour resoudre le 

probleme d'affectation de passagers dans un reseau de transport en commun. Ce 

probleme consiste a prevoir, le plus fidelement possible, le nombre de passagers sur 

chaque portion d'un reseau de transport en commun, a partir de la demande et 

des caracteristiques du reseau. Les modeles que nous presentons visent a resoudre 

aussi bien la version frequentielle que spatio-temporelle de ce probleme; l'accent est 

toutefois mis sur la seconde. 

Afin de resoudre le probleme d'affectation de passagers, nous etudions deux modeles 

classiques de repartition de flot dans un graphe oriente. Le premier se base sur 

l'affectation systematique de l'ensemble du flot sur le plus court chemin. II represente 

mal le comportement des passagers dont les gouts sont eclectiques. Le second est 

une repartition des passagers en proportion de la qualite de chaque chemin. II se 

base sur la minimisation d'un objectif quadratique, il correspond, entre autres, a la 

repartition du courant dans un circuit electrique. II represente mal le comportement 

des passagers, car il engendre du flot meme sur de tres mauvais chemins. 

Afin de prendre en compte, d'une part, l'eclectisme des passagers et, d'autre part, 

leur attrait naturel pour le plus court chemin, nous construisons un modele mixte, 

combinaison lineaire des deux modeles precedents. Ce modele ne se montre coherent 

que pour des graphes serie-parallele, et apres une legere modification. Cette restric­

tion permet toutefois de developper un algorithme recursif efficace pour determiner 

une solution du modele mixte. 

Le probleme d'affectation de passagers peut se modeliser par un probleme de repar-
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tition de flot dans un graphe oriente. Ce graphe depend du reseau de transport en 

commun et de la demande des usagers. De plus, il existe un graphe pour le probleme 

frequentiel et un autre pour le probleme spatio-temporel. 

Pour resoudre le probleme d'affectation de passagers, il suffit done d'appliquer le 

modele mixte au graphe representant le reseau. La prise en compte de la congestion 

se fait alors grace a un precede iteratif. A chaque iteration, le cout des arcs est mis 

a jour en fonction du flot qui les traverse, puis une nouvelle affectation est calculee. 

L'ensemble de cette methode a ete implements. La construction du graphe a ete 

realisee en per l , tandis que la procedure d'affectation du flot a ete codee en C. Cette 

implementation a ete testee sur l'ensemble des lignes de transport en commun du 

centre de Montreal de 02:00 a 23:00, soit 25% des voyages d'une journee. Les de-

mandes utilisees pour ce test sont une estimation des demandes reelles. Une solution 

pluraliste est trouvee en six minutes. 
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ABSTRACT 

In this master's thesis, we propose models and algorithms to solve the transit assi­

gnment problem. It consists of forecasting the passengers number for each part of 

a transit network. We could use our model to solve frequency version and spatio-

temporal one either. Yet, we especially insist on the second version. 

We consider two standard flow repartition models to solve the transit assignement 

problem. The first one is based on the shortest paths, the whole flow is affected on the 

best path. It does not take into acount the passengers eclectic liking. In the second 

one, passengers are affected in function of the quality of each path. It is based on a 

quadratic objective minimisation. It is similar to the power repartition in electrical 

circuit. It is not a good representation of the passanger behaviour because it puts 

flow even on bad path. 

To consider both eclectism and good path attractivity, we build a mixed model 

as a linear combination of the precedent models. This model is only consistent for 

serial-parallel graph. In spite of this restriction, we develop a recursive and efficient 

algorithm to solve the mixed model. 

We represent the transit assignment problem by a flow repartition problem in an 

oriented graph. This graph depends on transit network and passengers demands. 

Furthermore, there is a graph for the frequency version and another one for the 

spatio-temporal version. 

To solve the transit assignement problem, we plug the mixed model on the network 

graph. Moreover, our model loops to solve the congestion. Inside each loop, arcs cost 
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are update and a new affectation is computed. 

We implement this method. First, the graph is builded by a perl script, then a C 

program compute the flow affectation. We test this implementation on the downtown 

lines of the Montreal transit network between 02:00 and 23:00. For this test, we 

use an estimation of the real demand. A pluralist solution is found in less than six 

minutes. 
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I N T R O D U C T I O N 

Avec la prise de conscience actuelle des problemes environnementaux, la montee 

du prix des hydrocarbures et la croissance des grandes metropoles, l'utilisation des 

transport en commun augmentera dans les prochaines annees. Dans ce contexte, la 

planification du reseau s'avere primordiale. Elle consiste a determiner les routes de 

chaque ligne, ainsi que les horaires des vehicules qui les parcourent. Son objectif est 

de repondre, le mieux possible, a la demande des usagers, sans toutefois exceder 

la capacite operationnelle de la compagnie. Actuellement, ce travail s'effectue en 

grande partie a la main car peu d'outils d'aide a la decision ont ete developpes dans 

ce secteur. 

L'objectif de ce memoire, qui retrace une annee de recherche au GERAD, est de 

presenter des modeles et des algorithmes permettant de prevoir le comportement des 

usagers face a une planification. II devient alors possible d'evaluer, et de comparer, 

plusieurs scenarios, et ainsi d'aider le planificateur a choisir le meilleur. 

Pour cela, nous sommes amenes a resoudre un probleme d'affectation de passagers. 

Ce dernier consiste a prevoir, le plus fidelement possible, le nombre de passagers 

sur chaque portion d'un reseau de transport en commun, a partir de la demande et 

des caracteristiques du reseau. Un tel reseau se compose d'arrets et de lignes, chaque 

ligne desservant une succession d'arrets. Ce probleme se decline en deux versions : fre-

quentielle et spatio-temporelle. Dans la version frequentielle, nous ne considerons que 

les frequences de passage sur les lignes, alors que, dans la version spatio-temporelle, 

nous travaillons avec les horaires exacts de chaque vehicule circulant sur une ligne. 

Ce memoire peut etre lu de differentes manieres, selon les interets du lecteur. Si ce 

dernier est un mathematicien, les chapitres se deroulent dans leur ordre naturel : 

presentation de la litterature, d'un modele mathematique et d'un algorithme de 
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resolution, puis application de ces resultats au probleme d'affection des passagers. 

En revanche, si l'interet du lecteur se porte sur l'aspect operationnel du probleme, 

la lecture commence par le chapitre 4, concernant l'affectation des passagers, les 

autres chapitres se succedant alors pour proposer les modeles et les algorithmes qui 

permettent de resoudre ce probleme. 
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CHAPITRE 1 

REVUE DE LITTERATURE 

Dans ce chapitre, nous presentons une revue de litterature succinate, dont l'objectif 

n'est pas d'etre exhaustif. Nous y presentons simplement les ouvrages qui ont eu une 

influence sur les methodes de resolution presentees dans les chapitres suivants. 

Dans un premier temps, nous etudions le memoire de maitrise de Y. Bzioui, dont les 

travaux prefigurent nos recherches. Ensuite, nous etudions Particle de C O Tong et 

S.C. Wong, dont nous montrons l'interet et les limites. Enfin, nous nous interessons 

a l'article de H. Bar-Gera car nous reutiliserons dans la suite son concept de PAS. 

1.1 Methodes de resolution pour la version frequentielle : memoire de 

maitrise de Y. Bzioui 

Les recherches et les travaux que nous avons effectues sur le probleme d'affectation 

des passagers dans un reseau de transport en commun faisaient suite a la maitrise 

recherche de Y. Bzioui. L'attention de ce dernier s'est portee sur la version frequen­

tielle du probleme : une ligne y est caracterisee par la succession d'arrets desservis, et 

par la frequence de passage des vehicules. Les resultats qu'il a obtenus sont presentes 

dans son memoire [1]. 

Dans ce memoire, Y. Bzioui presente, dans un premier temps, une revue de litterature 

detaillee de ce probleme. Les modeles de Chriqui et Robillard (1975, [2]), Spiess et 

Florian (1989, [3]), Carraresi, Malucelli et Pallottino (1995, [4]), Tong et Wong (1999, 

[5]), ainsi que Fan et Machemehl (2004, [6]) y sont presentes et commentes. Nous 
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reviendrons sur Particle de C O Tong et S.C. Wong. Pour les autres, le lecteur est 

invite a se rapporter au memoire de Y. Bzioui. 

Y. Bzioui presente ensuite en detail la methode de Fernandez et de Cea (1989, [7]). 

Cette methode permet de resoudre le modele de Chriqui et Robillard de maniere 

rapide et efficace; elle determine une solution a la version frequentielle du probleme 

d'affectation de passagers. Dans cette methode, un cout generalise est associe a 

chaque portion d'itineraire. Ce cout generalise depend de Pesperance du temps de 

parcours et du facteur de confort de la portion considered. Dans ce modele, les 

lignes communes, c'est-a-dire les lignes desservant une meme succession d'arrets, sont 

l'objet d'une attention particuliere, puisqu'elles font diminuer Pesperance d'attente. 

La resolution du probleme s'execute en trois phases. La premiere phase traite le 

cas des lignes communes, la seconde affecte le Hot entre les differends nceuds de 

correspondance, la troisieme affecte le Hot sur les lignes. 

Selon Y. Bzioui, cette methode ne represente pas convenablement le comportement 

des usagers; en effet, elle ne prend en compte ni la congestion des lignes, ni le 

comportement pluraliste des passagers. II expose alors son propre modele, derive de 

celui de Fernadez et de Cea, pour pouvoir traiter ces effets. Pour traiter la congestion, 

il propose un procede iteratif, qui consiste a mettre a jour le facteur de confort, et 

done le cout generalise des itineraries, apres chaque affectation ; ce procede sera repris 

dans notre etude. Le choix pluraliste des passagers est traite grace a un modele mixte, 

inspire a la fois d'un modele de repartition par proportion et de la repartition sur les 

plus courts chemins. Ce modele est sans-memoire (une notion que nous definissons 

dans la section 2.2), ce qui rend sa resolution particulierement rapide. Cependant il 

n'est pas necessairement independant des arcs inutilises (une autre notion que nous 

definissons dans la section 2.2), une propriete desirable pour justifier la coherence 

d'un modele. Nous presentons dans le chapitre 2 un modele mixte corrige qui est a 

la fois sans-memoire et independant des arcs inutilises. 
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1.2 Une approche pour la version temporelle : C O Tong et S.C. Wong 

L'article de C O Tong et S.C. Wong [5] est particulierement interessant, car le modele 

qu'il propose est dynamique et prend en compte le comportement pluraliste des 

usagers. Leur idee consiste a choisir aleatoirement les gouts des passagers, representes 

par un ensemble de coefficients d'attractions penalisant plus ou moins l'attente, les 

correspondances, le temps de route, etc. Chaque usager est alors affecte sur le plus 

court chemin, selon ses parametres, de son origine a sa destination. Le calcul des 

plus courts chemins est de plus accelere par un algorithme permettant de reduire la 

taille du reseau. 

Meme si ce modele se justifie facilement et propose un comportement pluraliste, 

il n'est pas utilisable sur un vaste reseau. En effet, il faut effectuer un calcul de 

plus court chemin par passager, ce qui demande vite trop de ressources. Plus grave, 

ralgorithme utilisant des parametres aleatoires, les resultats obtenus ont une grande 

variance. Ainsi, pour obtenir des resultats exploitables, il faut utiliser le not moyen 

sur plusieurs instances de Falgorithme; le calcul d'une solution devient encore plus 

long. 

1.3 Probleme d'affectation pour le trafic routier : H. Bar-Gera 

H. Bar-Gera [8] traite le probleme d'affectation pour le trafic routier. Ce probleme 

est lie au probleme d'affectation de passagers : les deux problemes modelisent un 

comportement humain et visent a calculer un flot pluraliste. Toutefois, la congestion 

est un phenomene determinant pour le trafic routier alors qu'elle est secondaire dans 

un reseau de transport en commun. Ainsi, le modele communement retenu, et sur 

lequel se base H. Bar-Gera, est une reformulation d'un modele de repartition par 

proportion : l'equilibre des utilisateurs. L'optimum de ce modele est atteint lorsque 
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S2 S 4 «6 

Figure 1.1 Exemple de route et de PAS 

aucun conducteur n'a interet a changer de route. Les couts etant sur les arcs, on 

remarque que ce modele est sans memoire, c'est-a-dire que la route choisie par un 

passager a partir d'un point du reseau ne depend pas de ses choix precedents. 

Pour resoudre ce probleme, H. Bar-Gera utilise la notion de paired alternative segment 

(PAS). Celle-ci se base sur l'observation suivante : Pensemble des routes d'un probleme 

d'equilibre de passagers a une structure particuliere, qui peut etre decrite par un 

ensemble local de PAS. Ainsi, dans l'exemple figure 1.1, il y a huit itineraires distincts 

pour se rendre du nceud 1 au nceud 8, mais le conducteur ne doit faire que trois choix 

independants. Un choix du conducteur aboutissant a la meme destination forme alors 

un PAS (exemple p — {s2, <s2}). 

Pour resoudre le probleme d'affectation de trafic, H. Bar-Gera propose un algorithme 

qui detecte les PAS et equilibre le not sur ceux-ci jusqu'a l'equilibre. Cet algorithme 

est particulierement efficace car il traite tous les usagers d'un PAS en meme temps, 

independamment de leur origine et de leur destination. 

Nous utilisons une methode similaire pour resoudre le probleme d'affectation de 

passagers. Cette methode se base sur la notion d' ensemble d 'itineraires paralleles 

(EIP), que nous definissons dans le chapitre 3, et qui est une extension du concept 

de PAS pour le probleme d'affectation. 
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1.4 Une methode originale pour le calcul des plus courts chemins : 

M. Friedrich et S. Wekeck 

Dans Particle [9], M. Friedrich et S. Wekeck proposent un nouvel algorithme pour 

determiner les plus courts chemins dans un reseau de transport en commun. Contrai-

rement aux algorithmes polynomiaux traditionnels, leur methode se base sur un 

processus de branch and bound. 

Pour chaque ligne de transport, une premiere phase determine toutes les heures de 

depart et d'arrivee possibles entre deux arrets de cette ligne. On forme ainsi des 

segments de connections. Ces segments sont alors enchaines les uns aux autres pour 

former un arbre. Cet arbre est bien plus large que l'arbre des plus courts chemins. II 

presente toutefois les avantages suivants : 

- sa profondeur peut etre limitee. En effet, les auteurs decident de negliger les par-

cours necessitant plus d'un certain nombre de correspondances; 

- l'arbre peut etre elague a l'aide de regies de dominance. Ces regies, qui necessitent 

un certain formalisme, sont decrites dans Particle; 

- plusieurs chemins entre deux memes points peuvent coexister, cela permet de trai-

ter les differents gouts des passagers; 

- tous les chemins acceptables depuis un point de depart sont presents dans l'arbre. 

L'avantage de cet algorithme est qu'il permet d'arreter le calcul des plus courts 

chemins au bon moment. En effet, un chemin se trouve dans l'arbre si et seulement 

si il est realisable sans etre domine. II suffit alors de garder un arbre en memoire 

pour repondre a toutes les requetes depuis une origine. 

Dans notre implementation, nous utilisons un algorithme de plus court chemin tra-

ditionnel. Toutefois, nous garderons l'idee de M. Friedrich et S. Wekeck qui consiste 

a limiter le nombre de correspondances. 
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Tableau 1.1 Synthese 
Article 

C. Chriqui et P. Robillard [2] 

J. de Cea et J.E. Fernandez [7] 

H. Spiess et M. Florian [3] 

P. Carraresi et al. [4] 

Tong et Wong [5] 

M. Friedrich et S. Wekeck [9] 

H. Bar-Gera [8] 

Y. Bzioui [1] 

Objectifs de ce memoire 

frequentiel 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

des differe 
temporel 

X 

X 

X 

X 

n ts m o d e 

gregaire 

X 

X 

es. 
pluraliste 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

X 

congestion 

Non 

Non 

Oui 

Non 

Non 

Non 

Oui 

Oui 

Oui 

1.5 Synthese 

Le tableau 1.1 permet de comparer les differents modeles presentes dans cette revue 

de litterature. Pour chaque modele, nous indiquons s'il traite la version frequentielle 

ou spatio-temporelle du probleme, si le comportement des passagers est pluraliste ou 

gregaire et si le modele d'affectation prend en compte la congestion. 
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CHAPITRE 2 

MODELES MATHEMATIQUES D'AFFECTATION PLURALISTE 

Dans ce chapitre, nous presentons et nous etudions les differents modeles de repar­

tition de not dans un graphe serie-parallele, que nous proposons pour resoudre le 

probleme d'affectation de passagers. Dans une premiere section, nous posons tout le 

formalisme necessaire en definissant, entre autres, les notions d'itineraire, de modele 

et de graphe serie-parallele. Nous definissons ensuite cinq proprietes qui formalisent 

certaines caracteristiques du comportement des usagers d'un reseau de transport en 

commun. Nous construisons alors differents modeles de repartition pour aboutir au 

modele mixte corrige que nous etudions ensuite plus en details. Enfin, nous abordons 

brievement le cas de graphes plus generaux. 

2.1 Quelques definitions 

Dans cette section, nous posons le formalisme et nous definissons les notions qui 

sont utilisees dans toute la suite de ce memoire. Les notions les plus importantes 

sont celles d'itineraire, de flot, de modele, de graphe serie-parallele et de flot par 

niveau. Dans ce qui suit, nous utilisons le terme graphe pour designer un multi-

graphe oriente, generalement note G — (N,A), ou N est l'ensemble des nceuds du 

graphe et A l'ensemble de ses arcs. 
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Figure 2.1 Exemples d'itineraires 

2.1.1 Itineraires 

Dans cette sous-section, nous definissons, puis nous illustrons, les notions liees aux 

itineraires, afin, surtout, de mettre en place une terminologie rigoureuse. 

Definition 2.1. Itineraire. Soit ri\ et n2 des nceuds d'un graphe. On appelle itine-

raire entre n\ et n2 toute succession d'arcs de n\ a n2. 

Definition 2.2. Itineraires distincts. Soit n\ et n2 des nceuds d'un graphe. Deux 

itineraires entre n\ et n2 sont dits distincts s 'Us different par au moins un arc. 

Definition 2.3. Itineraires disjoints. Soit n\ et n2 des nceuds d'un graphe. Deux 

itineraires entre n\ et n2 sont dits disjoints s'ils n'ont aucun arc en commun. 

L'exemple propose sur la figure 2.1 permet d'illustrer les notions d'itineraire. Sur cet 

exemple, trois itineraires distincts existent entre B et D : (a5), (a2,a3) et (a2,a4). 

L'itineraire (a5) est disjoint d'avec les deux autres. En revanche les itineraires (a2, a3) 

et (a2,a,i) ne sont pas disjoints. 

2.1.2 Modele d'affectation de flot 

L'objectif de cette sous-section est de definir les notions de flot, de solution et de 

modele; meme si elles paraissent evidentes, il est important de les definir afin de 

poser une terminologie rigoureuse pour la suite de ce memoire. 



11 

Dans un premier temps, nous definissons un probleme d'affectation comme un graphe 

et un ensemble de demandes ; le terme probleme est done pris ici dans son sens le plus 

general. En notant N l'ensemble des noeuds du graphe, une demande q est definie 

par une origine oq G N, une destination dq G N et une quantite reelle positive Dq; 

une demande est done un element de N x N x R+ . 

Definition 2.4. Probleme d'affectation de flot multi origine-destination. Un 

probleme d'affectation de flot multi origine-destination est defini par un multi-graphe 

G — (N, A) oriente et pondere, et par un ensemble de demandes Q C N x N x R+ . 

Le graphe etant pondere, chaque arc a G A est parametre par un poid note ca. 

La notion de solution realisable nous permet de definir les variables xq>a du probleme, 

et d'introduire les contraintes de flot. 

Definition 2.5. Solution realisable d'un probleme d'affectation de flot. Soit 

V un probleme d'affectation de flot. Une solution realisable de V est un vecteur 

X = (xqja)qeQ^aeA tel que pour toute demande q — (oq, dq, Dq) G Q : 

a€Oq 

^ Xq,a = ^2 X1'a V n G N \ ^0<" rf«}-
a€n~ a6n+ 

On dit que xq^a est le flot sur Varc a pour la commodite q. 

Pour resoudre un merae probleme, e'est-a-dire un meme ensemble de donnees et de 

contraintes, plusieurs modeles de comportement peuvent etre utilises. 

Definition 2.6. Modele de comportement. Un modele de comportement M. est 

une fonction qui, a chaque probleme d'affectation de flot V associe un ensemble de 

flots realisables A4(V). 

Un flot realisable S G M(V) est appele une solution du modele. En general, l'en­

semble M(V) est reduit a une unique solution S. Toutefois, certains modeles et 
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certains problemes peuvent aboutir a un ensemble de solutions A4(V) comportant 

plusieurs elements. 

On congoit evidemment le flot modelise S £ M (V) comme etant une estimation de ce 

que serait le veritable flot de passagers dans un reseau de transport en commun decrit 

par le graphe G et soumis a une demande Q, si G et Q definissent le probleme V. 

Les modeles d'equilibre proposent un flot modelise qui est solution d'un systeme 

d'equations des variables de flot. C'est-a-dire que, pour un tel modele M., le flot 

modelise S € JA(V) satisfait 

E(S) = 0 

pour une certaine fonction E. 

Cependant, dans ce qui suit, notre interet se porte sur les modeles d'optimisation, 

c'est-a-dire les modeles A4 pour lesquels le flot modelise S G M.(T) minimise une 

fonction de cout F sur l'ensemble E des flots realisables, soit : 

S = argminF(y) . 

2.1.3 Graphe serie-parallele 

Cette sous-section permet de definir les graphes serie-parallele. La definition proposee 

ici se base sur la definition de Duffin [10]. Dans un premier temps, nous definissons 

les notions de procedure de regroupement, puis de suite regroupante. Nous utilisons 

alors cette derniere notion afin de definir les graphes serie-parallele. 

Les procedures de regroupement sont simplement des procedures qui permettent de 

regrouper les arcs montes (dans le sens electrocinetique du terme) en serie ou en 

parallele. 
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0-^^D — 0 © 
GXC^0— © O 

Figure 2.2 Procedure de regroupement 

Definition 2.7. Procedure de regroupement serie. Une procedure de regroupe­

ment serie est une procedure qui remplace tout couple d'arcs adjacents a un sommet 

n de degre S+ = S~ = 1 par un unique arc. Le sommet n est de plus retire. 

Dans la figure 2.2, la procedure Ps est une procedure de regroupement serie. 

Definition 2.8. Procedure de regroupement parallele. Une procedure de re­

groupement parallele est une procedure qui remplace tout ensemble d'arcs ayant les 

memes extremites par un unique arc. 

Dans la figure 2.2, la procedure Pp est une procedure de regroupement parallele. 

Definition 2.9. Fils. On dit qu'un graphe G' est un fils d'un graphe G si G' est 

isomorphe au resultat obtenu par une unique application d'une procedure de regrou­

pement sur un ensemble d'arcs de G. 

Dans la suite de ce chapitre, la notation A ~ B signifie que le graphe A est isomorphe 

au graphe B. 

Definition 2.10. Suite regroupante. On dit qu'une suite (Gk)k& de graphes est 

regroupante si, pour tout fceN, soit G^+i — Gk, s°it GWi est un fils de Gk-

La figure 2.3 illustre un exemple de suite regroupante. Elle permet aussi d'illustrer 

la notion de fils, puisque chaque graphe est le fils du graphe precedent. 
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13 
a 2 ^-N a3> a 4 

(a) Go — G (b) G\ obtenu par Pp 

a2> 0 3 , a.4 

c>^kxiZiZ^x>^o Q-!I<3 °2"i3-̂ 'a5 , Q ^ Q 

(c) G2 obtenu par Ps (d) G3 obtenu par Pp 

(e) G4 obtenu par P s 

—:—o 
(f) G5 ~ K2 obtenu par Ps 

Figure 2.3 Exemple de suite regroupante 

Definition 2.11. Graphe serie-parallele. On dit qu'un graphe G est serie-pa­

rallele s'il existe un suite regroupante (Gk)keN et un entier N tel que GQ ~ G, et 

GN — K2, oil K2 est le graphe complet d'ordre deux. 

Le graphe G0 de la figure 2.3 est un graphe serie-parallele; en effet, la suite illustree 

sur cet exemple est regroupante et G4 ~ K2. En fait, chaque graphe represents sur 

cet exemple est serie-parallele. 

2.1.4 Niveau d'un arc 

Definition 2.12. Representant d'un arc. Soit G un graphe serie-parallele, a un 

arc de G et (Gk) une suite regroupante telle que Go — G. Soit k G N. Si k = 0, a est 

son propre representant dans Go. Sinon, soit a,k-i le representant de a dans Gk-i, et 

Pk la procedure de regroupement permettant de passer de Gk-i a, Gk. Si Pk agit sur 

ak-i, alors le representant de a dans Gk est I'arc issu de Pk. Sinon, le representant 
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de a dans Gk est I'arc correspondent a a^-i dans Gk-

Cette definition est aussi illustree par la figure 2.3. Chaque arc du graphe Go original 

est nomme ( a i , . . . , a^) sur la figure (a). Ensuite, sur chaque arc a des graphes de la 

suite, les arcs representee par a sont inscrits. 

Nous definissons maintenant la notion de suite regroupante optimale. II s'agit sim-

plement d'une suite regroupante menant en une copie de K2 en un nombre minimal 

de procedures de regroupement en serie et en paralleles. 

Definition 2.13. Suite regroupante optimale. Soit G un graphe serie-parallele. 

Soit u une suite regroupante telle que UQ ~ G. On dit que u est optimale pour G, 

si, pour toute suite regroupante u' et tout entier N' tel que u'0 ~ G et u'N, ~ K2, il 

existe N < N' tel que u^ — K2-

Nous definissons alors le niveau d'un arc. Le niveau d'un arc a mesure en quelque 

sorte le nombre de montages paralleles a l'interieur desquels il se trouve. 

Definition 2.14. Niveau d'un arc. Soit G un graphe serie-parallele, (Gk) une suite 

regroupante optimale et a un arc de G. Le niveau de a est le nombre d'applications 

de la procedure de regroupement parallele agissant sur un representant de a dans la 

suite Gk-

La suite representee par la figure 2.3 est optimale, nous pouvons done l'utiliser pour 

deduire le niveau des arcs de Go- Les arcs oi et a6 sont de niveau nul; en effet, ils 

ne sont concernes par aucune procedure de regroupement parallele. Les arcs a2 et 05 

sont de niveau un; en effet, ils subissent une procedure de regroupement parallele 

entre G2 et G3. Enfin les arcs a3 et a4 sont de niveau deux, ils subissent une procedure 

de regroupement parallele entre Go et G\, puis leur representant en subit une, entre 

G2 et G3. 
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Dans la definition de certains des modeles, nous utilisons la notion de representant 

de niveau I d'un arc a; il s'agit, tout simplement, d'un representant de l'arc a, qui 

est de niveau 1. Ainsi, dans l'exemple represents sur la figure 2.3, l'arc representant 

a3 et 04 dans G\ est un representant de niveau un pour ces deux arcs. 

2.1.5 Flot par niveau 

Dans la section 2.3, nous definissons un modele, nomine modele mixte corrige, qui est 

ensuite utilise comme base dans les chapitres suivants. Dans ce modele, la fonction 

de cout est assez particuliere et s'exprime a l'aide de la notion de flot par niveau 

pour un arc. Cette notion est presentee et illustree ici. 

Dans un premier temps, nous definissons le flot dans une suite regroupante. II s'agit 

en fait de determiner le comportement du flot face a l'application des procedures de 

regroupement. 

Soit X un flot dans un graphe serie-parallele G. Pour respecter la propriete de conser­

vation du flot, toute procedure de regroupement appliquee a G induit un regroupe­

ment du flot X, et ce de fagon evidente. Si H est le fils de G, alors 

- le flot reste inchange pour les arcs non affectes par les procedures de regroupement; 

- le flot sur un arc issu d'un regroupement serie est egal au flot qui traversait chacun 

des deux arcs de G ainsi regroupes, et qui etaient necessairement egaux; 

- le flot sur un arc issu d'un regroupement en parallele est la somme des flots des 

arcs de G ainsi regroupes. 

Le concept de flot induit par une suite de regroupements s'ensuit naturellement. Ce 

comportement des flots dans une suite regroupante est illustre sur la figure 2.4, qui 

reprend l'exemple de la figure 2.3. 

Definition 2.15. Flot de niveau I. Soit Xq un flot respectant une demande q dans 
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2 
6 

(a) Go — G (b) G\ obtenu par Pp 

(c) G2 obtenu par Ps (d) G3 obtenu par Pp 

0 ^ 0 — - — o 
(e) G4 obtenu par Ps 

o o 
(f) G5 ~ K2 obtenu par Ps 

Figure 2.4 Flot par niveau 

un graphe serie-parallele G. Le flot de niveau I d'un arc a, note xl
qa, est le flot de 

n'importe quel representant de niveau I de a, si un tel representant existe. 

En particulier, si la denote le niveau de a, alors le flot de niveau la de a est tout 

simplement xq>a. A l'oppose, pour tout arc a, le flot de niveau 0 est egal a Dq, la 

demande totale. 

Definition 2.16. Soit a un arc d'un graphe G serie-parallele. Si a est de niveau la, 

on appelle niveau de repartition de a le niveau la — 1. 

Pour des raisons de coherence, les definitions 2.15 et 2.16 nous amenent a definir le 

flot de niveau —1 comme etant egal a Dq, ou q = (oq,dq, Dq). 

La figure 2.4 peut aussi etre utilisee pour determiner les flots par niveau. Ainsi, par 

exemple, le flot de niveau un pour les arcs 0,3, 04 est 6 et leur flot de niveau deux est 

10. 
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2.2 Proprietes interessantes 

Dans cette section, nous definissons des proprietes concernant des modeles de re­

partition. Ces modeles s'appliquent a des graphes quelconques dont les arcs sont 

ponderes. Ces proprietes caracterisent et modelisent, en partie, le comportement de 

passagers dans un reseau de transport en commun. Ainsi, elles devront ensuite etre 

respectees par les modeles que nous souhaitons utiliser pour resoudre le probleme 

d'affectation de passagers dans un reseau de transport en commun. 

* * 

Dans un premier temps, nous definissons le pluralisme. Un modele est pluraliste s'il 

peut repartir du Hot sur plusieurs itineraires de couts distincts. Si le Hot modelise 

des passagers dans un reseau de transport en commun, cela represente le fait que 

les passagers d'une meme demande ne choisissent pas necessairement tous le meme 

itineraire. 

Definition 2.17. Pluralisme. On dit qu'un modele de comportement M. est plu­

raliste s'il existe un probleme d'affectation V tel que pour chaque demande q = 

(oq, dq, Dq) pour lesquelles il existe plusieurs itineraires distincts de oq vers dq, le 

flot pour q de chaque arc de chaque itineraire de oq vers dq est non nul pour chaque 

solution S dans M.{V). 

* 

Nous definissons maintenant la selectivity. Un modele est selectif s'il permet l'affec-

tation d'un flot nul sur certains itineraires. Si le flot modelise des passagers dans un 
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reseau de transport en commun, cela represente le fait qu'aucun passager n'emprunte 

un itineraire « trop » mauvais. 

Definition 2.18. Selectivity. On dit qu'un modele de comportement M est selectif 

s'il existe un probleme d'affectation V et une solution S G M.(V) tels que, pour 

chaque demande q — (oq, dq, Dq) pour lesquelles il existe plusieurs itineraires distincts 

de oq vers dq, il existe un arc a d'un itineraire I de oq vers dq sur lequel le flot pour 

q est nul. 

* * 
* 

L'absence de memoire, que nous definissons ensuite, est verifiee lorsque la repartition 

du flot entre plusieurs itineraires se fait independamment des origines-destinations. 

Ainsi, la repartition du flot entre les differents itineraires reliant deux noeuds du 

graphe se fait en fonction de la qualite de ces differents itineraires, celle-ci ne depen­

dant pas du flot. Si le flot modelise des passagers dans un reseau de transport en 

commun, l'absence de memoire represente le fait qu'une fois debarques a une station, 

les passagers peuvent oublier leur origine, pour choisir l'itineraire pour la suite de 

leur deplacement. 

Definition 2.19. Absence de memoire. Un modele M. est sans memoire si, pour 

tout probleme d'affectation V et tout couple de noeuds (u,v), il existe une solution S 

telle que, pour tout itineraire I de u a v, on dispose d'un parametre pi tel que, pour 

chaque demande q = (oq,dq, Dq), le flot dans S pour I s'ecrit 

PlVq,u,vDq-
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Nous definissons enfin l'independance des arcs inutilises. Cette propriete est verifiee 

lorsque les arcs inutilises d'une solution n'influent pas sur cette solution. 

Definition 2.20. Independance des arcs inutilises. On dit qu'un modele de 

comportement M est independent des arcs inutilises si, pour tout probleme d'affec­

tation de flot V, on obtient le meme ensemble de solutions pour M. en retirant un 

arc de G sur lequel le flot est nul pour toutes les solutions de Ai. 

* * 

Definition 2.21. Additivite en serie. On dit qu'un modele de comportement M. 

est additif en serie si deux arcs ax, a2 en serie se comportent comme un unique arc 

de poids C\ + c^-

2.3 Presentation et etude des modeles 

Le vocabulaire ayant ete defini dans les sous-sections precedentes, nous allons desor-

mais nous en servir pour definir et etudier differents modeles de repartition de flot. 

Les deux premiers modeles que nous etudions ne verifiant pas toutes les proprietes 

souhaitees (sous-section 2.3.1 et 2.3.2), nous tentons alors de les combiner en un 

nouveau modele, presente dans la sous-section 2.3.3. Nous montrons ensuite, a l'aide 

d'un contre-exemple judicieux, que ce dernier modele n'est pas independant des arcs 

inutilises; e'est pourquoi nous definissons un nouveau modele, dans la sous-section 

2.3.4, en introduisant une serie de facteurs qui permettent de verifier l'independance 

des arcs inutilises. 

Dans la suite de ce chapitre nous ne considerons que les problemes de repartition V 

tels que le graphe G = (TV, 4̂) est serie-parallele. 
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2.3.1 Modele des plus courts chemins 

Dans cette sous-section, nous definissons le modele de comportement suivant les plus 

courts chemins. Ce modele consiste, comme son nom l'indique, a affecter tout le flot 

de chaque demande q = (oq,dg,Dq) sur un plus court chemin de oq a d , . Cette 

methode d'affectation de toute la demande sur un seul chemin est aussi appelee 

« tout-ou-rien ». 

En modelisant ainsi un flot de passagers dans un reseau de transport en commun, 

nous considerons que ceux-ci choisissent le meilleur itineraire. Cette modelisation 

semble done raisonnable. Toutefois, elle presuppose que les usagers aient les memes 

gouts et connaissent parfaitement la dispositon, ainsi que les horaires, du reseau. Elle 

est de plus tres sensible aux variations des caracteristiques du reseau. 

En utilisant la terminologie de la section precedente, nous montrons que ce modele 

est selectif, sans memoire, additif en serie et independant des arcs inutilises mais 

qu'il n'est pas pluraliste. 

Definition 2.22. Le modele des plus courts chemins est un modele d'optimisation 

dont la fonction de cout est 

q£Q aEA 

Prop. 2.23. Soit V un probleme d'affectation. Toutes les solutions S dans Ai(V) 

du modele des plus courts chemins ont le meme cout c* = F(S). 

Pr. Les contraintes et l'objectif sont lineaires. • 

Prop. 2.24. Le modele des plus courts chemins est sans memoire, additif en serie, 

selectif et independant des arcs inutilises. 
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Pr. L'absence de memoire decoule du principe d'optimalite de Bellman. L'additivite 

en serie est evidente, tout comme la selectivity. Enfin, si un arc n'est utilise par 

aucune solution, c'est qu'il ne se trouve pas sur un plus court chemin; on peut done 

le retirer sans changer l'ensemble des solutions du modele. • 

Prop. 2.25. Le modele des plus courts chemins n'est pas pluraliste. 

Pr. Soit q = (oq,dq, Dq) une demande telle qu'il existe plusieurs itineraires distincts 

de oq vers dq. La solution qui consiste a affecter toute la demande Dq sur un unique 

plus court chemin de o vers d est optimale, or il existe un arc d'un itineraire de oq 

vers dq sur lequel le flot est nul pour cette solution, par consequent le modele n'est 

pas pluraliste. • 

2.3.2 Repartition par proportion 

Dans cette sous-section, nous presentons le modele de comportement par proportion. 

II s'agit d'un modele d'optimisation base sur la minimisation d'un objectif quadra-

tique. Pour chaque demande q — (oq,dq,Dq), ce modele associe, en quelque sorte, un 

coefficient d'attraction a chaque itineraire de oq vers dq; le flot Dq est alors reparti 

sur ces itineraires en proportion de leur coefficient d'attraction. 

En modelisant ainsi un flot de passagers dans un reseau de transport en commun, 

nous prenons en compte l'eclectisme des passagers ainsi que leur connaissance limitee 

du reseau. Ce modele presente de plus l'avantage d'etre assez peu sensible aux legeres 

variations des caracteristiques du reseau. Toutefois, il donne trop d'importance a la 

dispersion des passagers : meme un itineraire tres mauvais sera parcouru par un flot 

non nul. 

Ce modele presente une analogie forte avec le comportement electrocinetique des 
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reseaux de resistances electriques, dont une etude de reference est presentee dans le 

manuel [11]. Cette analogie est utilisee pour donner une idee des preuves permettant 

d'etablir que ce modele est pluraliste, sans memoire, additif en serie et independant 

des arcs inutilises mais qu'il n'est pas selectif. 

Definition 2.26. Le modele de comportement par proportion est un modele d'opti­

misation dont la fonction cout est 

q£Q aeA 

Si on considere le cout ca comme une resistance Ra et le not xq^a comme un courant 

electrique ia, le probleme d'optimisation revient a minimiser la puissance electrique 

dans le reseau. Or, en notant va la difference de potentiel entre les extremites de a, 

ce qui correspond en fait aux variables duales des contraintes de not, le courant se 

repartit suivant la loi d'Ohm : ia = | r . 

Prop. 2.27. Soit V un probleme d'optimisation. L'ensemble des solutions M.(V) du 

modele de repartition par proportion est reduit a une unique solution M.{V) = {S}. 

Pr. L'objectif est strictement convexe et les contraintes sont lineaires. • 

Prop. 2.28. Le modele de repartition par proportion est pluraliste, sans memoire, 

additif en serie et independant des arcs inutilises. 

Pr. Soit q = (oq,dq,Dq) une demande. Supponsons qu'un arc a d'un itineraire / 

de oq a dq ait un not nul pour q dans la solution S. La difference de potentiel aux 

bornes de a (difference des variables duales) est done nulle, par consequent tous 

les arcs montes en parallele avec a ont un not nul. Le graphe etant serie-paralle-

le, l'application du regroupement des arcs, de la conservation du not et du meme 

raisonnement aboutit au fait que tous les arcs de / ont un not nul. La difference de 
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potentiel entre oq et dq est alors nulle elle aussi : aucun flot ne peut circuler de oq a 

dq, ce qui contredit le fait que X soit une solution. Ainsi, tous les arcs de tous les 

itineraires de oq a dq ont du flot et le modele est bien pluraliste. 

Soit u, v deux noeuds de G. L'analogie avec le comportement electrocinetique et la loi 

d'Ohm permet de calculer des resistances equivalentes pour les arcs montes en serie 

et en parallele. Ainsi, les itineraires de u a v peuvent se reduire en n arcs paralleles. 

Soit (Q) les couts equivalents de ces arcs (calcules par les formules traditionnelles 

d'electrocinetique). Pour chaque demande q, on dispose alors de (Cq) tel que 

Ainsi, le modele de repartition par proportion repartit les flots entre les arcs paralleles 

en proportion inverse de leur cout ca; on en deduit l'absence de memoire. 

L'additivite en serie est evidente. Enfin, aucun arc des itineraires de o vers d n'etant 

inutilise, on peut dire que le modele est independant des arcs inutilises. • 

Prop. 2.29. Le modele de repartition par proportion n'est pas selectif. 

Pr. Soit q = (oq, dq, Dq) une demande. Comme nous l'avons montre dans la preuve 

precedente, du flot passe necessairement sur tous les arcs de tous les itineraires de oq 

a dq, par consequent le modele de repartition par proportion n'est pas selectif. • 

2.3.3 Modele mixte 

Les deux modeles precedents verifient toutes les proprietes de la section 2.2, exceptes 

le pluralisme pour l'un et la selectivity pour l'autre. C'est pourquoi nous allons creer 

un nouveau modele en formant une combinaison lineaire des fonctions de couts des 

precedents modeles. 
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En modelisant le not de passagers avec le modele mixte, nous faisons un compromis 

entre la meconnaissance partielle du reseau, l'eclectisme des passagers et leur volonte 

d'optimiser leur itineraire. Ce compromis se reflete dans la fonction objectif, qui se 

compose des deux modeles precedents. 

Sous reserve d'une condition pour le choix des parametres de la combinaison lineaire 

de l'objectif, le modele mixte se revele sans memoire, pluraliste, selectif et additif en 

serie. Nous montrerons toutefois qu'il n'est pas independant des arcs inutilises. 

Dans un premier temps, nous etudions la fonction de cout 

F(X) =J2Y1 (KWCaXW + ^a^qA , 
qeQ a€A ^ ' 

ou les Kqta sont des parametres. 

Pour determiner la valeur des parametres Kqfi qui rendent le modele sans memoire, 

nous allons etudier le cas d'arcs en parallele, comme ceux de la figure 2.5. Nous 

etudions ici la repartition du not sur les n arcs entre les nceuds u et v pour une 

demande q quelconque. Pour alleger les notations, la reference a la commodite q est 

retiree. 

h,xi 

Figure 2.5 Itineraires paralleles simples, disjoints. 

Soit X la solution du modele mixte. Les flots xa sur les arcs sont done solution du 
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probleme d'optimisation sous contraintes de flots 

n 

sc ^xa = D (TT) 

a=l 

xa > 0 a = 1, . . . ,n. 

Les conditions de Kuhn-Tucker de ce probleme s'ecrivent : 

7T Si Xa > 0 

> 7T Si X„ — 0 
^•a^a ~r C Q 2; a < Q. 1 , . . . , 7i 

J > a = £>. 
a = l 

En indigant les a;Q non nuls, nous obtenons 

7T 

i^a + a:a = —, a = l,...,p. 

Puis en faisant la somme, et comme X^=i xi ~ X^=i ^ = -D, on a 

p p 

Nous en deduisons les expressions de 7r et de xa 

IT 

E^V9 ' 

=
 u + 2^=i ^ _K a c^UVc, ^ 

Ces relations etant valables pour chaque demande q = (oq,dq, Dq), nous avons 

Dq + YLi K« 'A 
i ~ V^P 1 /„ ' TTn = 

EU Vci 

^ qaE?=ll/Ci 
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Pour que la repartition entre les arcs se fasse dans les memes proportions pour chaque 

demande q, et qu'ainsi l'absence de memoire soit verifiee, il faut done prendre, pour 

un certain A G K, 

Kq,a = \Dq. 

On obtient alors 

1 n = 1+PX D 

En pratique, nous ne connaissons a priori ni les xq^a nuls ni p. Nous pouvons toutefois 

les determiner facilement. Pour cela, nous trions, pour une demande q, les variables 

xgti par ponderation Q croissante. Si Dq > 0, l'entier p est tel que pour tout i < p 

Xi 7̂  0 et pour tout i > p Xi = 0. La preuve est laissee au lecteur. Elle repose sur 

la minimisation de l'objectif. De plus, p est alors l'unique entier tel que pour tout 

% < pi — = — — A \ Dq > 0 et pour tout i > pi -^=^—— A \ Dq < 0. 

La encore, la preuve est laissee au lecteur. Elle repose sur le fait qu'un tel p existe 

et convient, et que n'importe quelle valeur differente de p ne convient pas. 

Dans l'exemple etudie, Dq est en fait le not du niveau de repartition des arcs. Ainsi, 

en generalisant cet exemple a l'ensemble des graphes serie-parallele, nous obtenons 

la definition suivante du modele mixte. 

Definition 2.30. Le modele de comportement mixte est un modele d'optimisation 

dont la fonction de cout est 

F W = Y, Yl \Xxl
q:a

lcaXq,a + \caX
2
qA . 

On rappelle que xl
q
a~l est le not du niveau de repartition de a. De plus, pour un graphe 

serie-parallele, xl*~l est bien defini et peut s'exprimer sous forme d'une somme de 
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Xq}a. Par consequent, F est un polynome en X de degre 2. 

Prop. 2.31. Le modele mixte est additif en serie. 

Pr. Soit q une demande et a, b deux arcs en serie. Soit n le nceud de degre S+ — 

S~ = 1 commun a a et b. Comme S+ = 5~ = 1, la conservation de flot impose que 

(pour simplifier les notations, la commodite devient implicite). Aussi, 

etant en serie, a et b ont necessairement le meme niveau (I = la = h) et le meme flot 

sur le niveau de repartition (x1'1 = x1^1), et done 

\xl;-Hax
l° + -ta (xl

a
a)2 + Xx[b-1tbx

l
b
b + -tb (xj?) = \xl-l{ta + th)x

l + -{ta + th) (x1)2, 

ce qui prouve l'additivite en serie du modele. • 

Prop. 2.32. Le modele mixte est selectif et pluraliste pour des itineraires disjoints 

en parallele. 

Pr. Soit V le probleme d'affectation de flot dont le graphe G est constitue de n arcs 

disjoints en parallele. On a alors vu que le flot sur un arc a s'ecrit : 

xa = max I 0, —==—— A ) D > . 

Le modele est pluraliste puisque du flot passe sur tous les arcs a tels que 

V^ 1 / ^ 1 + pX 

3=1 

II est de plus selectif puisqu'aucun flot n'est affecte sur les arcs a tels que 

V ^ i / ^ 1 +-P A 

D 

Prop. 2.33. Le modele mixte est sans memoire pour les arcs en parallele. 
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Pr. Lors de la determination de la valeur de Kq%ai au debut de cette sous-section, 

nous avons choisi KqA afin que l'absence de memoire soit verifiee par le modele mixte 

pour n arcs en parallele. D 

Le modele mixte se revele done pluraliste, selectif, sans memoire pour les arcs en 

parallele, et additif en serie. Toutefois, nous allons voir qu'il n'est pas independant 

des arcs inutilises. 

Prop. 2.34. Le modele mixte n'est pas independant des arcs inutilises. 

Pr. La preuve repose sur le contre-exemple induit par le graphe de la figure 2.6. La 

cA,xA 
Cl,Xi, 

C2:%2 

Figure 2.6 Limite du modele mixte 

solution optimale du probleme d'affectation pour le modele mixte est la solution du 

probleme de minimisation suivant : 

min I \Dc\Xi + -c\x\ + I \X\CAXA + T.CA^\ + ^XiCBxB + -ZCBXB 

1 
+XDc2x2 + -c2x\ 

x\ + x2 = D (IT) 

sc xA + xB = xi (fi) 

X{ > 0 Vz (ui). 

Supposons alors que la route B soit « mauvaise », prenons par exemple cB > ^^CA-

Les resultats precedents imposent que xB = 0. Par consequent, la solution optimale 

file:///Dc/Xi
file:///x/CaXa
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du modele mixte est la solution du probleme de minimisation suivant : 

min \Dc\Xi + -C\x\ + \CAX\ + -CAX\ + XDc^x^ + -c2x\ 
Zi Z Z 

sc x\ + x2 = D (n) 

Xi>0 Vz (ui). 

Toutefois, en retirant Tare B, sur lequel le not est mil, on obtient le probleme de 

minimisation : 

min XDciXi + -c\x\ + XDCAX\ -\—CAX\ + \Dc2X2 + -cix\ 
ZJ ZJ Zi 

sc x\ + X2 = D (IT) 

Xi>0 Vi (Pi). 

Ces deux problemes etant differents, ils auront 0 priori des solutions differentes et, 

par consequent, le modele mixte n'est pas independant des arcs inutilises. • 

2.3.4 Modele mixte corrige 

Le modele mixte verifie toutes les conditions que nous souhaitons, excepte Pindepen-

dance des arcs inutilises. Nous allons done le corriger, a l'aide de facteurs multiplica-

tifs, pour qu'il gagne cette independance, sans perdre toutefois les autres proprietes. 

En reprenant l'exemple de la figure 2.6, nous souhaitons done trouver un facteur V 

tel que : 

V • I XXXCAXX + -cAx\ J = \DcAx\ + -cAx\. 

Soit 
2AD + xi 

V = V(D,Xl) (2X + l)x1' 

Nous pouvons en fait generaliser ce calcul. En considerant les itineraires paralleles 

entre o et d, le cout d'un arc quelconque a dans la fonction de cout du modele depend 

de son niveau et devient 

c{a) = I f[ V{xl~2, x1-1) I (\xl:-lcaxa + -CaoA 

file:///Dc/Xi
file:///Dc2X2
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Definition 2.35. Le modele de comportement mixte corrige est defini par la fonction 

de cout 

qEQ aeA \l=0 / ^ ' 

On rappele que xl est le flot de niveau I de a. De plus, pour un graphe serie-paral-

lele, xl est bien defini et peut s'exprimer sous forme d'une somme de xq>a. De plus, 

en developpant les calculs, on peut montrer que F est une fonction rationnelle en X. 

Prop. 2.36. Le modele mixte corrige est additif en serie. 

Pr. Soit q une demande et a, b deux arcs en serie. Soit n le nceud de degre 8+ = 5~ = 

1 commun a a et b. Comme S+ = S~ — 1 la conservation de flot impose done que 

(pour simplifier les notations, la commodite devient implicite). Aussi, 

etant en serie, a et b ont necessairement le meme niveau (L — la — lb) et le meme 

flot sur les niveaux superieurs (x^"1 = x^~l) et {x^~2 — x^~2), et done 

(=0 1=0 1=0 

et 

Xx^CaXa + -cax
2
a + \xl

b
b~l cbxb + -chx\ = AxL_1(ca + c6):r + - (c a + c6):r

2. 

On peut done faire des regroupements dans la fonction de cout du modele, ce qui 

prouve l'additivite en serie. • 

Prop. 2.37. Soit n arcs en parallele ordonnes par cout croissant, et soit p tel que 

pour i = 1 , . . . , n les U verifient : 

« EJ=i l/c; < ^ si i < p, 
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Alors, les n arcs sont equivalents a un arc de cout 

_(l+p\)2 1 A2 J.. 
°e<z — o\ , 1 Y^P 1 /„ 1 , o\ / ^cr 2A + 1 E J = l l / 9 " T ^ : 2 A ^ , 

Pr. Comme les n arcs sont montes en parallele, ils ont meme niveau L et meme flot 

xl pour tous les niveaux / < L. Le cout de Pensemble en parallele peut done s'ecrire : 

L 

Puisque p de ces arcs en parallele ont un flot non nul, et en notant d = xL~2 et 
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XQ — xL 1, on trouve la contribution C des arcs 

C = V(d,X0)Y^ U^CaXa + ~Ca (x^f\ 
a ^ ' 

_ 2Xd + x0 y ^ / 1 2 \ 
" (2A + l)x0 ^ \AXoCaXa +

 2
CaXa) 

1+pX 2Xd + rr0 ^ [ 
(2A + l)x0 h I 

2Ac?Xo + ^o 
(2A + 

i=0 

2 P 

Q 2_/7=o V c j 
A + - c , 

/ 

1) ^ 
i=0 

2 ~~ 2 

2Ac?xo + ^Q / (1+pA) 1 2 r - r 
(2A + 1) U E ^ 0 1 / 9 ~ 2 A ^ - Q 

i = i 

Ad 
( l+pA) s 

2A + 1 E^o l /9 , - 1 + 2 A ^ 

(i+pxy 

,y]ci)xo 

+ 

l+p\ 
Ci Z-^ij=0 V C j 

X Xn 

2A + 1 T.U !/% 1 + 2A ^ y 2 £ • 
iCn 

XdCeqXQ + —CeqXQ. 

Prop. 2.38. Le modele mixte corrige est pluraliste, selectif et sans memoire. 

• 

Pr. A l'aide de Padditivite en serie (prop 2.36) et de l'equivalence en parallele (prop 

2.37), on peut transformer tout graphe en un ensemble d'arcs simples et disjoints en 

parallele. Le modele mixte corrige se comporte alors comme le modele mixte et on a 

vu que, dans le cas d'arcs en parallele, le modele mixte est pluraliste, selectif et sans 

memoire. • 
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2.4 Etude detaillee du modele mixte corrige 

Dans la section precedente, nous avons etudie differents modeles de comportement 

afin d'aboutir au modele mixte corrige qui est a la fois selectif, pluraliste, additif 

en serie, sans memoire et independant des arcs inutilises. Dans cette section, nous 

illustrons et nous etudions plus en detail le comportement de ce modele. 

Prop. 2.39. Soit n arcs en parallele, ordonnes par cout croissant, et soit D le flot 

du niveau de repartition pour ces n arcs. Soit p tel que : 

Le flot se repartit alors suivant les proportions 

( 1+pA \ 
xi = ~^P—T7 A \ D sti<p et 

Xi — 0 si i > p. 

Pr. Meme calcul que dans la sous-section 2.3.3. • 

A partir de cette proposition, nous etudions la repartition d'une quantite D de flot 

entre deux arcs de cout t\ et t2 montes en parallele. Supposons que tout le flot passe 

sur l'arc 1. Alors, p = 1 et 
C2 1 + A 

c\ A 

Reciproquement, si 
C2 1 + A 
c\ A 

alors p = 1 et tout le flot passe sur l'arc 1. On en deduit que le flot est nul sur Tare 

2 si et seulement si 
1 + A 

c 2 > - > — * i > 
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ou encore si et seulement si 
c2 > 1 + A 

ci + c2
 - 1 + 2A 

Supposons desormais que du flot passe sur les deux arcs. Alors, par des calculs 

elementaires, on trouve que 

Cl 1 + A c2 1 + A 
— < —:— et — < -——. 
c 2 A Ci A 

De plus, on a sur l'arc 1 que 

D V + C2 

Comme il se doit, selon cette equation, x\ = D lorsque 

c2 _ 1 + A 
cx+Ci^ 1 + 2A' 

La figure 2.7 et le tableau 2.1 illustrent le comportement du modele mixte corrige 

pour deux arcs en parrallele et pour differentes valeurs de A. Sur cette figure, la valeur 

de x2 est tracee en fonction du ratio j^tr- Dans le tableau 2.1, on suppose que l'arc 

1 a un cout de 60 et on indique la difference de cout entre les deux arcs pour qu'une 

certaine proportion du flot circule sur le second arc. On verifie que plus A est grand, 

plus le flot a tendance a se tasser sur l'arc le moins couteux. A l'oppose, plus A est 

petit, plus le flot se repand facilement sur les deux arcs. La valeur A = 3 apparait 

comme un bon compromis dans le cas ou le modele mixte corrige est applique pour 

modeliser le comportement des passagers d'un reseau de transport en commun. 

Nous venons d'etudier le modele mixte corrige. Celui-ci respecte les proprietes que 

nous souhaitons, et est de plus parametrable grace au choix de A. Dans la suite, nous 

utiliserons done ce modele. II presente toutefois deux defauts : il n'est pas robuste 

a l'egard des arcs de cout nul et ne s'applique qu'aux graphes serie-parallele. Ce 

premier defaut est illustre par le graphe de la figure 2.8. En effet, l'application des 

formules precedentes donne un resultat legerement different entre les deux graphes, 
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1 X X )l< X X X X X X X X ¥ X X H X X X X X X X X X X X 

0.8 

0.4 h 

0.2 h 

lambda = 1. + 
lambda = 3. 
lambda = 5. x 

X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X 

0.2 0.3 0.4 0.5 

t2/(ti+t2) 

0.6 0.7 0.8 

Figure 2.7 Valeur de la proportion ^ de la demande D assignee a l'arc 2, en fonction 

de C2 

C 1 + C 2 ' 

Tableau 2.1 Ecart de couts c2 — Ci, donnant lieu aux repartitions indiquees, pour 

trois valeurs de A. L'arc 1 etant de cout 60. 

A = l. 

A = 3. 

A = 5. 

0% sur l'arc 2 

60 

20 

12 

25% sur l'arc 2 

24 

9 

5 
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pourtant equivalents, de la figure 2.8. Ainsi, pour A = 3 et des couts unitaires sur les 

arcs, la repartition du not varie de 10% et le temps equivalent de 1.5%. Le second 

defaut est l'objet de la section suivante. 

Figure 2.8 Faiblesse du modele mixte corrige : arc de cout nul. 

2.5 Cas des graphes non serie-parallele 

Les modeles que nous avons presentes dans les sections precedentes ne s'appliquent 

que sur les graphes serie-parallele. Dans cette section, nous presentons dans un pre­

mier temps une generalisation des graphes serie-parallele a laquelle notre modele 

peut s'appliquer, puis nous traitons succintement des graphes quelconques. 

2.5.1 Graphe serie-parallele par origine-destination 

Definition 2.40. Graphe serie-parallele pour un couple origine-destination. 

Soit G = (N,A) un graphe et (o,d) G N2. Soit A' Vensemble des arcs a tels qu'il 

existe un chemin de o a d passant par a et soit N' Vensemble des nosuds extremites 

des arcs de A. On dit que G est serie-parallele pour le couple (o, d) si le graphe partiel 

G' = (TV', A') est serie-parallele. 

Le graphe illustre sur la figure 2.9 n'est pas un graphe serie-parallele. Ce graphe est 

toutefois serie-parallele pour les couples d'origine-destination (Oi,D) et (0 2 ,D) . 
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Figure 2.9 Graphe serie-parallele par origine-destination 

Le modele mixte corrige se generalise clairement au cas des graphes serie-parallele 

pour toute les demandes q du probleme. 

2.5.2 Graphe quelconque 

Nous ne developpons pas de modele d'optimisation pour resoudre le probleme d'affec-

tation pluraliste dans des graphes quelconques. En pratique, nous utiliserons plutot 

un modele de comportement simple du flot autour des structures non serie-parallele. 

Un developpement plus pousse des recherches presentees dans ce memoire pourrait 

consister a definir des modeles avances pour traiter le cas non serie-parallele. 
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CHAPITRE 3 

ALGORITHME D'AFFECTATION PLURALISTE 

Dans le chapitre precedent, nous avons decrit et etudie un modele d'affectation plu-

raliste pour les graphes serie-parallele par origine destination. Ce modele presente 

l'avantage d'etre additif en serie, ce qui permet de remplacer deux arcs consecutifs 

par un arc equivalent. II permet aussi d'associer a un ensemble d'arcs paralleles un 

arc equivalent (cf proposition 2.37). Si nous pouvons ainsi contracter le graphe, nous 

savons aussi effectuer l'operation inverse. En effet, la proposition 2.39 determine la 

repartition du flot associe a un arc equivalent sur ses differents arcs originaux. Dans 

ce nouveau chapitre, nous presentons un algorithme d'affectation qui utilise des pro­

cedures de regroupement et de repartition. Cet algorithme s'adapte done directement 

pour determiner une solution du modele mixte corrige. 

Dans une premiere section, nous modifions les procedures de regroupement pour les 

adapter aux graphes ponderes, nous definissons aussi les procedures de repartition. 

Nous etudions ensuite le concept d'ensemble d'itineraires paralleles, qui sert de base 

a l'algorithme. Ce dernier est alors presente et detaille dans une troisieme section. 

3.1 Procedures de regroupement et de repartition 

Dans le chapitre precedent, ainsi que dans celui-ci, nous travaillons sur des graphes 

serie-parallele par origine destination. Par definition, ces graphes peuvent se reduire 

au graphe complet K2 pour chaque origine-destination a l'aide des operations : 

- remplacer un ensemble d'arcs paralleles par un unique arc connectant leurs extre-

mites communes; 
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- remplacer les deux arcs adjacents d'un sommet de degre deux par un unique arc. 

Ces operations formelles seront utiles dans l'algorithme que nous developpons. Dans 

le cas d'un graphe pondere, il faut, de plus, etre capable de determiner un cout equi­

valent pour l'arc issu du regroupement : c'est le role des procedures de regroupement 

pondere que nous definissons ici. 

Definition 3.1. Procedure de regroupement pondere. Une procedure de regrou­

pement pondere est une procedure de regroupement (serie ou parallele) qui associe un 

poids a l'arc cree. Le poid de cet arc est fonction du poids des arcs regroupes. 

L'algorithme que nous developpons dans la suite de ce chapitre consiste, pour une 

demande d'origine o et de destination d, a regrouper les arcs de telle sorte que o et 

d soient directement lies par un arc equivalent. Tout le flot de o a d est alors affecte 

sur cet arc equivalent. L'utilisation d'une procedure de repartition permet alors de 

determiner le flot circulant sur chaque arc original. 

Definition 3.2. Procedure de repartition. Une procedure de repartition est une 

procedure ay ant pour entree un arc issu d'une procedure de regroupement et une 

quantite de flot circulant sur cet arc et qui associe a chacun des arcs originaux leur 

quantite de flot respective en fonction de leur cout. 

Nous noterons Ps, Pp et Pr ces procedures. Les exemples suivants definissent les 

procedures de regroupement et de repartition relatives au modele mixte corrige du 

chapitre precedent. 

Definition 3.3. Procedure de regroupement serie pondere du modele mixte 

corrige. Les deux arcs adjacents au sommet donne en entree de la procedure sont 

remplaces par un unique arc dont le cout est la somme des couts des deux arcs 

originaux. (cf proposition 2.36). 
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Definition 3.4. Procedure de regroupement parallele pondere du modele 

mixte corrige. Soit n arcs en parallele dont les couts c\,..., cn sont ordonnes par 

ordre croissant. Soit p tel que 

ci Ej=i 1/cj < —^— Vi<p 

°i T!j=i 1/cj > —^— v^ > P-

La procedure de regroupement parallele du modele mixte corrige (cf proposition 2.37) 

remplace ces n arcs par un arc de cout 

(1+pX)2 1 A2 ^ 
2A + 1 £J = 1 l / c , - 1 + 2 A | ^ 

Definition 3.5. Procedure de repartition du modele mixte corrige. Soit a 

I'arc original en entree de la procedure et x la quantite de flot qui passe sur a. 

Si a est issu de la procedure de regroupement serie, en notant ax et a2 les arcs 

originaux, la procedure de repartition du modele mixte corrige associe le flot x a I'arc 

a\ et a I'arc 02-

Si a est issu de la procedure de regroupement parallele, alors soit ai,...,an les arcs 

originaux dont les couts c±,..., cn sont ordonnes par ordre croissant. Soit p tel que 

ci Ej=i l/cj < x Vi<p 

La procedure de repartition du modele mixte corrige associe a I'arc a* le flot X{ sui-

vant : 
( 1+PA \ . 

Xi = ~^^P 71 A \X Sl1 ^P 
VC^i=lVCi J 

Xi = 0 si i > p. 
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G>^I>^0— 0—*=—© 
_ p 

1.2 ^ ^ ^ V ~ \ * V 

Pr 0.99; 10 s~~\ ±r 

A I • { B 

Figure 3.1 Procedures de regroupement et de repartition Ps, Pp et Pr. 

3.2 Ensemble d'itineraires paralleles (EIP) 

Lorsque plusieurs itineraires permettent de se rendre d'un nceud a a u n noeud v, 

nous pouvons remplacer chaque itineraire par un arc (en utilisant Ps), puis les arcs 

ainsi crees par un unique arc (en utilisant Pp). Si du flot est affecte sur cet arc 

equivalent, il est alors possible de determiner le flot sur chaque arc original grace 

a Pr. Ces structures d'itineraires paralleles jouent ainsi un role important dans notre 

processus de resolution, nous les definissons sous le nom d'ElP; elles generalisent la 

notion de paired alternative segment (PAS) [8]. 

Definition 3.6. Ensemble d'itineraires paralleles ( E I P ) . Soit U, V deux noeuds 

du graphe, tels qu'il existe deux itineraires d'interieur disjoints de u a v. On appelle 

EIP d'origine u et de destination v Vensemble des itineraires de u a v. On le note 

I(u,v). 

Remarque Avec cette definition, un EIP est entierement caracterise par son origine 

et sa destination. De plus, par abus de langage, on identifiera parfois un EIP avec le 

sous-graphe induit par ses itineraires. Ainsi, on pourra parler des arcs d'un EIP. 

Pour fonctionner convenablement, l'application des procedures de regroupement et 
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de repartition doit s'effectuer dans un certain ordre. Les definitions suivantes forma-

lisent ces notions d'emboitement et d'ordre des EIP. 

Definition 3.7. Ancetres et descendants. Soit A = I(UA,VA) et B = I(uB,vB) 

deux EIP distincts. On dit que B est un descendant de A (et que A est un ancetre de 

B) s'il existe un itineraire de UA a VA passant par UB puis VB-

Definition 3.8. Profondeur d'un EIP. Soit A = I(UA,VA) un EIP. Soit E Ven­

semble des ancetres de A. La profondeur de A est definie par 

- prof(A) = 0 si E = 0 ; 

- prof(A) = maxjgE prof(X) + 1 sinon. 

Remarque. La profondeur d'un EIP et le niveau d'un arc sont deux notions liees : 

la profondeur correspond au plus grand niveau des arcs de 1'EIP. 

Definition 3.9. Parents et enfants. Soit A et B deux EIP. On dit que A est 

un parent de B (et que B est un enfant de A) si A est un ancetre de B et que 

prof (B) = prof (A) + 1. 

Remarque. Si le graphe est serie-parallele, un EIP a au plus un parent mais peut 

avoir plusieurs enfants. 

Dans un graphe serie-parallele, lorsque deux EIP distincts ont meme profondeur, les 

ensembles d'arcs qu'ils sous-tendent sont necessairement disjoints. On peut done trai-

ter simultanement des EIP de meme profondeur. Le regroupement des arcs s'effectue 

alors dans l'ordre suivant : 

1. calculer la profondeur des EIP ; 

2. appliquer Ps aux itineraires des EIP les plus profonds; 

3. appliquer Pp a chacun des EIP les plus profonds; 

4. retourner en 1. 
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3.3 Presentation de l'algorithme 

L'algorithme de repartition pluraliste de not a pour entree un graphe G et un en­

semble de demandes Q. Nous supposons que G = (TV, A) est un graphe serie-parallele 

par origine destination pondere et que les poids de ses arcs sont positifs ou nuls. Une 

demande est un triplet origine, destination, quantite de not; Q est done un sous-

ensemble de N x N x R. L'utilisation de cet algorithme requiert enfin des procedures 

de regroupement serie et parallele ainsi qu'une procedure de repartition. 

Cet algorithme s'execute en deux phases. La premiere, basee sur l'algorithme de 

Dijkstra, aboutit a une affectation non pluraliste du not sur les plus courts chemins. 

Elle permet aussi de construire l'ensemble des EIP. La seconde phase de l'algorithme 

utilise l'ensemble des EIP detectes pour construire une affectation pluraliste. 

Dans la description de l'algorithme 1, page 45, nous notons 0(Q) l'ensemble des 

noeuds o G N tel qu'il existe une demande d'origine o dans Q. De meme, nous notons 

Dest(o, Q) l'ensemble des noeuds d e N tel qu'il existe une demande d'origine o et 

de destination d dans Q. 

3.3.1 Premiere phase : plus courts chemins et detection des EIP 

Cette phase a deux objectifs : affecter le flot sur les plus courts chemins et detecter 

les EIP. Elle se base sur l'algorithme de Dijkstra, dont l'utilisation est justifiee par 

la positivite du poids des arcs. 

Dans un premier temps, l'algorithme de Dijkstra propage des etiquettes sur tous les 

noeuds accessibles depuis l'origine courante o. Lorsque l'algorithme s'acheve, pour 

chaque nceud n etiquete, on connait un plus court chemin de o a n. Pour chaque 

demande d'origine o et de destination d, on affecte alors le flot sur ce plus court 
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Algorithme 1 : Affectation pluraliste de flot. 

Donnees : G = (N, A) un graphe serie-parallele par origine destination, Q un 

ensemble de demandes. 

Sorties : Affectation pluraliste de flot sur G repondant a Q. 

debut 

// Premiere phase 

pour chaque origine o € 0(Q) faire 

Trouver les plus courts chemins de o vers les destinations Dest(o,Q). 

Affecter le flot sur les plus courts chemins trouves. 

L Detecter les EIP. 

/ / Seconde phase 

Soit E l'ensemble des EIP detectes. 

Calculer la profondeur des elements de E. 

Trier E par ordre de profondeur decroissant. 

pour chaque e dans E faire 

/ / Calcul du coiit de e. 

Appliquer Ps aux itineraires de e. 

Appliquer Pp & e. 
Trier E par ordre de rang croissant. 

pour chaque e dans E faire 

/ / Affectation plural iste du f lo t autour de e 

[_ Appliquer Pr a e. 

fin 
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EIP itineraries 

A - * F A - + B -> F 

A ^ D ^ F 

B - + F B ^ F 

B ^ C ^ F 

Figure 3.2 Exemple de resultat apres la phase I. 

chemin de o a d. 

A ce stade, il est possible de detecter les EIP. En effet, pour chaque noeud v, il 

suffit de tester la presence d'une etiquette sur ses predecesseurs directs. Si un unique 

predecesseur de v est etiquete, alors aucun EIP n'est detecte. En revanche, si plusieurs 

predecesseurs de v sont etiquetes, alors un EIP de destination v a ete trouve. Pour 

trouver l'entree commune de 1'EIP, il suffit de remonter les plus courts chemins, dans 

l'ordre des etiquettes, depuis les predecesseurs de v, jusqu'a tomber sur le premier 

nceud commun u (cf procedure page 47). 

La figure 3.2 expose le resultat de la phase I. L'arbre des plus courts chemins, trouve 

grace a l'algorithme de Dijkstra, est represente en gras. Les couts sont indiques sur 

chaque arc. Le nceud F a quatre predecesseurs. Seuls trois d'entre eux sont etiquetes 

(B,C et D). En remontant le long des chemins, on trouve deux EIP : le premier 

d'entree B et de sortie F, le second d'entree A et de sortie F. 

3.3.2 Seconde phase : equilibrage des EIP 

Dans la premiere phase, le not est affecte sur les plus courts chemins et les EIP sont 

detectes. Ce n'est que par la suite, durant la phase II, que Ton utilise les EIP pour 

realiser une affectation pluraliste en echangeant du Hot entre les differents itineraries 
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Procedure DetectionDesEIP 

Donnees : Un graphe G — (N,A). Pour une origine o, les etiquettes de Dijkstra 

associees aux noeuds de G. L'ensemble E des EIP deja detectes. 

Resultat : Met a jour E en detectant des nouveaux EIP. 

debut 

pour chaque nosud v £ N faire 

Soit P l'ensemble des predecesseurs de v etiquetes par l'algorithme de 

Dijkstra. 

pour chaque nceud p G P faire 
Soit / un itineraire de o a p. 

si un noeud visite par I est present dans S alors 
Soit u le sommet de I le plus proche de v tel que u G S. 

|_ E<-EU{I(u,v)}. 
[_ Aj outer dans S tous les noeuds visites par I. 

fin 
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d'un EIP. 

Dans la phase 2 de l'algorithme, les EIP sont classes par profondeur. 

Dans un premier temps, le tri est dans l'ordre decroissant. On traite ainsi d'abord 

les EIP les plus profonds, qui n'ont aucun descendants, et qui ne sont done qu'un 

ensemble d'itineraires en parallele. Le calcul du cout d'un EIP s'effectue directement 

en appliquant Ps aux itineraires, puis Pp a l'ensemble des arcs paralleles obtenus. 

L'EIP etant remplace par son arc equivalent, le calcul du cout de ses ancetres pourra 

s'effectuer de la meme maniere. 

Dans un second temps, le tri est fait dans l'ordre decroissant. La repartition du not 

entre les differents itineraires de 1'EIP s'effectue alors directement en appliquant Pr. 

Le not etant affecte sur les arcs originaux, l'affectation du not sur les EIP enfants 

pourra s'effectuer de la meme maniere. 

Lors de la phase II, les fiots sont agreges sur les EIP independamment de leur origine. 

La phase II ne depend done plus du cardinal de la demande mais seulement du 

nombre d'ElP detectes. 

Une execution de la phase II est illustree sur la figure 3.3. Elle fait suite a l'exemple 

de la figure 3.2 illustrant la phase I. Dans cet exemple, les couts et les ffots sont 

representes sur les arcs. Le parametre A vaut trois, et les flots sont arrondis. Nous 

savons de plus que le graphe a deux EIP : le premier, /(A, F), de rang nul, et le 

second, J(B,F), de rang un. On applique done successivement : 

(a) les procedures Ps et Pp sur 1'EIP /(B, F) afin d'en calculer le cout equivalent; 

(b) les procedures Ps et Pp sur 1'EIP /(A, F) afin d'en calculer le cout equivalent; 

(c) on repartit alors le not sur les itineraires de 1'EIP I (A, F) a l'aide de la procedure 

P • 

(d) on repartit enfin le fiot sur les itineraires de 1'EIP / (B, F) a l'aide de la procedure 
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Pr. 

Ainsi, il suffit de calculer la profondeur des EIP pour pouvoir effectuer la seconde 

phase sans encombre. Une procedure permettant d'effectuer ce calcul est presentee 

dans la sous-section suivante. 

3.3.3 Calcul de la profondeur d'un EIP 

Le calcul de la profondeur d'un EIP est primordial pour realiser la phase II de l'al-

gorithme. La procedure page 49 permet de calculer la profondeur des EIP. 

Procedure calculProf ondeur 

Donnees : L'ensemble E des EIP. 

Resultat : Calcul de la profondeur de chaque EIP. 

debut 
Coller une etiquette dont la valeur est -1 sur tous les arcs de G. 
pour chaque EIP e E E faire 
|_ Incrementer l'etiquette de chaque arc de e. 

pour chaque EIP e E E faire 
La profondeur de e est la valeur de la plus petite etiquette collee a un arc de 

L e. 

fin 

Remarque. A la fin de cette procedure, la valeur de l'etiquette attachee a l'arc a 

est le niveau de celui-ci. 
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(a) Ps et Pp sur 1'EIP B->F. 

(b) Ps et Pp sur 1'EIP A ^ F . 

(c) Pr sur 1'EIP A—>F. 

(d) Pr sur 1'EIP B ^ F . 

Figure 3.3 Exemple d'execution de la phase II. 
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CHAPITRE 4 

PROBLEME D'AFFECTATION DE PASSAGERS 

L'objectif de ce chapitre est de presenter, puis d'etudier le probleme d'afFectation 

de passagers dans un reseau de transport en commun. Dans une premiere section, 

nous definissons ce probleme. Ensuite, nous montrons comment il peut se decliner 

en deux versions : un modele statique, parametre par la frequence des vehicules sur 

les lignes, et un modele spatio-temporel, dans lequel on considere les horaires de 

passages exacts des vehicules a chaque arret. Dans les deux cas, nous detaillons la 

modelisation du probleme d'afFectation de passagers par un probleme d'afFectation 

de Hot dans un graphe particulier. Nous presentons alors le modele de comportement 

des passagers, c'est-a-dire la fonction economique associee au probleme d'afFectation 

de not. Nous decrivons enfin une methode permettant de trouver la solution optimale 

du modele. 

4.1 Presentations et definition 

4.1.1 Presentation du probleme 

Le probleme d'afFectation de passagers consiste a prevoir, le plus fidelement possible, 

le nombre de passagers sur chaque portion d'un reseau de transport en commun, a 

partir de la demande et des caracteristiques du reseau. 

Les passagers souhaitent, en general, se rendre d'un endroit a un autre. Le plus 

souvent, ils ont une contrainte d'horaire : rejoindre le lieu d'arrivee avant une certaine 

heure, comme avant un rendez-vous; ou quitter le point de depart apres un moment 
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donne, comme apres une journee de travail. 

Une premiere approximation du probleme consiste a affecter chaque passager sur le 

plus court chemin lui permettant de repondre a sa demande. Toutefois, ce modele 

simpliste est critiquable a bien des egards. En effet, les passagers d'un reseau de 

transport en commun sont des etres humains et, par consequent, leurs gouts et leurs 

priorites ne sont pas identiques : les vieilles dames preferent voyager assises, les jeunes 

cadres dynamiques choisissent la rapidite, les faveurs des etudiants dependent des 

choix de leurs camarades, etc. On parle du comportement pluraliste des usagers. 

La ponderation des differentes composantes du parcours (temps d'attente, temps 

de trajet, cout par changement, etc.) ne devrait pas etre identique pour tous les 

usagers; c'est pourquoi prendre des ponderations moyennes, puis affecter tous les 

passagers sur les plus courts chemins, ne permet pas de reproduire le comportement 

de l'ensemble des usagers. 

Toutefois, en utilisant un modele pluraliste et selectif, nous pouvons utiliser des 

ponderations moyennes. En effet, lorsque deux routes ont des couts proches, le plu-

ralisme assure qu'elles seront toutes les deux utilisees, ce qui permet de retrouver le 

comportement des differentes categories d'usagers. La selectivity assure de son cote 

qu'aucun passager ne choisira un itineraire « trop » mauvais. 

Le modele que nous souhaitons utiliser ne doit pas dependre des itineraries mauvais : 

puisqu'ils ne sont pas utilises, les retirer du reseau ne doit pas changer la solution. 

De plus, les choix des usagers ne doivent pas dependre de leurs antecedents : lorsque 

des passagers se trouvent a la station de metro Jean Talon, on peut oublier leur 

provenance, car seule compte, desormais, leur destination. Enfin, le cout ressenti par 

la succession de plusieurs portions d'itineraire doit etre la somme des couts de chaque 

portion. 

Pour reprendre la terminologie developpee dans la section 2.2, notre modele doit etre 
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pluraliste, selectif, sans memoire, additif en serie et independant des arcs inutilises. 

II faut aussi prendre en compte la congestion des lignes; toutefois, celle-ci doit rester 

un facteur secondaire dans le choix des usagers. 

Ces hypotheses forment une premiere approximation du comportement des passagers. 

Elles permettent de simplifier le probleme et d'en accelerer la resolution. II faut les 

valider en les comparant au comportement observe des passagers. 

4.1.2 Reseau de transport en commun 

Le probleme d'affectation de passagers dans un reseau de transport en commun se 

base, comme son nom l'indique, sur un reseau de transport en commun. Celui-ci est 

compose d'un ensemble d' arrets A, d'un ensemble de lignes JC, et d'un ensemble 

de voyages V. Un arret est un lieu geographique ou les usagers peuvent entrer et 

sortir du reseau ou effectuer un changement de ligne. Une ligne est un ensemble 

d'arrets, parcouru dans un certain ordre; avec cette definition stricte, une « ligne » 

d' autobus est en fait composee de deux lignes, une pour chaque direction. Un voyage 

est le passage d'un vehicule sur une ligne. Un exemple de reseau compose de 6 lignes 

et de 8 voyages est illustre par la figure 4.1. 

Pour evaluer l'attraction d'une route sur les usagers, il faut associer aux differentes 

partie de reseau des couts generalises d'utilisation. Le critere le plus important pour 

le choix des usagers etant le temps du trajet, ces couts generalises dependront du 

temps multiplie par des constantes dependantes de la portion de route utilisee. Ces 

constantes parametrent le confort de chaque partie du reseau et dependent principa-

lement du mode de transport represente par l'arc (marche, attente, autobus, metro, 

etc). Elles peuvent aussi dependre d'une multitude d'autres facteurs comme la sai-

son, la ville ou la societe de transport. Ces parametres doivent etre choisis par les 
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Figure 4.1 Exemple de reseau de transport en commun 

planificateurs qui connaissent leur reseau et leurs usagers 1. 

4.1.3 Modele frequentiel et spatio-temporel 

La planification d'un reseau de transport en commun peut etre traitee a deux niveaux 

de details. Un premier niveau consiste a choisir la frequence des voyages sur une 

ligne. Les couts des itineraries se calculent alors comme des esperances de temps de 

parcours. Un second niveau de detail consiste a choisir les horaires de passage de 

tous les voyages a tous leurs arrets. 

Le modele frequentiel est beaucoup moins complexe, e'est de plus une tres bonne 

approximation du systeme lorsque les frequences sont elevees, comme aux heures de 

pointe. Le modele spatio-temporel, bien que plus complexe, s'avere etre beaucoup 

1. Heureusement, la modelisation du comportement pluraliste des usagers permet aussi de 

prendre en compte les incertitudes : les resultats trouves ne seront pas « trop » sensibles aux 

variations des parametres de confort. 
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plus precis et permet de traiter les basses frequences. 

On peut concevoir 1'optimisation d'un reseau de transport en deux temps. L'utilisa-

tion du modele frequentiel permet d'optimiser le reseau en choisissant les meilleures 

frequences, a l'heure de pointe, pour chaque ligne; le modele spatio-temporel permet 

ensuite d'agencer au mieux les departs hors pointe tout en respectant les frequences 

trouvees pour l'heure de pointe par le premier modele. Cette planification detaillee 

pour toute la journee permet de trouver le meilleur compromis entre la qualite de 

service et le budget d'operation, qui est fonction du nombre d'heures d'utilisation 

des vehicules. 

L'objectif des sections suivantes est de presenter ces deux modeles. 

4.2 Modele frequentiel 

4.2.1 Presentation 

Bien que moins precis, le modele frequentiel n'est pas forcement le plus mauvais. II 

devient meme parfaitement justifie aux heures de pointe, lorsque la frequence des 

autobus est grande, mais que leur temps de parcours est soumis aux vicissitudes 

du trafic urbain. Dans ce cas, l'ecart entre l'heure de passage aux arrets et l'heure 

prevue est significatif par rapport a l'intervalle entre deux passages pour une meme 

ligne. 

Dans le modele frequentiel, les usagers choississent leurs itineraries en fonction de 

l'esperance du temps de parcours. Lorsqu'une unique ligne joint deux points du 

reseau, le cout du parcours est simple : il s'agit de l'esperance du temps de route 

augmentee de l'esperance d'attente. Si le nombre de passages d'un autobus par unite 

de temps suit une loi de Poisson d'esperance / , alors l'esperance du temps d'attente 
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est j . Si les passages surviennent avec une frequence constante / , alors l'esperance 

d'attente est -h. 

Le cout d'une route peut cependant devenir plus complique lorsque plusieurs lignes 

joignent les deux merries points; on parle alors de lignes communes. 

4.2.2 Lignes communes 

La determination du cout d'une route, necessaire pour construire le graphe sous-

jacent au modele frequentiel, n'est pas evidente dans le cas de lignes communes. En 

effet, dans la mesure ou le passager peut prendre plusieurs autobus differents, son 

esperance d'attente et de temps de parcours ne depend plus seulement d'un seul 

autobus, mais de la combinaison de plusieurs autobus. Dans cette sous-section, nous 

presentons brievement comment calculer ces esperances. Nous nous basons ici sur les 

travaux de Y. Bzioui [1]. 

Nous avons besoin ici d'une relation sur la vitesse relative des autobus. Cette relation 

consiste a considerer que les autobus sont soit de nature express soit de nature 

omnibus. Un omnibus ne pourra ainsi jamais depasser un express. D'un point de 

vue plus formel, nous sommes amenes a definir la relation d'ordre suivante entre les 

voyages. Soit Vi,v2 deux voyages, on dit que v2 est plus lent que V\ (v2 =4 vi) si pour 

tout couple d'arrets (a, b) tel que v\ et v2 desservent a respectivement en t\ et t2 avec 

t\ < t2, on a 

ti + ci(a -> b) < t2 + c2(a —> b), 

ou Ci(a —> b) est le cout generalise du trajet de a a 6 en empruntant le voyage v^. 

Dans notre modele frequentiel, lorsque plusieurs lignes joignent deux memes arrets 

du reseau, le choix du passager s'effectue en deux temps. Dans un premier temps, 

il selectionne un certain nombre de lignes, qu'il juge interessantes. Puis il embarque 
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dans le premier voyage d'une ligne interessante qui passe. Soit £» la variable binaire 

representant le choix du passager : Xi = 1 si la ligne i est interessante, 0 sinon. 

L'esperance d'attente est alors donnee par la formule 

7 
L^i XiJi 

ou les fi sont les frequences de chacune des lignes desservant l'arret, et 7 = 1 si le 

passage d'un autobus est modelise par une loi de Poisson, ou 7 = 1/2 si le passage 

d'un autobus est modelise par une loi uniforme. L'esperance du temps de parcours 

entre les deux points est alors donnee par 

2_^ii Ji-Lixi 

ou Ti est le temps de parcours en utilisant la ligne i. 

II semble alors que le passager peut determiner 2n ensembles de lignes interessantes, 

lorsque n lignes communes desservent sa route. II n'en est rien. Le passager ne sera 

en effet pas pret a laisser passer, volontairement, le vehicule d'une ligne rapide pour 

prendre le vehicule d'une ligne lente. Ainsi, si les n lignes communes sont triees 

par vitesse decroissante, le choix d'un passager est un vecteur semblable a Xi = 

( 1 , . . . , 1,0,..., 0). II y a done seulement n ensembles de lignes interessantes. 

4.2.3 Graphe frequentiel 

A partir du reseau de transport en commun, nous construisons un graphe frequentiel. 

La figure 4.2 presente un exemple de graphe frequentiel. II modelise le reseau de la 

figure 4.1. Cet exemple nous sert ici a illustrer les different types d'arcs et de nceuds. 

Chaque arret geographique du reseau est represente par un nceud d'arret. Dans la 

figure 4.2, les nceuds de forme rectangulaire sont des nceuds d'arret; on y trouve la 



58 

GH^po 

DO 

OCREK) 

<XT^DO 

Figure 4.2 Exemple de graphe frequentiel 

description geographique de l'arret (UDM : universite de Montreal, L / P : intersection 

de la rue Laurier avec Favenue du Pare, etc.). 

Lorsqu'il est possible de marcher d'un arret a un autre, un arc de marche, dont le cout 

generalise est le temps de marche pondere, relie les nceuds d'arret correspondants. 

L'arc, illustre par un trait interrompu sur la figure 4.2, represente la possibility de 

marcher pour se rendre de l'intersection entre la rue Laurier et l'avenue du Pare a 

l'intersection entre le boulevard du Mont-Royal et l'avenue du Pare. 

Chaque ligne du reseau est representee par une succession de nceuds de ligne et d'arcs 

de ligne. Les nceuds de ligne correspondent aux arrets desservis par la ligne. Les arcs 

de ligne joignent deux nceuds de ligne consecutifs entre eux. Leur cout generalise est 

le temps de parcours pondere entre ces deux nceuds de ligne. Chaque nceud de ligne 

est de plus connecte au nceud d'arret correspondant par deux arcs : un arc sortant 

de cout generalise nul, un arc entrant dont le cout generalise depend de Pesperance 

d'attente. Sur la figure 4.2, les nceuds ronds non marques correspondent aux nceuds 
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de ligne du graphe. De meme, les arcs representee par un trait gras sont les arcs de 

lignes. 

Lorsque plusieurs lignes desservent une suite d'arrets consecutifs, des lignes fictives 

sont creees. Si les lignes communes sont triees par ordre de vitesse decroissante, alors 

les lignes fictives correspondent aux choix X{ = ( 1 , . . . , 1,0,..., 0), ou Xi[k] = 1 si la 

ligne k est selectionnee. Les coiits d'attente et de trajet de ces lignes sont donnes 

par les calculs d'esperance de la sous-section precedente. Ces lignes fictives sont alors 

traitees de la meme fagon que les lignes reelles. Sur la figure 4.2, l'arc indice 129A535, 

entre l'intersection du boulevard du Mont-Royal et de l'avenue du Pare et la station 

Place des Arts, represente la ligne commune formee des lignes 129 et 535. 

Un graphe frequentiel comporte aussi des noeuds et des arcs d'acces au reseau. A 

chaque zone d'origine presente dans l'ensemble des demande est associe un nceud 

d'acces. II est relie a tous les arrets accessibles dans cette zone par des arcs d'acces au 

reseau de cout nul. De meme, a chaque zone de destination presente dans l'ensemble 

des demandes est associe un nceud de sortie. Des arcs de cout generalise nul font 

alors le lien entre les arrets de la zone et ce nceud. 

4.3 Modele spatio-temporel 

4.3.1 Presentat ion 

Contrairement au modele frequentiel, ou on ne considere que les lignes de transport 

en commun, le modele spatio-temporel considere independamment tous les voyages 

de toutes les lignes. Une correspondance d'un voyage a un autre n'est realisable 

que si ces voyages ont un arret en commun et uniquement dans le sens de la fleche 

du temps, e'est-a-dire du premier voyage a desservir cet arret vers le second. Les 



60 

Udm 08 :03 

oo 
Udm 08 ;04 

oo 
SN 08 :07 

Udm 08 :06 a;--eo 
Udm 08 :0 

(X^HQO 
SN 08 :1 

Udm. 08 :09 

OO 

L/P 08 :14 

PdA 08 :29 

..b 
PdA 08 ;25" 

Figure 4.3 Exemple de graphe spatio-temporel 

variables de ce probleme sont les fiots entre chaque paire d'arrets consecutifs de 

chaque voyage et entre chaque paire de voyages consecutifs dans le temps desservant 

un meme arret. Les premieres variables representent l'utilisation d'un vehicule et 

les secondes l'attente a un arret. Le modele spatio-temporel est done beaucoup plus 

gros que le modele statique en terme de nombre de variables. Ce modele permet 

surtout de resoudre de maniere plus precise l'affectation d'itineraires pendant les 

heures creuses. En effet, lorsqu'un autobus a une frequence de deux voyages par 

heure, l'attente n'est pas ressentie de la meme maniere par les usagers arrivant vingt 

minutes avant le prochain depart que par ceux arrivant cinq minutes avant. 

4.3.2 Graphe spatio-temporel 

A partir du reseau de transport en commun, nous construisons un graphe spatio-

temporel. La figure 4.3 presente un exemple de graphe spatio-temporel. II modelise 

le reseau de la figure 4.1. Cet exemple nous sert ici a illustrer les differents types 
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d'arcs et de noeuds. 

Dans ce graphe, les arrets geographiques du reseau sont dupliques, de telle sorte qu'il 

y existe deux noeuds a chaque fois qu'un vehicule dessert un arret. Le premier de 

ces noeuds, le nceud de debarquemquent correspond au debarquement du vehicule, le 

second, le nceud d'embarquement, a l'embarquement. 

Un arc de cout nul relie le nceud de debarquement d'un voyage a un arret au nceud 

d'embarquement du meme voyage, au meme arret; ces arcs representent la possibilite 

de rester dans l'autobus. Un arc, dont le cout est la duree du trajet ponderee par 

son confort, relie le nceud d'embarquement d'un voyage a un arret au nceud de 

debarquement du meme voyage, a l'arret suivant; ces arcs representent la possibilite 

d'emprunter le vehicule pour se deplacer. Enfin, pour representer la possibilite de 

changer de vehicule, des arcs relient le nceud de debarquement de tout voyage, en 

tout arret, aux noeuds d'embarquement des premiers voyages suivants de chaque 

ligne passant par cet arret. Le cout de ces arcs prend en compte l'inconfort de la 

correspondance, le temps de marche et le temps d'attente. 

Des noeuds et des arcs sont aussi ajoutes a ce graphe pour representer la demande. 

Pour chaque demande, on ajoute un nceud pour son origine et un pour sa destination. 

L'origine, ainsi que la destination, d'une demande peuvent etre liees a un unique ar­

ret, ou a plusieurs arrets, pour representer une zone geographique plus etendue. Des 

arcs relient alors le nceud de l'origine de la demande a tous les noeuds d'embarque­

ment correspondant a la desserte d'un arret de la zone de cette origine a l'horaire 

correspondant a la demande. De meme, des arcs relient les nceuds de debarquement 

correspondant aux arrets de la zone de la destination au nceud destination de la 

demande. 

Pour limiter la taille du graphe, on peut ignorer certaines possibilites. Ainsi, on peut 

supposer que les passagers ne sortiront pas d'un autobus pour emprunter un autre 
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Figure 4.4 Regroupement des arrets par bloc 

autobus de la meme ligne. De meme, lorsque plusieurs lignes desservent la meme 

succession d'arrets, on considere que les passagers peuvent seulement changer de 

lignes au premier, ou au dernier, arret commun. lis utilisent ainsi la ligne la plus 

rapide pour parcourir la partie commune. La taille du graphe peut etre aussi limitee 

en regroupant par bloc les arrets se trouvant entre deux correspondances, comme 

cela est illustre par la figure 4.4. Dans cette figure, il est possible de changer de 

lignes sur les nceuds 1, 4 et 7. Les nceuds 2,3 et 5,6 ne permettent pas de changer 

de ligne d'autobus : un passager n'embarque ou ne debarque a ces nceuds que pour 

entrer ou sortir du reseau. Le couple 2,3 est done regroupe en un unique nceud. Ce 

type de regroupement modifie le cout generalise de la solution mais ne change pas le 

flot sur les arcs. 

4.4 Modele de comportement des usagers 

Dans la section precedente, nous avons represente les problemes d'affectation de 

passagers frequentiel et spatio-temporel sous forme d'un probleme d'affectation de 

flot, e'est-a-dire sous forme d'un graphe et d'un ensemble de demande. 

Pour resoudre le probleme d'affectation de passagers, il nous faut determiner le flot 

sur chaque arc du graphe G. Pour cela, nous devons definir un modele de compor­

tement. Nous avons opte pour un modele pluraliste, selectif, independant des arcs 

inutilises, sans memoire, additif en serie et qui prend en compte la congestion. Ce 

choix nous permet de modeliser assez fidelement le comportement des usagers d'un 
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reseau de transport en commun, sans dependre trop fortement des donnees et des 

parametres. 

4.4.1 Modelisation du comportement 

Pour modeliser le comportement des usagers, sans prendre en compte la congestion, 

nous utilisons le modele mixte corrige que nous avons etudie dans la section 2.3. La 

fonction de cout du modele s'ecrit : 

F W = E E ( n ^ « a 2 , ^ ) ) (Ha,alcaXq,a + ^ O . 
qeQ aeA \i=o J ^ ' 

Nous savons que ce modele est pluraliste, selectif, sans memoire, independant des 

arcs inutilises et additif en serie. Toutefois, il ne prend pas en compte la congestion. 

4.4.2 Modelisation de la congestion 

Pour modeliser la congestion, nous modifions la fonction cout du modele de compor­

tement introduit precedement. Desormais, le poids ca d'un arc est remplace par une 

fonction ga du flot total xa = V xQta sur a. 

Pour modeliser la congestion, il faut que ga{xa) soit une fonction positive croissante ; 

en effet, plus un vehicule est charge moins il est confortable. Pour que la convergence 

soit aisee, il est, de plus, preferable d'imposer que la fonction xa —> xaga(xa) soit C1. 

Pour chaque arc a de poids ca, le planificateur doit determiner un parametre de 

capacite Ka et un parametre de penalisation pour la congestion aa. Ces parametres 

dependent du type d'arc (attente, type de vehicule, etc.). La congestion peut alors 
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se modeliser en utilisant la fonction : 

{ ca si xa < Ka 

ca I I + a a I si a;a > Ka. 

Celle-ci est en effet positive et croissante. De plus, la fonction xa —> xaga(xa) est C1; 

en effet, sa derivee s'ecrit ca pour x < Ka et ca (1 + 2aa(xa — Ka)) pour x > Ka et 

est done continue. 

Nous obtenons alors la fonction de cout : 

F(X) = Yl Yl ( I I V(Xl:a, ^Ta 1 ) ) ( H ^ d a ( J2 X^ ) X ^ + 29a I 5 Z X*>« ) 4 a 
oGQaeA \/=0 / \ \ q J \ q J / 

4.5 Methode de resolution 

La methode de resolution que nous presentons pour resoudre le probleme d'affec-

tation de passagers en tenant compte de la congestion est un procede iteratif qui 

s'inspire de la methode presentee par Y. Bzioui dans [1]. A chaque iteration, on 

calcule le cout des arcs en fonction du not total affecte puis on resout le modele 

mixte corrige, en considerant que le cout des arcs est constant, pour determiner une 

nouvelle affectation; cette methode est presentee par l'algorithme 4. 

Dans cet algorithme, nous utilisons l'algorithme 1 pour affecter un flot sur le graphe. 

Cet algorithme a ete developpe pour les graphes serie-parallele par origine destina­

tion, il devient moins robuste et n'est pas exact dans le cas de graphe quelconque. 

Or les graphes sur lesquels nous travaillons, et qui ont ete presentes dans les sections 

precedentes, ne sont pas serie-parallele par origine destination. Supposons que nous 

ayons une structure en « huit », comme illustre sur la figure 4.5. Les limites du mo­

dele sont atteintes si les trois itineraire du « huit » sont bons. Toutefois, il est fort 

probable qu'au moins une des routes soit « mauvaise » ; par exemple, une des routes 
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Algorithme 4 : Resolution du probleme d'affectation de passagers. 
Donnees : Un probleme d'affectation de passagers. 

Sorties : Une affectation pluraliste, selective, sans memoire, independante des arcs 

inutilises et prenant en compte la congestion. 

debut 

tant que le flot est sensiblement modifie faire 
Calculer le cout des arcs en fonction du not. 

[_ Affecter le flot sur le graphe obtenu a l'aide de l'algorithme 1. 

fin 

o-o-o 

o—o—o 

Figure 4.5 Structure en « huit » 

pourrait avoir une correspondance de plus. Ainsi, bien que les graphes modelisant les 

reseaux ne soient pas serie-parallele par origine destination, le nombre de « huit » 

genants est vraisemblablement faible. 

Nous avons ainsi presente deux modelisations pour le reseau de transport en commun, 

et une modelisation du comportement des usagers. Malgre le probleme engendre par 

les structures en « huit » presentes dans les graphes modelisant le reseau, nous 

avons implemente la methode de resolution du chapitre 3 pour tester la modelisation 

spatio-temporelle, presentee dans ce chapitre. L'etude de cette implementation et les 

resultats trouves, sont presentes dans le chapitre suivant. 
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CHAPITRE 5 

IMPLEMENTATION ET RESULTATS 

Dans les chapitres precedents, nous avons pose les bases de notre methode de re­

solution du probleme d'affectation pluraliste d'un riot de passagers dans un reseau 

de transport en commun. Pour tester et valider cette methode, nous l'avons imple­

mentee. Cette implementation a ete ensuite utilisee pour resoudre des problemes 

d'affectation bases sur le reseau de transport en commun de Montreal, gere par la 

STM. Dans ce chapitre, nous decrivons cette implementation et nous en presentons 

les resultats. 

5.1 Implementation 

Le code implementant la methode d'affectation pluraliste de passagers se decompose 

en deux parties independantes : 

- un ensemble de programmes perl realise par Benoit ROCHEFORT, analyste au 

GERAD, et dont Pobjectif est de construire le graphe spatio-temporel a partir des 

donnees des compagnies de transport en commun; 

- un programme C dont le but est de realiser une affectation pluraliste, dans un 

graphe fourni en entree. 

5.1.1 Construction du graphe 

La construction du graphe est implementee par un ensemble de scripts perl. A date, 

seule la version spatio-temporelle a ete implementee. i ensemble de scripts se de-
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compose en deux parties. La premiere partie transforme les donnees d'une societe de 

transport en un ensemble de tables. Elle teste de plus la validite et la coherence de ses 

donnees et les utilise pour extrapoler les informations manquantes. La seconde partie 

construit le graphe spatio-temporel a partir des tables construites prealablement. 

5.1.2 Affectation de passagers 

L'affectation pluraliste de passagers est implementee en C. Les entrees du code sont 

des fichiers decrivant le graphe et la demande. Le code comporte trois phases dis-

tinctes. Dans la premiere phase, les plus courts chemins sont calcules pour chaque 

origine. On affecte de plus tout le Hot de chaque demande sur ces plus courts chemins. 

Cette premiere phase permet aussi de construire l'ensemble des EIP. Une seconde 

phase determine les relations d'inclusion entre les differents EIP. Cette phase permet 

aussi de trouver les paires d'ElP formant des structures non serie-parallele. Elle re-

presente l'essentiel du temps d'execution du programme. La derniere phase realise 

successivement des affectations pluralistes en prenant en compte la congestion pour 

mettre a jour le cout des itineraries des differents EIP. 

5.1.3 Methodes de suppression des huit 

Comme nous l'avons mentionne dans la sous-section 2.5.2, ce memoire n'a pas eu 

pour objet de construire un modele pour les singularites non serie-parallele. Ainsi, 

le choix retenu actuellement dans le code pour traiter des structures en huit consiste 

a supprimer un des EIP formant le huit, les passagers etant alors affectes sur le plus 

court chemin. Ce choix presente l'avantage de la simplicite et de la rapidite mais 

deteriore le pluralisme de la solution. 
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5.1.4 Acceleration du calcul des plus courts chemins 

Dans cette sous-section, nous presentons des methodes dons l'objectif est d'accelerer 

le calcul des plus courts chemins et de ne detecter que les EIP utiles, sans toutefois 

deteriorer la solution. Nous passons en revue brievement chacune de ces methodes. 

Limitation en profondeur Dans un reseau de transport en commun classique, 

utilise quotidiennement par de nombreux passagers, comme celui de la ville de Mont­

real, les usagers dont le voyage dure plus d'une heure et demie ou necessite plus de 

trois correspondances sont tres rares. Nous decidons done de les negliger en limitant 

notre recherche des plus courts chemins a l'ensemble des itineraries dont la duree et 

le nombre de correspondances sont bornes par ces constantes. Bien entendu, ces der-

nieres peuvent etre adaptees selon les habitudes observees par les differentes societes 

de transport. II est aussi possible de parametrer et de valider ce nombre limite de 

correspondance a l'aide de l'enquete menage ou des donnees de cartes a puce. 

Dominance par arr6t Dans le cas du probleme spatio-temporel, le calcul du plus 

court chemin dans le graphe n'est pas veritablement significatif. En effet, puisqu'un 

nceud represente un arret a un instant donne, il existe autant de plus courts chemins 

vers un arret que d'instants ou l'arret est desservi. II est done plus judicieux de 

calculer les plus courts chemins vers les arrets et non pas vers les nceuds. 

Dominance par voyage II peut arriver qu'un usager puisse rejoindre un voyage 

donne a plusieurs endroits differents. Dans tous les cas, le passager arrive a sa pro-

chaine destination au meme instant. C'est pourquoi nous imposons au passager d'em-

barquer dans un voyage le plus tot possible. Cette decision ne deteriore pas de ma-

niere consequente le pluralisme puisqu'elle n'empeche pas d'embarquer sur une autre 
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ligne ni sur un voyage different d'une meme ligne. 

5.1.5 Acceleration de la convergence 

Comme nous l'avons decrit precedemment, la prise en compte de la congestion est 

realisee par un precede iteratif. Ce precede consiste a mettre a jour le cout des 

arcs en fonction de leur not, puis de reaffecter le ffot sur les arcs. Ce precede peut 

malheureusement etre assez instable. En effet, si deux arcs de couts tres proches sont 

montes en parallele et qu'un grand nombre de passagers est affecte sur le premier arc, 

alors la prise en compte de la congestion risque de deplacer tout le not du premier arc 

sur le second arc. Celui-ci devient alors surcharge et l'iteration suivante transfere tout 

le not du second arc sur le premier. Ce cas de figure aboutit done a des oscillations 

du ffot; par consequent, l'algorithme converge tres lentement. 

Pour accelerer la convergence, nous amortissons la mise a jour du cout des arcs. 

Notons Q le cout d'un arc a a l'iteration i, / la fonction de congestion d'un arc et 

Xi le flot a l'iteration i de l'arc. Sans amortissement, le cout de l'arc a devient : 

Ci+i = f(Xi). 

Si, en revanche, on amortit le cout pour accelerer la convergence, le cout de Pare a 

devient : 

Q+i = (l-p)ci + pf(xi), 

ou p est un parametre entre 0 et 1. 

Cette methode a ete implementee dans notre code et assure effectivement un conver­

gence en quelques iterations. 
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5.2 Resultats 

Dans cette section, nous presentons les resultats que nous obtenons en resolvant le 

probleme d'affectation pluraliste sur le reseau de la STM. La geographie des lignes et 

les horaires de passage correspondent a une journee type d'une semaine de l'annee 

2006. 

L'ordinateur utilise pour executer le code est la machine « omelette » du GERAD. 

Cette machine comporte quatre processeurs de type Dual Core AMD Opteron(tm) 

Processor 285 de 2592.691 Mhz; il s'agit d'une architecture 64 bit. Cette machine 

contient de plus 8 gigabit de memoire. 

Dans un premiere partie, nous etudions plusieurs exemples simples, et nous nous 

interessons a la repartition du not. Dans une seconde partie, nous etudions les per­

formances du programme face a un ensemble de demandes proches de la realite. 

5.2.1 Etude d'exemples 

Dans cette sous-section, nous observons le comportement de notre implementation 

pour resoudre des problemes ayant peu de demandes. L'objectif est de montrer dans 

quelle mesure les solutions trouvees sont pluralistes, et d'etudier succinctement leurs 

sensibilites aux differents parametres. 

Nous considerons le graphe representant les lignes du metro orange, bleue et verte 

de Montreal ainsi que la ligne d'autobus 161 de la STM, entre 12h00 et 14h00. Nous 

etudions une demande dont l'origine est la station Plamondon a 12hl0 et dont la 

destination est la station Rosemont. 

Pour repondre a cette demande, le programme propose jusqu'a trois itineraries. Le 
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premier itineraire (que nous notons A) consiste a emprunter la ligne de metro orange, 

en direction de Montmorency, depuis la station Plamondon jusqu'a la station Ro-

semont. Ce trajet ne necessite aucune correspondance, de plus les metros sont peu 

sensibles a la congestion et sont assez frequents. Le second itineraire (que nous no-

tons B) consiste a emprunter la ligne 161 de Plamondon jusqu'a Rosemont. Ce trajet 

est un peu plus rapide que le precedent et ne necessite pas non plus de correspon­

dance. Toutefois, les autobus sont moins confortables, plus sensibles a la congestion 

et moins frequents que les metros. Enfin un troisieme itineraire (que nous notons C) 

peut etre propose. II consiste a prendre la ligne de metro orange jusqu'a Snowdon 

puis a emprunter la ligne bleue jusqu'a Jean-Talon pour enfin prendre la ligne orange 

jusqu'a Rosemont. Cet itineraire est plus long que les precedents et necessite deux 

correspondances. Ces differents itineraires sont representes sur la figure 5.1. 

5.2.1.1 Effet du parametre A 

Comme nous l'avons montre dans l'etude theorique du modele mixte corrige (section 

2.4), le parametre A influe sur le pluralisme de la solution. Le tableau 5.1 presente 

la repartition des passagers entre les differents itineraires pour plusieurs valeurs de 

A. On constate effectivement que plus A est petit, plus le flot se disperse. 

Tableau 5.1 Repartition des passagers pour differentes valeurs de A. 

A= 1.5 

A = 3.0 

A = 4.5 

itineraire A 

55% 

63% 

68% 

itineraire B 

43% 

37% 

32% 

itineraire C 

2% 

0% 

0% 
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Figure 5.1 Itinineraires de Plamondon a Rosemont. 
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5.2.1.2 Effet des coefficients de confort 

Nous etudions ici le comportement de notre algorithme face a des modifications le-

geres des parametres de confort. Les durees des itineraires A et B sont proches : le 

premier dure trente-sept minutes et le second trente-huit minutes. Selon les choix des 

parametres de confort, le cout generalise du trajet A peut done etre soit inferieur, 

soit superieur a celui du trajet B. Le tableau 5.2 presente les differentes repartitions 

du flot entre les itineraires pour plusieurs valeurs des coefficients de confort. Nous 

notons a A le coefficient de confort du trajet en metro et OLB le coefficient de confort 

du trajet en autobus. On rappelle que le cout generalise d'un itineraire est le produit 

de sa duree par son coefficient de confort. On constate que la repartition des pas-

sagers depend lineairement de —— ——. L'erreur engendree par l'imprecision 
OLACA + o>BGB 

du calcul des coefficient de confort est done du meme ordre que cette imprecision. 

Tableau 5.2 Repartition des passagers pour differentes valeurs des coefficient de 

confort. 

aA = \ 

OLA = 1 

OLA = 1 

OLA = 1 

OLA = 1 

OLA = 1 

OtA = l 

aB = 0.8 

aB = 0.9 

aB = 0.95 

OLB = 1 

aB = 1.05 

OLB = 1-1 

aB = 1.2 

itineraire A 

10% 

29% 

38% 

47% 

55% 

62% 

77% 

itineraire B 

90% 

71% 

62% 

53% 

45% 

38% 

23% 

itineraire C 

0% 

0% 

0% 

0% 

0% 

0% 

0% 



74 

5.2.1.3 Effet de la congestion 

Nous etudions ici l'effet de la congestion. Nous supposons que le confort d'un autobus 

commence a baisser lorsqu'il transporte plus de trente personnes. Le tableau 5.3 

presente les differentes repartitions des passagers pour des demandes concernant de 

plus en plus de passagers. On constate que la congestion favorise le trajet en metro 

au detriment de l'itineraire en autobus. 

Tableau 5.3 Repartition des passagers pour differents nombres de passagers. 

iV = 10 

TV =100 

TV = 200 

itineraire A 

63% 

66% 

80% 

itineraire B 

37% 

34% 

20% 

itineraire C 

0% 

0% 

0% 

5.2.2 Etude des performances 

Dans la sous-section precedente, nous avons presente le comportement, et la sensi-

bilite, de notre implementation sur un exemple tres simple. Nous avons montre que 

les solutions fournies par notre programme sont pluralistes et prennent en compte la 

congestion. En pratique, nous ne souhaitons pas resoudre d'aussi petits problemes. 

Dans cette sous-section, nous presentons les performances de notre implementation 

sur une instance beaucoup plus grosse. 

Notre implementation ne permet malheureusement pas de resoudre le probleme d'af-

fectation de passagers pour Pensemble du reseau de la ville de Montreal sur toute la 

journee. Les resultats suivants ne concernent que les lignes desservant le centre de 

Montreal. II s'agit des quatre lignes de metro et de quarante-trois lignes d'autobus 1. 

1. Les lignes 11, 15, 16, 17, 24, 29, 30, 31, 46, 51, 52, 53, 54, 55, 57, 61, 63, 66, 74, 75, 78, 80, 
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De plus, nous utilisons ici les demandes mesurees par l'equipe de M. Trepanier, pro-

fesseur agrege au departement de mathematiques et de genie industriel de l'Ecole 

Polytechnique de Montreal, qui sont une estimation des demandes reelles. 

Nous resolvons le probleme d'affectation pour l'ensemble de la journee, plus preci-

sement pour tous les voyages de 02:00 a 23:00.Ce probleme traite 4484 voyages, 

soit 25% du nombre total de voyages de l'ensemble du reseau. Le graphe genere se 

compose de 289 765 noeuds et 887659 arcs. 

Une solution est trouvee en moins de six minutes (353s). La recherche des plus 

courts chemin est effectuee en 96s. L'etablissement des relations entre EIP, ainsi 

que la determination des huits, sont effectuees en 244s. Enfin, les dix iterations 

d'affectation pluralistes s'executent en 13s. 

Du point de vue de la memoire, cette implementation est assez gourmande. Le re­

seau de transport en commun necessite 43Mo. La structure permettant le calcul des 

plus courts chemins utilisent 90Mo. Enfin, l'ensemble des donnees utilisees par les 

EIP necessite 1 500Mo. Toutefois, lors de la determination des relations de filiation 

entre EIP, la consomation en memoire grimpe jusqu'a 6Go. Ainsi, l'utilisation d'une 

machine 64bits se revele necessaire pour resoudre des problemes de grande taille. 

Pour avoir une idee du pluralisme de la solution trouvee, 12% du not se trouvant sur 

un plus court chemin est devie vers des chemins plus longs. 

Toutefois, il faut savoir que les 1155 935 EIP detectes engendrent 1011392 huits. 

Ainsi, apres l'elimination de ceux-ci, il ne reste plus que 157884 EIP. On constate que 

l'hypothese selon laquelle le nombre de huit serait petit n'est pas verifiee. Cependant, 

la methode de resolution que nous proposons, malgre le nombre de huits et la maniere 

simpliste de les ecarter, reste performante. En effet, elle permet de resoudre, dans 

90, 92, 97, 104, 107, 108, 119, 125, 129, 138, 144, 150, 160, 161, 165, 166, 168, 410, 420, 430 et 537. 



• H i 

4 
i 

76 

•Be 

»•!» fc;«fl 

^ l^^^^ ra^ 

Figure 5.2 Reseau concerne par l'etude de performance. 



77 

un temps raisonnable, des problemes de taille industrielle et engendre une solution 

relativement pluraliste. De plus, un traitement plus evolue des huits, qui utiliserait un 

modele specifique, permettrait de mieux modeliser le comportement des passagers et 

augmenterait le pluralisme de la solution. En pratique, on observe un Hot de 305 529 

sur l'ensemble des EIP dont 176 700 sur les EIP impliques dans un huit. Ainsi, le 

traitement des huits devrait permettre de doubler le pluralisme. 
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CONCLUSION 

Dans ce memoire, nous presentons un modele d'affectation de flot dans un graphe 

serie-parailele. Ce modele est issu de la combinaison lineaire entre le modele d'af­

fectation sur les plus courts chemins, et un modele de repartition par proportion. 

II permet de representer le comportement des usagers d'un reseau de transport en 

commun car il prend en compte a la fois la diversite du comportement des passagers 

et leur attrait pour les itineraires les plus courts. De plus, un algorithme specifique 

nous permet de trouver un flot solution pour ce modele. En modelisant un reseau 

de transport en commun par un graphe oriente, nous pouvons alors resoudre le pro-

bleme d'affectation de passagers. Enfin, des iterations successives et une mise a jour 

du cout des arcs permettent de prendre en compte la congestion. 

Toutefois, le graphe obtenu a partir d'un reseau de transport en commun n'est pas 

un graphe serie-parallele par origine destination. Dans ce memoire, le choix retenu 

pour traiter les structures en huit consiste a supprimer un des EIP formant le huit, 

les passagers etant alors affectes sur le plus court chemin. Ce choix deteriore le 

pluralisme de la solution. Cependant, les resultats obtenus sur le centre du reseau de 

transport de la ville de Montreal presente une charge du reseau ayant les proprietes 

desirees, ce qui justifie a posteriori cette approximation. 

La solution trouvee pourrait done etre amelioree en developpant un modele d'affec­

tation pluraliste specifique pour traiter les structures en « huit ». Pour pouvoir etre 

ajoute facilement a notre algorithme, ce modele doit permettre d'affecter le flot sur 

un « huit » en fonction du cout des itineraires qui le compose et d'attribuer a un 

« huit » un cout equivalent. L'utilisation de ce type de modele permettrait de rendre 

la solution plus pluraliste en modelisant de maniere plus fine le comportement des 

usagers autour d'un « huit ». 
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Cette methode d'affectation pourrait ensuite etre utilisee dans le cadre d'un proces­

sus iteratif de planification et d'optimisation d'un reseau de transport en commun. A 

chaque iteration, le reseau est modifie en fonction de la prevision d'utilisation. Celle-ci 

est alors mise a jour a l'aide du modele d'affection presente dans ce memoire. Le temps 

d'execution modere de l'algorithme d'affectation de passagers devrait permettre de 

realiser un nombre important d'iterations et d'ameliorer sensiblement Poffre de ser­

vice. 
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