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RESUME

De nombreux problémes, théoriques ou appliqués, de grande taille et trés contraints
n’ont aucune solution qui respecte toutes les contraintes. Nous allons travailler avec des
problémes de ce type-la et qui peuvent étre modélisés comme des problemes de satis-
faction de contraintes (CSP). Nous allons particulierement nous intéresser aux causes de
la non réalisabilité. En effet, il est trés intéressant et tres utile de pouvoir comprendre
la cause de la non réalisabilité afin de pouvoir modifier les problémes initiaux pour les
rendre réalisables.

Afin de faire cela, nous voulons pouvoir détecter des sous-problémes de 1’instance de
départ, plus petits, non réalisables et irréductibles et qui permettent d’expliquer la non
réalisabilité du probléme original. Nous appelons de tels sous-ensembles des sous-
ensembles incohérents irréductibles de contraintes ou de variables. Comme exemple
théorique, nous allons étudier le probleme de satisfaisabilité booléenne (probleme SAT).
A titre d’exemple pratique, nous traiterons un probléme de fabrication d’horaires pour le
personnel navigant aérien. En effet, dans ces cas-1a, les gestionnaires qui fabriquent les
horaires aimeraient pouvoir détecter la cause de la non réalisabilité des problémes afin
de pouvoir modifier certaines données pour obtenir un horaire réalisable.

D’un autre c6té, pour les problémes réalisables, il arrive fréquemment qu’une valeur du
domaine d’une variable soit impossible dans le sens qu’il n’existe aucune solution véri-
fiant toutes les contraintes dans laquelle la variable a cette valeur. Dans de tels cas, nous
voulons pouvoir supprimer ces valeurs impossibles des domaines des variables. Cette

technique est appelée le filtrage des domaines.

Cette thése a deux buts principaux. Le premier consiste & mettre en oeuvre des outils qui
repérent automatiquement les sous-ensembles irréalisables irréductibles de contraintes

ou de variables pour des problémes non réalisables. Ces algorithmes seront adaptés pour
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deux sortes de problémes: le probléme de satisfaisabilité booléenne et un probléme de
confection d’horaires pour le personnel navigant aérien. Le deuxiéme but consiste a
développer un algorithme de filtrage des domaines dans le cas de problémes réalisables.
Nous allons développer un tel algorithme de filtrage pour une contrainte globale de CSP

bien définie: la contrainte SomeDifferent.

Comme les problémes que nous traitons sont de grande taille et trés contraints, nous util-
isons des heuristiques de recherche tabou pour effectuer la recherche de sous-ensembles
incohérents irréductibles ou pour supprimer les valeurs impossibles des problémes orig-

inaux. Ensuite, nous utilisons des algorithmes exacts pour vérifier les résultats obtenus.

La premicere partie de la these traite de la recherche de sous-ensembles irréalisables ir-
réductibles de contraintes et de variables pour le probléme de satisfaisabilité booléenne
communément appelé probléme SAT.

La deuxiéme partie présente un algorithme de filtrage des domaines pour la contrainte
SomeDifferent.

Finalement, dans la troisiéme partie, nous appliquons les outils de détection de sous-
ensembles irréalisables de contraintes a des problémes de confection d’horaires pour le

personnel navigant aérien.
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ABSTRACT

A significant number of large and very constrained problems, be it theoretical or ap-
plied, have no solution that satisfies all the constraints. The present work focuses on
this kind of problems that can be modeled as constraint satisfaction problems (CSP). We
will be particularly interested in investigating the causes of impossibility of a feasible
solution. Explaining the causes of failure to achieve a feasible solution is in fact ex-
tremely important and useful; since it may allow us to reformulate the original problem
and transform it into a problem with a feasible solution.

For that purpose, we wish to detect smaller, incoherent and irreducible subproblems of
the considered infeasible problem. We will call such subsets infeasible irreducible sub-
sets (IIS) of constraints or variables. As a theoretical example, we will study the boolean
satisfiability problem. And as a practical example, we will consider a crew scheduling
problem, for which managers in charge of building a schedule would like to be able to
detect the reasons of an infeasibility, in order to modify some of the constraints and ob-
tain a feasible schedule.

On the other hand, for some of the feasible problems, it also frequently happens that
a value in the domain of a variable is impossible in the sense that there is no solution
verifying all the constraints in which the variable has this value. In those cases, we want
to be able to delete these impossible values from the domains of the variables. Such a
technique is called domain filtering and will be studied for a specific global CSP con-

straint: the SomeDifferent constraint.

This thesis has two main goals. The first goal is to implement tools that automati-
cally detect the infeasible irreducible subsets of constraints or variables for infeasible
problems. Such algorithms will be adapted for two problems: the boolean satisfiability

problem and a crew scheduling problem. The second goal is to develop a domain filter-
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ing algorithm for feasible problems.

As the considered problems are very constrained and of large size, we will use tabu
search heuristics in our algorithms to extract infeasible irreducible subsets of constraints
or variables in infeasible problems, and to detect impossible values in the domains of the
variables in feasible problems. Then, we will use exact algorithms to validate the results

produced by our heuristic methods.

The first part of the thesis focuses on the search of infeasible irreducible subsets of
constraints and variables for the boolean satisfiability problem commonly called SAT
problem.

The second part of the thesis presents a domain filtering algorithm for the SomeDifferent
constraint.

Finally, in the third part, the detection tools of infeasible irreducible subsets of con-

straints are applied to a crew scheduling problem.
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INTRODUCTION

De nombreux problemes théoriques ou issus de la pratique peuvent étre modélisés
comme des problémes de réalisabilité ayant certaines contraintes bien définies. Nous
verrons dans la suite du texte que ces problémes sont appelés des problemes de satisfac-
tion de contraintes ou CSP (de I’anglais constraint satisfaction problems).

Les CSP ont d’abord été développés dans le cadre de I'intelligence artificielle, mais
servent maintenant a modéliser de nombreux problémes d’optimisation. Des algorithmes
et des logiciels ont été développés pour résoudre les CSP en général ou pour résoudre
certains CSP en particulier.

11 arrive fréquemment que les contraintes définissant un probléme soient non réalisables,
en ce sens qu’il n’existe aucune solution satisfaisant 1’ensemble des contraintes du pro-
bléme. Dans ces cas-1, il est intéressant et utile de pouvoir déterminer un sous-ensemble
de contraintes ou de variables du probléme original tel que ce sous-ensemble soit aussi
non réalisable et qu’il soit, si possible, de taille plus petite que le probléme de départ.
Un tel sous-ensemble peut, par exemple, étre utile pour prouver la non réalisabilité du
probleme de départ ou pour savoir comment modifier le probléme initial dans le but de
le rendre réalisable (afin d’obtenir la réalisabilité, la recherche d’un tel sous-ensemble
devra peut-étre étre répétée plusieurs fois pour éliminer toutes les causes rendant le pro-
bléme non réalisable).

Par ailleurs, il arrive que lorsqu’un CSP est réalisable, certaines valeurs du domaine des
variables ne participent jamais a une solution vérifiant une contrainte spécifique. Dans
de tels cas, il est intéressant de développer un algorithme permettant de supprimer ces

valeurs.

Dans cette these, nous étudions plusieurs CSP et différentes contraintes spécifiques de

CSP. Nous présenterons des algorithmes permettant de rechercher des sous-ensembles



non réalisables irréductibles pour les CSP non réalisables et un algorithme permettant

de supprimer les valeurs impossibles des variables pour une contrainte particuliere.

Dans la suite de cette introduction, nous présentons de manicre informelle le contexte
global dans lequel se situe la these et les problémes qui vont étre étudiés dans la these.
Toutes les définitions formelles seront données dans le chapitre 2. A la fin de cette intro-

duction, nous présentons les objectifs et la structure de la these.

1.1 Contexte global

Les probleémes que traiterons dans cette these peuvent étre modélisés comme des pro-
blémes de satisfaction de contraintes ou CSP. Ces problemes sont définis au moyen de
variables, chaque variable ayant un domaine de valeurs admissibles, et de contraintes
limitant les combinaisons possibles des variables. La définition formelle des CSP est

donnée a la section 2.2.

Nous travaillerons avec les CSP “théoriques™ suivants : le probléme de satisfaisabilité
booléenne communément appelé probleme SAT (la définition formelle est donnée a la
section 2.3), le probléme de k-coloration de graphes (définition formelle donnée a la
section 2.1.1) et le probléme de D-coloration de graphes (définition formelle donnée a
la section 2.1.2). Afin de rendre les définitions de CSP plus concrétes, nous présenterons
un CSP définissant un probléme réel de confection d’horaires pour le personnel navigant
aérien. Ce probléme va pouvoir étre modélisé en utilisant un CSP ou les variables sont
les tiches a effectuer et les domaines sont les employés pouvant effectuer les taches.
Les contraintes sont de trois types : il y a des contraintes de non-chevauchement entre

des tiches ayant lieu en méme temps, des contraintes de qualifications et des contraintes



de charge de travail minimale et maximale pour les employés. Nous travaillerons aussi
avec une contrainte globale de CSP : la contrainte SomeDifferent qui impose a certaines

variables bien défintes d’obtenir des valeurs distinctes.

Quand un probléme de satisfaction de contraintes est non réalisable (i.e., quand il n’est
pas possible d’attribuer a chaque variable une valeur appartenant a son domaine de telle
sorte que toutes les contraintes soient satisfaites), il est trés intéressant et trés utile de
pouvoir extraire un sous-ensemble de contraintes ou de variables du probléme original
de telle sorte que le sous-probleme induit par le sous-ensemble de contraintes ou de
variables soit aussi non réalisable et qu’il soit irréductible (i.e., que si on enléve n’im-
porte quelle contrainte ou n’importe quelle variable du sous-probléme celui-ci devient
réalisable). Nous allons appeler de tels sous-ensembles des sous-ensembles incohérents
irréductibles de contraintes ou de variables et nous utiliserons 1’abréviation IIS (de 1’an-
glais infeasible irreducible subset) de contraintes ou de variables.

Dans cette these, nous allons chercher des IIS de contraintes et de variables pour le pro-
bléme SAT et des IIS de contraintes pour le probléme de confection d’horaires pour le
personnel navigant aérien. En effet, il est trés courant que le CSP modélisant le probléme
de confection d’horaires pour le personnel navigant aérien soit non réalisable. Afin que
la personne gestionnaire de la création de tels horaires soit capable de modifier certaines
contraintes ou certains domaines, nous voulons mettre en place des outils de détection

automatique de sous-problémes incohérents minimaux.

Quand un probleme de satisfaction de contraintes est réalisable, il arrive fréquemment
que certaines valeurs des domaines des variables ne participent jamais a une solution
satisfaisant toutes les contraintes du probleme. Il est alors tres intéressant de pouvoir
supprimer ces couples variable-valeur impossibles. Nous verrons a la section 2.4.2 que
nous appelons ceci le filtrage des domaines. Dans cette theése, nous développerons un

algorithme de filtrage pour une contrainte globale de CSP : la contrainte SomeDifferent.



Nous verrons au chapitre 2 que la plupart des problémes que nous traiterons dans cette
thése sont NP-difficiles ou NP-complets. Pour cette raison, nous allons utiliser des mé-
thodes de recherche locale et plus particuliérement 1’algorithme de recherche tabou.
Nous supposons dans cette these que le lecteur est familier avec les méthodes de re-
cherche locale, mais les personnes qui veulent se rafraichir la mémoire peuvent consulter
I’annexe I a la page 260 dans laquelle sont présentées les méthodes de recherche locale

et plus particuliérement 1I’algorithme de descente et 1’algorithme de recherche tabou.

1.2 Objectifs de cette thése

Les principaux objectifs de cette theése sont les suivants.
Nous développerons trois algorithmes de détection d’IIS de contraintes ou de variables
pour le probléme SAT et deux algorithmes de détection d’IIS de contraintes pour le
probléme de confection d’horaires pour le personnel navigant aérien. Nous utiliserons
principalement des algorithmes de recherche tabou pour I’implémentation de tels algo-
rithmes. Dans le cas du probléme de confection d’horaires, nous présenterons aussi un
algorithme exact permettant de vérifier la non réalisabilité des sous-ensembles obtenus.
De plus, nous allons aussi mettre en oeuvre des techniques permettant de supprimer les
couples variable-valeur impossibles pour la contrainte SomeDifferent. A nouveau, nous
allons en partie utiliser 1’algorithme de recherche tabou pour effectuer ce filtrage. Pour
le probléeme de confection d’horaires pour le personnel navigant, nous testerons si ces
outils de filtrage permettent de gagner du temps lors de la recherche d’IIS lorsque le

filtrage est effectué avant la recherche d’1IS.



1.3 Organisation de la thése

Nous allons maintenant décrire le plan de la thése.
Dans le deuxiéme chapitre, sont présentées les définitions formelles des différentes no-
tions et des différents problémes utilisés dans la thése : probléemes de coloration de
graphes, problémes de satisfaction de contraintes, probleme SAT, programmation par
contraintes, filtrage, contraintes AllDifferent et SomeDifferent et sous-ensembles inco-

hérents irréductibles (IIS).

Le troisieme chapitre est une revue de la littérature des techniques existantes de re-
cherche d’1IS pour différents problemes. Premiérement, sont décrites des techniques gé-
nérales existantes de détection d’IIS pour les problémes de satisfaction de contraintes.
Puis, nous décrivons des méthodes existantes pour I’extraction d’IIS pour le probleme de
k-coloration. Apres cela, nous présentons quelques méthodes de résolution du probleme

SAT et des méthodes de recherche de sous-ensembles incohérents minimaux pour SAT.

Dans le quatriéme chapitre, nous décrivons les méthodes développées par Galinier et
Hertz [48] dans le but de trouver des sous-ensembles incohérents minimaux. Nous ex-
pliquons comment nous avons adapté ces méthodes pour le probléme SAT et nous mon-
trons comment nous utilisons 1’algorithme tabou pour résoudre un probleme Max-SAT
pondéré. Des techniques permettant d’accélérer la recherche d’1IS ou de trouver des 1IS
plus petits sont aussi données. Finalement, nous donnons de nombreux résultats expéri-

mentaux pour illustrer le comportement de nos méthodes sur différents types d’instances.

Dans le chapitre 5, nous faisons une revue de la littérature de certaines méthodes de
filtrage existantes pour les contraintes globales AllDifferent et SomeDifferent et pour

quelques autres contraintes globales de CSP.



Dans le sixiéme chapitre, nous présentons les outils développés pour le filtrage des va-
leurs impossibles des domaines des variables pour la contrainte SomeDifferent. Nous
montrons comment nous avons adapté un algorithme tabou afin de pouvoir filtrer tres ra-
pidement le plus de valeurs possible et comment nous avons utilis€ un algorithme exact
afin de vérifier les valeurs non filtrées par 1’algorithme de recherche tabou. Nous présen-
tons également des techniques de réduction de graphes permettant d’accélérer ce filtrage.
Finalement, nous présentons des résultats expérimentaux sur des instances provenant de

problémes réels et sur des instances aléatoires.

Dans le chapitre 7, nous détaillons le probléeme de confection d’horaires pour le per-
sonnel navigant dans le transport aérien et présentons une revue de littérature des outils

existants pour résoudre ce probléme.

Dans le huitiéme chapitre, nous exposons comment les outils présentés aux chapitres
4 et 6 peuvent étre adaptés au probleme de confection d’horaires pour le personnel na-
vigant aérien. Pour cela, nous présentons comment nous avons adapté les méthodes de
recherche d’IIS pour ce probléme particulier. Ensuite, nous montrons comment nous
avons adapté un algorithme tabou pour effectuer la recherche d’IIS. Afin de pouvoir vé-
rifier les IIS trouvés, nous montrons comment nous avons modifié un algorithme exact
pour la k-coloration de graphes afin de pouvoir tenir compte des contraintes supplémen-
taires de ce probleme réel, ce qui nous permet d’avoir un algorithme exact pour vérifier
les supposés IIS fournis par nos heuristiques. Finalement, nous présentons différents ré-

sultats expérimentaux.

A la fin de la thése, nous présenterons une discussion et une conclusion mettant en relief

ce qui a été fait et mettant en perspective ce qui pourrait étre effectué¢ dans le futur.



CHAPITRE 2

NOTIONS PRELIMINAIRES

Dans ce chapitre, nous présentons les définitions formelles des différentes notions
nécessaires a la compréhension de la thése ainsi que les méthodes de programmation par
contraintes. Nous commengons d’abord avec les problémes de coloration de graphes,
puis nous présentons les problémes de satisfaction de contraintes et ensuite le probleme
SAT de satisfaisabilité booléenne. A la section 2.4, nous présentons la programmation
par contraintes. Ensuite, nous présentons les contraintes globales AllDifferent et Some-
Different. La derniére section de ce chapitre présente les définitions de sous-ensembles

incohérents minimaux de contraintes et de variables.

2.1 Problémes de coloration de graphes

Dans cette section, nous présentons les problémes de k-coloration de graphes et de

D-coloration de graphes.

2.1.1 Probléme de k-coloration de graphes

Dans cette section, nous présentons le probleme de k-coloration de graphes.
Soit G = (V, E) un graphe composé d’un ensemble de sommets V' (vertices) et d’un

ensemble d’arétes E (edges) entre certaines paires de sommets.

La coloration des sommets d’un graphe consiste a attribuer une couleur & chaque sommet

du graphe de telle sorte que deux sommets voisins (i.e., reliés par une aréte) recoivent



des couleurs différentes.

Définition 2.1.1. Une k-colorationde G , k € N, est une fonctionc: V — {1,...,k}

qui attribue une couleur ¢(v) a chaque sommetv € V.

Définition 2.1.2. Etant donné une k-coloration de G, une aréte est en conflit si ses deux

extrémités ont la méme couleur. La couleur de ces deux sommets est aussi en conflit.

Définition 2.1.3. Une k-coloration de G est légale si elle n’a aucun conflit, i.e.,

c(i) # c(4) V (i,5) € E.

Définition 2.1.4. Le nombre chromatique x(G) d’un graphe G, est le plus petit nombre
entier k tel qu’il existe une k-coloration légale de G (donc c’est le plus petit nombre

de couleurs dont on a besoin pour colorer 1également les sommets de G sans créer de

conflit).

Le graphe présenté dans la Figure 2.1 peut étre coloré en trois couleurs différentes
mais pas en deux couleurs a cause du triangle abf ou du pentagone bcde f. Son nombre

chromatique est donc 3.

0‘0

Figure 2.1 — Graphe ayant un nombre chromatique 3.

Le probléme consistant a déterminer le nombre chromatique d’un graphe G est connu

sous le nom de probléme de coloration des sommets d’'un graphe et est un probléme NP-

difficile [55].



Définition 2.1.5. Le probléme de k-coloration de graphe consiste a trouver une k-colo-

ration légale ou & montrer qu’il n’en existe aucune.

2.1.2 Probléme de D-coloration de graphes

Nous considérons maintenant un probléme de coloration d’un graphe G ou chaque
sommet v peut obtenir seulement une couleur appartenant a un domaine D, et ou les
domaines de tous les sommets ne sont pas forcément les mémes.

Plus formellement, soit un graphe G = (V,E) avec l’ensemble de sommets
V = {1,...,n} ayant pour domaines D = {Dy,...,D,}, et I’ensemble d’arétes E.
Nous dirons que D, est I’ensemble des couleurs de v et nous utiliserons la notation

DU) = U D, pour chaque U C V.

vel
Définition 2.1.6. Une D-coloration de G est une fonction ¢ : V' — D(V') qui affecte
une couleur ¢(v) € D, a chaque sommet de telle sorte que c(u) # c¢(v) pour chaque

aréte (u,v) € E

Le graphe G est D-colorable si une telle affectation existe. Le probléme de coloration
par liste consiste a déterminer si un graphe G, ayant les ensembles de couleurs D, est
D-colorable. C’est un probleme NP-complet, méme s’il est restreint aux graphes d’in-

tervalles [21] ou aux graphes bipartis [79].

Un exemple de probleme de D-coloration est présenté dans la Figure 2.2. Les couleurs
appartenant au domaine de chaque sommet sont indiquées au-dessus des sommets entre
accolades. Ainsi, D, = {1,2}, D, = {1}, D. = {1,3}, Dg = {2,3}, D. = {1,2}
et D; = {1, 2, 3}. Il existe une seule D-coloration légale ¢, dans laquelle les sommets
obtiennent les couleurs suivantes c(a) = 2, ¢(b) = 1,¢(c) = 3, c(d) = 2, ¢(e) = 1 et

co(f) = 3.
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(a) Graphe (b) D-
G. coloration
de G.

Figure 2.2 — Graphe G ayant une D-coloration (a) et son unique D-coloration légale (b).

2.2 Les problémes de satisfaction de contraintes

Un probléme de satisfaction de contraintes [135] consiste a déterminer si un ensemble
de contraintes agissant sur un ensemble de variables discrétes, chacune de ces variables
prenant sa valeur dans un domaine, peut étre satisfait. Plus formellement, la définition

suivante peut étre donnée.
Définition 2.2.1. Un probleme de satisfaction de contraintes (constraint satisfaction
problem, CSP), P(X,D,C), consiste en :

1. Un ensemble de n variables X’ = {x1, ..., T, }.

2. Pour chaque variable z; € A est défini un domaine de valeurs admissibles
D; = Dom[a:i] e D.

3. Un ensemble de m contraintes C = {C}, ...,C,,} agissant sur les variables X'.
Chaque contrainte C; définit les relations entre les variables en limitant les com-

binaisons possibles de leurs valeurs.
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Le probléme consiste a savoir s’il est possible d’attribuer & chaque variable z; € X’ une
valeur d; appartenant & son domaine D, telle que chaque contrainte C; € C soit satis-

faite.

Définition 2.2.2. Un état du probleéme est défini par une affectation a chaque variable
d’une valeur appartenant a son domaine. Une affectation est aussi appelée dans la littéra-
ture une assignation, une instanciation ou une interprétation du probleme. Une affecta-
tion qui ne viole aucune contrainte est dite réalisable, consistante, cohérente ou légale.

Une telle affectation est appelée une solution de P ou un modele de P.

Définition 2.2.3. Soit une variable z; € X. Une valeur d € D; est dite supportée s’il
existe une solution de P dans laquelle z; a la valeur d. Parfois, on dit que d est un support

de Z;.

Définition 2.2.4. Un CSP qui a au moins une solution est dit satisfiable en anglais. Dans
la suite du texte, nous allons utiliser le terme réalisable. Les synonymes de réalisable
qui se retrouvent dans la littérature sont satisfaisable, cohérent ou consistant.

De méme, un CSP qui n’est pas satisfaisable est dit unsatisfiable en anglais et nous allons
utiliser par analogie le terme non réalisable pour le reste de la thése. Les synonymes de

non réalisables utilisés dans la littérature sont insatisfaisable, incohérent ou inconsistant.

Le probléme de k-coloration de graphe présenté a la section 2.1.1 est un CSP. En ef-
fet, un des encodages possibles consiste a considérer le CSP ou chaque variable z € X
correspond 4 un sommet v € V, les domaines des variables sont composés des couleurs
{1,---,k} et il y a une contrainte binaire C' € C par aréte (i,j) € E du graphe. La
contrainte C' est satisfaite si ¢(z) # c(j).

De méme, le probléme de D-coloration est aussi un CSP. La seule différence avec le pro-
bléme de k-coloration est que les domaines des variables X ne sont pas tous les mémes

et correspondent aux domaines des sommets V' du probléme de D-coloration.
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De nombreux autres problémes peuvent s’exprimer comme des problémes de satisfac-
tion de contraintes, comme par exemple le probleme SAT, les problémes d’ordonnance-
ment ou de confection d’horaires. Le probleéme de confection d’horaires pour le person-
nel navigant aérien que nous présenterons au chapitre 7 est un CSP qui peut se modéliser
au moyen d’un probléme de D-coloration avec contraintes additionnelles (de qualifica-

tions et de crédits de vol minimum et maximum).

Définition 2.2.5. Une contrainte globale d’un CSP est une contrainte complexe qui agit

sur plusieurs ou toutes les contraintes du CSP.

Il existe de nombreuses contraintes globales comme par exemple les contraintes All-
Different et SomeDifferent. Ces contraintes sont présentées de fagon détaillée a la sec-

tion 2.4.5.

Nous allons maintenant définir de fagon plus détaillée un autre probléme pouvant s’ex-

primer comme un CSP : le probleme SAT.

2.3 Probléme SAT de satisfaisabilité booléenne

Avant de pouvoir donner la définition formelle du probléme SAT, nous allons intro-

duire certaines notions.

Soit un ensemble de n variables booléennes X = {z1,z3, ..., x,}. Cela veut dire que
le domaine de chaque variable z; est D; = {vrai, fauz} = {1,0} pourtouti = 1,...7n.
Un littéral I; est une variable z; (littéral positif) ou sa négation z; (littéral négatif).

Une clause C est une disjonction de littéraux, comme par exemple

C’—"l‘l\/l'g\/ifg\/lq.
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La longueur d’une clause C est le nombre de littéraux qui la composent et est notée |C|.

Si |C| = k, alors C est une k-clause.

Définition 2.3.1. Une clause est unitaire si sa longueur est un, i.e., elle est composée

d’un seul littéral.

Définition 2.3.2. Une formule propositionnelle F est dans la forme normale conjonc-

tive (Conjunctive Normal Form, ou CNF) si c’est une conjonction de m clauses d’un

ensemble C = {C4, ...,Cpn},

F=CiANCoA... \NCh,.

m  |Ci

F= /\(v lji)'

i=1 ji=1
Le probléme est défini si on connait ses m clauses.

Définition 2.3.3. On dit qu’une clause est tautologique si elle contient un littéral [ et sa

négation /.

La clause vide, C = (), notée aussi [, est interprétée comme fausse. Par contre, la
formule conjonctive vide, 7 = {), est interprétée comme vraie.

La longueur d’une formule F, est la somme des longueurs de ses clauses, notée | F| =
m

Sl

1=1

Dans ce travail, nous faisons ’hypotheése que toutes les formules booléennes utilisées

sont sous la forme normale conjonctive (CNF). Ainsi, nous pouvons utiliser I’appella-

tion SAT, sans préciser SAT-CNF.

Définition 2.3.4. Etant donné n variables et m clauses, le probléme SAT consiste 4 trou-

ver une affectation des variables de X de telle sorte que la formule F soit évaluée a vraie
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ou a montrer qu’aucune affectation de la sorte ne peut étre trouvée. Le probleme est dit

réalisable si une affectation évaluée a vraie existe, sinon 1l est dit non réalisable.

Le probléme SAT est bien un CSP. Il existe plusieurs fagons de I’encoder comme un
CSP [137]. L’encodage le plus proche de la formulation CNF donne un CSP qui a les

variables X’ avec les domaines {vrai, fauz}. Les contraintes sont les clauses.

Exemple 2.3.5.
Soit la formule CNF F;.
= {z1,Tq, 23}

C = {C,C,Cs}
Fi = Ci1ANCyNACs
ou
Ci, = 1V
Cy = x9V I3
C; = T9Vaxs

La formule F, de I’Exemple 2.3.5 est réalisable. En effet, il suffit d’affecter les va-
leurs suivantes aux variables ; = 1, zo = 1 et x3 = 1 pour que les trois contraintes C},
C, et C5 soient satisfaites.

Par contre, la formule F;, de I’Exemple 2.3.6 est non réalisable. En effet, si nous posons
z7 = 1, alors les clauses C et C3 sont satisfaites. Pour satisfaire C, il faut imposer
o = 0 et pour satisfaire Cy 1l faut imposer z3 = 0. Ceci implique que C; n’est pas
satisfaite. Si a 1’origine, nous posons x; = 0, alors les clauses C; et C sont satisfaites.
Pour satisfaire C; il faut imposer 2, = 1 et pour satisfaire Cj5 il faut imposer z3 = 1.

Ceci implique que Cy n’est pas satisfaite.
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Exemple 2.3.6.
Soit la formule CNF F,.
= {21, 29, 23}
C = {C,0,C5,Cy,Cs Ce}
Fo = C1ANCyACs
ou
Ci, = z1Vxe
Cy = TV i
C; = x1VuzIs
Cy = VI3
Cy = x9VzI3
Ce = TIoV 1T

SAT fait partie du premier groupe de problemes NP-complets connus (démontré par
Cook en 1971 [32]). Selon Gu et al. [70], le probleme SAT est trés important par exemple
dans la logique, I’informatique théorique, la vision par ordinateur ou les bases de don-
nées. De plus, le probléme SAT est utilisé dans les domaines suivants : la vérification et
le diagnostic d’erreurs dans le matériel informatique [85, 89,90, 126, 128, 129], ’exis-
tence de quasi-groupes (les quasi-groupes modélisent une grande variété de problémes
réels tels que la confection d’horaires de tournois) [138, 139], 1a planification [86], 1’or-
donnancement [34] ainsi que dans les circuits intégrés [45]. Des problémes comme par
exemple la k-coloration de graphes peuvent étre transformés en problémes SAT afin
d’étre résolus [57].

Des restrictions peuvent €tre imposées sur la longueur des clauses. Une formule nor-
male conjonctive ou chaque clause est composée exactement de & littéraux est appelée
un k-SAT ou k-CNF. Le probléme 3-SAT est donc un probléme SAT ou chaque clause

contient exactement 3 littéraux. Le probleme k~-SAT est NP-complet pour £ > 3 mais
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est résoluble en temps polynomial pour & = 2 [55]. Un algorithme de résolution est
dit polynomial s’il est garanti de terminer avec un nombre d’étapes qui est une fonction
polynomiale de la taille du probleme [55].

Le k-SAT le plus étudié est le 3-SAT. On peut, en effet, réduire n’importe quelle formule
normale conjonctive en un 3-SAT.

A part le probléme 2-SAT, d’autres classes de problémes SAT sont résolubles en temps
polynomial comme par exemple les instances de Horn (chaque clause ne contient pas
plus d’un littéral positif) ou instances renommables de Hom (tous les littéraux peuvent
étre renommés de fagon uniforme de telle sorte que 1’instance avec les littéraux renom-

més soit de type Horn).

Définition 2.3.7. Le probléme Max-SAT consiste a satisfaire le plus grand nombre de

contraintes.

Max-SAT est un probleme NP-difficile [55] (et contrairement & 2-SAT qui est poly-
nomial, méme Max-2-SAT est NP-difficile [131]) et est fondamental pour résoudre plu-

sieurs problémes pratiques en informatique [72]. C’est une généralisation du probléme

SAT.

Définition 2.3.8. Le probléeme Max-SAT pondéré (weighted Max-SAT) est une variante
du probléme de satisfaisabilité booléenne ou chaque clause C; € C a un poids w; € R,
et le but est de trouver une affectation qui maximise la somme des poids de toutes les
clauses satisfaites : max Z w;.

i € {1,..,m}
C; est satisfaite

Gréace a ces poids, on peut indiquer une préférence sur les clauses qu’on désire sa-
tisfaire. Max-SAT pondéré est une généralisation de Max-SAT : il suffit en effet de fixer
tous les poids égaux a 1 (w; = 1,V i = 1,...,m) et ainsi on cherche a satisfaire le plus

de contraintes possibles. Donc le probléeme Max-SAT pondéré est aussi un probléme
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NP-difficile.

Max-SAT a de nombreuses applications en intelligence artificielle, optimisation com-
binatoire, systémes experts et pour la cohérence des bases de données [10,16,17,30,51,

72,108].

Les instances de k-SAT aléatoires sont des instances particuliéres du probleme SAT.

Trois parametres sont importants pour les instances de k-SAT aléatoires :
1. k =1a longueur de chaque clause;
2. n=le nombre de variables ;
3. m=le nombre de clauses.

Les m clauses sont construites de fagon aléatoire. Pour chacune d’entre elles, & littéraux
différents sont tirés au hasard. Certains algorithmes se spécialisent uniquement dans la

résolution de telles instances.

Un phénomene important se produit avec les k-SAT aléatoires : c’est le phénoméne du
seuil de transition. Si un probléme a beaucoup de variables et tres peu de clauses, il sera
trés probablement réalisable et au contraire un probleme avec beaucoup de clauses et
trés peu de variables sera trés probablement non réalisable. En fait, la probabilité qu’un
probléme aléatoire soit réalisable dépend du ratio *. 11 existe un point au-dessous duquel
presque toutes les formules sont réalisables et au-dessus duquel elles sont presque toutes
non réalisables. Pour les 3-SAT aléatoires, le seuil a été mesuré de fagon expérimentale

et se situe a environ 4.24. Ce phénomeéne est important pour construire des instances

difficiles.
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2.4 Programmation par contraintes

Dans cette section, nous allons décrire bri¢vement les définitions de cohérence, le fil-
trage des domaines, les méthodes de propagation de contraintes, les schémas généraux
de résolution des CSP et les contraintes globales AllDifferent et SomeDifferent. Les dé-
finitions et les méthodes données dans cette section sont principalement tirées de Bartak

[13-15] et Apt [8].

2.4.1 Techniques de cohérence

Nous décrivons ici des techniques de cohérence qui sont utilisées par les méthodes de
programmation par contraintes car ces algorithmes ont généralement pour but d’obtenir
une “cohérence locale”.

Il existe plusieurs techniques de cohérence [8, 14, 15]. Les noms de ces techniques de
cohérence sont dérivés des notions de la théorie des graphes. En effet, les CSP peuvent
étre représentés au moyen d’un graphe des contraintes (de 1’anglais constraint graph)
ou les noeuds représentent les variables et les arétes les contraintes entre deux variables.
Afin de pouvoir effectuer cette représentation sous forme de graphe, il faut que le CSP
soit sous la forme de CSP binaire, i.e., qu’il ne contienne que des contraintes unaires
(qui ne concement qu’une seule variable) ou binaires (qui concement deux variables).
Historiquement, les premiéres techniques de cohérence ont été¢ développées pour les
contraintes binaires principalement pour deux raisons : premiérement, la modélisation
de problémes en utilisant des contraintes globales est apparue aprés la modélisation de
problémes en utilisant des contraintes binaires, et deuxiémement, parce que chaque CSP
peut étre transformé en un CSP binaire [13]. C’est pour cette raison que, dans le texte qui
suit, nous allons d’abord présenter les principales techniques pour les contraintes unaires

ou binaires : cohérence de noeuds, d’arc, directionnelle d’arcs et de chemins. Puis, nous
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allons aussi nous intéresser a la cohérence de contraintes globales aussi appelée cohé-

rence de domaine.

Commengons avec la cohérence de noeuds.

Définition 2.4.1. Une contrainte unaire C' agissant sur la variable x est noeud-cohérente
si toutes les valeurs du domaine de z sont cohérentes avec C (i.e., sont des solutions de

C). Un CSP est noeud-cohérent si toutes ses contraintes unaires sont nocud-cohérentes.

Donc la technique permettant d’obtenir la cohérence de noeuds d’un CSP réduit les
domaines de chaque variable aux valeurs qui satisfont les contraintes unaires sur ces
variables. Quand un CSP est noeud-cohérent, alors les contraintes unaires peuvent étre

supprimées car les domaines de chaque variable en tiennent compte.

Exemple 2.4.2. Par exemple, la contrainte © > 4 ot D, = {3,4,5,6} n’est pas cohé-
rente par rapport aux noeuds. 1l faut enlever les valeurs 3 et 4 du domaine de x pour

que ce soit cohérent par rapport aux noeuds.

Etudions maintenant la cohérence d’arcs qui concerne les contraintes binaires.

Définition 2.4.3. Soit C' une contrainte binaire sur les variables z et y ayant les domaines
D, et D,,. C est dite arc-cohérente si
- VY, € D, alors 3 v, € D, tel que C est satisfaite (i.e., (z = v,,y = v,) est une
solution de C),
— Vv, € Dy, alors v, € D, tel que C est satisfaite (i.e., (z = v,y = v,) est une

solution de C).

Définition 2.4.4. Un CSP P est dit arc-cohérent si toutes ses contraintes binaires sont

arc-cohérentes.



20

Exemple 2.4.5. L’exemple représenté dans la Figure 2.3 sur les variables x et y oul
D, ={1,2,3,4,5,6,7} et D, = {3,4,5,6} et os la contrainte binaire considérée est
C : x > y n’est pas arc-cohérent. En effet, les valeurs 1, 2 et 3 de D, ne sont pas

cohérentes avec C (car elles ne peuvent pas veérifier la contrainte x > ).

O——0)

{1,2,3,45,6,7} {3,4,5,6}

Figure 2.3 — Exemple d’une contrainte binaire non arc-cohérente.

Par contre, I’exemple présenté dans la Figure 2.4 est arc-cohérente. Toutes les valeurs

des domaines de D,, et D, participent a une solution de la contrainte x > y.

O——O

{4,5,6,7} {3.4,5,6}

Figure 2.4 — Exemple d’une contrainte binaire arc-cohérente.

Remarquons que les contraintes binaires peuvent ne pas étre arc-cohérentes mais le
CSP peut étre réalisable. Par exemple, Apt [8] propose I’exemple présenté dans la Figure
2.5. En effet, afin d’obtenir 1’arc-cohérence pour cet exemple, il faut enlever la valeur b

du domaine de z.

{a, b} {a}

Figure 2.5 — Exemple d’un CSP réalisable avec une contrainte binaire non arc-cohérente.

De méme, le cas contraire peut aussi se produire, i.e., qu'un CSP, ou toutes les

contraires binaires sont arc-cohérentes, peut étre non réalisable . Apt [8] propose 1’exem-
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ple présenté dans la Figure 2.6 pour illustrer ceci. Les deux contraintes sont en effet arc-
cohérentes car toutes les valeurs des domaines de x et y peuvent participer a une solution

concernant chaque contrainte individuellement, par contre le CSP est non réalisable.

#

{a,b} = {a,b}

Figure 2.6 — Exemple d’un CSP non réalisable ou les contraintes binaires sont arc-
cohérentes.

Les techniques permettant d’obtenir 1’arc-cohérence sur une contrainte binaire C'
agissant sur les variables x et y enlévent les valeurs des domaines des variables z et

y qui sont incohérentes avec la contrainte C.

Cette notion d’arc-cohérence peut étre modifiée pour tenir compte d’un ordre linéaire
=< (en anglais linear ordering) sur les variables considérées. L’idée est que 1’existence
de supports est requise dans un sens seulement. Cela permet de donner la définition

d’arc-cohérence directionnelle.

Définition 2.4.6. Soit C une contrainte binaire sur les variables x et y ayant les domaines
D, et D,,. C est dite directionnellement arc-cohérente avec le respect de < si exactement
une des deux conditions suivantes est vérifiée pour C
—siz <y:Vuv, € D,alors 3v, € D, tel que C est satisfaite étant donné z < y
(i.e., (z = v;,y = vy) est une solution de C),
-siy <z:Vvy, € Dyalors 3v, € Dy tel que C est satisfaite étant donné y < =
(i.e., (x = vy, y = v,) estune solution de C).
Un CSP est dit directionnellement arc-cohérent avec le respect de < si toutes ses con-

traintes binaires sont directionnellement arc-cohérentes avec le respect de <.

Apt donne I’exemple suivant d’une contrainte directionnellement arc-cohérente.



22

Exemple 2.4.7. Considérons la contrainte représentée dans la Figure 2.7. Cette con-
trainte est directionnellement arc-cohérente étant donné y < x (par contre elle n’est
pas arc-cohérente). En effet, pour chaque valeur v, € {3,4,5,6, 7} il existe une valeur

vy €{2,3,4,5,6,7,8,9,10} telle que = < y.

O——O)

{2,3,4,5,6,7,8,9,10} {3.4,5,6,7}

Figure 2.7 — Exemple d’une contrainte directionnellement arc-cohérente étant donné
Yy < T

D’autres valeurs peuvent étre enlevées des domaines des variables grace aux tech-
niques concernant la cohérence de chemin. Afin de pouvoir donner cette définition, in-
troduisons les notations suivantes. Soit C, , I’ensemble des contraintes binaires sur les

variables z et y.

Définition 2.4.8. Un CSP est dit chemin-cohérent si pour chaque sous-ensemble
{z,vy, z} de ses variables la condition suivante est vérifiée : pour touta € D, etc € D,,
si (z = a,z = ¢) vérifie I’ensemble des contraintes binaires C, . alors il existe b € D,,
tel que (z = a,y = b) vérifie ’ensemble des contraintes binaires C, , et (y = b, z = ¢)

vérifie I’ensemble des contraintes C,, ,.

Exemple 2.4.9. Considérons le CSP représenté dans la Figure 2.8. Ce CSP est chemin-
cohérent.

345}

{12 {8,10}

Figure 2.8 — Exemple d’un CSP chemin-cohérent.
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Donc la cohérence de chemin requiert que pour chaque paire de valeurs des domaines
des variables x et z respectant les contraintes binaires sur z et z, il existe une valeur pour
chaque variable y le long d’un chemin entre = et z telle que toutes les contraintes bi-

naires du chemin soient satisfaites.

Nous pouvons maintenant généraliser la notion de cohérence d’arcs pour des contraintes
globales : c’est la notion de cohérence de domaine. Intuitivement une contrainte C' est
domaine-cohérente si toutes les valeurs des domaines des variables sur lesquelles C agit

participent a une solution de C. Plus formellement, nous avons la définition suivante.

Définition 2.4.10. Soit une contrainte C agissant sur les variables z,...,z, ayant
les domaines respectifs Dy, ..., D,. C est dite domaine-cohérente si pour chaque ¢ €
[1,...,n]eta € D;ilexistel; € Dy,...,l;_1 € D;_1,liy1 € Diyy,..., 1, € Dy, tels
que la contrainte C soit satisfaite.

Un CSP est dit domaine-cohérent si toutes ses contraintes globales sont domaine-cohé-

rentes.

Cette notion de domaine-cohérence est appelée parfois hyper-arc cohérence ou arc-
cohérence généralisée et est équivalente a I’arc-cohérence mais pour les contraintes glo-
bales.

En s’assurant de la cohérence de domaine d’une contrainte globale, le niveau de cohé-
rence locale obtenu est plus fort que celui obtenu en s’assurance de la cohérence d’arc
des contraintes binaires équivalentes a la contrainte globale. Pour montrer ceci, consi-
dérons I’exemple suivant : les variables sont {x;, z2, 23} et les domaines des variables
sont : D; = {1,2}, D, = {1,2}, D3 = {1,2}. Si nous considérons les contraintes
binaires suivantes x; # I, 1 F# I3, Ts F o, alors ces trois contraintes sont arc-
cohérentes, par contre 1l n’existe pas de solution. La contrainte globale
AllDifferent(z,, 22, x3) modélisant exactement le méme CSP n’est pas domaine-cohé-

rente.



24

Dans cette thése, la notion de cohérence locale que nous cherchons a obtenir est la co-
hérence de domaine puisque les contraintes que nous allons utiliser sont des contraintes

globales.

2.4.2 Filtrage des domaines

Les méthodes consistant a obtenir la cohérence de domaine pour une contrainte glo-
bale de CSP sont généralement appelées méthodes de filtrage ou méthodes de filtrage
des domaines. Ces méthodes consistent a enlever certaines valeurs des domaines des va-
riables qui ne peuvent jamais étre attribuées aux variables dans une solution l1égale. Par
exemple, dans la Figure 2.9, le sommet ¢ ne peut jamais obtenir la couleur 1 ou la couleur
2, car les deux sommets qui lui sont adjacents a et b sont obligatoirement colorés avec
ces couleurs (la seule couleur possible pour a est 2 et la seule couleur possible pour b
est 1). Dans ces cas-1a, ces valeurs peuvent €tre supprimées des domaines des variables.

Dans le cas de la Figure 2.9, le domaine de ¢ peut donc étre réduit a D, = {3}.

Figure 2.9 — Probléme de D-coloration ou certaines valeurs du domaine du sommet ¢
peuvent étre filtrées.

Dans ce travail, nous allons présenter des outils pour faire du filtrage de domaine pour
la contrainte globale SomeDifferent présentée a la section 2.4.5. Dans notre cas, ceci va
étre effectué comme un prétraitement général pour accélérer les méthodes de détection

d’IIS et non comme méthode de résolution du CSP.
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2.4.3 Propagation de contraintes

Les algorithmes qui permettent d’obtenir la cohérence locale sont appelés des algo-
rithmes de propagation de contraintes. Comme Apt le précise dans [8], dans la littéra-
ture de nombreux autres noms ont été donnés pour ces algorithmes, en voici quelques
exemples (avec a chaque fois le terme en anglais entre parentheses) : algorithmes de co-
hérence (consistency algorithms), algorithmes de cohérence locale (local consistency
algorithms), algorithmes de propagation locale (local propagation algorithms), algo-
rithmes d’imposition de cohérence (consistency enforcing algorithms), algorithmes de
filtrage (filtering algorithms), algorithme de filtrage des domaines et algorithmes de ré-
trécissement (narrowing algorithms). Comme nous le verrons a la section 2.4.4, ces al-
gorithmes forment un élément principal du schéma général des algorithmes de program-

mation par contraintes.

La propagation de contrainte consiste a supprimer des valeurs des domaines des va-
riables ne participant & aucune solution du probléme. Un algorithme de propagation de
contraintes traite les différentes contraintes du probléme 1’une aprés 1’autre, il identifie
et supprime les valeurs des domaines des variables qui n’apparaissent dans aucune so-
lution de la contrainte considérée selon le niveau de cohérence locale recherché. Ainsi,
I’espace de recherche devient plus petit. Il se peut que certaines des variables qui ont vu
leur domaine réduit par I’algorithme apparaissent dans d’autres contraintes. Alors, ces
contraintes sont traitées par 1’algorithme de propagation et le méme processus est effec-
tué sur elles. L’effet de réduction des domaines est donc propagé. Quand, a une certaine
étape de cette recherche, aucune nouvelle valeur incohérente ne peut étre filtrée, 1’algo-
rithme a alors atteint un certain niveau de cohérence locale. Comme nous I’avons vu, il
y a plusieurs niveaux de cohérence locale qui peuvent étre atteints, chacun supprimant
plus ou moins de valeurs des domaines. Afin d’avoir un algorithme de propagation de

contraintes efficace, il faut trouver le bon compromis entre le niveau de cohérence locale
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obtenu et le temps pour obtenir cette cohérence locale.

Parfois un CSP peut étre résolu uniquement en utilisant un algorithme de propagation
de contraintes. En effet, il est possible qu’aprés avoir obtenu un certain niveau de cohé-
rence locale des contraintes, il ne reste qu’une seule valeur dans le domaine de chaque

contrainte et que ces valeurs forment une solution du CSP.

Selon Bartak [14], il y a deux familles principales de schémas de vérification de cohé-
rence : le schéma regard en arriére (en anglais look back) et le schéma par anticipation
(en anglais look ahead).

Le schéma regard en arriere™ utilise des vérifications de cohérence parmi les variables
déja affectées. Un simple schéma de retour-arriére, abrégé fréquemment BT pour back-
tracking, utilise cette stratégie dans le sens que si une affectation est faite sur une va-
riable, il s’assure que I’affectation faite est compatible avec les valeurs déja données
aux variables jusque-la et si ce n’est pas possible effectue un retour-arricre. D’autres
techniques utilisant un schéma de "regard en arriére" sont la méthode de saut en arriére
(abrégée BJ en fonction du terme anglais backjumping) ou marquage arriere (abrégé
BM pour le terme anglais backmarking).

Le principal désavantage de ces méthodes est la détection tardive des incohérences, i.¢.,
elles résolvent I’incohérence quand elle se produit mais ne la préviennent pas. C’est pour
cela que les méthodes appelées d’anticipation (de 1’anglais look ahead) ont été décrites.

Ces techniques préviennent les incohérences futures.

La premiére de ces techniques est la vérification vers I’avant (abrégé FC de ’anglais
forward checking). Etant donné une affectation partielle des variables, cette méthode
s’assure de la cohérence entre toutes les paires de variables ol une des variables est af-
fectée et I’autre n’est pas affectée. Quand une valeur est affectée a une variable, toutes
les valeurs des variables non encore affectées et qui sont incohérentes avec cette valeur

sont supprimées temporairement du domaine. Donc cette méthode s’assure que, locale-
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ment, pour chaque variable non affectée, il y ait au moins une valeur de son domaine qui
soit cohérente avec les valeurs des variables déja affectées.

La stratégie de recherche qui applique I’arc-cohérence a chaque noeud de I’arbre de
recherche (i.e., lors de chaque affectation d’une variable) s’appelle Maintien de la co-
hérence d’arcs (abrégé MAC pour le terme anglais maintaining arc consistency). La
différence entre les stratégies FC et MAC est que la premiere vérifie la cohérence par
rapport & une seule variable non affectée a la fois, tandis que MAC vérifie aussi la cohé-

rence entre les paires de variables non affectées.

Les méthodes de filtrage pour les contraintes globales (telles que les contraintes A11 -
Different et SomeDifferent) sont généralement plus complexes et trés spéci-
fiques aux contraintes. Quelques exemples de telles méthodes sont présentés au chapitre

5 ala page 140.

2.4.4 Recherche d’une solution

Les problémes de satisfaction de contraintes peuvent étre définis sur des domaines fi-
nis (comme par exemple le probleme de k-coloration de graphes que nous avons vu dans
I’introduction) ou sur des domaines infinis. Le terme programmation par contraintes,
abrégé PC ou CP en anglais, est utilisé pour définir certaines méthodes de résolution
des CSP. Bartak [14] précise qu’il y a deux branches de programmation par contraintes :
la premicre concerne les probléemes pour lesquels les domaines des variables sont finis et
la deuxieme concerne les problemes pour lesquels les domaines des variables sont infi-
nis. Dans le cas fini, il utilise le terme satisfaction de contraintes (de I’anglais constraint
satisfaction) et dans le cas des domaines infinis ou plus complexes, il utilise le terme
résolution de contraintes (de ’anglais constraint solving). Dans cette thése, nous allons
considérer uniquement des CSP avec des domaines finis et nous allons simplement uti-

liser le terme général “programmation par contraintes”.
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Dans la plupart des problémes réels, nous ne voulons pas uniquement trouver une so-
lution, mais trouver une bonne solution, nous allons appeler de tels problémes, des pro-
blémes d’optimisation sous contraintes. Cela veut dire que la valeur de la solution est
mesurée par une fonction dite fonction objectif qui est minimisée ou maximisée selon le

probléme.

Apt [8] décnit la programmation par contraintes comme un processus de transforma-
tion des CSP. En effet, durant la résolution, les CSP sont transformés jusqu’a ce qu'une
solution (ou toutes les solutions selon le but recherché) soit trouvée ou jusqu’a ce qu’il
soit prouvé qu’il n’existe aucune solution. Les CSP sont transformés de telle sorte a ce

qu’ils soient équivalents au CSP original.

La facon la plus simple et la plus naive de résoudre un CSP est la procédure générer
et tester (abrégée GT pour le terme en anglais generate and test). Cette procédure gé-
nére une affectation complete des variables et teste si cette affectation satisfait toutes
les contraintes du CSP. Si oui, alors une solution est trouvée et la procédure s’arréte,
sinon une autre affectation est générée. Ce processus est répété jusqu’a ce qu’aucune
nouvelle affectation ne puisse étre générée ou jusqu’a ce qu’une solution soit trouvée.
Cette méthode de résolution n’est pas tres efficace et elle est généralement utilisée quand
toutes les autres méthodes de résolution ont échoué. Afin d’améliorer son efficacité, il
est possible d’utiliser des générateurs intelligents (ou informés) par exemple en utilisant
des méthodes de recherche locale ou alors de la combiner avec un testeur qui vérifie la
réalisabilité d’une contrainte dés que toutes ses variables sont affectées. Cette méthode

est utilisée par ’approche avec retour-arriére.

La recherche avec retour-arriere (de 1’anglais backtracking) part de la racine de 1’arbre et

le parcourt en profondeur d’abord. Quand une feuille est rencontrée la recherche retourne
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en arriére vers le noeud parent de cette feuille et ensuite visite le prochain descendant
de ce parent. Ce processus continue jusqu’a ce que la recherche atteigne a nouveau le
noeud racine et que tous ses descendants aient été visités. Cette méthode augmente donc
de fagon incrémentale une solution partielle (dont les valeurs des variables affectées sont
cohérentes) vers une solution compléte. Les variables sont affectées séquentiellement et
deés que toutes les variables impliquées dans une contrainte sont affectées alors la va-
lidité de la contrainte est vérifiée. Dés qu’une affectation partielle viole au moins une
contrainte, alors un retour-arriére est effectué, et les noeuds en-dessous du noeud cou-

rant ne sont pas €valués. La Figure 2.10 montre une recherche avec retour-arriére. Dans

Figure 2.10 — Exemple d’un arbre de recherche avec retour-arriére.

ce cas-ci tous les noeuds et les feuilles de I’arbre de recherche sont des CSP. Dans les
feuilles se trouve soit la résolution du CSP (si le CSP est réalisable) soit une preuve de
I’incohérence de la solution partielle menant a la feuille. Si le but est de trouver une
solution, alors la recherche s’arréte dés qu’une feuille “résolue” est trouvée. Sinon, si le
but est de trouver toutes les solutions, alors la recherche continue jusqu’a ce que toutes

les feuilles soient visitées.

La recherche par séparation et évaluation progressive (de 1’anglais branch-and-bound)
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est une variante du backtracking dans le cas des problémes d’optimisation sous con-
traintes. Cela veut dire qu’il y a une fonction objectif et le but est de trouver une solu-
tion qui minimise (ou maximise selon les cas) la valeur de la fonction objectif. L’algo-
rithme de séparation et évaluation progressive utilise une fonction heuristique qui évalue
’affectation partielle du noeud courant. Cette fonction heuristique représente une sous-
estimation (dans le cas d’une minimisation) de la fonction objectif pour I’affectation
partielle. L’algorithme parcourt I’arbre de recherche. Il y a plusieurs facons de parcourir
’arbre de recherche : la fagon la plus courante est la recherche en profondeur (depth-
first search), d’autres parcours sont la recherche en largeur (breadth-first search) ou la
recherche meilleur d’abord (best-first search). Dés que le domaine d’une variable est
réduit a une seule valeur (ce qui correspond virtuellement a affecter cette valeur a la
variable), la valeur de la fonction heuristique pour cette nouvelle affectation partielle
est calculée. Si cette valeur excéde la borne actuelle, alors les noeuds enfants du noeud
actuel ne sont pas évalués et le sous-arbre est élagué. Au départ, la borne est fixée a
+o00 (dans le cas d’une minimisation) et durant la recherche cette valeur est mise a jour
et stocke la plus petite valeur rencontrée. La Figure 2.11 montre une recherche de type

“séparation et évaluation progressive” ou les branches non explorées sont en pointillés.

Nous allons maintenant voir comment sont développés les algorithmes plus évolués
de programmation par contraintes.
Apt [8] propose comme schéma général de la programmation par contraintes le schéma

présenté dans la Figure 2.12.

La procédure générale est donc récursive. Nous allons maintenant décrire les procé-
dures et les variables qu’elle emploie. La variable Continuer est booléenne et permet

d’arréter Résolution(P) quand la procédure TestDomaines retourne vrai. Cette



Figure 2.11 — Exemple d’un arbre de séparation et évaluation progressive.
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Résolution(P)

Entrée : Un CSP P.
Sortie : Une solution ou toutes les solutions du CSP ou une preuve qu’il n’en existe
aucune.

Continuer — vrai;

tant que Continuer est vrai et ButAtteint est faux faire
Prétraitement;

PropagationContraintes;
si non ButAtteint alors
si TestDomaines alors Continuer « faux;
sinon
P’ — partager (P);
pour chaque P; € P’ faire
| Résolution (P;);

Figure 2.12 — Schéma général de la programmation par contraintes
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procédure TestDomaines vérifie s’il vaut la peine de partager le CSP. Elle retourne
vrai si tous les domaines des variables sont des singletons (auquel cas le CSP est satis-
fait) ou si un des domaines est vide (auquel cas le CSP n’est pas satisfait). Il est possible
d’étendre ce test des domaines et la procédure peut retourner vrai si aucune recherche
plus avancée n’est nécessaire (par exemple parce que le CSP est résolu).

La procédure But At teint retourne vrai si le but initial pour le CSP original est atteint
et retourne faux sinon. Le but recherché dépend des applications et est fixé d’avance. 11
peut étre par exemple : une solution a été trouvée, toutes les solutions ont été trouvées
ou une incohérence a été détectée.

La procédure Prétraitement a pour but d’amener le CSP original dans la forme
syntaxique voulue pour la résolution.

La procédure Partager consiste & subdiviser le CSP en deux (ou plus) nouveaux
CSP. Ceci peut étre fait soit en partageant un domaine ou en partageant une contrainte.
Par exemple, pour un probléme de k-coloration ou la variable x a le domaine D =
{1,2,3,4}. Une premiére fagon de partager le domaine de z pourrait étre de le parta-
ger de fagon a créer deux CSP. Le premier CSP peut avoir comme domaine pour x :
D = {1} (i.e., la valeur 1 est affectée a z) et le deuxiéme CSP a comme domaine de
z : D = {2, 3, 4}. Une autre fagon de partager ce domaine peut amener a la création de
quatre nouveaux CSP : dans le premier x a comme domaine D = {1}, dans le deuxieme
x a comme domaine D = {2}, dans le troisieme z a comme domaine D = {3} et dans
le quatriéme z a comme domaine D = {4}, i.e., dans chacun des quatre CSP la valeur
de x est affectée.

La procédure PropagationContraintes est la procédure qui transforme le CSP

en utilisant les méthodes de propagation de contraintes présentées a la section 2.4.3.

Apres le partage du CSP P en nouveaux CSP P;, I’ordre dans lequel ces nouveaux CSP
sont considérés dépend de la technique de recherche utilisée. En fait, un arbre de CSP est

créé par I’utilisation répétée de la procédure Partager. Les deux techniques les plus
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utilisées pour parcourir cet arbre de CSP sont celles que nous avons décrites ci-dessus,
i.e., la recherche avec retour-arriére (backtracking) et, dans le cas de probléemes d’opti-
misation sous contraintes, la recherche par séparation et évaluation progressive (branch

and bound).

Nous allons maintenant décrire les contraintes globales AllDifferent et SomeDif-

ferent.

2.4.5 Les contraintes globales AllDifferent et SomeDifferent

Une variation du probléme de D-coloration de graphes présenté a la section 2.1.2
peut étre utilisée pour résoudre une contrainte globale de CSP : la contrainte SomeDif-
ferent. Cette contrainte est elle-méme une variation d’une autre contrainte globale tres
connue : la contrainte AllDifferent. La contrainte A11Different [119,136] impose
que chaque paire de deux variables doit avoir des valeurs différentes et est présente dans

de nombreux problémes combinatoires.

Définition 2.4.11. Soit les vanables z1, . . . , x,, ayant les domaines respectifs D1, ..., D,,.

Alors la contrainte A/lDifferent est définie de la fagon suivante :
AllDifferent(zy,...,%n) = {(a1,...,a,) | a; € D; et a; # a; Vi # j}.

Nous pouvons observer qu’une contrainte AllDifferent sur n variables est équivalente a
I’K’Q—_—l—) contraintes de non-égalité binaires. En effet, 1l y a une contrainte de non-égalité

binaire a; # a; pourchaque: =1,...,netchaque j =i+ 1,...,n.

Exemple 2.4.12. Le probleme des n reines peut se modéliser grdce a des contraintes
AllDifferent. Ce probleme consiste a placer n reines sur un échiquier de taille n X n (ou
n > 3) de telle sorte qu’aucune reine n’attaque une autre reine. Une premiere fagon de

modéliser ce probléme consiste a introduire n variables entieres x4, . .., x,, chaque x;
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ayant le domaine D; = {1,...,n}. L'idée est que x; détermine la position (= numéro
de la ligne) de la reine placée dans la i-eme colonne de I’échiquier. Alors les contraintes

de “‘non-attaque” peuvent s exprimer de la fagon suivante :

z; Fx; pourl <i<j<mn, 2.1
Ti—xz;F1—J  pourl <i<j<n, 2.2)
Ti—xjFj—1 pourl <i<j <, 2.3)
z;€{l,....,n} pourl<i<nm. (2.9)

Les contraintes (2.1) imposent que deux reines ne soient pas dans la méme ligne. Les
contraintes (2.2) et (2.3) imposent que deux reines ne soient pas sur la méme diagonale.

Les contraintes (2.2) et (2.3) peuvent étre réécrites de la fagon suivante :

Ti—iFzj—j pourl<i<j<n, (22)

zitiFzj+j pourl<i<j<n. (2.3)

Ce qui nous permet d’utiliser des contraintes AllDifferent pour les contraintes de type

(2.1), (2.2) et (2.3).

AllDifferent(zy,...,Zy), (2.5)
AllDifferent(z; — 1,...,2, — n), (2.6)
AllDifferent(z; + 1,...,2, + n), 2.7

z; €{l,...,n}pourl <i<n. (2.8)

La contrainte AllDifferent est trés importante en programmation par contraintes.
C’est une des premicres contraintes globales & avoir été décrite. De nombreux articles
utilisent la contrainte AllDifferent pour montrer que son utilisation permet de résoudre

plus rapidement certains problemes. Cette contrainte permet de modéliser de nombreux
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problémes comme le décrit Van Hoeve dans son étude [136], par exemple pour la gestion

du trafic aérien ou des problemes d’horaires.

Parfois ce n’est pas chaque paire de variables qui doivent obtenir une valeur différente
mais seulement un sous-ensemble de paires de variables. Richter et al. [122] ont étudié

une telle contrainte globale et 1’ont appelée SomeDifferent.

Définition 2.4.13. Soit les variables z1,...,2, € A ayant les domaines respectifs
D,...,D, et un graphe G = (&, E). Alors la contrainte SomeDifferent est dé-

finie de la fagon suivante :

SomeDifferent(z1,...,%,) = {(a1,...,a,) | a; € D; Vieta; # a; V(i,j) € E}.

La contrainte SomeDifferent peut étre décrite en utilisant un modéle de D-coloration
de graphe. En effet, soit un probléme SomeDifferent décrit au moyen de I’ensemble
de variables X = {z1, ..., z,} ayant les domaines D = {Dy,..., D,}, et d’un graphe
G = (X, E). 1l est possible de construire un graphe G’ = (V| E)) avec I’ensemble de
sommets V = {1,...,n} et 'ensemble d’arétes E. Chaque sommet v de G’ a le do-
maine D, de couleurs possibles. Le probleme SomeDifferent revient & chercher une

D-coloration des sommets de G'.

Chaque aréte (u,v) € E impose d’attribuer des valeurs distinctes pour u et v. Si G’ est
une clique, alors aucune paire de sommets ne peut avoir la méme valeur, ce qui corres-
pond a la contrainte usuelle A11Different. Sinon, seulement les paires de sommets
reliés par une aréte doivent avoir des valeurs distinctes ce qui correspond a la contrainte

SomeDifferent, qui est donc plus générale.

Un exemple d’application pratique d’utilisation de la contrainte SomeDifferent est le

probléme de planification de la main-d’oeuvre comme le décrivent Richter et al. [122].
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Etant donné une liste de tiches a effectuer (ayant chacune une date de début et de fin),
une liste d’employés et une liste spécifiant quels employés peuvent effectuer chaque
tache, le but est de trouver une affectation telle que chaque tache soit effectuée. Ceci peut
étre modélisé de la fagon suivante : chaque tiche correspond & une variable et chaque
employé est une couleur. Le domaine de chaque variable est formé par la liste des cou-
leurs des employés qui peuvent effectuer la tiche correspondant a la variable. On ajoute
une aréte entre les variables correspondant aux tiches qui se chevauchent dans le temps.
D’autres exemples d’applications pratiques de ce probleme sont la conception de cir-
cuits, la création d’horaires d’examens ou la création d’horaires d’occupation de ma-

chines [122].

Dans le chapitre 6, nous présentons un algorithme de filtrage pour la contrainte So-
meDifferent. Pour cette raison, nous précisons maintenant quelques notions dont nous

avons besoin afin de présenter la cohérence de domaine de la contrainte SomeDifferent.

Définition 2.4.14. Un couple sommet-couleur pour une contrainte SomeDifferent est

une paire (v,i) ouwv € Veti € D,.

Un couple sommet-couleur (v, ) est dit supporté dans G s’il existe une D—coloration
c de G ou le sommet v a la couleur c(v) = i. Si un couple sommet-couleur (v,7) n’est
pas supporté dans G, alors la couleur ¢ peut étre supprimée du domaine D, et on dit que
le couple sommet-couleur peut étre filtré de GG. Notre but est d’obtenir la cohérence de
domaine ce qui correspond a trouver de nouveaux domaines D7, ..., D! de telle sorte que
i € D si et seulement si (v,7) est un couple sommet-couleur supporté dans G. Donc
le but du filtrage est d’enlever toutes les valeurs i € D, telles que (v, ) ne sont pas des

couples sommet-couleur supportés. Ce probleme est NP-difficile [122].
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2.5 Sous-ensembles incohérents irréductibles

11 arrive fréquemment que, quand un CSP est non réalisable, ce ne sont pas toutes les
variables ou toutes les contraintes qui sont impliquées dans 1’incohérence mais qu’une

partie d’entre elles explique déja 1’incohérence.

Définition 2.5.1. Un sous-ensemble de contraintes est incohérent ou inconsistant s’il est
impossible de satisfaire toutes les contraintes de cet ensemble. Nous appellerons un tel
ensemble un IS (pour infeasible subset) de contraintes.

11 est incohérent minimal (au sens de I’inclusion) ou incohérent irréductible s’il est non
réalisable, mais devient réalisable dés qu’on lui supprime n’importe quelle contrainte.
Nous appelons un tel sous-ensemble un IIS (pour infeasible irreducible subset) de con-

traintes et nous allons utiliser la notation 1IS-C.

Selon le type de CSP, les IIS de contraintes peuvent porter des noms différents. Par
exemple, pour le probléeme SAT, ils sont appelés MUSC (minimum unsatisfiable subset

of clauses) par Desrosiers et al. [40]. Ceci va étre précis€ dans le chapitre 3.

Si nous reprenons I’exemple de la Figure 2.1 (page 8) et que nous essayons de trou-
ver une 2-coloration, nous pouvons remarquer que ce probléme est non réalisable. Il y a
dans cet exemple deux sous-ensembles de contraintes qui forment des IIS de contraintes :
le premier est formé par les arétes du triangle (a, b), (a, f) et (b, f) et le deuxiéme est

formé par les arétes du pentagone (b, ¢), (¢, d), (d,e), (e, ), (f,b).

Définition 2.5.2. Pour un CSP donné, une affectation partielle est une affectation d’une
partie des variables (mais pas forcément de toutes), chaque valeur affectée a une variable
faisant partie du domaine de la variable. Une affectation partielle est aussi appelée une
assignation partielle, une instanciation partielle ou une interprétation partielle. Quand

toutes les variables regoivent une valeur, 1’affectation est dite compléte.
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Définition 2.5.3. Une affectation partielle satisfait une contrainte C si elle peut étre
étendue a une affectation compléte qui satisfait C.

Une affectation partielle est dite /égale si elle satisfait toutes les contraintes du CSP.

Définition 2.5.4. Un sous-ensemble W de variables d’un CSP est incohérent s’il n’existe
pas d’affectation partielle légale des variables de W, sinon il est dit cohérent. W est
incohérent minimal (au sens de I’inclusion) ou incohérent irréductible 5’1l est incohérent
mais devient cohérent dés que n’importe quelle variable de W est supprimée. Un tel

sous-ensemble est appelé un IIS de variables et nous allons le noter IIS-V.

A nouveau, selon le type de CSP, les IIS de variables peuvent porter des noms dif-
férents. Si nous reprenons I’exemple de la Figure 2.1 et que nous cherchons une 2-
coloration des sommets, ce probléme n’est pas réalisable. Il y a deux IIS de variables : le

premier est formé par les variables {a, b, f} et le deuxieme par les variables {b, c, d, e, f}.

Précisons la différence entre les termes minimal et minimum : minimal est équivalent
a irréductible, i.e., qu’il n’est pas possible d’enlever une variable ou une contrainte sans
rendre le sous-probleéme obtenu réalisable (et nous allons utiliser ces deux termes “mi-
nimal” et “irréductible” indifféremment) tandis que minimum signifie irréductible et
de cardinalit¢ minimum. De plus, nous allons dire qu’un sous-ensemble incohérent de
contraintes ou variables est minimisé si des contraintes ou des variables lui sont enlevées

afin de le rendre incohérent minimal.

La détection des IIS dans les CSP est un probleme trés intéressant. Les principaux avan-

tages de cette détection sont :
— comprendre pourquoi le probléme est non réalisable ;
— permettre de savoir quelles sont les contraintes a modifier dans le probléme original
pour obtenir un CSP réalisable ;

— permettre de démontrer plus facilement ou plus rapidement la non réalisabilité d’un
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probléme. En effet, si nous parvenons a démontrer la non réalisabilité d’un sous-
probléme, nous avons la preuve de la non réalisabilité du probléme original. De
plus, comme un IIS est généralement de taille plus petite que I'instance de départ,
la preuve de la non réalisabilité devrait se faire plus rapidement (en pratique, cette
derniére assertion n’est toutefois pas toujours vérifiée).
Dans ce travail, nous allons notamment présenter des techniques de détection automa-
tique d’IIS de contraintes et de variables pour le probléme SAT et pour un probléme de

confection d’horaires pour le personnel navigant aérien.

2.6 Conclusion

Ce chapitre nous a permis de définir formellement les différentes définitions et les
différents problémes qui sont utilisés dans cette thése.
Les chapitres suivants sont groupés par deux (a chaque fois, le premier étant une revue
de la littérature et le deuxicme présentant les développements originaux effectués) et
concernent les trois développements qui ont été faits dans le cadre de cette thése :

— recherche d’IIS de contraintes et de variables pour le probléme SAT,

— algorithme de filtrage pour la contrainte SomeDifferent,

— recherche d’IIS de contraintes pour le probléme de confection d’horaires pour le

personnel navigant aérien.
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CHAPITRE 3

REVUE DE LA LITTERATURE CONCERNANT L’EXTRACTION D’IIS DANS
LES CSP, LA RESOLUTION DU PROBLEME SAT ET LEXTRACTION D’IIS
POUR LE PROBLEME SAT

Dans ce chapitre, nous présentons d’abord une revue de la littérature concernant 1’ex-
traction d’IIS dans les CSP généraux et dans les problémes de k-coloration de graphes.
Puis, nous présentons une revue de la littérature des méthodes de résolution du probléme
SAT et décrivons les méthodes existantes pour I’extraction d’IIS de contraintes pour le

probleme SAT.

3.1 Détection de sous-ensembles incohérents dans des CSP

Nous présentons maintenant quelques méthodes générales de recherche d’IIS dans
les CSP. Puis, nous présentons des méthodes qui ont été développées particuliérement
pour le probléme de k-coloration de graphes. Les méthodes de recherche d’IIS pour le

probléeme SAT vont étre présentées dans la section 3.2 qui est entiérement consacrée au

probléme SAT.

3.1.1 Extraction de sous-problémes incohérents dans les CSP généraux

Dans cette section, nous présentons des techniques générales d’extraction d’IIS. Ga-
linier et Hertz [48] présentent trois algorithmes exacts pour résoudre le probléme de
recouvrement de grands ensembles (de 1’anglais Large Set Covering Problem, LSCP).

Ils montrent comment I’extraction d’IIS de contraintes et variables dans des problemes



41

de satisfaction de contraintes sont des cas particuliers du LSCP. Deux de leurs algo-
rithmes permettent de trouver des sous-ensembles incohérents minimaux, ce sont les
méthodes appelées Removal et Insertion et la troisieme, HittingSet, trouve
des sous-ensembles incohérents de cardinalit¢ minimum. Comme nous allons adapter
ces techniques pour I’extraction d’IIS de contraintes et de variables pour le probleme
SAT et I’extraction d’IIS de contraintes pour le probléme de confection d’horaires, nous
allons présenter en détail ces méthodes dans le Chapitre 4. Galinier et Hertz présentent
aussi des versions heuristiques de ces trois algorithmes ainsi que plusieurs procédures

permettant de trouver des bornes inférieures sur la taille des IIS.

Afin de pouvoir présenter des méthodes d’extraction d’IIS, nous introduisons d’abord

quelques nouvelles définitions.

Définition 3.1.1. Un sous-ensemble satisfaisable maximal, MSS (maximal satisfiable
subset) est un sous-ensemble réalisable de contraintes C' de F tel que si nous ajoutons
n’importe quelle contrainte C € F \ C’ a C’, alors la sous-formule obtenue est incohé-

rente.

Toute solution du probléme Max-SAT définit aussi un MSS. En effet, une solution
de Max-SAT est de cardinalité maximum. Aucune autre contrainte ne peut étre ajoutée
a cette solution sans que la formule obtenue ne devienne non réalisable. Par contre, les

MSS pouvant étre de tailles différentes, ils ne sont pas tous des solutions de Max-SAT.

Définition 3.1.2. Le complémentaire d'un MSS C' est appelé un coMSS et
coMSS(C")=C" =C\C.

Définition 3.1.3. Soit .S une collection de sous-ensembles d’un ensemble fini D. Un
hitting set H de S est un sous-ensemble H C DtelqueV .S; € S, HN S; # §. Chaque
ensemble S; de S doit contenir au moins un élément de H. Un hitting set H est minimal
ou irréductible si aucun sous-ensemble 7 C H n’est un hitting set de .S (aucun élément

ne peut €tre enleveé a [ sans qu’il ne perde sa propriété de hitting set).
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Le probléme de recherche d’un hitting set est NP-difficile [55].

Afin de trouver tous les IIS-C de systémes de contraintes de Herbrand utilisées en
“correction d’erreurs (error type debugging)” et “détection d’erreurs (error finding)”,
Bailey et Stuckey [11] adaptent un algorithme nommé Dualize and Advance, DAA, qui
a été proposé auparavant par Gunopulos et al. [71] dans le cadre du Data Mining pour
trouver des collections de motifs fréquents maximaux. L’idée de leur méthode se base
sur la dualité entre les IIS-C et les MSS. En effet, si nous notons ¢ ’ensemble de tous
les MSS d’une formule F, alors Q) est I’ensemble de tous les coMSS, et I’ensemble de
tous les IIS-C de JF est trouvé en cherchant tous les hitting sets de Q. Bailey et Stuckey

[11] donnent I’exemple suivant.

Exemple 3.1.4. Supposons qu 'un probléme P a quatre contraintesC = {Cy, C2,C3,Cy}
et supposons que l’ensemble () des MSS est Q = {{C3},{Cs},{C2}}. Alors I’ensemble
des coMMSs est Q@ = {{Cy,Cs, Cs},{C1, Ca,C3},{Ch, C3,Cy}} et les IIS-C sont les
hitting sets minimaux de Q, i.e., {{C1},{C3, C4},{Cs, C3},{Cs,C4}}.

DAA construit les MSS de maniere directe en les augmentant. Il part d’un ensemble de
contraintes X réalisables (cet ensemble X est vide a la premiére itération). Un MSS M
est construit en ajoutant successivement chacune des contraintes restantes de la formule
a cet ensemble X et en gardant seulement les contraintes qui ne créent pas de conflit.
L’ensemble M ainsi construit est bien un MSS car les contraintes non ajoutées sont celles
qui auraient rendu le probléme non réalisable.

Chaque fois qu’un MSS est trouvé de cette fagon, son complément (le coMSS) est ajouté
a ’ensemble augmentant des coMSS. A cette étape, les hitting sets de I’ensemble des
coMSS sont calculés pour obtenir des IIS-C candidats et/ou obtenir un nouvel ensemble
de départ X (pour la recherche de MSS). Chaque hitting set qui est non réalisable est un
IIS-C. Dées qu’un des hittings sets trouvés est réalisable alors celui-ci est utilis€ comme
nouvel ensemble de départ X pour la prochaine itération de recherche d’un MSS et I’al-

gorithme passe a la prochaine itération. L’ensemble de départ X ainsi créé est assuré de
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n’avoir aucune intersection commune avec les précédents MSS trouvés parce qu’il a été
créé a partir des coMSS (pour chaque MSS trouvé auparavant le nouvel MSS contiendra
au moins une contrainte qui n’en faisait pas partie). Quand a une itération, aucun des
hitting sets trouvés n’est réalisable, 1’algorithme s’arréte.

La recherche des hitting sets peut se faire de plusieurs fagons. Ce probleme est aussi
connu sous le nom hypergraph transversal problem. Bailey et Stuckey ont implémenté

une fagon simple de trouver les hitting sets de () s’inspirant de Berge [20].

Dans le contexte de la programmation linéaire, Amaldi et al. [6, 7] et Gleeson et Ryan
[61] ont proposé des méthodes pour I’extraction d’IIS de contraintes.

Dans le cas de systémes d’inégalités linéaires avec variables a valeurs entieres, Chinneck
[31] a proposé des méthodes additives et soustractives pour trouver des IIS de contrain-
tes. De plus, Chinneck [31] donne une revue de littérature étendue des autres méthodes

existantes pour extraire des IIS de contraintes en programmation linéaire.

Grégoire et al. [68] et Hemery et al. [73] appellent les IIS de contraintes dans les CSP
des MUC (pour minimally unsatisfiable cores).

Hemery et al. [73] proposent un algorithme pour extraire un IIS-C qui se déroule en
deux phases : wcore et DC(wcore). Pendant la premiere phase, une procédure appelée
wcore extrait un sous-probléme non réalisable (pas forcément minimal). Ensuite, une
deuxiéme phase supprime des contraintes du sous-probléme non réalisable obtenu pré-
cédemment afin de le rendre irréductible (c’est la phase dite de minimisation). La pre-
micre phase se base sur le fait que quand un algorithme de branchement prouve qu’un
CSP est non réalisable, il peut en extraire un sous-probléme non réalisable (montré par
Bakker et al. [12]). Ceci se fait grice aux contraintes dites actives. Etant donnée une
affectation partielle des variables d’un CSP, une contrainte C' est dite active si lors de
I’opération de maintien de cohérence d’arc (MAC vu a la page 27), C' a provoqué par

arc-cohérence, le retrait d’une valeur du domaine d’une variable du CSP. Donc si une



44

affectation partielle des variables de P est effectuée, les contraintes actives sont celles
qui ont permis de réduire 1’espace des solutions (car elles ont enlevé des valeurs dans
les domaines des variables). Lorsqu’une recherche compléte d’une solution est effectuée
avec un algorithme de branchement, différentes affectations partielles sont rencontrées.
C’est I’'union des contraintes actives dans ces affectations partielles qui permet de dé-
duire un sous-probléme incohérent (pas minimal). Donc I’utilisation d’une recherche
complete prouvant la non réalisabilité d’un CSP suffit a trouver un IS de contraintes du
CSP. Afin de trouver ce sous-ensemble incohérent, il suffit de marquer les contraintes
actives durant la recherche compléte. En effet, les autres contraintes (contraintes non
actives) ne participent pas a la preuve de non réalisabilité car elles n’ont pas réduit le
domaine d’une variable. Donc, ces contraintes non actives peuvent étre supprimées du
probléme et le sous-probleme obtenu est toujours non réalisable. L’efficacité de cette
méthode dépend du choix des variables affectées a chaque €tape du branchement. Pour
cela les auteurs utilisent I’heuristique dom/wdeg de choix de la variable de branchement
de Boussemart et al. [24]. Cette heuristique associe un compteur a chaque contrainte C
du probleme. Ces compteurs permettent de pondérer les contraintes. Quand, lors de la
propagation de contraintes, une contrainte est montrée insatisfaite, son poids est aug-
menté de 1. Le poids wdeg d’une variable X est défini comme la somme des poids
des contraintes agissant sur X et sur au moins une variable non affectée. Ensuite, pour
chaque variable X le ratio dom/wdeg est calculé ou dom est la taille courante du do-
maine de X, et ’heuristique choisit la variable avec le plus petit ratio dom/wdeg. Cette
technique d’extraction de sous-probléme non réalisable peut étre itérée pour extraire un
nouveau sous-probléme incohérent. Pour la deuxieéme phase, ils proposent trois tech-
niques de minimisation : une constructive, une destructive et une dichotomique. Pour
chacune de ces trois méthodes, ils déterminent la contrainte C; telle que le CSP formé
par {C1, ..., C;_1} est réalisable tandis que le CSP formé par {C, ..., C;} est non réa-
lisable. Cette contrainte C; est appelée contrainte de transition. Toutes les contraintes

C; avec j > 1 peuvent alors €tre enlevées du CSP. Au départ, un ordre de traitement des
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contraintes est fixé. L’approche constructive détecte une contrainte de transition en ajou-
tant successivement des contraintes a un CSP courant (au départ vide) jusqu’a ce que le
CSP devienne non réalisable. L’approche destructive détecte une contrainte de transition
en partant du CSP courant (au départ le CSP original) et en supprimant successivement
des contraintes jusqu’a ce que le CSP devienne réalisable. L’approche dichotomique dé-
tecte une contrainte de transition en utilisant une recherche dichotomique. En utilisant
une des méthodes décrites ci-dessus, une premicre contrainte de transition C; est trouvée.
Toutes les contraintes C; avec j > 4 sont supprimées ce qui permet d’obtenir un nouveau
CSP P'. Ensuite, un nouvel ordre de traitement des contraintes est fixé en s’assurant que
C; est le dernier élément de cet ordre et le processus de recherche recommence jusqu’a
ce que toutes les contraintes restantes soient des contraintes de transition. Grégoire et al.

[68] proposent une amélioration de la premiere €tape.

3.1.2 Détection des sous-ensembles incohérents dans le probléme de %k-coloration

de graphe

Dans cette section, nous présentons des méthodes d’extraction de sous-problémes

incohérents minimaux pour le probléme de k-coloration de graphe.

Définition 3.1.5. Un graphe G est sommet-critique si x(H) < x(G) pour chaque sous-
graphe H C G obtenu en enlevant n’importe quel sommet de G. De méme, G est aréte-

critique si le fait d’enlever n’importe quelle aréte de G diminue strictement x(G).

Définition 3.1.6. Etant donné un entier k& € N un sous-graphe k-sommet-critique de G
est un sous-graphe sommet-critique G’ C G tel que x(G') = k. De méme, un sous-
graphe k-aréte-critiqgue de G est un sous-graphe aréte-critique G’ C G tel que x(G') =
k.

Définition 3.1.7. Un sous-graphe k-aréte-critique (respectivement k-sommet-critique)
est minimum si G' n’a pas d’autre sous-graphe critique contenant moins d’arétes (resp.

sommets).
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Donc en fait, un sous-graphe k-aréte-critique (resp. k-sommet-critique) de G est un
IIS de contraintes (resp. variables) pour le CSP qui correspond a trouver une (k — 1)-

coloration de G.

Comme nous I’avons précisé dans le chapitre 2, trouver le nombre chromatique x(G)
d’un graphe G est NP-difficile [55]. Donc, les algorithmes exacts développés pour ce
probleme [25,88,104,115] ne peuvent étre appliqués que sur des petites instances. Il est
possible d’utiliser des heuristiques [44,47] pour les plus grands problémes, mais ceux-ci
ne fournissent que des bornes supérieures sur x(G).

Herrmann et Hertz [74] proposent un nouvel algorithme exact qui utilise cette notion
de sous-graphe critique pour calculer le nombre chromatique d’un graphe G. Leur algo-
rithme combine 1’utilisation d’une méthode exacte, ExactCol, et d’une méthode heuris-
tique, HeurCol, pour la détermination du nombre chromatique. Ils précisent les notations
suivantes. Si G = (V, E)) estun graphe et si z € V estun sommet de G, alors G~z est le
sous-graphe de G induit par V' \ {z}. Si G’ = (V', E’) est un sous-graphe de G = (V, E)
etsiz € V \ V', alors G’ + z est le sous-graphe de G induit par V' U {z}. Leur algo-
rithme fonctionne de la fagon suivante. Dans une phase d’initialisation, HeurCol calcule
une borne supérieure k de x(G). Ensuite une phase descendante est effectuée. Celle-ci
a pour but de trouver un sous-graphe induit critique G’ de G tel que x(G') = x(G) et
fonctionne comme suit. Au départ G’ est posé égal a G, puis les sommets = de G’ sont
retirés successivement selon un ordre fixé et lors de chaque retrait HeurCol calcule une
borne supérieure sur x (G’ — x) et compare si c’est égal a la borne supérieure obtenue sur
X(G’). Si c’est bien le cas, la suppression continue avec le sommet suivant dans 1’ordre
fixé. Sinon le sommet z est réintroduit dans G’ et la suppression continue avec le som-
met suivant. Quand tous les sommets ont été testés alors ExactCol calcule le nombre
chromatique exact x(G’) du graphe G’ actuel. Si x(G') = k, alors G’ est un sous-graphe
critique de G et x(G') = x(G) et ’algorithme s’arréte. Il peut arriver que x(G’') < k.

Dans de tels cas, une phase augmentante débute dans laquelle des sommets sont ajou-
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tés & G’ jusqu’a ce que soit x(G') = k soit G’ = G. Afin de faire cela, une liste L de
sommets est créée. Au départ L est vide, puis sont ajoutés a L les sommets z de G \ G’
(i.e., les sommets retirés de G') tels que la borne supérieure &’ calculée par HeurCol sur
X (G’ + z) soit strictement plus grande que la valeur exacte x(G’). Si a la fin de la phase
augmentante L n’est pas vide, alors un sommet de L est choisi et ajouté a G’, ce qui fait
que x(G’) augmente de 1. Ce processus est ensuite répété soit jusqu’a ce que L soit vide,
soit jusqu’a ce que x(G’') = k. Afin de trouver les sous-graphes critiques les plus pe-
tits possibles, Herrmann et Hertz proposent que 1’ordre de traitement des sommets dans
la phase descendante corresponde avec I’ordre ascendant des degrés des sommets de G

(i.e., d’abord sont supprimés les sommets ayant le moins de sommets adjacents).

Desrosiers et al. [39] ont adapté les techniques Removal, InsertionetHitting-
Set présentées par Galinier et Hertz [48] afin de trouver des sous-graphes arétes-cri-
tiques et sommets-critiques d’un graphe donné G et montrent comment ces techniques
peuvent étre utilisées pour déterminer le nombre chromatique de G. Comme nous al-
lons aussi utiliser ces trois techniques pour trouver des IIS de contraintes et de variables
pour le probleéme SAT et des IIS de contraintes pour le probleme d’horaire de personnel
navigant, nous allons présenter ces méthodes en détail dans la Section 4.1. La méthode
Removal est semblable a celle présentée ci-dessus par Herrmann et Hertz. Desrosiers
et al. utilisent des heuristiques de recherche tabou afin d’estimer le nombre chromatique.
De plus, ils présentent un algorithme permettant de calculer des bornes inférieures sur le

nombre chromatique d’un graphe G.
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3.2 Le probléme SAT et sa résolution

3.2.1 Algorithmes de résolution du probléme SAT

Avant de présenter les méthodes d’extraction de sous-formules incohérentes mini-
males pour le probléme SAT, nous allons présenter différents algorithmes de résolution
du probleme SAT.

I1 existe deux grandes catégories d’algorithmes de résolution du probleme SAT : les al-

gorithmes complets et les algorithmes incomplets.

3.2.1.1 Algorithmes complets

Ces algorithmes vont trouver une solution de fagon certaine ou démontrer qu’il n’en
existe pas. Pour les formules normales conjonctives non réalisables, ce sont les seuls
algorithmes qui peuvent répondre a cette question de maniére exacte. Afin d’y parvenir,
ils parcourent un arbre de recherche avec retour-arriere (présentés de fagon générale a la
page 28). Comme dans le cas du probléme SAT les domaines des variables sont tous de
taille 2 (seules les valeurs vrai=1 ou faux=0 sont possibles), & chaque noeud de 1’arbre,
il y a deux nouvelles branches possibles. C’est pour cette raison que, dans ce cas-ci, ces
arbres sont appelés des arbres binaires de recherche. Comme nous 1’avons vu, nous ap-
pelons un noeud de ’arbre un probleme ou une variable regoit une affectation donnée.
Si le probléme a n variables, alors il y a 2" noeuds possibles dans I’arbre de recherche
binaire. A chaque noeud, il faut vérifier s’il vaut la peine d’explorer les branches en-
dessous, donc il faut €valuer la cohérence de I’affectation partielle. Or comme le nombre
de noeuds total possible est 2", cela vaut la peine de pouvoir couper le plus vite possible
les branches aboutissant a des solutions non réalisables. C’est pour cela que la plupart

des algorithmes sont basés sur le principe de I’échec d’abord (de I’anglais First Fail) :
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le but est de trouver rapidement une contradiction dans les branches aboutissant a des
affectations non réalisables. Pour y parvenir, deux "outils" sont principalement utilisés

dans les algorithmes complets : ce sont la saturation et la simplification.

La saturation est aussi appelée la résolution. Le principe de saturation [18] consiste
a générer des nouvelles clauses (appelées résolvantes) soit jusqu’a 1’obtention d’une
clause vide (signifiant que la formule est non réalisable) soit jusqu’a ce qu’aucune nou-

velle clause résolvante ne puisse étre créée.

La saturation agit sur deux clauses C; = z V A et C; = Z V B, ayant une variable z en
commun : C contient le littéral positif z et C, contient le littéral négatif Z. La saturation
réunit les deux parties différentes A et B pour créer une nouvelle clause C; = AV B

(qui ne modifie pas la satisfaisabilité du probléme initial).

Exemple 3.2.1.

Prenons comme exemple, F;.

X = {1,129, 73,14, 25, Te, Tr}
C = {C1,C2,C5Cy,Cs)

Fi = CiYANCoANCsANCyACs
ou

C, = x

Co = x3VIzVay

Cs = TyVIsVag

Cy = 3V

Cs = I, Vuxg

C, et C5 ont la variable z5 en commun (avec les deux littéraux opposés - dans C, et

Z4 dans Cs) et Cy et Cs ont la variable x; en commun (avec les deux littéraux opposés
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x; dans Cy et 7, dans Cs).
La saturation va créer les deux nouvelles clauses suivantes.
A partir de C et Cj :

C6=.733V.’134V.’135V.’—l-36

Et a partirde Cy et Cs :

C7=.’l37V.’136

Et finalement a partir de C et C; (variable xg en commun) :
Cs=x3VI4VasVay

Exemple 3.2.2.

Si nous prenons comme autre exemple, la formule F, suivante :

Fo = CiNCy
ou

C, = o

C, = 1y

La saturation crée la clause C5 = (), car C; contient le littéral positif z; tandis que C,
contient son opposé. Ainsi, on aboutit a une clause vide ce qui montre que la formule est

non réalisable.

Pour certaines formules, I’ordre dans lequel les clauses sont saturées peut avoir un effet

sur I’effort demandé pour les résoudre.

Trois techniques de simplification sont principalement utilisées.

La premicre consiste a propager les clauses composées d’un unique littéral ([92] et
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[18]) et est appelée propagation des clauses unitaires ou plus simple-
ment propagation unitaire. Pour que la formule soit vérifiée, il y a une seule
affectation possible pour les clauses composées d’un seul littéral. Ensuite, cette valeur
est propagée aux autres clauses, i.e., toutes les clauses contenant le littéral sont suppri-
mées car elles sont vérifiées et toutes les fois oul apparait le littéral opposé dans une
clause, celui-ci est supprimé de la clause (mais la clause est conservée).

Reprenons I’exemple 3.2.1 (avec les clauses obtenues par saturation) : la clause C'; im-
plique que z; doit étre fixée a vraie. Ainsi, par propagation, C, est vérifiée et C'5 devient
Cs = x¢, donc Cj est une nouvelle clause unitaire.

Ainsi, x¢ doit étre fixée a vraie et C3 = To V x5 €t Cg = 13 V 14 V x5 €t C7 est vérifiée

(car C7 =17V .’136).

Si une formule F contient deux clauses C; et Cj telles que C; est incluse dans Cs, alors

la clause (5 peut étre supprimée. Cette technique est parfois appelée la subsomption.

Exemple 3.2.3.
Pour illustrer cette deuxiéme technique, considérons que 1’on a une formule F3 qui com-
prend deux clauses.

= {5131,9327933,934}

C = {C,Cq}

Fs = C1NCy

Ci = z1Vay

Cy = 11VIaVa3Viy

Comme C est incluse dans Cs, C; peut étre supprimée car des que C est satisfaite, Cy

est aussi satisfaite.

Cette technique est trés rarement utilis€e en pratique, car elle trop coliteuse.

La troisiéme technique de simplification est la régle du littéral pur [38] (aussi connue
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sous le nom de la "régle positive-négative™). Afin de pouvoir la définir nous allons pré-
ciser la notation suivante. Soit 7 une formule normale conjonctive, alors (F, x = 1) est
la formule F dans laquelle la variable z est fixée a vraie dans toutes les clauses.

Un littéral est pur si toutes ses occurrences dans F sont soit toutes positives soit toutes
négatives. Si seul le littéral positif x apparait dans les clauses de F, alors on peut rempla-
cer F par (F, = = 1) et supprimer les clauses ainsi vérifiées. De méme, si seul le littéral
négatif, Z, apparait dans les clauses de F, alors on peut remplacer F par (F, z = 0) et

supprimer les clauses ainsi vérifiées. Dans les deux cas, le littéral en question est dit pur.

Exemple 3.2.4.

Cet exemple illustre la régle du littéral pur.

= {561,1172,$3,CC4,$5}

C = {C1,CyC3,Cy}
Fzs = CiNConNCsNCy
Ci = z1VzaVas

Co = ZoVa3Vay

Cs = 7,V

Cy = a5VI3ViIy

Le littéral x5 apparait une seule fois dans F3 comme un littéral positif. On le fixe a
vrai, 5 = 1. Ainsi, C, est vérifiée.
Fsdevient : F3 = C; A Cy A Cs.
Le littéral =, apparait alors une seule fois (dans C5), comme littéral positif. On fixe x4 a
vrai, 4 = 1. Ainsi, Cy est vérifiée.
JFs devient : F3 = C; A Cs.
Le littéral x5 devient alors un littéral pur positif. On fixe z, & vrai, o = 1 et C; est
vérifiée.

F3 devient : F3 = Cs.
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11 suffit donc de fixer z; ou z3 a faux pour pouvoir satisfaire F.

La régle du littéral pur étant aussi trés coiteuse, elle n’est pas souvent utilisée en pra-
tique.

Le premier algorithme complet a été décrit par Davis et Putnam en 1960 [38]. Il utilisait
les techniques décrites ci-dessus. A chaque étape, des clauses sont ajoutées par satura-
tion et des clauses sont supprimées par simplification. Le désavantage est que le nombre
de clauses ajoutées peut rapidement augmenter. En effet, on ajoute a une formule F tous
les contraintes résolvantes possibles obtenues a partir de clauses faisant intervenir z; et
Z;. Si x; apparait dans k clauses et 7; dans [ clauses, on crée k - [ nouvelles clauses et on
en supprime k + [.

La procédure de Davis et Putnam, notée DP(F), est décrite dans la Figure 3.1. Si la
résolution s’effectue sur la variable z;, la procédure de saturation va produire des nou-
velles clauses qui ne contiennent pas z;. Ensuite, toutes les clauses contenant z; sont
supprimées de F. Le résultat final est une clause vide si et seulement si I’étape de réso-
lution produit une clause vide. Donc, si I’algorithme produit une clause vide, le résultat

retourné est NON REALISABLE.

Dans cet algorithme, ChoixProchaineVariable() est une procédure qui choisit la pro-
chaine variable traitée. Apres I’algorithme 3.3 sont présentés des heuristiques de choix
de la prochaine variable. Saturat ion(C,, Cp) est la fonction qui effectue la saturation

telle que décrite précédemment.
Le principal désavantage de cet algorithme est, qu’en plus d’avoir une complexité ex-
ponentielle en termes de temps de calcul (SAT est NP-complet), le nombre de clauses

résolvantes peut étre exponentiel lui aussi.

Ensuite, Davis avec Logemann et Loveland, [37], ont étendu ces recherches pour ob-
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DP(F,X)
Entrée : une formule CNF F ayant I’ensemble de variables X’
Sortie : 1a réponse NON REALISABLE (si la saturation crée une clause vide) ou
REALISABLE

si F = () alors retourner REALISABLE;

si F contient une clause vide alors retourner NON REALISABLE;

T « ChoixProchainevVariable();

Résolvantes — 0;

pour chaque (C,,Cy) 1gCp € FetCp € Fetx € Cy et T € Cy faire
| Résolvantes—Résolvantes U Saturation(C,, Cp);

Cr—{CeFlzeC}

F —F —Cy;

F — F U Résolvantes;

A — X\ {z};

retourner DP(F, X);

Figure 3.1 — Procédure DP(F,X)) originale

tenir des techniques encore plus performantes. Ces techniques sont aujourd’hui appe-
lées Procédures DLL ou DPLL . Les procédures DPLL construisent un arbre binaire de
recherche, chaque appel récursif constituant un noeud de 1’arbre. A chaque étape, 1’al-
gorithme sépare le probléme en deux sous-problémes. Le branchement se fait sur une
variable x;, dans une branche on affecte z; a vrai et dans ’autre a faux. Pour chaque
noeud, cela donne deux sous-probleémes, appelés problémes enfants. On applique en-
suite & chacun de ces deux enfants la propagation des clauses unitaires. Le parcours de
cet arbre se fait en profondeur. A la racine se trouve la formule conjonctive de départ. A
chaque noeud, se trouve une formule conjonctive résultante de I’affectation successive
des variables. On doit stocker le chemin parcouru afin de faire un retour en arriére (back-
track) pour explorer d’autres branches. Si, pendant le parcours, on arrive a un noeud ou
la résultante donne un ensemble vide de clauses, alors on a une solution de la formule
(1l suffit de parcourir les chemins a ’envers). Par contre, si, 4 un noeud, on trouve une

clause contredite, alors la branche peut étre abandonnée.
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La procédure DPLL telle qu’elle est le plus souvent utilisée (i.e., avec la propagation
unitaire, mais sans la subsomption, la régle du littéral pur ni la saturation) est décrite
dans la Figure 3.2. Cette procédure utilise la procédure de Simplification décrite dans la

Figure 3.3.

DPLL
Entrée : Une formule normale conjonctive
Sortie : La réponse REALISABLE ou NON REALISABLE

si F = () alors
| retourner REALISABLE;

si F contient une clause vide alors
l_ retourner NON REALISABLE;

si F contient une clause unitaire Ci, = [ alors
| retourner DPLL (Simplification (F,l));

z +ChoixProchaineVariable ()

si DPLL (F, {z = 1}) = REALISABLE alors
|_ retourner REALISABLE:

sinon
| retourner DPLL (F,{z = 0});

Figure 3.2 — Procédure DPLL(F)

Le point essentiel de cette procédure DPLL est le choix de la variable sur laquelle on
va brancher (ChoixProchaineVariable()). C’est ce facteur-la qui va déterminer
la performance de I’algorithme.

Les deux types principaux d’heuristiques pour le choix de la variable de branchement
sont : MOMS (Maximum Occurrences in Minimum Size clauses) [46,123], et la propa-

gation unitaire (UP, Unit Propagation) [33,46,92]. Ces deux techniques sont décrites
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Simplification(F,[)
Entrée : Une formule normale conjonctive F ainsi qu’un littéral [
Sortie : La formule F simplifiée

Affecter la valeur de vérité a [ afin de satisfaire {/} et simplifier 7 en supprimant
les clauses contenant [ et en supprimant [ des clauses le contenant;
retourner F simplifiée;

Figure 3.3 — Simplification(F, [)

ci-dessous.

MOMS (Maximum Occurrences in Minimum Size clauses) [46,123]
Avec cette technique, on cherche a brancher sur une variable apparaissant le plus sou-
vent dans les clauses les plus courtes. En effet, intuitivement, les littéraux appartenant
aux clauses les plus courtes sont les littéraux les plus contraints de la formule. Un bran-
chement sur ces littéraux devrait maximiser I’effet de la propagation unitaire (voir para-
graphe suivant) et la vraisemblance d’atteindre une contradiction rapidement dans I’arbre
de recherche pour les formules non réalisables. Plus précisément, notons

— fu() le nombre d’occurrences du littéral [ dans les clauses de longueur n,

— f*(1) 1e nombre d’occurrences du littéral | dans les plus courtes clauses. En pra-

tique, f*(1) est généralement remplacé par f5({).

Alors, le but de I’heuristique est de choisir la variable { telle que min{ f*(1), f*(1)} est

maximum.

Pour y arriver, le score de chaque variable [ est calculé de la fagon suivante (si le but

est de maximiser les variables apparaissant le plus dans des clauses binaires) :

s(l) = (f2(1) - fo(D)) % 25 + (fo(D) + f2(1))
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Le but de multiplier le premier terme de la somme par 2K est de forcer la préférence
pour les variables [ telles que les valeurs f,() et f,(I) sont non-nulles et que ces deux
valeurs sont a peu pres égales. Les autres termes de la somme servent a trier les variables
ou une de ces deux valeurs est 0. La variable K est fixée arbitrairement grande au début
et est diminuée s’il y a un débordement de mémoire. On branche sur la variable obtenant
le plus grand score.

La raison pour laquelle cette heuristique fonctionne bien est le fait que les variables choi-
sies pour le branchement sont les variables apparaissant le plus dans les clauses les plus
contraintes (car elles sont de plus petite taille).

Cette méthode présente deux désavantages. Le premier est que 1’efficacité de cette heu-
ristique dépend considérablement du nombre de clauses binaires dans la formule nor-
male conjonctive donnée. En revanche, cette heuristique fonctionne en général bien sur
les problémes réels, car ceux-ci ont tendance a contenir une large proportion de clauses
binaires (montré par Freeman [46]).

Le deuxieéme désavantage est qu’il guide peu la recherche pour des formules contenant
des clauses de méme longueur, i.e., des k-SA7 ou k # 1 ou k # 2.

MOMS donne donc une approximation facile mais non exacte du nombre de propaga-

tions unitaires qu’ une affectation particuliére d’une variable peut produire.

Propagation unitaire (UP heuristic) [33,46,92]

Alternativement, on peut utiliser une heuristique de propagation unitaire (abrégée heu-
ristique UP) qui calcule le nombre exact de propagations qui seraient causées par 1’af-
fectation particuliére d’une variable.

La propagation unitaire est aussi appelée Boolean Constraint Propagation (BCP).

Etant donné une variable z, une heuristique UP examine z en ajoutant respectivement
la clause unitaire z et T a la formule SAT et fait indépendamment deux propagations
unitaires. Le nombre précis de propagations unitaires produites est ensuite utilisé pour

évaluer la variable de branchement. Contrairement 38 MOMS, cette heuristique évalue le
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nombre exact de propagations unitaires engendrées par une affectation d’une variable.
Le principal désavantage de cette heuristique est le fait qu’elle est trés coliteuse car
elle évalue chaque variable restant a estimer a chaque noeud de 1’arbre de séparation et
évaluation progressive. De ce fait, cette heuristique est souvent combinée avec une heu-
ristique MOMS pour pouvoir optimiser la propagation unitaire qui va découler du choix
de la vaniable, [46], [33]. MOMS est utilis€ée pour choisir un petit nombre de variables
candidates, chacune d’entre elles étant ensuite évaluée de fagon exacte en utilisant I’heu-
ristique de propagation (qui est plus coliteuse).

Les algorithmes Satz de Li et Anbulagan [92], et zChaff de Moskewicz et al. [107] fonc-

tionnent de cette maniére.

Parmi les autres heuristiques de choix de la variable de branchement, citons encore la
méthode de Jeroslow et Wang [81]. Ils estiment la contribution que chaque littéral pour-
rait avoir dans le processus de propagation unitaire de la fagon suivante. Le score de

chaque littéral [ est le suivant : score(l) = Z 271€1, Le branchement est ensuite

le contrainte C
effectué sur le littéral qui a le plus grand score.

3.2.1.2 Algorithmes incomplets

Un algorithme incomplet est un algorithme qui ne parcourt pas tout 1’espace de re-
cherche. 11 est possible qu’un tel algorithme ne trouve pas de solution, méme s’il en
existe une. Les algorithmes incomplets sont basés principalement sur la recherche locale

ou sur I’utilisation des probabilités.
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3.2.1.2.1 Méthodes de type PPSZ

Ces méthodes utilisent les probabilités pour résoudre des formules k-SAT réalisables.
La plupart de ces algorithmes se concentrent sur les 3-SAT.
En 1988, Paturi et al. [113] proposent un algorithme aléatoire pour le probleme SAT. Soit
F une formule normale conjonctive et X un ensemble de n variables. Leur algorithme

se déroule en deux étapes.

1. Une premicere étape de prétraitement applique le principe de saturation pour aug-
menter le nombre de clauses de F. La longueur de chaque clause générée ne peut

excéder une limite fixée.

2. Ensuite, une étape de recherche utilise une procédure aléatoire gloutonne pour
chercher une affectation des variables satisfaisant la formule F.
Les variables sont traitées selon un ordre 7 déterminé aléatoirement. Un vecteur y
de taille n est créé. Ce vecteur y stocke une affectation courante.
Pour ¢ = 1 a n, y(7) recoit aléatoirement la valeur 0 ou 1.
Pour & = 1 a n, la variable x., est traitée (les variables sont ensuite parcourues
selon I’ordre 7) :
T(x) TegOit temporairement la valeur y(w(k)).
Si la variable () apparait dans une clause unitaire, alors la propagation du litté-
ral unitaire est effectuée.
Si la variable z (i) apparait dans deux clauses unitaires contradictoires, alors I’al-
gorithme recommence depuis le début.
Si aucun de ces deux cas ne se produit, alors la variable z ) regoit définitivement
la valeur y(k).
A chaque étape, une vérification est effectuée pour décider si la formule F est sa-
tisfaite par I’affectation donnée par y et si c’est le cas alors I’algorithme s’arréte.

Ceci est répété jusqu’a ce qu’une affectation satisfaisant la formule F soit trouvée,
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ou jusqu’a une certaine limite de temps fixée.

En 2005, les mémes auteurs [114] présentent quelques améliorations afin d’optimiser le

temps de résolution.

3.2.1.2.2 Méthodes de recherche locale

Dans cette section, nous présentons brievement quelques algorithmes utilisant la re-
cherche locale pour résoudre des problemes SAT. Certaines de ces méthodes donnent de
bons résultats pour des instances réalisables. Par contre, le principal désavantage de ces
méthodes est le fait que, pour les instances non réalisables, elles ne peuvent pas exhiber
une preuve de I’'incohérence.

Un des premiers algorithmes a employer la recherche locale pour le probléme SAT est
GSAT (G pour greedy), proposé en 1992 par Selman et al. [127,129]. Le pseudo-code de
I’algorithme est présenté dans la Figure 3.4. GSAT exécute une recherche locale glou-
tonne pour trouver une affectation des variables satisfaisant la formule SAT. Pour chaque
variable v on calcule score(v) qui est la différence entre le nombre de clauses satisfaites
st la valeur de v est changée ("flippée") et le nombre de clauses satisfaites dans 1’affec-
tation actuelle (score(v) peut étre positif, nul ou négatif). Selman et al. [129] précisent
que si le meilleur score est négatif, alors ils ignorent de tels mouvements et 1’algorithme
recommence avec une autre affectation (ils ont effectué quelques tests en autorisant de
tels mouvements, mais le taux de satisfaction d’instances réalisables est faible). Selman
et al. ont comparé le fait d’effectuer un mouvement de score nul ou non. Ils appellent les
mouvements qui ont un score nul des mouvements de coté (sideways move). Ils ont
effectué quelques comparaisons et le fait d’effectuer les mouvements de score nul amé-
liore le taux de réussite donc ces mouvements sont pris en compte dans leur algorithme.

Le score de chaque variable est mis a jour a chaque étape de I’algorithme. L’algorithme
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commence avec une affectation générée aléatoirement. Ensuite, il change ’affectation de
la variable v qui a le plus grand score(v), i.e., qui va engendrer la plus grande augmen-
tation de clauses satisfaites (ces mouvements sont appelés "flips"). Si plusieurs variables
ont le méme score maximal, alors une variable est choisie au hasard selon une distri-
bution uniforme et la valeur de cette variable est modifiée. De tels changements sont
répétés jusqu’a ce qu’un des deux cas suivants soit atteint : soit une affectation satisfai-
sant la formule est trouvée, soit un nombre maximum de changements (MAX-FLIPS)
est atteint. Si c’est le deuxiéme cas qui est atteint, alors 1’algorithme recommence avec
une nouvelle affectation générée aléatoirement. Ce processus est répété au plus MAX-
ESSALIS fois.

Cet algorithme a contribué au développement des algorithmes incomplets pour SAT ba-

sés sur la recherche locale.

GSAT
pour ¢ = 1 a MAX-ESSAIS faire
T « affectation aléatoire des variables de F;
pour j = 1 a MAX-FLIPS faire
si T satisfait F alors
| retournmer 7
sinon
v « variable tq score(v) > 0 et score(v) est maximum;
T « T avec valeur de v est inversée;

—

retourner “aucune affectation satisfaisant F n’a été trouvée”;

Figure 3.4 — Procédure GSAT

GSAT a donné de bons résultats sur différentes instances réalisables.

HSAT [58] est une variante de GSAT ou les itérations de recherche locale utilisent des
informations basées sur 1’historique de la recherche. Quand plusieurs variables ont le

méme score, HSAT choisit la variable dont la valeur a été changée le moins récemment.
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La méthode GSAT avec marche aléatoire proposée par Selman et al. [126,128] combine
la marche aléatoire (random walk) avec des algorithmes dérivés de GSAT. A chaque
étape, dans le but d’échapper aux minima locaux, la marche aléatoire effectue avec pro-
babilité p un mouvement aléatoire et avec probabilité 1 — p un mouvement du type de
GSAT. Si un mouvement aléatoire est effectué, une contrainte violée C est choisie au

hasard et la valeur d’une variable de C est modifiée afin de satisfaire C.

La méthode WalkSAT est une variante de GSAT avec marche aléatoire, dont les idées ont
¢té premierement proposées par Selman et al. [128] et qui ont par la suite été précisées

par McAllester et al. [103]. La procédure WalkSat est détaillée dans la Figure 3.5.

WalkSat
répéter
C; «+ clause non satisfaite choisie aléatoirement;

si il existe une variable v dans C; tq bv(v) = 0 alors
| changer la valeur de v;

sinon

avec probabilité p
v « une variable de C; choisie aléatoirement;
changer la valeur de v;

avec probabilité (1 — p)
v « une variable de C; avec le plus petit bv(v);
changer la valeur de v;

jusqu’a ce qu’une solution soit trouvée ;

Figure 3.5 — Procédure WalkSat

WalkSAT fonctionne en deux phases. A chaque étape, une premiére phase consiste
a choisir de maniére aléatoire une clause C; non satisfaite. Ensuite, dans la deuxiéme
phase, la valeur d’une des variables de C; est modifiée pour obtenir une nouvelle af-
fectation. Dans ce cas, la fonction de score est différente de celle utilisée par GSAT

avec marche aléatoire. Dans ce cas-ci, nous allons I’appeler bu(v) (elle est appelée break
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value par McAllester et al. [103]) et bv(v) indique le nombre de clauses qui sont actuel-
lement satisfaites mais qui deviendraient non satisfaites si la valeur de v est changée. En
pratique, ce score est une bonne mesure du changement total de nombre de clauses in-
satisfaites quand une variable v est modifiée. Si dans C; il existe une variable v telle que
buv(v) = 0, i.e., le changement de sa valeur permet de satisfaire C; et n’augmente pas le
nombre de clauses non satisfaites, alors cette variable est choisie. Un mouvement de la
sorte augmente le nombre de clauses satisfaites d’au moins un. Si aucune variable de la
sorte n’existe alors, avec probabilité p, une variable v de C; est choisie aléatoirement et,
avec probabilité 1 — p, une variable v avec le plus petit bv(v) est choisie et sa valeur est
changée. La différence entre GSAT avec marche aléatoire et WalkSAT est subtile. GSAT
avec marche aléatoire peut étre vue comme ajoutant de 1a marche aléatoire a un algo-
rithme glouton, tandis que WalkSAT peut étre vue comme ajoutant un élément glouton

a une heuristique de marche aléatoire.

L’algorithme Novelty présenté par McAllester et al. [103] combinent des algorithmes
basés sur 1’architecture de WalkSAT avec une méthode de sélection des variables basée

sur I’historique des mouvements comme HSAT.

Citons encore la méthode GRASP (greedy randomized adaptative search procedure)
de Resende et Feo [121] qui est une heuristique randomisée qui fonctionne de fagon
itérative. Chaque 1tération de GRASP consiste en deux phases : une étape de construc-
tion ou une solution admissible est construite itérativement de fagon gloutonne et une
étape de recherche locale. A chaque itération de 1’étape de construction, afin de choi-
sir le prochain élément qui va étre ajouté, les candidats sont ordonnés selon une liste
en respectant une fonction gloutonne. La méthode est adaptative car le score associé a
chaque candidat par cette fonction est mis a jour a chaque étape de la construction selon
les changements apportés par le choix de 1’élément de 1’étape précédente. La méthode

est probabiliste car 1’élément choisi a chaque étape n’est pas forcément celui en haut de
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la liste, mais est choisi au hasard parmi les premiers éléments de la liste. Comme les
solutions de cette phase de construction ne sont pas garanties d’étre des minima locaux,
une recherche locale est ensuite appliquée dans le but d’améliorer cette solution.

Précisons qu’il existe dans la littérature un autre algorithme pour SAT qui s’appelle lui
aussi GRASP pour Generic seaRch Algorithm for the Satisfiability Problem développé
par Marques-Silva et Sakallah [100] et qui n’est pas heuristique. C’est un algorithme
complet axé sur I’inévitabilité des conflits durant la recherche. Un de ses points forts est
I’augmentation du nombre de retour-arriéres grice a une procédure d’analyse de conflits

tres efficace.

Mazure et al. [102] proposent une heuristique tabou. Cet algorithme, appelé TSAT, garde
une liste tabou de longueur fixe des variables modifiées ("flips") et interdit aux variables

de la liste d’étre modifiées pendant un certain temps.

Le probléme SAT étant tres étudié, une multitude d’algorithmes dérivés de ceux pré-
sentés ci-dessus existent ainsi que d’autres utilisant par exemple la recherche locale dy-
namique. Comme le but de cette thése n’est pas de trouver un nouvel algorithme pour
SAT mais de détecter des sous-ensembles incohérents minimaux, les autres méthodes ne
vont pas €tre détaillées. Par contre, nous pouvons référer le lecteur intéressé par d’autres
méthodes a lire les articles suivants qui passent en revue les différentes méthodes et qui
les évaluent : Gu et al. [70], Gent et Walsh [57] et Hoos et Stiitzle [76] pour les méthodes

utilisant la recherche locale.

3.2.2 Méthodes de résolution des problémes Max-SAT et Max-SAT pondérés

La plupart des heuristiques développées pour le probléme SAT et décrites auparavant
peuvent étre directement appliquées au probléme Max-SAT car elles essaient de déter-

miner si le probléme est réalisable en construisant des affectations qui satisfont le plus de
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clauses possibles a chaque étape et qu’elles essaient d’augmenter ce nombre de clauses
satisfaites.

L’heuristique GSAT de Selman et al. [129] décrite précédemment a été étendue pour les
problémes Max-SAT pondérés par Jiang et al. [82]. De méme, 1a méthode GRASP de
Resende et Feo [121] peut aussi étre appliquée aux problemes Max-SAT et Max-SAT

pondéré.

En 1990, Hansen et Jaumard [72] ont proposé pour le probléme Max-SAT une méthode
similaire a Tabou qu’ils ont appelée Steepest Ascent Mildest Descent. Leur méthode a
été développée spécialement pour résoudre un probleme Max-SAT, mais elle peut aussi
résoudre un probléme SAT et elle vaut toutes les méthodes de recherche locale résolvant

le probléeme SAT présentées a la section 3.2.1.2.2.

Pour d’autres algorithmes de recherche locale pour le probleme Max-SAT, le lecteur

peut se référer a I’article de Stiitzle, Hoos et Roli [131].

La plupart des algorithmes exacts développés pour les problemes Max-SAT ou Max-
SAT pondérés [4, 5,93,94] sont basés sur des algorithmes de type “Branch & Bound”
en profondeur avec retour-arriére. A chaque noeud de 1’arbre de recherche, ’algorithme
compare la borne supérieure (U B pour upper bound) qui est la valeur de la meilleure
solution trouvée jusque-la pour une affectation compléte des variables, avec la borne in-
férieure (L B pour lower bound) qui est la somme du nombre de clauses non satisfaites
par I’affectation courante plus une sous-estimation du nombre de clauses qui vont deve-
nir non satisfaites si 1’affectation partielle courante est complétée. Si LB > U B 1I’algo-
rithme n’évalue pas la branche en dessous du noeud courant et fait un retour-arriére. Si
LB < UB, I’algorithme essaie de trouver une meilleure solution en augmentant 1’ affec-
tation partielle courante en affectant une variable de plus, ce qui ajoute deux nouvelles

branches a I’arbre courant. La solution de Max-SAT est la valeur que prend U B quand
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I’arbre entier a été exploré. La propagation unitaire, présentée précédemment pour les
méthodes de type DPLL, [37], pour résoudre le probleme SAT ne peut pas étre appliquée
pour le probléme Max-SAT car elle peut augmenter le nombre minimum de clauses non
satisfaites (et donc diminuer le nombre maximum de clauses satisfaites). En effet, par
exemple la formule F = {z1 }A{Z1 Va2 }A{Z1 VI } A{Z1 VZ3} A {Z1 VT2 } peut satisfaire
4 contraintes au maximum. La premiére clause est unitaire. Si nous imposons z; = 1 et
que nous propageons cela, nous obtenons la formule : 7' = {22} A{Z2} A {23} A {Z3}.
Donc, 7' combinée avec le fait que z; = 1 est satisfaite obtient un maximum de trois
contraintes satisfaites. Quand un branchement est fait sur le littéral /, toutes les clauses
contenant [ sont supprimées et [ est supprimé de toutes les clauses le contenant, mais les
clauses unitaires obtenues par ces opérations ne sont pas propagées. De méme, la regle
de la saturation peut augmenter le nombre de clauses non satisfaites. Par contre, la régle

du littéral pur ou de la subsomption peuvent étre appliquées.

Borchers et Furman [23] présentent un algorithme exact pour les problemes Max-SAT
et Max-SAT pondérés fonctionnant en deux phases. Dans la premiére phase, ils utilisent
I’heuristique GSAT pour trouver une premic¢re bonne solution au probléme. Ensuite,
dans la deuxieme phase, ils utilisent une procédure d’énumeération basée sur un algo-
rithme de type DPLL pour trouver une solution optimale (prouvable). En fait, la pre-
micre phase permet d’optimiser la deuxieme phase, car elle fournit une borne supérieure
sur le nombre minimum de clauses non satisfaites et ceci permet d’élaguer des branches
de I’arbre de recherche de la deuxiéme phase. La valeur de leur borne inférieure est le
nombre de clauses non satisfaites par ’affectation partielle courante. De plus, quand la
différence entre la borne inféricure et la borne supérieure est exactement un, ils utilisent
la regle de propagation unitaire, car dans ce cas-1a son utilisation ne peut pas augmen-
ter le nombre de clauses non satisfaites par Max-SAT (comme vu précédemment, cette
régle ne peut pas étre utilisée dans les autres cas, car son application peut augmenter le

nombre de clauses non satisfaites par Max-SAT).
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Alsinet et al. [4] présentent un algorithme appelé Lazy pour Max-SAT pondéré utilisant
le méme schéma que Borchers et Furman, mais en ajoutant des raffinements utilisant des

prétraitements et des structures de données bien adaptées.

Li et al. [93] présentent cinqg fagons de calculer la borne inférieure. Comme nous I’avons
vu ci-dessus, la borne inférieure, LB, est la somme du nombre de clauses non satisfaites
par I’affectation courante plus une sous-estimation du nombre de clauses qui vont de-
venir non satisfaites si I’affectation partielle courante est complétée. Plus précisément,
Li et al. présentent cinq fagons d’évaluer cette sous-estimation du nombre de clauses
qui vont devenir non satisfaites. Pour cela, ils comptent le nombre de sous-ensembles

incohérents disjoints qui peuvent étre détectés en utilisant la propagation unitaire.

Li et al. [94] proposent de nouvelles regles de simplification d’une formule Max-SAT
ou Max-SAT pondéré. Afin de prouver que ces régles ne modifient pas la formule ori-
ginale, ils donnent des preuves en utilisant la transformation en programme en nombres
entiers d’une formule Max-SAT. Leur algorithme MaxSat z utilise ces nouvelles régles

de simplification dans le but d’améliorer la qualité des bornes inférieures.

Bonet et al. [22] présentent une nouvelle régle de simplification pour les problémes Max-
SAT et Max-SAT pondérés. Dans le probléeme Max-SAT, les clauses répétées doivent étre
gardées. Cette nouvelle reégle est appelée régle de résolution Max-SAT et contrairement
aux regles classiques de résolution, supprime les clauses originales ayant provoqué 1’uti-
lisation de la régle. Cette résolution Max-SAT fonctionne de la fagon suivante.

Supposons que les deux clauses originalessont:aVz; V... Vx;etaVy V...V y;.
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Alors les clauses obtenues par la reégle de résolution Max-SAT sont :

avVriV...V; Vi
avVzriV...Vz;Vy Vi

aVa:1VV:E,Vy1VVyJ_1V?j]

&VyIVVyJVJUlsz

avy V.. Vy Vo V.. V) Vi

Cette reégle est appliquée aux ensembles de clauses dans lesquels une clause peut étre ré-
pétée. Cette regle préserve le nombre de clauses non satisfaites pour chaque affectation
des variables. Bonnet et al. présentent un algorithme complet, qui peut étre vu comme
une extension pour Max-SAT de I’algorithme de Davis et Putnam [38], utilisant cette
nouvelle regle pour Max-SAT. De plus, ils proposent une régle similaire pour la version

pondérée.

Citons encore que des algorithmes utilisant la programmation en nombres entiers ont
été développés. Par exemple, pour Max-2-SAT, Lewin et al. [91] utilisent un algorithme
de plans coupant pour trouver une approximation de la valeur optimale.

De méme, Joy et al [84] présentent un algorithme de branchements et coupes (branch
and cut) qui utilise GSAT comme heuristique primaire au début de I’algorithme. Puis, a
chaque noeud de I’arbre de recherche, ils résolvent une relaxation du programme linéaire

associé a Max-SAT et ajoutent des coupes.

De méme, des algorithmes d’approximation ont été développés, par exemple par John-

son [83] et Dantsin et al. [36].
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3.2.3 Recherche de sous-ensembles incohérents minimaux

Nous précisons d’abord les définitions d’IIS de contraintes et de variables dans le cas

particulier du probléme SAT.

Définition 3.2.5. Etant donné une formule propositionnelle non réalisable F ayant pour
ensemble de clauses C, un sous-ensemble incohérent irréductible de clauses, 11S-C,
M C C, est un sous-ensemble de clauses non réalisable qui devient réalisable dés qu’on

lui enléve n’importe quelle clause.

Comme nous I’avons déja dit, pour le probléme SAT, un IIS-C est souvent appelé un
MUS (ou MUS signifie minimal unsatisfiable subformulaes) ou un MUSC (par exemple

par Desrosiers et al. [40]). L’extraction des IIS-C est souvent appelée MUS selection.

| Clause | | M1 | My [ M3 |

C -r; VvV T2 ° °
Cy -y Vo g .

Cs 1 V 3 . .

Cy r1 V I3 °

Cs r3 V s °

Cs -3 V s .

Cr —x3 V T5 °

Cs -ry V r3 V Iy .

Cy Ty V x4 V s .

Figure 3.6 — Exemple d’une instance SAT non réalisable.

La figure 3.6 montre une instance CNF comprenant 9 clauses et 5 variables. Ce pro-
bléeme CNF est non réalisable et a trois 1IS-C, chacun permettant d’expliquer I’incohé-
rence de cette formule. Par exemple, M exprime I’impossibilité d’affecter des valeurs
a 11, To, et x3 de telle fagon a ce que les quatre premiéres clauses soit simultanément

satisfaites.
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11 est parfois plus facile de comprendre pourquoi un probléeme est non réalisable en
considérant simplement les variables, plutét que les contraintes, qui sont impliquées
dans I’incohérence. En effet, les problémes originaux ont généralement moins de va-
riables que de contraintes et les IIS de variables sont généralement plus petits que les IIS
de contraintes. Nous allons voir dans le chapitre 4 qu’il est souvent plus facile de trouver
d’abord un IIS de variables puis, a partir de ce dernier, il est possible d’en extraire un IIS
de contraintes. Etant donné une formule propositionnelle F agissant sur I’ensemble des
variables &', et étant donné un sous-ensemble Q C X', la sous-formule de F induite par
Q, notée Fo, est la formule composée par les clauses C; dont toutes les variables qui les
composent appartiennent a Q. On dit qu’un sous-ensemble () de variables est réalisable
si et seulement si F est réalisable. Par conséquent, étant donné une affectation partielle
dans laquelle seulement les variables de () obtiennent une valeur, chaque clause C; qui
contient au moins une variable non affectée z; ¢ @ est considérée comme satisfaite. La
raison de cela est qu’il est toujours possible de donner une valeur a z; afin que C; soit
évaluée a vrai. Ceci conduit a une variation du probleme Max-SAT ou des affectations
partielles sont autorisées et ou le but est de trouver une affectation du plus grand sous-
ensemble de variables @ C X possible afin que la sous-formule correspondante Fg
soit évaluée a vrai. De plus, ce probleme peut étre étendu en donnant a chaque variable
x; € X un poids w;, et en ayant pour but de trouver une affectation qui maximise la
somme des poids des vanables affectées (ou minimise le poids des variables non affec-
tées).

On peut donner une définition équivalente a la définition précédente en parlant des va-

riables.

Définition 3.2.6. Etant donné une formule propositionnelle non réalisable F ayant comme
ensemble de variables X', un sous-ensemble incohérent irréductible de variables, IIS-V,
W C A&, est un sous-ensemble de variables de X, tel que si on retire n’importe quelle

variable de ce sous-ensemble W, alors la sous-formule obtenue est réalisable.
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Desrosiers et al. [40] appellent les IIS-V pour le probléme SAT des MUSWV. Si les va-
riables des contraintes composant un IIS-C n’apparaissent pas dans d’autres contraintes
du probléme, alors elles forment un IIS-V. Par contre, il se peut que I’ensemble des
contraintes ne contenant que les variables d’un IIS-V ne constituent pas un IIS-C.

Si nous considérons I’exemple de la Figure 3.6, nous remarquons que celui-ci contient
deux IIS-V : {z1, 29,23} et {x1, 23,24, 25}. Le premier IIS-V donne la sous-formule
correspondant aux clauses C, Cs, C5 et Cy, qui est aussi la sous-formule correspondant
a I'IIS-C M;. Par contre, le second IIS-V donne la sous-formule correspondant aux
clauses C3, Cy, Cs, Cg, Cr, Cy et Cy, qui n’est pas minimal dans le sens des IIS-C (i.e.,

Cj peut étre enlevée sans rendre la sous-formule réalisable).

3.2.3.1 Extraction d’un IIS-C

Contrairement aux méthodes que nous allons présenter au Chapitre 4, qui permettent
I’extraction d’IIS-C ou d’IIS-V, les algorithmes qui ont été développés par les autres
chercheurs se concentrent uniquement sur la recherche d’IIS-C. Nous allons présenter

dans cette section une revue des méthodes existantes pour I’extraction d’un IIS-C.

Bruni [26] propose une méthode adaptative de recherche d’IIS-C. Sa procédure classifie
les clauses selon leur “difficulté” qui est définie en analysant I’historique de recherche
d’un algorithme complet de type DPLL. En fait, la "difficulté” est proportionnelle au
nombre de fois qu’une clause est "visitée" et “échouée” durant la recherche d’un algo-
rithme complet.

Une clause C; est dite visitée si durant I’exploration d’un arbre de recherche (d’un al-
gorithme complet) une affectation d’une variable de C; est faite dans le but de satisfaire
C;.

Une clause C; est dite échouée si un des deux cas suivants se produit :

— une affectation ayant pour but de satisfaire C; produit une clause vide ;
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— ()} elle-méme devient vide suite a une autre affectation.
Soit v; le nombre de visites a la clause C}, f; le nombre d’échecs dus a Cj; (i.e., dus
aux deux cas décrits ci-dessus), p une valeur (constante) pénalisant les échecs, et [; la
longueur de C;.

L’¢évaluation de la difficulté de C; dans F est donnée par
C;) = (v +p- )/l

La procédure de recherche adaptative fonctionne de la fagon suivante.

D’abord, il y a une phase de prétraitement de propagation des clauses unitaires. Puis, d
branchements sont effectués sur F (ou moins si F est résolue avant). Le sous-ensemble
initial de clauses, K, est vide.

Lors de I'initialisation, un pourcentage fixé ¢ de clauses de JF est ajouté a K, pour former
K, en donnant la priorité aux clauses les plus difficiles. Les clauses restantes forment
O;.

A Ditération k, b branchements sont effectués sur le sous-ensemble K}, (ou moins que b

si K}, est résolu avant). Un des trois cas suivants se produit.

1. K est non réalisable, donc F est non réalisable, et K, est un sous-ensemble non

réalisable.

2. Il n’y a pas de résultat apreés b branchements. Alors, une phase de contraction est
effectuée, i.e., un nouveau sous-ensemble, Kj,; est formé en sélectionnant un
pourcentage c fixé des clauses de Ky, en donnant la priorité aux clauses les plus

difficiles. Ensuite, on pose k := k + 1 et on recommence.

3. K est satisfait par une solution Si. Alors, une phase d’expansion est effectuée.
Un nouveau sous-ensemble K, est créé en ajoutant un pourcentage fixé ¢ de

clauses de Oy. Ensuite, on pose k := k + 1 et on recommence.

Bruni a testé son algorithme sur des instances du Dimacs. Cette procédure fonctionne

bien sur des petits exemples, mais trés mal sur des grands. De plus, souvent les sous-
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ensembles non réalisables obtenus par cette procédure ne sont pas minimaux.

Un polyédre P est un ensemble décrit de la fagon suivante : P = {z € R" | Az > b}
ou A est une matrice de taille m x n et b est un vecteur de taille m x 1. Donc, I’en-
semble des solutions admissibles d’un programme linéaire est un polyeédre. Définissons
un point entier comme un point ayant toutes ses composantes entieres. Un polyédre
non vide ayant au moins un point intérieur entier vérifie la propriété de point intérieur
entier, (integral-point property). Bruni [27] propose une méthode d’extraction d’IIS-C
pour des classes de formules CNF ayant la propriété de point intérieur entier. Il utilise
pour cela une variante du lemme de Farkas et la résolution d’un programme linéaire.
Il présente des résultats encourageants sur des instances provenant de problemes réels.
Par contre, seulement quelques sortes de formules CNF vérifient la propriété de point
intérieur entier : parmi elles figurent les instances de Horn (chaque clause a au plus un
littéral positif) et renommables de Horn (tous les littéraux peuvent étre renommés de fa-

con uniforme de telle sorte que 1’instance avec les littéraux renommeés soit de type Horn).

L’algorithme AMUSE de Oh et al. [109] est basé sur un algorithme complet de type
DPLL. A chaque clause de la formule de départ, une variable supplémentaire est ajou-
tée. Ensuite, un algorithme complet de recherche est modifié afin de trouver un ensemble
non réalisable de clauses (non forcément minimal) grice aux variables ajoutées. Suppo-
sons que la formule CNF oniginale soit 7 = C; A ... A Cy,, ou les variables originales

sont X = {z1, ..., , }. La nouvelle formule obtenue aprés I’ajout des variables ) est
F = VC)A A (G VCp)

ouY = {y1,...,ym} €t Y N X = 0. En posant y; = 0, la clause C; est désactivée et en
posant y; = 1, la clause C; est activée. Le probléme de trouver un IIS-C de F est réduit

a trouver une affectation des variables ), notée V* telle que F' avec les variables J*
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soit non réalisable et F” avec les variables )’ est réalisable ou les variables de ) sont
obtenues a partir des variables }* en remplagant un y; = 1 en y; = 0.

L’algorithme AMUSE utilise un algorithme complet de type DPLL sur F’ pour implici-
tement rechercher un sous-ensemble non réalisable de clauses de F. Pour cela, AMUSE
traite les variables de X et Y différemment durant la recherche. Les variables de X sont
traitées de fagon normale : elles sont soit affectées par le processus d’affectation soit
forcées par le processus de déduction (lors de la propagation des clauses unitaires) et
elles sont désaffectées lors des retour-arriéres effectués en présence de conflits. Les va-
riables )V servent a identifier les clauses qui forment le sous-ensemble non réalisable.
L’algorithme "force" une variable de Y a avoir la valeur 1 pour indiquer que la clause
correspondante de F est candidate de I’IS. Afin de trouver cet IS, 1’algorithme stocke
les variables dans différents ensembles : Xy secee €st formé par I’ensemble des variables
de X qui ont été affectées par le processus d’affectation ou de déduction et Vyqcs est
formé par I’ensemble de variables de Y qui ont été forcées a prendre la valeur 1 (nous
verrons ci-dessous quand ceci a lieu). Au départ, les ensembles X, recie €t Vioree sONt
vides, et ils sont graduellement étendus. Comme la formule F n’est pas réalisable, a
un certain moment de I’exécution de la recherche arborescente sur F’, il va y avoir une
contrainte C; dont toutes les variables appartenant 8 X sont non satisfaites. Ceci va for-
cer y; a prendre la valeur 0 pour que F” soit satisfaite. Ceci indique que la clause C; doit
étre désactivée afin de trouver une solution pour F’ et que ’algorithme puisse identifier
C; comme clause candidate a I’IS en construction. Alors, une des variables de Xy fece
ayant provoqué cette situation (i.e., ayant impliqué y; = 0) est désaffectée et y; est forcé
a prendre la valeur 1.

La recherche se poursuit jusqu’a ce que la combinaison de &, ffocts €t Viores provoque la
création d’une clause apprise w. Si la formule de départ F est bien non réalisable, alors
obligatoirement une des clauses apprises obtenues lors de I’exécution de 1’algorithme va
contenir uniquement des variablesde ) : w; = ;, V- - -V g, . Ceci se produit quand I’af-

fectation actuelle des variables y;,, - - - ,y;, , force une variable y;, a prendre la valeur



75

0 (i.e., aucune variable de X n’est impliqué dans le processus ayant forcé y;, a prendre
la valeur 0). Cette clause w; identifie implicitement un sous-ensemble non réalisable de
clauses de taille k¥ formé par les clauses C;,, - - - , C},.

Les différentes décisions faites sur les variables de X lors de la recherche arborescente
permettent d’obtenir des IS de clauses différents. Sur certaines instances les IS de clauses
obtenus sont des IIS de clauses. Les auteurs présentent des résultats de leur algorithme
sur des instances provenant de problémes réels (DaimlerChrysler benchmarks). Cet algo-
rithme fonctionne bien sur de petites instances mais est moins performant sur de grandes

instances.

Zhang et Malik [140] proposent une méthode appelée zCore pour extraire des sous-
ensembles non réalisables minimaux basée sur 1’apprentissage lors de 1’exécution d’un
algorithme complet. Cette méthode travaille sur le graphe de résolution qui peut étre
généré lors de la résolution d’une formule SAT. Un exemple de graphe de résolution est

présenté dans la Figure 3.7.

Le graphe de résolution est un graphe orienté sans cycle. Chaque sommet du graphe
est une clause. Les sommets sans prédécesseur sont les clauses du probléme de départ.
Les noeuds intérieurs sont les clauses générées dans le processus de résolution (dites
clauses apprises). Les arcs représentent la résolution. Le noeud final (sans successeur)
représente la clause vide obtenue lors de la résolution permettant de dire que la formule
est non réalisable. Les sommets (clauses) initiaux a partir desquels un chemin jusqu’au
sommet final (clause vide) existe forment le sous-ensemble de clauses qui forme un sous-
ensemble incohérent de contraintes. Les clauses racines qui ne sont pas des ancétres de
]a clause vide ne sont pas nécessaires a la preuve de non réalisabilité. Par exemple, dans
la Figure 3.7, les clauses Cs, Cy, Cg, C7 et Cg forment un sous-ensemble incohérent de
contraintes. Ce processus peut étre répété et appliqué au sous-ensemble incohérent de
contraintes trouvé précédemment afin d’extraire un nouveau sous-ensemble incohérent

de contraintes de taille plus petite. Les sous-ensembles de contraintes obtenus sont inco-
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.
) Clause vide

-
-
-

cene” O Clauses originales

-

e Clauses apprises

. Clause vide

Figure 3.7 — Un exemple de graphe de résolution.

hérents mais pas forcément minimaux.

Cet algorithme est développé pour des grandes instances provenant d’applications réelles.
Un des désavantages d’une telle procédure est qu’elle peut échouer sur des grandes ins-
tances a cause d’un dépassement de mémoire.

Zhang et Malik présentent des tests sur des instances provenant de problémes réels. Les
résultats montrent que leur algorithme fonctionne bien pour extraire des petits IIS-C.
Gershman et al. [59] ont repris les idées de Zhang et Malik afin de créer un algorithme,
appelé Trimmer, pour trouver des petits sous-ensembles incohérents (pas forcément
minimaux). Trimmer parcourt le graphe de résolution et détermine quels noeuds du

graphe domine d’autres noeuds, afin d’éliminer rapidement le parcours de ces autres

noeuds.

Mazure et al. [101] proposent une méthode de recherche de sous-ensembles incohé-

rents minimaux basée sur un algorithme du type de TSAT. Leur algorithme est basé sur
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I’hypothése que les clauses les plus souvent non satisfaites durant I’exécution d’une re-
cherche locale devraient appartenir aux IIS-C de la formule. Quand TSAT, ou un autre
algorithme de type GSAT, est utilisé sur une instance SAT non réalisable, des comp-
teurs leur permettent de séparer le probléme en deux parties : une réalisable et une non
réalisable. Plus précisément, quand TSAT est utilisé sur une instance SAT, ils utilisent
des compteurs sur les instances pour lesquelles 1’algorithme échoue & montrer que 1’ins-
tance est réalisable. Une trace de TSAT est enregistrée : pour chaque clause, en prenant
chaque changement ("flip") comme pas de temps, le nombre de fois durant lesquelles
cette clause est non satisfaite est mis a jour. Une trace similaire est enregistrée pour
chaque littéral en comptant le nombre de fois qu’il apparait dans des clauses non satis-
faites. Ils avancent I’hypothése que les clauses les plus souvent non satisfaites devraient
appartenir a un IIS-C de I’instance SAT. De méme, ils avancent ’hypothese que les lit-

téraux ayant les plus grands scores devraient faire partie de I’IIS-C.

Ces idées sont reprises par Grégoire et al. [63—66] et modifiées de la fagon suivante.
La version de Mazure et al. [101] augmente le compteur des contraintes falsifiées lors
de chaque flip méme si celles-ci ne font pas partie d’un IIS-C. Pour essayer de contrer
cela, il faut tenir compte du voisinage des clauses falsifiées et n’augmenter le score
d’une clause non satisfaite que si le fait de la rendre satisfaite aboutirait a la non sa-
tisfaction d’autres clauses. Ils définissent les notions de clause unisatisfaite et critique.
Une clause C est unisatisfaite par une affectation des variables si et seulement si exac-
tement un littéral de C est satisfait. Une clause C' non satisfaite par rapport a une af-
fectation des variables est critique par rapport a cette affectation si et seulement si 1’op-
posé de chacun des littéraux de C' est le seul littéral satisfait d’au moins une clause
unisatisfaite. Par exemple, supposons que I’ensemble des clauses d’une formule non
satisfaite est C = {C1 = {z; V2o V 23},Ca = {21 V Z2},Cs = {22 V 73},Cy =
{Z1Vz3},Cs = {Z: VT2 VZ3}} et supposons que nous ayons I’affectation suivante des

variables z, = 1,25 = 1,23 = 1. Alors, les clauses unisatisfaites sont Cy, C3 et Cj et
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la contrainte Cs est critique. Le but de leur méthode est alors d’augmenter uniquement
les compteurs des clauses critiques. De plus, le score des celles-ci est pondéré par le
nombre de clauses unisatisfaites qui leur sont liées (afin de tenir compte de la longueur
des clauses critiques). L’idée générale de leur algorithme AOMUS (Approximate One
MUS) est de partir d’une formule non réalisable. Ensuite, tant que la recherche locale
n’arrive pas a trouver une affectation des variables satisfaisant toutes les variables de la
formule actuelle, les clauses avec les plus petits scores sont supprimées de la formule. A
chaque étape, 1’ensemble des clauses constituant la formule actuelle est sauvegardé. La
demiére étape pour laquelle la recherche locale n’arrive pas a satisfaire la formule est
vérifiée par une méthode exacte. Si I’incohérence est vérifiée alors on a un IS de clauses.
Ensuite a partir de cet IS de clauses, on peut définir exactement un IIS-C en le minimi-
sant. Ceci se fait en supprimant successivement chacune des clauses de 1’approximation
et en testant si la sous-formule obtenue est toujours non réalisable. Si tel est le cas, on

peut effectivement faire cette suppression.

De récents travaux théoriques ont montré que le fait de décider si une formule CNF
contient un IIS-C de déficience fixée k (la déficience £ est la différence entre le nombre
de clauses et le nombre de variables), pour tout £ € N, est NP-complet, mais des algo-

rithmes efficaces ont pu étre développés pour des petites valeurs de & [28,43].

3.2.3.2 Meéthodes de minimisation

La plupart des méthodes décrites ci-dessus permettent de trouver des sous-formules
non réalisables, mais n’offrent pas de garantie de minimalité (au sens de 1’inclusion).
En effet, vérifier I’incohérence minimale est un probléme difficile connu pour étre DF-
complet (montré par Papadimitriu et Wolfe [111]). La classe D¥ est définie par tous
les “langages” qui peuvent étre considérés comme la différence de deux langages dans

NP ou de fagon équivalente qui sont I’intersection d’un langage dans VP et d’un dans
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CoN P (Papadimitriu et Wolfe [111] et Papadimitriu et Yannakakis [112]). Un probleme
DP_complet est équivalent & résoudre un probléme SAT - NON SAT défini de la fagon
suivante : étant donné deux formules propositionnelles F; et F», est-il vrai que F; est
réalisable et F, est non réalisable ? Les problémes D¥-complets sont a la fois N P-
difficiles et CoN P-difficiles.

Du fait que certaines applications demandent la minimalité des sous-formules incohé-
rentes, des algorithmes ont été développés afin de minimiser les sous-ensembles incohé-
rents de clauses trouvés.

L’algorithme MUP de Huang [78] permet de prouver I’incohérence minimale de certaines
instances et permet d’extraire un IIS-C 4 partir d’une sous-formule non réalisable (non
forcément minimale). Il est particuliérement intéressant d’utiliser MUP apres avoir uti-
lisé un algorithme rapide d’extraction d’une sous-formule non réalisable (comme par
exemple zCore ou AMUSE) et de vérifier la minimalité de celui-ci ou alors de le mini-
miser avec MUP.

L’algorithme de Huang se base sur deux principes. Premi¢rement, il réduit le probleme
de définir si une formule est incohérente minimale en un probléme de comptage de mo-
deles (nombre d’affectations des variables telles que la formule est évaluée a vraie) d’une
formule CNF augmentée. 1l effectue le comptage de modeles ainsi que 1’élimination des
clauses superflues & 1’aide de diagrammes binaires de décision (BDD).

Comme pour AMUSE, Huang ajoute des nouvelles variables a sa formule originale, par
contre il en ajoute moins que le nombre de clauses. Soit 7 = C; A ... A C,, la formule
qu’on veut vérifier. Soit F; la formule obtenue en enlevant la clause C;. Le but est de
montrer la non satisfaisabilité de F et la satisfaisabilité de tous les F;. Iy adonc m + 1
formules a tester.

Huang introduit k = [log(m + 1)] nouvelles variables Y = {y1, ..., yx}. A partir de ces
k nouvelles variables il construit des nouveaux termes qu’il appelle “minterms”. Ceux-
ci sont construits de la fagon suivante : c’est une conjonction de k£ littéraux ou chaque

variable apparait exactement une fois. Il y a 2¥ minterms. Par exemple, si k = 2, les 4
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minterms sont y; A Yo, U1 A Yo, Y1 A Yo, T1 A J2. Ensuite, les m différents minterms, notés
M;, sont ajoutés a F afin de former 7' = A, (M; V C;). Pour chaque affectation des
variables Y, il y a un unique M;, 1 <4 < 2%, qui est évalué a vrai, les autres sont évalués
a faux. L’évaluation de M; a vrai permet de désactiver la clause C; et son affectation a
faux permet au contraire d’activer C;. La formule est non réalisable minimale si et seule-
ment si 7' posséde exactement m modéles sur les variables de Y. Pour pouvoir compter
les modeles et donc décider si la formule est minimale non réalisable, Huang utilise des
diagrammes de décision binaires (BDD) sur les variables Y. Ceci permet aussi en cas de
non minimalité de déterminer les clauses a enlever en répétant le processus d’utilisation
des BDD.

MUP est surtout efficace pour prouver la minimalité d’une sous-formule incohérente ou
pour minimiser une sous-formule incohérente trouvée par un autre algorithme (zCore
ou AMUSE par exemple), mais n’est pas idéal pour chercher un IIS-C a partir de la for-

mule de départ.

Zhang et Malik [140] proposent en méme temps que leur algorithme zCore un al-
gorithme de minimisation appelé zMinimal. Celui-ci enléve successivement toutes les
clauses de la formule et teste avec zChaf £ si la sous-formule obtenue est toujours in-
cohérente ou non. Si tel est le cas, alors la clause est définitivement supprimée et 1’algo-
rithme continue avec la clause suivante. Cet algorithme est treés similaire a 1’algorithme
Removal présenté pour résoudre le LSCP par Galinier et Hertz [48] et que nous allons

présenter a la section 4.1.2.

3.2.3.3 Extraction de tous les IIS-C d’un probléme

Pour restaurer la satisfaisabilité d’une formule SAT il faut réparer tous ses IIS-C.
C’est pour cela que de certains chercheurs se sont intéress€s a I’extraction de tous les

IIS-C d’un probleéme.
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Comme nous I’avons vu dans la Section 3.1, Bailey et Struckey [11] ont proposé une

adaptation de la méthode DAA pour trouver tous les MSS d’un probléme.

Liffiton et Sakallah [95] proposent un algorithme similaire a celui de Bailey et Stuckey
dans le sens qu’eux aussi utilisent la dualité entre les MSS et les IIS-C. Leur algorithme
CAMUS fonctionne en deux phases, et le but de cet algorithme est d’obtenir tous les IIS-
C. Pendant la premiére phase, 1’algorithme construit I’ensemble G de tous les coMSS.
Pendant la deuxieéme phase, il construit tous les hitting sets minimaux de G, i.e., tous les
IIS-C. Dans la premiére phase, pour trouver tous les coMSS, ils doivent trouver tous les
MSS. Ceux-ci sont trouvés de fagon incrémentale en résolvant des problémes Max-SAT.
Pour cela, ils considérent le probleme ou chaque clause est augmentée du littéral négatif
d’une nouvelle variable (comme pour AMUSE) afin de pouvoir activer ou désactiver la
clause. Ils utilisent une bome qui fixe le nombre maximal de nouvelles variables pou-
vant étre fixées a faux (donc le nombre de clauses pouvant €tre désactivées). Cette borne
vaut 1 au départ et augmente a chaque itération. A la deuxiéme phase, ils proposent une
méthode pour extraire un IIS en temps polynomial. Pour cela, a chaque itération, un
coMSS est choisi parmi I’ensemble des coMSS et une clause de ce coMSS est choisie.
La clause est ajoutée a I’IIS en construction. Ensuite, toutes les autres clauses du coMSS
choisi sont supprimées du probleme restant. Puis chacun des coMSS contenant la clause
choisie est supprimé. Quand il ne reste plus de coMSS, I’algorithme s’arréte. Ensuite,
en combinant la technique pour extraire un IIS et un branchement sur les deux décisions
que sont le choix du coMSS et de la clause, ils parviennent & extraire tous les IIS. Cet
algorithme donne de meilleurs résultats que celui de Bailey et Stuckey.

Dans un autre article, Liffiton et Sakallah [96] présentent plus en détail les bases théo-
riques sur lesquelles est basée leur méthode et proposent certaines variantes pour ex-
traire des résultats partiels quand ’extraction de tous les IIS-C prend trop de temps. Les

coMSS sont ici appelés des ensembles de correction minimaux, MCS (pour minimal
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correction subset).

Grégoire et al., [67] et [69], combinent la méthode de Liffiton et Sakallah [95] pour
trouver tous les IIS-C a un prétraitement utilisant la recherche locale. Celle-ci joue le
réle d’oracle pour trouver des coMSS potentiels. En fait, ¢’est uniquement la premicre
phase de I’algorithme de Liffiton et Sakallah qu’ils modifient. La méthode de Grégoire
et al. s’appelle HYCAM pour HYbridization for Computing All Muses. Leur méthode est
basée sur la notion des clauses critiques (vues a la page 77) et sur la propriété suivante.
Soit une formule propositionnelle F et une affectation I de F et soit C’ un sous-ensemble
des contraintes de F tel que toutes les clauses de C’ sont falsifiées par I, alors C’ ne peut
pas étre un coMSS quand il existe au moins une clause de C’ qui n’est pas critique par
rapport & 1. Cette recherche locale pour trouver les coMMS est plus efficace en termes de
temps de calcul que la méthode de Liffiton et Sakallah. Par contre, elle n’est pas garantie
d’étre complete, car elle peut manquer des coMSS et certains des candidats identifiés

peuvent ne pas €tre des coMSS.

3.2.3.4 Extraction de I’11S-C de cardinalité minimum

Certains auteurs se sont intéressés a 1’extraction de I’IIS-C de cardinalité minimum
(appelés parfois MCUS pour le terme anglais minimum cardinality unsatisfiable subfor-
mulas).

C’est le cas de Lynce et Marques-Silva [98]. Comme pour 1’algorithme AMUSE, ils
ajoutent a la formule de départ m nouvelles variables ). Les contraintes sont modi-
fiées de la facon suivante. Il y a une nouvelle variable y; par contrainte C; qui permet
ou non de sélectionner la clause. Les nouvelles clauses C; sont construites de la fagon
suivante : C; = y; A C;. Appelons la nouvelle formule F'. Si toutes les variables y;
obtiennent la valeur 0, alors F' est réalisable. Pour chaque affectation des variables y;

aboutissant a une formule non réalisable, le nombre de variables de )} qui ont la va-
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leur 1 indique le nombre de clauses que contient le sous-ensemble non réalisable. Donc
le sous-ensemble non réalisable de taille minimum est obtenu par I’affectation des va-
riables y; ayant le plus petit nombre de variables avec la valeur 1 et tel que F” est non
réalisable. L’idée de leur algorithme pour trouver un IIS-C de cardinalité minimum est
d’utiliser un algorithme de type DLL connu, zChaff de Zhang et Malik [140], sur le nou-
veau probléme. Les variables sont organisées en deux ensembles disjoints X" (variables
originales) et ) (nouvelles variables). Les décisions sont d’abord faites sur les variables
Y et apres sur les variables X'. Chaque fois que la recherche effectue un retour-arriere
en passant d’un niveau d’une variable de X’ a4 un niveau d’une variable de ), alors un
sous-ensemble non réalisable de clauses est trouvé. Cet IIS-C est formé par les clauses
C; pour lesquelles y; = 1. Aprés que toutes les affectations des variables ) aient été
¢valuées, le sous-ensemble non réalisable avec le plus petit nombre de clauses est I’IIS-
C de cardinalité minimum recherché. Cette méthode de recherche teste donc toutes les
combinaisons de contraintes afin de trouver I’'IIS de cardinalit¢ minimum. Comme 1’es-
pace de recherche est trés grand (taille 2"*™), ils proposent des améliorations afin de le
réduire. La premiére consiste a trouver un premier sous-ensemble non réalisable avec
zChaff [140] et ensuite a utiliser la taille de celui-ci comme borne supérieure sur la taille
du sous-ensemble minimal lors de la recherche en ajoutant une contrainte de cardina-
lité au probleme. De méme, chaque nouveau sous-ensemble trouvé en cours d’exécution
peut améliorer cette borne. Les autres améliorations consistent a utiliser les clauses ap-
prises lors de I’exécution du branch-and-bound afin de réduire 1’espace de recherche et
d’éviter de trouver deux fois la méme solution. Comme le nombre de sous-formules non
réalisables peut €tre exponentiel par rapport au nombre de ses variables, méme avec les
améliorations proposées, la taille des probleémes qui peuvent étre résolus par cette mé-

thode est tres petite.

Mneihmeh et al. [106] présentent un algorithme de type Branch-And-Bound qui utilise

les solutions du probleme Max-SAT de fagon itérative afin de générer des bornes infé-
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rieures et supérieures sur la taille de I’'1IS-C de cardinalité minimum et afin de vérifier
les sous-ensembles obtenus et de pouvoir brancher sur des sous-formules particuliéres

afin de trouver I’11S-C de cardinalité minimum.

Précisons aussi que les méthodes essayant d’extraire tous les IIS-C d’une formule pro-
positionnelle (vues précédemment a la Section 3.2.3.3), donnent I’IIS-C de cardinalité

minimum dans le cas ou elles ont réussi a extraire tous les I1S-C.

L’algorithme HittingSet de Galinier et Hertz [48] appliqué & un CSP permet d’ex-
traire un IIS de cardinalité minimum. Il est donc applicable au probléme SAT. Comme
nous allons utiliser cet algorithme pour extraire des IIS de variables et de contraintes de

cardinalité minimum, nous le présenterons en détail a la section 4.1.4.

3.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une revue de la littérature des méthodes de
recherche d’lIS dans des CSP généraux et pour le probléme de k-coloration de graphe.
Puis, nous avons présenté des méthodes de résolution du probléme SAT ainsi qu’une

revue de la littérature des méthodes d’extraction d’I1IS pour le probléme SAT.

Dans le chapitre qui suit (chapitre 4), nous présentons des algorithmes de détection au-

tomatique d’IIS de contraintes ou de variables pour le probléme SAT.
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CHAPITRE 4

UTILISATION D’HEURISTIQUES POUR TROUVER DES
SOUS-ENSEMBLES INCOHERENTS MINIMAUX POUR LE PROBLEME SAT

Dans ce chapitre nous présentons des algorithmes originaux permettant d’obtenir
des IIS de contraintes et de variables pour le probléme SAT. Nous montrons que ces
algorithmes peuvent étre appliqués a de relativement grandes instances, grace a 1’uti-
lisation d’heuristiques. Nous présentons aussi un algorithme permettant d’obtenir des
IIS de cardinalité minimum. Puis, nous donnons des heuristiques qui aident a trouver
des IIS plus petits ou plus denses, ceux-ci étant plus utiles pour diagnostiquer des sys-
témes incohérents, ainsi qu’une heuristique permettant d’accélérer la recherche. Puis,
nous présentons des résultats expérimentaux et nous comparons ces résultats avec ceux
de [26,78,95,101,106, 109, 140].

Les résultats de ce chapitre sont présentés dans [40], qui a été accepté pour publication

dans Journal of Combinatorial Optimization.

4.1 Algorithmes de détection d’IIS

Les algorithmes présentés dans ce chapitre sont basés sur les méthodes proposées par
Galinier et Hertz [48] pour le probleme de recouvrement de grands ensembles (large set
covering problem, LSCP). Leur article démontre que le probléme consistant a trouver
des IIS dans des problémes de satisfaction de contraintes non réalisables peut étre for-
mulé comme un probleme de recouvrement de grands ensembles (LSCP). Or, comme
nous 1’avons vu dans le chapitre 2, le probléme SAT est un probléme de satisfaction de
contraintes. Donc, les algorithmes de Galinier et Hertz [48] peuvent étre appliqués au

probleme SAT. Ces algorithmes ont auparavant été appliqués avec succes pour trouver
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des sous-graphes critiques du point de vue des arétes et des sommets et résoudre le pro-
bléme de coloration de graphe (Desrosiers et al. [39]). De plus, comme les propriétés
données dans 1’article de Galinier et Hertz [48] sont valides pour tout CSP, nous nous

référerons a cet article pour les preuves.

Définition 4.1.1. Soit £ un ensemble de n éléments. Soit Ei, . .., E,, m sous-ensembles

m
de E dont 1’union vaut F (i.e., U E; = E). Un sous-ensemble I de {1,...,m} tel que
i=1
UEi = FE est appelé un recouvrement de E. Le probleme de recouvrement a coiit
iel
unitaire (de I’anglais unicost set covering problem, USCP) consiste a déterminer un

recouvrement / de E de cardinalité minimum.

Définition 4.1.2. Soit £ un ensemble de n €léments. Soit E1, .. ., E,, m sous-ensembles
de E dont I'union vaut E. E et les sous-ensembles E; ne sont pas donnés en extension

. . . 1 sie € Ei
car ils peuvent étre tres grands. Soit une fonction ¢ telle que ¢ (e, i) = .

0 sinon
De plus, soit une fonction w qui associe un poids w(i) & chaque ensemble E; et une

procédure MinW (w) qui retourne un élément e € FE tel que Z w(2) est minimum.

ecE;
Le probleme de recouvrement de grands ensembles (de 1’anglais Large Set Covering

Problem, LSCP) consiste a déterminer grice a ¢ et M¢nW un recouvrement minimal de
E (i.e., au sens de I’'inclusion si on supprime n’importe quel ensemble de MinW | alors
les ensembles restants ne forment plus un recouvrement de E). De plus, le probleme

minimum LSCP consiste & déterminer avec ¢ et MinW un recouvrement minimum de

E (i.e., de cardinalité minimum).

La recherche d’IIS de contraintes ou de variables dans des CSP non réalisables sont
des cas particuliers du LSCP. En effet, supposons que nous ayons un CSP non réalisable.

S1 nous voulons faire la recherche d’un IIS de contraintes, nous définissons les élé-
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ments de F comme n’importe quelle affectation compléte des variables de X. A chaque
contrainte C; de C, nous associons le sous-ensemble F; de E contenant toutes les affec-
tations qui violent C;. Un recouvrement minimal de F est donc un IIS de contraintes.

. _ 1 sil’affectation complete e viole C;
Alors, la fonction ¢ est la suivante : p(e, i) =

0 sinon
La fonction w pondeére les contraintes du CSP et la procédure MinW (w) retourne une

affectation compléte e qui minimise la somme des poids des contraintes violées par e.

Dans le cas de la recherche d’un IIS de variables d’un CSP non réalisable, nous défi-
nissons un €lément de £ comme n’importe quelle affectation partielle 1égale. A chaque
variable z; de X est associé le sous-ensemble E; de E qui contient toutes les affectations
partielles Iégales dans lesquelles z; n’est pas affectée. A nouveau, la résolution du pro-
bleme LSCP permet de trouver un IIS de variables. Pour cela, la procédure ¢ est définie

4

1 siz; n’est pas affectée dans I’affectation

de la fagon suivante : (e, i) = ﬁ partielle e,

0 sinon

(
Aussi, w pondere les variables de /X' et MinW retourne une affectation partielle 1égale

e qui minimise la somme des poids des variables non affectées dans e.

La procédure MinW résout principalement des problémes NP-difficiles, que ce soit
dans la recherche d’IIS de variables ou de contraintes. C’est pour cette raison, que sui-
vant le type de CSP auquel nous sommes confrontés il pourra étre utile de remplacer

cette procédure par une version heuristique.

Dans la section suivante, nous allons présenter les trois algorithmes proposés par Ga-
linier et Hertz [48], i.e., Removal, Insertion et HittingSet de fagon générale

(exacte et heuristique) et nous allons préciser comment nous les avons adaptés au pro-

bleme SAT.
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4.1.1 Présentation générale des algorithmes d’extraction de sous-problémes inco-

hérents minimaux

Pour détecter des sous-ensembles incohérents minimaux de contraintes ou de va-

riables, trois types d’approches sont étudiées par Galinier et Hertz [48].

1. Par suppression : On part d’un ensemble non réalisable de contraintes (ou va-
riables) et I’on supprime des contraintes (ou variables) tant que I’ensemble reste

non réalisable.

2. Parinsertion : On part de I’ensemble vide et on ajoute des contraintes (variables),

une a une, jusqu’a ce que ’ensemble de contraintes (variables) devienne non réa-

lisable.

3. Par recouvrement : On détermine des sous-ensembles de contraintes (variables)
tels que si on supprime n’importe lequel de ces sous-ensembles, le systéme de-
vient réalisable. Ensuite, on détermine un recouvrement minimal de ces sous-

ensembles.

Afin de présenter une seule version des algorithmes de détection d’IIS, nous allons intro-
duire des notations génériques qui vont avoir une signification différente selon que nous

cherchons un IIS de variables ou de contraintes.

Ainsi, si notre but est de trouver des IIS de contraintes, notons S 1’ensemble des con-
traintes C d’un CSP non réalisable et S’ un sous-ensemble de S. Comme nous I’avons vu
précédemment, e est une affectation compléte des variables. Notons fs(e) le nombre de
contraintes de .S violées par ’affectation e. Soit S; et S deux sous-ensembles disjoints
de contraintes. Alors M IN(S), S,) est une procédure qui produit une affectation qui mi-
nimise la fonction a- fg, (¢)+ fs,(€) ou a est plus grand que |.S,|. Donc cela veut dire que
MIN(S,, S>) détermine une affectation compléte des variables qui satisfait le plus de
contraintes possibles de 5; et, parmi toutes ces affectations possibles, produit celle qui

viole le moins de contraintes de S,. Les contraintes de S; sont considérées comme dures



&9

et celles de S, comme molles. Alors, S’ est non réalisable si et seulement si n’importe
quelle affectation e obtenue comme valeur de sortie de MIN(S’, () ou MIN(0, S’) est

telle que fs:(e) > 0.

Par contre, si notre objectif est de trouver des IIS de variables, S est ’ensemble des
variables X d’un CSP non réalisable, e est une affectation partielle 1égale des variables
de S et S’ est un sous-ensemble de variables de .S. Dans ce cas-ci, fs(e) est le nombre
de variables non affectées dans e. Soit S; et Sy deux sous-ensembles de variables de
S. Alors MIN(S;, Sy) est une procédure qui produit une affectation partielle optimale
qui minimise la fonction o - fg,(e) + fs,(e), oll a est un nombre plus grand que |S,|.
Donc, en fait, M IN(S;, Sy) détermine une affectation partielle 1égale qui affecte le plus
de variables possible de S; et parmi toutes ces affectations possibles retourne celle qui
contient le moins de variables de Sy non affectées. Le sous-ensemble S’ est non réali-

sable si et seulement si MIN(S',0) ou MIN(0,S’) est tel que fs/(e) > 0.

Dans le cas particulier du probléme SAT, M I N correspond a une procédure résolvant le
probleme Max-SAT pondéré (que nous allons abréger dans la suite du texte MaxWSAT)
et ol toutes les contraintes ou les variables de S ont un poids associé.

Nous utilisons les notations suivantes. Fg,(e;) est formé par ’ensemble des contraintes
de S; violées par I’affectation e; si nous effectuons une recherche d’IIS de contraintes et
est formé par I’ensemble des variables de S; non affectées dans 1’affectation e; si nous
effectuons une recherche d’IIS de variables. f,(e;) est le nombre de contraintes de S;
violées par ¢; ou de variables de S; non affectées dans e;.

Nous allons aussi présenter des versions heuristiques des algorithmes de recherche d’11S.
Dans ces cas-13, une version heuristique de M I N est utilisée et elle est appelée HAMIN.
Dans le cadre du probléme SAT, HMIN est une heuristique résolvant le probléme

MaxWSAT.
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4.1.2 DL’algorithme Removal

L’algorithme Removal est peut-étre le plus simple de tous les algorithmes de re-
cherche d’1IS. En effet, étant donné un probléme non réalisable, I’algorithme Removal
procede avec une approche “de haut en bas”, supprimant les contraintes ou les variables
une par une, et réintroduisant celles qui rendent le probléme réalisable. Comme déja
mentionné dans le Chapitre 3 (revue de la littérature) des approches similaires ont déja
été proposées, comme par exemple I’algorithme zMminimal de Zhang et Malik [140]
pour le probléme SAT, I’algorithme de suppression de Chinneck [31] pour la program-
mation linéaire, ou I’algorithme de Herrmann et Hertz [74] pour la détection de sous-

graphes sommets-critiques pour le probleme de k-coloration de graphes.

Dans la Figure 4.1 est présenté ’algorithme Removal exact. Il détermine un IIS en

|S| étapes.

Removal
Entrée : un ensemble non réalisable 5.
Sortie : un IIS S’.
choisir un ordre sy, ..., s;,...,s|g pour le traitement des éléments de S et poser S’ — S
pour i = 1 jusqu’a |S| faire
soit e ’output de MIN(S" — {s;},0);
L si fs_(s;3(€) > O alors poser S’ — S’ — {s;};

Figure 4.1 — Algorithme de suppression : Removal

Nous avons alors la propriété suivante [48].

Proposition 4.1.3. L’algorithme Removal produit un IIS en un nombre fini d’étapes.

Comme I’ensemble S, utilisé par la procédure MIN (S, S;) de I’algorithme Remo -
val (Figure 4.1) est égal & ’ensemble vide, nous pouvons utiliser un algorithme résol-

vant SAT pour MIN (a la place d’un algorithme résolvant MaxWSAT). Donc, dans ce
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cas-ci uniquement, M IN (S’ — {s;},0) est un algorithme SAT qui résout le probléme du
méme nom pour la formule CNF induite par S’ — {s;} (la formule CNF induite par un
ensemble de clauses C’ est la formule comprenant les clauses de C” et les variables sur
lesquelles agissent les clauses de C, alors que la formule CNF induite par un ensemble
de variables X" est la formule comprenant ces variables et les clauses qui contiennent
uniquement des variables de X”). L’output e de MIN(S" — {s;}, 0) est alors VRAI ou
FAUX et for_(;3}(VRAI) = 0 et for_(3(FAUX) > 0.

Afin d’illustrer 1’algorithme Removal, considérons comme but de trouver un IIS-C

dans la formule CNF de la Figure 4.2.

| Clause | | My [ My [ M3 |

(03] -r; V T9 e .
Cy -“r1 V. X .

Cg 1 V x3 ° °

Cy r1 V T3 .

Cs x3 V xs °

Cs —x3 V Ty .

Cr -3 V s .

Cs r; V x3 Vx4 .

Cy -r;y V x4 V s .

Figure 4.2 — Exemple d’une instance SAT non réalisable.

Supposons que les clauses sont enlevées selon le numéro de leur indice.
1. Audépart, S — Cet S «— S.

2. La sous-formule induite par S’ — {C} est toujours non réalisable, donc C; est

enlevé de S, “détruisant” ainsi M et M.

3. La sous-formule induite par S’ — {C} est toujours non réalisable, donc C; est

supprimé de S’.
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4. La sous-formule induite par S’ — {C3} est réalisable, donc il faut garder Cj.

5. La sous-formule induite par S’ — {C,} est non réalisable donc C4 est supprimé de
S’

6. Ensuite, les sous-formules induites respectivement par S’ — {C;} pour

1=>5,6,7,8,9sont réalisables, donc il faut garder ces clauses C;, et I'1IS-C trouvé

est M.

Notons que 1’ordre dans lequel les clauses ou les variables sont supprimées affecte les
résultats de I’algorithme. En effet, si nous avions enlevé les clauses en suivant 1’ordre
inverse de leur indice, M, et M3 auraient été détruits en premier, et M aurait été re-

tourné.

Illustrons maintenant comment fonctionne 1’algorithme Removal pour chercher un IIS-
V sur ce méme exemple de la Figure 4.2. Considérons d’abord I’ordre de traitement des

variables selon le numéro de leur indice.
1. Audépart, S «— X et S’ « S.
2. Lasous-formule induite par S’ — {x; } est réalisable, donc la variable x; est gardée.

3. La sous-formule induite par S’ — {z,} est non réalisable, donc z, est supprimé de
S/
4. La sous-formule induite par respectivement S’ — {x;} pour s = 3,4, 5 est réali-

sable, donc ces variables sont conservées. L'IIS-V retourné est {x1, x3, x4, 5}

A nouveau, I’ordre dans lequel les variables sont traitées affecte I’IIS-V obtenu. En effet,
si les variables avaient été traitées selon 1’ordre inverse du numéro de leur indice, nous

aurions obtenu I'IIS-V {z1, z3, 23}.

Dans la figure 4.3 est présentée la version heuristique de 1’algorithme de suppression
pour rechercher des IIS. Dans ce cas-ci, HMIN est la version heuristique de MIN. HMIN

peut étre implémenté en utilisant un algorithme de recherche locale.
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HRemoval
Entrée : un ensemble non réalisable S.
Sortie : un sous-ensemble S’ qui est possiblement non réalisable.
choisir un ordre sy, ..., s;,..., s|g pour le traitement des éléments de S et poser S’ «— S
pour i = 1 jusqu’a |S| faire
soit e ’output de HMIN(S' — {s;},0);
|- si fo_(s;)(€) > 0alors poser §' — ' — {s;};

Figure 4.3 — Heuristique de suppression, HRemoval

Nous avons la propriété suivante [48].

Proposition 4.1.4. Si ’output de I’algorithme HRemoval est un ensemble non réali-

sable, alors ¢ ’est un 118S.

11 est possible que le sous-ensemble .S’ obtenu comme sortie de I’algorithme HRemo -
val ne soit pas un IIS. Ceci va dépendre de I’heuristique utilisée pour H M IN. En effet,
nous pouvons illustrer ceci en reprenant I’exemple de la Figure 4.2 que nous avons vu ci-
dessus pour trouver un IIS-C. Dans le cas particulier du probléme SAT, HM I N est donc
une procédure heuristique pour le probleme SAT. Imaginons que jusqu’au traitement
de la contrainte Cy la procédure heuristique ne fasse pas d’erreur et que pour la sous-
formule induite par S’ — {Cy} la procédure heuristique retourne FAUX, alors Cy est

supprimé de S’ et la sous-formule retournée est réalisable.

4.1.3 L’algorithme Insertion

Le nombre d’étapes (i.e., d’appels & la procédure AIN) requis par ’algorithme
Removal afin de trouver un IIS-C ou un IIS-V est égal au nombre de contraintes ou
de variables du probléme original, sans égard a la taille de son IIS. Ceci n’est pas trés
efficace dans les cas ou I'IIS est beaucoup plus petit que le probléme original. Dans

de tels cas, il est plus sensé d’utiliser une approche de “bas en haut®, ou un probléme
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initialement vide est augmenté jusqu’a ce qu’il devienne non réalisable. L’algorithme

Insertion, montré dans la Figure 4.4, est une telle approche.

Insertion
Entrée : un ensemble non réalisable S.
Sortie : un I11S S’.
poser Sg «— 0, Ty — Seti«— 0;
répéter
poser e; — MIN(S;,T;);
si fs,(e;) > 0 alors
L STOP: S; estunlIS;
sinon
soit s; un élément de Frp; (e;);
poser Siy1 — S; U{si}, Tiyr — T3\ Fry(es);
1—1+1;

jusqu’a ce que l’algorithme s’arvéte ;
Jusq q 8!

Figure 4.4 — Algorithme exact d’insertion, Insertion

Proposition 4.1.5. L’algorithme Insertion produit un IIS [48].

L’algorithme Insert ion sélectionne un IIS avec un nombre d’étapes égal a la taille
de cet IIS.
L’algorithme commence par poser les poids de toutes les clauses ou toutes les variables
de S a 1. Ensuite, il modifie ces poids de la fagon suivante. Quand nous voulons donner
plus d’importance & une clause ou une variable s € S, nous fixons son poids a a > |S|, et
nous disons que nous rendons s dure. Ce sont les variables ou les clauses introduites dans
Si+1 qui sont durcies et donc ce sont elles qui obtiennent un poids a. D’un autre c6té,
quand nous ne voulons pas prendre une clause ou un variable s en compte, nous fixons
son poids a 0, et nous disons que s est supprimée. Ce sont les variables ou les clauses de
Fr,(e;) \ {s:} qui obtiennent un poids nul (car ce sont les variables ou les clauses, sauf
si, qui sont supprimées de T;). Ceci incite la procédure MaxWSAT a satisfaire toutes les

clauses dures de S; dans le cas de recherche d’un IIS-C ou affecter une valeur a toutes les
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variables dures de .S; dans le cas d’un IIS-V, et ignorer toutes celles qui sont supprimées.

A chaque itération, MaxWSAT retourne une affectation e; telle que I’ensemble Fr, (e;)

contient au moins une clause ou une variable de chaque IIS restant de F. Ensuite, il

durcit une clause ou une variable de Fr (e;) et supprime les autres. Quand I’ensemble des

clauses ou des variables dures devient non réalisable, MaxWSAT obtiendra fs (e;) > 0

et I’algorithme retourne cet ensemble S;.

[lustrons maintenant I’exécution de 1’algorithme Insertion pour la recherche

d’un IIS-C dans la formule CNF de la Figure 4.2.

1.

2.

Au départ, S — C, Sy — 0, Ty — S. Les poids de toutes les contraintes sont 1.

Comme I’ensemble Fr,(ep) retourné par MaxWSAT doit contenir une contrainte
de chacun des trois IIS-C et doit étre minimum, i1l va contenir C5. Alors,

Sl = {03} et Tl = {Cl7 C27 C47 C57 CG’ C77 083 Cg}'

. L’affectation e; doit satisfaire la contrainte C3 appartenant a .5; car son poids est

a et satisfaire le plus de contraintes de 7. Supposons que cette affectation e; soit
(0,1,1,1,0), alors Fr(e;) = {C, Cr}. Choisissons s; = Cy, donc
Sy ={Cs5,Cr} et Ty = {C,Cy, Cs, Cs, Cg, Co }.

L affectation e, doit satisfaire les contraintes de .S, et satisfaire le plus de contrain-
tes de T». Une telle affectation est e; = (0,1,1,1,1). Ainsi, Fr,(e2) = {Cs} et
s9 = Cs,donc S3 = {C3,Cs, Cr} et T3 = {C1, Cy, Cs, Cs, Co }.

. L’affectation e3 doit satisfaire les contraintes de .53 et satisfaire le plus de contrain-

tes de T3. Par exemple, e; peut étre e3 = (1,0,0,1,0). Ce qui donne
Fr,(es) = {Ci,Cs}. Choisissons s3 = Cg, et ainsi S; = {C3,Cg,Cr, Cs} et
T4 = {027 CSa CQ}'

. L affectation e, doit satisfaire les contraintes de S, et satisfaire le plus de contrain-

tes de Ty, donc par exemple ¢4, = (1,0,0,0,0). Ce qui donne Fr,(es) = {Co} et
54 = Cy, S5 = {C3, Cg,C7,Cs,Cy} et Ty = {Cy, Cs}.
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7. Laffectation eg doit satisfaire les contraintes de S et satisfaire le plus de contrain-

tes de Ty, donc par exemple e5 = (1,0,0,0,1) et Fr,(e5) = {Cs}, donc s5 = Cs,

Se = {C3,Cs,Cs, C7, Cs, Co} et Ty, = {Co}.

8. A cette étape-13, n’importe quelle affectation eg ne satisfait pas au moins une

contrainte de Sg et donc fgs,(eg) > O et Ialgorithme s’arréte et renvoie Ss. En

fait, ¢’est I’'IIS-C M, de la Figure 4.2.

Illustrons I’algorithme Insertion avec la détection d’un IIS-V dans la formule

CNF de la Figure 4.2.

1.

2.

Au départ, S — X, Sy — 0, Ty — S. Les poids de toutes les variables sont 1.

Comme ’ensemble Fr,(eg) retourné par MaxWSAT doit contenir une variable de
chacun des deux IIS-V {z1, 22, 23} et {21, T3, 74,25}, et comme fr,(eo) doit étre
minimum, F7, (ey) peut soit contenir z; ou x3, supposons que c’est z3. Cette va-

riable est ensuite durcie, donc Sy = {z3} et T} = {21, To, T4, T5}.

. Le prochain ensemble Fr, (e;) contient z1, qui est & son tour durcie. Ainsi, Sy =

{21, 23} et Ty = {29, 74, T5}.

. Le prochain Fr,(es) contiendra alors z2 et une variable du second IIS-V, disons

x4. Nous devons alors choisir de durcir une de ces variables (i.e., I’ajouter a Sy)
et supprimer 1’autre. Supposons que z, est durcie. Alors, S5 = {z1, 23,24} et

T3 = {.’1,’5}

. Le prochain Fr,(e3) contient alors z5. Ainsi, Sy = {1, 3, 24,25} et T3 = {0}.

Les variables de S, (=variables dures) sont telles que fg,(e4) > 0, elles forment

donc un IIS-V qui est retourné.

A nouveau, Ie choix de la variable a durcir détermine quel IIS-V sera retourné. Ainsi,

si nous avions choisi de durcir x5 a la place de x4, I'IIS-V sélectionné précédemment

aurait été détruit et un autre aurait été trouvé : {x1, z, z3}. Notons finalement, que ’al-

gorithme Insertion peut ne pas étre capable de trouver tous les IIS d’une formule

donnée. En effet, au début de 1’algorithme tous les poids valent 1. Si nous considérons le
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cas ou nous cherchons un IIS de contraintes et que chaque clause de I’1IS de plus petite
taille appartient 4 au moins un autre IIS-C. A la premiére itération, I’ensemble Fr, (eo)
retourné par MaxWSAT contient toutes les clauses de cet 1IS de plus petite taille. Une
des clauses de cet IIS-C est alors durcie (poids de «) tandis que les autres obtiennent
un poids nul et donc cet IIS est détruit. Donc, dans ce cas particulier, cet 11S-C sera tou-
jours détruit lors de la premiére itération de 1’algorithme Insertion. Considérons, par
exemple, la recherche d’un IIS-C dans la formule CNF de la Figure 4.5. Supposons que
toutes les clauses ont le poids 1, ’ensemble Fr, (eo) optimal, retourné par MaxWSAT,
clairement contient C; et C;. Comme il contient ces deux clauses, M, qui est les plus

petit IIS-C de cette formule CNF, sera détruit.

[ Clause I M1 ! Mg { M3 ! My [Mg,w
C1 ° ° °
Cy . . .
Cs ° .
Cy ° .
Cs
Ce

Figure 4.5 — Un exemple ou I’algorithme Insexrtion ne peut pas trouver tous les IIS-
C.

Dans la Figure 4.6 est présentée la version heuristique de 1’algorithme d’insertion.

Dans ce cas-ci HMIN est une heuristique. Dans le cas du probléeme SAT c’est
une heuristique appelée MaxWSAT résolvant le probléme Max-SAT pondéré. Comme
MaxWSAT est une heuristique, il peut arriver que F devienne réalisable (i.e., fs,(e;) = 0
et fr,(e;) = 0), auquel cas un échec est rapporté. L’algorithme peut aussi essayer de
réparer cette erreur en utilisant la procédure Réparer qui est présentée dans la Figure
4.7. Comme nous I’avons dit, les clauses ou les variables appartenant & S; ont un poids

de a, les clauses ou variables appartenant & 7; ont un poids de 1 et les clauses ou va-



08

HInsertion
Entrée : un ensemble non réalisable S.
Sortie : un sous-ensemble possiblement non réalisable S’ ou ERREUR.
poser Sg — 0, Top — Seti—0;
répéter
poser e; — HMIN(S;, T;);
si fs,(e;) > 0 alors
STOP : S; est un sous-ensemble qui est possiblement non réalisable ; retourner
L S — Si;
sinon si f1,(e;) = 0 alors
STOP : S; U T; est un ensemble réalisable et nous avons une preuve que
I’algorithme s’est trompé a une €tape précédente;
retourner ERREUR ou OK_REP — Réparer (T;,e;, Fr,_,(e;—1) \ {si=1});

si OK_REP est faux alors
L retourner ERREUR

sinon

soit s; un élément de Fr, (e;);

poser Siy1 — S; U {s;}, Tiy1 < T3\ Fr,(e);
| 1+—1+1;

jusqu’a ce que ’algorithme s arréte et retourne soit S’ soit ERREUR ;

Figure 4.6 — Heuristique d’insertion, HInsertion

riables de S \ {S; U T;} ont un poids de 0. La procédure Réparer réinsére des clauses
ou des variables de Fr,_, (e;—1) \ {si—1} 2 T (i.e., en remettant leur poids égal a 1), jus-
qu’a ce que F devienne a nouveau non réalisable ou jusqu’a ce que toutes les clauses ou
variables de Fr,_,(e;—1) \ {s;_1} aient été réinsérées. Les clauses ou les variables que
nous réintroduisons sont celles qui, a part s;_;, avaient été enlevées de T;_; (nous ne
considérons pas s;_; car son poids a été fixé a o a I’étape précédente). Si Réparer ne
réussit pas a rendre la formule a nouveau non réalisable, alors la procédure Réparer

retourne FFAU X et I’algorithme HInsertion s’arréte.

Proposition 4.1.6. Si le sous-ensemble obtenu comme sortie de l’algorithme HInser-

t ion est non réalisable, alors c’est un IIS [48].
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Réparer(T; e;, L)
Entrée : L’ensemble actuel 7; ainsi que I’affectation actuelle e; et un ensemble L des
contraintes ou variables enlevées de T;__; a I’itération précédente.
Sortie : VRAI ainsi que 7; modifié si I’algorithme a réussi a réparer I’erreur, FAUX si
I’algorithme n’a pas réussi a réparer son erreur.
OK ~ VRAI,
STOP + FAUX;

tant que L # () et que STOP est F AU X faire
Choisir [l € L;

L~ L\{l};

T; — T; U{l};

si fr,(e;) > 0 alors
STOP — VRAI,
retourner VRAI et T;;

si STOP est FAU X alors
| retourner FAU X,

Figure 4.7 — Procédure Réparat ion qui essaie de réparer une sous-formule réalisable.

4.1.4 L’algorithme HittingSet

L’algorithme HittingSet différe des deux autres algorithmes parce qu’il trouve
des sous-ensembles incohérents minimaux de cardinalité minimum. L’algorithme Hit -
tingSet exact est présenté dans la Figure 4.8. Etant donné p ensembles W, . .. W,
nous notons HS(W1,...,W,) la procédure qui détermine le plus petit sous-ensemble
possible de W, U ... U W, qui intersecte chaque W;. Cette procédure H.S résout le

probleme du hitting set qui, comme nous 1’avons vu a la Section 3.1.1, est NP-difficile.

Proposition 4.1.7. L’algorithme HittingSet produit un IIS de cardinalité minimum

[48].

Bien que I’algorithme Hitt ingSet soit un algorithme fini, son nombre d’itérations
peut étre exponentiel dans la taille de |.S|. Mais il peut étre stoppé a tout moment afin

d’obtenir une borne inférieure sur la taille d’un IIS.
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HittingSet
Entrée : un ensemble non réalisable S.
Sortie : un 1IS.
poser So — Peti — 0;
répéter
poser e; — MIN(S;,S — S;);
si fs.(e;) > 0 alors
STOP : S; est un IIS minimum;
retourner S;;

sinon
poser i «— i + 1;
poser Sz — HS(Fs(eo), ce Fs(ei_l))

jusqu’a ce que l’algorithme s arréte |
Jusq q g

Figure 4.8 — Algorithme exact Hitt ingSet

L’algorithme HittingSet est basé sur le fait que, étant donné une formule non
réalisable, une solution optimale du probléme Max-SAT pondéré, a 1’itération i, donne
un ensemble Fs(e;) de clauses non satisfaites ou de variables non affectées qui in-
tersecte chaque IIS. Un IIS M est par conséquent un ensemble intersectant ou hit-
ting set en anglais (i.e., un ensemble intersectant chaque ensemble d’une collection)
de {Fs(eg), - .., Fs(e;)}. Evidemment, un 1IS de cardinalité minimum est un ensemble
intersectant minimum (MHS) de la collection { Fs(ep), . .., Fs(e;)}. A chaque itération,
la procédure HS retourne un MHS S ; d’une collection Fs(eg). .. Fs(e;). Les clauses
ou variables de S sont alors modifiées de telle sorte que seulement celles dans S;, ; de-
viennent dures. Si ’ensemble F, (e;) retourné par la procédure MaxWSAT est non vide,
alors S;;; est un IIS de cardinalité minimum et est retourné. Sinon, Fs(e;) est ajouté a

la collection et le méme processus est répété.

La Figure 4.9 illustre un exemple d’exécution de I’algorithme HittingSet pour
la recherche d’un IIS-C dans la formule CNF de la Figure 4.2. Chaque ligne donne le
hitting set minimum produit par HS, de méme que I’affectation optimale e; trouvée par

MaxWSAT et I’ensemble Fg(e;) correspondant, a une itération donnée.
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| It# | e | Fs(es) | Sima |
0J(0oo0o00)| {Cs} |{Cs}
1 ({1000 0)|{C1,C} | {C3,Cs}
2 (0010 0)|{CsCr} | {C3,Cy,Co}
3 1(10010)|{C,Cs}|{C1,C5Cs}
4 1 (1101 0)|{CyCs}|{C1,C2,C5,Ca}
5 1(00000)| {Cs} | fs(es)>0STOP

Figure 4.9 — Illustration de 1’algorithme HittingSet sur ’exemple de la Figure 4.2
pour trouver un IIS-C.

1.

6.

L’affectation e( retournée par MaxWSAT viole la contrainte C'3, donc le hitting-set

51 contient C.

. L’affectation e; retournée par MaxWSAT viole les contraintes C';, et Cg, donc le

hitting-set minimum S, contient C'3 et soit C soit C'g, dans ce cas Cg.

. Laffectation e, viole les contraintes C, et C7, donc le hitting-set minimum S

contient C3 et une contrainte parmi {C1,Co} ainsi qu’une contrainte parmi

{C4, C7}, supposons que S; = {C3, Cy, Co}.

. L’affectation e; viole les contraintes C et Cs, et le hitting-set minimum S, est

formé par C'1, C; et une contrainte parmi C; ou C7, supposons Cj.

. Laffectation e, viole les contraintes Cy et Cg, et le hitting-set minimum Sy est

formé par C, Cs, C3 et Cj.

L’affectation e5 viole Cj et ’algorithme s’arréte car fs_(es) > O.

La Figure 4.10 illustre 1’exécution de 1’algorithme HittingSet pour la recherche

d’un IIS-V dans la formule CNF de la Figure 4.2. Chaque ligne donne le hitting set

minimum produit par HS, de méme que 1’affectation optimale e; trouvée par MaxWSAT

et ’ensemble Fs(e;) correspondant, 3 une itération donnée. Notons que les ensembles

Fs(e;) des trois premiéres itérations sont identiques a ceux obtenus dans 1’exemple

donné pour I’algorithme Insertion. Le hitting-set minimum de I’itération 3 doit

contenir soit z, ou x4, dans cet exemple x,. Comme avec 1’algorithme Insertion,
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l It# I €; [ Fs(ei) l Si+1 |
0 [{00-o01)] {zs} | {z3}
1 ((-1000) | {e1} | {z1, 23}
2 1@ -0 - 0)|{zoza} | {21,273, 24}
30 -10 -)|{zezs} | {21, 20,23}
4 | (- 000 0)| {z1} | fs,(ea)>0STOP

Figure 4.10 — Illustration de I’algorithme HittingSet sur I’exemple de la Figure 4.2
pour trouver un IIS-V.

I'IIS formé des variables z;, x5 et z3 est ensuite détruit. Cependant, ’ensemble Fg(e3)
doit une fois de plus contenir z,, de telle sorte que le seul hitting set minimum possible

a I’itération 4 est I’'IIS de cardinalité¢ minimum {z1, 2o, z3}.

Bien que I’algorithme HittingSet produise un IIS de cardinalité minimum, (ce
qui n’était pas nécessairement le cas pour les algorithmes Removal et Insertion),
il peut avoir besoin d’'un nombre exponentiel d’étapes. Par conséquent, cet algorithme
convient mieux pour des petites instances.

Bien que I’algorithme HittingSet partage certaines similarités avec 1’algorithme
CAMUS de Liffiton et Sakallah [95], des différences fondamentales séparent ces deux
méthodes. Premi¢rement, alors que CAMUS se focalise sur 1’extraction de tous les IIS,
HittingSet essaie seulement d’en trouver un avec le plus petit nombre de variables
ou clauses. De plus, CAMUS requiert de trouver I’ensemble de tous les coMSS, ce qui
limite le nombre d’instances qui peuvent étre résolues avec cet algorithme. Finalement,
HittingSet utilise des heuristiques a la place d’un algorithme exact pour le probléme
SAT, ce qui permet de travailler avec des instances SAT plus difficiles. Des résultats com-

paratifs peuvent étre trouvés dans la Section 4.5 contenant les résultats expérimentaux.

Dans la Figure 4.11 est présentée la version heuristique de 1’algorithme de hitting
set. Cet algorithme utilise une procédure heuristique HHS(W1, ..., W,) qui produit un

sous-ensemble minimal (au sens de ’inclusion) de W; U ... U W, qui intersecte chaque
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W.

HHittingSet
Entrée : un ensemble non réalisable S.
Sortie : un sous-ensemble S’ qui est possiblement un IIS.
poser Sy «— () et i «— 0;
répéter
poser e; «— HMIN(S;, S — S;);
si fs,(e;) > 0 alors
STOP : S; est possiblement un IIS;
retourner S;;

sinon
poser ¢ «— 14 1;
poser S; «— HHS(Fs(ep),...Fs(ei—1))

jusqu’a ce que l'algorithme s arréte

Figure 4.11 — Heuristique HHitt ingSet

Proposition 4.1.8. Si le sous-ensemble obtenu comme sortie de 1’algorithme HHit -

tingSet est un sous-ensemble non réalisable, alors c’est un I1S [48].

4.2 Autres procédures

Nous pouvons essayer d’accélérer les méthodes que nous avons présentées ci-dessus.
Nous avons développé et implémenté des procédures qui vont dans ce sens et qui tentent
aussi d’obtenir des IIS plus petits. Dans ce qui suit, nous présentons les différentes pro-

cédures que nous avons développées.

4.2.1 L’algorithme PreFiltering

Quand nous travaillons avec des grandes instances, il peut étre utile de supprimer ra-
pidement autant de variables ou de clauses que possible, en en laissant moins pour 1’al-

gorithme de recherche d’un IIS. L’algorithme PreFiltering, dont le pseudo-code


http://HH.it-
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est donné dans la Figure 4.12, est une variation de 1’algorithme Insertion, ou toutes
les clauses ou variables de Fr,(e;) sont durcies a chaque itération, i.e., elles sont toutes
insérées dans S, et leur poids est fixé a a. Ceci permet d’obtenir rapidement un IS
de clauses ou de variables sur lequel est ensuite appliqué un algorithme de recherche
d’1IS. Comme au moins une clause ou une variable de chaque IIS devient dure a chaque
itération, probablement les plus petits IIS vont rester dans la sous-formule CNF F non
réalisable obtenue. L’algorithme PreFiltering agit donc comme une heuristique qui
tente d’isoler des IIS plus petits. En effet, cet algorithme est un prétraitement supprimant
des contraintes ou des variables. Ensuite, une des méthodes de recherche d’IIS est utili-
sée.

Considérons a nouveau la recherche d’un IIS-C dans la formule CNF de la Figure 4.5,
pour laquelle I’algorithme Insertion est incapable de trouver I'IIS-C de cardina-
lité minimum M;. Le premier ensemble Frp(eg) retourné par MaxWSAT contient Cy
et (. Ces deux clauses sont durcies, de telle sorte que 1’algorithme retourne M;. Par
contraste avec I’algonthme Insertion, I’algorithme Prefiltering combiné avec

I’algorithme Insertion réussit a trouver I’IIS de cardinalité minimum.

4.2.2 Heuristique basée sur le poids du voisinage

Tout d’abord, nous précisons la notion de densité d’une formule SAT. La densité est

m
définie par le ratio — ou m est le nombre de clauses et n le nombre de variables. Plus le
n

ratio est grand, plus la densité est définie comme grande.

Rappelons-nous que, dans I’algorithme Insertion, le choix de la clause ou de la va-
riable a durcir a chaque itération détermine quel IIS va étre obtenu. L’heuristique basée
sur le poids du voisinage utilise I’information dans les poids des clauses ou des variables
afin de faire des choix qui devraient conduire vers des IIS plus denses et possiblement
plus petits. Nous définissons les voisins A'(C) d’une clause C € C comme ’ensemble

des clauses, excepté C, qui contiennent au moins une des variables contenues dans C'. Le
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Algorithme 14 : PreFiltering

Entrée : Un ensemble non réalisable S ;
Sortie : Un sous-ensemble non réalisable de clauses ou de variables.
Initialisation;
pour i = 1 a|S| faire w; « 1;
poser So — 0, Tp — Seti —0;
Construction;
répéter
poser e; — MIN(S;,T;);
si fs,(e;) > 0 alors
| STOP : S; est un ensemble non réalisable ;

sinon
pour chaque s; € FT; (e;) faire
I_ poser SH—I — S; U {Si};
Tiy1 — T\ Fr,(es);
11+ 1;

jusqu’a ce que ['algorithme s’arréte ;
jusq q g

Figure 4.12 — L’algorithme PreFiltering.

poids du voisinage de C est la somme des poids des clauses dans ' (C). De la méme fa-
¢on, les voisins A/ (x) d’une variable z € X" sont composés par I’ensemble des variables,
excepté x, qui sont contraintes par au moins une des clauses contenant z. Le poids du
voisinage de z est donc la somme des poids des variables dans A/ (z).

Quand tous les poids sont égaux (comme par exemple aprés I’initialisation), le poids du
voisinage d’une clause ou d’une variable peut étre considéré comme une mesure de la
densité de la région autour de cette clause ou variable. Quand les clauses ou variables
sont durcies, le poids du voisinage évalue alors la “difficulté¢” du voisinage. Il est inté-
ressant d’essayer d’extraire des IIS denses, car les IIS les plus denses ont habituellement
moins de variables et moins de clauses. En choisissant de rendre dure une clause ou
une variable ayant un voisinage de plus grand poids, nous augmentons donc la den-
sité des IIS obtenus. Comme I’algorithme Insertion fixe a chaque itération le poids

d’une contrainte ou d’une variable 3 a > | S|, ’heuristique de poids de voisinage utilisée
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avec I’algorithme Insertion va choisir en premier (quand un choix doit étre fait) la

contrainte ou la variable de plus grand poids de voisinage (ainsi, cela devrait conserver

les IIS les plus denses).

Reprenons 1’exemple de la Figure 4.2 pour I’illustration de 1’algorithme Insertion

lors de la détection d’un IIS-C donné a la page 95. Dans ce cas-ci la Figure 4.13 donne

pour chaque contrainte ses voisins.

contrainte  voisins

&
Cs

Cy,C3,Cy, Cg, Cy
Cy,C3,C4,Cs, Cy

C1,Cy, Cy, Cs, Cg, Cr, C, Cy
Ch,C,,C3,Cs,Cg, Cr,Cy, Cy
Cs3,Cy, Cs, C7,C3, Cy

C3, Cy, Cs, Cr,Cg, Cy

C3,Cy, Cs, Cg, Cg, Cy

Cla CQa 037 C47 057 067 C77 CQ
Ch, Cy,C3,Cy,Cs, Cs, Cr, Cy

Figure 4.13 — Figure indiquant les voisins de chaque contrainte de I’exemple de la Figure

4.2.

1. Audépart, S — C, Sy «— 0, Ty — S. Les poids de toutes les contraintes sont a 1

et les poids de voisinage sont donnés dans le tableau 4.1 ot wp,, est le poids du

voisinage de C.

Tableau 4.1 — Les poids de voisinage lorsque ¢ = 0.

Contrainte

Ci

Cy, C3 Cy Cs Cg C7 Cg Cy

WNe

5

5

8 8§ 6 6 6 §& 8

Comme I’ensemble Fr,(ey) retourné par MaxWSAT doit contenir une contrainte

de chacun des trois IIS-C et doit étre minimum, il va contenir C3. Alors, S; =

{Cg} et Tl = {Cl, CQ, C4, C5, Cs, C7, Cg, Cg} Le pOidS de Cg est fixé a a >

ICl =9
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2. Les poids de voisinage a cette étape sont donnés dans le tableau 4.2.

Tableau 4.2 — Les poids de voisinage lorsque ¢ = 1
Ctr Cy Cy, C3 (4 Cs Ce Cy Cs Cy
wNg |[4+a d+a 8 T+adb+adb+adb+a7+a 7+a

L’affectation e; doit satisfaire la contrainte C'; appartenant a S; car son poids est
a et satisfaire le plus de contraintes de 7). Supposons que cette affectation e;
soit (0,1,1,1,0), alors Fr,(e;) = {C4,C7}. Comme le poids de voisinage de
C, est plus grand que celui de Cr, s; = Cy et donc Sy = {C5,C4} et Tp =
{C1, Cy, Cs, Cq, Cs, Cy }.

3. Les poids de voisinage a cette étape sont donnés dans le tableau 4.3.

Tableau 4.3 — Les poids de voisinage lorsque 7 = 2

Ctr 1 Cy Cs Cy Cs Cs Cr Cs Cy
WA 13 +20 3420 T+a T+a 44+2a 4+ 2a 4+ 2a 6+ 2a 6+ 2a

L’affectation e, doit satisfaire les contraintes de .S, et satisfaire le plus de contraintes
de T3, parexemple e; = (1,1,1,1,0). Ainsi, Fr,(e;) = {Ca} et Sz = {Cs, C3, C4}
et T2 = {Cl, 05, 06, Cg, Cg}

4. Les poids de voisinage a cette étape sont donnés dans le tableau 4.4.
Tableau 4.4 — Les poids de voisinage lorsque i = 3

Ctr C Cy Cs Cy Cs Cs Cr Cy Cy
WN |2+ 3a 3+2a 6+2a 6+2a 4420 4+2a 5+3a 5+ 3a 5+ 3«

L affectation e doit satisfaire les contraintes de S3 et satisfaire le plus de contraintes
de T3, par exemple e; = (1,0, 1, 1,0). Ce qui donne, Fr,(e3) = {C,} et s3 = C},
donc Sy = {C4, Cs,C3,Cy} et Ty = {Cs, Cg, Cs, Co }.

5. L’algorithme s’arréte car n’importe quelle affectation e, viole une contrainte de

Sy (i.e., fr,(eq) > 0) et donc Sy est un IIS-C, c’est I'1IS-C M; de la Figure 4.2,

donc c’est I’TIS-C de cardinalité minimum.
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Cette stratégie peut aussi étre utilisée dans 1’algorithme Removal en considérant les
poids des clauses ou variables supprimées comme étant O et les autres étant 1. Comme
I’1IS sélectionné a une premiére clause ou variable supprimée en dernier, nous suppri-
mons ceux avec le plus petit poids de voisinage en premier, ce qui préserve les plus

denses. Illustrons ceci, avec les contraintes de la formule CNF de la Figure 4.2.

1. Audépart (i.e., pour ¢ = 0), toutes les contraintes ont un poids de 1 et les poids de

voisinage pour chaque contrainte sont donnés dans la Figure 4.5.

Tableau 4.5 — Les poids de voisinage lorsque : = 0

Contrainte | C; Cq C3 Cy C5 Cg C; Cg Cy
WA 5 5 8 8 6 6 6 8 8

L algorithme supprime une clause de plus petit poids de voisinage, dans ce cas-ci
C, ou C, sont possibles. Supposons que 1’algorithme supprime C,, donc le poids

de Cj estfixé a 0.
2. Pour i = 1, les poids de voisinage sont donnés dans la Figure 4.6 L’algorithme

Tableau 4.6 — Les poids de voisinage lorsque ¢ = 1

Contrainte | C; Co C3 Cy C; Cg C; Cg Cy
WnG T4 7 7 6 6 6 71 7

supprime donc C (donc son poids vaut 0).
3. Pour ¢ = 2, les poids de voisinage sont donnés dans la Figure 4.7.

Tableau 4.7 — Les poids de voisinage lorsque i = 2

Contrainte | C; Co C3 Cq4 Cs Cg C; Cg (g
WA - - 6 6 6 6 6 6 6

Comme tous les poids sont égaux, la formule essaie de supprimer une clause parmi

celles restantes, disons Cs. Or, la sous-formule obtenue devient réalisable, donc
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il faut garder C3. L’algorithme essaie de supprimer une autre contrainte, disons
Cy. Les poids de toutes les contraintes restantes diminuent a 5. Ensuite, quand
I’algorithme essaie de supprimer les contraintes Cs a Cg, la sous-formule devient
réalisable, donc ces contraintes doivent étre conservées. L’IIS-C ainsi obtenu est

M, de la Figure 4.2.

Précisons qu’avec cette technique, nous n’obtenons pas nécessairement I’IIS de car-
dinalit¢ minimum. Nous avons vu clairement, dans la version contraintes de 1’exemple

ci-dessus (avec Removal), que I'IIS-C obtenu n’est pas celui de cardinalité minimum.

4.2.3 Accélération des heuristiques de sélection

Cette section présente une technique qui peut étre utilisée pour accélérer la recherche
d’IIS quand les versions heuristiques des algorithmes Insertionet PreFiltering
sont utilisées. Dans ces algorithmes, la procédure MaxWSAT est une heuristique, plutot
qu’une méthode exacte. Etant donné une formule F, si cette procédure retourne une
affectation e; et un ensemble F;(e;) de contraintes non satisfaites ou de variables non
affectées avec fr,(e;) = 1 (ou f retourne le nombre de clauses non satisfaites ou de va-
riables non affectées), nous savons que soit F est réalisable, soit I’unique contrainte ou
variable s de Fr, (e;) fait partie de I’intersection des IIS. Supposons que F n’est pas réa-
lisable, la seule clause ou variable dans Fr, (e;) appartient nécessairement a tous les IIS
de F, nous pouvons directement la durcir. De plus, si ’algorithme MaxWSAT est implé-
menté comme une heuristique de recherche locale, un grand nombre d’affectations pour
lesquelles fr.(e;) = 1 peuvent étre visitées. Nous pouvons ainsi mémoriser les clauses
insatisfaites ou les variables non affectées correspondant a ces affectations, et les durcir
toutes une fois que la recherche locale est terminée. Cette technique est particuliérement
efficace quand F contient un seul IIS. Dans de tels cas, une seule itération de 1’algo-
rithme de recherche d’IIS (donc un seul appel a MaxWSAT) suffit souvent pour trouver

I’IIS en entier. Cette idée peut aussi €tre utilisée pour prouver que les formules non
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réalisables obtenues en utilisant I’algorithme Insertion ou PreFiltering sont
minimales. Par conséquent, si MaxWSAT trouve fr.(e;) = 1 a chaque itération de I’algo-
rithme de recherche d’IIS (en excluant la derniere itération ou fr,(e;) > «), nous savons

que soit la sous-formule trouvée est le seul 1IS du probléme, soit elle est réalisable.

4.3 Algorithme tabou pour MaxWSAT

Dans les algorithmes de sélection, les procédures SAT et MaxWSAT peuvent étre
exactes ou heuristiques. Cependant, comme le probleme SAT est NP-complet et le pro-
bléme Max-SAT pondéré est NP-difficile, les algorithmes exacts peuvent avoir certaines
difficultés a résoudre des grandes instances, et, dans ces cas-1a, nous devons nous tour-
ner vers des heuristiques. Afin de résoudre ces problémes de fagon efficace, nous avons
implémenté une heuristique de recherche locale basée sur ’algorithme de recherche
tabou [62]. Desrosiers et al. [39] ont utilisé avec succes de telles heuristiques pour
trouver des sous-graphes sommets-critiques et arétes-critiques dans le cas du probléme
de k-coloration pour des grandes instances. Lors de nos expériences avec 1’algorithme
Removal, nous avons utilis€ une procédure SAT exacte : I’algorithme zChaf £ de Mos-
kewicz et al. [107]. Par contre, pour les algorithmes Insertion et HittingSet,
nous avons utilisé des procédures MaxWSAT heuristiques utilisant la recherche tabou.
En effet, pour le probleme SAT il existe de nombreux algorithmes exacts tres perfor-
mants ; par contre, pour le probléme Max-SAT pondéré, il existe moins d’algorithmes

exacts et ils ne sont pas aussi performants que ceux existants pour SAT.

Pour la détection d’IIS de contraintes, 1’algorithme tabou pour MaxWSAT est présenté
dans la Figure 4.14. Nous utilisons comme espace des solutions S 1’ensemble des af-
fectations complétes possibles notées s : X — {0,1} (nous employons cette lettre
S pour désigner ’ensemble des solutions, car c’est la notation qui est principalement

utilisée dans la littérature sur les méthodes de recherche tabou ; cependant, il faut faire
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attention de ne pas confondre avec le terme S des algorithmes de détections d’IIS, qui
peut étre un ensemble de contraintes ou de variables). La fonction de coit f,(s) servant
a mesurer la qualité d’une affectation s est la somme des poids des clauses insatisfaites
par s, que nous minimisons. Si, & une certaine itération, plusieurs mouvements meénent
a des affectations de méme colt minimum, un parmi ceux-ci est choisi au hasard. Etant
donné une affectation complete s, un voisin de s est obtenu en inversant la valeur de
vérité d’une seule variable. Quand nous cherchons le meilleur voisin s’ de s, nous ne
recalculons pas le coit de chaque voisin. En effet, pour connaitre en temps constant
le colit de chaque mouvement, nous maintenons a jour une matrice Gamma de taille
nombre de variables par deux (valeurs 0 et 1) telle que Gamma(z, ) stocke le colt de
I’affectation de ¢ a z. Lorsqu’un mouvement est effectué qui modifie la valeur de z en
changeant s(z) par s'(z), I’augmentation ou la diminution du cotit actuel est donné par le
calcul suivant Gamma(z, s'(x)) — Gamma(z, s(z)). Quand un mouvement (z’, s'(z'))
est effectué, la ligne de la variable z’ de la matrice Gamma est mise a jour. De plus, afin
d’éviter de cycler, pour s’échapper des minima locaux, I’algorithme de recherche tabou
interdit, durant 7 itérations, de changer la valeur de la vanable affectée, a3 moins que
cela améliore le meilleur cofit trouvé a ce moment. Nous avons implémenté trois fagons
différentes de calculer 7. Premiérement, il est possible de lui attribuer une valeur fixe
pour toutes les itérations. Deuxi¢émement, il est possible de donner deux valeurs 7,,;, et
Tmaz €t @ chaque itération 7 est choisi au hasard dans I’intervalle [7,,,, Tings]. Troisié-
mement, il est possible de choisir 7 au hasard dans I’intervalle [)\\/N—V 22V NV — 1]
ol ) est un parametre et NV est le nombre de contraintes violées. Pour les résultats
expérimentaux que nous presentons dans la Section 4.5, nous avons utilisé la troisiéme
méthode de calcul pour 7 avec A = 1.5 ou 3.0. Afin de savoir si un mouvement (z, s(z))
est tabou, nous conservons dans A(z, s(x)) 'itération a partir de laquelle le mouvement
n’est plus tabou. A chaque fois qu’un mouvement (z, s(z)) est effectué, alors la valeur
de A(z, s(z)) est mise a jour et vaut le numéro de I’itération courante + 7. La valeur

retournée par MaxWSAT est une affectation compléte des variables s* et I’ensemble U
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de clauses non satisfaites par la solution s* tel que f,,(s*) est la plus petite valeur de
la fonction objectif rencontrée. L’algorithme s’arréte soit apres un nombre maximal fixé
d’itérations ou un nombre maximal d’itérations sans amélioration ou apreés un temps
d’exécution cpu maximal.

La procédure expliquant comment U est mise a jour est présentée dans la Figure 4.15 :
si une contrainte C était non satisfaite au début de I’itération et devient satisfaite par le
changement de la valeur de z', alors C est supprimée de U ; dans le cas contraire ou C
était satisfaite au début de I’itération et devient non satisfaite par le changement de la

valeur de z alors C est ajoutée a U.

D’un autre coté, pour la détection des IIS de variables, la procédure tabou pour
MaxWSAT est présentée dans la Figure 4.16. Dans ce cas-ci, I’espace des solutions S de
MaxWSAT est I’ensemble de toutes les affectations partielles 1égales s : X — {0, 1, -},
ou “-” signifie qu’il est possible qu’une variable ne soit pas affectée. La fonction de cott
fw(s) calcule la somme des poids des variables non affectées et le but est de minimi-
ser f,(s). Une solution voisine de s est obtenue en donnant une valeur a une variable
non affectée de s, et si nécessaire en désaffectant des variables appartenant a des clauses
insatisfaites, en commengant avec celles qui sont impliquées dans le plus de clauses

insatisfaites, jusqu’a ce que 1’affectation soit évaluée a vraie.

Ce processus d’affectation et de désaffectation est effectué par la procédure
Affectation dont le pseudo-code est donné dans la Figure 4.17. Dans cette pro-
cédure, nous notons X ’ensemble des variables de X participant a la contrainte C.
Lorsqu’une affectation d’une variable z est testée ou est effectuée, il faut parcourir les
contraintes et mémoriser les contraintes auxquelles participe x qui ne sont pas satis-
faites (i.e., ou toutes les variables sont affectées et dont aucune variable ne satisfait la
contrainte). Le processus de désaffectation s’effectue de maniére gloutonne en désaf-
fectant d’abord les variables impliquées dans le plus de contraintes non satisfaites. En

cas d’égalité entre plusieurs variables possibles pour la désaffectation, une des variables
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MaxWSAT(F, W) tabou pour une affectation compléte des variables

Entrée : Une formule CNF F non réalisable et I’ensemble W des poids des clauses.
Sortie : Une affectation compléte des variables s* et un sous-ensemble U de clauses non
satisfaites.

Initialisation
pour chaque x € X faire
s(z) « attribution aléatoire de la valeur 0 ou 1;
\\ A(z,0) — Oet A(z,1) — 0;
s* — setiter «— letU «— O
pour chaque C € C faire
| si C n’est pas satisfaite alors U — U U {C};

Tabou
tant que aucun critére d’arrét n’est rencontré faire
ListeVar — 0 et fpess — +00;
pour chaque variable x appartenant a une clause de U faire
s —s;
s'(z) — 1~ s(x);
si iter > A(z, s'(z)) ou f,(s') < fu,(s*) alors
si fu(8') < foest ou ListeVar = () alors
L ListeVar — {z};
fbest — fw(sl);
sinon si f,,(s') = fyest alors
i | ListeVar « ListeVar U{z};

si ListeVar = () alors
| 2’ < choisir au hasard une variable appartenant & une clause de U;
sinon
|z’ « choisir au hasard une variable appartenant a ListeVar;
s(z'y — 1 —s(z);
A2, s(2')) — iter + 13
si fu(s) < fuw(s*) alors s* — s;
MettreAJour (U,C, (¢, s(z'));
| iter «— iter + 1;
retourner U;

Figure 4.14 — Algorithme tabou pour MaxWSAT pour une affectation compléte des va-
riables (lors de la recherche d’IIS de contraintes).
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MettreAJour(U,C,(z', s(z')))
Entrée : L’ensemble U des clauses non satisfaites, ’ensemble C de toutes les clauses et la
variable changée «’ ainsi que sa valeur s(z’).
Sortie : L’ensemble U mis & jour

pour chaque C € C contenant ' faire
si C € U et C est maintenant satisfaite par =’ alors

L U<U\{C}

sinon si C ¢ U et C est maintenant non satisfaite par ' alors

L U<—UU{C};

Figure 4.15 — Procédure mettant a jour U.

est tirée au hasard. Ce processus est répété jusqu’a ce que toutes les clauses soient sa-
tisfaites. Dans notre implémentation pratique de cet algorithme tabou, cette procédure
Affectationn’estpas appelée pour tester les cofits de tous les mouvements a chaque
itération, mais elle est appelée une seule fois a la fin de I’algorithme quand le mouvement
est effectué. En effet, afin de connaitre le couit de chaque mouvement en temps constant,
nous maintenons a jour une matrice appelée Gamma de taille nombre de variables par
trois (valeurs 0, 1 ou — quand une variable n’est pas affectée) telle que Gamma(z, 1)
stocke le coit de I’affectation de ¢ a z. Le calcul Gamma(z, s'(z)) — Gamma(z, s(z))
donne le coilit du mouvement consistant  affecter s'(z) a x a la place de s(z). Quand un
mouvement est effectué, la ligne de la variable affectée ainsi que les lignes de la ou des
variables désaffectées de la matrice Gammea sont mises a jour.

Une fois de plus, la recherche tabou interdit, durant 7 itérations, de donner a une variable
non affectée la valeur qu’elle vient juste de perdre, a8 moins que cela améliore le meilleur
cott trouvé. Comme pour la recherche d’IIS de contraintes, nous avons implément¢ les
trois mémes fagons de calculer la valeur de 7 (dans le troisiéme cas, NV est le nombre
de variables non affectées). A nouveau, A(z, s(x)) stocke I’itération & partir de laquelle
le mouvement n’est plus tabou. La valeur retournée par MaxWSAT est une affectation

partielle des variables s* et I’ensemble U des variables non affectées dans s* tel que
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MaxWSAT(F, W) tabou pour une affectation partielle de variables

Entrée : Une formule CNF F non réalisable et I’ensemble W des poids des variables.
Sortie : Une affectation partielle des variables s* et le sous-ensemble U des variables non
affectées de s*.

Initialisation
U« 0
pour chaque x € & faire
s(x) « "-" : aucune variable ne regoit une valeur ;
|_ A(z,0) —OetA(z,1) — 0etU «— U U{z};

s* —s=etiter — 1;

Tabou
tant que aucun critére d’arrét n’est rencontré faire
ListeMut «— (0 et fres — +00;
pour chaque variable x € U faire
pour chaque y € {0, 1} faire
s’ «— Affectation (F,w,s, (z,v));
siiter > Az, y) ou f,(s') < fi(s*) alors
si fu(8") < frest 0u ListeMuvt = () alors
ListeMuvt — {(z,y)};
Joest — fw(Sl);
sinon si f,,(s') = fes: alors
| ListeMuvt — ListeMvtU {(z,y)};

si ListeMuvt = () alors
z' « choisir au hasard une variable non affectée;
|y’ < choisir au hasard une valeur parmi 0 ou 1;

sinon (z’,y’) « choisir au hasard un mouvement appartenant & Liste Mut;
s’ — Affectation (F,U,w,s, (¢',¢));
U—U\{z'}
pour chaque variable x désaffectée par la procédure Af fectation faire
Az, s(x)) « iter +1;
L U—UU{z}
§—§';
si fiu(s) < fuw(s®) alors s* — s;
| iter «— iter + 1;
retourner U;

Figure 4.16 — Algorithme tabou pour MaxWSAT pour une affectation partielle des va-
riables (lors de la recherche d’IIS de variables).
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Affectation(F,U,w,s,(z,y))
Initialisation
L« (;
score(v) = 0V variable v;

s(z) = y;
pour chaque contrainte C tq x € X¢ faire

| si C n’est plus satisfaite alors L — L U {C};
pour chaque variable v € X \ U tq v # z faire
pour chaque C' € L faire

| siv € Xc alors score(v) « score(v) + 1

ant que L # () faire
Choisir v tq score(v) est maximum;
s(v) = —;
score(v) = 0;
pour chaque C g v € X faire
L~ L\{C);
pour chaque w € X¢ 1g w # v faire
| score(w) «— score(w) — 1;

-

Figure 4.17 — Procédure Af fectation.

fw(s™) est la plus petite valeur de la fonction objectif rencontrée.
A nouveau, 1’algorithme s’arréte soit aprés un nombre maximal fixé d’itérations ou un
nombre maximal d’1térations sans amélioration ou aprés un temps d’exécution cpu maxi-

mal.

Nous présentons maintenant un exemple de déroulement de 1’algorithme tabou pour
rechercher un IIS-V sur I’exemple de la Figure 4.2. Entre parenthéses se trouve d’abord
I’affectation actuelle, puis nous donnons le cotit actuel et le coit des mouvements pos-
sibles. Supposons que la longueur tabou est fixe et vaut 4 dans cet exemple. Nous mon-
trons I’initialisation et les sept premiéres itérations de 1’algorithme

— Initialisation : (- - - - - ) : Toutes les variables sont non affectées, donc le cout

actuel vaut 5. Tous les mouvements possibles ont un coiit de -1. Choisissons le
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mouvement (5,0), i.e., d’attribuer la valeur 0 a la variable zs.

— Itération 1 : (- - - - 0) : Le cofit total vaut 4. Tous les mouvements possibles ont
un coit de -1 sauf (3,1) qui a un cofit de 0 (en effet si nous mettions x3 a vrai, il
faudrait désaffecter x5 car la contrainte C'; ne serait plus satisfaite). Le mouvement
choisi est (1,1).

— Itération 2 : (1 - - - 0) : Le colt total vaut 3. Les mouvements (4,1) et (3,0) ont
un coiit de -1 et les mouvements (2,0), (2,1), (4,0) et (3,1) ont un cofit de 0 car il
faudrait désaffecter une variable. Choisissons le mouvement (4,1).

— Itération 3 : (1 - - 1 0) : Le cott total vaut 2. Les mouvements (2,0), (2,1), (3,0)
et (3,1) ont un coit de O car il faut désaffecter une variable. Le mouvement choisi
est (3,0), une seule contrainte devient non satisfaite : la contrainte Cs, alors 1l faut
désaffecter une variable de cette contrainte, soit la variable x; soit la variable z5
et le choix se fait au hasard. Choisissons x; et alors le mouvement (1,1) est rendu
tabou jusqu’a I’itération 7.

— Itération 4 : (-- 0 1 0) : Le cofit total vaut 2. Les mouvements (1,0) et (1,1) (tabou)
sont de coit 0 et les mouvements (2,0) et (2,1) sont de cotit -1. le mouvement (2,1)
est choisi.

— Itération 5 : (- 1 0 1 0) : Le cofit total est 1. Le mouvement (1,1) est tabou, le seul
mouvement possible est alors (1,0) de coiit O car 1l faut désaffecter la variable x3
car sinon la contrainte Cj serait non satisfaite. Alors le mouvement (3,0) est rendu
tabou jusqu’a I’itération 9.

— Itération 6 : (0 1 - 1 0) : de colit total de 1. Le mouvement (3,0) est tabou. Le
seul mouvement possible est (3,1) de cotit 1. En effet, les contraintes C et C; sont
non satisfaites, comme elles n’ont aucune variable en commun il faut désaffecter
deux variables : z; et 5. Les mouvements (1,0) et (5,0) sont rendus tabou jusqu’a
I’itération 10.

— Itération 7 : (- 1 1 1 -) : de colit total 2. Le seul mouvement non tabou possible est

(5,1) de coiit 0. La contrainte Cs devient alors non satisfaite et il faut désaffecter
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x3. Donc le mouvement (3,1) est rendu tabou jusqu’a I’itération 11.

4.4 Détails d’implémentation

Nous utilisons un algorithme exact afin de résoudre le probleme de hitting set mini-
mum (procédure HS de la Figure 4.8). En effet, ce probléme de hitting set minimum est

formulé en termes d’un programme lin€aire en nombres entiers et est résolu a 1’aide de

CPLEX.

m
man Z:ci
i=1
s.t
> xi>1, 1<j<n 4.1
ieUy
m
o> K (4.2)

Les U; sont les sous-ensembles Fs(e;) produits par 1’affectation e; obtenue par la pro-
cédure MIN de la Figure 4.8, K est la cardinalité du hitting set obtenu a 1’itération précé-
dente de I’algorithme HittingSet, et x; est égal a 1 si et seulement si la ¢-éme clause
ou variable est incluse dans le hitting set. Le role de la contrainte (4.2) est d’accélérer
la recherche en réduisant la taille de 1’espace des solutions, car il ne peut pas y avoir de

hitting set avec strictement moins que K éléments.
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4.5 Résultats expérimentaux

Dans cette section, nous présentons les expériences faites pour évaluer nos algo-
rithmes de sélection d’IIS en utilisant différentes instances aléatoires ou provenant de
problémes réels. Nous avons testé trois méthodes différentes.

— Dans la premiére méthode, nommée “Removal”, nous utilisons d’abord I’algo-
rithme exact Removal pour trouver un IIS-V en supprimant des variables dans un
ordre aléatoire. Ensuite, nous supprimons des clauses de cet IIS-V, en utilisant la
version “contraintes” de 1’algorithme Removal, pour trouver un IIS-C.

~ Dans la deuxiéme méthode, nommée “P+Insertion”, nous utilisons d’abord
I’algorithme PreFiltering afin de réduire le nombre de variables. Nous uti-
lisons ensuite 1’algorithme Insertion afin de trouver un IIS-V, et répétons le
méme processus sur I’IIS-V, cette fois pour trouver un IIS-C. Nous utilisons un des
deux algorithmes de recherche tabou décrits a la section 4.3 : si nous cherchons un
IIS-V c’est I’algorithme présenté dans la Figure 4.16 et si nous cherchons un IIS-C
c’est I’algorithme présenté dans la Figure 4.14, pour résoudre le probléme Max-
SAT pondéré. De plus, nous utilisons I’heuristique basée sur le poids du voisinage
pour sélectionner les clauses et variables a insérer dans I’IIS, et aussi la technique
d’accélération décrite a la Section 4.2.3 afin d’accélérer I’extraction. Parce que
cette méthode utilise une heuristique pour résoudre le probléeme Max-SAT pon-
déré, elle est encline a faire des erreurs qui peuvent rendre le sous-ensemble S; UT;
de la Figure 4.6 de clauses ou variables réalisable. Dans ces cas-1a, nous utilisons
la procédure Réparer de la Figure 4.7 qui ré-introduit aléatoirement des clauses
ou variables supprimées précédemment jusqu’a ce que le sous-ensemble S; U T;
redevienne non réalisable, i.e., jusqu’a ce que fs,r,(e;) > 0, ou jusqu’a ce qu’elle
ait la preuve qu’elle ne puisse pas réparer.

— Dans la troisiéme méthode, nous trouvons des IIS de cardinalité minimum en utili-

sant I’algorithme HittingSet avec un des algorithmes de recherche tabou (se-
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lon qu’il s’agit d’un IIS-C ou d’un IIS-V) pour résoudre le probléeme Max-SAT
pondéré et 1’algorithme exact décrit a la Section 4.4 pour résoudre le probléme de
hitting set minimum. Contrairement aux deux autres méthodes, nous trouvons des
IIS de cardinalité minimum de variables et clauses séparément, et écrivons “HS-V”
et “HS-C”, laméthode Hitt ingSet qui trouve respectivement des I1IS-V ou des
[1S-C.

Nous comparons ces trois méthodes avec plusieurs des algorithmes populaires exis-
tants pour extraire des IIS-C. Premiérement, zCore de Zhang et Malik [140] et AMUSE
de Oh et al. [109] sont des algorithmes disponibles sur internet qui produisent des sous-
formules non réalisables (non nécessairement minimales). IlIs peuvent étre combinés
avec I’algorithme zMinimal de Zhang et Malik [140] (aussi disponible sur internet)
qui est similaire a notre algorithme Removal pour trouver des IIS-C. Nous utilisons la
sortie de zCore et AMUSE comme entrée de zMinimal. La combinaison de zCore et
AMUSE avec zMinimal est notée zCore+ et AMUSE+.

Nous comparons aussi nos résultats avec ceux obtenus en utilisant les algorithmes MUP
de Huang [78], SMUS de Mneimneh et al. [106] et CAMUS de Liffiton et al. [95] qui pro-
duisent tous des IIS-C. L’algorithme SMUS offre en plus la garantie que I’IIS-C obtenu
en sortie est de cardinalité minimum (en nombre de clauses). De plus, comme 1’algo-
rithme CAMUS extrait tous les IIS-C d’une formule CNF, il trouve aussi celui avec le
nombre minimum de clauses.

Les algorithmes proposés par Bruni [26] et Mazure et al. [101] trouvent des sous-for-
mules non réalisables non nécessairement minimales. Comme ils ne sont pas dispo-
nibles sur internet, nous ne pouvons pas combiner la sous-formule obtenue en sortie avec
zMinimal.

Toutes les expérimentations ont été effectuées sur un PC 2GHz Intel Pentium IV avec
512kB de cache et 1 GB de RAM, sous Linux CentOS release 4.2. Tous les temps d’exé-
cution sont en secondes a part les valeurs de temps finissant par un “h”, dans ces cas-la

les valeurs sont en heures. Pour nos méthodes, nous avons effectué dix relances en uti-
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lisant des graines différentes, et nous donnons les valeurs moyennes des relances qui
ont réussi. Pour les algorithmes HS-V et HS - C, toutes les valeurs qui ne sont pas des
bornes inférieures (i.e., qui ne sont pas précédées par le signe ">") correspondent a 10
réussites pour chaque instance. Pour la méthode Removal, comme nous employons une
version exacte le nombre de réussites est de 10 pour chaque instance. Pour la méthode
P+Insertion, le nombre de réussites va €tre précisé pour chaque type d’instances.
Toutes les valeurs rapportées pour zCore+ et AMUSE+ ont été obtenues sur notre or-
dinateur (puisque ces algorithmes peuvent €tre téléchargés sur internet). Pour les autres
algorithmes, les solutions et les temps rapportés sont pris des articles correspondants
(quand ils sont disponibles). Bruni a effectué ses expérimentations sur un PC Pentium
450MHz (beaucoup plus lent que notre ordinateur), Mazure et al. sur un PC Pentium
133MHz (beaucoup plus lent que notre ordinateur), MUP a été testé sur un pentium IV
2.4GHz (un peu plus rapide que notre ordinateur), SMUS sur un Pentium IV 2GHZ (équi-
valent a notre ordinateur) et CAMUS sur un Opteron 2.2GHZ avec 8GB de RAM (un petit
peu plus rapide que notre ordinateur, mais surtout avec huit fois plus de mémoire vive).
Dans les tableaux de résultats qui suivent, “Nom” donne le nom de I'instance testée, “V”
et “C” sont le nombre de variables et de clauses de 1’instance originale ou de I'IIS. De
plus, “C”” référe au nombre de clauses de I’'IIS-C obtenu aprées avoir réduit un IIS-V, et

“t” donne le temps CPU.

4.5.1 Instances DIMACS

Le premier ensemble d’instances, qui peut étre trouvé sur le site ftp du Dimacs [1],
provient du deuxieéme Challenge DIMACS. Ces instances sont de quatre types différents.
Les instances AIM, fournies par Asahiro et al. [9], sont des instances 3-SAT artificielles.
Les instances JNH, fournies par Hooker, sont des instances aléatoires difficiles générées
en rejetant les clauses unitaires et en fixant la densité (ratio du nombre de clauses par le

nombre de variables) a une valeur difficile : comme nous I’avons vu dans le chapitre 2,
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le seuil autour duquel les instances sont difficiles est 4.24 pour les instances de 3-SAT.
Finalement, les instances SSA4 et BF, fournies par Van Gelder et Tsuji, sont des instances

provenant de problemes réels d’analyse d’erreurs dans des circuits.

Instances AIM Les instances AIM sont relativement petites et n’ont qu’un IIS-C a part
deux d’entre elles qui ont deux IIS-C de méme taille. Pour ces instances, nous avons
trouvé des IIS de variables et de clauses avec les algorithmes Removal, P+Inser-
tion, HS-V et HS-C. Les résultats sont présentés dans le Tableau 4.8 et sont comparés
avec ceux obtenus par zCore+, AMUSE+, Mazure et al. et par Bruni. Pour chacune des
instances AIM, toutes les dix relances de la méthode P+ Insertion ont réussi. Nous
observons que nos méthodes trouvent des IIS-C avec un nombre plus petit ou €gal de
variables et clauses que les sous-ensembles incohérents (pas forcément minimaux) trou-
vés par les autres algorithmes. Pour I'instance aiml00-1.6-2, Mazure et al. trouvent un
IIS-C avec une clause de moins que nous. Nous sommes siirs que ceci est une erreur car
HS-C a prouvé que notre IIS-C ayant 53 clauses est minimum en termes de cardinalité.
Nous pouvons remarquer que dans presque tous les cas, les IIS sont obtenus de fagon tres
rapide. Par exemple, tant la méthode Removal que HS-C trouvent des IIS-C en moins
de 3 secondes. La méthode P+ Insertion est légérement plus lente que Removal.
Ceci est di au fait que zChaff résout ces instances de maniere exacte en tres peu de
millisecondes, beaucoup plus rapidement que le temps requis par notre algorithme de
recherche tabou. En plus, nous observons que les algorithmes zCore+ et AMUSE+ sont

nettement plus rapides que les autres algorithmes.

Instances JNH Contrairement aux instances AIM, les instances JNH ont généra-
lement plusieurs IIS-C. Pour ces instances, nous avons testé les méthodes Removal,
P+Insertion, HS-V, HS-C avec une limite de temps d’une heure, et nous avons

comparé nos résultats avec ceux obtenus par Bruni et avec zCore+ et AMUSE+. Les
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résultats sont présentés dans le Tableau 4.9. Pour HS-V et HS-C, les valeurs données
représentent la cardinalité des hitting sets trouvés par chaque algorithme. Quand la li-
mite de temps était atteinte, les valeurs sont précédées par un “>" pour indiquer qu’elles
représentent des bornes inférieures sur le nombre de variables ou clauses d’un IIS. Pour
ces instances, la méthode P+Insertion a obtenu 10 réussites pour I’instance jnh2,
par contre pour les autres instances il n’y avait pas 10 réussites mais toujours au moins
trois réussites en mode variables et sept réussites en mode contraintes. Nous observons
que pour ces grandes instances, HS-V et HS-C n’ont pas pu trouver des IIS avec un
nombre minimum de clauses ou de variables a 1’exception de I’instance jnh2. De plus,
I’algorithme P+ Insertion a pu extraire un IIS-V mais aucun IIS-C pour les instances
jnhl6 et jnh18 avec la limite de temps d’une heure (cpu).

Nous observons aussi que Removal et P+Insertion trouvent, dans la plupart des
cas, des IIS contenant moins de variables et clauses que ceux trouvés par les autres al-
gorithmes. Cependant, zCore+ et AMUSE+ sont significativement plus rapides. Bien
qu’il soit plus lent, I’algorithme P+Insertion extrait des IIS avec beaucoup moins
de variables et de clauses que Removal. Ainsi, pour I’instance jnhl3, Removal ob-
tient un IIS-C de 66 variables et 92 clauses (avec une moyenne de 77.3 variables et 92.0
clauses), alors que P+Insertion trouve un IIS-C de 45 variables et 55 clauses (avec
une moyenne de 45.2 variables et 55.0 clauses). Ceci est du au fait que 1’heuristique
basée sur le poids du voisinage guide la méthode Insertion vers des IIS plus petits.
Finalement, nous pouvons voir que les bornes obtenues par les méthodes HS sont gé-
néralement loin des valeurs obtenues par les deux autres méthodes. Par contre, nous ne
savons pas si ces bornes sont trés proches ou tres €loignées des véritables cardinalités

minimum d’un IIS.

Instances SSA et BF Les instances SSA et BF ont beaucoup plus de variables et
clauses que les instances AIM et JNH (quelques milliers versus quelques centaines). Le
tableau 4.10 présente les résultats obtenus avec zCore+, AMUSE+, Removal,

P+Insertion et ’algorithme de Mazure et al. Ces instances sont trop grandes pour
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Tableau 4.9 — Résultats pour les instances JNH.

Instance zCore+ AMUSE+ Bruni | Removal P+Insertion HS-V[HS-C
NomVCVCtVCtVCt[VCC’tVCC’t v | C

jnh2 100 8501 61 69 02|48 54 02| 51 60 3.2{63.1 181.3 45.0 1.2]445 76.1 450 549 41 45
jonh3 100 8501 96 215 09191 190 0.9| 92 173 29.7{89.0 516.3 168.0 2.9{82.0 473.0 148.5 198.3| >27| >74
junh4 100 850) 86 128 0.3{71 102 0.3| 86 140 8.2184.6 247.9 134.0 2.3{64.0 177.0 102.0 146.4| >29| >60
joh5 100 850 69 80 0.2]85 131 0.4] 85 125 7.7|74.2 277.8 82.0 1.5164.7 1747 743 106.1| >28| >60
jnh6é 100 850 95 181 0.6|81 152 0.6 88 159 22.9179.1 332.1 130.0 2.2173.0 263.0 127.9 145.0] >31| >61
jnh8 100 850) 67 80 0.2{84 136 04| 70 91 0.6(74.3 268.2 86.0 2.2{60.0 150.3 79.2 102.9| >24| >39
jnh9 100 850 79 104 0.2{66 87 0.2} 78 118  1(80.5 350.0 114.0 1.9{57.0 126.5 719 114.6| >27| >45
jnh10 100 850} 81 119 03372 99 0.3} 95 161 0.1}75.6 307.2 77.0 1.858.5 137.8 73.0 96.5] >27| >54
jnhll 100 850} 88 140 03190 168 0.6{ 79 129 1981.0 356.1 116.0 2.0{70.0 211.0 110.7 263.8| >28] >77
jnh13 100 850| 46 54 0.1(62 71 0.2 77 106 0.1{77.3 3103 92.0 1.7|45.2 88.7 55.0 66.9| >28| >50
jnh14 100 850 66 78 02|70 92 0.2( 87 124 0.5|73.1 271.0 70.0 1.5|57.0 133.8 68.0 96.2] >26| >48
jnhl5 100 850| 86 145 0.4|82 134 0.5| 87 140 1.4{77.0 313.2 114.0 1.8|66.5 194.0 92.6 188.6| >25| >44
juhl16 100 850(100 451 10.9{99 384 10.6(100 321 55.8193.7 634.6 281.0 7.6/92.0 600.0 - >1h| 235(>161
jnh18 100 850| 96 196 0.6{94 223 0.9 91 168 40.6{88.0 491.7 166.0 2.9|81.0 364.5 - >1h| 225! >69
joh19 100 850 90 143 0.4|86 153 0.5} 78 122 7.4|79.3 344.0 110.0 2.0{72.0 239.0 116.0 100.9| >27| >50
jnh20 100 850| 74 95 0.2|79 121 0.3} 81 120 0.7|79.9 336.5 128.0 2.0{62.5 170.5 86.9 142.2| >24| >46

les méthodes HittingSet. A nouveau, nous observons que P+Insertion obtient
dans de nombreux cas des IIS-C avec moins de variables et clauses que ceux obtenus
par les autres algorithmes, bien qu’il soit significativement plus lent que zCore+ et
AMUSE+. Rappelons que tant zCore+ que AMUSE+ utilisent I’algorithme zMinimal
qui est similaire a notre algorithme Removal pour trouver des IIS-C. La différence des
résultats sur les IIS obtenus (en termes du nombre de contraintes et de variables) entre
notre Removal et zCore+ et AMUSE+ provient certainement de la premiére partie de
ces deux algorithmes, i.e., zCore et AMUSE et non de I'utilisation de zMinimal. Le
petit nombre de variables dans les IIS-C trouvés par Removal peut étre expliqué par
sa premicre phase qui consiste a appliquer Removal pour trouver un IIS-V (duquel des
clauses sont ensuite enlevées pour obtenir un IIS-C).

De plus, nous remarquons que, comme attendu, la méthode P+Insertion est plus
rapide que Removal pour trouver des IIS contenant peu de variables et clauses, mais
beaucoup plus lente dans les autres cas. Ainst, pour I’instance ssa6288-047, P+ Inser-
t ion trouve le méme IIS-C que Removal dans un temps moyen de 373.9 secondes,
alors que le temps moyen de Removal est de 1440.0 secondes. Pour ces instances, a part

pour I’instance ssa6288-047 nous n’avons pas obtenu 10 réussites sur les 10 relances de



126

la méthode P+ Insertion. Bien entendu, quand le signe ’-’ apparait dans une colonne

c’est qu’il n’y a eu aucune réussite. Quand un résultat est donné, il y a eu au moins trois

réussites.

Tableau 4.10 — Résultats pour les instances SSA et BF.

Instance

zCore+

AMUSE+

Mazure

Removal

P+Insertion

Nom \" C

vV C t

vV C t

Vv C

t

A\ C C t

v C C t

ssa0432-003 435 1027
s5a2670-130 1359 3321
55a2670-141 986 2315
5526288-047 10410 34238

307 323 1.2
559 787 7.5
5801303 17.9
24 25 1.7

303 328 13
558 712 7.2
580 1280 26.3
24 25 29

306 320

0.8

552 669 2.23h
579 1247 1.84h
- >24h

296.6 586.6 309.0 103
552.41280.4 669.0 83.0
575.0 1366.0 1277.0 87.9
240 450 250 0.4h

335.0 7145
570.0 1346.0 ->10h
587.0 1386.0 ->10h

24.0 450 25.0 373.9

->10h

bf0432-007 1040 3668
bf1355-075 2180 6778
bf1355-638 2177 4768

671 1355 25.5
81 152 0.9
82 153 0.9

664 1333 46.2
80 151 14
81 152 1.1

674 1252
82 185
83 154

853
26.2
32.6

597.71421.3 1151.0 120.9
79.0 199.0 150.0127.6
81.0 203.0 152.0126.3

659.0 1616.0 ->10h
80.0 203.0150.0 883
82.0 207.0153.0 128.1

bf2670-001 1393 3434 74 133 0.5 77 137 0.8{ 79 139 519.4| 74.0 152.0 141.0 43.9| 73.0 147.0132.0 51.3

4.5.2 Instances Daimler Chrysler

Le second ensemble d’instances de test, qui peut étre trouvé en [2], représente diffé-
rentes propriétés de consistance de la base de données des lignes de voitures de Daimler
Chrysler. Les résultats obtenus pour ces instances sont présentés dans les Tableaux 4.11,
4.12, 4.13 et 4.14. Dans le Tableau 4.11, nous montrons les résultats sur les instances
testées par Huang [78] (avec MUP) obtenus avec zCore+, AMUSE+, MUP, Removal,
P+Insertion, HS-C et HS-V. Nous avons imposé une limite de temps de 10 heures.
Nous observons que Removal est beaucoup plus lent que zCore+, AMUSE+ et MUP,
tout en produisant des IIS-C ayant environ la méme taille. De plus, nous voyons une
fois de plus que P+ Insertion est plus rapide que Removal quand les IIS sont petits,
mais échoue a trouver des IIS plus grands. Finalement, nous remarquons que la méthode
HittingSet convient mieux pour trouver des IIS de cardinalité minimum de clauses
que de variables. De plus, la méthode HS - C trouve en une heure un IIS de cardinalité

minimum pour chaque instance.
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Dans le Tableau 4.12, nous comparons les résultats sur les instances testées par Mneim-
neh et al. [106] (pour leur algorithme SMUS) obtenus avec zCore+, AMUSE+, SMUS,
Removal, HS-C et HS-V avec une limite de temps de 10 heures. Ces instances étaient
trop difficiles pour I’heuristique tabou de MaxWSAT de notre méthode Insertion,
c’est pour cela que nous ne reportons pas de résultats pour P+Insertion. Dans les
cas ou SMUS a échoué a trouver un IIS de cardinalité minimum, nous donnons a la place
des bornes inférieures et supérieures, séparées par un “ :”, sur le nombre de clauses d’un
1IS. Comme nous pouvions nous y attendre, puisque notre algorithme HS-C et SMUS
garantissent de trouver des IIS de cardinalité minimum, ils trouvent effectivement des
IIS-C avec le méme nombre de clauses. HS-C requiert moins de temps de calcul que
SMUS, méme si les expérimentations faites avec SMUS ont été effectuées sur un ordina-
teur plus performant. De plus, bien que HS - C trouve des IIS qui ont un nombre minimum
de clauses, il est plus rapide que Removal. Ceci est di au fait que, contrairement a 1’al-
gorithme Removal, il construit les IIS avec une approche constructive, et en plus les
IIS de cardinalité minimum ont beaucoup moins de clauses que les instances originales.

A nouveau, zCore+ et AMUSE+ sont les méthodes les plus rapides.

Dans les Tableaux 4.13 et 4.14, nous comparons les résultats obtenus sur toutes les ins-
tances Daimler Chrysler avec zCore+, AMUSE+, CAMUS et HS - C. Quand CAMUS réus-
sit a trouver tous les IIS d’une instance avec la limite de temps CPU de 600 secondes,
“#1IS” donne le nombre d’IIS différents contenus dans cette instance, alors que “Taille
IIS” donne le plus petit et plus grand nombre de clauses de ces IIS. Sinon, si “#IIS” est
précédé par “>”, les valeurs données sont celles calculées en utilisant les IIS trouvés

134l

avant ’arrét. Finalement, si est donné pour toutes ces valeurs, alors aucun IIS n’a
¢été trouvé par leur algorithme dans la limite de temps imposée. Nous voyons que, alors
que CAMUS a été capable de déterminer le plus petit nombre de clauses d’un IIS pour 32
des 84 instances, avec la limite de temps de 600 secondes, notre méthode HS - C a trouvé

cette valeur pour 79 instances avec la méme limite de temps. A nouveau, zCore+ et
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AMUSE+ sont les algorithmes les plus rapides, mais ils n’exhibent pas forcément un
IIS-C avec le plus petit nombre de clauses. Le nombre de réussites pour la méthode
P+Insertion a toujours €té de 10 (sur 10) pour le mode contraintes. En mode va-
riables, I'instance /68 FW_UT 2468 a obtenu 4 réussites et I'instance 202_FS RZ 44

a obtenu 6 réussites et toutes les autres instances 10 réussites.
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Tableau 4.12 — D’autres résultats pour les instances Daimler Chrysler.

[ Instance ] zCoret T AMUSE+ | SMUS Removal | HS-C HS-V l
[ Nom vV C|vCflvCi|lc ]V € € ]V € {1V ¢
168_FW_SZ 107 1698 6599 41 47 0.8} 43 50 1.1 47 546.5| 41.0 206.0 480 98.6} 41.0 47.0 325( 41.0 2082 69.1
168 FW_SZ 41 1698 5387| 27 30 0.3} 25 27 0.5 26 257.4| 23.0 86.0 27.0 609} 249 260 37.04 23.0 . 86.0 933
168_FW_SZ 66 1698 5401 12 16 02| 12 16 0.5 16 18.8( 12.0 440 160 658] 120 160 116§ 12.0 440 6.3
168_FW_UT_2463 1909 7489 35 38 0.5] 35 38 0.7 35 3504] 32.0 1650 372 1050} 32.0 350 50.6§ 32.0 154.8 1120
168_FW_UT_2469 1909 - 7500( 30 33 0.4] 30 33 0.7 32 831.5] 29.0 102.0 320 934} 29.0 320 3881 29.0 119.2 1337
168_FW_UT_ 714 1909 . 7487 6 9 04) 6 9 0.7 9 145 60 170 100 833f 60 9.0 40 60 170 64
168_FW_UT_851 1909 7491 9 1004 9 1007 8 599f 70 270 80 835 7.0 80 55 70 270 9.6
170 FR_RZ 32 1659 1 4956| 30 327 0.8{ 30 327 0.7 227 1213} 30.0 870.0 227.0 753| 30.0 227.0 90.4( 30.0 870.0 16.4
170_FR_SZ 58 1659 5001 | 47 49 0.3} 47 49 04 46 153] 43.0 1760 47.0 56.5| 43.0 46.0 19.7] 43.0 176.0 58.1
170_FR_SZ_92 1659 5082 46 131 0.5 46 131 0.6 131 153§ 46.0 137.0 131.0 51.6] 46.0 131.0 39.7| 46.0 137.0 265
170_FR_SZ 96 1659 4955( 22 64 03] 22 63 04 53 322.8) 21.0 301.0 620 595| 220 53.0 28.6( 21.0 301.0 11.8
202_FS_RZ 44 1750 6199 12 18 03| 21 27 05 18 131.0f 17.0 1410 320 724 121 180 119] 120 590 11.6
202_FS_SZ_104 1750 6201} 30 35 03] 29 34 05 24 50| 190 1160 240 76.2] 19.0 240 153| 19.0 1160 26.6
202_FS_SZ_ 121 1750 6181| 20 22 03] 21 23 05 22 25( 200 380 220 649f 200 220 114} 200 380 199
202_FS_SZ_122 1750 6179{ 19 33 03] 19 33 0.6 33 38| 190 2160 33.0 764} 19.0 33.0 - 10.2| 19.0 2160 15.1
202_FS_SZ_74 1750 6355{ 34 150 0.7| 34 150 0.7 150 36.4| 34.0 2340 1500 79.5; 34.0 150.0 88.0| 340 2360 1033
202_FS_SZ 84 1750 ° 6273204 219 1.21205 220 1.2|39:216 1.1h|199.0 1923.0 218.0 213.9/199.0 2140 599.3(198.0 1929.0 0.8h
202_FS_SZ 97 1750 © 62501 26 33 04| 24 34 0.6 28 621 21.0 97.0 280 839} 21.0 280 17.11 21.0  97.0 255
202 FW_RZ 57 1799 8685) 30 213 1.0] 30 213 1.3 213 583} 30.0 8150 213.0 113.4] 30.0 213.0 813} 30.0 8150 423
202_FW_SZ_100 1799 8738| 22 26 0.4 29 30 0.8 23 174.0f 21.0 1060 29.0 i06.2| 22.0 23.0 16.71 21.0 106.0 199
202_FW_SZ_103 1799 10283}139 158 2.5{138 156 3.4|35:149 2.4h|134.0 1641.0 156.0 0.3h [133.0 1480 4245 228 - >10h
202_FW_SZ 123 1799 8686] 21 37 0.5] 21 37 0.7 36 14.7{ 20.0 - 2480 36.0 100.2| 20.0 36.0 13.2} 20.0 2480 153
202_FW_SZ 6t 1799 8745) 16 18 0.4| 16 18 0.7 18 163.8] 150 67.0 19.0 985| 160 180 527 150 670 68.3
202 FW_SZ_77 1799 8860| 34 156 0.8 34 156 1.0 156 37.2] 340 240.0 156.0 103.8| 34.0 156.0 136.0] 34.0 240.0 1005
202 FW_SZ 98 1799 8689 6 8 04| 16 21 0.7 7 582{ 60 200 7.1 890 60 70 65| 6.0 200 70
208_FA_RZ 43 1608 5297 8 902} 6 8 04 8 769 70 190 9.0 542 60 80 92| 60 190 39
208 FA_SZ 120 1608 5278{ 19 34 02] 19 34 04 34 39] 19.0 2470 340 59.0( 190 340 9.6] 19.0 247.0 92
208_FA_SZ_87 1608 52991 17 20 02| 17 19 04 18 151 170 136.0 210 547]| 170 18.0 15.1] 17.0 136.0 12.7
208_FA_UT_3254 1876 7334 40 68 0.5] 41 70 0.8 40 953| 38.0 883.0 40.0 1099| 38.0 400 18.6| 38.0 8&83.0 352
208_FA_UT 3255 1876 7337 40 68 0.5] 41 70 0.8 40 94.6| 38.0 883.0 40.0 109.8( 38.0 40.0 18.7| 38.0 &83.0 38.0
210_FS_RZ 23 1755 5778} 22 35 03] 23 41 06 31 2663 17.0 710 33.0 686 17.0 310 242] 170 710 24.1
210_FS_RZ 38 1775 5763| 17 28 0.3] 19 34 05 25 2619 13.0 570 250 663) 13.0 250 159] 13.0 570 18.0
210_FS_RZ_40 1775 5752| 29 140 0.6 29 140 0.6 140 36.2| 290 652.0 1400 81.5{ 29.0 1400 479| 29.0 6520 419
210 FS_SZ 103 1775 . 5775} 35 45 03] 39 50 0.6 45 386.4| 350 1440 450 7L1] 350 450 31.9| 350 1440 5135
210_FS_SZ 107 1775 5762f 11 15 03| 11 1505 15 253| 11.0 350 150 65.0f 11.0 150 69( 110 350 115
210_FS_SZ_123 1775 5921} 49 176 0.7 49 176 0.8 176 0.4h| 49.0 318.0 1760 75.5{ 490 176.0  83.9| 49.0 3180 3475
210 FS_SZ 78 1775 5930 37 170 0.7 37 170 0.8 170 56.7| 34.0 239.0 180.0 74.8{ 37.0 170.0 116.5( 34.0 2390 1149
210_FW_RZ 57 1789 7405| 14 26 04| 17 32 0.7 25 355.0] 13.0 570 250 93.1{ 13.0 250 17.3] 130 570 27.7
210_FW_RZ 59 1789 7394| 29 140 0.6 29 140 0.8 140 56.7{ 29.0 652.0 140.0 107.7| 29.0 1400 51.3| 29.0 652.0 96.7
210 FW_SZ 106 1789 7417 39 55 04{ 42 53 0.8 49 789.6] 38.0 2050 51.0 97.6| 38.0 490 3721 37.0 201.0 7416
210_FW_SZ 111 1789 7404| 11 15 04} 11 15 0.6 15 352|110 360 150 995; 110 150 78( 110 360 29.2
210 FW_SZ 128 1789 7412| 14 23 04] 13 23 0.7 22 1513 120 300 23.0 973} 130 220 200 120 300 35.0
210_FW_SZ 90 1789 79941216 279 3.11228 29) 3.9]37:275 1.8h]209.0 2044.0 287.0 408.51209.0 274.0 0.34h 264 - >10h
210_FW_SZ 91 1789  7721(214 277 2.6(216 279 3.1|41:271 1.8h1206.0 2052.0 280.1 362.7{206.0 271.0 0.3h 228 - >10h
220 FV_RZ 12 1728 4512 10 11 0.2] 13 14 04 11 506f 160 810 17.0 506| 300 110 561 100 400 111
220_FV_RZ 13 1728 . 45091 9 10 0.2] 13 14 03 10 334§ 13.0 420 140 492| %0 100 56| 9.0 310 8.0
220_FV_RZ 14 1728 4508 10 11 02) 10 1104 11 339f 100 400 11.0 53.7| 100 110 3.8( 100 400 73
220 _FV_SZ_46 1728 - 4498) 16 17 0.2} 31 32 04 17 7841 160 780 17.0 504f 160 170 10.7] 160 780 318
220 _FV_SZ 65 1728 4496 18 23 0.2} 18 23 04 23 189} 180 500 23.0 549f 183 230 9.7] 180 500 164
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Tableau 4.13 — D’autres résultats pour les instances Daimler Chrysler.

Instance zCore+ | AMUSE+ CAMUS HS-C
Nom v C |V C t|lV C tft #I1IS Taille I1S| V C t
Min Max
168 FW _SZ 107 1698 6599 41 470.8{ 43 501.1] - - - -1 41.0 470 325
168 FW _SZ 128 1698 5425( 30 960.6{ 29 960.7| - - - -j 28.0 920 529
168 FW _SZ 41 1698 5387( 27 300.3f 25 270.5] - - - - 249 260 37.0
168 FW _SZ 66 1698 5401} 12 160.2| 12 160.5( - - - -] 120 16.0 11.6
168 FW_SZ 75 1698 5422| 47 480.3| 47 4805, - - - -1 47.0 48.0 29.1
168 FW_UT 2463 1909 7489| 35 380.5| 35 380.7] - - - -| 32.0 350 50.7
168 FW_UT 2468 1909 7487| 32 350.5| 32 350.8] - - - -| 30.0 33.0 40.6
168 FW_UT 2469 1909 7500| 30 33 0.4 30 330.7| - - - -] 29.0 32.0 388
168 FW_UT_ 714 1909 7487 6 904 6 907 - - - -l 60 9.0 40
168_FW_UT_851 1909 7491} 9 1004} 9 100.7j0.3 102 8 16/ 7.0 8.0 5.5
168 FW_UT 852 1909 7489 9 1004| 9 100.7(0.3 102 8 16 7.0 8.0 5.4
168 FW_UT 854 1909 7486| 9 1004} 9 100.7{0.3 102 8 16/ 7.0 8.0 5.1
168 FW _UT 855 1909 7485 9 100.4| 9 100.7(0.3 102 8 16/ 7.0 8.0 5.2
170 FR_RZ 32 1659 4956 30327 0.8 30327 0.7/0.8 32768 227 228| 30.0227.0 90.4
170 FR_SZ 58 1659 5001( 47 490.3] 47 4904|7.5 218692 46 63] 43.0 46.0 19.7
170_FR _SZ 92 1659 5082( 46 131 0.5| 46 131 0.6/0.1 1 131 131} 46.0131.0 39.7
170 FR _SZ 95 1659 4955 22 63 0.3| 21 620.5| ->23301932 S3 66] 22.0 52.0 27.0
170 FR_SZ 96 1659 4955( 22 640.3| 22 630.4| ->10383703 67 821 22.0 53.0 28.6
202_FS RZ 44 1750 6199 12 180.3| 21 270.5] - >7764186 29 541 12.1 180 119
202 FS_SZ 104 1750 6201{ 30 3503} 29 340.5 - >4803992 70 94| 19.0 240 153
202 FS_SZ 121 1750 6181} 20 220.3} 21 230.5/0.1 4 22 241200 220 114
202 FS SZ 122 1750 6179| 19 3303} 19 330.6]0.1 1 33 33]19.0 33.0 102
202_FS_SZ 74 1750 6355( 341500.7| 341500.7} - - - -] 34.0150.0 88.0
202_FS_SZ 84 1750 6273{204 219 1.2{205 220 1.2| - - - -1199.0214.0 599.3
202_FS SZ 95 1750 6184| 11 130.3( 13 150.5| - >6173760 35 50| 6.0 7.0 54
202 FS_SZ 97 1750 6250 26 330.4| 24 340.6] - >5466033 99 125/ 21.0 28.0 17.1
202_FW_RZ 57 1799 8685| 30213 1.0| 30213 1.3|0.4 1 213 213| 30.0213.0 813
202 FW_SZ 100 1799 8738| 22 260.4| 29 300.8( - - - -122.0 23.0 167
202 FW_SZ 103 1799 102831139 158 2.5|138 156 3.4 - - - -1133.0 148.0 424.5
202_FW_SZ 118 1799 8811 47130 0.8 47 1300.9| ->11072627 130 132( 46.0129.0 110.5
202_FW_SZ 123 1799 8686| 21 370.5| 21 370.7[0.2 4 36 38 20.0 360 13.2
202 FW_SZ 124 1799 8684] 19 330.4] 19 330.8/0.1 1 33 33[19.0 330 112
202 FW_SZ 61 1799 8745| 16 180.4| 16 180.7[ - - - -1 16,0 18.0 527
202 FW SZ 77 1799 8860) 34 156 0.8] 34156 1.0| - - - -| 34.0156.0 1359
202_FW_SZ 87 1799 8946|243 379 3.1{244 398 3.6{ - - - -1231.0 361.0 3519.9
202_FW_SZ 96 1799 8849{2052101.5{2152201.8] - - - -1204.0209.0 983.8
202 FW_SZ 98 1799 8689 6 80.4; 16 2107 - - - -+ 6.0 7.0 6.5
202 FW_UT 28142038 11352 22 280.6| 15 191.1| - - - -| 15.0 16.0 95.1
202 FW UT 28152038 11352] 22 280.6] 15 191.1] - - - -| 150 160 96.9
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Tableau 4.14 — D’autres résultats pour les instances Daimler Chrysler.

Instance zCore+ }{ AMUSE+ CAMUS HS-C
Nom V C[(V C t(V C tjt #118 Taille 1IS| V C t
Min Max
208 FA RZ 43 16085297 8 902 6 804 - >87515 9 28 60 80 92
208 FA RZ 64 1608 5279} 292120.7] 29212 0.7}0.2 1 212 212 2902120 670
208 FA SZ 120 1608 5278 19 340.2| 19 34 0.4]0.1 2 34 34| 19.0 34.0 9.6
208_FA_SZ 121 1608 5278 18 320.2| 18 320.4(0.1 2 32 32| 18.0 32.0 9.1

208_FA_SZ 87 1608 5299| 17 2002} 17 190.4/0.9 12884 18 27| 17.0 180 151
208_FA_UT 3254 18767334 40 680.5| 41 700.8/0.7 17408 40 74| 38.0 400 18.6
208_FA_UT 3255 1876 7337| 40 680.5{ 41 700.8[1.4 52736 40 74| 38.0 400 18.7
208 FC_RZ 65 1654 5591| 12 1402| 11 1204 - - - 4110 120 138
208 FC_RZ 70 1654 5543| 292120.8 29212 0.7{0.2 1212 212{ 29.02120 675
208 FC_SZ_107 1654 5641} 36 4703| 38 500.5) - - - -] 310 440 261
208 FC_SZ_127 1654 5542| 19 340.2( 19 340.50.1 1 34 34/ 190 340 102
208_FC_SZ_128 1654 5542| 18 3203| 18 320.5[0.1 1 32 32/ 180 320 96
210 FS RZ 23 17555778| 22 3503| 23 4106| - - - 170 310 242
210 FS RZ 38 17555763 17 2803 19 3405| - >5365108 46 59| 13.0 250 159
210 FS RZ 40 1755 5752| 29 140 0.6 29 140 0.6/0.3 15 140 173| 29.0140.0 47.9
210_FS_SZ_103 1755 5755| 35 4503| 39 500.6| - - - 1350 450 319
210 FS_SZ 107 17555762 11 1503| 11 1505 - >2160988 48 65| 11.0 150 6.9
210_FS_SZ_123 1755 5921| 49176 0.7| 49 176 0.8 ->10064216 177 234| 49.0176.0 83.9

210_FS_SZ 129 17555753 20 33 0.3} 20 330.5/0.1 1 33 33200 330 102
210 FS SZ 130 17555753| 19 310.3] 19 310.5|0.1 1 31 31[19.0 310 9.6
210_FS_SZ 55 1755 5781} 28 450.3( 27 4606 - - - - 24.0 41.0 314
210_FS_SZ 78 1755 5930{ 37170 0.7 371700.8; - - - - 37.0170.0 116.5

210 FW_RZ 30 1789 7426 22 390.4f 27 480.8| - - - -] 19.0 350 364
210 FW_RZ 57 17897405 14 2604} 17 320.7| - >4597505 47 61{ 13.0 250 17.3
210_FW_RZ_59 1789 7394} 29 140 0.6| 29 140 0.8{0.4 15 140 173} 29.0140.0 51.3
210_FW_SZ 106 1789 7417} 39 5504| 42 530.8} - - - -| 38.0 49.0 37.2
210 FW_SZ 111 17897404 11 1504( 11 150.6; - >6904528 39 S1| 11.0 150 7.8
210 FW_SZ 128 17897412 14 2304| 13 230.7| - - - - 13.0 22,0 20.0
210 FW_SZ 129 1789 7606| 49 176 0.9| 49176 1.0 - >7528982 238 281]| 49.0176.0 90.0

210 FW_SZ 135 1789 7395| 20 33 0.4{ 20 330.7]0.1 1 33 33} 200 330 11.6
210_FW_SZ 136 17897395 19 310.4{ 19 310.7{0.2 1 31 31 19.0 31.0 108
210 FW_SZ 80 1789 7572( 39173 0.8} 351751.0y - - - -1 37.0171.0 1553
210_FW_SZ .90 1789 7994{216 279 3.1228 291 3.9} - - - -1209.0 274.0 1225.7
210_FW_SZ 91 1789 7721|214 277 2.62162793.1} - - - -|1206.0 271.0 1093.4
210_FW_UT_8630 2024 9721} 29 38 0.6 25 381.1] - - - -1 19.0 30.0 397

210 FW_UT _8634 2024 9719 28 320.5} 28 351.0] - - - -| 18.0 23.0 300
220 FV_RZ 12 17284512{ 10 1102} 13 1404|1.7 80272 11 35| 100 11.0 5.6

220_FV_RZ_13 17284509 9 1002 13 140.3|0.3 6772 10 27| 9.0 100 5.6
220 FV_RZ 14  17284508] 10 110.2( 10 110.4/0.1 8 11 18| 10.0 11.0 3.8
220 FV_SZ 114 1728 4777| 471320.5| 471320.6] - >1356651 320 364| 47.0132.0 623
220 FV_SZ_121 17284508 14 58 0.3| 14 58 0.4{0.2 9 58 65140 58.0 173
220_FV_SZ_ 39 1728 5263|199 2052.2{2112172.8} - - -1199.0 205.0 340.2

220 FV_SZ 46  17284498( 16 1702| 31 320.4{ ->11089464 40 71| 16.0 17.0 10.7
220 FV_SZ 55 1728 5753|240 304 3.8{238 305 4.6 - >2822517 663 670]233.0297.0 664.9
220 FV_SZ 65 17284496; 18 2302} 18 230.4)3.2 103442 23 40| 18.0 23.0 9.7
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4.5.3 Instances difficiles provenant de la coloration de graphes

Les instances considérées jusqu’a maintenant sont relativement faciles a résoudre
pour les algorithmes exacts (comme zChaf f), ce qui permet de trouver facilement des
IIS tant avec notre algorithme Removal qu’avec les techniques comme zCore+ et
AMUSE+. Dans le but de tester nos algorithmes dans un contexte différent, nous avons
généré des instances qui sont beaucoup plus difficiles pour les algorithmes exacts. Ces
cing nouvelles instances ont été générées a partir de problémes aléatoires de k-coloration
de graphe en utilisant le convertisseur de Culberson [35]. Cette conversion d’un pro-
bléeme de k-coloration de graphe en un probleme SAT fonctionne de la fagon suivante.
Supposons que nous ayons un probléme de k-coloration pour un graphe G = (V, E) tel
que |V| = n et | E| = m. Pour transformer ce probléme de k-coloration en un probléeme
SAT, pour chaque sommet v € V', nous créons k variables : .1, . .., Tyx. S1 2, est vraie
alors v obtient la couleur i. Ensuite, nous ajoutons les clauses suivantes.

— Pour chaque sommet v € V, il y a une clause z,; V ... V z,. Ces contraintes

imposent qu’au moins une couleur soit affectée pour chaque sommet v.

— Pour chaque aréte (v, w) € E et pour chaque couleurs = 1,..., k, il y a une clause
Zvi V Ty;. Ces contraintes imposent qu’une couleur ¢ ne peut pas étre affectée en
méme temps aux deux extrémités d’une aréte.

Le probleme SAT CNF correspondant comporte donc kn variables et n + mk clauses.
Prenons pour exemple le graphe de la Figure 4.18 et intéressons-nous au probléme de

2-coloration de ce graphe.

La transformation de ce probléme de 2-coloration pour ce graphe en un probléme SAT

CNF est la suivante. Les 10 variables sont z,1, ZTao, To1, Teo, Tel, Teo, Tdl, Tdo, Lel, Teo, €L
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Q‘G

Figure 4.18 — Exemple illustrant la transformation d’un probléme de 2-coloration de
graphe en probleme SAT CNFE.

les 17 clauses sont

Ci = Za V Za Cio = ITpn V Zg
Cy = T V T Cnn = Iy V Zg
Cs = a1 V 2o Cia = Iy V Za
Cy = zs1 V Za Ciz = Ty V Zg2
Cs = Ta V Ze Cu = ZTa V Za
Ce = Tax V In Cis = Teo V Teo
Cr = ZTgo V o Cis = ZTma V Za
Cs = Ty V Ig Cit = Zao V Teo
Cg = j‘aQ \% jcQ

Nous nous sommes demandés si les sous-ensembles incohérents obtenus correspon-
daient toujours a un sous-graphe du graphe original. Or, dans I’exemple présenté ci-
dessus il est possible que 1’'IIS-C obtenu par nos algorithmes ne corresponde pas a un
sous-graphe du graphe original. Par exemple, si nous utilisons P+ InsertionouHS-C
nous obtenons toujours 1I’IIS-C correspondant au triangle. Par contre, si nous utilisons
Removal ou Insertion sans heuristique du poids du voisinage nous pouvons obtenir

I’TIS-C suivant qui comporte 10 variables et 13 contraintes.
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Ci = Ta V Za
Co = i1 V Ip Cii = Iy V Zo
Cs = Ta V T Cio = Ty V ZIa
Cy = zan V Zg
Cy = Teax V Ze Cu = Zag V ZTa
Ce = Zgn V Ty
C; = Too V I
Cs = ZTa1 V Za Cim = Zap V ZTe
Co = Taa V Ze

Cet IIS peut facilement se vérifier si nous réfléchissons en termes de couleurs et re-
gardons les contraintes de I'IIS. Les contraintes C; a C5 imposent que chaque sommet
doit avoir une couleur. Les contraintes C's et C'; imposent que a et b doivent obtenir des
couleurs différentes et les contraintes Cg et Cy imposent que a et ¢ doivent obtenir des
couleurs différentes. Si a a la couleur 1, par la clause C; b et ¢ ne peuvent pas avoir tous
les deux la couleur 2. Si a a la couleur 2, alors nous pouvons donner la couleur 1 & b et
¢, mais alors par les clauses C5 et Cy il faudrait donner la couleur 2 a d et e, or ceci est

impossible a cause de la clause Ci7.

En utilisant cette conversion, nous avons généré cing instances difficiles. Pour chacune
de ces instances, nous trouvons un IIS-V potentiel en utilisant la méthode Insertion.
Ensuite, nous déterminons si ce sous-ensemble est réalisable en utilisant zChaf f. Si ce
sous-ensemble est non réalisable, nous avons une preuve que I’instance originale était
non réalisable. Le Tableau 4.15 résume les résultats de ces expérimentations. Les co-
lonnes étiquetées “zChaff” et “Vérif” donnent les temps d’exécution requis par zChaf £
pour résoudre les instances originales et les sous-formules extraites, avec une limite
de temps de 24 heures. Nous pouvons observer que parmi les cing instances testées,

zChaff n’a pu résoudre qu’une seule instance originale dans la limite de temps, alors
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qu’il a réussi a résoudre trois des sous-formules extraites. De plus, nous remarquons que
zChaff a requis beaucoup moins de temps pour résoudre les sous-formules extraites.
Par exemple, alors qu’il a échoué a résoudre I’instance DGHP50_5 en 24 heures, il a été
capable de résoudre sa sous-formule extraite en 7.74 heures. Etant donné que cela prend
0.87 heures pour extraire la sous-formule non réalisable, le temps total nécessaire pour
prouver que cette instance est non réalisable est 8.61 heures. Notons que zCore+ et
AMUSE+ étaient incapables de traiter ces instances avec la limite de temps de 24 heures.
Comme ces instances sont difficiles, le nombre de réussites (parmi les dix relances) est
faible : seulement une réussite pour les instances DGHP50_1 a DGHP50_4 et 3 réussites
pour I’instance DGHP50 5.

Tableau 4.15 — Résultats pour des instances provenant de la coloration de graphes.

Instance zChaff P+Insertion Veérif
Nom A% C t Vv C t t

DGHP50_1 350 3641 523h | 259 2277 0.43h | 2.48h
DGHP50_2 400 4618 >24h | *336 *3450 1.43h >24h
DGHP50_ 3 400 4650 >24h | 288 2796 0.70h | 17.42h
DGHP50_4 400 4602 >24h | *288 *2724 2.22h >24h
DGHP50_5 400 4706 >24h | 280 2619 0.87h | 7.74h

4.5.4 Discussion générale des résultats

Dans la section précédente, nous avons clairement observé que les algorithmes pro-
posés sont plus lents que d’autres algorithmes tels que zCore+ et AMUSE+ pour extraire
des 1IS-C. Ils ont, cependant, plusieurs avantages quand ils sont comparés avec les algo-
rithmes les plus populaires. Premiérement, nos algorithmes peuvent trouver non seule-
ment des IIS-C mais aussi des IIS-V. Ainsi, par exemple, alors que la version contraintes
de Removal est similaire 8 zMinimal, nous avons montré que la version variables de
Removal peut d’abord étre employée afin de réduire la taille d’une instance, et ensuite

un IIS-C peut étre extrait en utilisant la version IIS-C de Removal. L’algorithme ré-
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sultant, appelé Removal, a parfois extrait des IIS-C avec beaucoup moins de variables
et clauses que les autres algorithmes. L’algorithme P+ Insertion non seulement suit
la méme approche (i.e., enlevant des clauses d’un 1IS-V afin d’obtenir un IIS-C), mais
aussi utilise une heuristique basée sur le poids du voisinage dans le but d’extraire des
petits IIS. Nous avons observé qu’une telle technique rend possible, dans plusieurs cas,
le fait d’obtenir des IIS-C avec significativement moins de clauses.

Il y a d’autres différences importantes entre les algorithmes Insertion et Removal.
Par exemple, I’algorithme Insertion utilise une heuristique de recherche tabou pour
résoudre le probléme Max-SAT pondéré, alors que Removal utilise I’algorithme exact
zChaf f pour résoudre le probléme SAT. Dans plusieurs cas, 1’algorithme de recherche
tabou était plus lent que zChaf £, expliquant pourquoi I’algorithme Insertion était
souvent plus lent que Removal. Cependant, nous avons construit des instances difficiles
de coloration, qui sont tres difficiles a résoudre pour zChaf £, mais encore résolvables
pour notre heuristique tabou. Pour ces instances, 1’algorithme Insertion était le seul
capable de trouver des IIS-V pour prouver la non réalisabilité de ces instances. Une autre
différence est que ’algorithme Insertion construit des IIS d’une fagon constructive.
Donc, quand I’heuristique de recherche tabou ne fait aucune erreur, le nombre d’étapes
est plus petit ou égal au nombre de clauses de I’IIS-C. Ainsi, il n’est pas surprenant que
’algorithme Insert ion soit parfois plus rapide que I’algorithme Removal quand les
IIS-C ont beaucoup moins de clauses que 1’instance originale.

La version contraintes de 1’algorithme Hi t t ingSet (i.e., HS-C) extrait des IIS-C avec
un nombre minimum de clauses. Par contre, dans le pire cas, contrairement aux algo-
rithmes Removal et Insertion, le nombre d’étapes de HS - C peut étre exponentiel
dans la taille du nombre de clauses. Donc, il n’est pas surprenant que cet algorithme
ait échoué a résoudre plusieurs instances, en particulier quelques grandes instances DI-
MACS. Cependant, quand il est comparé avec SMUS et CAMUS sur les instances Daimler
Chrysler, HS-C a été 1’unique algorithme capable de résoudre toutes ces instances, gé-

néralement en moins d’une heure. Il est de plus intéressant d’observer les différences
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importantes entre les algorithmes HS-C et CAMUS. Comme mentionné dans la Section
3.2.3.3, caMUS construit d’abord 1’ensemble de tous les coMSS et ensuite tous les IIS-C.
Quand il réussit, cet algorithme est beaucoup plus rapide que notre méthode HS-C. Ce-
pendant, cet algorithme peut échouer (durant la phase 1) si le nombre de coMSS est trop
grand ou méme (durant la phase 2) si le nombre d’IIS-C est trop grand. Contrairement a
CAMUS, notre algorithme HS - C essaie de trouver un IIS de cardinalité¢ minimum en gé-
nérant seulement un nombre limité de complémentaires de sous-ensembles réalisables
(non nécessairement minimaux) : ce sont les ensembles notés Fs(e;) dans la Figure
4.8. Ceci rend possible 1a résolution de certaines instances qui sont hors de portée pour

CAMUS.

4.6 Conclusion

Nous avons présenté des nouveaux algorithmes permettant de trouver des sous-en-
sembles incohérents minimaux (IIS) de clauses ou variables d’un probléme SAT donné.
Nous avons aussi décrit un algorithme qui trouve des IIS avec un nombre minimum de
clauses ou variables. Nous avons vu que ces algorithmes d’extraction garantissent la non
réalisabilité et la minimalité quand ils sont utilisés avec un algorithme exact, et qu’une
garantie de minimalité peut étre obtenue, dans certains cas, quand ils sont utilisé€s avec un
algorithme heuristique. De plus, nous avons présenté des techniques additionnelles d’ac-
célération de ’extraction d’un IIS et permettant de trouver des IIS contenant moins de
variables et clauses. Finalement, nous avons évalué nos algorithmes en faisant plusieurs
expérimentations avec différentes instances, et nous avons comparé nos résultats avec
ceux obtenus par d’autres algorithmes existants pour la recherche d’IIS-C : zCore+,
AMUSE+, MUP, SMUS, CAMUS. Ces expérimentations ont montré que nos algorithmes
ne sont pas les plus rapides, mais ils produisent généralement des IIS avec moins de
variables et clauses que les sous-ensembles incohérents obtenus par les algorithmes aux-

quels nous nous sommes comparés. Pour de trés grandes instances sur lesquelles les
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algorithmes exacts (p.ex. zChaf f) ne peuvent pas étre appliqués pour prouver leur non
réalisabilité, notre algorithme Insertion a été le seul capable d’extraire des IIS. Aussi
notre algorithme HS - C peut déterminer des IIS-C de cardinalité minimum sur des ins-
tances qui sont hors de portée pour des algorithmes comme CAMUS. En résumé, les
algorithmes proposés représentent une alternative intéressante aux algorithmes existants

pour I’extraction d’IIS.
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CHAPITRE 5

REVUE DE LA LITTERATURE CONCERNANT LE FILTRAGE DE
CONTRAINTES GLOBALES DE CSP

Dans ce chapitre, nous présentons quelques exemples de méthodes permettant de fil-
trer les domaines des variables des contraintes globales afin d’obtenir la cohérence de
domaine. Tout d’abord, nous rappelons les définitions de contrainte globale et de cohé-
rence de domaine. Les contraintes globales d’un CSP sont les contraintes complexes qui
agissent sur plusieurs ou toutes les variables du CSP. Une contrainte globale C agissant
sur les variables z1, - - - , x,, est domaine-cohérente si pour chaque i € [1,--- ,n| et pour
chaque valeur a € D;ilexistely € Dy, ...,l;_1 € Di_1,liv1 € Ditq, ..., 1, € Dy, tels
que la contrainte C' soit satisfaite.

Comme les contraintes globales sont plus complexes que les contraintes binaires, les
algorithmes développés pour obtenir la cohérence de domaine sont généralement créés
pour une contrainte globale bien définie, car ils utilisent les particularités et les informa-
tions globales de la contrainte pour effectuer le filtrage. Donc, ce ne sont généralement
pas des algorithmes génériques pouvant étre utilisés pour plusieurs types de contraintes
globales.

Dans ce qui suit, nous présentons d’abord la méthode de filtrage de Régin [119] pour
la contrainte AllDifferent. Cette méthode a une grande importance en propagation de
contraintes, car ¢’est une des premieres méthodes a obtenir la cohérence de domaine pour
une contrainte globale d’une fagon relativement simple a mettre en place. Ensuite, nous
allons présenter le filtrage de Richter et al. [122] pour la contrainte SomeDifferent. Puis,
nous allons présenter briévement d’autres travaux concernant le filtrage des contraintes

globales.
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5.1 Algorithme de filtrage pour la contrainte AllDifferent

Dans cette section, nous présentons 1’algorithme de Régin [119] qui permet de filtrer
les domaines des variables afin d’obtenir la cohérence de domaine pour la contrainte
AllDifferent.

Les contraintes AllDifferent sont aussi appelées contraintes de différence. Rappelons

que la contrainte AllDifferent est définie de la fagon suivante.

AllDifferent(zy,...,2n) = {(01,...,an) | 0; € D; et a; # a; Vi # j}.

Toutes les variables doivent avoir une valeur différente.

Van Hoeve [136] précise qu’il existe au moins six algorithmes de filtrage pour la
contrainte AllDifferent, chacun atteignant un niveau différent de cohérence locale ou
I’atteignant de fagon plus rapide. L’information globale de la contrainte AllDifferent
est utilisée par I’algorithme de filtrage de Régin qui traite simultanément toutes les
contraintes de non-égalité et qui permet d’obtenir la cohérence de domaine. Cet algo-
rithme est basé sur la théorie du couplage.

Soit X I’ensemble de variables sur lesquelles la contrainte de différence est définie.
Pour une contrainte de différence C' nous pouvons définir un graphe biparti
GV(C) = (X¢,D(Xc), E) ol (x;,a) € E si et seulement si a € Dy, (i.e., a ap-
partient au domaine de ;). Ce graphe GV (C) est appelé graphe des valeurs de C (en
anglais value graph). La Figure 5.1 montre le graphe biparti obtenu si les variables sont

X = {z1, z2, 23} et les domaines sont D; = {1, 3}, Dy = {1,4,5}, D3 = {2, 4}.

Définition 5.1.1. Un sous-ensemble d’arétes d’un graphe G = (X, E) est un couplage
M si aucune paire d’arétes n’a un sommet en commun. Un couplage maximum est un
couplage de cardinalité maximale. Un couplage M dans un graphe G est dit couvrant si

chaque sommet de X est I’extrémité d’une aréte de M.
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Figure 5.1 — Une contrainte de différence représentée comme un couplage dans un
graphe biparti.

Régin [119] donne le théoréme suivant concernant la cohérence de la contrainte All-

Different.

Théoréme 5.1.2. Soit C une contrainte AllDifferent. Soit GV (C) = (X¢, D(X¢), E) le
graphe des valeurs de C. Alors C est domaine-cohérente si et seulement si chaque aréte

de GV (C) appartient a un couplage couvrant M.

Régin utilise une propriété énoncée par Berge [19] qui dit qu'une aréte appartient a
au moins un couplage couvrant si et seulement si, pour un couplage couvrant arbitraire
M, cette aréte appartient soit a une chaine alternée paire qui commence a un sommet

libre, soit a un cycle alterné pair.

Grice a cette propriété, Régin énonce la propriété suivante pour la cohérence de do-

maine.

Proposition 5.1.3. Soit C une contrainte AllDifferent. Soit une variable x impliquée
dans C et soit d € D,. Soit GV (C) le graphe des valeurs de C et soit M un couplage
couvrant de GV (C'). Alors le couple (z,d) est supporté par C si et seulement si ['une
des conditions suivantes est vérifiée :

— l'aréte (x,d) appartient a M,
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— D'aréte (x,d) appartient a une chaine alternée paire de GV (C) qui commence a
un sommet libre,

— Daréte (x,d) appartient a un cycle alterné pair de GV (C).

L’exemple de la Figure 5.2 représente le graphe des valeurs de la contrainte All-
Different(z;, z2, z3) o Dy = {1,2}, D, = {1,2}, D3 = {2,3}. Les arétes en gras
représentent un couplage couvrant et I’aréte en pointillé représente un couple (z, d) non
supporté. En effet, le couple (z3,2) n’est pas supporté car il ne peut jamais appartenir a
un couplage couvrant. Il faut donc supprimer la valeur 2 du domaine de z3 pour avoir la

cohérence de domaine pour cette contrainte AllDifferent.

Figure 5.2 — Une contrainte de différence représentée comme un couplage dans un
graphe biparti avec en gras les arétes d’un couplage couvrant et en pointillé une aréte
représentant un couple (z, d) impossible.

L’algorithme que Régin propose construit le graphe biparti GV (C) décrit ci-dessus
et cherche un couplage couvrant les sommets X. Ensuite, les arétes de GV (C) sont
orientées de la fagon suivante : les arétes de M sont orientées dans le sens de D(X)
vers X ¢ (valeurs vers variables) et les arétes n’appartenant pas & M sont orientés dans le
sens opposé. A partir de cela, il est possible d’identifier les arétes appartenant 4 un cycle
alterné pair ou a une chaine alternée paire. Ceci se fait en effectuant une recherche en
profondeur d’abord a partir des noeuds libres des GV (C') afin de déterminer les chaines
alternées paires et en cherchant les composantes fortement connexes du graphe ainsi

onenté.
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n
Soit n = | X¢| le nombre de sommets de X et m = Z | D;|, la recherche d’un cou-
i=1

plage couvrant peut étre fait en O(m+/n) (montré par Hopcroft et Karp [77]). Donc la
vérification de la satisfaisabilité d’une contrainte AllDifferent est en O(m+/n). La re-
cherche des composantes fortement connexes et des chaines alternées peut étre faite en
O(m +n) (montré par Tarjan [132]). Ainsi le filtrage en lui-méme (apres avoir vérifié la
satisfaisabilité de la contrainte) peut étre fait en O(m + n). L’avantage de cet algorithme
de filtrage est donc que sa complexit¢ est linéaire.

Régin précise que cette méthode est incrémentale. En effet, si certaines valeurs des do-
maines sont supprimées par le filtrage d’autres contraintes, alors un nouveau couplage

peut étre calculé en utilisant le précédent.

5.2 Algorithme de filtrage de domaines pour la contrainte SomeDifferent

Nous avons vu qu’une contrainte AllDifferent impose a chaque paire de variables
d’avoir une valeur différente. Or, parfois ce ne sont pas toutes les variables qui doivent
obtenir des valeurs différentes mais seulement certaines. Richter et al. [122] ont appelé
cette contrainte SomeDifferent.

Nous présentons dans cette section ’algorithme de filtrage proposé par Richter et al.

[122] afin d’obtenir la cohérence de domaine pour la contrainte SomeDifferent.

Tout d’abord nous rappelons la définition de la contrainte SomeDifferent

SomeDifferent(zy,...,zn) = {(a1,...,am) | a; € D; Vi eta; #a; V (4,5) € E}.

Richter et al. ont développé un algorithme de filtrage pour ce probléme qui énumeére
les ensembles U C V tels que |[D(U)| < |U| ou D(U) = |J, ey Dv- Pour chaque en-
semble U et chaque paire (v,3) telle que v € V \ U eti € D, N D(U), ils vérifient
si le couple sommet-couleur (v, ) peut étre filtré de G en déterminant si le sous-graphe

induit par U est D-colorable quand la valeur i est enlevée de I’ensemble des couleurs des
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voisins de ». Ceci peut étre fait en transformant le probleme de D-coloration de graphe
en probléme de coloration de graphe classique et en utilisant 1’algorithme Dsatur de
Peemoeller [115]. Comme nous avons aussi appliqué cette transformation dans notre al-
gorithme, la transformation va étre présentée en détail dans le Chapitre 6. Pour accélérer
leur algorithme, Richter et al. présentent des procédures de simplification. Premiére-
ment, ils simplifient le graphe original en supprimant les arétes superflues et ensuite, le
décomposent en composantes connexes. Ces étapes sont présentées en détail a la sec-
tion 6.1.2. Dés qu’un couple sommet-couleur (v, ¢) est détecté comme non supporté, la

couleur 7 est supprimée de D,,.

5.3 Autres travaux concernant le filtrage de contraintes globales

Régin [120] propose un algorithme de filtrage pour la contrainte globale de cardina-
lité abrégée gcc (du terme anglais global cardinality constraint). Une contrainte gcc est
définie sur un ensemble de variables X’ = {z1,...,z,} qui prennent leurs valeurs dans
un sous-ensemble de U = {uy,...,u,}. Elle contraint le nombre de fois qu’une valeur
u; € U est affectée a une variable de X’ a étre dans un intervalle [I;, ¢;]. Cette contrainte
s’utilise dans des problémes d’horaires ou d’ordonnancement (par exemple de voitures
sur une chaine de montage). Afin de pouvoir définir plus formellement cette contrainte

nous allons introduire quelques nouvelles notations. Soit X; _; un sous-ensemble de X'.

Un tuple de valeurs des domaines D; x ... X Dy est appelé un tuple de X; . Soit
X¢ = {zi,..., zx} les variables impliquées dans la contrainte C' et D(C) I’'union des
domaines des variables de X, i.e., D(C) = U D;. Alors, T(C) est I’ensemble des

jeXe
tuples des domaines D; X ... X Dy qui sont permis par la contrainte C. Notons #(a, t)

le nombre d’occurrences de la valeur a dans le tuple ¢.

Définition 5.3.1. Une contrainte globale de cardinalité est une contrainte C pour la-

quelle chaque valeur a; € D(C) est associée a deux entiers positifs l; et c; et telle que
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T(C) = {tout estun tuplede X¢ etVa, € D(C) : l; < #(ai,t) < ¢i}.

L’algorithme de filtrage que propose Régin [120] pour cette contrainte est basé€ sur la
théorie des flots. Afin de pouvoir appliquer un algorithme de flots, il construit le réseau

ortenté suivant.

Définition 5.3.2. Soit C une contrainte gcc. Le réseau de valeurs de C est un graphe
orienté G(C) = (V, A) avec des capacités et des bornes inférieures sur chaque arc.
L’ensemble des noeuds de G(C) est formé par ’ensemble X ¢, ’ensemble D(C') et deux
autres noeuds notés s et t. Les arcs de G(C') sont construits de la fagon suivante :
— il y a un arc entre une valeur a € D(C) et une variable x € X si et seulement
si a € D,. Pour ces arcs (a,x) la borne inférieure vaut l,, = 0 et la capacité est
Caz = 1,
— il y a un arc entre s et chaque valeur a; € D(C). Pour ces arcs (s, a;), la borne
inférieure vaut l;,, = l; et la capacité est cg,, = c;,
~ il y a un arc entre chaque valeur x € X et t. Pour ces arcs (x,t), la borne

inférieure vaut l,, = 1 et la capacité est cyy = 1,

ily aunarc (t,s) avec l;s = ¢s = | Xc|.

Afin de pouvoir déterminer la cohérence d’une contrainte gcc, Régin donne la propo-

sition suivante.

Proposition 5.3.3. Soit C une contrainte gcc telle que | X | = k et soit G(C) le réseau
de valeurs de C. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :
— C est cohérente,

— il y a un flot maximum de s vers t dans G(C') de valeur k.

Etant donné un flot f d’un graphe G, afin de pouvoir déterminer le flot maximum il
faut construire le graphe résiduel R(f). Ce graphe est construit de la fagon suivante :
soit (u,v) € A,
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— si f(u,v) < ¢y alors (u,v) € A(R(f)) et sa capacité est ry, = cyy — f(u,v),

~ si f(u,v) > Ly, alors (v,u) € A(R(f)) et sa capacité est 7y, = f(u,v) — ly,

— toutes les bornes inférieures sur la capacité sont nulles.

De plus, afin de pouvoir déterminer quelles sont les valeurs des domaines qu’il faut

filtrer, i1l donne la proposition suivante.

Proposition 5.3.4. Soit C une contrainte gcc cohérente et f un flot maximum dans G(C')
de s vers t. Une valeur a d’une variable x n’est pas cohérente avec C' si et seulement si

f(a,z) = 0 et a et x n’appartiennent pas a la méme composante fortement connexe de

R(HNA{(s, 1)}

C’est en se basant sur cette derniére proposition que Régin [120] peut donner un al-

gorithme permettant de filtrer toutes les valeurs incohérentes avec une contrainte gcc.

Dans un autre article, Régin [118] présente un algorithme de filtrage pour les contraintes

globales de cardinalité avec cofits qui utilise la recherche de flots & colt minimum.

Pesant [116] présente un algorithme de filtrage pour la contrainte stretch qui est fréquem-
ment rencontrée dans des problémes de confection d’horaires de personnel. La contrainte
stretch est définie sur une séquence de variables. Elle spécifie des bornes inférieures et
supérieures sur le nombre de valeurs consécutives identiques dans cette séquence de va-
riables. L’algorithme de filtrage procéde en déterminant des intervalles dans lesquels un
stretch donné doit avoir lieu et ensuite, en raisonnant sur ces intervalles, 1l filtre les va-

leurs impossibles.
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5.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté une revue de la littérature de quelques exemples

de méthodes de filtrage de contraintes globales de CSP.

Dans le chapitre qui suit (chapitre 6), nous présentons un nouvel algorithme de filtrage
pour la contrainte SomeDifferent qui combine un algorithme de recherche tabou avec

une méthode exacte.
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CHAPITRE 6

ALGORITHME DE FILTRAGE POUR LA CONTRAINTE SOMEDIFFERENT

Rappelons tout d’abord briévement la définition de la contrainte SomeDifferent.
Soit les variables z1, . . ., x, € X ayant les domaines respectifs Dy, ..., D, et un graphe
G = (X, E). Alors la contrainte SomeDifferent est définie de la fagon suivante :
SomeDifferent(zy,...,Z,) = {(a1,...,an) € Dy X ... X Dy | a; # a; V (i,j) € E}.
Comme nous ’avons vu dans le chapitre 2, cette contrainte SomeDifferent peut étre
décrite au moyen d’un probléme de D-coloration d’un graphe G = (V,E) ou V =
{1,...,n}. Une D-coloration est une fonction ¢ : V. — D(V') qui une affecte une
couleur c¢(v) € D, a chaque sommet v € V' de telle sorte que c(u) # c(v) V (u,v) € E.
Dans ce chapitre, nous présentons un algorithme permettant de filtrer les domaines des
variables pour la contrainte SomeDifferent. Cet algorithme combine une recherche tabou
afin de trouver rapidement un support pour le plus de couples sommet-couleur possible,
et un algorithme exact afin de valider ou filtrer les couples sommet-couleur restants. Les
résultats de ce chapitre ont été présentés dans [50] et [49]. Nous décrivons d’abord de
fagon générale I’algorithme de filtrage, puis nous présentons en détail les procédures que
cet algorithme utilise, ainsi que des techniques d’accélération basées sur des procédures
de réduction. A la fin de ce chapitre, nous présentons les résultats expérimentaux que

nous avons obtenus.

6.1 Description de I’algorithme de filtrage

Dans cette section, nous décrivons un algorithme de filtrage ayant pour but d’obtenir
la cohérence de domaine pour la contrainte SomeDifferent en utilisant sa modélisation

comme sous-structure de coloration de graphe. Cet algorithme utilise un algorithme de
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recherche tabou appelé TabuSD décrit dans la Section 6.1.1. TabuSD est utilisé dans
deux buts : il peut aider a obtenir une preuve qu’un graphe G donné est D-colorable;
il peut aussi étre utilisé pour détecter autant de couples sommet-couleur supportés que

possible dans G.

L’algorithme de filtrage utilise aussi des techniques de simplification qui enlévent des
arétes de G et réduisent les ensembles de couleurs D. Le graphe G’ restant associé avec
les ensembles de couleurs réduits D; C D, a la propriété que G est D-colorable si et
seulement si G’ est D’-colorable. Par conséquent, toutes les couleurs 4 qui appartiennent
a D, mais pas a D, sont telles que (v, i) sont des couples sommet-couleur non suppor-
tés et peuvent donc étre filtrés de GG. Ces techniques de simplifications sont rassemblées

dans une procédure appelée Réduction qui est décrite a la Section 6.1.2.

Un autre algorithme, appelé TestColorability a aussi été développé. Celui-ci dé-
termine si un graphe G est D-colorable. Il utilise d’abord 1’algorithme Réduction
mentionné ci-dessus afin de réduire G et D en G’ et D'. Comme G est D-colorable si
et seulement si chaque composante connexe G, . .., G, de G’ est D’-colorable, il reste
a déterminer si tous les G; (j = 1,...,r) sont D'-colorables. Afin d’établir ceci, un
premier appel & TabuSD est effectué afin d’essayer d’obtenir rapidement une preuve
de la D’-colorabilité ; si une telle preuve n’est pas obtenue, alors I’algorithme Dsatur
de Peemoeller [115] est utilisé comme proposé par Richter et al. [122]. La procédure
TestColorability est décrite en détail a la Section 6.1.3. La valeur retournée par
cet algorithme est soit la réponse “NON” si G n’est pas D-colorable, soit la réponse
“QUI” associée avec le graphe réduit G’ et I’ensemble réduit de couleurs D’ dans le cas

contraire.

Le schéma général de la procédure de filtrage est donné dans la Figure 6.1. Premiére-

ment, la procédure Test Colorabil ity estutilisée afin de tester si G est D-colorable.
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Si ce n’est pas le cas, alors 1’algorithme s’arréte car il n’y a rien a filtrer. Sinon, la va-
leur retournée par Test Colorabi1ity est un graphe réduit G’ ayant les composantes
connexes G, . . ., G, et ayant les ensembles de couleurs réduits D’. TabuSD est utilisé
pour générer une liste L; aussi grande que possible de couples sommet-couleur suppor-
tés dans chaque composante connexe G; (j = 1,...,7). Ensuite, les couples sommet-
couleur (v, %) qui n’appartiennent pas & L; sont testés afin de déterminer s’ils peuvent
étre filtrés de G. Ceci est fait en imposant la couleur ¢ au sommet v (i.e., en réduisant D;,
a D! = {i} avec D), = D, Vu # v) et en utilisant TestColorability sur G; avec
D". Si G, est D"-colorable, alors (v, %) est un couple sommet-couleur supporté dans G;
et peut étre ajouté a L;. Sinon, (v, ) peut étre filtré et la procédure Réduction est

utilisée ce qui peut engendrer le filtrage d’autres couples sommet-couleur.

Algorithme de filtrage

Entrée : Un graphe G = (V, E) avec ensemble de couleurs D.

Sortie : La réponse NON REALISABLE si G n’est pas D-colorable ; la réponse
REALISABLE et les ensembles de couleurs réduits D’ ayant la cohérence de
domaine si G est D-colorable.

Appliquer TestColorability pour déterminer si G est D-colorable;

si la réponse est NON alors retourner NON REALISABLE;

sinon

Soit Gy, - - - , G, les composantes connexes du graphe G’ obtenues comme sortie de

TestColorabilityavec les ensembles de couleurs réduits D’;

pour chaque j = 1,.-- ,r faire

Appliquer TabuSD sur G; avec les ensembles de couleurs D’ pour générer le

plus grand ensemble possible L; de couples sommet-couleur supportés dans G ;

pour chaque couple sommet-couleur (v, 1) de G; qui n’appartient pas a L; faire

Appliquer TestColorability pour déterminer si G; est D”-colorable

avec D! = {i} et D! = D! pour u # v;

si la réponse est NON alors

Enlever i de D);
Appliquer Réduction sur G; avec ensemble de couleurs D’ afin de
possiblement filtrer d’autres couples sommet-couleur;

| retourner (REALISABLE, D' = (D',,--- ,D.));

Figure 6.1 — L’algorithme de filtrage.
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6.1.1 Une heuristique de recherche tabou

Nous avons développé un algorithme de recherche tabou, appelé TabuSD qui peut
étre utilisé pour essayer de déterminer si un graphe G est D-colorable, ou pour générer
le plus grand ensemble possible de couples sommet-couleur dans G. 11 est décrit dans
la Figure 6.2 et peut étre vu comme une extension de 1’algorithme Tabucol de Hertz
et De Werra [75] qui résout le probléme classique de k-coloration des sommets d’un
graphe (ou tous les ensembles de couleurs sont égaux a {1, ...k} pour un % fixé).
L’espace des solutions S est I’ensemble de toutes les fonctions ¢ : V' — D(V) avec
c(v) € D, pour tout v € V. Par conséquent, une solution n’est pas nécessairement une
D-coloration, car des sommets u et v adjacents dans G peuvent avoir la méme couleur.
Dans une telle situation, on dit que 1’aréte reliant u a v est une aréfte en conflit. Quand
TabuSD visite une D-coloration ¢ (i.e., une solution sans arétes en conflit), toutes les
paires (v, c(v)) sont introduites dans une liste L qui contient tous les couples sommet-

couleur pour lesquels nous avons une preuve qu’ils sont support¢s.

Soit f1(c) le nombre d’arétes en conflits dans une solution c et f(c) le nombre de couples
sommet-couleur (v, ¢(v)) qui appartiennent a L. La fonction objectif qui est minimisée

par TabuSD est définie par

f(e) = afi(c) + fale)

ou « est un parameétre qui donne plus ou moins d’importance a la premiére composante
de f. Il est initialement posé égal & 1 et est ensuite ajusté toutes les 10 itérations, comme
proposé€ par Gendreau et al. [56] : si pendant les dix itérations précédentes les solutions
étaient toutes des D-colorations de G, alors « est divisé par 2; si pendant toutes ces
dix itérations il y avait des arétes en conflit, alors « est multiplié par 2 ; sinon, « reste

inchangg.

Une solution voisine ¢’ € N(c) est obtenue en affectant une nouvelle couleur ¢'(v) #
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c(v) a exactement un sommet v tel que soit v est adjacent 3 un sommet u ayant une
couleur c¢(u) = ¢(v), soit (v, c(v)) € L. Quand un mouvement est effectué pour passer
de la solution c a la solution ¢’ en affectant une nouvelle couleur a v, la paire (v, c¢(v))
est déclarée tabou ce qui signifie qu’il est interdit de réaffecter la couleur c(v) a v pen-
dant un certain nombre d’itérations. La durée du statut tabou de (v, c¢(v)) est fixée a
K + A/[N(0)] : si (v, c(v)) € L, (v,c'(v)) ¢ L, et v n’est adjacent & aucun sommet de
couleur c(v), alors K est un entier choisi au hasard dans ’intervalle [30, 40] et on pose
A = 50; sinon, K est choisi au hasard entre [20, 30] et on pose A = 1. Ces valeurs sont
différentes selon le cas que 1’algorithme rencontre afin que, lorsque (v, ¢'(v)) n’appar-
tient pas a L et (v, ¢(v)) appartenait a L, le statut tabou de 1’ancienne solution (v, c(v))
soit plus long dans le but de marquer de nouveaux couples sommet-couleur. Ces valeurs
semblent raisonnablement bonnes, au moins pour les expériences effectuées et reportées
a la section 6.2. Cependant, ces valeurs peuvent étre inappropriées pour d’autres ins-

tances et un meilleur réglage peut étre nécessaire.

Une stratégie de premiere amélioration (first improvement) est utilisée. Plus précisé-
ment, quand les solutions dans N (c) sont évaluées, il peut se produire qu’un voisin non
tabou ¢’ tel que f(c¢') < f(c) soit atteint. Dans un tel cas, I’évaluation des autres voisins
de c est arrétée, et le mouvement de ¢ vers ¢’ est effectué. Sinon, TabuSD effectue le

mouvement de ¢ vers le meilleur voisin non tabou.

Les criteres d’arrét suivants ont été considérés. Si TabuSD est utilisé pour détecter
le plus de couples sommet-couleur que possible, alors 1’algorithme stoppe dés que L
contient tous les couples sommet-couleur de G ou que L n’est pas modifié pendant
maxiter itérations. Si TabusSD est utilisé pour essayer de prouver qu’un graphe G
est D-colorable, alors 1’algorithme stoppe quand une D-coloration est obtenue (i.e., une

solution c avec f;(c) = 0). Pour les expérimentations, nous avons posé maxiter=2000.
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TabuSD

N b W

® =

10
1

12
13
14

15

16

17

Entrée : Un graphe G = (V, E) avec ensemble de couleurs D

Sortie : Un ensemble L
Initialisation

de couples sommet-couleur supportés

Générer une solution initiale ¢ en choisissant une couleur ¢(v) € D, pour chaque sommet

v,

Posera + let L «— {;

tant que aucun critére d’arrét n’est rencontré faire

Poser fpest +— +00;

(v,c(v)) € L faire

si f(c)

L

si fi(c) = 0 alors
Poser L — L U

Mettre a jour

retourner L

pour chaque sommet v qui est ['extrémité d’une aréte en conflit ou tel que

pour chaque couleur i € D, \{c(v)} faire
si (v, 1) n’est pas un mouvement tabou alors
Soit ¢’ le voisin de ¢ obtenu en affectant la couleur i 3 v;
si f(c’) < foest 8lOYS POSET Vpest «— U, pest +— & €t fpest f(c,);

< f(c) alors aller ligne 12;

Introduire (Upest, ¢(Vpest)) dans la liste tabou;
Modifier ¢ en affectant la couleur ipes; & Vpests

U (@, c(v));

veV

Figure 6.2 — L’algorithme TabuSD.
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6.1.2 Les procédures de réduction

Avant d’appliquer un algorithme pour filtrer tous les couples sommet-couleur non
supportés d’un graphe G ayant les ensembles de couleurs D, il peut étre utile d’em-
ployer des techniques de simplifications qui peuvent possiblement enlever des arétes de

G et réduire les ensembles de couleurs.

Une aréte est superflue si ses deux extrémités ont des ensembles de couleurs disjoints.
Comme mentionné par Richter et al. [122], il est évident que la suppression des arétes

superflues de G ne modifie pas I’ensemble de couples sommet-couleur supportés.

De plus, quand I’ensemble de couleurs d’un sommet v contient une seule couleur ¢, il est
possible d’appliquer une vérification vers 1’avant (forward checking) sur les contraintes
binaires de non égalité. Cela signifie que la couleur ¢ peut étre enlevée (i.e., filtrée) des
ensembles de couleurs des sommets u adjacents a v, a nouveau ceci ne modifie pas I’en-
semble des couples sommet-couleur supportés. Comme toutes les arétes incidentes a v

deviennent superflues, elles peuvent étre enlevées de G.

En appliquant les transformations mentionnées ci-dessus aussi souvent que possible, on
obtient un graphe G’ ayant les ensembles de couleurs [’ et telle que G est D-colorable
si et seulement si G’ est D’-colorable. Soit 5y, . . ., G, les composantes connexes de G.
Comme observé par Richter et al. [122], il est clair que G’ est D'-colorable si et seule-

ment si chaque G est D’'-colorable.

La procédure qui transforme G et D en G’ et D’ est appelée Réduction. Elle est
utilisée par Richter et al. [122] sans la réduction sur les ensembles de couleurs qui sont
des singletons. Il est & remarquer que si un ensemble de couleurs D;, est vide alors G

n’est pas I’-colorable. Dans un tel cas, G n’a aucun couple sommet-couleur supporté et
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la procédure Réduct ion peut alors étre arrétée.

Dans la Figure 6.3 est présentée une illustration de cette procédure REduct ion. Dans
la figure (a), le sommet H a une seule couleur possible : 1. Alors cette couleur est sup-
primée des domaines des sommets adjacents & H, i.e., F', G, I et J et les arétes (F, H),
(G,H), (H,I) et (H,J) deviennent superflues et sont supprimées. Ceci produit le nou-
veau graphe présenté en (b). Nous pouvons voir que les sommets F' et G ont seulement la
couleur 3 possible, donc cette couleur est supprimée des domaines de leurs voisins, i.e.,
D et E, et les arétes (D, G) et (E, H) deviennent superflues et sont supprimées. Le do-
maine du sommet ] contient uniquement la couleur 2. Comme cette couleur n’appartient
pas au domaine de 1’unique voisin de I, i.e., J, nous ne modifions pas le domaine de J
par contre ’aréte (I, J) devient superfiue et peut donc étre supprimée. Les domaines des
sommets J et K ont une intersection vide, donc nous pouvons supprimer ’aréte (J, K).
Le graphe réduit est présenté en (c). En résumé, dans cet exemple, les couples sommet-
couleur qui sont supprimés sont (F,1),(G,1),(I,1),(J,1),(D,3) et (F,3). Tous les

autres couples sommet-couleur (v, ) sont supportés.

6.1.3 Test de colorabilité

Nous avons développé un algorithme, appelé Test Colorability, qui détermine
si un graphe G est D-colorable. Cette procédure décrite dans 1’Algorithme 6.6 utilise
premiérement la procédure REduction de la Section 6.1.2 pour réduire G et D en G’

et D'. Nous déterminons ensuite les composantes connexes G, ..., G, de G'.

Remarquons que si un ensemble de couleurs D), est vide, alors G’ n’est pas D’-colorable,
ce qui signifie que G n’est pas D-colorable. Alors, supposons qu’aucun ensemble de
couleurs D) n’est vide. Comme G est D-colorable si et seulement si chaque composante

connexe G1, ..., G, est D'-colorable, il reste & déterminer sitousles G, (j = 1,...,7)
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{3,6} {134y {13} {1,2} {1,6}

{16}

®

{3.4,5} 3.4}

Figure 6.3 — Illustration de ’algorithme Réduction.
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sont D’-colorables. Si la liste L obtenue comme sortie de TabuSD n’est pas vide, alors
nous savons que G; est D’-colorable. Sinon, nous allons résoudre un probléme de colo-

ration de graphe classique qui est décrit ci-dessous.

Etant donné un graphe G avec I’ensemble de sommets V' et1’ensemble d’arétes E, le pro-
bléme classique de coloration de graphe consiste a affecter une couleur a chaque sommet
telle que deux sommets adjacents obtiennent des couleurs différentes et le nombre total
des différentes couleurs est minimis€. Ce nombre minimum requis de couleurs est appelé
le nombre chromatique de G et est noté x(G). C’est un cas particulier de notre probléme
de D-coloration car pour chaque entier positif k£ nous pouvons définir D, = {1,...,k},
et nous avons x(G) < k si et seulement si G est D-colorable. Notre but est donc de trans-
former le probléme de D-coloration en un probléme classique de coloration de graphe.
Ceci est fait comme Richter et al. [122]. Etant donné un graphe G avec ensemble de
sommets V' et ensembles de couleurs D, nous construisons un nouveau graphe G ¢ D
a partir de G en ajoutant un ensemble de | D(V')| nouveaux sommets tous reliés par une
aréte (i.e., formant une clique), chacun de ces nouveaux sommets correspondant a une
couleur dans D(V), et en reliant chaque sommet v € V & un nouveau sommet 7 si et
seulement si ¢ ¢ D,. Il est alors facile d’observer que G est D-colorable si et seulement
si x(G® D) = |D(V)|. Pour déterminer x(G & D), nous utilisons 1’algorithme Dsatur
[115] qui peut étre téléchargé a partir du site web de Michael Trick [134].

Dans la Figure 6.4 est présenté un graphe G = (V, E) que nous voulons transformer en
G & D. Dans ce cas D(V) = {1,2,3} et donc |D(V)| = 3. Donc il faut rajouter une
clique composée de 3 sommets. Ces nouveaux sommets vont porter les étiquettes al, a2
et a3. Le sommet al correspond a la couleur 1 de D(V), le sommet a2 correspond a la
couleur 2 et le sommet a3 a la couleur 3. Ainsi, le sommet a2 va étre relié aux sommets
2 et 4 (car ils n’ont pas la couleur 2 dans leur domaine) et le sommet a3 va étre relié aux
sommets 1 et 3 (car ils n’ont pas la couleur 3 dans leur domaine). Le nouveau graphe

G & D est présenté dans la Figure 6.5. Le nombre chromatique de G& D vaut 3. En effet,
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{1.2}

0 {1.3}

(1.3

Figure 6.4 — Un graphe G avant la transformation pour Dsatur

la coloration ¢ suivante est 1égale : ¢(1) = 1, ¢(2) = 1, ¢(3) = 2, ¢(4) = 3, ¢(al) = 1,
c(a2) = 2 et ¢(a3) = 3. Comme x(G @ D) = | D(V)| le graphe G est D-colorable.

e‘:e‘:.zc

Figure 6.5 — Le graphe G & D ou G est le graphe de la Figure 6.4.

Soit G; une composante connexe du graphe produit comme sortie de la procédure
Reduction. Si G, contient un seul sommet v, alors G; est D’'-colorable car v peut
avoir n’importe quelle couleur de D;. Si G; contient deux sommets v et u, alors D], et
D), ne sont pas des singletons car la procédure REduct ion isole chaque sommet avec
une seule couleur dans son ensemble de couleurs. Par conséquent, pour n’importe quel
choix de couleur ¢ € D, pour v, il y a une couleur différente de ¢ dans D/, qui peut
étre affectée a u, ce qui signifie que G; est D’'-colorable. Donc la transformation en un

robléme de coloration classique décrite ci-dessus n’est utilisée que si GG; contient au
J
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moins trois sommets.

Algorithme 21 : TestColorability

Entrée : Un graphe G = (V, E) avec ensembles de couleurs D.
Sortie : La réponse NON si G n’est pas D-colorable ; la réponse OU I associée avec un
graphe réduit G’ et des ensembles de couleurs réduits I’ sinon.

Appliquer Réductionsur G et D, et soit G’ et D’ le graphe réduit et les ensembles de
couleur réduits obtenus comme sortie;
si un ensemble de couleur D), est vide alors retourner NON;
sinon
Déterminer les composantes connexes Gy, --- , G, de G’;
pour chaque G avec au moins trois sommets faire
Appliquer TabuSD pour essayer de déterminer si G est D'-colorable;
si la liste de sortie L est vide alors

Construire G & D et utiliser Dsatur pour déterminer x(G & D);

si x(G& D) >| U D'(v) | alors

veEG;
| retourner NON et STOP;

| retourner (OUI, G', D');

Figure 6.6 — La procédure TestColorability.

6.2 Résultats expérimentaux

L’algorithme a été évalué sur quatre types d’instances : des données réelles, des
graphes aléatoires, des graphes ayant une unique D-coloration et des graphes modé-
lisant des problémes de SUDOKU. Tous les tests ont été effectués sur un Pentium D
2.80GHz avec 1024K de cache fonctionnant avec Linux Centos 2.6.9. Comme 1’algo-
rithme de filtrage proposé utilise des heuristiques, cinq relances ont été faites sur chaque

instance. Les résultats sont décrits dans les sections ci-dessous.
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6.2.1 Données provenant d’un probléme réel de planification de la main-d’oeuvre

Le probléme réel étudié par Richter et al. [122] est un probléme de planification de
la main-d’oeuvre pour un département d’IBM. Les données de ce probléme sont les
suivantes : nous avons un ensemble de tiches ayant des dates durant lesquelles chaque
tache doit étre effectuée, et une liste de personnes qualifiées pour effectuer ces taches.
Les tiches qui se chevauchent dans le temps ne peuvent pas étre effectuées par la méme
personne. Ceci est un probleme SomeDifferent typique qui peut €tre modélisé avec
un probléme de D-coloration ou les tdches sont les sommets du graphe, les couleurs sont
les personnes, et 1l y a une aréte entre deux sommets si les tdches correspondantes se
chevauchent. L’ensemble de couleurs D, d’un sommet v est I’ensemble des personnes
qualifiées pour effectuer v. Au total, il y a 290 instances avec un nombre n de tiches

variant de 20 a 300.
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Figure 6.7 — Temps d’exécution pour les données de planification de la main-d’oeuvre.

Les temps d’exécution de ’algorithme de filtrage sont rapportés dans la Figure 6.7.
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Les instances réalisables sont représentées avec un signe "+, et les non réalisables avec
un signe ’0’. Nous observons que beaucoup d’instances (en particulier toutes celles
avec plus de 170 taches) sont non réalisables. Pour les instances non réalisables nous
pouvons identifier deux courbes. La courbe inférieure contient les instances pour les-
quelles un ensemble de couleur vide a été généré par la procédure Réduction dans
TestColorability. La courbe supérieure, qui a une croissance exponentielle, con-
tient les instances pour lesquelles un appel a I’algorithme Dsatur a été requis pour
avoir une preuve de non satisfaisabilité. Bien que la courbe pour les instances réalisables
ait aussi une croissance exponentielle, nous observons que tous les temps d’exécutions

n’excédent jamais 0.35s. Des courbes similaires avaient été reportées par Richter et al.

[122].

Nous avons aussi effectué des tests sur les instances réalisables sans aucun appel a

TabusD (i.e., en utilisant uniquement des appels 8 Dsatur pour chaque couple sommet
couleur existant) afin de quantifier 1’aide fournie par I’utilisation de la recherche locale
dans le processus de filtrage. Les temps cpu ont augmenté jusqu’a 10.61s et étaient en

moyenne 34 fois plus lents.

Dans la Figure 6.8 sont présentés deux histogrammes pour les instances réalisables avec
n = 30,60, 100, 170. Ces instances ont trés peu de couples sommet-couleur non suppor-
tés, a savoir 0% pour n = 30, 0.02% pour n = 60, 0.2% pour n = 100, et 0.64% pour
n = 170. Les couples sommet-couleur (v, ) supportés peuvent étre détectés de trois
différentes fagons, et leur distribution est montrée dans le premier histogramme : si v ap-
partient a une composante connexe comprenant moins de trois sommets, alors toutes les
couleurs ¢ dans D, définissent un couple sommet-couleur (v, ) supporté (et 1’étiquette
“e CC < 3” est utilisée) ; quand une couleur ¢ € D, n’apparait dans aucun ensemble de
couleurs D, avec u adjacent a v, alors (v, ) est un couple sommet-couleur supporté (et

Iétiquette “¢ ¢ D,” est utilisée); la troisiéme possibilité est d’obtenir une preuve que
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(v, 1) est supportée avec TabuSD (et I’étiquette “avec TabuSD* est utilisée).

distribution des couples distribution des
sommet-couleur supportés temps d’exécution
100.00% 8] TITT 100.00%
90.00% 90.00% j
80.00% 80.00% -
70.00% 70.00%
60.00% [@ieDy 60.00% & Reduction
50.00% EeCC<3 50.00% ) Dsatur
20.00% | | M avec TabuSD 40.00% - B TabuSD
30.00% 30.00% | )
20.00% 20.00%
10.00% - 10.00%
0.00% 0.00% —
30 60 100 170 60 100 170
Nombre de sommets Nombre de sommets

Figure 6.8 — Statistiques sur les couples sommet-couleur supportés et les temps d’exécu-
tion pour quelques données provenant du probléme de planification de la main-d’oeuvre.

Nous observons que la plupart des couples sommet-couleur (v,7) sont montrés sup-
portés avec TabusSD ou avec la procédure Réduction qui crée des composantes con-
nexes avec moins de trois sommets. La détection grace a TabuSD augmente avec la taille
de I'instance. Le deuxieme histogramme indique la distribution des temps d’exécution
passés soit dans la procédure REduction, dans TabuSD ou dans Dsatur. Nous ne
rapportons pas les temps d’exécution pour n = 30 parce qu’ils sont trop petits (typique-
ment moins de 0.001s). Nous observons que TabuSD consomme environ 30% du temps
total d’exécution. Le temps passé dans la procédure REduct ion diminue un petit peu
(de 66.7% a 56.8%) pendant qu’il augmente pour Dsatur (de 0% a 12.9%) quand le

nombre de sommets augmente de 60 a 170.

6.2.2 Graphes aléatoires

Pour notre deuxicme ensemble de tests, nous considérons les mémes graphes aléa-
toires que Richter et al. [122]. Ces graphes sont définis par un quadruplet (n, p, d, maxy,)
de parametres : n est le nombre de sommets, p est la probabilité (selon une distribu-
tion uniforme) d’avoir une aréte entre deux sommets, d = |D(V')| est le nombre to-

tal de couleurs différentes, et max; est la taille maximale d’un ensemble de couleurs.
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Pour chaque sommet v, un nombre entier k, est choisi uniformément dans I’intervalle
[1,...,mazy], et ’ensemble de couleur D, pour v est généré en choisissant aléatoire-
ment k., différentes couleurs dans Dintervalle [1,...,d]. Les instances de Richter et al.
[122] ont n = 20, 30,...,100, p = 0.1,0.3,0.6, d = 300, et mazx = 10,20. Nous
avons généré des instances additionnelles en considérant aussi n = 200, 500, p = 0.9, et

maxy, = 5,40, 80.
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Figure 6.9 — Comparaison de nos temps d’exécution avec ceux de Richter et al. [122]
pour les instances aléatoires.

Dans la Figure 6.9, nous comparons nos temps d’exécution (représentés par des lignes
pleines) avec ceux rapportés par Richter et al. [122] (représentés par des pointillés) ob-
tenus avec un ordinateur qui est un petit peu plus rapide que le notre. L’échelle de temps
est logarithmique. Nous observons que notre méthode est beaucoup plus rapide car le
temps cpu maximum rapporté par Richter et al. est 608.73s (pour n = 100, p = 0.6,
maxy = 10) alors que notre algorithme de filtrage ne requiert jamais plus de 0.058s. 1l

n’est pas surprenant que les instances les plus difficiles sont celles avec p = 0.6 car la
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procédure Réduct ion produit dans ce cas-la un graphe réduit avec moins de compo-
santes connexes, ce qui demande 1’application de TabuSD et Dsatur sur des graphes

plus grands.

Dans la Figure 6.10, nous présentons les mémes histogrammes que dans la Figure 6.8,
mais pour les graphes aléatoires. La lettre “A” indique les instances avec maxy = 10
et p = 0.1, “B” les instances avec max; = 20 et p = 0.3, et “C” les instances avec
mazy = 20 et p = 0.6. A nouveau, le pourcentage de couples sommet-couleur non sup-
portés est trés petit, avec un maximum de 0.6% pour les instances C avec n = 100. Nous
observons que pour maz; = 10 et p = 0.1 (i.e., les instances du type A), beaucoup de
couples sommet-couleur (v, 7) sont montrés supportés parce que v appartient a une com-
posante connexe de taille au plus deux. De plus, pour chaque type de parametre, A, B,
ou C, le nombre de couples sommet-couleur montrés supportés par TabuSD augmente
avec la taille des instances. Le deuxiéme histogramme ne rapporte aucune statistique
pour n = 40 car les temps d’exécution sont trop petits. Notons qu’il n’y a pas d’ap-
pel a Dsatur. Ceci est dil au fait que tous les couples sommet-couleur supportés sont

détectés par la procédure Réduction ou par TabuSD.

distribution des couples distribution des
sommet-couleur supportés temps d’exécution
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Figure 6.10 — Statistiques sur les couples sommet-couleur supportés et les temps d’exé-
cution pour les graphes aléatoires. A pour les parametres maxy = 10,p = 0.1, B pour
maxy = 20,p = 0.3, et C pour max; = 20, p = 0.6.
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Dans la Figure 6.11, nous rapportons tous nos temps d’exécution pour les graphes
aléatoires, incluant ceux pour n = 200, 500, p = 0.9, et max; = 5, 40, 80. A nouveau,
I’échelle de temps est logarithmique. Le temps cpu maximum pour les instances ayant
jusqu’a 100 sommets est 0.2s, ce qui peut étre considéré comme raisonnable pour un
algorithme utilisé dans le but d’obtenir la cohérence de domaine. Pour les graphes aléa-
toires avec 200 sommets, le temps cpu maximum augmente jusqu’a 1.5s cpu, et il atteint
41.5s pour n = 500. L’augmentation du temps cpu est principalement due a 1’utilisation
de TabuSD qui requiert beaucoup d’itérations pour trouver un support pour presque tous
les couples sommet-couleur. Pour tous ces graphes aléatoires, nous avons observé que
presque tous les couples sommet-couleur qui peuvent étre filtrés sont détectés durant le

premier appel a la procédure Réduction.
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Figure 6.11 — Temps d’exécution pour notre algorithme de filtrage pour tous les graphes
aléatoires.
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6.2.3 Graphes avec une unique D-coloration

Mahdian et Mahmoodian [99] ont décrit une famille de graphes avec une unique
D-coloration. Plus précisément, étant donné un entier k, ils définissent un graphe avec
3k — 2 sommets, %(91@'2 — 17k + 8) arétes, et pour lesquels chaque ensemble de couleurs
D, contient exactement k couleurs. Pour chaque sommet v, 1l y a exactement un couple
sommet-couleur (v, ¢) qui est supporté avec ¢ € D,, ce qui signifie que (k—1)(3k—2) =
3k? — 5k + 2 couples sommet-couleur peuvent étre filtrés. Des exemples de tels graphes
pour k = 2 et k = 3 sont présentés dans les Figures 6.12 et 6.13. Dans chacun des cas, le
graphe de gauche représente le graphe original avec pour chaque sommet v I’ensemble
de couleurs D, et le graphe de droite représente le graphe filtré avec les ensembles de
couleurs réduits D.,.

Version originale k=2 Version filtrée k=2

X1 Xy X3 X X X3

b1

{1,2} {1}
0 11,3} 0 {3}

{1,3 {1

Figure 6.12 — Graphe ayant une unique D-coloration tel que décrit par Mahdian et Mah-
moodian [99] pour £ = 2. Le graphe de gauche est la version originale du graphe et le
graphe de droite est la version filtrée.

Les temps d’exécution pour k£ = 5,6, 7, 8,9 sont rapportés dans la Figure 6.14. Ces
instances sont difficiles, principalement parce que la procédure REduct ion n’est pas
capable de réduire le graphe original et les ensembles des couleurs originaux, ce qui
signifie que Dsatur est requis pour confirmer que les couples sommet-couleur non
supportés peuvent bien étre filtrés. La croissance exponentielle des temps d’exécution
qui excedent 100s pour des graphes avec 25 sommets (¢ = 9) montre la limite de I’ap-

plicabilité de notre algorithme de filtrage.
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Version originale k=3 Version filtrée k=3

Figure 6.13 — Graphe ayant une unique D-coloration tel que décrit par Mahdian et Mah-
moodian [99] pour £ = 3. Le graphe de gauche est la version originale du graphe et le
graphe de droite est 1a version filtrée.
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Figure 6.14 — Temps d’exécution sur les graphes ayant une unique D-coloration.
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Le premier histogramme de la Figure 6.15 indique le pourcentage de couples sommet-
couleur qui sont soit filtrés, soit montrés supportés par TabuSD ou Dsatur. Comme
attendu, la proportion de couples sommet-couleur filtrés est %—1— Alors que la plupart de
couples sommet-couleur sont montrés supportés avec TabuSD pour des petites valeurs
de k, Dsatur fait le travail pour des plus grandes valeurs car TabuSD n’est pas capable
de trouver I’unique D-coloration (avec maxiter=2000). Des statistiques sur les temps
d’exécution sont données dans le deuxiéme histogramme ou nous pouvons clairement

observer que le temps passé dans Dsatur augmente radicalement avec k.

distribution des couples distribution des
sommet-couleur temps d’exécution
T -

{7 avec Dsatur ” 80.00% - g ] & Réduction
B avec TabuSD supportes 50.00% DR - ) Dsatur
filtrés avoo Pl Loy L | B TabuSD

Figure 6.15 — Statistiques sur les couples sommet-couleur supportés et non supportés et
sur les temps d’exécution pour des graphes avec une unique D-coloration.

Avec I’espoir de générer des graphes avec un nombre significatif mais plus réaliste
de couples sommet-couleur a filtrer, nous avons créé des variations de ces graphes en
supprimant un certain pourcentage p d’arétes. Nous avons effectué des tests pour & =
9,6,7,8,9etp = 0,0.002,0.005, 0.1, 0.15 et pour chaque paire de paramétres (exceptés
pour p = 0 ou le graphe est unique), nous avons généré dix graphes. Les résultats obtenus
sur ces graphes ne sont pas homogenes, donc nous ne les présenterons pas en détail. Par
exemple, alors que 113s étaient nécessaires pour résoudre le graphe original pour £k = 9
(et p = 0), le temps nécessaire pour les graphes avec £ = 9 et p = 0.05 s’étalaient de
0.32 secondes a 182.7 secondes. De plus, pour p = 0.15, aucun couple sommet-couleur

ne pouvait étre filtré, ce qui allait & I’encontre du but recherché.
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6.2.4 Graphes modélisant des problémes de SUDOKU

Une application amusante de notre algorithme de filtrage permet de trouver 1’unique
solution des problémes de SUDOKU (quand ils ont bien une seule solution; dans les
cas de non-unicité de la solution, notre algorithme permet de réduire les domaines de

valeurs possibles de chaque case).

Rappelons d’abord ce qu’est un probléme de type SUDOKU. C’est un probleme sur
une grille comprenant 9 x 9 (pour la version originale) cases a remplir avec les chiffres
de 1 a 9. La grille est subdivisée en 9 sous-grilles de 3 x 3 cases (les sous-grilles sont
délimitées par des doubles lignes dans les figures qui suivent). Chaque chiffre de 1 a
9 ne peut apparaitre qu’une seule fois dans chaque colonne, dans chaque ligne et dans
chaque sous-grille. A origine la grille est partiellement remplie et le but est de la rem-
plir totalement. Selon le nombre de cases remplies au départ et la position de ces cases,
le probleme est plus ou moins facile a résoudre.

Ce jeu se modélise facilement avec un graphe. Chaque case est un sommet du graphe
et entre chaque sommet modélisant une case d’une méme ligne, d’une méme colonne
ou d’une méme sous-grille il y a une aréte. Le domaine de chaque sommet est composé
des couleurs 1 a 9, sauf pour les cases remplies au départ pour lesquelles le domaine
est réduit a la valeur donnée. Le graphe comporte donc 81 sommets et 810 arétes. Pour
chaque sommet, il y a un seul couple sommet-couleur qui est supporté. Nous avons testé
trois instances de difficultés différentes : une facile, une moyenne et une treés difficile.

Les trois ont une seule solution possible.

Le probleme facile est présenté dans la figure 6.16.

Cette instance comporte 473 couples sommet-couleurs a tester et il y en seulement
81 paires possibles. Lors de la résolution de cette instance avec notre algorithme de

filtrage toutes les valeurs impossibles sont filtrées par le prétraitement effectué par la
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4 6 8
6 7 9
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813 4
248 91315
9 118
2 91115
8 1 5
1 6 9

Figure 6.16 — Probléeme SUDOKU de type facile

procédure Réduct ion et la seule solution possible est donc immédiatement obtenue. Il
n’y a donc aucun appel a I’algorithme de recherche tabou pour marquer la seule solution
possible. Le temps total obtenu est 0.03s (moyenne en utilisant cinq graines différentes).

La solution est présentée dans la Figure 6.17.

504126131789
6 3|7(519|8|4]|1]2
819|1{412[7|5|6]3
116 8(3|7]5(9]|2]|4
712|14(8(6|9(3|5]|1
951311214 |1|8|71|6
218|191 15|4]6|37
317161982145
411 5)7]3[612|19|8

Figure 6.17 — Résolution du probléme SUDOKU de type facile

L’instance de difficulté moyenne que nous avons testée est présentée dans la Figure

6.18.

Cette instance comporte au départ 505 couples sommet-couleur possibles et bien en-

tendu il y en aussi seulement 81 possibles. Il y a 28 cases qui sont remplies a 1’origine.



172

6137 8
8 2 6
7 9
5 9 3
1 8 5 9
7 6 8
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1 8 3
3 61512

Figure 6.18 — Probléme SUDOKU de type moyen.

Les 28 couples sommet-couleur correspondantes sont marquées par le prétraitement de
la procédure Réduction. De plus, cette procédure permet aussi de filtrer 302 paires
et de supprimer 489 arétes. Aprés la décomposition en composantes connexes il y a 29
composantes connexes : 28 correspondent aux sommets modélisant les cases remplies
au départ et la derniere comporte tous les autres sommets. Le tabou permet de marquer
les 53 autres paires possibles et Dsatur, ainsi que les réductions effectuées avant et apres
Dsatur, permettent de filtrer les 122 paires restantes. Le temps total sur cinq relances est

0.18 secondes. La solution est présentée dans la Figure 6.19.

914111)2|16|3|75|8
832754916
5061711198342
415189126137
6|13 8|7|512|9|4
2171911413165 (8]|1
712143891165
1(9|5(6[(4/71]/8]2]3
31816521479

Figure 6.19 — Résolution du probleme SUDOKU de type moyen.
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Une instance de probléme tres difficile de SUDOKU est présentée dans la Figure
6.20.

3
6 1 7
1 916
S|6|1
214
8
9 3
4135 2
8 7

Figure 6.20 — Probléme SUDOKU de type tres difficile.

Cette instance comporte au départ 561 couples sommet-couleur a tester. Il y a 21
cases de remplies a I’origine. Le prétraitement effectué par la procédure Réduction au
début de 1’algorithme permet de marquer les 21 paires correspondant aux cases remplies
au départ, de filtrer 302 paires et de supprimer 397 arétes. Le tabou permet de marquer
60 paires. Les 178 paires restantes sont filtrées soit par Dsatur, soit par la procédure de
réduction effectuée avant ou apres Dsatur. Le temps total est 0.7 secondes. La solution

est présentée dans la Figure 6.21.

En résumé, nous pouvons faire les remarques suivantes concernant les résultats obte-
nus pour ces instances provenant de problémes SUDOKU. Premiérement, bien que ces
instances aient aussi une seule solution comme celles présentées a la section 6.2.3, elles
sont plus faciles a résoudre. Ceci est principalement di au fait que certains sommets ont
une seule couleur possible (= cases remplies au départ) et & cause de ceci, la procédure
Réduction permet de filtrer de nombreuses paires impossibles (et méme pour les ins-
tances les plus faciles, elle permet de filtrer toutes les paires impossibles) et de supprimer

de nombreuses arétes. Nous avons pu remarquer que pour les instances plus difficiles,
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Figure 6.21 — Résolution du probleme SUDOKU de type tres difficile.

quand le prétraitement n’obtient pas 1’unique solution, alors le tabou permet de marquer
cette unique solution et Dsatur ainsi que la procédure de réduction effectuée avant ou

apres Dsatur permet de filtrer les paires restantes.

6.3 Conclusion

Ce chapitre a permis de présenter un algorithme de filtrage pour la contrainte Some -
Different (i.e., pour le probléme de coloration par listes) qui combine une recherche
tabou afin de rapidement trouver un support pour le plus de couples sommet-couleur
possible, et un algorithme exact afin de valider ou filtrer les couples sommet-couleur
restants. Notre algorithme de filtrage s’est avéré étre a peu pres aussi rapide que celui
de Richter et al. [122] quand il a été testé sur des données provenant d’un probléme de

planification de la main-d’oeuvre, et sensiblement plus rapide sur des données aléatoires.

Les principes généraux de I’approche proposée ne sont pas spécifiques a la sous-structure
de coloration de graphe. En effet, cette technique peut étre adaptée a d’autres contraintes
NP-difficiles dans le but d’obtenir une procédure de filtrage qui impose la cohérence de

domaine. Ceci peut €tre fait en développant principalement deux procédures spécifiques
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de bas niveau (selon le probleme) : une procédure de recherche locale pour trouver rapi-
dement un support pour le plus de paires variables-valeurs et un algorithme exact pour
valider ou filtrer les paires pour lesquelles la recherche locale n’a pas trouvé de sup-

port. Par conséquent, il serait intéressant dans le futur d’approfondir cette approche pour

d’autres contraintes NP-difficiles.
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CHAPITRE 7

REVUE DE LA LITTERATURE CONCERNANT LE PROBLEME DE
CONFECTION D’HORAIRES POUR LE PERSONNEL NAVIGANT AERIEN

Dans ce chapitre, nous décrivons en détail le probléme de confection d’horaires pour
le personnel navigant aérien et nous décrivons les méthodes existantes pour la résolution
de ce probleme. Comme nous 1’avons vu briévement dans le chapitre 2, ce probléme peut
étre décrit a I’aide d’un CSP. Dans ce qui suit, nous allons d’abord décrire le contexte
dans lequel se situe notre probléme. Puis, nous présentons les méthodes de résolution

existantes et pourquoi nous cherchons des IIS de contraintes dans ce probléme.

7.1 Contexte

En transport aérien, il y a cinq étapes de planification.
1. Choix des destinations et des horaires pour chaque destination
2. Choix des avions pour chaque destination et construction des rotations d’avions
3. Construction des rotations de personnel
4. Construction des horaires mensuels
5. Modifications opérationnelles
Définition 7.1.1. Une rotation est une suite de vols et des temps de repos obligatoires
s’y rattachant commengant et finissant a une base (aéroport ou sont basés les employés).

Par exemple, Toronto-Montréal, Montréal-Francfort, Francfort-Toronto est une rotation

composée de trois vols.
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L’étape 3 consiste a créer un ensemble de rotations de colit minimum qui respectent
les conventions collectives de travail des employés et les lois gouvernementales et qui

couvrent tous les vols de la compagnie.

L’étape numéro 4 de la planification consiste a créer un horaire pour chaque employé
qui respecte lui aussi certaines régles (de la convention collective et de la sécurité aé-
rienne). Des rotations et des temps de repos sont affectés a chaque employé pour une

période d’un mois.

L’étape numéro 5 de la planification sert a tenir compte des changements qui peuvent

survenir a tout moment (par exemple a cause d’un employé malade).
Dans cette thése, nous allons intervenir au niveau de 1’étape 4.

11 existe trois fagons d’affecter du personnel a des horaires en transport aérien :

1. Le bidline : Premi¢rement, des blocs mensuels qui couvrent toutes les rotations
sont construits (sans tenir compte des préférences individuelles du personnel). En-
suite, les employés indiquent leurs préférences concernant le bloc mensuel qu’ils
aimeraient obtenir. Comme les blocs mensuels sont construits d’avance, ils ne
tiennent pas compte des contraintes additionnelles de chaque employé comme les
vacances ou les activités préaffectées (par exemple, les formations). Ceci engendre
qu’il arrive trés fréquemment qu’un employé regoit un bloc mensuel en conflit
avec ses activités prédéterminées. Les rotations en conflit doivent alors étre réas-
signées manuellement a d’autres employés. Ceci est coliteux pour les compagnies

aériennes et frustrant pour les employés.

2. Le rostering : Contrairement au bidline, aucun bloc mensuel n’est construit

d’avance. Par contre, les employés indiquent leurs préférences en matiere de vols
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(destinations, heures des vols, etc.).

Ensuite un horaire mensuel est fait pour chaque employé. Ce systeéme est basé sur
le principe d’équité entre les employés. Cela veut dire qu’a long terme, on essaie
d’obtenir le méme taux de satisfaction pour tous les employés.

Ce systeme est principalement utilisé dans les compagnies aériennes européennes
comme par exemple Air France [53], Alitalia [42,124], Lufthansa [60] ou Swissair
[133].

3. Le preferential bidding system, PBS : Ce systéme est principalement employé
en Amérique du nord ou le principe de séniorité stricte s’applique. 11 faut affecter
les employés aux rotations selon les choix des employés de telle sorte que toutes
les rotations soient effectuées et que chaque employé, selon 1’ordre de séniorité,
ait I’horaire qui le satisfait le plus et qu’aucun employé ne puisse améliorer sa si-
tuation sans détériorer celle d’un plus sénior.

C’est cette méthode d’affectation qui va nous intéresser.

Définition 7.1.2. Le terme de fdche-meére sera utilisé ici comme un synonyme de rota-

tion. Nous allons utiliser la notation R pour désigner I’ensemble des rotations.

Définition 7.1.3. Une tdche-fille ou tdche est une copie d’une tache-mére. 11 y a une

tache-fille par employé requis pour effectuer la tiche-mére.

Définition 7.1.4. Une qualification est un attribut requis pour effectuer une tache.
Des exemples de qualifications sont : parler le portugais, parler 1’allemand, etc. Nous

allons utiliser la notation () pour désigner I’ensemble des qualifications.

Définition 7.1.5. Le repos postcourrier est une période de repos obligatoire suivant une
tache. Le temps de ce repos va étre inclus dans le temps de la rotation pour la résolution

du probleme.
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Définition 7.1.6. Une préaffectation est une tache planifiée a ’avance qui doit étre ef-
fectuée par un employé€ particulier.
Par exemple : les vacances, I’entrainement, la fin d’une tiche ayant débuté le mois précé-

dent.

Définition 7.1.7. Les crédits de vol, w,, sont le nombre d’heures ou de minutes qui sont
créditées pour une tiche ¢ a un employé p (les repos postcourrier et les temps morts entre
les rotations ne sont pas comptés dans w;).

Nous notons W, la somme des crédits de vol w; des tiches ¢ effectuées par la personne
p. Alors, pour chaque employé p, W), doit étre compris entre une valeur de crédit de vol

minimale, L,, et une valeur de crédit de vol maximale, U,,.

L’ affection des tiches aux employés doit vérifier quatre types de contraintes.

1. Contraintes de non-chevauchement : Aucun employé ne peut effectuer plusieurs

tdches simultanément.

2. Contraintes dues aux qualifications : Soit N, le nombre d’employés requis
ayant la qualification ¢ pour la rotation r. Il faut s’assurer que le nombre d’em-

ployés affectés a r et ayant la qualification g est supérieur ou égal a N,,.

3. Contraintes de crédits de vol : Chaque employé doit accumuler W, crédits de

vols avec L, < W, < U,,.

4. Contraintes de préaffectation : Il faut tenir compte des préaffectations (congés,

vacances, etc.).

7.2 Les méthodes de résolution du PBS

Dans la littérature, il y a moins d’articles sur les méthodes de résolution du PBS que
sur celles concernant le rostering. Néanmoins, certaines compagnies ont proposé leurs

solutions, comme par exemple Quantas [117], Midwest Express Airlines Inc. [125], CP
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Air [29] ou Air Canada [54].

Supposons que nous ayons m employés a disposition et que ’ensemble des employés
soit noté £ = {1,...,m}. Afin de résoudre le probléme du PBS, il faut optimiser m
différents problémes successivement, un pour chaque employé, en partant du plus sénior
et en allant vers le plus junior. Sherali et Soyster [130] ont formulé le PBS comme un
probléme en nombres entiers et utilisent une programmation multi-objectifs. Pour cela,
ils cherchent différents poids {1, ..., A,,} afin de donner une priorité différente aux
différents objectifs. Mais Gamache et al. [54] ont montré que cette méthode nécessite

1’utilisation de nombres qui sont trop grands pour les ordinateurs actuels.

Gamache et al.[54] ont présenté une méthode séquentielle combinant la génération
de colonnes et un algorithme de séparation et d’évaluation progressive. Leur algorithme
résout une suite de programmes linéaires mixtes : il y en un par employé i € E et les
employés sont traités du plus sénior au plus junior. Leur algorithme consiste a construire
le meilleur horaire possible pour ’employé k, en ne changeant rien aux horaires déja
déterminés pour les employés 1, ...,k — 1 et avec la contrainte qu’il doit étre possible
d’assigner un horaire aux employés plus juniors k + 1,..., m de telle sorte que toutes
les rotations de R soient couvertes. Nous allons utiliser les notations suivantes et nous
allons supposer qu’un horaire admissible a déja été assigné aux employés 1,...,k — 1.

1 sil’employé p a la qualification g,
- Qpg = .

0 sinon

- N, (f, est le nombre d’employés encore requis avec la qualification ¢ dans la rotation
T.
— bF est le nombre d’employés encore requis par la rotation .

- S]’; est I’ensemble de tous les horaires admissibles restants pour 1’employé p.

1 silarotation r fait partie de 1’horaire 7,
- arj = .

0 sinon
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— ¢cp; st le score de I’horaire j pour I’employ€ p.

1 sil’horaire j € S¥ est choisi pour I’employé p,
- Tpi = :
0 sinon
Ainsi, le probléme consistant a trouver un horaire admissible pour I’employé k, tout en

s’assurant que les employés plus juniors peuvent satisfaire les rotations restantes, peut

étre formulé comme le programme en nombres entiers (/ F;) suivant.

Max ijk = Z Ckj Tk
jesk
S.C.
D> arQuan > NE, Vre R, VgeQ (1.1)
p=k jesk
(IFx) < m
SN aa=t, VreR (12)
p=k jesk
> ay =1, p=k,....m  (1.3)
jesk
mp]€{071}7 p=k,...,m
Vje Sy (7.4)
\

Les contraintes (7.1) concement les qualifications. Les contraintes (7.2) s’assurent
que les horaires choisis couvrent toutes les rotations et que le bon nombre d’employés est
utilisé. Les contraintes (7.3) s’assurent qu’un horaire est construit pour chaque employé.
Un algorithme séquentiel peut alors étre utilisé qui détermine successivement un horaire

pour chaque employé k en résolvant (I Fy ). Cet algorithme produit une solution optimale
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au PBS dans le cas ou aucun employé n’a deux horaires ayant le méme score optimal. En
revanche, la résolution du probléme en nombres entiers (I P;) peut étre longue et dans
une solution optimale de (I P ) les horaires pour les employés £ + 1, . . ., m sont inutiles
car ils ne tiennent pas compte des préférences de ces employés. Afin d’essayer de tenir
compte de ces deux remarques, Gamache et al. ont développés un programme linéaire
mixte qui utilise des contraintes d’intégralité seulement pour les variables associées a
I’employé k (et donc les variables associées aux employés £ + 1,...,m n’ont pas de

contraintes d’intégralité). Ce programme linéaire mixte (M I Py) est présenté ci-dessous.

(

Max ZMka-: E Ckj Tk

jest
S.C
m
> arjQuetp; > Nf, Vre R, VgeQ (1.5)
p=k jeSk

(MIP,) ¢ S aymy =0k, VreR (7.6)

p=k jeSk
Z:cpj———l, p=Fk,....,m (7.7)

jeSk
zx; € {0, 1}, Vje Sy (7.8)

CL'ijO, p=k+1,,m

vj € Sk (7.9)

Gamache et al. [53] résolvent le probleme (MIP;) en combinant un algorithme
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de génération de colonnes avec un algorithme de séparation et évaluation progressive
(branch-and-bound). La génération de colonnes sert a résoudre le programme linéaire
qui est obtenu lorsque les contraintes d’intégrité de (M I Py) sont relaxées. L’algorithme
de séparation et évaluation progressive est utilisé pour trouver une solution entiére pour
I’employé k. 1l arrive parfois que la méthode donne un horaire a un employé de telle
sorte qu’il n’est plus possible de trouver un horaire réalisable pour les employés plus
juniors. A ce moment-13, quand le (MIP;) ne trouve pas de solution réalisable, la mé-
thode doit effectuer un retour-arriére. Ce processus de retour-arriére est répété jusqu’a
ce que, pour un employé [ < k, le probléme en nombres entiers (I F}) ait une solution
réalisable.

La génération de colonnes doit étre faite pour chaque employé. Pour diminuer le temps
de résolution, une heuristique est introduite durant la résolution des problémes des pre-
miers employés (au début de la résolution il y a beaucoup d’employés disponibles, donc
I’affectation des taches aux employés se fait relativement facilement). Cette méthode
utilise un algorithme de plus court chemin et génére un horaire pour I’employé £ sans
tenir compte des employés plus juniors. Le probléeme résolu est appelé (RC'SP;) (pour
le terme anglais resource constrained shortest path problem) et est utilisé par Gamache

et al. [54] pour résoudre les sous-problemes dans la méthode de génération de colonnes.

)
Max Zgcsp, = E CkjThj
jesk

Zxkj = ].,

ic Gk
JES;

zi; € {0,1}, Vj € S¥

S.C
(RCSP,) ¢

Comme nous I’avons déja mentionné, la méthode (M 1Py ) n’est pas optimale dans
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le cas o un employé & a plusieurs horaires optimaux .S; qui garantissent que les em-
ployés juniors k+1, . . ., m regoivent un horaire. Achour et al. [3] décrivent une méthode
exacte qui ne présente pas ce probleme. En effet, a la place de fixer un horaire optimal
pour I’employé £, ils construisent I’ensemble noté Q’,: de tous les horaires résiduels ad-
missibles pour I’employé k ayant le score S} en énumérant tous ces horaires. Donc, le
choix de I’horaire de I’employé k est reporté & une itération ultérieure, quand des infor-

mations supplémentaires sur les scores des employés plus juniors sont disponibles.

En résolvant successivement des problemes (RC'S P;,) pour chaque employé selon I’or-
dre de séniorité, il est trés probable que, pour un certain employé€ k, I’horaire obtenu par
le (RC'SP) induise une solution non réalisable pour le probléme (I P ). Jeandroz [80]
(pour les tiches-filles) et El Idrissi [41] (pour les tiches-meres) ont proposé d’utiliser

des compteurs pour détecter quand le nombre d’employés plus juniors devient critique.

Cette méthode passe en revue les employés, selon I’ordre de séniorité.

Un probléme de plus court chemin (RC'S Fy) est résolu pour I’employé le plus sénior k
et on lui assigne temporairement cet horaire. Pour les employés résiduels k + 1,...,m
(qui n’ont pas encore un horaire assigné), des compteurs sont mis en place afin de véri-
fier s’1l existe une solution admissible, tenant compte des contraintes du probléme, sans
prendre en considération les préférences de ces employés.

Si le résultat des compteurs le permet, 1’horaire trouvé pour I’employé le plus sénior lui
est attribué définitivement.

Sinon, les compteurs permettent de savoir quelles sont les qualifications critiques, et
donc quelles taches devront étre assignées ou interdites a I’employé le plus sénior (sans
tenir compte de ses préférences), afin de pouvoir assurer la réalisabilité future du pro-

bléme.

En fait, il y a deux types de compteurs dans la procédure : les compteurs C'1 et les
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compteurs C2. Les compteurs C1 vérifient qu’il reste assez d’employés qualifiés dans
le probleme résiduel pour pouvoir effectuer les tiches demandant des qualifications. Les
compteurs C2 vérifient que le nombre total de crédits de vol des tiches du probléme
résiduel est compris entre le total des nombres de crédits de vol minimum et le total des
nombres de crédits de vol maximum des employés encore disponibles. Il y a aussi un
compteur C2 global qui détermine le critére d’arrét de 1’heuristique.

Le probléme est dit critigue quand 'un des compteurs détermine que la demande est
plus grande ou égale a I’offre.

Il y a un compteur C'1 par qualification (allemand, portugais, etc.) et par tranche de
temps (le temps est discrétisé a chaque heure de début ou de fin de tache).

Un compteur C'1 calcule I’offre et la demande pour une qualification et vérifie si le pro-
bléme résiduel est réalisable dans un intervalle de temps donné.

Une qualification est critique st le retrait de la personne la plus sénior ne permet pas
la couverture des tdches résiduelles nécessitant cette qualification. Dans ce cas-1a, une

tdche demandant cette qualification est attribuée a I’employé le plus sénior.

Les compteurs C?2 indiquent quand 1’utilisation des compteurs C'1 doit cesser. Les comp-
teurs C'2 vérifient que le nombre de crédits de vol a assigner est compris entre la somme
des valeurs de crédits de vol minimales et maximales des employés non encore assignés.
Une fois que les compteurs C2 détectent que le probléme devient critique, un retour a la

génération de colonnes est fait.

Les compteurs peuvent ne pas détecter certaines situations ou le probleme est non
réalisable, comme dans I’exemple suivant, ou les compteurs considérent que 1’offre est

3 dans chaque intervalle de temps et que la demande est au maximum 2.

Exemple 7.2.1. Voici un exemple ot il y a six rotations a effectuer, A, B,C, D, E, F, et
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chaque rotation a une seule tiche-fille. Le tableau 7.1 donne les contraintes de qualifi-

cations a respecter pour chaque rotation ainsi que la durée des rotations.

Tableau 7.1 — Les qualifications requises pour les rotations ainsi que les durées des rota-
tions

Rotation | Portugais Italien Frangais Allemand || Durée
X 2
X
X

X
X

OO W N
e
N W N W N

Il y a trois employés disponibles : 1, 2 et 3. Le tableau 7.2 donne les qualifications de
chacun d’entre eux, ainsi que le nombre d’heures minimum et maximum qu’ils doivent

effectuer.

Tableau 7.2 — Les qualifications des employés

Employé¢ | Portugais Italien Frangais Allemand || Min | Max
1 X X 4 5
2 X X 4 5
3 X X 4 5

La figure 7.1 montre la disposition des rotations dans le temps.

D E F

Figure 7.1 — Représentation des rotations selon leur apparition dans le temps

Notons %/, la variable indiquant que I’employé p effectue U puis V. Normalement, ce
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sont des variables binaires. Mais si les contraintes d’intégrité sont relaxées, la méthode
trouve la solution non entiére suivante.

1
1T _ .1 _ .2 _ .92 _ .3 _ .3 _
CEAB—CEAC—CEBC—CEEF“CEDE—CEDF—§

En effet, nous avons les contraintes suivantes sur les rotations (chaque rotation doit étre

effectuée totalement).
DT =1
J

I1 est pourtant impossible de trouver une bonne affectation, car chaque personne doit
faire exactement deux rotations pour que la charge de travail appartienne a [4, 5].
Comme I’employé 1 doit faire A (car il est le seul a parler Portugais), nous savons qu’il
fera B ou (exclusif) C (en effet, il ne peut pas faire F car il ne parle pas Allemand).
Comme I’employé 3 doit faire D (car il est le seul a parler Frangais), nous savons qu’il
fera E ou (exclusif) F' (en effet, il ne peut pas faire B ou C car il ne parle pas Italien).
Nous pouvons en déduire que I’employé 2 doit faire (B ou C) et (E ou F).

Si I’employé 2 effectue B, alors il ne peut pas faire £ ou F car il y a un chevauchement
des rotations.

Si I’employé 2 effectue C, alors il ne peut pas faire F), car il y chevauchement ; et il ne
peut pas faire E car la durée totale des deux rotations vaut 6. Ainsi, nous pouvons en

déduire qu’il est impossible de trouver une affectation qui vérifie toutes les contraintes.

Les problémes (I P;), (MIP;) et (RCSFy) peuvent avoir des valeurs optimales dif-
férentes. C’est pour cela que quand un algorithme séquentiel est utilisé pour résoudre
(M1IPy), il faut parfois effectuer des retours-arri¢res. Or, comme nous 1’avons déja vu,
la résolution du probleme (I Py) peut étre trés longue. Afin d’essayer de trouver rapi-
dement une solution au probléme (I P;), Gamache et al. [52] (provenant de la maitrise

de Jérome Ouellet [110]) ont adapté la méthode de recherche tabou (présentée dans
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1’ Annexe I). Ils ont, en fait, généralisé I’algorithme TABUCOL proposé¢ par Hertz et de
Werra, [75], pour la k-coloration d’un graphe.

En fait, Gamache et al. [52] ont intégré leur recherche tabou dans un algorithme qui
fonctionne de la fagon suivante. Jusqu’a une certaine valeur de k fixée, appelée K4,
ils trouvent d’abord un horaire pour I’employé & en résolvant le probléme de plus court
chemin (RCSPy). Puis, ils utilisent la recherche tabou pour déterminer si (IP;) est
réalisable. Si 1’algorithme tabou exhibe une solution réalisable, alors cela signifie que
I’horaire attribué a I’employé & est optimal. Sinon, si I’algorithme tabou n’est pas ca-
pable d’exhiber une solution a (I F) (i.e., I’output de tabou est “JE NE SAIS PAS”),
alors ils trouvent un horaire pour k en résolvant le probleme linéaire mixte (M1 Py) et
testent 1’horaire obtenu avec la recherche tabou. A nouveau, si tabou ne trouve pas de
solution, alors ils résolvent le probléme a nombres entiers (I P;). Si k > kpqq, alors ils
passent directement a la résolution du probléme mixte (M I P, ) sans essayer de résoudre

d’abord le probléme de plus court chemin.

Gamache et al. [52] ont modélisé le probléme de confection d’horaires du personnel
navigant comme un probleme de D-coloration avec contraintes additionnelles.
Plus précisément, un graphe est construit, dans lequel

— chaque sommet est une tache,

— il existe une aréte entre deux sommets si et seulement si les deux taches correspon-

dantes se chevauchent,
— chaque couleur correspond a un employé,
— les domaines de chaque sommet sont composés des couleurs des employés pouvant

effectuer la tiche associée au sommet.

S’il n’y avait que les contraintes de non-chevauchement, le probleéme a résoudre se-
rait de déterminer une k-coloration d’un graphe d’intervalle (ou % est le nombre d’em-
ployés). Ce probléme peut étre résolu en temps polynomial. Les préaffectations peuvent

cependant imposer que deux sommets doivent avoir la méme couleur et il a été démontré
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que le probléme devient alors NP-difficile [21], et I’utilisation d une heuristique est donc
justifiée.

Donc, en fait le CSP modélisant ce probléme est constitué d’une contrainte SomeDif-
ferent additionnée de contraintes de qualification et de contraintes de temps de travail

minimum et maximum pour les employés.

Les contraintes de non-chevauchement sont modélisées par les arétes qui imposent que
deux sommets adjacents doivent avoir des couleurs différentes. Deux taches qui se che-
vauchent ne peuvent donc pas étre attribuées & un méme employé.

Les contraintes de préaffectation sont modélisées en restreignant 1’ensemble des cou-

leurs (employés) pouvant étre affectées a certains sommets (tdches).

Les contraintes dues aux qualifications sont mod¢lisées comme suit.
Nous reprenons les notations de N, et @, telles que définies ci dessus a la page 180.

De plus, soit P, (s) I’ensemble des personnes qui sont affectées a une tiche de la rotation

r dans la solution s.

Alors les contraintes dues aux qualifications s’expriment de la fagon suivante.

E Qpq > Ngr ¥V qualification ¢ requise dans une rotation r
PEP(s)

En termes de graphes cela donne la contrainte suivante.
Soit C, I’ensemble des couleurs (employés) ayant la qualification g.
Soit V,. I’ensemble des sommets correspondant aux tiches de la rotation 7.

11 faut qu’au moins N, sommets de V;. aient une couleur C' € Cj,.
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Les contraintes de crédits de vol sont modélisées comme suit.
Soit W, (s) le nombre de crédits de vols cumulés par I’employé p dans la solution s.
Soit L, le nombre de crédits de vol minimum pour I’employé p.
Soit U, le nombre de crédits de vol maximum pour I’employé¢ p.

Ona L, < Wy(s) < U,

Associons un poids w; a chaque tache ¢ qui correspond a sa durée (son nombre de crédits

de vol). Notons s(t) = p le fait que ¢ a la couleur p dans la solution s.

11 faut que, pour toute couleur p, la contrainte suivante soit vérifiée :

Wp(s) = Z w € [Ly, Uy

s(t)=p

Si nous reprenons I’exemple présenté dans le Tableau 7.1, nous obtenons le graphe
présenté dans la Figure 7.2. Chaque rotation est représentée par un sommet. Au-dessus

de chaque sommet est indiqué le poids du sommet (qui représente la durée de la rotation).

2
A oD
2 3
B E
3 2
Ce F

Figure 7.2 — U’exemple 7.2.1, présenté sous la forme d’un graphe

Nous cherchons une 3-coloration des sommets. Nous avons les contraintes supplé-
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mentaires suivantes.

1. La somme des poids des sommets d’'une méme couleur appartient a [4, 5].

2. A ne peut recevoir que la couleur 1.

3. B ne peut recevoir que les couleurs 1 ou 2.

4. C ne peut recevoir que les couleurs 1 ou 2.

5. D ne peut recevoir que la couleur 3.

6. E ne peut recevoir que les couleurs 2 ou 3.

7. F ne peut recevoir que les couleurs 2 ou 3.

8. FE et C ne peuvent recevoir la méme couleur car la somme de leurs poids vaut 6.

Si les arétes (A, D) et (A, E) sont supprimées, le sous-graphe obtenu est toujours non

réalisable.

L’algorithme tabou de Gamache et al. [52] colore d’abord gloutonnement le graphe en
respectant les préaffectations. La fonction objectif est la somme pondérée de trois termes
fi(s), fa(s) et f3(s).

1. fi(s) est le nombre d’arrétes en conflit.

(s)
2. fa(s) comptabilise le nombre d’écarts par rapport a U, et Ly,
(s)

fa(s) = Zmax{(), L, — W,(s), W,(s) — U,}.
p=k

3. f3(s) comptabilise le nombre de problémes de qualification,

fs(s) = Zmax{(), Nécr - Z Qpq}-

pEP(s)
Lors de I’utilisation de 1’algorithme tabou de Gamache et al., les employés sont traités

selon la séniornité stricte.
D’abord, une solution pour I’employ¢ le plus sénior est cherchée. Celui-ci est alors en-

levé du probleme (il y a donc une couleur en moins). Les tiches que I’employé le plus
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sénior avait sont redonnées a d’autres employés de maniere gloutonne.

Une solution sans conflit est cherchée. A ce moment-13, il arrive parfois que le probléme
n’a aucune solution.

C’est donc a cette étape-1a que nous allons intervenir afin de trouver un sous-ensemble
de contraintes rendant le probleme impossible a résoudre.

En effet, un IIS représente une partie du probléme qui donne une explication partielle
de la non réalisabilité. Donc, la connaissance d’un IIS du probléme peut €tre tres utile
dans le probléme d’horaire de personnel navigant, car elle donne une idée concernant
les données a changer (dans le probléme original) pour obtenir un probléme réalisable.

Cela permettra de savoir quelles tiches devront étre affectées a des employés spécifiques.

En résumé, le probleme de confection d’horaires pour le personnel navigant aérien con-
siste a trouver un horaire pour chaque employé qui respecte un certain nombre de régles
et de contraintes. Les contraintes que nous allons prendre en compte dans ce travail sont
les contraintes de non-chevauchement, les contraintes de crédits de vol, les contraintes
de préaffectation et les contraintes de crédits de vol minimum et maximum. Comme
nous 1’avons vu, Gamache et al. [52] ont proposé un algorithme tabou qui retourne
pour chaque employé, soit "REALISABLE" avec une affectation qui satisfait toutes
les contraintes, soit “JE NE SAIS PAS” quand il ne trouve pas une telle affectation.
Quand I’algorithme tabou ne trouve pas de solution, il est trés possible que le probléme
a cette étape-la ne soit pas réalisable, et donc il est alors tres utile de trouver un IIS de
contraintes expliquant cette non réalisabilité. C’est donc a cette étape-la du processus de
confection d’horaires que nous allons intervenir en utilisant des méthodes de détection
d’IIS pour ce probleme. Les méthodes que nous avons développées sont présentées dans
le Chapitre 8 et sont des adaptations des méthodes de Galinier et Hertz [48], présentées

dans la Section 4.1.
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7.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté le probléme de confection d’horaires pour le
personnel navigant aérien ainsi qu’un survol des méthodes de résolution existantes pour

ce probléme.

Dans le chapitre 8, nous présentons une adaptation des algorithmes de détection automa-
tique d’IIS de contraintes pour le probleme de confection d’horaires pour le personnel

navigant aérien, ainsi qu’un algorithme exact permettant de vérifier les sous-ensembles

obtenus.
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CHAPITRE 8

DETECTION DE SOUS-ENSEMBLES INCOHERENTS MINIMAUX DANS LE
PROBLEME DE CONFECTION D’HORAIRES POUR LE PERSONNEL
NAVIGANT AERIEN

Dans ce chapitre, nous présentons les adaptations que nous avons faites pour utiliser
les algorithmes Insertion et HittingSet présentés a la section 4.1 afin de trouver
des IIS de contraintes pour le probléme de confection d’horaires pour le personnel na-
vigant aérien. Puis, nous présentons 1’algorithme de recherche tabou qui est utilisé par
les algorithmes Insertion et HittingSet. Ensuite, nous décrivons comment nous
avons modifié I’algorithme exact Dsatur permettant de trouver le nombre chromatique
d’un graphe afin qu’il puisse tenir compte des contraintes additionnelles de qualification
et de crédits de vol minimum et maximum et qu’il retourne la réponse réalisable ou non
réalisable. Cet algorithme modifié nous permettra de vérifier les résultats des algorithmes

de recherche d’IIS, Finalement, nous présentons divers résultats expérimentaux.

8.1 Algorithmes de détection de sous-ensembles incohérents minimaux

Dans cette section, nous présentons comment les algorithmes Insertion et
HittingSet ont été adaptés pour trouver des IIS de contraintes pour le probléme
de confection d’horaires pour le personnel navigant aérien.

Tout d’abord, nous allons bri¢vement rappeler comment nous modélisons ce probléme.
Nous utilisons un graphe G = (V| E) ou V est I’ensemble des sommets et E est I’en-
semble des arétes. Chaque sommet v € V représente une tache (tiche-fille) a effectuer
et chaque aréte (u,v) € E représente la contrainte de non-chevauchement entre deux

tiches ayant lieu en méme temps. Chaque sommet a une liste de couleurs possibles no-
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tée D,, chaque couleur représentant un employé pouvant effectuer la tiche associée au
sommet. Il y a au total m employés, donc m couleurs.

Pour chaque contrainte de qualification, il faut s’assurer que le nombre d’employés af-
fectés a la rotation r (ensembles de tiches) et ayant la qualification g soit supérieur ou
égal & N,. Nous allons noter C Q) cette contrainte de qualification demandant NV,
personnes avec la qualification g dans la rotation r. Chaque couleur (= employé) doit
effectuer un nombre de crédits de vol W, compris entre L, (nombre de crédits de vol
minimum) et U, (nombre de crédits de vol maximum).

De plus, rappelons les notations suivantes :

1 sip ala qualification ¢
Qpg =

0 sinon

P,(c) est formé par I’ensemble des personnes qui sont affectées a une tiche de la rotation
r dans une solution c. Les contraintes de préaffectations contraignent certains domaines

D, a étre des singletons (une seule personne peut étre affectée a la tache v).

Pour ce probléme de confection d’horaires, nous allons utiliser les algorithmes
InsertionetHittingSet etnous allons uniquement rechercher des IIS de contrain-
tes. L’algorithme Insertion a été présenté au chapitre 4 dans la Figure 4.4 et I’algo-
rithme HittingSet dans la Figure 4.8. Nous précisons maintenant les termes utilisés
par ces deux algorithmes pour le cas particulier du probléme de confection d’horaires
pour le personnel navigant aérien. L’ensemble S utilisé par ces deux algorithmes est
I’ensemble de toutes les contraintes du probleme. Rappelons que fs(e) est le nombre
de contraintes de S violées par une affectation e et Fs(e) est formé par I’ensemble de
ces contraintes de S violées par e. Nous avions vu que, dans le cas du probléme SAT, la
procédure MIN résolvait un probléme Max-SAT pondéré. Dans le cas qui nous intéresse
maintenant, la procédure MIN est trés similaire. C’est une procédure qui prend en entrée
un probléme tel que décrit ci-dessus et I’ensemble des poids des contraintes (au départ

toutes les contraintes ont un poids de 1) et telle que MIN(.S;, Ss) produit une affectation
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(coloration) e des sommets qui minimise « - fg,(e) + fs,(e) (00 & > |Sz|). Donc, les
contraintes de S; regoivent un poids de « tandis que les contraintes de S; ont un poids de
1. En pratique, nous utilisons une version heuristique de MIN : HMIN. A nouveau, nous
employons 1’algorithme de recherche tabou pour résoudre HMIN, i.e., pour trouver une
affectation e des variables qui essaie de satisfaire toutes les contraintes de S; car elles
ont un poids « et qui essaie de minimiser la somme des contraintes violées de S, (car
elles ont un poids de 1). Les détails de cet algorithme de recherche tabou sont précisés
dans la section suivante.

L’algorithme Hitt ingSet utilise la procédure HS qui retourne un hitting set mini-
mum. Comme pour le probléme SAT, en pratique, nous trouvons un hitting set minimum
en résolvant un programme linéaire en nombre entier (résolu avec CPLEX 8.1) comme
décrit dans la section 4.4.

Les propriétés énoncées dans la section 4.1 sont toujours valides. Rappelons que celles-
ci précisent que si le sous-ensemble obtenu comme sortie de 1’algorithme HInsertion
ou HHittingSet (i.e., utilisant la version heuristique de MIN, HMIN) est non réali-
sable, alors c’est un IIS (Galinier et Hertz [48]).

Dans les expériences que nous avons effectuées et qui sont présentées a la section 8.4,
nous utilisons aussi la version heuristique de I’algorithme PreFiltering présenté a
la section 4.2.1. Pour cela nous utilisons la méme procédure HMIN que pour 1’algorithme

Insertion telle que nous allons la décrire ci-dessous.

8.2 Algorithme tabou

Comme nous I’avons mentionné, nous utilisons une heuristique de recherche tabou
pour résoudre le probléme HMIN. En effet, bien que nous allons décrire dans la section
8.3 un algorithme exact de résolution du probléme de confection d’horaires pour le per-
sonnel navigant aérien, celui-ci n’est efficace (en termes de temps de calcul) en pratique

que sur des petits problémes. Donc il ne nous est utile que pour vérifier les IIS-C que
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les algorithmes de détection vont exhiber, pour autant que ces IIS-C soient de taille pas
trop grande. Mais 1’algorithme exact serait trop lent pour étre utilisé a 1’intérieur des

algorithmes Insertion ou Hitt ingSet.

L’algorithme de recherche tabou utilisé pour résoudre HMIN est présenté dans la Fi-
gure 8.1. Cet algorithme est trés similaire & celui que nous avons utilisé pour résoudre le
probleme SAT et aussi trés proche de 1’algorithme tabou de Gamache et al. [52]. Nous
représentons 1’espace des solutions au moyen de la lettre S : nous employons cette no-
tation, car ¢’est celle qui est principalement utilisée dans la littérature pour les méthodes
de recherche tabou. L’espace des solutions S est formé par I’ensemble de toutes les co-
lorations complétes possibles des sommets notées ¢ : V' — D(V') avec c(v) € D, pour
tout v € V. Une solution voisine ¢ € N(c) est obtenue en donnant une couleur diffé-
rente ¢’ (v) # c¢(v) & un sommet v appartenant a une contrainte en conflit.

L’ensemble des contraintes est noté C et une contrainte C' € C. L’ensemble des poids des
contraintes est notée {2 et chaque contrainte C a un poids w(C'). Comme nous I’avons vu,

les poids des contraintes sont modifiés par 1’algorithme InsertionouHittingSet.

Nous précisons d’abord les termes qui sont utilisés dans le calcul de la fonction ob-
jectif.
Afin de pouvoir décrire la participation a la fonction objectif de chaque type de con-
trainte, nous introduisons les notations K et . La violation de chaque type de contrainte
est pondérée par la valeur K plus la valeur de la violation. En pratique, la valeur de K
va dépendre des instances testées. Pour les premicres instances testées, nous avons fixé
K = 100 et pour le deuxi¢me groupe d’instances testées nous avons fixé X' = 10000. Le
saut de K ajouté a chaque contrainte permet de différencier un mouvement permettant
de passer d’une contrainte violée a une contrainte non violée (ou I’inverse) d’un mouve-
ment passant d’une contrainte violée & une contrainte violée mais moins (ou plus). Les

contraintes de qualification sont pondérées par . Ceci a été fait afin que les contraintes
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Tabou(F, Q)

Entrée : Un probléme F supposément non réalisable et I’ensemble 2 des poids des
contraintes.

Sortie : Une coloration ¢* et un sous-ensemble U de contraintes non satisfaites ou une
coloration ¢* prouvant que I’instance de départ était réalisable.
Initialisation
pour chaque v € V faire
¢(v) « attribution aléatoire d’une couleur appartenant & D,;

L A(v,i) — 0V i€ Dy;
c*—cetiter — letU « 0
pour chaque C € C faire

| si C n’est pas satisfaite alors U — U U {C};

Tabou

tant que aucun critére d’arrét n’est rencontré faire
ListeMuvt — Q et fress — +00;
pour chaque sommet v appartenant a une contrainte de U faire
pour chaque couleur i € D, \{c(v)} faire
d(v) « 1
siiter > A(v,d(v)) ou f,() < fu,(c*) alors
si f,(') < foest Ou Liste Muvt = ( alors
ListeMut — {(v,c (v))};

L fbest — f'w(c,);
sinon si f,(¢') = frest alors

| ListeMuvt — ListeMvt U {(v,c (v))};

si Liste Mvt = () alors

v’ « choisir au hasard une variable v appartenant a une contrainte de U

| ¢/(v') « choisir au hasard une couleur appartenant & D, différente de c(v');
sinon

| (v, (v")) « choisir au hasard un mouvement appartenant a Liste Mvt;
v ) d(v');

AW, e(v')) « iter + 5

si fw( ) < fu(c®) alors ¢* «¢;

MettreAdour (U,C, (v, c(v"));

iter «— iter + 1;

retourner U,

Figure 8.1 — Algorithme tabou pour le probleme de confection d’horaires pour le per-
sonnel navigant aérien.



199

MettreAJour(U,C,(v', ¢(v)))
Entrée : L’ensemble U des contraintes non satisfaites, I’ensemble C de toutes les
contraintes et le sommet changé v’ ainsi que sa nouvelle couleur ¢(v').
Sortie : L’ensemble U mis a jour.

pour chaque C € C contenant V' faire
si C € U et C est satisfaite en donnant la couleur c(v') a v’ alors

L U<U\{C}

sinon si C ¢ U et C est violée en donnant la couleur c(v') a v alors
LU<UU{Ch

Figure 8.2 — Procédure mettant a jour U.

de qualification ne soient pas favorisées par rapport aux contraintes de crédits de vol
minimum et maximum. En pratique, nous prenons x comme étant égale au nombre de
crédits moyens d’une tiche.

Soit f,(c) 1a fonction pénalisant les violations sur les arétes, f,(c) est calculée de la fa-
con suivante.

© K silaréte a est en conflit dans la coloration ¢
f a\C) =

0 sinon.

Soit foq,, (c) la fonction pénalisant les violations sur les contraintes de qualification

CQqr- Alors fog,, (c) est calculée de la fagon suivante.

0 sio Y Qpg > Ny
fCqu (C) _ PEF;(c)
K+ k- (Ng — Z (Qpg) sinon
PEPr(c)

Soit farrn,(c) 1a fonction calculant les pénalités par rapport au nombre de crédits man-
quants pour obtenir le nombre minimum de crédits de vol et fasax,(c) la fonction cal-
culant les pénalités par rapport au nombre de crédits en trop par rapport au nombre
maximum de crédits de vol.

Les termes fy/rn, (c) et fara X,,(C) sont calculés de la fagon suivante,



200

0 siW, > L,
fuin,(c) =

K+(L,-W,) siW,<L,

0 siW, < U,
fMAX,,(C) =

K+(W,-U,) siW,>U,

Nous pouvons remarquer que la valeur de la violation est prise en compte dans les termes
concernant les contraintes de qualification, de crédits de vol minimum et maximum. En
effet, si nous ne pondérons pas les termes concernant la violation de ces contraintes,
alors nous ne tenons pas compte de 1’éloignement par rapport au but de la contrainte.
Par exemple, si le nombre de crédits de vol minimum est 3900 considérons les deux cas

suivants :
1. le total actuel des crédits d’une couleur est 3899,
2. le total actuel des crédits d’une couleur est 100.

Il est clairement évident que le cas numéro 2 viole la contrainte plus fortement que
le cas numéro 1 et il est a priori plus facile d’effectuer un mouvement ayant pour but de
satisfaire la contrainte de crédits de vol minimum dans le cas 1 que dans le cas 2. C’est
pour tenir compte de cette différence que les contraintes de qualification, de crédits de
vol minimum et de crédits de vol maximum ont ét€ pondérées par ce qu’il manque pour
satisfaire la contrainte.

Nous notons les poids dans la solution actuelle de la fagon suivante : w, est le poids de
’aréte a, wcq,, est le poids de la contrainte de qualification CQ,,, warn, €st le poids
de la contrainte de crédits de vol minimum pour la personne p et wasax, est le poids de
la contrainte de crédits de vol maximum pour la personne p. La fonction objectif f,,(c)

est 1a suivante :
m m

£ul©) =) falQwat+ D fooun (Qwoqu+ Y frurn, (Qwain,+ Y | farax, (Cwarax, .

q,T p:l p:l

Nous pouvons voir dans la Figure 8.3 les allures des trois termes suivants appartenant a
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la fonction objectif : farrn, (c), frrax,(c) et feo,. (c)-

Si une instance ne comporte pas tous les types de contraintes, alors f,,(c) pour cette
instance comporte uniquement les parties qui concernent des types de contraintes qui

composent I’instance.

Nous pouvons remarquer que le terme de la fonction objectif concernant chaque
contrainte est pondéré par les termes w,, wcq,,, WMIN, OU Wapax, Selon le type de
contrainte. Cette pondération varie en fonction de I’appartenance de la contrainte aux
ensembles S; ou S, dans les algorithmes Insertion et HittingSet tel que décrit
ci-dessus.

En pratique, le calcul de la fonction objectif n’est pas refait pour évaluer tous les mou-
vements. En effet, afin de pouvoir effectuer un mouvement avec un temps de calcul
constant, nous maintenons a jour une matrice appelée Gamma de taille [V| x m (i.e.,
nombre de sommets par nombre de couleurs) telle que Gamma(v, i) contient le coft
de I’affectation de la couleur ¢ a v. Si la solution actuelle pour le sommet v est ¢(v) et
que nous voulons connaitre le cofit (positif ou négatif) du mouvement colorant v avec
' (v) il nous suffit de calculer la différence entre le coit d’affecter ¢/ (v) a v et le coiit de
lui laisser sa couleur courante c(v) (i.e., il faut effectuer le calcul Gamma(v, d(v)) —
Gamma(v, ¢(v))). Quand un mouvement est effectué il faut mettre a jour la matrice.
Cette mise a jour doit étre faite pour chaque type de contrainte touchant le sommet v.
Pour les contraintes de non chevauchement, il faut mettre a jour les lignes de Gamma
concernant les sommets w voisins de v. Pour chacune de ces lignes, uniquement les co-
lonnes concernant c(v) et ¢/(v) sont modifiées de la fagon suivante. Premiérement, le
colit d’affecter I’ancienne couleur de v, c¢(v), est enlevé de w (i.e., le coit de la case
(w, c(v)) est diminué) puis le colt d’affecter la nouvelle couleur de v, ¢/(v) est ajouté a
w (i.e., le cout de la case (w, ¢'(v)) est augmenté). Pour les contraintes de qualification et

de crédits de vol minimum et maximum, les mises a jour sont un peu plus compliquées.
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(a) Graphique de la fonction fasrw, (c). (b) Graphique de la fonction farax, (c).
f(‘qu ()
1\
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Ki-mmmmmmmmenmtess ,
0 RS >
§r = 2 Oy
pePc)

(c) Graphique de la fonction fcq,, (c) si
k=1

Figure 8.3 — Graphiques de fonctions pondérées
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Sans entrer trop dans les détails, 1’idée générale est la suivante. Nous supposons que le
mouvement consiste a changer la couleur du sommet v en passant de ¢(v) a ¢/(v). Pour
chaque contrainte de qualification C'(), dont le nombre actuel de personnes ayant la

qualification change a cause de ce mouvement (i.e., Z Q4p est modifi€), alors il faut

PEP{c)
mettre a jour les lignes de Gamma correspondant aux sommets appartenant a la rotation

r de la contrainte C'(),,. Pour chaque contrainte de crédits de vol minimum ou maxi-
mum, il faut mettre a jour toutes les lignes de Gamma correspondant & des sommets

ayant soit la couleur ¢(v) ou la couleur ¢/(v) dans leur domaine.

Quand un mouvement est effectué pour passer d’une solution ¢ a une solution ¢’ en
affectant une couleur ¢’(v) a un sommet v € V, la paire (v, ¢c(v)) est rendue tabou. Il est
donc interdit de réaffecter la couleur ¢(v) & v pendant un nombre d’itérations 7 fixé. Ceci
a pour but de sortir des minima locaux et d’éviter de cycler. Comme nous 1’avons déja
vu pour le tabou utilisé pour MawWSAT, la valeur de 7 peut étre calculée de différentes
fagons. Dans les tests que nous avons effectués, 7 est choisi au hasard dans 1’intervalle
[0v/NV,2a+/NV — 1] ol a est un paramétre et NV est le nombre de contraintes vio-
l1ées. Nous avons utilisé o = 1.5 dans les tests que nous avons réalisés. Pour savoir si un
mouvement est tabou A(v, c(v)) stocke le numéro de I’itération a partir duquel le mou-
vement (v, c¢(v)) n’est plus tabou. Chaque fois qu un mouvement (v, ¢(v)) est effectué,
la valeur de A(v, c(v)) est mise a jour et vaut le numéro de I’itération courante plus 7.
La valeur retournée par 1’algorithme tabou est une coloration compléte ¢* des sommets
de V et un ensemble U de contraintes non satisfaites par c* tel que f,(c*) soit la plus
petite valeur de la fonction objectif rencontrée si nous n’avons pas pu prouver que 1’ins-
tance est réalisable ou une coloration compléte ¢* des sommets de V' qui satisfait toutes
les contraintes sinon.

L’algorithme s’arréte soit aprés un nombre maximum fixé d’itérations ou d’itérations
sans améliorations ou aprées un temps maximum d’exécution.

Dans la Figure 8.2 est présentée la procédure mettant a jour la liste U des contraintes non
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satisfaites. Chaque contrainte qui était satisfaite avant d’effectuer le mouvement et qui
devient non satisfaite par le mouvement est ajoutée a U et chaque contrainte qui appar-

tenait & U avant le mouvement et qui devient satisfaite par le mouvement est supprimée

de U.

8.3 Algorithme exact de vérification des sous-problémes incohérents

Afin de pouvoir vérifier s1 un probléme ou un sous-probléme suppos¢ non réalisable
’est effectivement, nous avons modifié I’algorithme exact Dsatur [115] de Michael
Trick [134] afin qu’il tienne compte des contraintes de qualification et de crédits de
vol minimum et maximum. Comme nous 1’avons déja vu au Chapitre 6, I’algorithme
Dsatur calcule le nombre chromatique x(G) d’un graphe G pour le probléme clas-
sique de coloration de graphe. Afin d’adapter cet algorithme pour notre probléme de
confection d’horaires, nous avons dil effectuer certaines modifications. Premiérement,
nous devons transformer notre probléme de D-coloration en un probleme classique de
coloration de graphe. Pour faire cela, nous appliquons la méme transformation que celle
présentée dans la Section 6.1.3, i.e., nous ajoutons une clique de la taille [D(V)| ou
chaque sommet correspond a une couleur de D(V') et nous relions chaque sommetv € V
a chaque nouveau sommet s si et seulement si ¢ ¢ D,,.

Dans les algorithmes, nous utilisons les notations suivantes. Soit n = |V| le nombre
de sommets du probléme de D-coloration (=probléme original) et | D(V')| le nombre de
couleurs utilisées (= la taille de clique ajoutée), alors N = n + |D(V')] est le nombre de
sommets du graphe modifié (utilisable pour le probléme classique de coloration). L est
la liste des sommets manipulés. Le nombre total de contraintes de 1’instance ou de I'TIS
testé est noté nc;,;. Ce nombre total est la somme du nombre de contraintes de non che-
vauchement, noté nc,, du nombre de contraintes de qualification, noté nc,, du nombre
de contraintes de crédits de vol minimum, noté nc,,;,, et du nombre de contraintes de

crédits de vol maximum, noté ncyqe. AlNSl, NCior = NCq + NCq + NCmin + Nemag-
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Deuxi¢mement, nous ajoutons des vérifications pour les contraintes de qualification.
Pour cela, nous définissons CtrL, la liste pour chaque sommet v des contraintes de
qualification dans lesquelles v est impliqué. Nous notons Reservecgq,, une variable
stockant pour chaque contrainte de qualification C(Q), la marge dont nous disposons
concernant le nombre de sommets du graphe (rappelons que les sommets correspondent
aux taches) qui peuvent encore obtenir une couleur ayant la qualification demandée. Au
début de I’algorithme, Reservecq,, est initialisé avec le nombre de sommets modélisant
la rotation r (i.e., le nombre de tiches (taches-filles) de la rotation r) moins Ny, qui est le
nombre minimum demandé€ d’employés ayant la qualification ¢ pour la rotation r. Quand
I’algorithme essaie d’affecter une couleur p au sommet v (Figure 8.4), pour toutes les
contraintes CQ,, € CtrL,, si la couleur p n’est pas qualifiée pour CQ,,, Reservecq,,
est mis a jour et diminu€ de un (car il y a un sommet de la rotation r de moins qui peut
obtenir une couleur ayant la qualification demandée). Si Reservecq,, devient négatif,
alors nous pouvons effectuer un retour-arriere, car la contrainte de qualification CQ),, ne
peut pas étre satisfaite avec I’affectation partielle actuelle (il ne reste plus assez de som-
mets de r qui peuvent obtenir une couleur qualifiée). Quand une couleur p est enlevée

d’un sommet v le mouvement opposé est effectué (Figure 8.5).

Troisiémement, nous ajoutons des vérifications pour les contraintes de crédits de vol
minimum et maximum. Soit Credits, le nombre de crédits de vol du sommet v et L,
(respectivement U,,) le nombre minimum (respectivement maximum) de crédits de vols
qui doivent étre effectués par la couleur p (= personne p). Nous considérons aussi une
valeur C'reditsActuels, qui enregistre le nombre de crédits de vol actuels attribués a la
couleur p (= effectués par la personne p). Comme nous 1’avons précisé ci-dessus, 1.Cmin
est le nombre de contraintes de crédits de vol minimum de 1’instance ou de I’IIS consi-
déré (ce nombre n’est pas forcément égal au nombre de couleurs pour un IIS car un IIS

peut ne contenir aucune contrainte de crédit de vol minimum ou moins de contraintes de
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crédits de vol minimum que le nombre de couleurs).

Avant d’expliquer comment nous pouvons accélérer les vérifications pour les contraintes
de crédits de vol minimum, nous considérons ’exemple suivant afin d’en avoir I’intui-
tion.

Supposons que nous ayons z tiches a effectuer, chacune étant de durée 1 (avec z impair).
Supposons que nous ayons deux personnes a disposition (donc deux couleurs), A et B, et
que le nombre de crédits de vol minimum pour ces deux personnes soit Ly = Lg = %—1
C’est seulement aprées avoir affecté un ensemble de %l taches a A (qui donnent un crédit
total de L 4 2 A) que nous remarquons qu’il reste ”T'l < Lp crédits disponibles pour 5.
Chacun des Cf, = ( L”A) sous-ensembles de tiches aboutissent a ce cas-1a. L’algorithme
va donc tester CT , solutions partielles avant de déterminer que le probléme est irréali-
sable.

Par contre, si nous considérons I’ensemble de sous-ensembles de couleurs suivant
EP = {{A},{B},{4, B}} et que nous testons les contraintes de crédits de vol sur
chacun de ces sous-ensembles alors nous remarquons immeédiatement (sans explorer au-
cune solution partielle) que le probleme est non réalisable. En effet, la somme du nombre
de crédits de chaque tache est z et cette somme est strictement plus petite que la somme
du nombre minimum de crédit pour Aet B:x < Ly + Lgp = x + 1 donc ces deux
contraintes de crédits de vol minimum ne peuvent pas étre satisfaites simultanément.
Ainsi, afin d’accélérer les vérifications pour les contraintes de crédits de vol minimum,
nous allons considérer un ensemble E'P de sous-ensembles de couleurs pour lesquelles il
y a une contrainte de crédit de vol minimum. Comme le nombre de tels sous-ensembles
peut exploser selon la valeur de nc,,;,, nous ne les énumérons pas forcément tous. En
fait, si nc,,;, est plus petit ou égal a 10, tous les sous-ensembles de couleurs de taille
1 & ncy:, sont considérés, il y a alors 2"“min — 1 sous-ensembles de couleurs; sinon
seulement les sous-ensembles de tailles 1, 2, 3 et nc,,;, sont utilisés.

Par exemple, si nc,;, = 4 et que les couleurs pour lesquelles il y a une contrainte de

crédit de vol minimum sont 1, 2, 3 et 4, alors EP = {{1}, {2}, {3}, {4}, {1, 2}, {1, 3},
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{1,4},1{2,3},{2,4},{3,4},{1,2,3},{1,2,4},{1,3,4},{2, 3,4}, {1, 2, 3,4} }.

Afin d’énumérer efficacement tous les sous-ensembles d’un ensemble, nous utilisons
’algorithme décrit par Loughry et al. [97]. Nous notons ep € EP un sous-ensemble
de couleurs dans E'P. Pour un ensemble ep € EP, Reste., donne la charge totale
des taches/sommets qui n’ont pas encore de couleur affectée et qui peuvent recevoir au
moins une couleur/personne de ep. La matrice C'olor Adj,, donne le nombre de voisins

du sommet v qui ont la couleur p.

La procédure d’affectation d’une couleur a un sommet est présentée dans la Figure 8.4.

Quand nous affectons une couleur p a4 un sommet v nous mettons a jour
CreditsActuels, en ajoutant le nombre de crédits du sommet v : Credits,. S’il y a
une contrainte de crédit de vol maximum pour la couleur p et si le nombre de crédits
de vol actuellement attribués a la personne p est strictement plus grand que le nombre
maximum de crédits de vol autorisés (i.e., si CreditsActuels, > U,) nous devons effec-
tuer un retour-arriere car la contrainte n’est plus satisfaite et cela ne sert a rien d’évaluer
les branches inférieures de ’arbre.

Pour les contraintes de crédits de vol minimum, les vérifications sont un peu plus com-
pliquées.

— Premiérement, pour tous les ensembles ep qui contiennent au moins une couleur

J € ep quin’est attribuée 4 aucun voisin de v (i.e., telle que C'olor Adj,; = 0) nous
mettons a jour Reste,, en lui soustrayant le nombre de crédits de vol de la tache
v (1.e., Credits,) car cela signifie que la tdche v ne peut plus contribuer a Reste,,
alors que sa contribution était de Credits, avant I’affectation.

—~ Deuxi¢mement, pour tous les voisins u de v nous mettons a jour la variable

Color Adj,, stockant le nombre de voisins de couleur p de u en lui additionnant un
(car v vient d’obtenir la couleur p). Si u n’est pas coloré, et de plus, si u a main-
tenant un seul voisin de couleur p (i.e., Color Adj,, = 1 aprés mise a jour, donc v

est le seul voisin de couleur p de u), alors pour tous les sous-ensembles ep conte-
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AffecterCouleur (v, p)

Entrée : Un sommet v et une couleur p
Sortie : VRAI s’il est possible d’affecter p a v en tenant compte des contraintes de

qualification et des contraintes de crédit de vol MIN et MAX, FFAU X sinon.
OK — VRAL
Affecter pav.
Credits Actuels, «— CreditsActuels, + Credits,.
pour chaque ensemble ep contenant au moins j € ep tel que Color Adj,; = 0 faire

| Resteep « Resteep — Creditsy.
pour chaque sommet u adjacent a v faire
Color Adjyy < Color Adjy, + 1.
si u n’est pas coloré alors
si Color Adj,p = 1 alors
pour chaque ep contenant p faire
L si Color Adj,; > 0Vj € ep alors
| Restee, « Restee, — Credits,.

tant que OK=VRAI faire
pour chaque ensemble ep faire

si Z CreditsActuels; + Resteep, < Z L; alors

Jj€ep Jj€ep
[ OK « FAUX,

pour chaque contrainte q € CtrL, faire
si couleur p n’est pas qualifiée pour la contrainte CQ 4, alors
Reservecq,, < Reservecq,, — 1.

si Reservecq,, < 0 alors
L OK « FAUX.

st OK=VRAI alors
si il y a une contrainte CVMax pour la couleur p alors

si Credits Actuels,> Up, alors
[ OK « FAUX.

retourner OK

Figure 8.4 — L’algorithme AffecterCouleur.
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nant la couleur p, nous testons si u a au moins un voisin ayant la couleur j pour
chaque j € ep (i.e., si Color Adj,; > 0 V7 € ep); si tel est le cas nous soustrayons
le nombre de crédits de vols de u, Credits,, a la variable Reste,, car u ne peut
recevoir aucune couleur j appartenant a ep sans créer de conflit.

— Finalement, nous testons si la somme des crédits actuels des couleurs appartenant
a ep plus Reste,,, est strictement plus petite que la somme des nombres minimaux

de crédits de vols des couleurs de ep (i.e., si Z CreditsActuels; + Restee, <
J€ep

Z L;). Si tel est le cas, alors nous effectuons un retour-arricre car cela signifie que

Jj€ep

pour les couleurs de ep il n’est pas possible d’attribuer une couleur aux sommets

non encore colorés de telle sorte que les contraintes de crédits de vol minimum

pour les couleurs de ep soient toutes satisfaites.

La procédure consistant a enlever la couleur p de v est présentée dans la Figure 8.5.

La procédure de désaffectation fait le processus inverse de la procédure d’affectation.
Quand nous désaffectons la couleur p du sommet v nous devons diminuer le nombre de
crédits actuels effectués par la couleur p, Credits Actuels,, en lui soustrayant le nombre
de crédits de v, C'redits,. Ensuite, pour tous les ensembles ep qui contiennent au moins
une couleur j € ep telle que v n’a aucun voisin de couleur j (i.e., Color Adj,; = 0), nous
mettons a jour Reste,, en lui additionnant Credits,, car v peut prendre cette couleur j
sans créer de conflit, donc le nombre de crédits de v peut contribuer & Reste,,. Tous les
voisins u de v ont un voisin en moins de couleur p, donc nous mettons a jour Color Adj,,
en lui soustrayant 1. De plus, si un voisin u de v n’est pas coloré et s’il n’a maintenant
aucun voisin de couleur p (i.e., Color Adj,, = 0) alors pour tous les sous-ensembles
ep contenant la couleur p, si v a au moins un voisin de couleur j différente de p pour
toutes les couleurs j appartenant a ep (i.e., Color Adj,; > 0 V5 # p dans ep) alors u peut
maintenant contribuer a atteindre le nombre minimum de crédits pour le sous-ensemble

ep en lui attribuant la couleur p (alors qu’il ne le pouvait pas quand v avait la couleur p)



210

EnleverCouleur (v,p)

Entrée : Un sommet v et une couleur p.
enlever p de v.
CreditsActuels, + CreditsActuels, — Credits,.
pour chaque ep contenant au moins une couleur j telle que C'olor Adj,; = 0 faire
| Restec, «+— Restee, + Credits,,.
pour chaque sommet u adjacent a v faire
Color Adjyy +— Color Adjyy — 1.
si u n’est pas coloré alors
si C'olor Adj,p, = 0 alors
pour chaque ep contenant la couleur p faire
L si Color Adj,; > 0Vj # p, j € ep alors
| Resteep < Resteep + Creditsy.

-

pour chaque contrainte CQ, € CtrlL, faire

si couleur p n’est pas qualifiée pour la contrainte CQ) 4, alors
| Reserve, «— Reserve, + 1.

Figure 8.5 — L’algorithme EnleverCouleur.

et Reste,, est donc augmenté de Credits,,.

L’algorithme de branchement, appelé Color, est présenté dans la Figure 8.6.

Cet algorithme est récursif. 11 prend en entrée la profondeur actuelle de I’arbre de
séparation et évaluation progressive, notée d. Si d est plus grand que le nombre de som-
mets dans le graphe cela signifie que 1’algorithme de branchement a atteint une feuille et
donc qu’une solution a été trouvée. A ce moment-13, I’algorithme retourne FAUX et tous
les appels récursifs antérieurs retournent FAUX et donc 1’algorithme s’arréte. Sinon, &
chaque itération, 1’algorithme sélectionne le sommet v ayant le plus de couleurs adja-
centes et essaie d’affecter une couleur p appartenant a D,,. L’algorithme appelle alors la
procédure Af fecterCouleur (v,p) qui affecte la couleur au sommet et vérifie les
contraintes de qualification et de crédits de vol minimum et maximum (comme nous

I’avons vu ci-dessus). Si I’affectation ne crée pas de conflit avec une contrainte de quali-
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Color (d)

Entrée : La profondeur d.

Sortie : V RAI s’il n’existe pas de coloration satisfaisant toutes les contraintes (i.e., si
I’algorithme a exploré tous les noeuds possible de I’arbre et n’a pas trouvé de
solution), FAU X s’il a trouvé une coloration satisfaisant toutes les contraintes.

sid > N alors

L retourner FAUX
sinon
Soit v le sommet ayant le plus de couleurs adjacentes.
L — Lu{v}.
Continuer — VRALI.
pour j = 14 |D(V)] faire
si v peut avoir la couleur j alors

siAffecterCouleur (v, j) alors
Continuer «— Color (d + 1).

si Continuer=FAUX alors
L retourner FAUX

EnleverCouleur (v, J).

L L\ {v}
retourner VRAI

Figure 8.6 — L’algorithme Color.

fication ou avec une contrainte de crédit de vol minimum ou maximum, alors il continue
en essayant d’affecter une couleur & un nouveau sommet en appelant Color(d + 1). Si-
non, il effectue un retour-arriere et appelle EnleverCouleur (v, p) afin d’enlever la

couleur p au sommet v et de mettre a jour les variables servant a vérifier les contraintes.

La procédure Dsatur modifiée est présentée dans la Figure 8.7.

s v Tae

La procédure Dsatur modifié initialise d’abord les différentes valeurs. Puis les
couleurs sont renumérotées afin que les couleurs pour lesquelles il y a une contrainte
de crédit de vol minimum aient les plus petits numéros et a ce que tous les numéros de
couleurs utilisés soient contigus. En effet, si nous ne faisons pas cette renumérotation,

1’algorithme de branchement va d’abord essayer de colorer les sommets avec les couleurs
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Algorithme Dsatur modifié

Entrée : Un probléme de D-coloration avec contraintes additionnelles de qualification, et
contraintes de crédits de vol minimal et maximal.

Sortie : VRAI si le probléme est non réalisable, et FAUX sinon.

Initialisation;

RenumeroterCouleurs;

Création de I’ensemble de couleurs E'P et des sous-ensembles ep;

pour chaque couleur p possible faire
| CreditsActuels, + 0.

pour chaque contrainte de qualification C(Q),, faire
L Reservecq,, «+— nombre de sommets/taches de la rotation r - Ny,

pour chaque ep € EP faire
| Restee, +— somme des durées des tiches qui peuvent obtenir une couleur j € ep.

pour chaque sommet v et chaque couleur p faire
| ColorAdjy, = 0.

TransformGraph;

Colorier les sommets de la clique :

pour chaque sommet v de la clique ajoutée faire
Affecter la couleur correspondante a v.

pour chaque sommet w adjacent a v faire
|_ COlOTAdjw,couleur(v) - COlOTAdjw,couleur(v) + 1.
L — Lu{v}.
Appel de I’arbre de séparation et évaluation progressive :
Resultat — Colorx (|D(V))).
retourner Resultat.

Figure 8.7 — L’algorithme Dsatur modifié

de plus petits numéros, ce qu fait que 1’algorithme doit aller loin dans I’exploration de
I’arbre avant de détecter une incohérence et d’effectuer un retour-arriére ou de trouver
une solution vérifiant les contraintes. En effectuant la renumérotation, 1’algorithme va
d’abord essayer d’attribuer une couleur correspondant a une contrainte de crédits de vol
minimum. Les incohérences pour cette contrainte sont ainsi détectées plus rapidement
et les solutions sont aussi détectées plus rapidement. La différence de temps entre le fait
de ne pas faire ou de faire la renumérotation peut étre trés significative dans certains cas.

Par exemple, pour un sous-probleme obtenu avec I’algorithme Insertion qui conte-
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nait uniquement 4 contraintes de crédits de vol minimum, avant renumérotation nous
n’avions pas de réponse en 4 jours de calcul, alors qu’aprés la renumeérotation, en 0.02s
nous savions que le sous-probleme était réalisable.

Puis, la procédure crée les sous-ensembles de couleurs tels que nous les avons dé-
crits ci-dessus. Ensuite, la procédure initialise les variables utilisées pour vérifier les
contraintes de crédits de vol minimum et maximum et les contraintes de qualification :
CreditsActuels,, Reservecq,,, Restey,, Color Adj,,. Ensuite, la procédure crée le
nouveau graphe en ajoutant la clique comme présenté précédemment (Transform-
Graph). Puis elle colore les sommets de la clique. Et finalement elle appelle 1’algo-

rithme de branchement Color afin d’essayer de colorer les autres sommets.

Dans une version précédente de cet algorithme modifié, nous faisions les vérifications
des contraintes de crédits de vol minimum seulement quand une feuille était atteinte.
Mais, dans certains cas, cela demandait beaucoup trop d’itérations et beaucoup trop de
temps pour tester si le probléme entré était réalisable ou non. Quand nous avons ajouté
les vérifications comme nous les avons présentées ci-dessus, le gain a été significatif en
termes de temps de calcul et de nombre d’itérations. Nous allons appeler cette premiére
version Dsatur modifié 2 et nous allons présenter quelques résultats concernant
son utilisation dans la section 8.4.1.3. Ensuite, cette version ne sera plus testée.

Néanmoins, méme avec toutes ces astuces pour accélérer la détection rapide des inco-
hérences, il peut arriver que pour certains des IIS-C testés le temps de vérification soit
trés long. En effet, comme la structure de I’algorithme Dsatur modifié estun arbre
de séparation et d’évaluation progressive, cet algorithme peut avoir des temps d’exé-
cution trés grands selon la taille de I’instance et selon le nombre de couleurs possibles
par variable. Notamment, nous ne pourrions pas ’utiliser directement a I’intérieur des

algorithmes HittingSet ou Insertion avec les instances que nous avons testées.
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8.4 Résultats expérimentaux

Dans cette section nous présentons les différentes expériences que nous avons effec-
tuées pour tester nos algorithmes de recherche de sous-ensembles incohérents minimaux
pour le probléme de confection d’horaires pour le personnel navigant aérien. Comme
nous 1’avons déja dit, nous avons testé seulement deux des trois méthodes de détection

d’1IS et nous cherchons uniquement des IIS de contraintes.

1. La premiére méthode utilise d’abord 1’algorithme PreFiltering pour réduire
le nombre de contraintes, puis utilise 1’algorithme Insertion. Elle est nommée
"P+Insertion". Les algorithmes PreFiltering et Insertion utilisent
I’algorithme tabou décrit a la section 8.2 comme procédure HMIN ainsi que 1’heu-
ristique basée sur le poids du voisinage (présentée a la section 4.2.2) et la technique

d’accélération de la recherche décrite a la section 4.2.3.

2. La deuxiéme méthode utilise 1’algorithme Hitt ingSet pour essayer de trouver
des IIS de cardinalité minimum. L’algorithme HittingSet utilise 1’algorithme
tabou comme procédure HMIN et résout le programme linéaire en nombre entiers
décrit & la section 4.4 au moyen de CPLEX 8.1 pour résoudre le probleme de
hitting set minimum. Nous utilisons la notation "HS-C" pour faire référence a

cette méthode.

Nous présentons différents résultats obtenus sur des instances modifiées ou créées
aléatoirement. Nous ne disposons malheureusement pas d’instance provenant d un pro-
bleéme réel. Les instances sont séparées en deux groupes. Le premier groupe a principa-
lement servi a tester nos méthodes et a vérifier si nous pouvions gagner du temps lors de
la recherche d’IIS en utilisant d’abord le filtrage pour obtenir la cohérence de domaine
pour les contraintes de non-chevauchement (filtrage de la contrainte SomeDifferent que
nous avons présenté dans le chapitre 6). Ces instances-la ne sont pas proches d’un pro-
bléme réel et, pour certains tests, nous n’avons pas inclus tous les types de contraintes.

Le deuxiéme groupe d’instances a été créé pour avoir des instances plus proches de la
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réalité. Toutes les expériences ont été effectuées sur un PC Pentium D 2.80GHz avec
1024K de cache fonctionnant avec Linux Centos 2.6.9. Pour chaque instance et chaque
méthode, cing relances ont été effectuées pour les instances du premier groupe et dix
relances ont été effectuées pour les instances du deuxiéme groupe. Les résultats donnés
dans les tableaux constituent les moyennes des relances effectuées. Si la variance entre
le pire et le meilleur résultat est significative, ces deux valeurs seront précisées dans
le texte. De méme, si nous avons obtenu des échecs parmi les relances, ceci sera aussi
précisé dans le texte. Les différents résultats obtenus sont détaillés dans les sections ci-
dessous.
Dans tous les tableaux nous allons employer les notations suivantes :

— TM : nombre de tiches-meres (= rotations),

— m : nombre de couleurs (=employés),

— TF : nombre de tiches-filles (= nombre de sommets),

— Ar : nombre d’arétes (= nombre de contraintes de non chevauchement) de 1’ins-

tance de départ ou de I’'IIS,

— CQ : nombre de contraintes de qualification de 1’instance originale ou de I’IIS,

— CMin : nombre de contraintes de crédits de vol minimum faisant partie de I’IIS,

— CMax : nombre de contraintes de crédits de vol maximum faisant partie de I’IIS,

— Tot : nombre total de contraintes de I’IIS,

— V : nombre de sommets (=tiches) impliqués dans les contraintes de I’IIS,

— Temps Rech : temps total pour trouver I’IIS (en secondes) (incluant le temps né-

cessaire a Cplex dans le cas de HS-C),

}

Temps Ver : temps en secondes pour vérifier I’IIS avec I’algorithme exact Dsatur

modifié,

Temps Cplex : temps uniquement de CPLEX (en secondes) utilisé par HS-C,
— HS-C : algorithme Hitt ingSet en mode contraintes,
— P+Insertion : algorithme Prefiltering+Insertion,

— Nb p : nombre de couples sommet-couleur filtrés par 1’algorithme filtrant les do-
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maines des variables par rapport aux contraintes de non chevauchement,
— Moy Temps : temps du filtrage des domaines pour les contraintes de non chevau-

chement (correspondant a la contrainte SomeDifferent).

8.4.1 Premier groupe d’instances

Dans cette section, nous présentons des résultats sur des instances qui ne sont pas
toutes similaires a un probleme de confection d’horaires pour le personnel navigant aé-
rien. Néanmoins, ces résultats nous ont permis de tester nos algorithmes sur plusieurs
types d’instances et nous ont aussi permis, pour les deux premiers jeux de données,
de tester si le temps de recherche d’un IIS était plus petit ou plus grand que le temps
cumulé du filtrage pour les domaines des contraintes de non-chevauchement et de la
recherche d’un IIS sur le probleme filtré. Nous allons aussi présenter dans la section
8.4.1.3 quelques tests avec la version numéro 2 de Dsatur modifié (i.e., dans la-
quelle la vérification des contraintes de crédits de vol minimum se fait seulement dans
les feuilles de 1’arbre) afin de justifier pourquoi nous avons amélioré cette méthode.

Ce premier groupe d’instances est subdivisé en trois sous-groupes. Les instances du
premier sous-groupe (présentées dans la section 8.4.1.1) ont été obtenues a partir des
graphes ayant une unique D-coloration que nous avons présentés dans la section 6.2.3
auxquels nous avons ajouté des contraintes de qualification uniquement (il n’y a pas
de contraintes de crédits de vol mimimum ou maximum). Les instances du deuxiéme
sous-groupe (présentées dans la section 8.4.1.2) sont des petites instances générées aléa-
toirement ayant aussi uniquement des contraintes de qualification et des contraintes de
non chevauchement. Les instances du troisiéme sous-groupe (présentées dans la section
8.4.1.3) sont des instances générées aléatoirement ayant tous les types de contraintes
mais pour lesquelles le nombre de crédits de vol d’une tache est égal a sa durée et cette
valeur n’est pas proche des valeurs rencontrées en réalité pour un probléme habituel de

confection d’horaires pour le personnel navigant aérien, mais qui pourrait étre proche
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pour un autre probléme de confection d’horaires. Pour tous les tests réalisés sur ce pre-
mier groupe d’instances, la fonction objectif f, a été utilisée comme fonction objectif
de I’algorithme de recherche tabou. Bien entendu, pour les instances ne comportant pas
de contraintes de crédits de vol minimum et maximum, cette fonction objectif f,, com-
porte uniquement les termes concernant les contraintes de non-chevauchement f, et les

contraintes de qualification fcq,, -

8.4.1.1 Instances ayant une unique D-coleration

Pour les premieres expériences, nous avons repris les instances ayant une unique
D-coloration présentées a la section 6.2.3 et nous avons ajouté pour chacune d’entre
elles une contrainte de qualification. Afin de nous assurer de la non-réalisabilité des
instances créées, nous avons utilisé la connaissance que nous avons de ces instances. Les
contraintes de qualification ajoutées demandent toujours qu’un sommet v ait une couleur
d’une certaine qualification et nous nous assurons que la seule valeur de D, participant a
’unique solution n’ait pas cette qualification. Comme exemple, nous reprenons le graphe
uniquely pour k£ = 2 présenté dans la figure 8.8.

Version originale k=2 Version filtrée k=2

Xy X2 X3 X X2 X3

{1,3} {3}

{1,3 {1

Figure 8.8 — Graphe ayant une unique D-coloration pour k¥ = 2. Le graphe de gauche
est la version originale du graphe et le graphe de droite est la version filtrée.

Une contrainte de qualification possible est de demander que le sommet 2 ait une

couleur ayant la qualification g et seules les couleurs 2 et 3 aient la qualification ¢q. Donc
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ce probléme est irréalisable. En effet, si nous examinons uniquement les contraintes de
non chevauchement et que nous filtrons les domaines des sommets pour cette contrainte,
la seule solution possible pour le sommet 2 est la couleur 1 et cette couleur n’a pas la
qualification demandée.

Pour certaines de ces instances, nous avons cré€ différentes versions avec des contraintes
de qualification qui ne concernent pas les mémes sommets. Ces expériences nous ont
permis de tester les deux algorithmes Insertion et HittingSet sur des petites ins-
tances et nous ont permis de vérifier si le filtrage des domaines concernant les contraintes
de non-chevauchement pouvait faire gagner du temps pour la recherche d’IIS. Les résul-

tats sont présentés dans le tableau 8.1.

Nous donnons des résultats pour le temps de filtrage des domaines des contraintes de
non-chevauchement ainsi que pour les tailles des IIS-C obtenus et les temps de recherche
d’un IIS dans les quatre cas suivants : HS - C sans filtrer les domaines, HS - C apres avoir
filtré les domaines, P+Insertion sans filtrer les domaines et P+ Insertion aprés
avoir filtré les domaines.

Le temps limite de recherche d’IIS avec I’algorithme HS - C a été fixé a 3600 secondes (1
heure). Pour une seule des instances : uniquely k9 v4,HS-C n’a pas résolu I’instance en
une heure. Dans ce cas-13, le résultat donné dans la colonne "tot" est une borne inférieure
sur le nombre de contraintes de I'IIS-C. Tous les IIS-C ont été vérifiés avec I’algorithme
Dsatur modifié. Les temps de vérification des IIS-C trouvés sans filtrer les do-
maines sont trés petits : entre Os et 1.2s selon I’instance. Les temps de vérification des
IIS-C trouvés apres avoir filtré les domaines ne sont pas précisés dans le tableau car ils
valent tous Os (ce qui est trés logique car I’1IS-C apres avoir filtré les domaines contient
toujours une seule contrainte (de qualification)).

L’instance "uniquely k2" correspond a I’exemple de la Figure 8.8. Nous pouvons remar-

quer que I’TIS-C de cardinalité¢ minimum de I’instance non filtrée ne contient pas toutes
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les arétes du graphe original, mais seulement quatre arétes.

Pour quatre instances, 1’algorithme P+Insertion n’a pas réussi a trouver I’'IIS-C
(avant de filtrer les domaines), dans ces cas-la un "e" se trouve dans la colonne don-
nant le nombre total de contraintes de I’IIS.

Nous pouvons remarquer que pour les instances de ce premier sous-groupe, les temps
de recherche des IIS, ainsi que les tailles des IIS avant ou apres filtrage sont tres dif-
férents. Aprés filtrage des domaines, I’'TIS-C contient toujours une seule contrainte de
qualification, mais avant le filtrage il contient la contrainte de qualification et plusieurs
arétes. Avant filtrage des domaines, les temps de recherche d’IIS varient entre 0.14s
et plus d’une heure pour ’algorithme HS-C et entre 0.13s et 4.29s pour ’algorithme
P+Insertion. Par contre, aprés le filtrage des domaines, les temps sont beaucoup
plus stables : entre 0.03s et 0.07s pour les deux algorithmes. Ceci s’explique certaine-
ment par le fait que I’'IIS-C de la version filtrée contient toujours uniquement une seule
contrainte de qualification touchant un seul sommet. Pour plusieurs instances, si nous
additionnons le temps de filtrage des domaines des variables (pour les contraintes Some-
Different représentant ici le non-chevauchement) avec le temps de recherche d’IIS aprés
filtrage, ce total est plus petit que le temps de recherche d’IIS sur I’instance originale.
Ceci démontre que le fait d’effectuer d’abord le filtrage des domaines des variables pour

les contraintes SomeDifferent peut parfois nous faire économiser du temps lors de la

recherche d’IIS.

8.4.1.2 Petites instances aléatoires avec uniquement des contraintes de qualifica-

tion et des contraintes de non chevauchement

Apres avoir testé les instances ayant une unique D-coloration auxquelles nous avons
ajouté des contraintes de qualification, nous avons voulu tester nos méthodes avec des
petites instances aléatoires simulant des problémes de confection d’horaire pour les-

quelles 11 n’y a que des contraintes de non chevauchement et de qualification. Avec ces
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instances, nous voulons tester 1’efficacité de nos méthodes. De plus, nous voulons véri-
fier si I’utilisation du filtrage pour les contraintes de non chevauchement apporte un gain
lors de la recherche d’1IS comme pour les instances du premier sous-groupe.

Les instances présentées dans les tableaux 8.2 et 8.3 ont été générées aléatoirement et
ont uniquement des contraintes de non chevauchement et des contraintes de qualifica-
tion. Chaque instance a 100 tiches-meres. Les tiches-meres peuvent avoir au plus 5 ou
7 tiches-filles selon les instances. 11 y a 8 qualifications possibles et chaque rotation peut
avoir au plus 4 contraintes de qualification. Chaque couleur est attribuée aléatoirement
au domaine de 20 taches-méres afin de simuler les taches préférées que voudrait faire un
employé€ dans le mois. Les durées des tiches sont en jours et varient de 1 a 5 jours. Les
crédits de vol sont égaux aux durées. Ces instances sont réalisables si nous considérons
uniquement les contraintes de non-chevauchement. Ceci a été vérifié avec un algorithme
tabou cherchant une coloration des sommets en considérant uniquement les contraintes

de non chevauchement.

Dans le tableau 8.2 sont présentés les résultats concernant la recherche d’IIS avec
I’algorithme P+Insertion : avant le filtrage des domaines des variables (pour les
contraintes SomeDifferent), apres le filtrage des domaines des variables, mais en conser-
vant toutes les arétes de I’instance originale et apres le filtrage des domaines et en en-
levant les arétes superflues (ce qui est fait lors de la procédure de Réduction ini-
tiale effectuée par notre algorithme de filtrage pour les contraintes SomeDifferent qui a
¢été présenté dans la section 6.1.2). Dans le tableau 8.3 sont présentés les mémes résul-
tats pour 1’algorithme HS - C. Tous les IIS-C ont été vérifiés avec 1’algorithme Dsatur
modifié. Les temps de vérification n’ont pas été précisé€s dans les tableaux. En fait,
pour les IIS-C trouvés par I’algorithme P+Insertion les temps de vérification sont
tous compris entre Os et 0.01s (dans les trois cas testés : sans filtrage, avec filtrage et

avec filtrage et propagation) sauf pour I’instance numéro 6 pour laquelle les moyennes
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des temps de vérification sont les suivantes : 0.2s pour les IIS-C trouvés sans filtrage des
domaines, 0.53s pour les IIS trouvés apres filtrage des domaines et 0.54s pour les IIS-
trouvés avec filtrage des domaines et propagation des arétes superflues. Pour les IIS-C
trouvés avec I’algorithme HS - C les moyennes des temps de vérifications sont comprises
entre Os et 0.03s (dans les trois cas testés) sauf pour I’instance numéro 6 dont le temps de
vérification est de 0.2s (dans les trois cas) et pour I’instance numéro 22 dont le temps de
vérification est de 0.18s (dans les trois cas). L’ instance numéro 2 est réalisable, c’est pour
cela que se trouve la mention "Sat" dans la colonne concernant le nombre de contraintes
de I'IIS-C. La limite de temps était de 3600 secondes, mais cette limite n’a jamais été
atteinte puisque le temps maximal pour I’algorithme HS - C est de 192.88s et de 3.3s pour
I’algorithme P+Insertion.

Nous pouvons remarquer que les IIS-C de ces instances sont trés petits, puisque, pour
22 de ces instances, I’'IIS-C de cardinalit¢ minimum est de taille 2 (avec 2 contraintes
de qualification). L’algorithme P+Insertion ne trouve pas toujours I’IIS-C de plus
petite taille. Comme nous 1’avons précisé ci-dessus, les valeurs données dans le tableau
sont les moyennes de cing relances. Les tailles minimales et maximales des IIS-C ou les
valeurs minimales ou maximales des temps ne sont pas précisées dans ce cas-ci, car en
général la variance n’est vraiment pas grande. D’ailleurs, pour de nombreuses instances,
les cinq relances ont donné pour P+Insertion un IIS-C de méme taille (rappelons
que, comme I’algorithme HS - C donne I’IIS-C de cardinalité minimum, il est obligatoire
que pour cet algorithme les cinq relances donnent un IIS-C de méme taille si 1’algo-
rithme termine dans le temps imposé).

Nous pouvons remarquer que, dans ce cas-ci, le filtrage des domaines ne fait pas ga-
gner beaucoup de temps pour la recherche d’un IIS-C et le filtrage en lui-méme prend
un temps variant de 1.38s a 51.47s. Donc le total du temps de filtrage plus le temps
de recherche d’IIS apres filtrage n’est pas meilleur que le temps de recherche d’IIS
sans filtrage (sauf pour I’instance numéro 10 avec 1’algorithme HS - C, mais le gain est

minime). Le nombre de couples sommet-couleur filtrés varie entre 2 et 105. Pour les
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instances des sections ci-dessous, nous n’effectuons plus le filtrage pour les contraintes
de non-chevauchement et donc nous ne testerons pas si nous obtenons un gain lors de la
recherche d’IIS en filtrant les domaines pour les contraintes de non chevauchement. Les
deux raisons pour lesquelles nous n’effectuons plus ce filtrage sont que, premic¢rement,
nous avons pu remarquer avec les instances de cette section que le filtrage n’apportait
en général aucun gain de temps, et deuxiémement les instances que nous testons dans
les sections suivantes sont de plus grande taille et la transformation consistant a ajouter
une clique crée des instances qui dépassent les limites actuelles sur la taille des instances
utilisables par Dsatur (qui est utilisé par Test Colorability de la Figure 6.6 pour

trouver le nombre chromatique de G & D).

8.4.1.3 Instances aléatoires avec tous les types de contraintes

Les instances que nous avons testées dans le sous-groupe précédent ne contiennent
pas de contraintes de crédit de vol minimum et maximum et elles sont d’assez petite
taille. Afin de tester nos algorithmes avec toutes les contraintes, nous avons donc créé
de nouvelles instances de taille un peu plus grande et qui contiennent des contraintes de
tous les types.

Les instances dont les résultats sont présentés dans le tableau 8.4 ont été créées aléatoire-
ment de la fagon suivante. I1 y a 200 employés (donc 200 couleurs) et 300 taches-méres.
Chaque tche-mere peut avoir au plus 7 taches-filles (le nombre de tiches-filles obtenues
est compris entre 1142 et 1223). 11 y a 8 qualifications possibles. Chaque tiche-mére peut
avoir au plus 4 contraintes de qualification. Chaque couleur est attribuée aléatoirement
au domaine de 20 taches-meres afin de simuler les taches préférées que voudrait faire un
employé dans le mois. Les durées des taches sont en jours et varient de 1 a 5 jours. Les
crédits de vol sont égaux aux durées. Le nombre de crédits de vol minimum est 15 jours
et le nombre de crédits de vol maximum est 20 jours. A nouveau, ces instances sont réali-

sables si nous considérons uniquement les contraintes de non-chevauchement. Ceci a été
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testé avec un algorithme tabou cherchant une D-coloration en considérant uniquement
les contraintes de non-chevauchement. Tous les IIS ont été vérifiés avec I’algorithme

exact Dsatur modifié.

Nous présentons des résultats pour les algorithmes P+Insertion et HS-C ainsi
que les temps de vérification de 1’algorithme Dsatur modifié etletempsde Cplex
uniquement lors de son utilisation avec HS-C. Le temps limite de recherche d’IIS a été
fixé a 36000 secondes (10 heures). Quand 1’algorithme HS-C a atteint cette limite le
temps indiqué dans la colonne "Temps Rech" est noté "> 10A" et le résultat donné sur
la taille de I'IIS-C est une borne inférieure sur la taille réelle de I’'IIS-C de cardinalité
minimum. Les bornes inférieures sont précédées du signe ">". L’instance numéro 9 est
réalisable. La recherche d’IIS avec P+Insertion a échoué pour les instances numéro
15 et 18. C’est pour cette raison que se trouve un "e" dans la colonne donnant le nombre
total de contraintes de 1I’IIS-C. Nous pouvons remarquer que les IIS-C des instances 1 a 5
sont de tres petite taille. En étudiant la structure de ces IIS-C, nous avons remarqué qu’ils
sont formés par les contraintes de non-chevauchement et de qualification sur une seule
rotation (donc en termes de graphe les contraintes de non-chevauchement forment une
clique). Pour toutes les autres instances, les IIS-C obtenus concernent des contraintes
provenant d’au moins deux rotations (méme pour I’IIS-C de I’instance numéro 12 qui
concerne deux rotations). Nous pouvons remarquer que la taille moyenne des IIS-C trou-
vés par P+Insertion varie de 5 a 68.4 selon les instances et celle trouvés par HS-C
varie de 5 a 27 selon les instances (quand 1’algorithme termine en moins de 10 heures).
Les temps pour trouver un IIS-C sont typiquement d’une dizaine de minutes et varient
de 5.38s a 1726.74s pour I’algorithme P+Insertion. Le temps le plus long corres-
pond a I'IIS-C de plus grande taille, par contre le temps le plus court ne correspond pas
a I'IIS-C de plus petite taille. Quand I’algorithme HS - C trouve un IIS-C en moins de 10

heures, ses temps d’exécution varient de 315.9s a 10579.16s.
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Nous pouvons remarquer que nos méthodes permettent d’obtenir des IIS-C de taille et de
forme non triviale puisque I'1IS-C de plus grande taille comporte plus de 68 contraintes.
Nous avons aussi remarqué qu’il arrive que 1’algorithme P+Insertion trouve aussi
I’TIS-C de cardinalité minimum lors des cinq relances (par exemple pour les instances
numéro 1, 2, 5, 12, MAX1 et MAX2). Nous avons remarqué lors de I’exécution de ces
tests sur les instances numéro 1 a 20 que les IIS-C obtenus ne contiennent jamais de
contraintes de crédits de vol minimum et maximum. Ceci est di a la structure de ces
instances : 11y a 200 employés pour une moyenne de 1180 taches et le nombre de crédits
de vol moyen des tiches est de 3 jours ce qui donne en moyenne 3540 crédits a effectuer
par mois. De plus, le nombre de crédits minimum est L, = 15 et le nombre de crédits
maximum est U, = 20. S1 nous multiplions ces valeurs par le nombre d’employés, nous
obtenons les bormes 3000 et 4000. Donc le nombre moyen de crédits total appartient
bien a ces bornes. Ainsi, afin de tester si nos méthodes sont bien capables de trouver des
IIS-C contenant des contraintes de crédits de vol minimum ou maximum, nous avons
créé artificiellement des instances de telle sorte que leur IIS contienne ces deux types
de contraintes. Ces résultats sont ceux des instances MAX1, MAX2 et MIN1, MIN2,
MIN3. Ces instances ont été créées a partir de 1’instance numéro 9, qui est réalisable, en
rajoutant des tiches et des couleurs et en s’assurant que ce ne soit pas réalisable a cause
des contraintes de crédits de vol minimum ou maximum combinées aux contraintes de
qualification et de non chevauchement. Les tiches ajoutées pour créer ’instance MIN1
sont présentées dans la Figure 8.9, ce sont les tdches 1198 a 1218. Les couleurs ajoutées
sont les couleurs 201 a 205. Les couleurs 201 et 202 sont attribuées aux domaines des
taches 1198 a 1203 et a 14 des autres tiaches. Les couleurs 203 et 204 sont attribuées
aux domaines des taches 1204 a 1218 et aux domaines de cinq tdches parmi les tiches
1198 a 1203 et la couleur 205 est attribuée aux domaines des tdches 1198 a 1218 sauf
en 1205. Tous les domaines des taches 1198 & 1218 comportent d’autres couleurs. Iy a
une contrainte de qualification par tdche 1198 a 1203 demandant une couleur ayant une

qualification q et les seules couleurs qui ont cette qualification sont 201 et 202. En fait
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cette construction oblige soit la couleur 201 ou la couleur 202 a faire les tiches 1198,
1200 et 1202 et ’autre couleur a faire les taches 1199,1201 et 1203. De plus, la couleur
203 ou 204 doit effectuer les tiches 1204 a 1208 et I’autre couleur doit faire les taches
1209 a 1213. Finalement, la couleur 205 doit faire les tiches 1214 a 1218. Or, la somme
du nombre des crédits des trois tiches effectuées par les couleurs 201 et 202 est 14 dans
les deux cas et le nombre minimum de crédits demandés et 15. C’est 1a combinaison des
contraintes de non-chevauchement, de qualification et de crédits de vols minimum pour
les deux couleurs 201 et 202 qui rend I’instance non-réalisable. La différence entre 1’ins-
tance MIN1 et MIN2 est que dans 1’instance MIN2 les domaines des tiches contiennent
plus de couleurs (qui ont été enlevées a d’autre tiches). L'instance MIN3 est semblable
a I'instance MIN2 pour les domaines des variables, mais les contraintes de qualification

sont différentes.

Jours 12 3] 4] 8] 6] 7] 8] o[ 10] 1] 12] 93] 18] 15| 18] 17] 16] 19] 20 21] 22] 23

Figure 8.9 — Taches ajoutées a I’instance numéro 9 afin de créer I’instance MINI1.

Dans la Figure 8.10 sont présentées les tiches qui ont été ajoutées a I’instance numéro
9 afin d’obtenir I’instance MAXI1. Les couleurs 201 et 202 sont présentent dans les
domaines des tiches 1198 a 1212 et dans les domaines de cinq autres tiches. Il y a
une contrainte de qualification par tdche 1198 & 1212 demandant une couleur ayant la
qualification g et les seules couleurs ayant cette qualification sont 201 et 202. Donc, la

couleur 201 ou 202 doit effectuer les tiches 1198 a 1204 et I’autre couleur doit effectuer
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les taches 1205 a 1212. Or, la somme des crédits de vols de ces tiches est 24 dans le
premier cas et 23 dans le deuxieéme. Ainsi, les contraintes de crédits de vol maximum
combinées aux contraintes de non-chevauchement et de qualification pour les tiches

1198 a 1212 sont non réalisables.

Jours 1.2 3] 4 5/ B 7] 8 9101112131415161718192021i222324252627282930

Figure 8.10 — Taches ajoutées a 1’instance numéro 9 afin de créer I’instance MAXI1.

Nous remarquons que les IIS-C de ces instances contiennent en moyenne 2 contrain-
tes de crédits de vol maximum pour les instances MAX1 et MAX2 et en moyenne 2
contraintes de crédits de vol minimum pour les instances MIN1 et MIN2 (pour HS-C).
Nous notons aussi que pour I’instance MIN3, I’algorithme P+ Insertion trouve des
IIS-C contenant en moyenne 1.5 contraintes de crédits de vol minimum, mais que 1’TIS-

C de cardinalit¢ minimum ne contient pas de contrainte de crédit de vol minimum.

Les temps de vérification des IIS des instances de la Figure 8.4 avec Dsatur modifié
varient de Os a 79351.5s, mais pour la plupart des IIS le temps de vérification est trés
petit.

Afin de justifier I’utilisation de notre version de Dsatur modifié par rapport a la
version numéro 2 (dans laquelle les contraintes de crédits de vol minimum sont véri-
fiées dans les feuilles uniquement), nous présentons quelques résultats comparatifs dans
le tableau 8.5 pour les instances MIN1 et MIN2 et selon les IIS obtenus en utilisant

différentes graines (avec 1’algorithme P+ Insertion).

Nous pouvons remarquer que nous avons un tres bon gain de temps en utilisant des

vérifications en cours d’exécution pour les contraintes de crédits de vol minimum (par
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Tableau 8.5 — Quelques exemples de comparaison des temps de vérification entre la
version originale de Dsatur modifié et la version 2 de Dsatur modifié (i.e.,
avec vérification des contraintes de crédits de vol minimum dans les feuilles) sur les IIS
obtenus en utilisant différentes graines.

Dsatur modifié Dsatur modifié version 2

Instance Temps vérif 1IS Temps vérif 1IS
obtenu par P+Insertion obtenu par P+Insertion

MINI graine 1 0.05 1967.2
MINI1 graine 2 0.02 656.41
MINI1 graine 3 0.7 191741
MIN1 graine 4 0.53 239307
MIN]1 graine 5 0.7 191428
MIN2 graine 2 1235.72 21081.58

rapport a la vérification faite dans les feuilles uniquement de la version 2) et en utilisant
des vérifications sur des sous-ensembles de couleurs ayant une contrainte de crédits de
vol minimum. Nous pouvons aussi remarquer que la relation entre le temps de la version
de Dsatur modifié que nous avons utilisé et la version 2 n’est pas linéaire. Ceci

doit dépendre de la structure des IIS trouvés.

Bien que les instances présentées dans cette section ne modélisent pas précisément la
plupart des problemes de confection d’horaires pour le personnel navigant aérien, elles
peuvent trés bien modéliser d’autres problémes de confection d’horaires comme par
exemple des problémes de confection d’horaires pour des industries ou les employés
travaillent par équipes dans lesquelles il faut qu’un certain nombre d’employés aient

certaines qualifications.

8.4.1.4 Conclusion des résultats du premier groupe d’instances

Dans ce premier sous-groupe, nous avons effectué différentes expériences pour tester
nos méthodes de recherche d’IIS. Nous avons remarqué que la recherche d’IIS fonc-

tionne bien de fagon générale. Comme nous 1’avons déja dit, le nombre d’itérations
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de la méthode HittingSet peut étre exponentiel. C’est pour cette raison que cet al-
gorithme ne finit pas toujours dans le temps limite que nous avons fixé. Néanmoins,
cet algorithme nous donne une borne inférieure sur la taille de I’'IIS. Généralement,
HittingSet ne trouve pas un IIS dans la limite de temps, quand I'IIS de cardinalité
minimum semble étre de grande taille. En effet, en général, c’est lorsque les 1IS trouvés
par P+Insertion sont les plus grands que HS-C ne trouve pas un IIS de cardinalité
minimum dans le temps imparti.

Nous avons aussi observé que, lorsque les domaines des variables sont filtrés pour les
contraintes de non chevauchement (contraintes SomeDifferent), le gain obtenu lors de
la recherche d’IIS sur I’instance filtrée dépend du type d’instance. En effet, pour les
instances ayant une unique D-coloration, le gain est intéressant pour certaines des ins-
tances. Par contre, pour les instances aléatoires que nous avons créées, il n’y a pas de

gain de temps.

8.4.2 Deuxiéme groupe d’instances

Les taches des instances présentées dans la section 8.4.1.3 ont un nombre de crédits
de vol €gal a la durée et cette durée est en jours. Or, dans la réalité, les durées sont
généralement comptées en minutes et ne sont pas égales au nombre de crédits de vol.
En effet, une rotation peut durer 4320 minutes (3 jours) mais le nombre de crédits pour
I’employé est de 960 minutes par exemple (2 vols de 8 heures). Ainsi, il faut tenir compte
de la durée pour créer les contraintes de non chevauchement, mais il faut tenir compte du
nombre de crédits de vol pour les contraintes de crédits de vol mimimum et maximum.
La relation entre la durée et le nombre de crédits de vol n’est pas linéaire. Comme nous
n’avons pas eu d’instances provenant de problemes réels, nous en avons engendrées qui
se rapprochent d’instances réelles au meilleur de notre connaissance. Les instances pré-
sentées dans le tableau 8.6 ont 11 qualifications possibles. Le nombre de tdches-meres

vaut 300 ou 400 et est indiqué dans le tableau. Chaque tiche-mere a au plus 7 taches-
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filles. Le nombre de couleurs (=employés) est déterminé de telle sorte que le nombre
total de crédits de vol de toutes les taches-filles divisé par le nombre de couleur soit égal
24500 (4500 = # est le nombre moyen de crédits de vol voulu par employé). Pour
les instances "B" il y a au plus 4 contraintes de qualification par tdche-meére et pour les
instances "C" il y a au plus 5 contraintes de qualification par tdche-mere. Les taches ont
une durée comprise entre 360 et 8950 minutes et le nombre de crédits est compris entre
135 et 2335. Le nombre de crédits de vol minimum L,, vaut 3900 et le nombre de crédits
maximum U, vaut 5100. Chaque couleur est attribuée aléatoirement au domaine de 20
tdches-meéres afin de simuler les taches préférées que voudrait faire un employé dans le
mois. Si nous considérons uniquement les contraintes de non-chevauchement, alors les
instances sont réalisables. Ceci a été vérifié avec un algorithme tabou cherchant une co-

loration des sommets en considérant uniquement les contraintes de non-chevauchement.

Tableau 8.6 — Résultats des instances du deuxiéme groupe.

P+Insertion
Instance Depart S-C Temps Temps
Nom {TM] m | TF [NbAr |CQ[ Tot | Ar [CQJCMin[CMax]| V Rech Ver
Inst 300 1 C 300 224 1227 162449 697|170 15.0 2.0 - - 6.0 4105.59 0.0
Inst 300 2 C 300 240 1180 160840 698 ¢ - - - - - 3480.00 -
Inst 300 3_C 300 264 1270 184634 723 8.1 69 1.2 - - 7.0 1878.97 0.34
Inst 300 4 C 300 236 1134 155946 658|22.0 21.0 1.0 - - 7.0 4859.87 0.01
Inst 300 5 C 300 266 1252 180996 695| 42.0 36.0 6.0 - - 9.0 10577.40 0.47
Inst 300 6 C 300 249 1215 177441 699} 30.0 25.0 5.0 - - 8.0 5555.19 0.1
Inst 300 7 C 300 238 1170 165034 668 {27.86 2143 586 - 0.57 48.86 5131.78 0.01/>6.5j
Inst 300 8 C 300 227 1165 152397 637 31.0 23.0 7.0 - 1.0 59.0 428572 >6.5j
Inst 300 9 C 300 255 1176 167587 683{ 31.0 28.0 3.0 - - 8.0 6453.46 0.04
Inst 300 10 C 300 275 1261 186293 734|200 160 3.0 - 1.0 90.0 410691 >6.5)
Inst 300 B 300 240 1244 166717 633 39.0 36.0 3.0 - - 9.0 4170.28 4.48
Inst 400 B 400 324 1582 291835 839 26.0 22.0 4.0 - - 8.0 14127.70 0.84

Pour les instances présentées dans la Figure 8.6, nous présentons uniquement les
résultats obtenus avec 1’algorithme P+Insertion, car ’algorithme HS-C a permis
seulement de trouver des bornes inférieures valant 3 ou 4 sur la taille de I'lIS-C de car-
dinalit¢ minimum. Donc, ces bornes n’apportent pas une bonne indication de la taille
réelle de I'IIS-C de plus petite taille.

Nous pouvons remarquer que pour ces instances, nous avons obtenu un échec pour 1’ins-
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tance 300 2 C (i.e., les dix relances de I’instance 300_2_C ont échoué). Pour les autres
instances, nous avons obtenu des IIS-C qui concernent des contraintes appartenant a
au moins deux rotations dans chaque cas. La taille moyenne des IIS-C trouvés varie
entre 8.1 et 42.0. La variance entre les différents IIS-C trouvés pour une instance n’est
vraiment pas grande puisque pour toutes les instances sauf les instances 300 3 C et
300 _7_C toutes les relances réussies ont obtenu un IIS-C de méme taille. Pour I’ins-
tance 300 3 C la taille de I’1IS-C obtenu varie entre 7 et 15 contraintes. Pour 1’instance
300_7_C le nombre de contraintes de 1’IIS-C obtenu varie entre 15 et 45 et certains de
ces IIS contiennent une contrainte de crédits de vol maximum. Les temps de recherche
des IIS varient entre 1878.97s et 14127.70s. Pour les instances 300_1 C et 300 3 C
les dix relances ont réussi. Pour les autres instances de ce type, le nombre de réussites
varie entre 3 et 8. Les IIS-C des instances 300 1 C, 300 3 C, 300 4 C, 300 5 C et
300 9 C et certains des IIS-C de I’instance 300_7_C ont été vérifiés avec 1’algorithme
exact en moins de 0.5s. La vérification des instances 300 8 C, 300 10_C et de certains
des IIS-C de I’instance 300 _7 C a été arrétée apres 6.5 jours. La vérification de ces
cas-1a a été beaucoup plus longue a cause du fait qu’il y a une contrainte de crédit de
vol maximum dans I’IIS-C obtenu. Ainsi, les branches de I’arbre de recherche ne sont
coupées a cause de cette contrainte uniquement lorsqu’une affectation partielle viole le
nombre maximum de crédits de vol. Donc, la détection des incohérences prend plus de
temps. De plus, ces IIS-C comportent beaucoup plus de variables a évaluer que les IIS-
C des autres instances de ce type. Nous pouvons donc remarquer que, pour 1’instance
300_7 C, la durée de vérification de 1I’IIS-C obtenu varie grandement selon si 1’'IIS-C
contient ou non une contrainte de crédit de vol maximum. En effet, quand il en contient
une le temps de vérification est plus grand que 6.5 jours et quand il n’en contient pas

nous avons obtenu des temps de vérification de 0.01s.
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8.4.3 Synthése des résultats

Nous avons présenté des résultats pour deux groupes d’instances. Le premier groupe
comprend des instances dont la formulation ne comprend pas forcément tous les types de
contraintes et qui ne sont pas proches de problémes réels. Le deuxiéme groupe comprend
des instances plus proches de problémes réels et qui comprennent toutes les sortes de
contraintes. Nous avons réussi a trouver des IIS-C pour la plupart des instances des deux
groupes. Les IIS-C trouvés sont dans certains cas complexes et font souvent intervenir
plusieurs tiches-meres (rotations) et deux ou trois sortes de contraintes. Les temps de
recherche des IIS-C sont typiquement de quelques secondes pour les instances faciles du
premier groupe ne comportant pas toutes les contraintes, d’une dizaine de minutes pour
les instances du premier groupe comportant tous les types de contraintes et de plus d’une
heure pour les instances du deuxiéme groupe. De fagon générale, les temps sont compris
entre 0.14s et 14298s. Ces temps sont plus grands pour les instances du deuxiéme groupe
que pour les instances du premier groupe. Les instances du deuxieme groupe sont pro-
bablement plus complexes parce que le nombre de qualifications possibles est plus €levé
(11 versus 8 pour les instances du premier groupe) et pour les instances "C" le nombre
de contraintes de qualification par tiche-mere est plus €élevé aussi (5 versus 4). De plus,
comme la relation entre le nombre de crédits de vol et la durée du vol n’est ni égale
ni linéaire pour les instances du deuxieme groupe, ceci peut intervenir dans la relation
entre les contraintes de non-chevauchement et de crédits de vol minimum ou maximum.
A part les IIS-C de trois instances du deuxiéme groupe et de ’IIS-C de I’instance MIN2
du premier groupe, les IIS-C des autres instances ont pu étre vérifiés dans des temps
intéressants avec notre algorithme Dsatur modifié. En effet, pour ces autres ins-
tances, les temps de vérifications sont compris entre Os et 5922s et sont généralement
de moins d’une seconde. Par contre, pour trois instances du deuxieme groupe, apres 6.5

jours, I’algorithme Dsatur modifié n’avait toujours pas terminé son exécution.
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8.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons montré comment il est possible d’adapter les algo-
rithmes Insertion et Hitting-Set pour la recherche d’IIS-C pour le probleme
de confection d’horaires pour le personnel navigant aérien. Nous avons présenté un
algorithme de recherche tabou tenant compte de toutes les contraintes spécifiques du
probleme de confection d’horaires. Cet algorithme tabou est utilisé par les algorithmes
de recherche d’IIS-C. Nous avons aussi détaillé comment nous avons modifié un algo-
rithme exact recherchant le nombre chromatique afin qu’il tienne compte des contraintes
de qualification et de crédits de vol maximum et minimum et qu’il indique si I’instance
ou I'TIS-C testé est réalisable ou non. Comme nous 1’avons précisé, cet algorithme n’est
efficace en pratique que sur des petits problemes. 11 sert donc a vérifier les IIS-C obte-
nus, mais ne peut pas étre utilisé a ’intérieur des algorithmes de recherche d’IIS. Ceci
constitue donc une grande différence avec le probléme SAT pour lequel il existe plu-

sieurs algorithmes exacts tres efficaces.

Larecherche d’IIS-C que nous avons présentée pourrait étre intégrée dans un programme
de confection d’horaires selon le méme fonctionnement de 1’algorithme de recherche ta-
bou présenté par Gamache et al. [52] (présenté a la page 188). Jusqu’a une certaine
valeur de k fixée, appelée k,,q., un horaire pour I’employé k est trouvé en résolvant le
probléme de plus court chemin (RCSPF,). Puis, il est possible d’utiliser la recherche
tabou pour déterminer si (I Py) est réalisable. Si 1’algorithme tabou exhibe une solution
réalisable, alors cela signifie que 1’horaire attribué a ’employé £ est optimal. Sinon, si
I’algorithme tabou n’est pas capable d’exhiber une solution a (I P;) (i.e., I’output de ta-
bou est “JE NE SAIS PAS”), alors notre méthode de recherche d’IIS peut chercher un
1IS-C. Si I'IIS-C obtenu est vérifié par notre algorithme exact, alors nous avons la preuve
que ce probleme n’est pas réalisable. De plus, le gestionnaire en charge de la confection

d’horaires peut déterminer ou se trouve le probléme et peut, selon I’'IIS obtenu, imposer
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des tiches-méres a certains employés en fonction de leur qualification. Si I’IIS-C obtenu
n’est pas vérifié par 1’algorithme exact ou si la recherche d’1IS échoue, alors il est pos-
sible de passer au deuxieme €chelon de la vérification faite par Gamache et al. [52] et
de trouver un horaire pour k& en résolvant le probléme linéaire mixte (M IPy). Puis, a
nouveau, I’horaire obtenu peut étre testé avec la recherche tabou et un IIS-C peut étre re-
cherché. A nouveau, si un IIS-C est obtenu et vérifié il est possible d’en tenir compte afin
de modifier le probléme et si I’IIS-C n’est pas vérifié ou si la recherche échoue, alors il
est possible de résoudre le probléme a nombres entiers (I Py). Si k > kg, le probléme
mixte (MIPy) est résolu sans essayer de résoudre d’abord le probléme de plus court
chemin. Il faut tout de méme avoir a I’esprit qu’il peut y avoir plusieurs IIS-C. Donc,
afin de rendre le probléme réalisable, il est fort probable qu’il faille répéter plusieurs
fois le processus comprenant la recherche d’un HIS-C et 1a modification pour supprimer

le conflit identifié par 1I’1IS-C.
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DISCUSSION GENERALE ET CONCLUSION

Dans cette these, nous avons présenté trois développements concernant les problémes
de satisfaction de contraintes.
Premiérement, nous avons étudié le probléme SAT. Nous avons présenté des algorithmes
permettant de trouver des sous-ensembles incohérents irréductibles de clauses ou de va-
riables pour ce probléme. De plus, nous avons décrit un algorithme permettant d’extraire
des IIS contenant un nombre minimum de clauses ou de variables. Nous avons aussi
présenté des algorithmes permettant d’accélérer la recherche d’IIS ou de trouver des IIS
plus denses ou de cardinalité plus petite. Nous avons décrit un algorithme de recherche
tabou permettant de résoudre le probleme Max-SAT pondéré. Cet algorithme tabou est
utilisé par les algorithmes de recherche d’IIS. Nous avons effectué un grand nombre
d’expérimentations afin de comparer nos résultats avec d’autres algorithmes effectuant
cette recherche d’IIS. Ceci nous a permis de montrer que nos algorithmes trouvent la
plupart du temps des IIS avec un nombre égal ou moindre de contraintes et de variables
que les algorithmes avec lesquels nous nous sommes comparés. Par contre, nos algo-
rithmes sont généralement plus lents que plusieurs autres algorithmes existants. Nous
avons aussi créé des instances a partir de problémes de k-coloration pour lesquelles
seulement un de nos algorithmes a réussi a trouver des IIS de contraintes. Contraire-
ment aux autres algorithmes effectuant la recherche d’IIS qui s’intéressent uniquement
a I’extraction d’IIS de contraintes, nos méthodes peuvent étre appliquées pour trouver
des IIS de contraintes ou de variables. Nous avons vu que, pour accélérer les méthodes
Removal et Insertion, il est intéressant de trouver d’abord des IIS de variables
et ensuite des IIS de contraintes a partir des IIS-V trouvés précédemment. Nous avons
montré que notre algorithme HittingSet est trés efficace sur certaines instances pour
trouver des IIS de cardinalité minimum.

Comme nous I’avons vu, les algorithmes de détection que nous avons proposés peuvent
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étre utilisés avec des algorithmes exacts (garantissant la non réalisabilité et la minima-
lité des IIS trouvés) ou avec des heuristiques (garantissant la minimalité dans certaines
conditions bien précises). Pour la recherche d’IIS avec le premier algorithme proposé,
Removal, nous avons utilisé un algorithme exact résolvant le probléme SAT : zChaff.
Pour les deux autres algorithmes proposés, nous avons utilisé un algorithme de recherche
tabou résolvant le probléme Max-SAT pondéré. Une variante qui pourrait étre faite dans
I’avenir consisterait & utiliser pour les algorithmes Insertion et Hitting-Set un
algorithme exact résolvant le probléme Max-SAT pondéré afin de voir si les temps de

résolution obtenu peuvent étre compétitifs avec ceux des autres algorithmes cherchant

des 1IS.

Dans la deuxiéme partie de la theése, nous avons travaillé avec la contrainte globale
SomeDifferent. Nous avons présenté un algorithme de filtrage cherchant a obtenir la
cohérence de domaines pour cette contrainte. Cet algorithme combine un algorithme de
recherche tabou qui essaie de trouver rapidement un support pour le plus de couples
sommet-couleur possible avec un algorithme exact qui permet soit de filtrer, soit de vali-
der les couples sommet-couleur restants. Nous avons testé notre algorithme sur plusieurs
types d’instances : des instances aléatoires, des instances provenant d’un probléme de
planification de la main d’oeuvre, des instances ayant une unique D-coloration et des
instances provenant de problémes SUDOKU. Pour les deux premiers types d’instances,
nous avons comparé nos résultats avec ceux de Richter et al. [122] : dans le cas des ins-
tances provenant d’un probléme réel, les temps que nous avons obtenus pour effectuer
le filtrage sont a peu pres les mémes que ceux de Richter et al.. Par contre, pour les ins-
tances aléatoires, notre algorithme est beaucoup plus rapide.

Un développement que nous prévoyons ajouter consiste a imbriquer notre algorithme de
filtrage & 1’intérieur d’un logiciel de programmation par contraintes. A cette fin, nous
allons travailler avec un probléme contenant d’autres types de contraintes en plus de la

contrainte SomeDifferent. Nous voulons vérifier si le fait de maintenir la cohérence de
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domaines pour la contrainte SomeDifferent (i.e., effectuer un premier filtrage au début
de la résolution et propager les filtrages des autres contraintes pour la contrainte So-
meDifferent en maintenant la cohérence de domaines) va nous permettre de gagner du
temps pour la résolution du probléme.

Les techniques mises en oeuvre ne sont pas spécifiques au probleme de coloration de
graphes. Elles pourraient étre adaptées pour d’autres contraintes NP-difficiles. 1l pour-
rait donc étre intéressant de développer des algorithmes congus selon la méme technique
pour d’autres contraintes NP-difficiles afin d’obtenir un algorithme de filtrage permettant
d’obtenir la cohérence de domaine. Ceci peut €tre fait en combinant deux procédures
spécifiques a la contrainte. Premiérement, une méthode de recherche locale cherche a
trouver rapidement un support pour le plus de couples variable-valeur possible et deuxi¢-

mement, une méthode exacte peut filtrer ou valider les paires restantes.

Dans la troisi¢éme partie de la thése, nous avons travaillé avec un probléme de confec-
tion d’horaires pour le personnel navigant aérien. Nous avons présenté 1’adaptation que
nous avons faite pour ce probléme particulier de deux des algorithmes de recherche d’1IS
présentés dans la premiére partie, 1.e., Insertion et HittingSet. Nous avons mon-
tré comment nous avons utilisé un algorithme de recherche tabou dans les algorithmes
de recherche d’IIS. Nous avons aussi présenté un algorithme exact qui tient compte
de toutes les contraintes du probléme et qui permet de vérifier les IIS obtenus. Nous
avons présenté différents résultats sur des instances classées en deux groupes. Le pre-
mier groupe contient différentes instances aléatoires et des instances ayant une unique
D-coloration auxquelles nous avons ajouté une contrainte de qualification. Les instances
aléatoires du premier groupe peuvent modéliser différents problémes de confection d’ho-
raires. Le deuxiéme groupe contient des instances aléatoires essayant de modéliser des
problémes de confection d’horaires pour le personnel navigant aérien. Pour toutes les
instances nous avons cherché des IIS de contraintes seulement. Nous avons obtenu dif-

férents IIS de contraintes, ceux-ci €tant parfois assez complexes, i.e., reliant des tdches et
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des contraintes provenant de différentes tiches-méres et étant constitués de deux ou trois
types de contraintes. Nous sommes satisfaits des résultats obtenus pour ce probléme de
confection d’horaires, car nous avons réussi a obtenir des IIS-C pour des instances simu-
lant un probléme réel dans des temps acceptables. De plus, certains des IIS-C obtenus
ne sont pas évidents et n’auraient pas pu étre détectés avec la méthode des compteurs.
Grace aux IIS que nous avons obtenus, nous avons montré que les méthodes de Gali-
nier et Hertz [48] peuvent donc étre appliquées eficacement & des CSP non binaires
comportant des contraintes agissant sur plusieurs variables et des contraintes globales.
La grande majorité des IIS obtenus ont pu étre vérifiés avec 1’algorithme exact dans des
temps raisonnables. Nous avons aussi présenté comment nos algorithmes de recherche
d’IIS peuvent étre insérés dans un programme trouvant 1’horaire de chaque employé se-
lon I’ordre de séniorité.

Des améliorations pourraient étre faites a nos algorithmes afin qu’ils tiennent compte
d’autres contraintes existantes dans le probléme de confection d’horaires. En effet, nous
n’avons pas tenu compte par exemple des patrons de congé qui déterminent les congés
obligatoires (nombre de jours consécutifs) que doit prendre un employé. De méme, nous
n’avons pas tenu compte des employés en réserve qui peuvent étre considérés pour ré-

soudre le probléme.
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ANNEXE I

METHODES DE RECHERCHE LOCALE

La plupart des problémes que nous traitons dans cette these sont NP-difficiles ou NP-
complets. C’est pour cette raison que nous avons développé plusieurs algorithmes utili-
sant des méthodes de recherche locale (plus précisément des algorithmes de recherche
tabou). Dans cette annexe, nous présentons d’abord de fagon générale les algorithmes de

recherche locale, puis nous détaillons la méthode de descente et la recherche tabou.

Considérons un probléme pour lequel ’espace des solutions est noté S. Soit s € S une
configuration ou solution de ’espace de recherche. On note f(s) la valeur de la fonction
objectif. Le probléme consiste 8 minimiser la valeur de la fonction f. Un algorithme de
recherche locale choisit une solution initiale sy € S, ensuite elle génére des solutions
81, Sg, ... dans S de telle sorte que s;41 € N(s;), ou N(s) C S est appelé le voisinage de
s : ¢’est-a-dire qu’il est possible d’obtenir une solution s’ € N(s) a partir de s en faisant

de petits changements (mouvements) en respectant certaines régles prédéfinies :

N(s) ={s' € §: s est un voisin de s}.

Les principales méthodes de recherche locale sont : la méthode de descente, la recherche
tabou [62], la méthode du recuit simulé [87] et la méthode de recherche a voisinages va-
riables [105]. Ci-dessous sont exposées deux méthodes de recherche locale : la méthode
de descente qui est la méthode de recherche locale la plus simple et la méthode tabou
que nous utiliserons dans la thése.

Pour chaque méthode de recherche locale, il faut définir les éléments suivants :

— T’espace des solutions S,
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— la fonction objectif f qui sert a évaluer la valeur d’une solution s € S

— le voisinage N(s) d’une solution s € S,

~ la maniére de choisir une solution dans N(s), ¢’est-a-dire les mouvements autori-
s€s,

— un critére d’arrét.

I.1 Algorithme de descente

Nous allons d’abord présenter 1’algorithme général de descente [62]. L’algorithme
de descente choisit a chaque étape une solution voisine meilleure que la solution cou-
rante. Il existe plusieurs versions de I’algorithme de descente : par exemple de premiére
amélioration (first improvement) qui choisit la premiere solution voisine qui améliore
la solution courante, de derni¢re amélioration (last improvement) qui choisit la derniére
solution voisine qui améliore la solution courante ou de meilleure amélioration (best im-
provement) qui choisit la meilleure solution voisine. Le pseudo-code d’un algorithme de
descente de meilleure amélioration est donné dans la Figure 1.1. L’algorithme s’arréte
des qu’il ne peut plus améliorer la solution. L’algorithme s’arréte donc dans le premier
minimum local rencontré (i.e. pour une solution s tel que f(s') > f(s) V¢ € N(s)),la
valeur de ce dernier pouvant étre beaucoup plus grande que celle du minimum global.
On peut voir ce défaut dans la Figure 1.2 : ’algorithme de descente commence en s;. 11
visite successivement les solutions s; et s avant de s’arréter en s3 qui est un minimum

local. Dans cet exemple, le minimum global est s*.

Pour remédier a ce genre d’inconvénient on peut utiliser la méthode tabou.
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Algorithme de descente

construire une solution initiale quelconque s de §';
posert < s;
poser OK «— vrai;
tant que O K est vrai faire
déterminer s’ € N(t)tq f(s') < f(s") V" € N(t);
si f(s') > f(t) alors OK — faux;
sinon si f(s') < f(t) alors

t— s

Figure 1.1 — Algorithme de descente

s,

EEE R s* 8

Figure 1.2 — Exemple de blocage dans un minimum local
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1.2 Algorithme tabou

La méthode tabou [62] est aussi itérative : elle consiste a générer a chaque étape un
sous-ensemble de solutions et a retenir la meilleure solution parmi elles. Elle fait appel
a un ensemble de régles permettant de guider la recherche dans ’espace des solutions

admissibles S.

Définition 1.2.1. Une liste tabou est une mémoire flexible, a court terme, qui garde une

trace des opérations passées. Nous allons noter 7" une liste tabou.

Pour éviter de cycler, il faut se rappeler des derniers mouvements effectués ou des

derniéres solutions visitées. Il y a en effet deux maniéres de gérer une liste tabou 7'.

1. Des solutions sont stockées dans 7'. Cette maniére de faire a pour principal désa-
vantage d’utiliser une trés grande place mémoire. Les solutions appartenant a 7’

sont interdites pendant une durée déterminée (qui est précisée ci-dessous).

2. L’inverse des mouvements effectués est stocké dans 7'. Cette fagon de faire a pour
avantage d’€tre rapide et d’utiliser peu de place mémoire. Son désavantage est
qu’il est possible qu’un mouvement interdit permette d’aboutir & une solution non
encore rencontrée. Afin de pouvoir quand méme visiter des solutions taboues dans
des cas bien déterminés, il est possible de créer une fonction dite d’aspiration dé-
terminant quand le statut tabou peut étre levé. Par exemple, un mouvement tabou
peut étre effectué si celui-ci améliore la meilleure solution rencontrée. Les mou-

vements appartenant a 7' sont interdits pendant une durée déterminée.

La durée de I’interdiction est appelée longueur tabou. C’est un parameétre important a
déterminer. En effet, si la longueur de la liste tabou est fixée a une valeur trop ¢élevée,
I’algorithme risque de ne pas avoir acces a des solutions non encore visitées. De méme,

si on fixe une valeur pour la longueur trop faible, alors la méthode risque d’étre bloquée
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dans un optimum local.

Un mouvement tabou ne peut pas étre effectué, a moins que le statut tabou de ce mou-
vement soit levé par la fonction d’aspiration. Si la fonction d’aspiration léve le statut
tabou des solutions améliorant la meilleure solution rencontrée, alors nous définirons
N'(s) comme I’'union de I’ensemble des solutions s’ obtenues a partir de s en effec-
tuant des mouvements non tabou et des solutions s' € N(s) vérifiant f(s') < f(s*)
(s* étant la meilleure solution rencontrée). Ce deuxieme cas (solutions s’ telles que
f(s") < f(s*)) est appelé le critére d’aspiration. Il permet de lever le statut tabou d’une
solution s’ dans le cas ou cette solution est meilleure que toutes les solutions rencontrées
jusque-la. L’algorithme tabou choisit a chaque itération la solution voisine s’ telle que
f(s") = argming.¢ i f(5”).

Contrairement a ’algorithme de descente, la méthode tabou ne s’arréte pas nécessai-
rement si f(s’) > f(s). Le meilleur voisin de s n’entraine donc pas obligatoirement
une diminution de la fonction objectif f. Lorsque la méthode choisit une solution moins
bonne que la solution courante, elle se dirige alors vers la solution voisine qui entraine le
plus faible accroissement possible de la fonction objectif. Cette dégradation de f devrait
permettre a I’algorithme d’atteindre ultérieurement des régions de 1’espace de recherche
S contenant des solutions meilleures que celles déja rencontrées.

La procédure est décrite dans la Figure 1.3. Pour stopper la recherche on utilise un critére

d’arrét. Celui-ci peut étre :

un nombre maximum d’itérations,

un nombre maximum d’itérations sans amélioration de s*,

un temps fixé de CPU,
lorsque N(s) =T = 0.

La méthode tabou est, en général, beaucoup plus performante qu’une méthode de des-
cente mais également plus coliteuse en termes de ressource informatique (temps de cal-
cul plus long, utilisation de plus de mémoire). L’espace de recherche n’est pas forcément

entierement visité et donc 1’optimum global n’est pas toujours visité.
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Algorithme Tabou

Initialisation

choisir une solution initiale s € S;
poser s* «— set f* — f(s);

poser T — 0;

Amélioration

tant que agucun critere d’arrét n’est satisfait faire

déterminer N'(s) — {s' € N(s) tq s’ &€ T ou f(s') < f*}, c’est-a-dire
générer le voisinage de s au moyen de mouvements non tabou ou de
mouvements tabou qui aboutissent a des solutions qui améliorent s*;
déterminer s’ tq f(s') « argmingenio) f(s");

si f(s') < f* alors poser f* — f(s') et s* « &;

poser s «— §;

mettre a jour 7',

retourner s*

Figure 1.3 — Algorithme tabou



