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RESUME

La tomographie & rayons X est une technique d’imagerie offrant des résolutions suf-
fisantes pour suivre des patients portant des stents métalliques. Les scanners indus-
triels actuels utilisent des techniques d’imagerie dites par rétroprojection filtrée. Or,
la rétroprojection filtrée engendre des artefacts en présence d’éléments métalliques car
la méthode suppose que les données sont monochromatiques. Le but plus large d'un
projet qui englobe nos travaux de maitrise consiste a réduire les artefacts métalliques.
Dans le cadre de nos travaux de maitrise nous avons développé une méthode de recons-
truction algébrique qui permet d’améliorer la modélisation du probleme direct. Nous
avons développé une structure de données innovante permettant de stocker la géométrie
du probléme de facon optimale car la géométrie du probléme tridimensionnel engendre
des données trés volumineuses. Ce modele est flexible puisqu’il peut s’adapter a divers
modeles physiques comme le cadre monochromatique d’émission des photons ou un cadre
oti on prend en compte l'épaisseur des rayons épais. Nous avons testé nos algorithmes de

reconstructions sur des données réelles acquises sur un scanner utilisé en milieu clinique.



ABSTRACT

X-ray computed tomography is a medical imaging technique which offers adequate
resolutions and enables physicians to examine patients that have metallic stents. Stan-
dard scanners reconstruct images with filtered back-projection (FBP) techniques. Howe-
ver, FBP techniques generate beam-hardening artefacts because they do not take into
account the poly-energetic aspect of the model. The goal of the broader project that
encompasses our research is to take into account a poly-energetic model. In order to do
so, our work was focused on the development of an algebraic reconstruction technique
(ART) for real data in 3D. The 3D geometry of the data acquisition is complex and
generates huge data sets. Therefore we developed an innovative data structure that mi-
nimizes the usage of memory. The data structure that we implemented is flexible and

can be adapted to multiple models. We tested our algorithms on clinical data.
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INTRODUCTION

0.1 Contexte

Les maladies cardio-vasculaires sont la premiére cause de mortalité dans les pays de
I'OCDE comme les Etats—Unis, le Canada et les principaux pays européens. Ces maladies
représentent plus de trente pourcents des causes de mortalité aux Etats-Unis comme
l'indique le Center for Disease Control and Prevention (2008). Dans certains cas de
maladies cardio-vasculaires, la mise en place de stents (ou endoprotheses) est nécessaire
afin de maintenir une circulation normale du sang. Lors de sténoses, les patients souffrent
d’un rétrécissement de certains vaisseaux et des protheses de vaisseaux y sont introduites.
Ces endoprotheses sont constituées d’alliages métalliques et permettent de garder une
ouverture adéquate du vaisseau. Aprés la pose de ces endoprotheses, des risques de
resténose sont importants et il est essentiel de pouvoir suivre ces patients. C’est un
phénomene complexe qui induit & nouveau une obstruction de la lumiere de l'artere. Afin
d’assurer un suivi, la tomographie a rayons X est utilisée car cette technique d’imagerie
permet d’obtenir une résolution adaptée & la visualisation de la lumiere artérielle dont
le diametre est compris entre quelques millimétres et quelques centimetres. La figure 1
illustre le processus de sténose avec l'introduction d'un stent.

Cependant, cette méthode d’imagerie engendre des artefacts dus a la présence des
stents métalliques. La méthode de reconstruction tomographique usuelle se base sur un
modele direct simplificateur et inadéquat qui ne permet pas de bien prendre en compte
la présence de métaux. En effet, les méthodes habituelles des tomographes standards
utilisent une méthode d’inversion qui est une transformée inverse de Radon analytique.
La transformée inverse analytique considére que 1’émission des photons est monochro-
matique tandis qu’elle est polychromatique en réalité. Cette méthode de reconstruction
engendre donc des artefacts que nous qualifions de « métalliques ». Les méthodes usuelles
de réduction d’artefacts sur des données réelles consistent notamment en des post-

traitements des reconstructions ou d’un pré-traitement des données. Ces méthodes sont
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FIGURE 1 — Exemple de sténose et d’introduction de stent.

des méthodes analytiques qui se basent sur un certain nombre d’hypotheses réductrices.
Grace a une autre classe d’algorithmes dits « algébriques », il est possible de nous pla-
cer dans un cadre d’hypotheses plus réalistes. Nos travaux de maitrise ont été effectués
au sein du Laboratoire d’Imagerie par Optimisation Numérique (LION) de I'Institut
de génie biomédical de I’Ecole Polytechnique de Montréal. Ils ont été encadrés par le
professeur Yves GOUSSARD. Ces travaux ont eu lieu dans le cadre d’un projet plus im-
portant avec d’autres acteurs dont les étudiants et chercheurs du LION, des chercheurs
du LBUM (Laboratoire de biorhéologie et d’ultrasonographie médicale), du CHUM de
I’'Hopital Notre-Dame de Montréal. Le but général de ce projet plus global est de visua-
liser correctement les lumieres d’artéres entourées de stents métalliques insérés dans les

vaisseaux périphériques de patients atteints de sténoses.

0.2 Obstacles a surmonter

Les scanners actuels, tout comme celui de I'Hopital Notre-Dame utilisé pour acquérir
des données réelles a des fins expérimentales, ont beaucoup évolué dans les dernieres
décennies. Le scanner Somaton 16 barrettes de I’'Hopital Notre-Dame, construit par

Pentreprise SIEMENS, a une géométrie complexe en trois dimensions, ce qui complique



la reconstruction d’image tomographiques. La trajectoire de la source qui émet les rayons
X est hélicoidale, afin de diminuer le temps d’acquistion et de réduire la dose recue
par le patient. Ceci complique le modele direct que nous avons implémenté. La taille
des données est tres importante et le nombre des inconnues est tel que l'inversion du
probléme peut s’avérer trés cotiteuse et inapplicable en milieu clinique.

Ainsi, nous avons plusieurs obstacles a surmonter :

1. Gérer des données de taille tres importante. Nous verrons qu’il s’agit d'un
probléme ayant 12 millions de données et d’environ 9 millions d’incounues. Il n’est
pas évident de gérer des données aussi importantes sur des ordinateurs personnels

(PC). Ces données doivent étre traitées en un temps raisonnable.

2. Prendre en compte une géométrie complexe. La géométrie du probleme
est complexe et nous la prendrons en compte avec moins d’approximation que
les méthodes actuelles. Cette complexité du probléme 3D hélicoidal entraine des

difficultés d’abstraction qui nécessitent une paramétrisation rigoureuse.

3. Prendre en compte la physique du modéle. Pour réduire des artefacts métalliques
ou d’autres sources de détérioration comme 1'épaisseur des détecteurs, un modele
physique plus complexe doit étre proposé, ce qui n’a jamais été effectué auparavant

dans le cadre hélicoidal sur des données réelles.

0.3 Objectifs et contributions

Afin de permettre a terme de réduire les artefacts métalliques en milieu clinique,

nous proposons un certain nombre d’objectifs.

1. Développer une méthode algébrique adaptée a la tomographie 3D. La
meilleure facon de réduire les artefacts métalliques est de développer une méthode
dite algébrique. Nous verrons en quoi consiste cette méthode qui differe de celles

utilisées par les scanners actuels.

2. Améliorer la modélisation physique du probléme direct. Afin de recons-

truire des images plus précises, nous développerons un modéle direct mieux adapté.



Nous proposerons notamment une méthode pour prendre en compte ’épaisseur des

faisceaux de rayons X émis par la source.

3. Créer un modeéle géométrique flexible et efficace. Nous devons pouvoir uti-
liser le modeéle géométrique pour différents modeles physiques. En effet, le modele
proposé doit pouvoir prendre en compte la génération de données polychroma-
tiques ou monochromatiques. D’autre part, ce modele doit étre efficace et ne doit

stocker que le minimum d’informations pour optimiser I'utilisation de la mémoire.

4. Reconstruire des images tomographiques 3D a partir de données réelles.
Pour le modele monochromatique, notre objectif est d’avoir des images de qualité
supérieure ou comparable a ce qu’obtient I'industriel SIEMENS avec des méthodes

dites « analytiques ».

Nous avons apporté deux contributions personnelles principales qui sont des
innovations en tomographie a rayons X. La premiere est 1’élaboration d’une reconstruc-
tion basée sur une méthode statistique applicable sur des données 3D réelles en mode
hélicoidal multibarrette. La deuxieme contribution principale concerne le modele direct
d’émission des rayons X. Nous avons proposé une méthodologie permettant de prendre

en compte I'épaisseur des rayons X.

0.4 Plan du mémoire

Dans un premier temps, nous présenterons les techniques modernes d’imagerie médicale.
Nous insisterons sur la tomographie a rayons X puisqu’il s’agit de la technique retenue
pour le suivi de patients ayant des stents métalliques. Nous justifierons le choix de cette
modalité d’imagerie pour le contexte de suivi de patients portant des stents métalliques.
Dans ce chapitre nous décrirons les évolutions de la tomographie ainsi que les techniques
de reconstruction actuelles. Nous montrerons les insuffisances des techniques standards
actuelles, afin de justifier notre approche : la reconstruction algébrique. Nous étudierons
les diverses sources de détérioration d’image en tomographie a rayons X avant d’exposer

I'état de 'art de la réduction de ces sources de détérioration.
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Ensuite, nous décrirons dans un second chapitre le modele direct fiable et efficace que
nous avons développé. Dans ce chapitre, nous insisterons sur 1’élaboration d’un modele
physique théorique, adapté a notre probleme. Nous avons aussi développé un modele
innovant prenant en compte l'épaisseur du faisceau de photons X. Ce modele devra
prendre en compte toute la complexité d’un scanner moderne comme le Somaton 16 de
SIEMENS. Nous exposerons également la mise en ceuvre que nous avons effectuée. Il a
été nécessaire de développer une structure de données innovante permettant de traiter
des données réelles en stockant moins de mémoire que les matrices creuses.

Puis, dans un quatrieme chapitre, nous présenterons les méthodes choisies pour effec-
tuer nos reconstructions. Il s’agit d’algorithmes de descente. Ces algorithmes s’appliquent
a des fonctions dont le minimum est une estimation de 'image que nous cherchons a
reconstruire. D’autres algorithmes peuvent étre utilisés pour effectuer les minimisations
des fonctions que nous avons élaborées. Une heuristique par région d’intérét (ROI) per-
met d’obtenir des reconstructions qui ont une résolution équivalente & celles obtenues
par le constructeur SIEMENS.

Enfin, dans le dernier chapitre nous examinerons les résultats obtenus et nous pro-

poserons une discussion de ces résultats pour vérifier si les objectifs sont atteints.
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FIGURE 2 — Méthodologie adoptée.



CHAPITRE 1

IMAGERIE PAR TOMOGRAPHIE A RAYONS X - ETAT
DE L’ART

L’objet de ce chapitre est de comprendre comment fonctionne la tomographie a rayons
X. Notre projet de recherche qui s’effectue dans le cadre d’une maitrise s’inscrit dans
un projet plus global ayant pour but de réduire les artefacts métalliques apparaissant
dans les images tomographiques de stents de patients. Avant de présenter un apercu
global de la tomographie a rayons X, nous devons comprendre pourquoi cette modalité
convient dans les applications qui nous intéressent. Nous exposerons brievement les di-
verses modalités d’imagerie qui pourraient aussi servir dans le suivi de patient atteints
de sténoses. Ceci nous permettra de comparer ces diverses modalités afin de justifier le
choix de la tomographie a rayons X.

Apres avoir examiné les diverses modalités d’imagerie médicale dont la tomographie
& rayons X en particulier, nous étudierons les méthodes de reconstructions tomogra-
phiques. En effet, afin d’observer les propriétés des tissus observés il est nécessaire de les
déterminer grace aux données obtenues par le scanner. Nous appelons cette étape la « re-
construction ». Dans cette section, nous examinerons ’état de ’art sur la reconstruction
tomographique.

Troisiemement, nous essaierons de comprendre les diverses sources de détérioration

d’images tomographiques et les pistes permettant de les réduire.
1.1 Présentation générale de la modalité

Avant de comprendre le fonctionnement général de la tomographie & rayons X, il
serait intéressant de rappeler les principales modalités d’imagerie médicale. Le but est
de voir succinctement ces modalités pour comprendre pourquoi la tomographie a rayons
X est retenue dans le cadre de ce projet. A la fin de cette section, nous dresserons

une synthese permettant de comparer ces modalités. Seules des généralités sur les di-



verses modalités peuvent étre présentées. Nous présenterons la plus ancienne des moda-
lités d’imagerie moderne, la radiographie ainsi que des modalités plus modernes comme
I’échographie et 'TRM. Enfin, nous présenterons la modalité qui nous intéresse le plus

dans le cadre de nos travaux de maitrise : la tomographie & rayons X.

1.1.1 Autres modalités d’imagerie médicale

Comme nous le verrons dans les présentations des diverses modalités qui nous intéressent,

I’objet principal de I'imagerie médicale est d’obtenir une ou plusieurs images reflétant
des propriétés physiques permettant de discriminer les tissus. Cette discrimination est
due soit & la nature méme des tissus (imagerie anatomique) ou a lactivité de ces tissus
(imagerie fonctionnelle). L’imagerie fonctionnelle et principalement les modalités d’ima-
gerie nucléaire ne sont pas présentées ici comme par exemple la SPECT (single photon
emission computed tomography) ou la PET (positron emission tomography). Ces moda-
lités permettent de controler I'activité de tissus biologiques qui intéressent le médecin.
Dans notre cas, nous voulons avoir des images anatomiques les plus précises possible

afin de suivre des patients portant des stents métalliques.

1.1.1.1 Radiographie

L’ancétre du principe de la tomographie a rayons X est la radiographie. Cette moda-
lité est découverte en 1895 par le scientifique allemand Wilhelm Réentgen. La radiogra-
phie consiste a faire traverser un faisceau de rayons X sur un volume dont nous voulons
imager une projection. Les photons X réagissent avec le film sur lequel s’imprime I'image
radiographique. Cette technique est tres utile pour visualiser par exemple les os, puis-
qu’ils absorbent beaucoup plus les photons que les tissus environnants qui contiennent
beaucoup plus d’eau. Ainsi, ceci permet aux médecins de déterminer des fractures d’os.
La quantité visualisée sur un film radiographique est en fait une quantité proportionnelle
au nombre de photons ayant pu traverser le volume visualisé. Un faisceau de photons
passant & travers un volume d’os sera beaucoup plus atténué que le méme faisceau pas-

sant dans un tissu mou (comme un poumon). Donc, la quantité de photons recueillie sur



le film sera différente et permettra de discriminer les deux tissus.

Cependant, la radiographie ne permet pas de visualiser des volumes, mais seulement
la projection d’un volume. Ceci est un inconvénient de taille puisqu’il n’est pas pos-
sible de véritablement isoler une couche du volume du tissu imagé puisqu’il s’agit d’une
projection de plusieurs couches, et ceci nous empéche de pouvoir visualiser la lumiere
d’'une artere. Un autre désavantage de la radiographie, que nous retrouverons, hélas,
en tomodensimétrie (scanner a rayons X), est le caractére ionisant des rayons X. Ces
particules interagissent avec la matiere et peuvent détériorer des tissus, voire provoquer

des cancers. Heureusement, les risques sont minimes si les doses utilisées sont faibles.

1.1.1.2 Echographie

L’échographie est une modalité d’imagerie médicale utilisant les ultrasons. Ces ultra-
sons qui sont des ondes sonores de haute fréquence (plusieurs MHz) sont émis par une
sonde qui en mesure ensuite les échos. Grace a un ordinateur, les temps de propagation
des ondes sont mesurés. Or, les ondes ne se propagent pas a la méme vitesse dans tous
les matériaux. Schématiquement, c’est donc la vitesse de propagation de ces ondes qui
permet de discriminer les tissus grace a I’échographe. Deés les années 1970, I'échographie
s'utilise énormément en obstétrique pour le suivi des grossesses. Les principaux avan-
tages de ’échographie sont que les ondes mécaniques employées ne sont pas ionisantes
et que la résolution est élevée, en dépit d’un niveau de bruit important.

Concernant 'application qui nous intéresse, il est possible de faire de 1’échographie
intra-vasculaire. Cette méthode cousiste & insérer dans les vaisseaux de circulation san-
guine d’'intérét une sonde qui permettra de voir le diametre du faisceau et d’assurer le
suivi du patient. Cette méthode est invasive et les risques de complications sont nom-
breux, dont des risques d’hémorragies et d’infections inhérentes a toute pénétration d’un
corps étranger a l'intérieur du corps. A cause de ce caractére invasif, on cherche 4 explo-
rer d’autres méthodes qui rendent le suivi moins pénible pour le patient. On considére le
mot invasif au seus strict du terme, c’est-a-dire en termes de pénétration physique d’un

corps étranger dans le corps du patient.
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1.1.1.3 IRM

L’imagerie par résonance magnétique nucléaire est la modalité la plus récente que
nous présentons ici, puisque celle-ci n’apparait que dans les années 1980. Cette modalité
se base sur la résonance magnétique nucléaire qui est un phénomeéne quantique dont la
théorie dépasse le cadre de nos travaux. Nous n’entrerons pas dans les détails de cette
technique complexe. Grice & des signaux radiofréquences et & des champs magnétiques
puissants, il est possible de déterminer la concentration en hydrogene dans le corps.
Grosso modo, c’est cette concentration en atomes d’hydrogene qui permet de discriminer
les tissus, grace a U'inversion d'un modéle physique de formation des données (signaux
radiofréquences mesurés).

Les signaux utilisés ne sont pas ionisants et la méthode ne présente pas de dangers
apparents pour la santé. De plus, les images obtenues par IRM sont d’excellente qua-
lité. Cependant, la présence de champs magnétiques importants (plusieurs teslas) nous
empéche d’examiner des patients ayant des objets ferromagnétiques dans le corps, puis-
qu’ils pourraient étre fatal pour le patient. Dans les salles contenant les scanners IRM,
il est strictement interdit d’avoir des objets métalliques (puisqu’ils peuvent étre ferro-
magnétiques) puisque ceux-ci peuvent se déplacer dans le champ magnétique. A cause
de ceci, 'utilisation clinique de I'IRM n’est pas encore autorisée pour le suivi de patients

portant des stents.

1.1.2 Généralités sur la tomographie a rayons X

Un des objectifs de ce chapitre est de comprendre le principe de la tomographie a
rayons X. La tomographie a rayons X a pour but de visualiser des coupes de volumes de
tissus en utilisant des rayons X. C’est une généralisation du principe de la radiographie
présentée ci-dessus. Ici, la quantité physique qui permet de discriminer les tissus est le
coefficient d’atténuation . En effet, chaque matériau atténue plus ou moins fortement
un faisceau de rayons X. La loi de Beer-Lambert définit ce que nous appelons le coeffi-
cient d’atténuation linéique, qui quantifie ce phénomene physique que nous détaillerons

plus loin dans le chapitre. Ainsi, une image tomographique est une représentation de la
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distribution spatiale des coeflicients d’atténuation. Cette image est obtenue par recons-
truction tomographique a partir des données. Les données sont une série d’intensités de
plusieurs faisceaux traversant le volume image. Tout comme la radiographie, les rayons
X sont utilisés et ils sont ionisants. Il y a donc un risque associé a chaque examen to-
mographique. Le médecin prescrivant cet examen doit étre conscient de ces risques. En
quelque sorte, le risque d’étre atteint d’une maladie (observable uniquement par cette

modalité) doit étre suffisamment important pour passer cet examen.
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TABLEAU 1.1 — Comparaison de modalités d’imagerie.

12

Quantité Quantité Résolution Invasif Ionisant
représentée mesurée

Radiographie | Nombre Nombre NON OUI
de photons de photons

Echograpllie Vitesse Amplitude NON NON
de d’ondes
propagation  ultrasonores

Echograpllie Vitesse Amplitude OUI NON

Intra- de d’ondes

Vasculaire propagation  ultrasonores

IRM Densité Signaux ++ NON NON
de protons RF

Tomographie | Coefficient Nombre ++ NON QUI

X d’atténuation de photons

1.1.2.1 Récapitulation

Les seules méthodes qui sont & la fois minimalement invasives et qui offrent la
meilleure résolution sont la tomographie & rayons X et I'IRM. Or il n’est pas possible
d’imager des patients comportant des objets métalliques (stents) en IRM a cause de
la présence de champs magnétiques intenses. Nous en déduisons que la seule modalité
minimalement invasive nous permettant de suivre des patients portant des stents est la

tomographie a rayons X.
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1.1.3 Principes et évolutions récentes de la tomographie a rayons

X

1.1.3.1 Principes formels

Comme nous 'avons dit précédemment, pour la tomographie & rayons X nous ten-
tons de calculer la distribution spatiale de coefficients d’atténuation. La reconstruction

d’'images tomographique consiste a déterminer une fonction du type :

(z,y) = plz,y)

En 3D, la fonction que nous cherchons a reconstruire dépend d’une troisieme coordonnée :

(@, y,2) = p(z,y,2)

Les p sont les coefficients d’atténuation. Notons I 'intensité mesurée par le tomographe.
Cette étape de mesure est I'étape 1, comme nous pouvons le constater sur la figure 1.1.
Ce qui nous permet de déterminer la distribution de p est un modele de formation des
données que nous pouvons écrire de fagon formelle : I = A(u). A est un opérateur
dont nous déterminerons les propriétés au chapitre suivant, car nous n’avons pas besoin
de définir ce modele de formation d’images a ce stade de notre développement. La
détermination de la relation I = A(u) est le modeéle direct. I est un vecteur qui
contient des séries de données. Chaque donnée correspond & une mesure prise dans une
direction particuliere prédéterminée et pour une position particuliere de la source qui
émet les rayons X. Le tomographe est équipé d’un ordinateur qui calcule les coefficients
d’atténuation du milieu grace & une étape 2, comme nous le constatons sur le schéma

1.1. Il s’agit de I'étape d’inversion du modele.

1.1.3.2 Premiére génération : un seul détecteur

Deés le début des années 1970, juste apres la découverte de Godfrey N. HOUNSFIELD
en 1972, apparait la premiére génération de scanners industriels. Ces tomographes ne
comportent qu'un seul détecteur. La source émet un rayon X et se déplace autour du

patient, selon une trajectoire circulaire dans le plan de la couche que l'on souhaite
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Fi1GURE 1.1 — Fonctionnement schématique d’un tomographe.

imager. Dans la littérature anglophone, on qualifie ces rayons de pencil-beam (puisque
le faisceau de rayons est tres fin). Pour avoir suffisamment de données et pour recouvrir
le plus de points de la couche imagée, il est nécessaire de faire translater le systéme
source-détecteur. Ici, ¢’est a la fois la source et le détecteur qui se déplacent. Ainsi, pour
chaque angle de projection (noté ¢ dans la figure 1.2) on constitue un ensemble de rayons

paralleles dont 'atténuation dépend d’un tres grand nombre de pixels du tissu & imager.

1.1.3.3 Deuxieme génération : plusieurs détecteurs

Lors de la deuxiéme génération, dans les années 1980, il y a plusieurs détecteurs. Le
principe est semblable & celui de la premiére génération. Tandis que lors de la premiére
génération la source et le détecteur se déplacent, pour cette génération de scanners, la
source se déplace seule pour un angle de projection donné. Cette innovation simplifie la

mécanique du systéme et permet de faire des scans plus rapides.
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1.1.3.4 Troisiéme génération : rayons en éventail

Pour cette génération, le faisceau de rayons X émis par la source est en éventail.
Il n’est plus nécessaire de faire translater la source pour obtenir des rayons paralleles
détectés par la barrette (ou rangée) de détecteurs : la source reste fixe lors d’une pro-
jection. La source S que nous pouvons visualiser sur la figure 1.3 se déplace selon une
trajectoire circulaire. Pour chaque incrément angulaire, qui correspond a une position
particuliere de cette source, un ensemble de faisceaux en éventail sont émis. Cet éventail
est composé de rayons régulierement espacés du point de vue de 'angle d’émission au
point S. Chacun de ces rayons est détecté au niveau d’une barrette de détecteurs. Les
détecteurs sont sur un arc de cercle de centre S et tournent en méme temps que la source
S. Ceci simplifie beaucoup 'aspect mécanique du systeme mais complique bien entendu
I’aspect algorithmique, comme nous le constaterons dans la section dédiée aux méthodes
de reconstruction tomographique. En effet, le facteur temporel limitant des générations
précédentes était mécanique puisqu’il fallait faire des translations de la source qui ralen-

tissent de fagon non négligeable 'acquisition tomographique.

1.1.3.5 Quatriéme génération

Le systeme est le méme que pour la troisieme génération, mais le systeme de détecteurs
est un anneau complet de 360° qui reste stationnaire. Ceci simplifie la mécanique du
systeme. L’inconvénient principal des scanners de cette génération est qu’ils sont plus
coliteux sans améliorer la résolution des images. C’est pour cela que les principaux scan-

ners industriels standards sont de la troisieme génération.

1.1.3.6 Acquisition axiale

Un intérét majeur de la tomographie (d’ou son étymologie) est de pouvoir visua-
liser des volumes. Mais avant d’avoir la capacité de calcul permettant d’effectuer des
visualisation si lourdes en mémoire, il peut s’avérer suffisant de pouvoir reconstruire des
couches d’un volume. La méthode la plus triviale consiste & imager les couches coupe

par coupe. On translate le systéme selon 'axe z apreés chaque série de mesures afin de
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reconstituer une couche. Il s’agit du scan axial, aussi appelé scan « stop and go ».

1.1.3.7 Acquisition hélicoidale

Des 1989, afin de gagner en rapidité, il est mis au point le premier scanner dont la
source a une trajectoire hélicoidale. L’acquisition de données ne se fait pas couche par
couche mais selon un processus plus continu qui permet de réduire le temps d’acquisition :

la source parcourt une trajectoire hélicoidale dans le référentiel du patient.

1. La table sur laquelle repose le patient est translatée selon l'axe de rotation du

systeme de détecteurs et de la source.

2. En méme temps, le systéme source-détecteur subit une rotation autour de I'axe de
translation de la table. Pour chaque rotation, la source émet un faisceau conique

détecté par les détecteurs présents sur les différentes barrettes paralleles.

Lorsque la source parcourt un tour, plusieurs couches auront été traversées par des
rayons X. Dans les années 1990, les constructeurs de tomographes mettent au point des
systemes de détection multi-couches. Plusieurs barrettes de détecteurs sont utilisées, ce
qui permet de reconstruire de plus grands volumes en un temps plus faible. L’avénement
d’ordinateurs de plus en plus puissants rend possible ces derniéres évolutions. L’autre
avantage majeur des scans hélicoidaux est que le temps d’acquistion est beaucoup plus
faible qu’un scan axial. En effet, plus de rayons parcourent le corps du patient en moins
de temps.

Les données du tableau 1.2 sont tirées du livre de Kalender (2005) (chapitre 2).

1.1.4 Complexité du probleme en tomographie a rayons X hélicoidale

Dans le cadre de notre projet, nous nous sommes intéressé au coté algorithmique
de la tomographie puisque nous nous intéressons a la reconstruction d’images & par-
tir de données tomographiques acquises par un scanner. L’appareil qui nous intéresse
est le scanner SOMATON SENSATION 16 de STEMENS. Les détails des spécifications
techniques de ce scanner sont donnés en annexe. Rappelons tout de méme certaines ca-

ractéristiques de ce scanner. Ce tomographe comporte 16 barrettes paralleles de détecteurs.
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TABLEAU 1.2 — Générations de scanner.

Durée d’'un  Résolution axiale Résolution dans
scan le plan
Premiere 2.5 min 13 mm 3.5 mm
Génération
Deuxieme 10 s 2-10 mm 1 mm
Génération
Troisieme 1s 1-10 mm 0.7 mm
Génération
Quatrieme 1s 0.5-1mm 0.6 mm
Génération
SOMATON 16 | 0.5 s 0.6 mm 0.6 mm
SIEMENS

Chacune de ces barrettes comporte 672 cellules de détecteurs. Ainsi, le faisceau émis par
la source lors d’une projection est un cone dont ’angle au sommet est non négligeable. La
source émet 1160 faisceaux coniques pour un tour complet d’hélice. Pour 1 tour d’hélice,
ce scanner produit un vecteur de données de taille 12472320 x 1 (1160 x 672 x 16).
Comme nous le verrons ultérieurement, l'espace est discrétisé en voxels. Ce nombre de
voxels pour un tour d’hélice est de Pordre de 9 millions (512 x 512 x 34). Nous avons donc
environ 12 millions de données pour 9 millions d’inconnues. Nous verrons que dans un
certain cadre simplificateur, les équations sont linéaires. Méme dans ce cadre, la taille du
probléme est trés importante et les algorithmes utilisés doivent étre adaptés. La mémoire
nécessaire pour résoudre ce probléme est importante : plusieurs gigaoctets de mémoire
vive sont nécessaires.

Ainsi, les difficultés sont principalement de deux natures :

— Conceptuelles. Le probleme 3D hélicoidal est abstrait, donc complexe a bien

paramétrer.
— Tailles des données. La gestion de la taille de ces données est un véritable défi

technique & surmonter.
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Par ailleurs, la trajectoire de la source est hélicoidale, ce qui complique la modélisation
du probléme ainsi que la mise en ceuvre. Dans le cas de la tomographie axiale, il était
relativement aisé de découpler le probleme pour le transformer en une série de plus pe-
tits problemes 2D. En tomographie hélicoidale, les données sont enchevétrées et il est
impossible de faire un simple découplage du probleme.

Lors de nos travaux effectués dans le cadre de notre maitrise, nous avons dii faire
face a ces difficultés inhérentes a la tomographie a rayons X. Nous verrons aussi que
les artéfacts métalliques sont dus & une simplification du modele physique faite par les
scanners usuels en la présence de métaux. Un de nos objectifs est de proposer un modeéle
physique flexible nous permettant de prendre en compte des cadres physiques plus ou

moins complexes.
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Déplacement
de Ia source

Rayon pour une position
de la source

Pour un angle de
projection

Pour un autre angle de
projection

FIGURE 1.2 — Scan avec rayons paralléles.
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Déplacement
e la source

Source S

Objet image

Rangée de détecteurs

FIGURE 1.3 — Scan avec rayons en éventail.

FIGURE 1.4 — Visualisation de la trajectoire de rayons X. Tiré de (Département de

Médecine Véterinaire de I’Université de Montréal 2008).
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1.2 Physique de la tomographie a rayons X

Jusqu’a présent, nous avons donné un simple apercu de la tomographie a rayons
X. Afin de pouvoir proposer une méthode de reconstruction, il faut étre capable de
proposer un modele direct de formation des données (cf. figure 1.1). Dans cette section,
nous allons étudier la formation des données a partir desquelles sont reconstruites les
images tomographiques. Les méthodes de reconstruction que nous rencontrons dans la
littérature et que nous décrirons a la section suivante se basent sur des approximations

de ces modeles de formation des données.

1.2.1 Interaction photon - matiére

Les interactions photon-matiere sont a la base de la génération des données en to-
mographie a rayons X et nous permettent de comprendre les modeles utilisés. Quand un
photon entre en contact avec la matiere, plusieurs interactions physiques peuvent avoir

lieu. Nous classons ces interactions en trois catégories :

1. L’effet Compton. Un photon peut interagir avec un électron. De facon imagée,
il s’agit d’une collision avec celui-ci. L'électron prend de I’énergie cinétique et le

photon est dévié et perd de 1'énergie (sa fréquence diminue).

2. L’effet photoélectrique. Les photons ayant une énergie supérieure a un cer-
tain seuil sont susceptibles d’étre absorbés par la matiere. Lors de ce processus
d’absorption, un électron est émis par la matiere. Ce phénomene est une des inter-
actions photon-matiere a la base de la théorie corpusculaire de la lumiere, théorisée

notamment par Albert Einstein en 1905.

3. La production de paires. Un photon peut aussi rentrer en collision avec un
noyau. Le photon est absorbé et le noyau émet un électron et un positron (un

électron chargé positivement).

En ce qui concerne les scanners SIEMENS, et comme nous pouvons le constater sur
la figure 1.12, la plage d’énergies qui nous intéresse se situe entre 25 keV et 125 keV. Or,

dans cette zone d’énergie, les effets dominants sont les effets Compton et photoélectrique.
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Considérons un photon ayant subi une de ces trois intéractions, nous pouvons considérer
que ce photon n’aura qu’une probabilité tres faible de continuer a se propager sur le rayon
(qui est une droite). Il s’agit en effet d’'une direction parmi une infinité de directions.
Comme ce photon est dévié de sa direction originelle et & cause de la présence d’un
collimateur, le photon est donc considéré comme perdu du signal qui nous intéresse et
se retrouve en bruit. Comme il n’y a pas de possibilité d’assurer la tragabilité d'un tel

photon, il est impossible de le modéliser autrement que par un bruit de diffusion.

1.2.2 Propagation du faisceau dans un milieu atténuant

Nous proposons ici de faire le lien entre la loi de Beer-Lambert et les phénomenes
d’interaction photon-matiere.

Nous faisons plusieurs hypotheses approximatives :

— Le faisceau de photons X est infiniment mince : H;. Or les photons n’ont

a priori pas tous la méme trajectoire rectiligne. La source peut en effet étre de
dimension finie ainsi que les détecteurs.

— L’émission des photons est déterministe : Hy, ce qui équivaut & considérer

que le nombre de photons est tres élevé. Or, en réalité I’émission est stochastique.

— Les photons émis sont monochromatiques : Hj, ils ont la méme énergie. Ceci

n’est pas le cas puisqu’ils sont émis selon un certain spectre énergétique.

Soit NV le nombre de photons émis par unité de temps et par unité de surface (en
mm?/s). 1l s’agit d’un flux de photons. Afin de mieux comprendre, nous pouvons faire
une analogie avec l'électricité. N est comparable a U'intensité I d'un courant électrique,
qui est un flux surfacique d’électrons par unité de temps. Supposons pour l'instant que

les photons sont monoénergétiques. Alors 'intensité de ce faisceau vaut :
I=¢-N

ou € est 'énergie d'un photon.
Avec les notations de la figure 1.5, on considere un faisceau de photons paralléle a
I'axe des abscisses (si cela n’avait pas été le cas, nous aurions considéré une abscisse cur-

viligne adaptée au faisceau). Nous nous intéressons au comportement de notre faisceau
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Milieu absorbant ()

»

Axe des x

FIGURE 1.5 - Illustration de Iabsorption d’un rayon X.

dans une tranche infinitésimale d’épaisseur dz. Soit dS une surface infiniment mince
traversée perpendiculairement par le rayon. Le volume considéré est un parallélipipede.
Pour une épaisseur infinitésimale nous pouvons considérer ce milieu homogene. A cause
de cette homogénéité, pour chaque unité de longueur que parcourt un photon, il a la
meéme probabilité d’étre dévié et donc d’étre perdu du rayon. Ainsi : dN = —u(z)Ndx
est I'expression de la perte des photons du rayon (la proportion de photons perdue est
la méme pour chaque unité de longueur).

i est le coefficient d’atténuation linéique que nous avons déja introduit
précédemment. Il dépend du matériau (ainsi que de I'énergie). Il intégre donc les trois
phénomenes que nous avons cités précédemment : I'effet photoélectrique, I'effet Compton
et la création de paires d’électrons (qui n’a qu’une trés faible probabilité de se produire

pour les énergies utilisées en tomographie). La relation précédente s’intégre pour donner
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la loi de Beer-Lambert :

}_{- = exp(—-/O p(x) - dx) (1.1)

0

1.2.3 Modélisation statistique de formation des données

Dans ce paragraphe, nous souhaitons relaxer '’hypothese déterministe Hy tout en
maintenant les hypothéses de rayon infiniment mince H; et de monochromatisme Hj.

Comme Kelbert et al. (2006), nous pouvons modéliser I’émission des photons X par
un processus de Poisson.

N ~ P(Np)

Ainsi, comme le proposent Menvielle et al. (2005), le nombre de photons détectés

par unité de surface N peut étre modélisée par la statistique suivante :

N~ P(Noexp(——/o u(z) - dz))

ou Ny est le parametre de la loi de Poisson d’émission. Notons

A= Ny exp(~ / u(z) - dz)

On appelle A le parametre de la loi de Poisson et P la loi de Poisson. Cette statistique

est telle que :
exp (=) Ak
k!

Pr(N = k) est la probabilité qu’il y ait k& photons détectés. A\ est la moyenne de

Pr(N =k) =

la variable aléatoire IV, ce qui est réconfortant puisque c’est la valeur que nous devons

obtenir si le processus est supposé déterministe.

1.2.4 Modélisation polychromatique de formation des données

Dans ce paragraphe, nous ne supposons plus que '’hypothése H; du rayon infini-
ment fin. L’émission des photons est polychromatique. Lorsqu’on suppose que cette
émission est monochromatique, on fait ’hypothese que les coefficients d’atténuation sont
identiques pour deux niveaux d’énergie différents. Or les coefficients d’atténuation des

différents matériaux dépendent de I’énergie du photon, comme nous pouvons le constater
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sur la figure 1.6 qui porte sur 'exemple du carbone (graphite). Nous pouvons en effet

constater que les coefficients d’atténuation linéiques dépendent de 1’énergie des photons.

Coefficient d’attenuation du carbone C en fonction de I'energie des photons
T

T

s 823 S
1

Coefficient d'attenuation (cm™ ')
R

150
Energie des photons {keV)

FIGURE 1.6 — Coefficient d’atténuation du carbone C en fonction de I’énergie. Données

tirées de (National Institute of Standards and Technology 2007).

Le coefficient d’atténuation dépend donc de la variable de l'espace et du niveau
d’énergie. Notons pu = (7, ¢). Le modele de formation des données est modifié lorsque

nous prenons en compte le caractére polychromatique des photons émis :

N~ P(/ No(e)deexp(—/o w(z,€) - dx)) (1.2)
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1.2.5 Epaisseur du faisceau

Si nous voulions préciser le modele de formation des données, nous devrions prendre
en compte I'épaisseur du faisceaun de photons X se propageant dans le milieu que nous
souhaitons imager. En effet, la taille des détecteurs est finie et la source qui émet les
photons X n’est pas ponctuelle. Il s’agit des deux conditions pour avoir un rayon infi-
niment fin qui ne sont pas vérifiés dans la géométrie des acquisitions puisque la taille
des détecteurs est de 'ordre du millimetre tout commne la taille des voxels utilisés dans
un cadre clinique. A notre connaissance, aucun auteur n’a développé de méthodes de
reconstructions algébriques prenant tenant compte de I'épaisseur du faisceau en tomo-
graphie a rayons X. Nous proposerons un tel modele au chapitre suivant, ce qui est une

de nos contributions personnelles dans ce projet.

1.2.6 De la modélisation a la reconstruction

Dans les paragraphes précédents, nous avons exposé des modeles de formation de
données proposés dans la littérature. En fait, il s’agit de la formation des données
correspondant a une seule mesure : a partir d'une distribution spatiale de coefficient
d’atténuation, nous sommes capables de calculer avec les relations précédentes la distri-
bution statistique d’'une mesure. Or, ce qui nous intéresse est d’estimer la distribution
des coeflicients d’atténuation a partir de plusieurs mesures correspondant a différents
détecteurs. Nous allons donc avoir un systeme de relations stochastiques ou déterministes
correspondant a différentes détections et émissions. A partir de cela, il faudra inverser
le systeme pour obtenir I'image reconstruite.

A partir de ce modele, il faut reconstruire les images tomographiques a partir des

données. Il existe deux classes d’algorithmes de reconstructions tomographiques :

1. les reconstructions analytiques : elles emploient (comme la rétroprojection filtrée
présentée juste apres) une formule d’inversion analytique. Celle-ci a juste besoin
d’étre discrétisée pour trouver la valeur des pixels que nous souhaitons imager. 11

s’agit des techniques utilisées dans les scanners usuels.

2. les reconstructions algébriques : elles inversent un systéme d’équations de fagon
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itérative. Ce systeme peut étre linéaire dans certains cas. Cette méthode, comme
nous le verrons, laisse plus de liberté concernant le choix du modele de formation

des données, mais comporte certains désavantages dont nous parlerons.

1.3 Etat de ’art sur les méthodes de reconstruction
analytiques

Nous avons présenté succinctement les évolutions récentes de la tomographie a rayons
X. Dans cette section, nous nous intéressons a la reconstruction tomographique, c’est-a-
dire le passage des données acquises par le tomographe aux inconnues que nous cherchons
a déterminer. Ces inconnues sont les coefficients d’atténuation u(z,y) (u(z,y, z) en 3D)
et les données sont des nombres de photons détectés divisés par le nombre de photons
émis 710— = %0— Nous rappelons que ces coefficients d’atténuation permettent de discrimi-
ner les tissus.

La relation fondamentale sur laquelle se basent les méthodes analytiques est la loi

de Beer-Lambert. Nous rappelons qu’elle s’écrit :
N /L
— = exp(— x)-dx
N, ~ op(= | pl@)-dr)

1.3.1 Transformée de Radon, principes de la rétroprojection

filtrée
1.3.1.1 Cadre théorique de la rétroprojection filtrée

L’inversion de Radon que nous allons présenter ci-aprés fonctionne sous un certain
nombre d’hypotheses :
— La distribution des coeflicients d’atténuation est continue ou continue
par morceaux. Sans ces hypotheéses la transformée ne pourrait pas étre définie.
En pratique, 'hypothese de continuité par morceaux est vérifiée.
— L’espace des mesures est continu. Or en pratique, nous n’effectuons qu’un

nombre fini de mesures. L’hypothese de continuité est valide si le nombre de me-



28

sures est important et s’il s’agit d’un échantillonnage suffisamment dense. Ceci
entraine bien sir des difficultés liées a la discrétisation du probleme. En pratique,
il faudra donc discrétiser cette inversion.

— Les hypothéses de la loi de Beer-Lambert sont vérifiées : émission mono-

chromatique, rayon infiniment mince, cadre déterministe.

Axe des
détecteurs

Source S

[4}]

-

Rayon X

Objet imagé

FIGURE 1.7 — Paramétrisation d’un rayon X.

1.3.1.2 Principes de la rétroprojection filtrée

Dans ce paragraphe, on se place dans le cadre 2D avec des rayons en éventail.
Considérons les notations de la figure 1.7. Un rayon est émis a partir du point-source
S. Ce point source émettra des rayons qui consistueront les projections d’angle ®. Pour
repérer les points du rayon X émis par S nous utilisons une paramétrisation polaire (r, 4).
Les points sur I'objet image qui sont sur la droite correspondant au rayon X sont repérés

par la coordonnée linéique s. On repeére les détecteurs sur I'axe des détecteurs par la
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variable Y.

Nous notons I(Y, ®) 'intensité détectée par le détecteur dont la coordonnée est V'
et pour la projection d’angle ®. Selon la loi de Beer-Lambert, nous pouvons calculer
la quantité g(Y, ®) = —log(I(Y, ®)). Nous appellerons sinogramme 'ensemble g(Y, ®)
pour tous les Y et ® de I'acquisition. Il s’agit de la transformée intégrale suivante :

g(Y,®) = /- ~ wu(x =1-cos(f) + s-cos(f — @),y =1-sin(d) + s-sin(f — ®))ds (1.3)

(oo}

[ et 0 sont des parametres qui s’expriment en fonction de Y et ®. En notant d la
distance de la source a 'origine, qui est par convention le centre de rotation de la source,
ona:

d

=Y 0= +7/2+tan"}(Y/d 1.4

On note p(l,8) = g(Y,®). Et f(r,¢) = u(z,y) avec (r,¢) les coordonnées polaires
associées au point de coordonnées cartésiennes (x,y). On appelle f la fonction de densité
que nous voulons restituer. En utilisant ce qui précede, nous obtenous que p s’obtient a

partir de f par la transformée de Radon ainsi définie :

p(l,0) = /0+oo rdr/o ﬂf(r, d)d(rcos(6 — @) — )do (1.5)

En 1921, Radon nous fournit une inverse analytique dans le cas ou les rayons sont
paralleles (voir Radon (1986) pour une version en anglais). L’expression de cette inverse

est relativement simple :

flr,¢) = er—iRe/O ’ df /000 wdw/_ Oodl -p(1,8) - exp(iw(rcos(8 — @) — 1)) (1.6)

Cette formule n’est valable que pour le cas de la géométrie a rayons paralleles.

1.3.1.3 Discrétisation de la transformée de Radon

En pratique, il faut discrétiser cette formule puisque nous n’avons qu'un nombre fini
d’échantillons de p(l, 6).
1l s’agit de calculer la transformée de Fourier du sinogramme pour chaque angle de

projection. On multiplie ensuite cette transformée par un filtre rampe et on repasse
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du domaine fréquentiel au domaine temporel. On somme pour chaque angle de rota-
tion. On obtient 'image reconstruite. Cette méthode s’appelle la rétroprojection filtrée,
en anglais : « filtered back-projection »(FBP). Nous occultons sciemment les détails
pratiques de ce type d’algorithme. En effet, notre but est ici de présenter les diverses
techniques utilisées pour reconstruire des images tomographiques. L’avantage majeur
de cette méthode est qu’elle est rapide. En plus, nous avons I'expression analytique de
I'inverse. Tous les scanners industriels reposent sur ce type de méthode, avec des raffi-
nements pour prendre en compte les géométries plus sophistiquées que la géométrie en

rayons paralléles.

1.3.1.4 Adaptation aux rayons en éventail

Pour les générations suivantes de scanner, il faut adapter la méthode aux rayons en
éventail. Nous citons une méthode : celle de Feldkamp qui s’obtient par un changement
de variable dans la formule précédente dans I'article Feldkamp et al. (1984). L’expression
est plus complexe mais le principe est le méme et il permet d’avoir un algorithme de

type FBP qui devient :

10.0) = 35 [ W Y (16) (1.7
avec
LYY = 4 b vy
avec

w/AY
9(Y) = Re/ exp(iwY )wdw
0

1.3.2 Adaptations de la FBP au cas 3D

La FBP présentée précédemment est tres pratique, car nous avons la formule ana-
lytique et sa mise en ceuvre est peu coliteuse en termes de mémoire et de temps de
calcul. Cependant, la formule n’est une bonne approximation que pour le cas 2D. Cer-
tains auteurs ont adapté cette méthode au cas 3D circulaire. Il a fallu ensuite adapter

ces algorithmes analytiques a la trajectoire hélicoidale de la source.
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1.3.2.1 Cas du faisceau conique pour une trajectoire circulaire

Ici, la source parcourt un cercle dans le plan médian et émet un faisceau en forme
conique détecté par des détecteurs qui se situent sur quelques barrettes paralléles au plan
médian. Il existe des algorithmes dits exacts comme ceux développés par Nguyen et al.
(2005) ou par Tuy (1983) qui se basent sur une formule analytique qui est exacte dans le
cadre de la loi de Beer-Lambert. Il s’agit en fait d’une généralisation de la transformée
de Radon et d'une expression de cette inverse généralisée.

D’autres auteurs, comme Feldkamp et al. (1984) ont mis au point des méthodes
dites approximatives qui se basent sur des heuristiques qui sont exactes a la limite. Cela
signifie que ces méthodes ne sont exactes que pour le cas 2D. Plus 'angle du cone est
important moins la solution sera bonne. Cette méthode fonctionne assez bien car I'angle
au sommet de ce type de cone est faible. Mais comme il s’agit d’approximation, ces

méthodes engendrent des artefacts.

1.3.2.2 Algorithme de Feldkamp

Nous nous effor¢ons de décrire ici les grands traits de l'algorithme de Feldkamp
puisque nous comparerons nos résultats a une implémentation de la méthode de Feld-
kamp. L’algorithme propose une heuristique de reconstruction tomographique dans le
cas d’un faisceau conique d’émission et pour une trajectoire circulaire de la source.

Soit ¥ un point dont nous souhaitons calculer la fonction de densité f. Ce point est
dans l'objet image.

Pour chaque angle ® de projection, on détermine le plan incliné (voir figure 1.8) qui
contient le point 7. Le plan incliné est défini par le point S et la droite contenant les
détecteurs d’une barrette. On rétroprojette les données acquises sur les détecteurs de
ce plan, en corrigeant l'effet de l'inclinaison (notamment la distance source-détecteur)
en utilisant la formule de rétroprojection 2D en éventail citée précédemment. Cette
rétroprojection nous fournit une contribution ¢ f(#) qui correspond & un angle de pro-
jection. Pour obtenir la valeur totale de la fonction de densité f(7), il faut sommer sur

tous les angles, et répéter I'opération en tous les points (ou pixels en pratique) qui nous
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FIGURE 1.8 — Plan incliné dans la méthode de Feldkamp.

intéressent. Pour avoir tous les détails de cet algorithme, nous suggérons au lecteur de

se référer a l'article de Feldkamp et al. (1984).

1.3.2.3 Adaptation a une trajectoire hélicoidale

Toute une série de méthodes, comme celles proposées par Rischal et al. (1997) ou
par Yan et Zhang (2005) se basent sur des interpolations permettant de passer du
cas 3D hélicoidal & une série de cas axiaux. Ces auteurs utilisent ensuite I’algorithme
de Feldkamp pour chacun de ces plans inclinés. D’autres proposent des variantes de
rétroprojections filtrées avec d’autres transformées : c’est le cas de Zamyatin et al.
(2006) qui utilisent une transformée de Hilbert. Kudo et al. (2002) proposent une autre
rétroprojection filtrée avec un filtre et des pondérations adaptés.

Quelques algorithmes exacts ont été développés. 1l s’inspirent essentiellement de Tuy

(1983) et de Nguyen et al. (2005). Citons Defrise et Clack (1994) qui proposent une inver-
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sion exacte du probleme hélicoidal & condition que 1'objet satisfasse certaines conditions
comme le fait que P'objet ne soit pas trop long (selon 'axe z). D’autres comme Kat-
sevich (2002) généralisent ces rétroprojection filtrées exactes en proposant une formule

d’inversion complexe qui possede cing termes.

1.3.2.4 Limites de la rétroprojection filtrée

Toutes ces méthodes analytiques sont des algorithmes de rétroprojection filtrée adaptée
a la géométrie de 'acquisition tomographique. Ils sont trés souvent rapides et efficaces
et sont le standard industriel actuel. Cependant, dés que nous souhaitons modifier le
modele de formation des données en adaptant la relation de Beer-Lambert, ces méthodes
s’adaptent plus difficilement puisqu’elles se basent sur un certain nombre d’hypothéeses

réductrices :

1. Les photons X ont tous la méme énergie. Nous savons que cette hypothése est
fausse, notamment dans I'application qui nous intéresse : la visualisation d’objets

métalliques par tomographie a rayons X.

2. Le faisceau de photons X est infiniment mince. En réalité, ceci est inexact puisque

la source est imparfaite.

3. Le cadre d’émission et de détection des photons est déterministe. Or, nous verrons
qu'avec des méthodes ART, il est possible de faire dériver une méthode & partir

du modele statistique de formation des données.

Pour corriger certaines des imperfections mentionnées ci-dessus, les constructeurs ont
mis en place des méthodes de correction a posteriori des données et des reconstructions.
Cependant, celles-ci dépendent du cadre médical de I’examen et du protocole, car elles
se basent surtout sur des méthodes de filtrage dont les parameétres sont fixés a I'avance
en fonction du type de reconstruction élaboré.

C’est en partie & cause de ces limites que certains auteurs ont développé des recons-
tructions dites « algébriques ». Dans la section qui suit, nous nous proposons d’exposer

le principe de ces méthodes.
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1.4 Etat de lart sur les méthodes algébriques

1.4.1 Généralités sur les méthodes algébriques

Les reconstructions algébriques apparaissent dans des cadres ou la rétroprojection
filtrée est défaillante. Par exemple, dans certains cas, la source ne peut parcourir tout
un tour en tomographie & « angles partiels ». Andersen (1989) propose une application
de la méthode ART dans un cadre de tomographie a angles partiels.

Mais plus généralement, les reconstructions algébriques donnent plus de souplesse
concernant le modele de formation des données.

Le livre de Kak et Stanley (2001) est tres clair sur le sujet et propose tout un chapitre
sur ces méthodes. Dans toute reconstruction tomographique, on discrétise ’espace qu’on
souhaite imager en pixels (ou voxels pour le cas 3D). Généralement, cette discrétisation
est uniforme. Nous verrons au chapitre suivant des pixels « alternatifs ». Considérons
un rayon X émis et traversant un ensemble de pixels. Par souci de simplicité, nous
nous plagons dans le cas 2D, puisque les équations auraient la méme forme. Considérons
lexemple de la figure 1.9 car ceci permettra de comprendre la théorie avec un exemple
simple. Les pixels (1,2), (1,4), (2,4), (3,5) et (4,6) sont traversés par le rayon. Notons
C l'ensemble de ces coordonnées. Notons [;; la longueur d’intersection du rayon et du
pixel (¢, 7). Nous choisissons une discrétisation de I'espace qui est telle que la valeur des
coefficients d’atténuation est uniforme sur un pixel. Ces atténuation valent p;;.

Dans les hypotheses de la loi de Beer-Lambert, intensité détectée est égale 4 :

I'=TIpexp (= Y lij- ) (1.8)
(i.3)eC
Avec les mémes notations que pour la section relative & la transformée de Radon, la
valeur en ce point du sinogramme est :
pr= D Ly iy
(i,3)eC
avec pr = — log I/l Remarquons qu’il s’agit d’une discrétisation de la transformée de
Radon. Nous avons en effet discrétisé 'intégrale qui correspond & la loi de Beer-Lambert.

Nous pouvons écrire cette équation pour chaque rayon émis.
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Ici les inconnues sont les y;; et les données py, sont recueillies dans le sinogramme. Les
l;; sont les coefficients de ce systeme d’équations linéaires. Ces coefficients se calculent
en avance et ne dépendent que de la géométrie du systéme (trajectoire de la source et
disposition des détecteurs). Les coefficients sont stockés et ne sont pas recalculés pour
chaque reconstruction. Nous pouvons synthétiser toutes ces équations en une équation
linéaire :

p=Au (1.9)

p et p sont deux vecteurs qui contiennent respectivement le sinogramme et les coef-
ficients d’atténuation de chaque pixel. A est la matrice de projection du systéme.
C’est en fait une discrétisation de 'opérateur lindaire de la transformée de Radon. A
contient en fait les informations concernant la géométrie du systeme, i.e. les [;; dans le
cas de I'exemple ci-dessus.

Les méthodes algébriques tentent de résoudre le probleme de la reconstruction to-
mographique par cette approche.

Résoudre un tel systéme est un probléeme en soit, puisque la taille du probléme peut
s’avérer tres importante. Pour un probléme réel en trois dimensions, il y a plusieurs mil-
lions d’inconnues pour plusieurs millions de données. Il y a plusieurs fagons de résoudre
un tel systeme. La technique que nous avons utilisée dans nos travaux est la minimisa-
tion d’'un critere. En effet, résoudre le systéeme p = Ay équivaut a minimiser le critére

de moindres carrés suivant, :

po f(p) =1/2][Ap - p|?

La minimisation de ce critere se fait itérativement. Nous présenterons ultérieurement les

algorithmes permettant d’effectuer ces minimisations.
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FI1GURE 1.9 — Reconstruction algébrique et discrétisation de l'image.
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1.4.2 Exemple de matrice de projection

Pour comprendre ce qui est stocké dans une matrice A classique, reprenons 'exemple
de la figure 1.9. Les rayons étant numérotés, supposons qu’il s’agit du rayon k. Cela

signifiera que la matrice A aura pour k%™¢ ligne :
L = [01; 31, 4000013 45 5000013 50000014 c00000]

Les différents éléments de cette ligne correspondent a la contribution de chaque pixel (ou
voxel en 3D) pour ce rayon k. Pour classer les pixels, nous devons choisir une convention
d’ordre pour les couples (4, 7). Ici, il s’agit de Pordre lexicographique :

(4,7) > (k1) <= (i > k)ou(j > 1). Les l;; sont les contributions des pixels (i,7) qui

correspondent ici & la longueur d’intersection du pixel (4, j) avec le rayon k.

1.4.3 Criteres utilisés en reconstruction algébrique

Le but de la reconstruction tomographique est de reconstruire des images a partir
de données réelles recueillies par un tomographe. Nous avons des modeles physiques de
formation des données et & partir de ceux-ci et des données nous estimons les coef-
ficients d’atténuation p ou ¢ dans le cas polychromatique. Dans ce paragraphe, nous
nous proposons d’exposer les diverses fonctions & minimiser. Ces fonctions ou criteres
ont pour argument ¢ ou g. Si nous appelons f de maniére générique ces criteéres, une

estimation des coefficients d’atténuation sera donnée par

fi = arg min f(u)
m

11 suffit de bien choisir ce critere f pour qu’il prenne correctement en compte la
physique du modele. Nous traiterons au chapitre 4 des techniques de régularisation
qui impliquent l'introduction d'un terme supplémentaire a la fonction de coit et qui

permettent de réduire le bruit.

1.4.3.1 Critére des moindres carrés

Le critere des moindres carrés est utilisé ici lorsque le modele d’émission de la

source est supposé déterministe. Avec les mémes notations que précédemment, le modele
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déterministe en mode monochromatique est donné par

p=A4-u

p est une estimation du sinogramme de Vacquisition si on connait p. C’est une écriture
synthétique du systéme d’équations obtenu par les équations de type 1.3 en utilisant les
hypothéses approximatives de rayons infiniment fins, de photons monochromatiques et
d’un cadre de formation déterministe des données.

Nous définissons le critére des moindres carrés qui traduit une distance entre le

modeéle direct estimé et les mesures :

e fu) =1/2/|Au - Bl (1.10)

P est le sinogramme mesuré. Calculons le gradient de cette fonction :
Vf(n) = AT(Ap - D)

Nous remarquons que si le modele direct est satisfait, alors le gradient du criteére est
nul et correspond a un minimum local. Si le hessien du critére qui vaut AT A est défini
positif, il s’agit du minimum local d’'une fonction convexe donc du minimum global. Nous
verrons ultérieurement comment faire si AT A n’est pas définie positive, comme c’est le
cas en pratique. De plus, nous exposerons les techniques que nous avons utilisées pour

minimiser ce critére i la section suivante.

1.4.3.2 Critéres poissonniens

Dans un cadre non déterministe et monochromatique, le modeéle statistique de for-
mation des données s’écrit :

N ~ P(Noexp(—Au))

Comment introduire un critére permettant de traduire I'écart entre les données modélisées
et les données réelles? Pour cela nous avons besoin de la fonction de vraisemblance.

Cette fonction sera notée p — L(u). Nous la définissons comme suit :
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L(/J) = PT(Nl, ceey Nj, . N]I/J,)

C’est la probabilité que le tomographe mesure Ny, ..., Nj, ..., Ny photons pour les J me-

sures acquises par le tomographe sachant que les coefficients d’atténuation sont

B=(B1; ey fhis s Q)

ou ) est le nombre de voxels (ou pixels en 2D). Pour déterminer une estimation de
i, il suffit de trouver le maximum de L, que nous nommons le maximum de vrai-
semblance. C’est la probabilité maximale que les données modélisées (a partir des
atténuations estimées) correspondent aux données réelles. Explicitons L pour le modele

qui nous intéresse. Les N; sont des variables aléatoires indépendantes. Ainsi, nous avons :

L(p) = HPT(leu)

Or,
exp (—/\j)/\;vj
Nl

ol A\; = Nplexp(—Ap)];. Comme la fonction logarithme est strictement croissante, maxi-

P(Njlp) =

miser la vraisemblance revient & maximiser son logarithme. Or,

log L(p) = Zlog[P(ij)] = Zlog[i’ip(__zvé%l’}zi]

Et nous avons :

log L(i) = > —A; +log(A;) - N; + log[N,]
J

Maximiser une fonction revient a minimiser son opposée. Nous obtenons un critére a

minimiser en ignorant les termes qui ne dépendent pas de u. Le critére & minimiser est
donc :
Fr(w) = {Nolexp(—Ap)]; + [Apl; - N; — No - N;}
J
En laissant tomber les termes indépendants de i, nous avons :

F(u) = > _{Nolexp(=Aw)]; + [Au]; - Ny} (111)

J
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Ce critere est plus complexe que le critére des moindres carrés : ce n’est plus un simple
critére quadratique. Mais il permet de mieux estimer p lorsque le nombre de photons
détectés est plus faible. Le gradient de f n’est plus linéaire. Remarquons & nouveau que

lopérateur géométrique A n’a pas besoin d’étre modifié en conséquence.

1.4.3.3 Méthodes polychromatiques

Nous nous plagons dans le cadre de 'hypothese H; de rayon infiniment mince. De
méme que dans le paragraphe précédent, le tomographe va prendre toute une série de

mesures que nous pouvons écrire de fagon vectorielle :

N ~ P( / No(e)de exp(~ Ap(e)))

11 faut ensuite discrétiser 'intégrale qui s’effectue sur les niveaux d’énergie. Ceci revient
a discrétiser le spectre d’émission en K niveaux. Le modele d’émission devient alors :

k=K
N~ P(Z No™® exp(—Aur)) (1.12)

k=0

A ne dépend pas de la physique du probléeme mais seulement de sa géométrie. Cette
distinction peut paraitre artificielle mais elle est utile, car nous pourrons utiliser un
meéme opérateur A pour différents modeles physiques. Remarquons qu’il y a K fois plus
d’inconnues que précédemment, pour le méme nombre d’inconnues. Ceci détériore de
fagon importante la détermination du probléme. En plus de cela, nous verrons que le
critére & minimiser dérivant de ce modele est non linéaire. Nous sommes donc dans une
impasse numérique. I1 faut pour cela réduire le nombre d’inconnues. De Man et al.
(1998) proposent de décomposer les py en deux termes : I'un d’effet Compton et Pautre

d’effet photoélectrique :
p = Qi X B(pi0) + O X O(piz0) (1.13)
pro : coefficients d’atténuation pour le niveau d’énergie de 70 keV.

O x B(pr0)

est le terme qui correspond a leffet photoélectrique.
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O X 9(#70)

est le terme de 'effet Compton. @y, et ©; ne dépendent pas du matériau mais seulement
du niveau d’énergie k.

De Man et al. (1998) ont effectué des régressions linéaires entre les fonctions ¢ et ¢
qui s’exprime de la facon suivante : § = «¢ + J et qui rameénent le probléeme & une seule
inconnue vectorielle : ¢. Cette inconnue vectorielle est de la méme taille que 'inconnue
1 dans la reconstruction polychromatique.

Le modele physique de formation des données devient :

k=K

N ~ P(Z No® exp(—A{®) x ¢+ O x (ad + 5)}))
k=0

c’est-a-~dire :

k=K

N~ P( )" No® exp{—A[(@ + O x ) x ¢+ O x (B)]}) (1.14)
k=0

Notons bien que @ et O sont des constantes prédéterminées.

De méme que précédemment, nous voyons que 'opérateur A est isolé et ne dépend
pas du modele physique d’émission. 1l s’agit de 'opérateur contenant l'information sur
la géométrie du probléme. Nous verrons ultérieurement les critéres 4 minimiser selon les
aspects physiques que nous souhaitons privilégier.

Jusqu’a présent, nous nous sommes intéressé a des critéres monochromatiques. Pour
tenir compte du mode polychromatique d’émission, il suffit de remplacer le terme Ap par

le terme équivalent polychromatique et de sominer sur les différents niveaux d’énergie k.
£6) Sk 3 A Nolexp(—A[(x + Ok x a) X ¢+ O x (B)])];+

[A[(@k + Ok x @) x §+ O x (B)]]; - N;}
L’inconnue est cette fois-ci le vecteur colonne ¢. C’est le critere qui prend le plus de

ressources en termes de calculs. Comme pour le critére précédent, celui-ci a un gradient
non linéaire, mais il permet de prendre a la fois en compte le cadre stochastique de la

formation des données et le caractére polychromatique des photons.
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1.4.4 Meéthodes algébriques en 3D

A cause de la taille des données, la reconstruction algébrique dans le cadre 3D pour
une trajectoire hélicoidale peut paraitre prohibitive avec des ordinateurs personnels
(PC). Certains articles comme celui de Mueller et al. (1999) proposent des techniques
itératives dans le cadre 3D mais en trajectoire circulaire : « circular cone-beam CT ».
Ce n’est que récemment que nous avons constaté dans la littérature des tentatives de
reconstruction de type ART (abréviation en anglais de Algebraic reconstruction tech-
nique). Personne n’a encore publié de tels résultats sur des données cliniques, comme
le confirment Wang et al. (2007). En effet, Carvalho et Herman (2007) ont effectué de
telles reconstructions pour une grille de 128 x 128 et Allain et al. (2002) n’utilisent que
4 barrettes de détecteurs sur des données simulées. De méme, Roh et Cho (2004) pro-
posent une implémentation d’'un algorithme de reconstruction « ART ». Cependant, il
s’agit de fantomes de petite taille : 60 x 60 x 60 avec des voxels sphériques. La méthode
exposée n’est pas appliquée en milieu clinique. De méme, Mueller et al. (1999) effectuent
une reconstruction 3D pour réduire les artefacts dus a la largeur du cone sur des données

non réelles.

1.4.5 Algorithmes d’optimisation utilisés en reconstruction algébrique

Récapitulons la démarche :
— Nous avons précisé les modeles de formation des données utilisés : tantdt déterministe
ou stochastique et tant6t monochromatique ou polychromatique.
- A partir de ces modeles, nous avons déduit un critére & minimiser. Ce minimum
nous donne une estimée des coefficients d’atténuation que nous recherchons.
— Il nous reste plus qu’a présenter I'état de l'art permettant de minimiser le type de
fonction qui nous intéresse. C’est 1'objet de cette partie.
Un grand nombre d’algorithmes d’optimisation auraient pu étre utilisés dans le cadre
de nos travaux, ce qui répond a I'impératif de flexibilité que nous nous étions fixés. Nos
travaux n’ont pas porté sur ces algorithmes en tant que tels, mais nous devons justifier

l'utilisation de tel ou tel algorithme de minimisation sans pour autant rentrer dans les
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détails d’'un manuel dédié a I'optimisation.

1.4.5.1 Algorithmes de descente

11 existe plusieurs types d’algorithmes d’optimisation. Il y a notamment les techniques
discrétes qui n’utilisent pas d’informations sur les dérivées de la fonction & minimiser.
Ce sont par exemple les problemes de programmation par contrainte ou de recherche
opérationnelle qui s’appliquent & de petits problémes (par rapport & ceux rencontrés
en tomographie) ou ayant des contraintes beaucoup plus fortes entre les variables. Par
exemple, chaque coup d’une partie d’échec est un probleme d’optimisation.

Mais il y a aussi des techniques d’optimisation qui se servent des informations liées
aux dérivées pour des problémes différentiables. Ce sont notamment les méthodes de
descentes dont nous nous sommes servis. En effet, nos fonctions sont différentiables,
douc autant utiliser la dérivation qui fournit une information importante concernant la
variation locale de la fonction.

Un algorithme de descente a pour but de minimiser f, c’est-a-dire de trouver le
vecteur x qui minimise la fonction f en utilisant une direction de descente qui est calculée
itérativement. Considérons le schéma explicatif de la figure 1.10. Les diverses étapes de

cette minimisation sont les suivantes :

1. Tout d’abord, nous initialisons le point courant. En pratique, nous prenons un
point initial ayant des valeurs du meéme ordre de grandeur que la solution que

nous recherchons.

2. Au début de la boucle principale, nous calculons ce que nous appelons une direction
de descente. Nous verrons plusieurs techniques permettant de déterminer le vecteur
d. Dans l'exemple 1.10, nous avons choisi 'opposé du gradient comme direction

de descente. C’est une direction selon laquelle nous allons minimiser la solution.

3. Ensuite, nous minimisons la fonction & variable « définie par o +— f(ad+zy) ot xy
est la valeur du point courant. En fait, il s’agit de minimiser localement f autour
du point x selon une seule direction : d. La direction d est appelée direction de

descente, d’olt le nom de cette famille de techniques. « est le pas de descente. 11
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FIGURE 1.10 — Schématisation d’un algorithme de descente (alg. du plus forte descente).

est choisi positif. Il doit étre déterminé aprés une étape dite de recherche linéaire

(puisqu’on évolue sur une droite de direction d).
Apres ce calcul, le critere d’arrét est vérifié. Il s’agit généralement d’'un critére
d’arrét sur la norme du gradient. Avec e pré-choisi, un critere d’arrét adapté pour-

rait étre :

v il<e

Ce critére pourrait aussi étre le nombre d’itérations. Si le critére est vérifié, nous

nous arrétons, sinon nous continuons la boucle.

A Tissu de ce processus pour certain types de problemes, nous obtenons une so-
lution. Au mieux celle-ci est un minimum global et .au pire, pour des problémes

trop mal posés, ce n’est méme pas un minimum local (au sens de ’annulation du
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gradient).
Il existe plusieurs techniques qui sont des déclinaisons de ce principe. Citons ces

techniques :

!

algorithme de plus forte descente

- algorithme du gradient conjugué

algorithme de Newton

— algorithme quasi-Newton

C’est le choix du pas et de la direction de descente qui différencie les divers
algorithmes cités ci-dessous. Nous allons présenter les principales techniques existantes
en insistant sur celles utilisées. Nous renvoyons le lecteur au livre de Nocedal et Wright

(1999) qui rentre dans le détail de ces méthodes d’optimisation numérique.

1.4.5.2 Algorithme de la plus forte descente

Un algorithme de descente important est 'algorithme de la plus forte descente. Dans

ce cas, la direction de descente est donnée par :
dx =~ v f(zk)

1.4.5.3 Algorithme du gradient conjugué linéaire

Lorsque le critere a4 minimiser est quadratique, nous pouvons utiliser un algorithme

de gradient conjugué linéaire. C’est le cas lorsque le critére a minimiser est de la forme :
flz) =1/2||Az - y|I*

Notons pour la suite :
Q=ATA
Notons gr = v f(xx). La direction de descente est cette fois-ci donnée a 'itération
suivante par l'expression :

dTng 1
diyy = — Rkl 1.15
k+1 = Gk+1 szdk k ( )

Les vecteurs d.4; et dj, sont dits conjugués, d’olt le conjugué dans le nom de 'algo-

rithme. En effet, nous avons : df Qdy,, = 0 (définition de la conjugaison).
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Comme @ est symétrique, nous savons d’apres le théoreme spectral que toutes les
valeurs propres de @ sont réelles. De plus, nous savons par ce méme théoréeme qu’il existe
une base orthonormée permettant de décomposer ¢ en valeurs propres. Selon le produit
scalaire associé & Q, défini par (z,y) — 37 Qx, les vecteurs propres de Q forment une
base orthonormée (ou une base de vecteurs conjugués).

L’intérét du gradient conjugué est que la recherche linéaire se fait sur une base qui
correspond & la base de vecteurs propres adaptés au produit scalaire induit par la matrice
Q.

Voyons cela a 'aide de la figure 1.11. Nous avons tracé les iso-valeurs de f. Ces iso-

valeurs sont déterminées par les équations quadratiques :
f(z) = k ol k est une constante. Il s’agit d’ellipsoides puisque f est quadratique. La
solution se trouve au centre de l'ellipse. Les axes de lellipse correspondent aux valeurs
propres orthonormales (selon le produit scalaire lié & Q). Ils correspondent aux axes
géométriques de Dellipse.

L’algorithme de la plus forte descente fait évoluer le point courant perpendiculaire-
ment aux ellipses passant par les points courants. En effet, le gradient est perpendicu-
laire aux iso-valeurs {comme en électricité ou le champ électrique est perpendiculaire
aux équipotentielles).

En revanche, lalgorithme du gradient conjugué fait évoluer le point courant selon les

axes principaux de l'ellipse (ou de ’ellipsoide si nous sommes en dimension quelconque

n).

1.4.5.4 Algorithme du gradient conjugué non linéaire

Comme nous l'avons mentionné, les critéres ne sont pas toujours quadratiques. Il
existe des algorithmes adaptés au cas non linéaire. Ce sont surtout les algorithmes
Polack-Ribiere et Fletcher-Reeves.

A chaque itération, nous calculons le scalaire G selon 'une des deux formules :

Fletcher-Reeves proposent :
T
x99k
B =
Gr-19k-1
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FI1GURE 1.11 —~ Convergences pour un probléme quadratique grace aux algorithmes de

plus forte descente (en noir) et du gradient conjugué (gris).

Polak-Ribiére proposent :
_ 9k (gk = gr1)
By = ="
Gi—19k-1

Dans ces deux équations, g, désigne le gradient de la fonction f au point courant z.
Ensuite, il y a une partie commune a ces deux algorithmes : c’est le calcul de la direction

de descente.

dy = —gr + Brdi-1

Comme tous les algorithmes de descente, il y a ensuite une phase de recherche linéaire

selon la direction de descente.

1.4.5.5 Algorithme de Newton

Les algorithmes de Newton utilisent une direction de descente vérifiant
Hdgiy =z — H(zk)™ 'V f(xk), oit H est le hessien. Il contient les valeurs des dérivées
secondes de f au point courant.

Soit f une fonction, effectuons un développement d’ordre 2 autour du point x :

flz+h) = f(@)+ < vf(@)|h > +1/2 < H(z)h|h > +o(||h]|*)
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Si x est un minimum local, alors :
< f(x)|h>+1/2 < H(x)h|h >=0
Comme ceci a lieu dans toutes les directions h, nous avons :

v/f(z) =-1/2H(z)d

La méthode de Newton consiste & prendre une direction de descente égale & :

d=-H"v f(z)

Cette méthode présuppose que le hessien H est inversible (i.e. défini positif vu qu’il
g’agit d’un minimum).

De méme que précédemment, il y a ensuite une phase de calcul du pas que nous
n’explicitons pas ici. Comme cette méthode n’est pas applicable & des probléemes non
convexes, des algorithmes quasi-Newton ont été créés. En plus de cela, il est trés lourd
d’inverser le hessien a chaque itération puisque le hessien dépend de z;, pour une fonction

non quadratique. Cette méthode ne pourra pas étre utilisée en pratique.

1.4.5.6 Algorithmes quasi-Newton

Les algorithmes quasi-Newton adaptent la méthode de Newton & des problémes réels
qui sont trés souvent non convexes et non linéaires. Il s’agit de construire une matrice
B;, donnant une approximation définie positive du hessien, tout en évitant de le calculer

a chaque itération. La direction de descente est alors de la forme :
dy = —Brgx

avec By ~ H(zg). Un type d’algorithme quasi-Newton est 1'algorithme BFGS pour
Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno. Cette approximation du hessien est donnée par l'ex-

pression suivante :
T T
ykyk BkSk(BkSk)

Byy1 = By + -
i i Sk sT Bysy,

ol s;, est la solution de Iéquation Brsy = — 7 f(xx). Pour calculer s il faut faire

une approximation pour obtenir l'inverse de 'approximation du hessien. Grace a la
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formule de Sherman-Morrisson, nous avons 'approximation suivante qui nous permet

de surmonter I'impasse :

B—l — B—l + (S ST) (Szyk + ynglyk) _ Bk_,lyk'sz:‘ + Skyg‘Bk_l
k+1 k koK T, \2 T
(Sk yk) Sk Yk

Comme nous pouvons le constater, d'importants calculs matriciels sont entrepris et il
faut stocker la matrice By ce qui peut s’avérer couteux en mémoire pour des problémes de
grande taille. C’est pour cela qu'un algorithme L-BFGS (L pour limited memory) a été
développé & I’Optimization Technology Ceunter a la Northwestern University aux Etats-
Unis d’Amérique. Cet algorithme se base sur le méme principe que ci-dessus mais ne
stocke par la matrice By. L'algorithme mentionné est adapté a notre probleme. Il utilise
une information supplémentaire concernant la courbure locale de la fonction 4 minimiser,
ce qui améliore la connaissance locale de la fonction et accélere la convergence. En plus
de cela, les ressources mémoires nécessaires sont & peine supérieures a celles utilisées lors

d’une minimisation par gradient conjugué non linéaire.

1.4.5.7 Résultats théoriques concernant la convergence

L’objet de ce paragraphe est de rappeler les principaux résultats de convergence
de ces algorithmes. Notre but est d’exposer le cadre d'utilisation de ces algorithmes
afin de comprendre lequel d’entre eux pourra s’avérer le plus adapté au probleme de
reconstruction tomographique. Nous ne démontrerons pas les résultats exposés ici.

Algorithme de plus forte descente :

Dans le cas d'un probléme quadratique, il est possible de majorer I’écart entre la
valeur de la fonction au point courant et la valeur de la fonction a la solution idéale.

Nous nous plagons dans le cadre ol la matrice A est définie positive.

Nous avons :
f(zi) — f(z) r— 1o
o= fo) <1
on
_ A777.(1"15
"= /\min

qui est le conditionnement de la matrice A (les A sont les valeurs propres de la matrice).
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Plus les valeurs propres de la matrice sont dispersées moins le probléme est conditionné
et plus la convergence sera plus lente.

Conditions de Wolfe :

En pratique, le pas o déterminé lors de la recherche linéaire ne peut pas étre calculé
de maniere exacte car le critere est non quadratique. Il faut donc choisir un pas qui est
souvent non optimal, car par souci d’efficacité, la recherche du pas ne doit pas étre trop
longue, surtout si on cherche dans la mauvaise direction.

Interprétons les deux conditions de Wolfe. Nous avons tout d’abord l'inégalité dite
d’Armijo :

flze + ady) < f(zg) + aa < ggldy > (1.16)
¢ €]0,1[ est un parametre a fixer. Ce coeflicient fixe I'importance que doit avoir la
descente. Si ¢; ~ 1, cela signifie que la descente doit étre d’'une ampleur plus impor-
tante. Cette condition empéche le pas d’étre choisi trop rapidement sans faire décroitre
suffisamment la fonction.

D’autre part, il y a une condition dite de courbure :
[< grs1ld >] > ¢z < gildy > (1.17)

¢z €]cy, 1] est un parametre a fixer.

En notant ®(a) = f(zy + ady), nous rappelons que le but de la recherche linéaire
est de trouver un pas a pour rendre ® le plus petit possible. Supposons que le terme
' (0) =< gx|dr > soit négatif. Remarquons pour la suite que ®'(a) =< gg41|dx >. Cela
signifierait que la rechierche doit se faire dans les a positifs. Si nous avions un « tel
que ®'(a) = [< grt1]dr >] < ©(0), cela signifierait que nous ne sommes pas descendus
suffisamment, puisque la pente serait encore plus raide (et descendante) au nouveau
point. Cette condition nous assure aussi que le pas produit fait descendre la fonction

suffisamment rapidement.
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Algorithme du gradient conjugué :

Pour un probleme quadratique, on peut démontrer que :

o alla _ 1
o —zlla = Ca( )
avec la méme définition de x que précédemment. C; est le polynéme de Chebychev.
L’étude de ces polynoémes permet de montrer qu’il y a convergence dans le cas qua-
dratique. De méme que dans le cas de 'algorithme de plus forte descente, lorsque le
conditionnement empire, la convergence est plus lente.

Algorithmes du gradient conjugué non linéaire :

Il y a convergence globale de ces algorithmes sous certaines conditions. Ces conditions
sont liées a la recherche linéaire. Elles doivent se faire avec les conditions de Wolfe fortes.
Si ces conditions ne sont pas vérifiées, rien n’assure la convergence de l’algorithme pour
une fonction quelconque différentiable.

Algorithmes quasi-Newton :

Les résultats de convergence portent essentiellement sur les problémes convexes. Dans
ce cas, il y a convergence et celle-ci est super-linéaire, c’est-a-dire plus rapide que linéaire.
Les algorithmes exacts de Newton convergent de fagon quadratique, mais si la solution est
proche du point initial. En effet, si le point initial est éloigné de la solution, l'algorithme
pourrait ne jamais converger, dans le cas d’un hessien non défini positif. Nous pouvons
voir les algorithmes quasi-Newton comme un compromis entre la lenteur des algorithmes
de plus fortes descentes (qui convergent siirement) et la rapidité des algorithmes de
Newton (qui peuvent ne jamais converger). Ce sont les conditions de Wolfe qui assurent
ce compromis. La convergence est plus rapide que pour les algorithmes de plus forte

descente. Tl faut cependant que les pas de descente satisfassent les conditions de Wolfe.

1.4.5.8 Régularisation

Nous nous situons dans le cadre de la minimisation d’un critére pour reconstruire

une image tomographique :

fi = argmin £(4)
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fo peut étre un des critéres exposés au chapitre précédent et décrit une adéquation entre
Pobservation et le modele direct.

Or ce probleme est mal posé et pour faciliter la convergence de l'algorithme,
nous ajoutons un terme de régularisation comme les termes de pénalisation de Tikhonov
(Tikhonov et Arsenin (1977)).

Le probleme prend alors la forme suivante :

f(p) = folp) + ¥ (p) (1.18)

fo est le critere correspondant a la distance au modele direct. Au chapitre 4, nous
décrirons diverses fonctions de pénalisation ¥. Ces criteres de pénalisation tentent de
tenir compte d’informations a priori. Donnons quelques exemples d’informations a priori
dont nous pouvons tenir compte :

— Régularité de I'image reconstruite. En effet, nous pouvons supposer que la
fonction (z,y, z) — u(x,y, z) est assez lisse et qu’elle n’a en général pas trop de
discontinuité. Cette hypotheése est basée sur le bon sens : les seules discontinuités
se font aux frontieres des différents tissus.

— Amplitude des coefficients d’atténuation. Par exemple, 'image a une plus
grande probabilité d’étre constituée de valeurs nulles.

— Positivité des coefficients d’atténuation. En effet, les coeflicients d’atténuation

ne peuvent étre négatifs.

1.4.6 Comparaison de 'approche analytique et de 'approche
algébrique

En pratique nous constatons que ’approche analytique est plus rapide (grace notam-
ment au passage dans le domaine de Fourier) et moins lourde en termes de mémoire que
I'approche algébrique (puisqu’il faut stocker I'opérateur A).

Cependant, en rétroprojection filtrée, nous ne pouvons pas proposer de modele de
formation de données non linéaire. Le modele le plus usuel est linéaire, c’est celui que

nous avons présenté précédemment : la transformée de Radon discrétisé. Nous avons
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présenté ensuite un modeéle non linéaire : il sert dans un cadre ol les photons n’ont
pas tous le méme niveau d’énergie (émission polychiromatique). De plus, nous pouvons
intégrer & notre modele 'aspect aléatoire de 1'émission et de la propagation des photons
X. L’émission peut étre modélisée comme une variable aléatoire de Poisson.

En plus de cela, il est possible d’introduire de I'information a priori & notre modele
dans les techniques algébriques, tandis que ce n’est pas le cas pour des techniques ana-
lytiques. Nous verrons que cela est utile pour réduire le bruit. Avec des techniques ana-
lytiques, ceci ne peut se faire que par post-traitement ou pré-traitement des données.

Mais aucune technique développée jusqu’a maintenant en ART n’est utilisable sur
des données réelles & cause de la taille des données. Nous mettrons en place une

technique ART permettant d’étre appliquée sur des données réelles.

1.5 Diverses détériorations d’image en tomographie
a rayons X

Apres avoir présenté les modeles de formation des données et les méthodes de recons-

truction (analytiques et algébriques), nous proposons de présenter les diverses détériorations

d’'image en tomographie a rayons X qui peuvent affecter la qualité des images recons-
truites. Le bruit, dont nous expliquerons les origines, est une source de détérioration
majeure. Nous présenterons les grands principes de réduction du bruit et nous verrons
que les reconstructions algébriques permettent une meilleure gestion du bruit. Une autre
source de détérioration importante est I'ensemble des artefacts. Etymologiquement, un
artefact est un effet artificiel. C’est donc une détérioration due a la méthode employée.
Ainsi, le bruit est un signal aléatoire se superposant au signal utile (ici le nombre de

photons émis) et les artefacts sont dus & une inadéquation de la technique de recons-

truction.
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1.5.1 Généralités sur le bruit en tomographie a rayons X

Le bruit observé sur les reconstructions tomographiques est en partie dii au processus
aléatoire d’émission et de propagation des photons de la source. Une fois les photons émis
des phénomenes aléatoires comme la diffusion régissent le comportement des photons du
faisceau de rayons X. Les photons diffusés ont des directions de propagation aléatoires
et sont donc perdus. Ils peuvent atteindre un détecteur qui ne serait pas le bon. C'est
un exemple typique de bruit. Le bruit est aussi une conséquence de I'imperfection du
systeme de détection.

La seule fagon de traiter la détérioration de 'image par du bruit avec des reconstruc-
tions basées sur la rétroprojection filtrée est d’appliquer des post-traitements de I'image
notamment avec ’aide de filtres adaptés.

Un des intéréts majeurs des méthodes algébriques est qu’elles nous permettent de
mieux modéliser le processus physique d’émission et donc d’amoindrir le bruit. Il est
par ailleurs possible d’introduire un terme de pénalisation dans la fonction a minimiser
qui force l'inconnue & converger vers une solution ayant certaines propriétés. C’est ce
que propose Allain et al. (2002) dans le cadre de la tomographie a rayons X pour une

trajectoire hélicoidale, dans un cadre de simulation.

1.5.2 Artefacts métalliques, artefacts de durcissement de fais-

ceau

Un premier type d’artefacts qui nous intéresse ici sont les artefacts métalliques.
Comme nous l'avons déja signalé précédemment, les photons émis ne sont pas mono-
chromatiques. En effet, ils sont émis selon un spectre, comme nous pouvons le constater
dans la figure 1.12. Ce spectre n’est pas uniforme. A chaque niveau d’énergie, un certain
nombre de photouns sont émis.

Or les coeflicients d’atténuation dans la loi de Beer-Lambert dépendent de I’énergie

des photons. Ainsi, la loi de Beer-Lambert devrait s’écrire :

+oo +L
I /0 To(e)de exp (— /0 u(z, ¢)dz) (1.19)
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x10* Spectre d'emission des pholons pour le Scanner SIEMENS SENSATION 16
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FIGURE 1.12 - Spectre d’émission de la source du scanner SIEMENS SENSATION 16.

Dans cette équation, z est la variable d’intégration sur le rayon (abscisse linéique
selon le rayon). € est un niveau d’énergie. Io(¢) est le nombre de photons émis pour
une énergie € donnée. La quantité p = —log(l) n’est plus une transformée linéaire de
p. Il ne s’agit plus de la transformée de Radon et la rétroprojection est alors basée sur
un modele simplificateur : le modeéle monochromatique. Nous retrouvons la loi de Beer-
Lambert lorsque nous prenons un unique niveau d’énergie dans ’équation ci-dessus. Or
les métaux sont plus atténuants que les tissus mous et les différences d’atténuation pour
différents niveaux d’énergie affectent plus le sinogramme en présence de métaux. Nous
verrons ultérieurement comment prendre en compte le caractere polychromatique de
I’émission des photons X dans le cas d’un scanner industriel. Nous pouvons constater
ces artefacts, sur la figure 1.13, qui apparaissent sur un tomographe industriel. Ces
artefacts apparaissent ici autour de billes d’acier.

Certains auteurs comme Elbakri et al. (2004) ou Menvielle et al. (2005) minimisent

des critéres dérivant d'un certain modele statistique qui prend en compte cet aspect
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polychromatique de I’émission comme nous I'avons présenté précédemment.

D’autres comme Zhang et al. (2007) tentent de modifier le sinogramme en segmentant
les zones métalliques afin de restaurer le sinogramme pour pouvoir utiliser les algorithmes
classiques de rétroprojection.

Cependant, aucun auteur n’a implémenté de techniques ART dans un
cadre statistique s’appliquant & des données réelles 3D, en mode multi-

barrette.

Images i avec artefacts

FIGURE 1.13 — Artefacts dus a des billes d’acier.
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Plus généralement que les artefacts métalliques, nous pouvons aussi observer des
artefacts de durcissement de faisceau. Considérons un rayon X polychromatique. Dans
un milieu homogene, les photons de basse énergie sont plus atténués que les photons de
haute énergie. Le spectre des photons détecté par le systeme de détecteurs n’est plus le
méme que le spectre d’émission. Plus le matériau traversé est épais plus ce phénomene
est important. Les images reconstruites du matériau donnent alors I'impression que le
centre de 'objet est plus atténuant, ce qui n’est pas le cas.

Ces artéfacts sont une sous-catégorie des précédents, puisqu’il s’agit d’artefacts dus

au caractére polychromatique des données et a la monochromaticité de la reconstruction.

Effet du durcissement du rayon
2 , ; .

T T T T T

1.8
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Sans durcissement de faisceau
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FIGURE 1.14 — Profil d’une boule reconstruite avec artefacts de durcissement.

Dans la figure 1.14, nous avons simulé les contributions (en —log) obtenues sur

une barrette de détecteurs (plusieurs détecteurs en abscisse) pour une projection. Le
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fantome est une boule homogéne. L'une des deux courbes prend en compte le caractere

polychromatique des photons tandisque l'autre ne le fait pas.

1.5.3 Artefacts hélicoidaux : « wind-mill »

Certains algorithmes peuvent faire apparaitre des artefacts propres au mode hélicoidal.
Cet artefact est du a la géométrie en hélice de la trajectoire. Les méthodes faisant in-
tervenir des interpolations font apparaitre de tels artefacts spécifiques. Stierstorfer et
al. (2004) proposent une FBP pondérée qui atténue ces artefacts spécifiques au cas
hélicoidal.

Nous verrons que les techniques algébriques employées réduisent ces artefacts puis-

qu’elles tiennent mieux compte de la géométrie exacte du probleme.

1.6 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons montré pourquoi la tomographie a rayons X était une
technique adaptée au suivi de patients portant des stents métalliques dans le systeme vas-
culaire périphérique. C’est en effet une technique non invasive (au sens strict du terme)
et offrant une résolution suffisante. Cependant, pour réduire les temps d’acquisition et
les doses regues par le patient, les évolutions récentes de la tomographie & rayons X ont
fait augmenter la taille du probléme puisque ’acquisition hélicoidale rend complexe une
décomposition du probléeme en une série de plus petits sous-problémes (comme ce qui
peut se faire en tomographie axiale). De plus, la présence de stents métalliques engendre
des artefacts métalliques dus a des reconstructions non adaptées.

Les méthodes usuelles de réduction des artefacts métalliques par des techniques ana-
lytiques ne sont pas pleinement satisfaisantes. En effet, elles effectuent généralement des
post-traitements d’images sans remettre en cause le modele physique qui est la source
du probléme. Il est donc nécessaire de modifier le modele physique de formation des
données et de se placer dans un cadre de reconstruction algébrique. Ceci, comme nous le
verrons au chapitre suivant, pose des problémes liés a la taille du probléme et au temps

de traitement des données.
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CHAPITRE 2

MODELISATION DU PROBLEME DIRECT

2.1 Introduction

Jusqu’a présent, nous avons défini la tomographie a rayons X et les principes de la
reconstruction tomographique. Nous avons défini ce que sont les techniques analytiques
- méthodes usuelles employées par les scanners industriels - et les techniques algébriques
- celles utilisées dans le cadre de nos travaux. Nous avons choisi dans le cadre de notre
projet les techniques algébriques qui nous permettent d’affiner le modele de formation
des données. Ceci n’est pas possible pour la technique de rétroprojection filtrée (recons-
truction analytique) qui est la méthode utilisée par les scanners industriels.

Apres la présentation de 1'état de I'art du chapitre 2, 'objet de ce chapitre est de
décrire le modele de formation des données que nous avons utilisé. Dans un premier
temps, nous préciserons les modeles physiques de formation des données que nous avons
utilisés ainsi que le critére a minimiser qui découle de ce modéle physique.

Ensuite, nous proposerons une méthode innovante pour prendre en compte [’épaisseur
des rayons afin de rendre plus adéquate la modélisation de la génération des données. La
prise en compte de 1’épaisseur des rayons a aussi été explorée par Chouzenoux (2007) dans
le cadre d’un stage au Laboratoire d’imagerie par optimisation numérique de I'Institut de
génie biomédical de I'Ecole Polytechnique de Montréal ot ont été entrepris nos travaux

de mailtrise.

Puis, nous présenterons notre paramétrisation géométrique du probléme. Cette géométrie

est complexe puisque nous proposons de prendre en compte : la trajectoire hélicoidale,
les sources volantes angulaires et axiales, et le caractére tridimensionnel du systéeme de
détecteurs.

Enfin, dans une derniére partie, nous proposerons une structure de données innovante

adaptée a la taille importante des données a traiter. Cette structure innovante que nous
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avons implémentée en langage C nous a permis de reconstruire des données réelles et
nous permet de surmonter plusieurs difficultés :
- Géométrie 3D complexe et abstraite. La paramétrisation du probleme
est une difficulté en soi.
— Volume des données trés important. C’est pour cela que nous avons

développé une structure plus légére qu’une matrice creuse.

2.2 Modele de formation des données

2.2.1 Formation des données pour une seule mesure

Nous nous sommes placé dans un cadre déterministe et monochromatique. De plus
le rayon est infiniment fin. Nous expliquerons a la section suivante comment prendre en
compte ’épaisseur du faisceau.

Lorsque nous nous basons sur I’hypothése de déterminisme, cela signifie que nous
supposons que le nombre de photons est suffisamment élevé. En notant A le parametre
d’une loi de Poisson, le rapport moyenne sur écart-type vaut % Quand X est tres grand,
ce qui est généralement le cas en tomographie a rayons X, I'hypothese déterministe est

tres réaliste. Dans un cadre clinique, ce rapport est de moins de 1 %.

2.2.1.1 Approximations monochromatique

De plus, nous supposons aussi que les coeflicients d’atténuation ne dépendent pas de
I’énergie des photons. Il s’agit d’une approximation adéquate en premier abord puisque
les tissus imagés sont généralement des tissus mous qui génerent peu de durcissement de
faisceau. Ces tissus mous représentent plus de 80 % de la masse de tissus imagés. Dans
ce cadre d’approximations, le modele de formation des données pour une seule mesure

est obtenu grace a la loi de Beer-Lambert donnée en 1.3 :

% — exp(— / (@), y(0), (1)) - di) (21)

Nous rappelons que [ est I’abscisse curviligne du rayon X qui va de I’abscisse curviligne

0aL.
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2.2.2 Systéme a résoudre

En tomographie, nous avons plusieurs mesures de la forme 2.1, pour différentes po-
sitions de la source et des détecteurs. Ce sont les fonctions z : { +— z(l), y : I — y(I)
et z : | + z(I) qui varient d’'une mesure a l'autre. Nous obtenons ainsi un systéme
d’équations fonctionnelles.

Cependant, seule une partie du travail est alors faite. Il faut ensuite discrétiser le
systéme. Puisque nous n’avons qu’'un nombre discret de mesures, nous ne pourrons avoir
qu’un nombre discret d’échantillons de la fonction p. Il est donc nécessaire de discrétiser
la fonction p pour inverser le systéme et pour discrétiser 'intégrale de 1'équation ci-
dessus.

Le modele direct discrétisé devient alors :

p=A-p (2.2)

Avec p = —log(y) ol y sont les données mesurées par le tomographe. log est ici la
fonction logarithme prise terme & terme. p est le sinogramme de l'acquisition. A est
la matrice de projection qui est une discrétisation du systeme d’équations intégrales

mentionnés ci-dessus.

2.2.3 Critere choisi

Une fois le modele de formation des données explicité, il faut choisir un critere qui est
une mesure nous indiquant la distance de la solution projetée aux mesures. La méthode
algébrique que nous utilisons consiste & minimiser un critere qui nous fournit une esti-
mation de la distribution spatiale des coeflicients d’atténuation. Nous utilisons le critere
des moindres carrés qui n’est rien d’autre qu'une distance euclidienne, superposée a un

terme de régularisation.

p () = 1/2|Ap—p|* +
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2.3 DModélisation de I’épaisseur du faisceau

L’objet de cette section est de présenter une technique permettant de prendre en
compte cet aspect de la modélisation. Dans un premier temps, nous généraliserons la re-
lation de Beer-Lambert afin qu’elle prenne en compte 1'épaisseur du rayon. Afin d’obtenir
des équations linéaires nous verrons dans un deuxieme temps qu’il est nécessaire de faire
une approximation qui suppose que le rayon est épais avec une faible épaisseur relative-
ment aux autres dimensions du probléme. Dans un troisiéme temps, nous proposerons

une discrétisation de l'espace adaptée & cette approximation.

2.3.1 Position du probleme

Jusqu’a maintenant, nous avions considéré que le rayon était infiniment fin. Ceci est
physiquement impossible, car la source ne peut pas étre parfaitement ponctuelle et les
détecteurs ont une certaine épaisseur. Dans ce paragraphe, nous voulons adapter la loi
de Beer-Lambert en considérant 1’épaisseur du rayon. Nous nous plagons dans le cadre
2D et nous modélisons le faisceau par un rectangle (en 3D, ce serait cylindre) dont nous
pouvons trouver les parametres sur la figure 2.1. Nous voulons préciser le modele direct
de formation des données correspondant & une seule mesure.

Comme dans le reste de ce chapitre, nous nous plagons dans le cadre de deux hy-
potheses approximatives :

- L’émission des photons est déterministe : H», ce qui équivaut a considérer

que le nombre de photons est tres élevé.

- Les photons émis sont monochromatiques : Hj, ils ont la méme énergie.

Pour un méme souci de notations, nous supposons que 'axe x se confond avec la

direction du rayon. Rappelons que, dans ce contexte, pour un rayon infiniment mince,

N =Ny exp(—/0 p(z, y)dz)

N étant le nombre de photons mesurés et Ny le nombre de photons émis. Le cylindre
de diametre ¢ peut se décomposer en une infinité de rayons infiniment minces qui sont

identiques. Soit d N 'intensité du rayonnement pour un rayon d’épaisseur infinitésimale.
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Milien absorbant (p)

épaisseur ¢ I

sens de propation

1
7
0 X Xx+dx Axe des x

FIGURE 2.1 — Atténuation d’un faisceau épais.

Pour ce rayon, la loi de Beer-Lambert est applicable :

L
ON =Ny exp(—/ p(zx,y)dx)
0

Pour obtenir 'intensité totale, il suffit de sommer sur tous les rayons infinitésimaux :
c/2 L
N = 5Noexp(——/ p(z,y)dx)dy
—c/2 0
En supposant que tous les rayons sont émis avec la méme intensité, nous avons :
o

c/2 L
N exp(—/ p(z,y)dr)dy (2:3)
—c/2 0

Comme nous pouvons le constater, nous avons une intégrale a 'extérieur de ’exponen-

tielle. Or :

[ew [ uawiziy # el [ [ utev)dody)
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Auparavant, nous prenions 'opposé du logarithme de N, p = —log(/N) pour obtenir

p= /u(l’)dﬂr

ce qui correspondait & une transformée intégrale (donc linéaire). En effet, nous n’avons

Péquation linéaire :

pas pour l'expression ci-dessus une simplification de la formule puisque :

—log(N) = —log(No / exp(— / p(z,y)dr)dy) = —log(No)—log( / exp(— / p(z,y)dz)dy)

Le probléme a perdu en linéarité.
En effet, si nous tentons de discrétiser le probléeme avec des pixels standards, nous

obtenons :

S g
p=—lon(ay) = ~log(y L),

Comme nous ne pouvons pas insérer la somme a l'intérieur de l'exponentielle, le

probléme ne peut pas étre linéarisé sans faire d’approximation.

2.3.2 Linéarisation et discrétisation du probleme

Dans un premier temps, nous tentons de linéariser le modeéle de formation des
données. Ensuite, nous proposons une discrétisation adaptée.
2.3.2.1 Approximation d’ordre 1

L'objet de ce paragraphe est de trouver une approximation linéaire du modele de
formation des données pour une seule mesure. Au paragraphe suivant, nous discrétiserons

le modele direct approximatif pour en déduire un systéme d’équations linéaires.

¢/2
19 = [ aNoesp(- [ uoy)da)dy (2.4)

—c/2

c/2 —c/2
I(c) = / SN — / 5N
0 0

re- | " Ny exp(— [ nwyazyay

On note :
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Ainsi :
')y =1/2 exp(—/u(m,())da:)

Avec ces notations :

1(¢) = I*(¢/2) = I*(—¢/2)

Nous avons : ¢ < Ry ol Ry est la distance entre un détecteur et la source. Donc nous

pouvons faire un développement limité :

I*(¢) = I*(0) + cI*(0) + c2/21*"(0) + o(c?)
Pour I(c) les termes d’ordre 2 s’annulent :

I(c) = 2cI*'(0) + o(c?)

N

A lordre 1 :
~log(1(0)/e) = [ (e, 0)de + ofc)
Nous n’avons pas de terme d’ordre 1 en ¢ pour un développement limité d’ordre

1 dans cette équation. La meilleure approximation linéaire est donc celle de la loi de

Beer-Lambert.

2.3.2.2 Approximation d’ordre 2

Afin de gagner encore en précision Chouzenoux (2007) a poursuivi le développement
limité effectué ci-dessus a l'ordre 2.

Ce développement fait perdre la linéarité du probleme ce qui augmente le temps
de traitement des données. Il fait notamment apparaitre un terme du type [[ %’5]2. Les
travaux d’Emilie CHOUZENOUX montrent que ce terme d’ordre 2 n’a que tres peu

d’influence dans le cadre de la tomographie a rayons X en milieu clinique.

2.3.2.3 Discrétisation proposée

Nous voulons faire en sorte que les contributions des pixels prennent en compte
I’épaisseur du faisceau. En effet, les voxels ne sont qu'une discrétisation standard parmi

d’autres. Il s’agit d’une discrétisation de I'espace qui permet d’échantillonner la fonction
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p(zx,y) des coefficients d’atténuation. Par souci de clarté, supposons que nous sommes

en 2D. Une telle discrétisation s’écrit :
wz,y) =) > " b(x — i,y — yi) g (2.5)
g

b est une base de discrétisation. Les pixels standards correspondent & des fonctions en
escalier :

bz —z,y—y;)=1siz;—a/2<z<x;+a/2etsi

vi—a/2<x <y +a/2ou

b(z — x;, y — y;) = 0 sinon.

Differentes fonctions de contribution
14 T T T T T T T T i

Voxel Spherique

Voxel Cubique

0.8

0.4~

Fonction de
0.2}

FIGURE 2.2 — Fonctions de contribution.

D’autres auteurs, comme Matej et Lewitt (1996) ont proposé des bases non standards.

Ils proposent une base a symétrie radiale. D’autres auteurs proposent des pixels encore
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plus atypiques : c’est le cas de Carvalho et Herman (2007) qui proposent des pixels de
forme de lobe de Bessel.

Notons rj; = (z;,y;) un vecteur position du centre d’un pixel (4, j). Nous nous sommes
intéressés dans le cadre de nos travaux a des pixels & symétrie circulaire (sphérique en

3D), tels que
b(F = i) = F(I7 = rijl)
si ||F— 73|l < a et 0 sinon.
Donc nous avons :

p(z,y) = Z FUIF =150 iy

En insérant cette expression dans ’équation de Beer-Lambert, nous obtenons une

équation discrétisée de la forme :
L
[t v@yd =Y wi,

avec wy; = [ 1f(Ilr(l) — r])]dL.

Or le probléme est a symétrie radiale donc il existe une fonction F' telle que

F@nalwwuﬁmm

d;; est la distance entre le centre ry; du voxel et le rayon X qui est au centre du faisceau
cylindrique. Pour avoir un terme linéaire, nous proposons tout d’abord de choisir une

fonction affine pour F'. Cette fonction affine est définie par :
F(z) = K(1 —z/(c/2 + a))
La deuxieme fonction utilisée est F'(d;;) = s;; ou s;; est la surface d’intersection (pour

le cas 2D) du faisceau cylindrique et du pixel circulaire.

2.3.3 Compromis nécessaire

Tout comme le cas polychromatique, 1'épaisseur du rayon induit un probléme non

linéaire. Vu que I'épaisseur des rayons est tres faible en pratique, nous nous contentons de
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linéariser le probléme et de proposer une approximation qui est en théorie meilleure que
Papproximation du rayon infiniment fin. Les voxels traversés par le faisceau de rayons
épais contribuent a 'atténuation. Cette fonction de contribution dépend de la distance du
centre du voxel (parallélipipédique ou sphérique) au centre du faisceau. Ainsi, 1’épaisseur
du faisceau est prise en compte.

Si Pespace mémoire était illimité et que la vitesse de calcul importait peu, nous
aurions décomposé le faisceau de rayons en K rayons infiniment minces. Le modele

direct serait devenu :

I=I7" exp(—Awp) (2.6)
k

Remarquons que ce modele direct a la meéme structure non linéaire que le modele
direct polychromatique. Les k matrices de projection A sont les matrices de projection

pour les k rayons infiniment fins composant le rayon épais dont I est 'intensité détectée.

2.3.3.1 Autre approche

Une autre approche, comme celle de Chouzenoux (2007) consiste & conserver les
termes d’ordre 2 et & utiliser une base de voxels plus complexe que celles présentées.
Nous n’avons utilisé dans nos modeles directs que des bases & symétries sphériques.
L’auteur a, quant a elle, exploré les bases dites séparables.

Rappelons la décomposition de 'image en une base 2D :
wla,y) =) bz — i,y — yi)i;
i
Des bases séparables sont telles que :

b(x — x4,y — ;) = bi(z — z3)ba(y — ;)

L’auteur a notamment choisi des bases gaussiennes telles que b, = by. Mais elle
conclut que ce choix de base n’influe pas vraiment sur la qualité finale des images dans

le cadre clinique qui nous intéresse.
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2.4 Paramétrisation géométrique du probleme

A présent, nous avons deux modéles de formation des données discrétisés qui nous
intéressent. L'un prend en compte ’épaisseur des rayons et lautre suppose que les
rayons sont infiniment fins. Les deux modeles considerent que I’émission des photons
est déterministe et que les tissus ont des coefficients d’atténuation qui ne dépendent pas
de 'énergie des photons.

Une fois que ces deux modeles sont discrétisés, un systeme d’équation apparait et
nous faisons apparaitre une matrice de projection.

L’objectif principal de cette section sera de présenter la paramétrisation géométrique

du probléme qui nous permet de calculer les éléments de la matrice de projection.

2.4.1 Matrice de projection 2D

L’objet de ce paragraphe est d’expliciteasnounr la matrice de projection A introduite
précédemment. En 2D, nous avons la géométrie représentée par la figure 2.3.

Introduisons quelques notations :

— Ny : le nombre de détecteurs sur une barrette.

— Ny : le nombre de projections (nombre de positions différentes de la source S sur
un cercle pour le cas 2D).

— N : le nombre de pixels. L'espace est discrétisé selon une grille homogene de pas a
qui est le méme selon 'axe z et selon 'axe .

Nous rappelons que la valeur du sinogramme correspondant & la détection k est

donnée par :

Pk = Z Wij * fhij (2.7)

(4,7)eC
ou C est I'ensemble des pixels de I'espace.
w;; est la contribution du pixel (¢, j) au rayon. Il peut s’agir de /;; qui est la longueur
de l'intersection du pixel (7, 7) avec le rayon &k pour un rayon fin ou une autre fonction
comme nous ’avons vu dans la section précédente lorsqu’il s’agit d’un rayon épais. Avec

ces notations :
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Déplacement
de la source

Source S

Objet imagé

Rangée de détecteurs

FIGURE 2.3 — Scan avec rayons en éventail.

ke [1, NyNy).
On synthétise ces équations correspondant a différentes mesures dans une seule équation
de dimension supérieure :
p=A4-pu

La matrice de projection A est de taille (N;Ny, N?). Les lignes de la matrice cor-
respondent & un rayon et chaque élément sur cette ligne est la valeur de la longueur de
'intersection du voxel et du rayon : ce sont les l;; de I’équation précédente. L’objet du
paragraphe suivant est d’indiquer comment il est possible de calculer les éléments de

cette matrice de projection.

2.4.2 Cas 2D : rayons en éventail

Les étapes de mesures en tomographie 2D sont les suivantes :
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FIGURE 2.4 — Géométrie de la projection en 2D.

1. Pour une certaine position, la source émet un faisceau en éventail qui se propage
dans le milieu pour ensuite étre mesuré par les détecteurs de chaque barrette (1

barrette en 2D)

2. Ensuite, la source se déplace sur sa trajectoire circulaire, en incrémentant angle

de rotation.

Toutes ces mesures fournissent ce qu’on appelle les données.

Nous souhaitons calculer les contributions des pixels pour une mesure correspondant
a une valeur du vecteur des données. Considérons un rayon infiniment mince comme c’est
le cas dans la figure 2.4. Dans le cas 2D (mais aussi dans le cas cone-beam circulaire),
la source S tourne autour de €). Nous pouvons donc repérer .S par I'angle ¢ de rotation,
que nous appellerons angle de projection. Nous introduisons les notations suivantes,

nécessaires pour le développement de cette section.

1. Rg = SD : les détecteurs sont sur un cercle de centre S et de rayon Ry. D désigne
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un détecteur.
I
_—) —

9 = DS, 08

qui est angle qui permet de repérer un détecteur sur le cercle de centre S et de
rayon Rgy.
2. Ry = QS : rayon du cercle sur lequel se déplace la source de rayons X.

Remarquons que le rayon (SD) est totalement déterminé par la donnée (¢, §).
Afin de calculer les intersections des pixels, nous utilisons une équation paramétrée
du rayon (SD).
_— = —
M € (SD) < 3t{OM = 0S8 + t-SD/SD

—
Pour cela, il faut calculer les coordonnées du vecteur directeur @ = SD/SD et celles de

S.

uy = cos(¢p — 6)
Uy = sin(¢ — 0)
sy = Ry - cos(¢)
sy = Ry - sin(¢)

2.4.3 Cas 3D en hélicoidal

En 3D hélicoidal, les équations ainsi que la paramétrisation ne sont si pas différentes.
Il faut cependant ajouter la cote 2z aux autres coordonnées.

Le processus de détection et d’émission est similaire :

1. Pour une certaine position, la source émet un faisceau en cone qui se propage
dans le milieu pour ensuite étre mesuré par les détecteurs de chaque barrette (16

barrettes en 3D pour nos les données réelles)

2. Ensuite, la source se déplace sur sa trajectoire circulaire, en incrémentant ’angle
de rotation. Comme la trajectoire de la source (dans le référentiel du patient) est

une hélice, cette incrémentation déplace la source sur ’hélice.
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Nous avons N, barrettes de détecteurs. Désignons par n € [1,N,] une barrette.
Chaque barrette contient N; détecteurs.

De méme qu’en 2D, en 3D, la matrice de projection est constituée des longueurs
d’intersections des voxels parallélipipédiques avec chaque rayon (SD) (ou d'une autre
fonction de contribution, ce qui ne change pas le raisonnement ci-aprés). Il suffit de
connaitre les coordonnées de S et du coefficient directeur @ de la droite (SD) pour pou-
voir calculer ces longueurs d’intersection comme pour le cas 2D.
ul, = Rqcos(¢ — 6)
ul = Rysin(¢ — 6)

!
Y
14
uz

= (n— Ny/2)Az ou Az est I'épaisseur d'une barrette.

@ = u'/||v/|| pour normer le vecteur.

sz = Ry - cos(@)

sy = Ry - sin(¢)

sz = ho/(2m) ol h est le pas de I'hélice (distance que parcourt la source selon 'axe de

rotation du systéme).

Le cas cone-beam circulaire n’est qu’un cas particulier pour lequel A = 0.

Il suffit ensuite de calculer itérativement les coordonnées des intersections entre
chaque co6té de chaque voxel et de chaque rayon. A partir de ces intersections, nous
calculons les longueurs d’intersection. Cette méthode est simple en théorie, mais sa
mise en ceuvre telle quelle est impossible. La taille des données est telle que les pro-
duits matriciels seraient trop lourds en mémoire. Nous exposerons ultérieurement notre
méthodologie nous permettant de gérer des données aussi volumineuses.

La matrice A contenant tous les éléments de contribution des pixels est de taille :
(NyNgNyg, N®°N,), N, étant le nombre de couches de I’ensemble de voxels considérés.
Nous proposerons plus loin dans le chapitre une structure de données permettant de

stocker eflicacement ces données du modele direct.



74

FIGURE 2.5 — Schéma de calcul des éléments de la matrice de projection.

2.4.4 Source volante

Afin de gagner en densité d’échantillonnage, les scanners de SIEMENS comportent
maintenant un dispositif de source volante.
Il y a deux types de sources volantes :
— Source volante axiale (Flying Focal Spot en z). On dévie la source selon l'axe z.
— Source volante angulaire (Flying Focal Spot en «). On dévie la source selon la
tangente a la trajectoire circulaire.
Kachelriess et al. (2006) exposent le principe de cette innovation technologique dont

nous mentionnerons les résultats les plus importants dans le paragraphe suivant.
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2.4.4.1 Source volante axiale (FFS en z)

AvecFFSenz

FIGURE 2.6 — Schéma de FFS en z.

Nous nous référons pour les notations a la figure 2.6. Sans FFS, pour chaque angle
de projection ¢, la source émet un faisceau de photons X qui est conique et a une seule
position explicitée précédemment. Avec du FFS en z, pour chaque angle de projection
¢, il y a deux positions d’émission. En notant Ab la largeur d'un détecteur, la fréquence
d’échantillonnage dans le plan contenant le centre de rotation du systeme et qui est

parallele a l'axe z peut étre augmentée. En effet, Kachelriess et al. (2006) démontrent
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que cette période d’échantillonnage spatiale est réduite et vaut
Az = 1/2Abe/(Rd - Rf)

au lieu de valoir :

Az = AbR;/(Ry — Ry)

pour le cas sans FFS en z. Ces valeurs ne sont de bonnes approximations que proche du
centre ).
La période d’échantillonnage est réduite si les deux points d’émission S; et Sy sont
distants de
S152 = 1/4AbR; /(Rq — Ry)

ce qui est le cas pour les scanners de SIEMENS lorsqu’il y a du FFS en z. 1l suffit de

dévier parallelement la source qui émet les rayons X.
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2.4.4.2 Source volante angulaire (FFS en «)

AvecFFSeng

FIGURE 2.7 — Schéma de FFS en a.

Tout comme le FFS en z, il y a un FFS angulaire qui permet d’augmenter la densité
d’échantillonnage sans augmenter le nombre de détecteurs. Ceci est effectué en déviant
la source tangentiellement au cercle de centre (), de rayon E; et contenant le point S.
Comme nous pouvons le constater sur la figure 2.7, la fréquence d’échantillonnage est
doublée (comme dans le cas de FFS en z). Pour réaliser cette innovation technologique,

la déviation est telle que :

— $1S, = 1/2A0R4R; /(Ry — Ry)
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2.4.4.3 Modification du modéle

La source volante améliore la résolution spatiale grace a une astuce technologique
qui consiste a dévier la source dans deux directions : la direction axiale et la direction
tangentielle. Pour ajuster notre modeéle géométrique élaboré au paragraphe précédent,
il suffit de remplacer les coordonnées de S successivement par celles de S et de S,
dans toutes les équations développées précédemment. Le nombre de rayons et donc des
données est multipliée d’un facteur 2 (s'il y a un seul FFS) ou d’un facteur 4 (s’il y a
les deux FFS). Le volume des données étant plus important, il est encore plus crucial
d’avoir une structure de données adaptée.

Donnons les équations qui correspondent a ce décalage. Il suffit en effet de modifier
les coordonnées de S et celles de @ en conséquence.

Pour le FFS en 2 :

s =5, —5,5,/2

S(zg) =S, + 3152/2

De méme pour le FFS angulaire :

s = s, — 8153 /2sin(®)

51(12) = s, + S1.52/2cos(D)

st = s, 4+ 8,5, /2sin(®)

sg(ll) = 5y — 5152/2cos(P)

ou 515 désigne la longueur entre les deux points sources et les s; sont les coordonnées

de S sans FFS.
(1)

%

Les 5.7 et 52(-2) sont les coordonnées respectives de S; et de S,.
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2.4.5 Décalage des détecteurs

Dans les scanners de SIEMENS, les détecteurs d'une barrette ne sont pas placés
symétriquement par rapport a (§25). Nous illustrons ce décalage dans la figure 2.8. Ce
décalage est un décalage angulaire d’un quart de détecteur. Sans ce décalage, le systeme
de détecteurs est symétrique par rapport a Uaxe (25). Si ce décalage n’est pas pris en
compte, un artefact apparait. Cet artefact est un flou homogene qui se propage sur toute

I'image.

Avec décalage

Décalage i

Sans décalage k

FIGURE 2.8 — Schéma illustrant le décalage des détecteurs.

Pour implémenter ce décalage, il suffit de calculer les valeurs des angles 6 qui sont

introduites dans les équations du paragraphe précédent. Les angles 6 discrétisés sont
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donnés par I’équation :
Ok = —Omaz /2 + kAO + AO/4
avec k € [|0, Ng — 1|]
au lieu de :
Or = —0maz /2 + KAS
7 § Axey A Axey
S, et £ I — Sy S, e P 3t
Avec décalage Sans décalage

FIGURE 2.9 — Schéma illustrant I'impact du décalage de détecteurs.

Comme nous pouvons le constater sur la figure 2.9, lorsqu’il y a un décalage de
détecteurs plus de points sont échantillonnés sur I'axe y. Nous constatons méme un

doublement de I’échantillonnage sur 'axe y.

Sy
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2.5 Structure de données adaptée pour la mise en
ceuvre

Pour chaque rayon émis par la source, nous sommes maintenant capable de calculer
les contributions de chaque pixel pour un rayon donné. Dans cette section, nous propo-
serons une structure permettant de stocker les informations relatives aux contributions

de chaque pixel pour chaque rayon.

2.5.1 Difficultés du probleme

Comme nous 'avons souligné précédemment, la taille des données de ce probleme
numérique est telle quune matrice pleine formée de plusieurs vecteurs pleins ou d’une
matrice creuse (sparse) ne peuvent étre utilisées lors de la résolution d’un probléme
d’inversion réel. Nous sommes limité par la mémoire vive puisque nous nous efforcons
d’utiliser des ordinateurs de bureaux (PC) ayant une mémoire vive de 8 gigaoctets pour
effectuer nos calculs. Il ne s’agit pas d’un supercalculateur mais bien d’un ordinateur de

bureau.

2.5.2 Meéthode proposée

Nous proposons ici d’expliciter la structure des données utilisées.

2.5.2.1 Démarche générale

En tomographie a rayons X, une structure de données faisant office de matrice de

projection doit nous permettre de faire deux opérations :

— Un produit A(p) olt g est un vecteur contenant les coefficients d’atténuation
discrétisés. Le résultat de ce produit est une discrétisation d’un des modéles directs
qui nous intéresse.

— Une rétroprojection B(y), qui est la discrétisation de la rétroprojection, nécessaire

au calcul du gradient.
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Pour conduire & bien ces deux opérations, il est nécessaire et suffisant de connaitre la
contribution de chaque voxel & chaque rayon émis. Une matrice pleine stockerait toutes
les contributions de tous les voxels dans un vecteur de vecteurs. Une matrice creuse
stockerait toutes les contributions non nulles. Notre structure de données tente de sto-
cker beaucoup moins de données en se basant sur le principe suivant : en connaissant
seulement les coordonnées des deux points extrémes d’un rayon dans l’en-
semble des voxels imagés, il est possible de déduire les voxels traversés par
ce rayon. C’est aussi sur ce principe que David GENDRON a permis de construire des
matrices adaptées & une géométrie en 2D. Pour chaque rayon, la structure nous permet

de déterminer les contributions des voxels & un rayon.

2.5.2.2 Structure de données

Avant de rentrer dans le vif du sujet, précisons certains éléments de vocabulaire
utilisés.
- Rangée : il s’agit d’un plan de voxels dont les centres sont sur un plan d’équation
y==k
— Colonne : il s’agit d'un plan de voxels dont les centres sont sur un plan d’équation
=k
— Couche : il s’agit d’un plan de voxels dont les centres sont sur un plan d’équation
z=k
Nous nous aidons des figures 2.10 et 2.11 pour présenter les parametres de la struc-
ture de données. Introduisons tout d’abord les champs de données que nous utilisons
dans notre structure. Cette structure est elle-méme constituée d’une structure s’appe-
lant Rayon. Il y a autant de Rayon que de rayons X émis et recus, donc avec les
notations habituelles : NyNyNy(sans FFS) ou 4Ny, NyN,, (avec FFS angulaire et axial).
Chaque Rayon est une structure constituée comme suit :
— Premiére rangée (voir figure 2.11). C’est un scalaire qui indique le numéro de
la premieére rangée (axe y) traversée par le rayon. Il faut entendre premieére en
terme physique (et non pas numérique). Dans le sens de propagation proposé dans

I'exemple de la figure 2.11, la premiére rangée est la rangée 3, mais si le sens du
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Début de colonne  Fin de colonne (ou
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FIGURE 2.10 — Schéma illustrant les paramétres : Premiére (ou Derniére) couche (ou

colonne).

rayon avait été dans le sens contraire, la premiére rangée aurait été 6.

— Derniére rangée (voir figure 2.11). C’est aussi un scalaire. C’est la derniére rangée
en termes de sens de propagation.

— Début de colonne (voir figure 2.10). C’est un vecteur constitué de scalaires. Sa
taille est égale au nombre de rangées traversées par le rayon. Pour chaque rangée
traversée, nous stockons la premiére colonne (axe x) traversée par le rayon (au sens
de la propagation). Par exemple, dans la figure 2.10, ce paramétre vaut 2.

— Fin de colonne (voir figure 2.10). C’est un vecteur constitué de scalaires. Sa
taille est égale au nombre de rangées traversées par le rayon. Pour chaque rangée

traversée, nous stockons la derniére colonne (axe x) traversée par le rayon (au sens
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de la propagation). Par exemple, dans la figure 2.10, ce parametre vaut 6.

— Début de couche (voir figure 2.10). C’est un vecteur constitué de scalaires. Sa
taille est égale au nombre de rangées traversées par le rayon. Pour chaque rangée
traversée, nous stockons la premiére couche (axe z) traversée par le rayon (au sens
de la propagation). Par exemple, dans la figure 2.10, ce parametre vaut 2.

~ Fin de couche (voir figure 2.10). C’est un vecteur constitué de scalaires. Sa
taille est égale au nombre de rangées traversées par le rayon. Pour chaque rangée
traversée, nous stockons la derniere couche (axe z) traversée par le rayon (au sens
de la propagation). Par exemple, dans la figure 2.10, ce parameétre vaut 6.

— Contribution. C’est un vecteur constitué de scalaires. Sa taille est égale au
nombre de voxels qui ont été traversés par le rayon. Ce vecteur stocke la lon-
gueur d’intersection du voxel et du rayon, qui est la contribution de ce pixel a ce
rayon. Ces contributions au sein du vecteur Contribution sont ordonnés selon
l'ordre de passage du rayon. Si on observe la figure 2.11 cet ordre serait : (1,3),
(1,4),(2,4),(2,5),(3,5),(4,6). Nous avons omis dans cet exemple la troisieme coor-
donnée, mais le principe serait le méme.

— Nygieurs- C'est un scalaire qui est la taille du vecteur Contribution.

Avec ces éléments, nous pouvons associer a chaque voxel une contribution au rayon.

2.5.2.3 Opérations algébriques

Nous nous servons de l'opérateur A pour deux types d’opérations :

— Projection. Il s’agit de 'opération p — Apu. Ceci correspond a I’opération nécessaire
pour obtenir un sinogramme p = — log(/N) out N est le nombre de photons détectés.
Il ne s’agit pas d’un opérateur de projection au sens mathématique du terme. Pour
chaque rayon ou triplet ¢ = (¢, n,6) (angle de projection, numéro de barrette et
angle correspondant a un détecteur), ce qui correspond exactement & une donnée
acquise par le tomographe, on parcourt le rayon dans le sens de propagation. Nous

prenons les voxels traversés les uns apres les autres en parcourant en méme temps
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FIGURE 2.11 —~ Schéma illustrant les parametres : Premiére (ou Derniére) rangée.

le tableaux des Contributions et nous calculons la somme :
vi= > L
jeT
olt I'ensemble T' est I’ensemble des pixels traversés.

- Rétroprojection. Il s’agit de l'opération y — ATy. La rétroprojection inter-
vient dans le calcul du gradient, nécessaire pour minimiser le critére. C’est bien la
rétroprojection (sans filtre) de la rétroprojection filtrée. Pour chaque chaque rayon
ou triplet i = (¢, n,d) (angle de projection, numéro de barrette et angle corres-
pondant & un detecteur), ce qui correspond exactement a une donnée acquise par
le tomographe, on parcourt le rayon dans le sens de propagation. Pour calculer
Pélément j de ATy, pour chaque rayon parcouru nous calculons y; (la contribu-
tion correspondant & l'intersection du rayon i avec le voxel j). Nous sommons cette

quantité sur i (les rayons) pour obtenir (ATy);
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Contrairement &4 une matrice pleine nous n’avons pas stocké les termes explicites de
la matrice. Il a donc fallu mettre en ceuvre les deux opérations mentionnées ci-dessus,

qui tiennent compte de la spécificité de la structure.

2.5.3 Utilisation de symétries et d’invariances géométriques

La géométrie du probleme a d’importantes invariances par des transformations géométriques
simples. Ces invariances nous permettent d’effectuer de considérables économies de
mémoire. Ainsi, nous pourrons stocker les données nécessaires et déduire le reste par
des transformations tres simples. Nous verrons tout d’abord les invariances par rotation
et ensuite, nous montrerons les invariances par symétries que nous avons utilisées.

2.5.3.1 Invariances géométriques par rotation-translation

Avec les notations de la figure 2.12, soit I" la transformation qui est la composée de la
rotation de centre , d’axe (Qz), d’angle 7/2 et de la translation de vecteur £ = h/44i}.
Nous rappelons que h est le pas de I'hélice.

En utilisant les notations de la figure 2.4, calculons S’ = I'(.5).

s, = Ry - cos(¢ + m/2)

s, = Ry -sin(¢ + 7/2)

s, =ho/(2r) +h/4 = h(d+7/2)/(27)

sy = Ry - cos(¢')

s, = Ry - sin(¢’)

s = h¢'/(2m)
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En notant ¢' = ¢ 4 = /2.

5" a les mémes coordonnées que S dans le repére tourné d'un angle 7 /2 et translaté
selon le vecteur h/44u;,. Nous avons la méme chose pour S) et S; quand il y a une source
volante. I' est une isométrie et conserve notamment les longueurs et les angles. Nous
pouvons faire la méme remarque pour tous les détecteurs Dy.

Ainsi la géométrie de notre probleme est invariante en I'. Nous pouvons constater
cela sur la figure 2.12. Cela nous permet de stocker uniquement les données
correspondant aux angles allant de 0 & 7/2. Soit un pixel M = (z,y,z) dont
nous souhaiterions calculer la contribution pour chaque angle ¢ allant de 0 a 27, & 4
et n fixés. Pour les contributions des rayons correspondant a des projections d’angles
¢' € [kr/2, kx], il suffit de récupérer les contributions du pixel ™ (M) pour k = 2,3, 4.
I'®*) =To..oT (k composées).

Ceci permet de ne stocker que 1/4 des données.

Nous pourrions aussi montrer que cette invariance est aussi valable en présence de

décalage des détecteurs ou des sources volantes.

2.5.3.2 Invariances par symétries

En nous plagant dans un cadre sans FFS axial, nous remarquons que le systeme est
invariant par la symétrie axiale de plan {25755, que nous désignerons par ¢ comme nous
pouvons l'observer sur la figure 2.13. Soit un pixel M = (3, , k) dont nous soulaiterions
calculer la contribution pour chaque n, a ¢ et 8 fixés. Pour simplifier les notations,
supposons que n € [Ny, Np]. ¢ conserve les distances. Nous ne stockons que les rayons
qui correspondent & n € [0, N|. Les contributions du pixel M pour les rayons de la
barrette —n sont obtenues grace aux contributions de ¢(M) pour la barrette n.

En présence de FFS, les deux cones correspondant aux deux FFS axiaux d’une méme
projection sont symétriques. Ceci nous permet aussi de ne stocker que la moitié des
données.

Grace a ces deux invariances, nous utilisons 8 fois moins de mémoire! Ceci est un

gain non négligeable que nous avons mis en ceuvre.



FIGURE 2.12 — Invariance par rotation.
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2.5.4 Bilan des gains de mémoire obtenu

Dans ce paragraphe nous proposons de comparer les ressources en mémoire nécessaires

pour notre structure avec des stockages en matrices pleines et creuses.

2.5.4.1 Matrice pleine

Une matrice pleine est un vecteur de vecteurs dont tous les éléments sont stockés
qu’ils soient nuls ou non. Pour un seul rayon, nous avons stocké autant d’éléments que

de voxels, soit My = N%N, éléments.

2.5.4.2 Matrice creuse

Evaluons le nombre de données stockées pour un seul rayon. Il ’agit en fait d’'une
ligne de la matrice A. Supposons qu’il y ait N, voxels traversés par ce rayon. La matrice
sparse ne stocke que les valeurs non nulles et les coordonnées. Elle stocke donc 3N,
entiers et 3N, valeurs réelles (type float en C et single en MATLAB). Nous stockons

ainsi M, = 4N, données.

2.5.4.3 Structure proposée

Pour chaque rayon, nous stockons :

— Premiére rangée (voir figure 2.11). 1 donnée.

— Derniére rangée (voir figure 2.11). 1 donnée.

- Premiére colonne (voir figure 2.10). R données, olt R est le nombre de rangées
traversées.

— Derniére colonne (voir figure 2.10). R données, ou R est le nombre de rangées
traversées

— Premiére couche (voir figure 2.10). R données, ot R est le nombre de rangées
traversées

— Derniére couche (voir figure 2.10). R données, ou R est le nombre de rangées
traversées

— Contribution. N, données.
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— Nyaleurs- 1 donnée
Alinsi, nous stockons pour un seul rayon :
My=2+4R+ N, +1
Nous pouvons dire qu’au maximum R vaut R = N. N, est le nombre d’intersections
d’un rayon avec les voxels qui est égal au nombre d’intersections du rayon avec les arétes
diminué de 1. Ainsi au maximum, N, ~ 2N +N,—1. Ainsi, au maximum, M, ~ 6 N+ N,.
De méme, M; ~ 12N 4+ 6N,. Lorsque N = 512, N, =30, 0on a :
%1\'71;]\'/[_2 = 51%. Pour des rayons qui interesectent beaucoup de voxels notre structure

prend environ deux fois moins de place que des matrices creuses.

2.6 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre la modélisation du probleme direct utilisé
pour effectuer des reconstructions tomographiques sur des données réelles. Comme la
modélisation géométrique, se découple de la modélisation géométriques, ceci nous permet
d’avoir un modele géométrique flexible. Or nous avons vu que la taille des données nous
oblige 4 proposer une structure innovante qui permet de traiter des données réelles. En
effet, les matrices creuses classiques sont de tailles trop importantes pour des données
réelles en mode multi-barrette hélicoidal. Nous avons donc exposé une structure de
données permettant de traiter des données réelles tout en faisant des économies de

mémoire tres importantes grace notamment & des invariances géométriques.
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CHAPITRE 3

METHODE DE MINIMISATION DU CRITERE

Dans le chapitre précédent, nous avons précisé les outils permettant d’évaluer le
critére qu'il faut minimiser pour obtenir une estimation des coefficients d’atténuation
recherchés. Cet estimé constitue I'image tomographique. L’objet de ce chapitre est d’ex-
pliciter la méthode adoptée pour minimiser le critére choisi. Le probleme se résume

maintenant a une seule équation :

L= arg m“m f(u) = arg mﬂin[fo(u) + AWy (3.1)

ol la fonction f; est définie au chapitre précédent :

p folp) = 1/21Ap — |

et A\WU; est le terme de régularisation que nous allons expliciter dans ce chapitre.

Dans un premier temps, nous allons spécifier I'algorithme qui a été utilisé pour mi-
nimiser la fonction f. Deuxiémement, nous décrirons la régularisation que nous avons
adoptée afin de réduire le bruit présent dans les images. Nous avons étendu le principe
de régularisation présent dans les travaux de Menvielle et al. (2005) et de Allain et
al. (2002) & un cadre tridimensionnel. Troisiemement, nous proposerons une adaptation
du principe de reconstruction par région d’intérét (ROI) au cadre 3D, ce qui est une

premiere en tomographie a rayons X.
3.1 Algorithme de minimisation utilisé

Parmi les algorithmes de minimisation présentés au chapitre 2, nous avons choisi
d’utiliser un algorithme quasi-Newton LBFGS développé initialement par une équipe du
laboratoire de 1'Université Northwestern aux Etats-Unis.

Premierement, cet algorithme a l'avantage d’étre simple a utiliser puisqu’il suffit

de pouvoir calculer la valeur de la fonction en un point et son gradient. En plus de
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cela, le critére est convexe, donc il est adapté a ce type de minimisation comme nous
l'avons expliqué au chapitre 2. Deuxiemement, ce type d’algorithme est économe en
mémoire, ce qui est nécessaire vu la taille des données. Troisiemement, cet algorithme
converge plus rapidement que les algorithmes de gradients conjugués puisqu’ils utilisent
une information de deuxiéme ordre (qui donne une information sur la courbure locale de
la fonction). Cependant, d’autres algorithmes auraient pu étre utilisés puisqu’ils peuvent
étre considéres comme une boite noire qui prend en entrée :

— Une fonction qui peut étre évaluée en n’importe quel point.

— Le gradient de cette fonction qui peut étre évalué en tous les points.

Le critere d’arrét que nous nous sommes fixés correspond a un nombre d’itérations
de 250. En pratique, nous observons que le gradient du criteére est stable dans cette zone
d’itérations, pour les problemes d’inversion qui nous intéressent. De plus, la solution ne

change plus pour un tel nombre d’itérations.

3.2 Reégularisation utilisée

3.2.1 Probléeme mal posé

En minimisant :
A= argmin f(u)
nous cherchons en fait & trouver une solution qui soit assez proche d’une solution au
probléme :
p=Ap
Si A est non inversible et a fortiori non carrée, comme c’est toujours le cas en pratique

en tomographie & rayons X, rien ne nous prouve que le probleme admette une solution

ou que cette solution soit unique, et c’est pour cela que nous cherchons a régulariser.
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3.2.2 Pénalisation quadratique

De fagon générale, un terme de pénalisation quadratique est de la forme :
T(p) = (D)
i

D est un endomorphisme linéaire agissant sur u. La fonction a minimiser devient alors :
F) = fo(w) + XD _[(Dp)]?

Remarquons que A représente 'arbitrage entre le modele direct (qui décrit la physique et
la géométrie du probleme) et la régularisation (pour effacer les effets du bruit). Si A = 0,
nous ne régularisons pas. Si A = oo, c¢’est 'information a priori qui I'emporte dans le
processus de minimisation, i.e. Dy = 0. Le choix du critere A est donc important. Un
coeflicient trop important tendra & lisser trop l'image et fera disparaitre des détails. Un
coeflicient trop faible ne supprimera pas suffisamment les effets du bruit.

Voyons quelques exemples concrets :

— En pratique, nous avons pris souvent ) = I, ce qui revient a avoir & minimiser la

fonction :
F() = folp) + Mplf?

L’information a priori sous-entendue est que les pixels ne sont pas d’intensités trop
élevées avec des variations qui ne sont pas trop grandes (I’opposé d’un signal tres
bruité).

— Une autre pénalisation utilisée dans le cadre de ce projet est par la différence
des voisins du point courant. En 2D, nous définissons les voisins comme nous
Pavons illustré a la figure 3.1. Considérons une discrétisation de 'espace en pixels
classiques. ¢ un indice du vecteur p. Si nous écrivons ¢ = N - k, + &y, olt N est le
nombre de pixels, avec (k,, k,) les coordonnées discretes de pixel 4, alors :

Al(tthaky = Pihatnity ) + (Bhoky = Hieg(hy£1))]
(Dp)i = +

Nk, = ko) (ky£1))° + (Bkok, — ,Uf(kI:Fl)(ky:{:l))2]
Cette pénalisation consiste a éviter autant que possible des discontinuités trop

importantes. Les coeflicients A et A’ sont du méme ordre de grandeur. Nous les
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prendrons égaux a cause de ’équidistance des centres au centre du pixel courant
et & cause de l'isotropie du matériau. Nous pouvons aussi prendre X = 0 pour
ne considérer que les voisius les plus proches. Nous pouvons bien entendu adapter
lopérateur D au cas 3D, en calculant les différences avec six voxels voisins. C'est
exactement la méme chose que pour le cas 3D que nous avons explicité ci-dessus.

Nous pouvons visualiser ces voisins sur la figure 3.2.

VOISIN e
diagonal

Plus proche ey Point courant

voisin

FIGURE 3.1 — Schématisation des voisins du point courant pour la pénalisation.

La régularisation a un avantage numérique non négligeable qui en facilite la résolution.
Plagons-nous dans le cadre d’un critére quadratique classique, dont la matrice A est
carrée. Nous rappelons qu'il est toujours possible de se ramener a ce cas en remplagant
A par AT A. Supposons que nous souhaitions régulariser le probléeme avec un terme de

pénalisation I} = [. Le probléme devient alors :
A = argmin[1/2||Au — ylI? + Mull?]

L’annulation de ce critére nous fournit la solution. L’annulation du gradient du critere
g'écrit :

AT(Ap—y) +22u=0
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ce qui équivaut & : ATy = (AT A+2\I)u. Ainsi le probléme de matrice A de second terme
y est transformé en un probléme de matrice symétrique et définie positive ATA + 21
et de second terme AT A + 2)\I. Ainsi si la matrice A n’est pas inversible, la matrice du
nouveau systéme 'est. Les valeurs propres de la matrice ATA + 2AI sont les ); + 2,
ol les \; sont les valeurs propres positives ou nulles (puisque A”A est symétrique —
conséquence du théoréme spectral). Or A > 0 donc \; + 2X > 0. ATA 4+ A n’ayant
que des valeurs propres strictement positives, il s’agit d'une matrice définie positive
donc inversible. En effet, aucune considération théorique ne nous permet d’affirmer que
le systeme est inversible. Or les théorémes de convergence cités ci-dessus nécessitent
d’avoir des matrices définies positives et ce terme de pénalisation nous le permet. En
pratique, on remarque que les itérations sont moins nombreuses mais plus lentes.
L’inconvénient de la pénalisation quadratique est quelle tend & trop lisser et rend les
frontieres excessivement floues. Nous pourrions penser a une autre pénalisation, dite 11,

il s’agirait d’'un terme du type :
T(p) = A>_[(Dp)il

Ce terme a 'avantage de donner des frontieres nettes. Mais ce terme n’est pas différentiable

lorsque (Dp); = 0. Or nos algorithmes d’optimisation ont besoin de différentiabilité.
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FIGURE 3.2 — Schématisation des voisins en 3D.
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3.2.3 Pénalisation 1211

I1 existe un compromis permettant d’avoir une pénalisation qui conserve les contours
de I'image-solution et qui soit différentiable et convexe. Il s’agit de la pénalisation 1211.
Nous définissons la fonction :
Us(p) =Y [/ (Dp)? + 6> — 5]
é
) est un parametre a fixer. Lorsque ¢ tend vers 0, ce terme de pénalisation tend vers

un terme de type 11. Voyons le comportement de la fonction lorsque § est important.

W) =530 (22 1

En supposant que § — 00, nous avons par un développement a 'ordre 1 :

W) ~ /205 2Ly

Lorsque ¢ augmente, il s’agit d’une fonction quadratique. Ainsi, il faut choisir ¢ de
telle sorte qu'il ne soit ni trop grand ni trop petit. Comme nous le constatons a la figure
3.3, la pénalisation 1211 est bornée par la pénalisation 11 et par la pénalisation 12.

Nous avons utilisé une pénalisation 1211 dans nos reconstructions.

3.2.4 Autres pénalisations

Rien n’oblige nos fonctions a étres quadratiques ou linéaires. Un exemple de pénalisation
non quadratique est un terme de contrainte de positivité pour empécher la solution

d’avoir des valeurs négatives. Un terme de la forme :
W(u) =AY (log(ps) — log(ui +€))?

Cette fonction ¥ écarte les valeurs négatives tout en étant quasiment neutre sur les
valeurs fortement positives. Ce terme est utile en présence de pixels fortement négatifs.
Une autre fagon de rejeter les solutions avec des pixels négatifs est d’utiliser une

contrainte de borne dans l'algorithme, ce que nous pouvons faire avec certains algo-

rithmes comme le LBFGS-B.
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Differentes penalisation
1 T T T T T T T T

F1GURE 3.3 — Courbes de pénalisation 1211, 11 et 12.

3.2.5 Choix des hyperparametres

Nous avons deux parametres a fixer pour le terme de régularisation que nous utili-

sons : () = A Y[/ (DR)E + 8% — 4.
Nous proposons pour § de prendre ﬁ de la moyenne des valeurs des pixels. Nous

fixons A par essai et erreur.

3.3 Reconstruction par région d’intérét (ROI)

Comme nos travaux s’inscrivent dans un projet plus global dont le but ultime est de
visualiser la lumiere d’artéres comportant des stents métalliques, nous voulons avoir la
résolution la plus fine possible. Afin d’obtenir des résolutions plus fines, nous avons mis en
place une technique de reconstruction par région d’intérét. Il s’agit d’une généralisation

au cas 3D d’un principe mis en ceuvre par Benoit HAMELIN dans Hamelin et al. (2007).



'

100

Le principe de la méthode est de reconstruire sur une grille fine dans la zone qui nous
intéresse particulierement et de reconstruire sur une grille grossiére 1a ot I'information
est peu utile. En effet, dans les problemes de taille réelle, le facteur limitant la résolution
est la mémoire. Pour obtenir une résolution supérieure, il faut augmenter le nombre de
pixels et donc la taille de la matrice de projection. En revanche, si nous augmentons
la résolution dans une région tout en la diminuant autour, nous pouvons maintenir la

quantité de mémoire vive utilisée.

3.3.1 Heuristique

Afin d’expliquer le principe de la ROI, nous nous contentons pour les exemples ex-

plicatifs du cas 2D. Le principe est rigoureusement le méme pour le cas 3D.

Rayon

Un pixel
de la
grille fine

Un pixel ¢
la grille
grossiere

Source S

FIGURE 3.4 — Grille fine et grille grossiére pour la ROL
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Considérons un rayon X émis par la source S, comme nous I’avons illustré sur la figure
3.4. Celui-ci parcourt l'espace discrétisé en deux grilles complémentaires. Une partie du
rayon passe par des pixels de la grille fine et 'autre partie passe par les pixels de la grille
grossiere, comme nous le constatons a la figure 3.4.

Nous nous sommies intéressé au seul cas des pixels carrés (ou parallélipipédiques) dans
le cadre de la ROI 2D (respectivement 3D). Nous utilisons deux grilles de pixels. L'une
est plus fine que l'autre : la fréquence d’échantillonnage sera supérieure a la deuxieme.
En nous plagant dans le cadre d’un rayon infiniment fin, nous rappelons la relation de

Beer-Lambert :

L
—1og<-j—VV—0-> - / u(az(l), y()dl

Or, nous avons deux grilles de pixels avec deux pas de discrétisation différents :

.u’(xay): Z bl(l"“l"ny—yj)‘f' Z 52(37—351»3/—311)

(i,7)eCh (3,7)€C2
C1 (respectivement Cj) est l'ensemble des pixels de la grille fine (respectivement
grossiere).
by et by sont deux fonctions carrés, de largeur de support différents. Nous avons donc :
—log(—]—) = Z wsj + Z Wy (32)
™ e, (i.9)€Cs
Dans le cas du rayon infiniment fin, w;; = [;; qui est la longueur d’intersection entre le
rayon et le pixel (7, j).
Dans le cas de rayon épais nous utilisons une des autres fonctions de contribution

explicitées au chapitre précédent.

3.3.2 Mise en équation de la méthode

A partir de I’équation ci-dessus, nous pouvons déduire une équation matricielle qui
correspond aux diverses mesures tomographiques pour tous les rayons émis et pour toutes

les détections :

p = Agug + Agus (3.3)
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A, (respectivement Ay) est le modele direct qui correspond a la grille grossiére (res-

pectivement fine). p, (respectivement ps) est I'ensemble des coefficients d’atténuation

correspondant & la grille grossiére (respectivement fine).

modele direct est :

Nous nous sommes intéressé a un modele déterministe et monochromatique. Le

|
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FIGURE 3.5 — Principe d’un produit matrice-vecteur (projection) en ROL
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Matrice de
projection
- grossiere

Pixels: -

Grille .

grossiére
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FIGURE 3.6 — Principe d’un produit vecteur-matrice (rétroprojection) en ROL
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3.3.2.1 Minimisation simultanée

Le critere ci-dessus permet de faire de la minimisation simultanée :

Flu) = 1/2||Agpg + Agpie — P> + AgWs, (11g) + Xp s, (pig)

ou
Hg

Hy
Les termes AW, (11g) et AfWs (1) sont des termes de régularisation.

o=

3.3.2.2 ROI et invariances géométriques

Les invariances géométriques sont perdues pour la structure de données correspon-
dant & la grille fine, si axe de rotation du systeéme ne passe pas par le centre de la
région d’intérét. En revanche, la région grossiere est toujours centrée, donc cet opérateur
bénéficie toujours des économies importantes de mémoire proposée, dues aux invariances

géométriques.

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons précisé l'algorithme de minimisation utilisé afin de
reconstruire I'image tomographique recherchée : c’est un algorithme LBFGS de type
quasi-Newton. Nous avons ensuite explicité la régularisation utilisée dans nos expériences
ainsi que les hyperparametres utilisés pour la régularisation. Finalement, nous avons

exposé la méthode de reconstruction par région d’intérét que nous avons mise en ceuvre.
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CHAPITRE 4

RESULTATS ET DISCUSSION

4.1 Introduction

L’objet de ce chapitre est d’exposer les résultats obtenus dans le cadre des travaux de
notre maitrise. Nous voulons en effet tester les innovations mises en ceuvre et vérifier que
le modele direct que nous avons implémenté est suffisamment fidele & la réalité physique

du tomographe. Rappelons les contributions personnelles principales :

1. Mise en ceuvre d’une structure de données efficace représentant le modele

géométrique 3D.

2. Elaboration d’une reconstruction basée sur une méthode algébrique ap-
plicable sur des données 3D réelles en mode hélicoidal multi-barrette

en tenant compte des sources volantes (FFS).
3. Prise en compte de I’épaisseur des rayons X par une méthode innovante.

Dans un premier temps nous effectuerons des reconstructions algébriques a partir de
données simulées exactes obtenues sur des fantémes analytiques dont nous présenterons
les caractéristiques. Ces reconstructions algébriques seront comparées & des reconstruc-
tions analytiques de type Feldkamnp mises en ceuvre par I'équipe du professeur Fess-
ler (2007) de 'Université du Michigan. Ces expériences de comparaison s'effectuent
aussi bien dans le cas d’une trajectoire circulaire cone-beam que dans une trajectoire
hélicoidale. Nous nous efforcerons de montrer d'une part les limites des algorithmes de
Feldkamp et d’autre part les limites de la technique algébrique que nous proposons.

Dans un deuxiéme temps, nous consacrons notre étude aux reconstructions sur des
données réelles. Dans le cadre du projet plus global de I'équipe d"Yves GOUSSARD et en
partenariat avec le LBUM, des fantomes réels ont été spécialement moulés pour simuler
des vaisseaux périphériques avec ou sans stent. Ces fantomes ont ensuite été scannés a

I’'Hopital Notre-Dame dans des scanners multi-barrettes. Nous consacrons exclusivement
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notre étude a des reconstructions sur le scanner 16 barrettes. Nous comparerons nos
images & celles de SIEMENS avec et sans Région d'intérét (ROI).

Finalement, nous présenterons les résultats relatifs & la mise en ceuvre d'un modele
prenant en compte I'épaisseur des rayons X. Effectivement, les faisceaux de photons X
ne sont pas infiniment fins et nous avons proposé une modélisation prenant en compte

I’épaisseur des faisceaux. Nous tenterons d’apprécier cette méthode ainsi que ses limites.

4.2 Reconstructions tomographiques 3D sur des données
simulées pour une trajectoire circulaire

Dans cette section, nous nous plagons dans le cadre multi-barrette avec une source
qui effectue une trajectoire circulaire. Il s’agit du cas cone-beam. Nous rappelons qu’il
y a principalement deux approches : approche analytique (ex. Feldkamp) et approche
algébrique (notre contribution personnelle).

Nous voulons mettre plusieurs éléments en évidence dans cette section :

1. Le modéle direct prend bien en compte la géométrie multi-barrette pour une tra-

jectoire circulaire (cone-beam circulaire).

2. Avec de la régularisation et dans le cadre cone-beam, nos reconstructions algébriques
sont de qualité comparable a la méthode analytique nous servant de benchmark

qui est ici I'algorithme de Feldkamp.

Afin de mettre ces différents éléments en évidence, nous allons présenter plusieurs
expériences que nous détaillerons dans les paragraphes suivants :
— Expérience Cone-beaml. Nous allons faire des reconstructions (analytique et
algébrique) sans que les données soient bruitées.
— Expérience Cone-beam?2. Nous ajoutons du bruit aux données simulées et nous

appliquons différents niveaux de régularisation aux reconstructions algébriques.
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axe z

ajectoire de Ia

plan médian

FIGURE 4.1 — Fantéme numérique utilisé.

4.2.1 Meéthodologie des simulations et des reconstructions

Afin de faire ces expériences, nous avons mis en ceuvre un simulateur calculant les
projections tomographiques d’'un objet simple : une sphére homogene dont le coefficient
d’atténuation est constant. A Uextérieur de la sphere, le coefficient d’atténuation est nul.

Ces données simulées donnaient les mémes résultats que celles du simulateur proposé
par le professeur FESSLER, ce qui exclut tout biais lié & nos données simulées.

Le cadre de ces simulations sont les hypotheses de la loi de Beer-Lambert que nous
avons présentée au paragraphe 1.2.2.

— Le faisceau de photons X est infiniment mince : H;.

— L’émission des photons est déterministe : Hj, ce qui équivaut a considérer

que le nombre de photons est tres élevé.
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— Les photons émis sont monochromatiques : Hj, ils ont la méme énergie.
Pour simuler les données, nous calculons analytiquement le sinogramme rayon par
rayon sans effectuer de discrétisation en pixels ce qui est possible griace a la simplicité
du fantéome. Soit un rayon (SD) donné. Nous connaissons le vecteur directeur de cette
droite @, ainsi que les coordonnées d'un point de cette droite : S. Or, d’apres la loi de
Beer-Lambert, comme la boule est homogene et que Pextérieur de la boule est supposé
non atténuant, nous avons :
I = Iyexp —(l), ou p est le coefficient d’atténuation homogene de la boule. [ est la
distance parcourue par le rayon dans la boule, comme nous pouvons le constater sur la
figure 4.1. Or [ se calcule de maniére exacte :
l = ||§_L_S)' x ]|, ou x désigne le produit vectoriel lorsque # est normé.

Le simulateur fonctionne selon les étapes suivantes :

1. Incrémenter le numéro du rayon, en incrémentant le triplet angle de projection-

détecteur-numéro de barrette (¢, 6, n).

2. Calculer pour ce rayon la position de la source et du détecteur pour en déduire

I’équation paramétrée du rayon.

3. Calculer la distance entre le centre de la boule (fantéme numérique) et le rayon
pour en déduire grace au produit vectoriel cité ci-dessus la longueur parcourue par

le rayon dans la boule.

4. En déduire l'atténuation du rayon grace a la loi de Beer-Lambert et continuer au

point 1.

Ce simulateur se base bien siir sur le méme principe que pour la tomographie
hélicoidale : il suffit de changer la trajectoire du point source S qui n’est plus circu-
laire.

Une fois les données simulées, nous construisons et stockons notre structure de
données représentant le modele géométrique, i.e. la matrice de projection A. Nous ap-
pliquons ensuite nos algorithmes de minimisation avec un critére quasi quadratique de

la forme :

f() = 1/2)| A — plI* + A5 (1)
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TABLEAU 4.1 — Géométrie du fantome 1.
Géométrie du tomographe | Géométrie du fantéme numérique
Ny =16 Boule de centre (64, 64,16)
Nppi = 400 Rayon 16
Ny =150 p=1-pizel™?
dz = 40/128cm
dr =dy =dz
db = 2dz
Rq = 100cm
Ry = 50cm
h=0

Nous utiliserons des termes de pénalisation ¥ de type 1211. Les algorithmes de minimi-

sation employés sont de type 1-bfgs.

4.2.2 Géométrie des simulations

Nous avons effectué nos simulations selon la géométrie suivante synthétisée au tableau
4.1.

Il s’agit d'un tomographe & 16 barrettes dont I'épaisseur est de 6.25mm. Chaque
barrette comporte 150 détecteurs. Nous effectuons 400 incréments angulaires. Le pas est
nul ici, ce qui équivaut a dire que la trajectoire de la source S est circulaire, ce qui est
communément, appelé du cone-beam circulaire. La distance entre le centre de rotation
(2 du systéme et la source est égale au rayon du cercle de centre €2 sur lequel se situent
les projections des détecteurs D; dans le plan médian.

Nous considérons une grille de reconstruction dont I'aréte des cubes est de 3.125mm.
Nous discrétisons la grille en 128 x 128 x 34 voxels cubiques, d’arréte 3.125mm X

3.125mm x 3.125mm.
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4.2.3 Expérience cone-beaml : reconstruction sur des données

non bruitées

Dans un premier temps, nous générons des données simulées sans bruit. Le but est
de comparer nos reconstructions a celles du professeur FESSLER qui utilisent des algo-
rithmes de rétroprojections adaptés au cas cone-beam circulaire. Comme nous pouvons
le remarquer sur la figure 4.2, notre reconstruction a un certain bruit de reconstruction
qui n’apparait pas pour la technique de reconstruction filtrée.

De plus, nous avons voulu voir comment les deux algorithmes gerent l'effet de bord.
Effectivement, le fantéme qui est une spheére a un diameétre plus important que la lon-
gueur totale (selon l'axe z) des détetecteurs. L’image reconstruite en 3D devrait donc
étre une sphere tronquée. Ceci est bien entendu le cas, et nous constatons qu’il y a
moins de bruit de bord sur I'image reconstruite par FBP (4.4) que celle que nous avons
reconstruite avec une méthode algébrique (4.3). L’image reconstruite avec I’algorithme

de Feldkamp est en effet plus lisse et moins bruitée.

Reconstruction analytique Reconstruction algébrique

FIGURE 4.2 — Cone-beam circulaire sans bruit, sans régularisation.

Afin de réduire ce bruit de reconstruction, nous avons ajouté de la régularisation.

Nous avons choisi A = 1 et 4 = 0.01 comme hyperparameétres de régularisation. La
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FIGURE 4.3 - Reconstruction algébrique 3D sans bruit et sans régularisation.

régularisation est de type 1211 et elle a lieu sur les normes des différences entre proches
voisins et sur les normes des pixels. Cette régularisation améliore considérablement la
qualité de I'image comme nous pouvons le constater sur la figure 4.5. L’image est plus
lisse et l'extérieur de la boule est plus homogene et moins bruité. De méme, les effets de
bord sont atténués comme le montre la figure 4.6 qui nous permet de visualiser en 3D
I'image reconstruite.

Enfin, nous avons voulu voir leffet d’'un parametre A trop important. Nous avons
produit une image trop régularisée (4.7). Trop de régularisation, comme nous l'avons
dit au chapitre précédent tend bien a rendre l'image plus homogene car cela revient
a privilégier le modele a priori ajouté ad hoc en négligeant la distance au modele di-
rect physique. Les fluctuations des intensités des pixels sont moins importantes avec de
la régularisation comme nous le constatons sur la figure 4.8 ol nous avons représemnté
les intensités de la coupe centrale. Nous constatons cela aussi sur le tableau 4.2 ou
nous avons calculé 1'écart-type a l'intérieur et a U'extérieur de la boule. Ces écart-types
sont supérieurs pour des reconstructions algébriques n’utilisant pas de régularisation.

Nous constatons cependant que les images reconstructions par ART sont plus bruitées &
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20..

FIGURE 4.4 — Reconstruction FBP 3D sans bruit (algorithme de Feldkamp).

Vintérieur et a 'extérieur de la boule. Nos reconstructions font donc apparaitre un bruit
de reconstruction qui est moins présent pour les reconstructions analytiques.

Cette expérience nous amene a conclure que nos reconstructions algébriques
donnent des résultats comparables aux reconstructions analytiques lorsque

nous régularisons convenablement.
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Reconstruction analytique Reconstruction algébrique

FIGURE 4.5 - Reconstruction algébrique avec régularisation vs. FBP (algorithme de

Feldkamp).

TABLEAU 4.2 — E‘cart—type a lintérieur et a 'exterieur de la boule.

Reconstruction ART sans ART avec
analytique régularisation régularisation
Intérieur de la boule | 3.9376-107° 0.0887 0.0061

Extérieur de la boule | 0.0158 0.0773 0.0758
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FIGURE 4.6 — Reconstruction algébrique 3D sans bruit et avec régularisation.



FIGURE 4.7 — Reconstruction algébrique avec trop de régularisation.
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Reconstruction analytique

4 T T ;\ T
ak i If\
oL A i B
[ /"‘/ |
Al VNS -
O e e O 4
a4l i
-2 1 .. i | |
0 20 40 6O a0 100 120 140
Reconstruction ART
2 T i T - e
i / \’%"w/ \/ h\/”\ FNN e - ~
{ y e B
ol I | I L I i
] 20 40 50 &0 100 120 140
Reconstruction ART avec regularisation
15; T T ‘ ‘ T T
i ‘
|
A M
1 L FA i -
1 - A\
| [ ™ 7
0.5+~ { N Y I -
| \
j
1 T P P A N e — .
o !‘*—s.,.. . o - S S —
-0 5[ I Lo s ! : | 1
o 20 40 60 80 100 120 140

F1GURE 4.8 — Intensités des coupes centrales pour des reconstructions algébriques et

analytiques.



117

TABLEAU 4.3 — Géométrie du fantéome 2.

Géomeétrie du tomographe Géométrie du fantome numérique
N, =16 Boule de centre (64,64,16)

Npni = 400 Rayon 12

Ny =150 p=1-pizel™!

dz = 40/128cm

dr =dy =dz

db = 2dz

Ry = 100cm

R; = 50cm

h = 0 (trajectoire circulaire)

4.2.4 Reconstruction avec du bruit : cone-beam?2

Nous voulons maintenant voir l'effet des reconstructions lorsque nous ajoutons un

bruit additif gaussien. C’est I'expérience cone-beam?2.

4.2.4.1 Modifications des données simulées

Nos données sont simulées de la maniére suivante :
y = exp(—p) + Ab (4.1)

b est une variable aléatoire multi-normale générée par MATLAB. A est le niveau de
bruit additif. Nous avons pris pour A : 1% de la moyenne de exp(—p), soit un bruit
de 20 dB. Le terme exp(—p) est calculé grace au simulateur présenté précédemment. Il
suffit donc d’ajouter le bruit aux données générées a celles du simulateur précédent pour

la géométrie qui nous intéresse.

4.2.4.2 Géométrie des simulations

Nous utilisons quasiment la méme géométrie que précédemment. Cependant, nous
réduisons la taille de la boule pour qu’elle puisse étre entierement reconstruite. Nous

voulons ainsi supprimer tout biais d{i a I'effet de troncature de la spheére.
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4.2.4.3 Résultats et discussion

Si nous n’utilisons pas de régularisation, la rétroprojection filtrée réagit mieux au
bruit, comme nous pouvons le constater sur la figure 4.9. Le contraste de I'image recons-
truite par une méthode analytique est de meilleure qualité que dans notre reconstruction.

Dans un deuxieme temps, nous avons appliqué différents poids de régularisation A a
nos reconstructions. Nous avons représenté les différents résultats sur la figure 4.10. Nous
constatons que pour un poids de régularisation inférieur environ a 1, le bruit diminue au
fur et a mesure que le poids augmente. Cependant, lorsque le poids A est trop important,
la frontiere autour de la boule devient floue. Il y a donc un juste milieu, comme autour de
A = 0.05, qui maintient de bonnes frontiéeres tout en diminuant substantiellement le bruit
au sein de la boule, ce qui fournit une image de qualité comparable & la reconstruction
analytique. Nous constatons cette diminution du bruit en tragant une coupe de la boule
sur la figure 4.11. En présence d’une régularisation adaptée le niveau de bruit est du
méme ordre de grandeur entre la méthode algébrique régularisée et la méthode analytique
comme nous pouvons le constater sur le tableau 4.4.

Numeériquement, la régularisation accélére la convergence. Sur la figure 4.12, nous
pouvons constater que la norme du gradient oscille beaucoup moins lorsque le pas de
régularisation est important. Il s’avere aussi que la norme du gradient se stabilise a
un niveau d’itérations inférieur. Au fur et & mesure que le critére minimisé diminue, le
terme de pénalisation devient de plus en plus influent. Ce terme quasi quadratique (1211)
ressemble & une sorte de cuvette. A partir d’un certain stade, la solution reste coincée

dans cette cuvette locale et le gradient ne se modifie que trés peu.

4.2.5 Conclusions tirées

Le choix du parametre de régularisation est crucial mais son choix est un probleme en
sol. Une fois que des parameétres de régularisation adaptés sont choisis, les reconstructions
algébriques sont de qualité comparable aux techniques analytiques pour les trajectoires

circulaires.
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Effet du bruit en reconstruction algébrique

Reconstruction en FBP

20

40

100

120

FIGURE 4.9 — Reconstruction algébrique 3D avec du bruit et sans régularisation com-

parée a une reconstruction FBP.

Sans regularisation 2=001 A=0.05

FIGURE 4.10 — Réduction du bruit pour différents poids de régularisation.

PN
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Reconstruction analytique
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FIGURE 4.11 — Intensités des coupes centrales pour des reconstructions analytiques et

algébriques (avec et sans régularisation) en présence de bruit.

TABLEAU 4.4 — E,cart—type a lintérieur et a 'extérieur de la boule avec du bruit.

Reconstruction ART sans ART avec

analytique régularisation régularisation
Intérieur de la boule | 0.2321 0.3136 0.2354
Extérieur de la boule | 0.0333 0.1419 0.0837
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FIGURE 4.12 — Différence de comportement de la convergence avec et sans régularisation.
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4.3 Reconstructions tomographiques sur des données
simulées pour une trajectoire hélicoidale

Dans la section précédente, nous nous sommes intéressé a des reconstructions en
mode multi-barrette circulaire (cone-beam circulaire). Ce cas est intéressant pour les
scans axiaux. Cependant, les acquisitions tomographiques en milieu clinique sont telles
que la source suit généralement une trajectoire hélicoidale. I’objet de la section est
de montrer que la méthode algébrique que nous avons développée est adaptée a cette

trajectoire. Dans cette section, nous cherchons & mettre en évidence deux éléments :

1. Le modele direct que nous avons développé prend bien en compte la géométrie
multi-barrette pour une trajectoire hélicoidale, qui est le mode d’acquisition le

plus utilisé en milieu clinique.

2. Notre méthode algébrique a une robustesse vis-a-vis de la géométrie que les méthodes

approximatives analytiques n’ont pas.

4.3.1 Meéthodologie des simulations et géométries utilisées

Le principe du simulateur est toujours le méme, sauf que la source parcourt cette
fois-ci une trajectoire hélicoidale. Nous utilisons toujours un fantome sphérique afin de
calculer I'atténuation exacte des rayons X. Pour cela, nous nous plagons toujours dans
les hypotheses approximatives de la loi de Beer-Lambert présentées au paragraphe 1.2.2,

Nous proposons deux simulations qui se basent sur deux géométries un peu différentes :

1. Hélice A : il s’agit d’une hélice dont le pas est égal & la longueur de toute la
barrette. C’est un pas élevé mais qui correspond aux ordres de grandeurs des

proportions que nous avons dans les cas réels pour le protocole AAA.

2. Hélice B : c’est une hélice dont le pas est 8 fois moins important. Ce cas est
beaucoup plus favorable pour I’algorithme de Feldkamp vu qu'il effectue des inter-

polations.



TABLEAU 4.5 — Géométrie fantome 3.

Géométrie du tomographe

Géométrie du fantdéme numérique

N, =16

Npp; = 400

Ny =150

dz = 40/128cm
dr =dy =dz
db = 2dz

R; = 100cm
Ry = 50cm
h=16-db

Boule de centre (64, 64,16)
Rayon 16

p=1-pizel™!

TABLEAU 4.6 — Géométrie fantoéme 4.

Géométrie du tomographe

Géométrie du fantome numérique

Ny, =16

Nppri = 400

Ny =150

dz = 40/128cm
dr =dy =dz
db = 2dz

Rq = 100cm
Ry = 50cm

h=2-db

Boule de centre (64,64, 16)
Rayon 12

p=1-pizel™!
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4.3.2 Hélice A : un pas important

Dans un premier temps, nous nous intéressons a un pas d’hélice important. Comme
nous le constatons sur la figure 4.13, I'algorithme de Feldkamp donne des reconstructions
de qualité trés dégradée pour des pas d’hélices trop importants. Ceci est dii au caractere
inadapté des interpolations pour des pas trop grands. En revanche, la reconstruction
algébrique fournit une image de bonne qualité. La sphére est reconstruite en entier
avec un faible bruit de reconstruction (4.14). L’algorithme de Feldkamp produit une
reconstruction 3D tres dégradée : 4.15. L’image 3D qu’on observe semble tordue selon

un axe de rotation : c’est un artefact d’interpolation pour des données hélicoidales.

Reconstruction algébnque sans régularisation (hefico A)

Reconstruction FBP avec post-tratement thelico A}

100

120

20 40 60 80 100 120

FIGURE 4.13 — Reconstruction algébrique (gauche) vs reconstruction analytique (droite)

(hélice A).
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N 2. . " "
Reconstruction helicoidale A sans réguiarlsatlon

FIGURE 4.14 - Reconstruction algébrique 3D (hélice A).
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Recanstiuchon FBP (héico A)

FIGURE 4.15 ~ Reconstruction analytique 3D (hélice A).
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4.3.3 Hélice B : un pas d’hélice plus faible

Nous effectuons ensuite des reconstructions sur des hélices de pas plus faibles avec une
sphere plus petite pour qu’elle soit entierement reconstruite. L’algorithme de Feldkamp
donne alors des résultats de qualité légérement supérieure a ceux des reconstructions
algébriques, comme nous pouvons le constater sur la figure 4.16. Cette reconstruction
est améliorée puisque le pas de I'hélice est moins long : I'échantillonnage selon 'axe z est
donc plus dense. Les interpolations effectuées sont donc plus appropriées a de petits pas.
La figure 4.17 nous permet de constater que 'image reconstruite est de meilleure qualité

que le cas du cone-beam circulaire (puisque toute la sphere est incluse dans 1'hélice).

sans i {héico BY

FBP ave post-trai {nélico B}
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FIGURE 4.16 — Reconstruction hélicoidale B.



FIGURE 4.17 — Reconstruction algébrique 3D sans bruit et avec régularisation.
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TABLEAU 4.7 — Comparaison analytique/algébrique.

Méthode analytique Méthode algébrique
Temps de calcul 1 min 30 min
Robustesse par rapport & la géométrie | — ++
Gestion du bruit + ++

4.3.4 Conclusions

Nous avons vu que les reconstructions algébriques permettent de bien tenir compte de
la géométrie hélicoidale. Ceci est moins le cas pour les techniques analytiques qui utilisent
des interpolations qui ne sont plus valides lorsque le pas de 'hélice est trop important.
Notre technique algébrique permet d’obtenir des images moins bruitées lorsque nous
utilisons une régularisation adaptée.

Cependant notre technique a un défaut de taille : elle est beaucoup plus lente, car
plusieurs itérations sont nécessaires pour minimiser le critére. Nous avons résumé ces

conclusions au tableau 4.7.

4.4 Traitement de données réelles

L’objet de cette section est de valider notre méthode sur des données réelles. Nous
voulons vérifier que notre modele direct est suffisamment réaliste.

Nous voulons mettre en évidence plusieurs éléments :

1. Notre modele direct est adapté aux scanners hélicoidaux multi-barrettes utilisés

en milieu clinique.

2. Nos reconstructions peuvent prendre en compte les sources volantes angulaire et

axial.
3. La ROI permet d’améliorer la résolution des images.

Dans un premier temps, nous présenterons le cadre de nos expériences. Dans un

deuxieme temps, nous présenterons les reconstructions tomographiques effectuées sans
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reconstruction par région d’intérét (ROI). Troisiemement, nous présenterons nos recons-

tructions faites avec ROL

4.4.1 Fantome et cadre des expériences

Ces données sont de tailles plus conséquentes et ont été acquises grace a des scanners
de I’'Hopital Notre-Dame &4 Montréal. Elles ont été acquises a partir d’'un fantéme réel
produit sur mesure en collaboration avec le LBUM pour mettre en évidence les artefacts
métalliques. Nous rappelons que nos travaux s’inscrivent dans un projet plus large ayant
comme objectif la réduction d’artefacts métalliques au niveau de stents. Ainsi, le fantome
utilisé modélise un vaisseau avec son milieu environnant. Des stents ont été introduits
autour du vaisseau a certaines cotes. De plus, des billes de verre et d’acier ont été
introduites pour mettre en évidence la réduction d’artefacts métalliques et pour vérifier
la reconstruction d’objets de petite taille. Les vaisseaux sont représentés par des cylindres
dont I'axe coincide avec 'axe de rotation du scanner.

Les données utilisées sont issues du scanner SOMATON SENSATION 16 barrettes.
Pour valider notre méthode nous avons utilisé deux protocoles d’acquisition dont les
détails se trouvent en annexe du mémoire.

Le premier est un protocole ’"AAA’ ayant du FFS en z (cf chapitre 3) et 'autre est un
protocole ‘Inner Ear’ comportant du FFS angulaire et axial. Les détails de ces protocoles
se trouvent en annexe. Dans cette section nous ferons des reconstructions sur les données

des deux protocoles. Nous avons résumé ces protocoles au tableau 4.8.

4.4.2 Reconstruction de données réelles sans ROI

Afin de vérifier que le modele direct est adapté a la géométrie hélicoidale, nous faisons
tout d’abord des reconstructions sans région d’intérét. Nous effectuons deux expériences
pour cela :

— Expériencel : en prenant en compte le FFS, protocole AAA : grille de 256 par 256

par 34 sur une zone de 50 cm sur 50 cm sur 2.55 cm.
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TABLEAU 4.8 — Comparaison AAA /InnerEar.

Protocole AAA Protocole InnerEar
Ny =16 Ny =16

Nphi = 580 Nppi = 580

Ny =672 Ny =672

h =13.2mm h = 6.6mm

FFS angulaire : non | FFS angulaire : oui
FFS axial : oui FFS axial : oui

— Expérience2 : en prenant en compte le FFS, protocole InnerEar : grille de 128 par
128 par 34 sur une zone de 50 cm sur 50 cm sur 2.55 cn.

Pour le protocole InnerEar, il y a deux fois plus de projections que pour le protocole
AAA : C’est pour cela que nous devons faire des reconstructions de taille plus petite pour
ce protocole. En effet nous sommes limité par la mémoire nous permettant de stocker les
matrices de projection A. Pour avoir des résolutions supérieures permettant de comparer
nos images avec celles de SIEMENS, nous serons obligés d’utiliser de la ROL

Sur les figures 4.18 (protocole AAA) et 4.19 (protocole InnerEar), nous pouvons
visualiser diverses couches du fantéme. Ces couches sont perpendiculaires & I'axe (Oz)

de rotation. Ce sont des couches transverses.

4.4.2.1 Effets de bord

Nos reconstructions ne prennent en compte qu'un seul tour d’hélice. Or les données
sont basées sur un certain nombre de tours d’hélice. 11 y a donc des effets de bord
que nous pouvons remarquer a la couche 5 pour la figure 4.18 et aux couches 6 et 18

(légerement) pour la figure 4.19.

4.4.2.2 Des couches centrales bien reconstruites

Meéme si la résolution n’est pas comparable a celle du constructeur, dans les tranches

centrales : 12,13 et 17 pour le protocole AAA (4.18) ou 9 et 12 pour le protocole InnerEar
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(4.19), nous reconnaissons bien le fantome dont les spécifications sont en annexe. Ceci
nous indique que le modeéle géométrique est adapté a la géométrie du scanner utilisé en
milieu clinique, ce qui était un de nos objectifs. Effectivement, nous pouvons reconnaitre
les billes de verre (couches 12 et 13 de la figure 4.18) et méme des bulles d’air que nous
avions observées lors de l'acquisition sur la figure 4.18.

De plus, méme si la résolution de la figure 4.19 est médiocre, nous reconnaissons les
principales caractéristiques du fantome ainsi que certains détails comme des billes de
métal aux couches 12 et 18 de la figure 4.19. Cependant, pour obtenir des résolutions
semblables & celles de SIEMENS nous sommes obligés d’utiliser de la ROI, ce que nous

exposons au paragraphe suivant.
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Couche 5 Couche 12

Couche 13 Couche 17

FIGURE 4.18 - Différentes couches reconstruites pour le protocole AAA (zone de 25 cm).
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Couche 6 Couche 9

Couche 12 Couche 18

FIGURE 4.19 — Différentes couches reconstruites pour le protocole InnerEar (zone de 25

cm).
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4.4.3 Reconstruction de données réelles avec ROI

Dans ce paragraphe, nous effectuons des reconstructions avec ROI sur deux protocoles
différents. La ROI nous permet d’augmenter la résolution en reconstruisant une zone
d’intérét sur une grille plus fine, puisque les limites de mémoire nous empéchent d’obtenir
ces résolutions pour des reconstructions a grilles homogenes qui se fait sur une plus

grande zone.

4.4.3.1 Protocole AAA avec FFS axial

— ROI1 : 300 sur 300 pour une zone imagée de 25 cm. La grille grossiére est de taille
64 sur 64 pour une zone de 50 cm.

— ROI2 : 80 sur 80 pour une zone imagée de 8.6 cm. De méme que pour ROII la
grille grossiere est de taille 64 sur 64.

Pour ROI1, nous observons trois choses :

— Sur la figure 4.22, nous comparons une coupe obtenue par SIEMENS & une recons-
truction que nous avons effectuée. Nous observons que la reconstruction algébrique
est beaucoup plus floue et contient moins de contraste. Cette reconstruction est
obtenue sans prendre en compte le FFS.

— La prise en compte du FFS rend 'image plus nette. Sur la figure 4.23, nous propo-
sons une reconstruction qui tient compte du FFS et nous la comparons a la coupe
transverse correspondante de SIEMENS. En comparaison avec notre reconstruc-
tion obtenue sur la figure sans FFS, le contraste est amélioré et les frontieres sont
plus nettes. En effet, lorsque nous ne tenons pas compte du FFS, il y a une légére
perturbation du modele direct qui détériore I'image en la rendant plus floue.

— Des artefacts qui ressemblent a un effet d’angle partiel apparaissent. En présence
de billes atténuantes, nous observons sur la figure 4.24 une petite zone floue autour
de ces billes. Nous avons tracé en figure 4.21 les contributions pour chaque couple
angle de projection/détecteur du voxel correspondant & une des billes atténuantes.
Nous avons sommé les contributions de toutes les barrettes pour voir si tous les

cones émis par la source englobent le voxel qui nous intéresse. Ce n’est pas le cas :
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certains angles de projection (abscisse de la figure 4.21) n’ont pas de contribu-
tions. Nous pouvons vérifier cela théoriquement & 'aide de la figure 4.20. Le voxel
qui nous intéresse est approximativement équidistant de la source et du plan de
détecteurs. Ceci implique que le cone émis par la source traverse une zone d’en-
viron 6mm. Or la source parcourt 13.2mm daus le sens de I'axe z. Donc pour
certains angles de projection, le voxel qui nous intéresse n’est pas traversé par le
cone. Les images SIEMENS sont dénuées de ces artefacts. SIEMENS effectue un
post-traitement de ses données pour atténuer ces artefacts, mais nous ne connais-
sons pas en détail leurs processus de traitement d’images. Ceci est une limite de
notre méthode.

Pour ROI2, nous tenons compte du FFS axial pour ce protocole AAA. La région
d’intérét a une grille bien plus fine que la grille grossiére qui constitue le fond comme
nous pouvons le constater sur la figure 4.25. Nous constatons sur les figures 4.25 et
4.26 que le contraste a l'intérieur des fantémes est supérieur a celui de SIEMENS sur
la grille fine. Cependant, nous observons un bruit de reconstruction que nous n’avions
pas pour des grilles moins fines. Ce bruit pourrait étre diminué avec de la régularisation
comme nous l'avons vu au paragraphe 4.2.3. De méme que pour ROI1, nous obtenons

des artefacts d’angles partiels.
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F1GURE 4.20 — Parcours de la source.
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Sinogramme pour un voxel
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FIGURE 4.21 — Contributions d’un voxel sur le systeme de détecteurs.

SIEMENS Reconstruction algébrique

1400 1800

FIGURE 4.22 — A gauche : reconstruction Siemens. A droite : Reconstruction sans FFS

. avec une grande ROI (zone de 25 cm).
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SIEMENS Reconstruction algébrique

200 400 600 00 1000 1200 1400 1600 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600

FIGURE 4.23 - A gauche : reconstruction Siemens. A droite : Reconstruction en prenant

en compte le FFS avec une grande ROI (zone de 25 cm) sans bille atténuante.

SIEMENS Reconstruction algébrigue
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FIGURE 4.24 — A gauche : reconstruction Siemens. A droite : Reconstruction en prenant

en compte le FES avec une grande ROI (zone de 25 cm) avec des billes atténuantes.
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Reéconstruction ART3D avec FFS

FIGURE 4.25 - A gauche : reconstruction Siemens. A droite : Reconstruction en prenant

en compte le FES avec une petite ROI (zone de 8.6 cm) avec billes atténuantes.
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Reconstruction ART3D avec FFS

FIGURE 4.26 - A gauche : reconstruction Siemens. A droite : Reconstruction en prenant

en compte le FFS avec une petite ROI (zone de 8.6 cm) sans bille atténuante.
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4.4.3.2 Protocole InnerEar avec FFS angulaire et axial

Pour ce protocole, nous nous intéressons & une reconstruction par ROI sur une zone
de taille équivalente a celle de SIEMENS sur une grille moins fine puisque les données
de ce protocole sont plus volumineuses et que nous sommes limités par la taille de la
mémoire. Dans une premiére expérience, nous considérons une grille de discrétisation de
taille 128 sur 128 sur 26 pour une zone imagée de 25 cm sur 25 cm sur 1.95 ¢cm. Dans
une deuxiéme expérience, nous considérons une grille de 210 sur 210 sur 20 pour une
zone imagée plus petite de 18.75 cm sur 18.75 cm sur 2 cm.

Nous rappelons que ce protocole comporte aussi bien du FFS en z qu'en a contrai-
rement au protocole précédent.

Sur la figure 4.27 nous pouvons remarquer que la reconstruction obtenue sans tenir
compte des sources volantes (image du haut) est un peu plus bruitée que celle obtenue
en tenant compte de ces aspects du modele physique (image du bas). Mais les deux
reconstructions sont quasiment identiques. Ceci nous montre que le probleéme direct
est mieux pris en compte vu que les artefacts de reconstruction sont un peu moins
visibles. Pour la reconstruction de la figure 4.28 nous constatons que ’absence d’artefacts
d’angles partiels a disparu puisque le pas de ’hélice est deux fois plus petit. Ceci confirme
I'explication des artefacts remarqués sur la figure 4.24 qui n’apparaissent que pour des
pas trop importants. En effet, pour cette reconstruction, le pas n’est seulement de 6.6mm

et tous les voxels sont traversés par tous les cones émis.
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Reconstruction ART sans FFS

Reconstruction ART avec FFS

FIGURE 4.27 — Reconstructions avec et sans FFS (angulaire + axiale).
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SIEMENS Reconstruction aigébrique
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FIGURE 4.28 — Reconstruction InnerEAR avec une résolution infra-millimétrique.
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4.4.4 Conclusions sur le traitement de données réelles

La limite principale de notre méthode de reconstruction algébrique est qu’elle est
beaucoup plus lente. C’est dil au caractere itératif de la méthode. Elle utilise énormément,
de mémoire : jusqu'a 7 Go pour des reconstructions de taille 300 par 300 par 34 voxels
pour le protocole AAA. La deuxiéme limite de la méthode est le probleme d’artefacts
d’angles partiels que nous avons décrit au paragraphe 4.4.3.1. Pour un pas important
comme celui du protocole AAA et en présence d’objets de faible dimension selon I'axe z
(comme les petites billes), nous voyons apparaitre des artefacts d’angles partiels. Cette
dégradation n’est pas problématique dans le cadre de suivi de stents puisque ces objets
sont quasi cylindriques. Ce sont les limites principales de la méthode et cela explique
I'absence de techniques algébriques dans la littérature sur des données réelles.

Malgré cet avantage de taille, a résolution équivalente, les images reconstruites sont
de qualité semblable. Par ailleurs, la technique est treés adaptée pour faire de la recons-
truction par région d’intérét tandis que les techniques analytiques s’y prétent moins
naturellement. De plus, notre modele servirait aussi dans un modeéle polychromatique,
ce qui permettrait de réduire les artefacts métalliques. 11 suffirait pour cela d’adapter le

critére a ceux vus au paragraphe 1.4.3.3.

4.5 Prise en compte de I’épaisseur du faisceau

Dans cette section, nous souhaitons vérifier 'efficacité de notre méthode de réduction
d’artefacts dus a 'épaisseur de faisceaux. Pour ce faire, nous avons élaboré un modeéle di-
rect qui calcule pour chaque détecteur la contribution du faisceau émis. Nous présenterons
les caractéristiques de ce simulateur. Ensuite, nous exposerons les résultats obtenus avec
nos reconstructions en vérifiant si la technique innovante (cf. paragraphe 2.3) proposée

permet de réduire la détérioration de I'image due a I’épaisseur du faisceau.
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TABLEAU 4.9 — Comparaison scanner/méthode algébrique.

Reconstruction Méthode algébrique

scanner industriel

Qualité des images ++ ++
Résolution maximale 0.5 mm 0.8 mm
pour une zone de 25 cm
Temps de calcul 1 min entre 2h et 5h
Robustesse par ++ +

rapport a la géométrie

Gestion du bruit ++ ++

4.5.1 Meéthodologie des simulations

Nous utilisons un fantéme numérique sphérique comme pour les deux premieres sec-
tions de ce chapitre. Nous nous plagons dans le cadre de deux hypothéses, comme & la
section 2.3 :

— L’émission des photons est déterministe : Ha, ce qui équivaut & considérer

que le nombre de photons est tres élevé.

— Les photons émis sont monochromatiques : Hj, ils ont la méme énergie.
Pour simuler I’épaisseur des rayons, nous émettons plusieurs rayons minces pour un
meéme triplet angle de projection-détecteur-barrette (¢, 8,n). Ces rayons sont paralléles
entre eux et forment un cylindre dont le centre est le point source idéal. Le faisceau épais
est donc composé de plusieurs rayons minces. Le modele direct pour un faisceau émis

est donc le suivant :
I 1 &
— = . —1
F -5 D eal-la)
Les indices k& correspondent aux divers rayons du faisceau. Le faisceau est constitué de

K rayons équirépartis dans un cylindre. Nous prenons K = 50. Les I, se calculent de

maniére exacte comme au paragraphe 4.2.1.



TABLEAU 4.10 — Fantome pour rayon épais.

Géométrie du tomographe

Géométrie du fantome numérique

Ny, =16

Npri = 400

Ny =150

dz = 40/128cm
dr =dy =dz
db = 2dz

R; = 100cm
R¢ = 50cm
h=0

Boule de centre (64,64, 16)
Rayon 12
w=1-pizel™!
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4.5.2 Observation des artefacts dus a I’épaisseur du faisceau

Dans ce paragraphe, nous voulons observer des artefacts dus a I'épaisseur de fais-

ceau. Nous générons des données qui tiennent compte de ’épaisseur du faisceau et nous

reconstruisons les images tomographiques sans en prendre compte. Afin de visualiser le

plus nettement les artefacts, nous faisons figurer la différence entre une telle reconstruc-

tion et une reconstruction qui s’applique a des données de rayons infiniment fins. Nous

visualisons cette différence sur la figure 4.29.

Nous remarquons que la spheére reconstruite a un flou autour des ses frontieres. Ceci

correspond a l'effet attendu : comme le faisceau est plus épais, plus de pixels contribuent

a l'atténuation d’un rayon. L’image est aussi plus bruitée que celle obtenue sur des rayons

infiniment fins, ce qui est dii & un phénomene de propagation de l'erreur dans tous les

points de la solution, puisque le modéle de reconstruction est moins adapté.
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Différence entre une reconstruction sur données avec/sans rayon épais

FIGURE 4.29 — Artefacts d’épaisseur de rayon (2 pixels de largeur) : différence entre la

reconstruction et le fantéme numérique.
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4.5.3 Reconstructions en prenant en compte ’épaisseur des

rayons

Nous voulons vérifier si 'approche proposée réduit les artefacts observés a la figure
4.29. Afin de vérifier cela, nous effectuons 2 expériences, dans le cadre cone-beam avec

le méme fantdéme numérique que précédemment :

1. Expérience 1 : Nous simulons des projections avec un rayon épais de diametre
de 2 pixel. A partir de ces simulations, nous effectuons plusieurs reconstructions
basées sur nos trois modeles directs : Thin(rayon infiniment mince), Sphere (voxels

sphériques) et Affine (fonction de contribution affine des pixels).

2. Expérience 2 : Nous simulons des projections avec un rayon épais de diameétre

de 0.5 pixel.

Les résultats de la premiére reconstruction (Expérience 1) s’observent sur la figure
4.30. Nous voyons qu’avec un faisceau qui a une épaisseur importante de deux pixels,
les artefacts ne se voient pas vraiment réduits. En bas de la figure 4.30 (ansi que pour
la figure 4.31) nous avons introduit la différence entre la reconstruction et le fantéme
numérique. Les différences maximales en intensités pour les méthodes Sphere et Affine
sont du méme ordre de grandeur de celles de Thin. Nous remarquons aussi que ces images
reconstruites sont plus lisses et moins bruitées, ce qui est un effet comparable a de la
régularisation. Ce lissage peut s’expliquer par le fait que les fonctions de contributions
de pixels proposées sont plus lisses que celle utilisée pour les pixels carrés.

Pour des faisceaux assez fins, les reconstructions sont de qualité équivalente comme
nous pouvons le constater sur la figure 4.31. La détérioration des images est minime
puisque la perturbation des données est tres faible.

Ainsi, pour des épaisseurs de faisceau qui ne sont pas trop importantes notre méthode
n’améliore pas vraiment la qualité des images. Cependant, pour des épaisseurs de faisceau
plus grandes les images sont de qualité comparable. Le bilan de cette méthode est done
mitigé. Il semble donc qu’il soit difficile de réduire les artefacts d’épaisseur de faisceau

avec une modélisation géométrique linéaire.
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Reconstruction avec Thin Reconstruction avec Sphers Reconstruction avec Affine

Anefacts avec Thin Antefacts avec Sphere Artefacts avec Affine

FIGURE 4.30 — Correction des artefacts dus a I'épaisseur du faisceau (2 pixels de largeur).

En haut : les reconstructions. En bas : les différences avec le fantéme numérique.
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Reconstruction avec Thin Artefacts avec Sphere Reconstruction avec Affine

Artefacts avec Thin Anrtefacts avec Sphere

e

FIGURE 4.31 — Correction des artefacts dus a I'épaisseur du faisceau (0.5 pixel de lar-

geur). En haut : les reconstructions. En bas : les différences avec le fantéme numérique.
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4.6 Conclusions

Les résultats de cette partie nous montrent que nous avons réussi a développer une
technique de reconstruction algébrique qui s’applique a la tomographie a rayons X dans
le cadre 3D hélicoidal. La méthode que nous avons développée est plus robuste que les
algorithmes de Feldkamp.

De plus, nous avons été capable d’utiliser cette méthode sur des données réelles
obtenues a partir d’acquisitions effectuées & I’'Hopital Notre-Dame de Montréal. Nos
méthodes prennent en compte les dernieres sophistications technologiques que sont les
sources volantes qui s’ajoutent a la complexité de la géométrie tri-dimensionnelle du
probléme. Grace a la ROI, nous avons obtenu des résultats de résolution équivalente
que celles obtenues par STEMENS. Mais notre technique nous donne plus de flexibilité
puisque nous pouvons l'intégrer a un cadre polychromatique. Cependant, pour des objets
étendus selon 'axe du tomographe, des artefacts d’angles partiels apparaissent pour des
pas d’hélices importants.

En outre, la méthode proposée pour traiter les rayons épais semble lisser 'image
reconstruite sans pour autant faire disparaitre les artefacts dus a I'épaisseur de rayon.
Pour les applications nécessaires en tomographie a rayons X cette amélioration ne semble

pas suffisamment substantielle pour étre systématiquement prise en compte.
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CHAPITRE 5

CONCLUSION

Dans le cadre de notre projet de maitrise, nous nous étions fixé plusieurs objectifs :

—

. Développer une méthode algébrique adaptée a la tomographie 3D.

2. Améliorer la modélisation physique du probléme direct.

3. Créer un modele géométrique flexible et efficace.

4. Reconstruire des images tomographiques 3D a partir de données réelles.

Tout d’abord, tentons de voir dans quelle mesure les objectifs ont été atteints. Puis,
tentons de voir quels sont les aspects qui n'ont pas été totalement satisfaits. Ensuite,
nous verrons quelles sont les perspectives de ce projet puisque d’autres y ont travaillé

dans le passé et y travailleront probablement pendant quelques temps.

5.1 Objectifs atteints

L’objectif principal du projet de maltrise était de développer une méthode algébrique
adaptée au cas 3D. Notre méthode algébrique traite des données émises par un scan-
ner comportant plusieurs barrettes de détecteurs et dont la source suit une trajectoire
hélicoidale. De plus, notre méthode permet de prendre en compte les sources ” volantes”
aussi bien en mode axial ("FFS” en z) qu’en mode angulaire ("FFS” en a). Cet objectif
a donc été atteint, puisque les reconstruction opérées sur des fantomes numériques sont
d’une bonne qualité. Le caractere hélicoidal est bien pris en compte puisque lorsque le
pas de I'hélice est important nos reconstructions sont de qualité comparable au cas axial.
Ceci n’est pas le cas pour des reconstructions utilisant 1’algorithme de Feldkamp dont la
qualité se dégrade lorsque le pas de I’hélice est trop important. ‘

Le modele géométrique (ou "matrice de projection”) développé est flexible et peut

s’appliquer a des cadres physiques différents. En effet le modele proposé peut étre utilisé
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dans un cadre monochromatique ou polychromatique. Ceci est en adéquation avec nos
objectifs.

Dans nos travaux de maitrise, nous nous sommes intéressé au cadre monochromatique
et nous avons constaté qu’en utilisant de la ROI (reconstruction par région d’intérét)
nos images étaient de qualité comparable & celles obtenues par SIEMENS pour des
zones ol il n’y pas de billes (métalliques ou en verre). Pour des reconstructions sur des
données simulées, les reconstructions sont vraiment meilleures lorsque le pas de I'hélice

est important.

5.2 Objectifs non atteints

SIEMENS effectue pour le protocole d’acquisition qui nous intéresse des reconstruc-
tions sur des zones de 25 cm avec une grille de pixels de 512 x 512. A cause de notre
limitation en mémoire nos reconstructions maximales pour la méme zone étaient de taille
300 x 300. Il est évident qu'une telle différence de résolution nous empéche de compa-
rer ce qui est comparable. Cependant, nous avons pu comparer des régions d’intérét de
résolution comparable. Néanmoins la ROI induit forcément des détériorations d’images
qui sont absentes d’une reconstruction ”compléte”, nous empéchant encore de comparer
ce qui est comparable. Nous nous sommes contenté d’utiliser 'heuristique, tandis que
Benoit HAMELIN, étudiant au doctorat, a étudié de fagon plus détaillée la technique
de ROL

D’autre part, nous avions développé une méthodologie qui avait pour objectif de
réduire des artefacts dus & l'épaisseur des faisceaux de rayons X. Nous avons tenté
d’atteindre cet objectif en maintenant la linéarité du modele d’émission des données, en
modifiant Uopérateur géométrique de projection A. Mais les reconstructions obtenues
donnent un résultat mitigé. Lorsque le faisceau a une épaisseur tres importante, les
images reconstruites sont de qualité comparable a celles qu’on obtient sans prendre
en compte 'épaisseur. Ceci est normal puisqu’il s’agit d’une méthode développée pour
des rayons dont 1'épaisseur ne serait pas trop grande. Dans le cas ou 1’épaisseur est

moins importante, les résultats obtenus ne sont guere meilleurs. Ainsi, les avantages de
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cette méthode ne sont pas suffisamment significatifs pour justifier I'utilisation de cette

méthodologie.

5.3 Perspectives du projet

Ce projet avait pour but d’élaborer une méthode algébrique qui permettra de faire
des reconstructions qui utilisent un modele polychromatique. Plusieurs perspectives du

projet peuvent étre envisagées :

1. Accélérer ’obtention des reconstructions. Des reconstructions dont la résolution
est comparable & celle de SIEMENS ne s’obtiennent en 3D qu’en cing heures de
temps ou plus. Ces temps de calcul peuvent étre raccourcis en faisant de la pa-
rallélisation des algorithmes ou en attendant que des ordinateurs plus rapides

accedent au marché.

2. Gérer des zones de reconstructions avec une taille de 512 x 512. Ceci peut
se faire par de la parallélisation ou avec des ordinateurs ayant plus de mémoire
vive en passant a des ordinateurs ayant 16 Go de mémoire vive qui existent déja

sur le marché.

3. Reconstruire des données réelles sous I’hypothése polychromatique. Pour
cela il suffit d’utiliser les différentes parties du projet du Laboratoire d’Imagerie
par Optimisation Numérique. Comme nous ’avons dit, notre modele géométrique
(ou matrice de projection) peut aussi s’utiliser dans un cadre polychromatique. Il
suffit de minimiser le critére polychromatique au lieu du critére monochromatique,
ce que nous n'avons pas fait puisque notre objectif était de valider le modele

géométrique 3D.
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ANNEXE I

PROTOCOLE DU SCAN

Nom du protocole : AAA CT16

Nombre de barrettes : 16

Taille des couches : [750 750 750 750]
Nombre de FFS : 1

TramesParRotation : 1160

Nombre de détecteurs : 672

Pas de I'hélice : 13.200 mm

Nom du protocole : "HND RENALES”’
StudyDescription : ”” VascularHND RENALES (Adult)”’
Readings : ’32132’

SlicePhysical : ’0.7%

SpiralRotTime : ’0.500 s’

Direction du scan : "MlCraniocaudal’
BodyPartExamined : » ABDOMEN"’
FoVHorLength : '144 mm’

Noyau de convolution : ””B20f smooth”’
OrganFoV : ’380°

SpiralReconlncr : ’0.700°

1

9
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ANNEXE II

FANTOME UTILISE

Un fantoéme physique a été concu par des chercheurs du ” Laboratory of Biorheology
and Medical Ultrasonics” (L.B.U.M.) dirigé par Guy CLOUTIER. Cette annexe présente
ce fantome qui a été scanné par tomographie a rayons X (SOMATON de SIEMENS), a
I’hopital Notre-Dame.

Ce fantome est sensé reproduire deux vaisseaux périphérique face a face avec des

stents qui sont placés & certains endroits.
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GRAND AXE’ PETIT AXE
A 5.20 5.00
B 2.56 . 246
C 5.60 506
D 5.76 5.00
E 5.88 5.00
F 3.50 270
G 5.80 5.00

FIGURE I1.3 - Position des stents



