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RESUME

Nous nous intéressons dans ce mémoire au placement média et au probléme de

tarification qui y est rattaché.

Chaque année, aprés avoir annoncé sa grille de diffusion pour la saison a venir,
une compagnie télévisuelle recoit des demandes de la part de différentes entreprises
ou agences de publicités désirant diffuser leurs publicités sur une certaine partie
de son espace publicitaire. L’achat et la vente des spots publicitaires durant la
période qui suit 'annonce des programmes constitue I'up-market. A ’opposé, quand
ce commerce a lieu peu de temps avant la diffusion des programmes au cours desquels
vont étre diffusés les spots négociés, on parle de scatter market. La chaine télévisuelle
doit ainsi établir le prix de chaque spot, probléme de tarification, sélectionner les
demandes qu’elle va satisfaire et décider de la répartition des ventes entre 'up-

market et le scatter market, probléme de placement.

Le prix d’un spot publicitaire pendant un programme sur une chaine peut varier
d’un client & un autre en raison de différents facteurs : la fidelité du client si ¢’est un
client de longue date, le nombre de spots qu’il achéte, combien de temps & I'avance
lachéte-t-il, etc. Chaque spot publicitaire se distingue par son audience, intéressant
différemment chaque client. De son coté, une chaine doit arbitrer entre les différentes
demandes de spots : pour une tranche donnée, celles-ci peuvent dépasser le nombre
de spots disponibles, des entreprises vendant des produits concurrents peuvent étre
intéressées par les mémes spots publicitaires, etc. Enfin, les compagnies télévisuelles

ont un inventaire limité de spots publicitaires.

Comment la chaine télévisuelle doit-elle donc fixer le prix de ses spots et allouer
son espace publicitaire de fagon & maximiser son revenu ? Pour aborder ce probléme,

nous développons un modéle a ’aide de la programmation biniveau. Cette approche
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permet de prendre en compte les interactions entre la chaine et ses clients via les
prix des spots et leur disponibilité. La notion d’ensemble minimal est introduite pour
comprendre les propriétés de 'ensemble réalisable. A ’'aide de celle-ci, nous conce-
vons un algorithme basé sur la génération de coupes pour résoudre ce programime
biniveau. Les résultats numériques sont satisfaisants pour de petites instances, mais

incitent & plus de développements pour de plus grandes instances.

Mots-clefs : Publicité, chaine de télévision, gestion du revenu, programmation

biniveau, sac-a-dos, plans coupants.
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ABSTRACT

We are interested in this thesis in media broadcasting and in the pricing issue

related to it.

Each year, after a television channel announces its show schedule for the upco-
ming season, it faces requests from different companies or advertising agencies which
want to have a certain amount of their advertisements broadcast on the channel’s ad-
vertising time. Buying and selling advertising spots during the period which follows
the schedule announcement composes the up-market. On the other hand, when the
transaction occurs just before the broadcasting of the shows during which the nego-
ciated spots are going to be broadcast, we refer to the scatter market. The television
network thus faces two issues. Pricing : how to price each spot. Media broadcasting :
how to select requests it will satisfy and how to partition sales between up-market

and scatter market.

For a given client, a spot price during a show on a network can be different
regarding to several factors : the client’s fidelity, the amount of spots it wishes to
buy, how early it offers to buy them, etc. Each spot is differenciated by its audience
which differently interests each client. A channel has to arbitrate between different
spot requests : they can outnumber the amount of spots available on a given slot,
competing companies can be interested in the same spots, etc. At last, television

channels have a limited inventory of spots.

How should a television channel price its spots and allocate its advertising space
in order to maximise its income ? To tackle this problem, we develop a model based
on bilevel programming. This way, we consider the interactions between a television
channel and its customers through the price and the availability of the spots. We

introduce the notion of minimal set to understand the properties of the feasible set.
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We exploit this notion to design an algorithm based on cuts generation able to solve
this bilevel problem. Numerical results are satisfying with small size problems but

invite us to further developments in order to tackle larger ones.

Keywords : Advertising, revenue management, bilevel programming, knapsack,

branch-and-cut.
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INTRODUCTION

Gréace a la publicité télévisuelle, une chaine de télévision peut générer d’impor-
tants revenus. Par exemple, en 2007, & 'occasion du Super Bowl, la chaine américaine
CBS qui diffusait I'événement a vendu une soixantaine de spots publicitaires de 30
secondes pour des prix allant jusqu’a $2.6 millions de dollars le spot. L’événement

a été entiérement suivi par plus de 93 millions de téléspectateurs.

Dans le cadre de ce mémoire, nous cherchons a déterminer comment fixer les
prix de ces spots de fagon optimale, & savoir maximiser le revenu de la chaine. En
effet, les compagnies média, comme les chaines télévisuelles ou les réseaux céblés,
mais aussi les stations radios ont la capacité de fournir de larges audiences aux
publicitaires. La vente de son espace publicitaire constitue la principale source de
revenu pour une chaine télévisuelle. En conséquence, chacune de ces chaines, chaque
année, négocie la vente de son espace publicitaire. Par exemple, aux Etats-Unis, une
chaine annonce autour du mois de mai la grille de ses programmes pour la saison
& venir qui commencera en septembre. Puis, peu aprés, elle annonce ses prix pour
chaque spot publicitaire. Suite & cela, elle recoit des demandes de compagnies ou
d’agences de publicités souhaitant acheter des spots de publicités proposés par la

compagnie. Parfois, certaines de ses demandes peuvent étre regues simultanément.

Une partie de ces transactions se fait sur I'up-market : les principales compa-
gnies intéressées négocient longtemps avant la diffusion des programmes concernés,
pour des contrats publicitaires sur de longues périodes. La chaine s’engage alors a
garantir une certaine audience au client. Par exemple, aux Etats-Unis, ces négocia-
tions ont lieu avant septembre. L’autre partie se fait sur le scatter market : ce sont

des demandes ponctuelles durant ’année, le prix des spots est alors plus élevé et la



chaine fournit peu ou pas de garantie quant a l’audience regue.

Dans les contrats négociés sur I'up-market, I'engagement de la chaine de réaliser
une certaine audience au client peut se manifester ainsi : si 'objectif d’audimat
n’est pas atteint une fois diffusées toutes les publicités négociées au préalable, alors
la chaine peut soit verser une contre-partie financiére & son client, soit lui fournir
sans frais de nouveaux spots publicitaires afin d’atteindre I'objectif voulu. C’est
Pincertitude relativement & la prévision d’audimat pour un spot donné qui engendre
ces risques pour la chaine. A contrario, pour les ventes sur le scatter-market, cette
derniére n’a pas & faire face a de tels risques comme elle ne garantit aucun chiffre
d’audience. Par contre, il se peut qu’elle ne vende pas tous ses spots sur le scatter-

market, ce qui engendre un manque a gagner.

Le probléme de I’allocation des créneaux publicitaires souléve en outre d’autres
considérations. Un spot publicitaire se caractérise par le programme auquel il est rat-
taché, les différentes catégories démographiques de téléspectateurs qui le regardent,
son audimat auprés de chacune de ces catégories, sa durée et sa date de diffusion.
D’un autre c6té, chaque client dispose d’un certain budget pour promouvoir un pro-
duit dans une industrie donnée auprés d’un objectif d’audience dans une catégorie
démographique. En conséquence, la chaine télévisuelle peut faire face & une demande
pour certains spots publicitaires dépassant 1’offre possible ou bien avoir deux clients
désirant le méme spot publicitaire pour promouvoir des produits concurrents. Ajouté
a cela, la chaine doit fixer le prix des spots publicitaires pour les rendre attractifs,
ou non, de fagon & attirer les clients et non & les inciter & acheter des spots des

chaines concurrentes.

Dans ces conditions, la chaine télévisuelle doit décider quels créneaux publici-

taires allouer & quel client et quels prix fixer pour attribution de ces créneaux.



Pendant longtemps et encore & 1’heure actuelle, le probléme d’allocation était no-
tamment résolu & la main par des planificateurs. Désormais, chez certaines chaines,
on utilise déja des techniques d’optimisation pour résoudre le probléme de 1’alloca-
tion des créneaux. Ici, nous allons étudier une nouvelle approche pour résoudre le
probléme nouveau d’optimisation concernant et I’allocation des créneaux et leur tari-
fication : la modélisation biniveau. C’est un cas particulier des modéles hiérarchiques
qui prend en compte 'interaction entre les deux acteurs, ici la chaine télévisuelle
et ses clients, en considérant les objectifs et contraintes de chacun, mais également
Poffre de la concurrence. En prenant en compte ces interactions, I’approche bini-
veau permet d’ajuster les prix des créneaux horaires en fonction de son offre, de
celle de la concurrence et de la demande, mais également de résoudre le probléme
de 'allocation. Les variables de décision du modéle seront donc le prix des créneaux

publicitaires et le nombre de spots par tranche publicitaire vendus & chaque client.

Dans la suite de ce mémoire, nous effectuons en premier lieu une revue de la litté-
rature sur les questions de gestion du revenu, de placement média et sur 'approche
biniveau en général, mais aussi sur celle qui implique des problémes de second niveau
de type sac-a-dos. Au cours du second chapitre, nous présentons les hypothéses sous-
jacentes et la formulation générale du modéle biniveau représentant le probléme de
la tarification optimale du placement média. Par la suite, dans la troisiéme partie,
nous étudions les propriétés de notre modéle, ce qui nous améne dans un quatriéme
point & développer un algorithme de résolution. La cinquiéme partie propose des
améliorations de Palgorithme qui consiste & générer plus de coupes pertinentes. Le
dernier chapitre propose les résultats de différentes simulations numériques et ana-

lyse les résultats observés.



CHAPITRE 1
REVUE DE LITTERATURE

Dans cette partie, nous détaillons d’abord les informations relatives a la ges-
tion du revenu et au placement média, recueillies & travers la lecture de différentes
références bibliographiques. Puis, nous présentons plusieurs références sur la pro-
grammation biniveau, avant de donner un apercgu plus approfondi des concepts qui

y sont liés.

1.1 La gestion du revenu

Auparavant communément appelé yield management, la gestion du revenu est
une pratique qui s’est développée & partir des années 80, initialement pour 'indus-
trie aérienne. Initialement, le yield management visait & déterminer I'inventaire des
siéges, c’est-a-dire, la répartition dynamique des classes tarifaires en fonction de plu-
sieurs parameétres comme le trajet, la classe & bord, la date de ’achat par rapport a

la date du trajet ou aussi les prix de la concurrence.

Plus généralement, le but de la gestion du revenu est d’optimiser le revenu généré
par la vente d'une ou de plusieurs ressources, les billets d’avions dans le cadre de
lindustrie aérienne. C’est généralement la compétition entre plusieurs acheteurs,
préts & acheter ces produits, disponibles en quantité limitée, a des prix différents qui
permet de générer des revenus variables. Ainsi, en jouant sur le prix des ressources,
mais ¢galement leur disponibilité, le vendeur (la compagnie aérienne, par exemple)

peut améliorer ses revenus. Les techniques de la recherche opérationnelle permettent



de modéliser puis de résoudre ces problémes. Coté, Marcotte et Savard [6] abordent

ainsi le probléme de la tarification des billets d’avion.

Depuis, ses champs d’application se sont développés & d’autres problémes. Par
exemple, sur un réseau routier, quelles routes taxer et comment fixer le prix de
ces taxes, de facon notamment & orienter le traffic routier 7 Labbé, Marcotte et
Savard dans (13] ainsi que Didi-Biha, Marcotte et Savard [8] étudient ce probléme.
Nous pouvons aussi évoquer les problémes de tarification des chambres d’hétel, des
locations de voiture, du stockage et de la vente de ressources énergétiques, etc. Un
apergu de la théorie, des avancées et des champs d’application de la gestion du

revenu a été mis en page par Talluri et Van Ryzin [19].

Dans le cadre qui nous intéresse, nous cherchons explicitement & optimiser le
revenu des chaines télévisuelles engendré par la vente de son espace publicitaire &

différentes compagnies et agences publicitaires.

1.2 Le placement média

Le probléme du placement média pour les chaines télévisuelles est un sujet qui
gagne de l'intérét dans la littérature scientifique. Le chapitre 10.5 du livre de Talluri
et Van Ryzin [19] est une bonne introduction & ce sujet : il présente le contexte
général de ce probléme et offre un rapide apergu des différentes problématiques qu’il
souléve pour le revenue management. Nous pouvons distinguer ensuite trois types
de publications scientifiques sur ce sujet, chacun différant en fonction de ’approche

mathématique retenue pour étudier le probléme.

Le premier type correspond & une approche déterministe du probléme. Seule la

question de la vente de spots publicitaires sur I'up-market est considérée. Bollapra-



gada et al. [2] étudient le cas d’'un seul client pour lequel ils cherchent & définir
l’ensemble optimal de spots publicitaires & vendre en prenant en compte sa requéte
initiale. Les auteurs considérent celle-ci de fagon détaillée : ses objectifs d’audience
en fonction de plusieurs périodes de temps sur une saison, son budget selon ces
périodes, ses préférences de programmes, sa longueur de spot préférentielle. 1l intro-
duit une flexibilité dans les contrats négociés en cherchant & proposer au client un
mélange entre programmes & forte et & faible audience. Le modéle est un programme
linéaire mixte résolu a ’aide d’un algorithme de recherche tabou. Les autres textes
sur le sujet abordent uniquement la question de décider si oui ou non la chaine
doit accepter la demande des clients dont la liste des spots souhaités est connue et
fixée. Ainsi, les textes de Zhang [21] et de Kimms et Miiller-Bungart [12] prennent
en compte ’ensemble des clients a un moment donné. Les requétes des clients sont
respectées strictement dans ces modéles, & ceci prés que les clients peuvent proposer
plusieurs choix de spots. Les modéles définis par Zhang et par Kimms et Miiller-
Bungart sont des programmes linéaires en nombres entiers qu’ils résolvent a l’aide
d’heuristiques. Zhang propose une heuristique centrée sur une décomposition de
Dantzig-Wolfe, tandis que Kimms et Miiller-Bungart se basent sur des heuristiques
définies & l'aide de solutions du probléme relaxé. Dans tous ces textes, les prix des

spots publicitaires sont considérés comme des données du probléme.

~

La seconde catégorie étudie la question & partir d’une approche stochastique
en prenant en compte 'incertitude sur la demande de spots publicitaires (sur I'up-
market ou le scatter market) mais également sur les résultats d’audience, via l'audi-
mat. Araman et Popescu [1] ont développé des modéles stochastiques qui permettent
de prendre en compte l'interaction entre I'up-market et le scatter market pour une
chaine télévisuelle. Pour un objectif d’audience donné, ils cherchent ’allocation qui

minimise ’espérance de perte financiére pour la chaine, puis l'objectif d’audience



qui permet de maximiser le revenu espéré. Le texte de Gallego et al. [10] permet
aussi de raffiner les tranches horaires mis en vente par une chaine en étudiant la

question des produits préemptables.

Enfin, la troisiéme catégorie, moins intéressante dans le cadre d’une approche
biniveau, traite du probléme de I'agencement exact des publicités au cours d’un
programme. Dans les textes évoqués jusqu’a présent, les auteurs se préoccupent es-
sentiellement d’affecter les spots publicitaires d’un client & différents programmes. Ils
mettent de c6té la question de la planification de ces spots au cours d’un programme.
Cette question ne reléve plus directement de problématiques propres & la gestion du
revenu. Il s’agit de trouver une programmation qui assure un laps de temps sufhi-
sant entre les diffusions d’une méme publicité et qui évite autant que possible les
conflits d’intérét entre des publicités pour des produits concurrents. Cette question

est étudiée par Bollapragada et al. [4] et par Bollapragada et Garbiras [3].

Jusque 14, les travaux sur le placement média ont considéré les prix des spots
publicitaires sur un créneau comme des données du probléme. La nouveauté ici
va étre de les considérer désormais comme des variables de décision du probléme.
Le principe du revenue management étant de prendre en compte le comportement
des clients face aux prix proposés et a l'inventaire disponible, la programmation
mathématique & deux niveaux offre un paradigme de modélisation tout a fait adapté

pour prendre en compte cette interaction.

1.3 La programmation biniveau

Savard et Marcotte ont publié plusieurs articles sur la programmation biniveau,
étudiant le probléme sur des questions théoriques ou des problémes concrets. Colson,

Marcotte et Savard [5] présentent un aperc¢u général de la théorie en introduisant les



concepts de base, les méthodes de résolution existantes en fonction de la nature du
probléme biniveau et le lien avec les programmes mathématiques avec contraintes
d’équilibre. Marcotte et Savard [17] soulignent le lien entre les programmes biniveau
et des programmes combinatoires mieux connus ce qui permet de mieux comprendre

la complexité algorithmique des programmes biniveau.

Labbé, Marcotte et Savard [13] étudient plus particuliérement le cas des pro-
grammes biniveau bilinéaires d’abord d’un point de vue théorique, puis d'un point
de vue pratique en modélisant le probléme de 'agencement des taxes sur un ré-
seau routier a 'aide d’un tel programme biniveau. Celui-ci est notamment ramené
4 un programme linéaire mixte & un niveau. Avec le méme type de modéle, Coté,
Marcotte et Savard [6] étudient le probléme de la tarification des billets d’avions
pour une compagnie aérienne. Dans les deux cas, les problémes de second niveau

correspondent & des problémes de flots.

Vicente, Savard et Judice [20] étudient la géométrie de I'ensemble réalisable et
I'existence de solution optimale pour les problémes biniveau linéaire & variables
discrétes. Dempe et Richter [7] étudient un cas particulier de probléme biniveau
linéaire & variables discrétes ol seules les variables de second niveau sont discrétes
et le probléme de second niveau correspond & un probléme de sac-a-dos. Les variables
de premier niveau paramétrent uniquement la contrainte. Les auteurs proposent des

algorithmes d’énumération pour résoudre de fagon exacte ou approchée le probléme.

1.4 Concepts de la programmation biniveau

Un programme biniveau est un programme d’optimisation dont les variables
peuvent étre séparées en deux ensembles tels que le second a pour contrainte d’étre

solution d’un probléme d’optimisation paramétré par le premier ensemble.



De facon général, un programme biniveau peut se formuler ainsi :

max  F(z,y)

sa G(z,y) <0

y € argmin{f(z,2): (2, 2) < 0}

Par la suite, pour faciliter la notation, nous utiliserons la forme suivante, appelée

forme verticale, pour écrire un probléme biniveau :

F
max (z,y)

sd Gz,y) <0
min f(z,y)
Yy

sa g(z,y) <0

On distingue dans le probléme deux types de variables : les variables dites de
niveau supérieur ou de premier niveau, ici z et les variables dites de niveau inférieur
ou de second niveau, ici y. De la méme facon, on distingue ['objectif de nivean supé-
rieur, ici F', de lobjectif de niveau inférieur, ici f. Enfin, G et g sont respectivement

les contraintes de niveau supérieur et les contraintes de niveau inférieur.

Introduisons quelques concepts supplémentaires. Le probléme relazé correspond

au probléme ot I'objectif de niveau inférieur est ignoré. Il se formule ainsi :

max F (z,9)

sd G(z,y) <0

g(z,y) <0

La valeur du probléme relaxé détermine clairement une borne supérieure pour la

valeur du programme biniveau. L’ensemble réalisable du probléme relaxé se note €2
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et s’écrit :
Q= {(z,y) : G(z,y) < 0,9(z,y) < 0}
Pour un vecteur donné T € X, ’ensemble réalisable de niveau inférieur est :
Q@) ={y:9(@,y) <0}
et I’ensemble de réaction du niveau inférieur correspond a :
R(@) = {y:y € argmin{f(z,y) : ¥’ € Q=)}}

Pour = donné, R(z) peut étre vide. On en déduit une expression de l’ensemble

réalisable du programme biniveau également appelé région induite et noté IR :

IR ={(z,y):z € X,G(z,y) <0,y € R(z)}

Une solution optimale du programme biniveau est alors un point (z*, y*) tel que :

(x*,y*) € IR

V(z,y) € IR F(z*,y*) = F(x,vy)

La région induite d'un programe biniveau est généralement non convexe, ce qui ne
permet pas d’approche directe du probléme avec ’analyse convexe. Elle peut égale-
ment étre non connexe, voire vide en présence de contraintes de niveau supérieur.

Observons ceci sur un exemple simple :

min z+y
T,y
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~1

Figure 1.1: Géomeétrie de la région induite d’un programme biniveau

Sur le premier graphique de la figure 1.1, nous pouvons voir que la région induite
du programme biniveau, indiquée en traits gras sur la figure de gauche, n’est pas
convexe. Toutefois, elle est connexe. Nous rajoutons ensuite des contraintes de niveau
supérieur. Dans un premier cas, nous ajoutons la contrainte correspondant a la
premiére droite, elle est du type y + 0.5z > k. La région induite n’est alors plus
connexe comme nhous pouvons voir sur le deuxiéme graphique de la figure 1.1. Dans
un second cas, nous rajoutons une contrainte du type y = k. Nous constatons alors

rapidement que la région induite peut alors devenir vide pour k suffisamment grand.

Un programme biniveau peut étre vu comme un probléme d’optimisation qui cor-
respond & une modélisation hiérarchique des décisions entre deux agents. Le premier,
I’agent meneur, afin de résoudre son probléme d’optimisation, effectue ses décisions,
ce qui correspond au choix des valeurs de x dans la formulation précédente, en pre-
nant en compte la réaction du second, ’agent meneur, & ses choix. L’agent suiveur
prend ses décisions, ce qui correspond au choix des valeurs de y, en résolvant un
probléme d’optimisation dont certains paramétres correspondent & des variables de

décisions de ’agent meneur, que ce soit au niveau des contraintes ou bien au niveau
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de l'objectif. Le modéle indique par ailleurs que ’agent meneur connait & la fois la

fonction objectif et les contraintes de 'agent suiveur.

Du point de vue de la complexité algorithmique, méme dans le cadre du typé
d’instance le plus simple pour un programme biniveau ot les fonctions objectif et les
contraintes sont linéaires, Hansen, Jaumard et Savard [11] montrent que ce type de
probléme est fortement NP-difficile 4 I’aide d’une réduction polynomiale du probléme

KERNEL.

On distingue généralement trois familles d’algorithmes pour résoudre un pro-

bléme biniveau :

— les algorithmes pour des problémes en nombres entiers qui reposent sur une
reformulation du probléme biniveau en un probléme mixte en nombres entiers
a ’aide des conditions de Karush-Kuhn-Tucker.

— Les algorithmes de descente directement basés sur le programme biniveau. On
peut s’appuyer sur de telles méthodes quand 1’on est capable d’exprimer y
comme y(z) explicitement, ce qui rend possible une différenciation du pro-
bléme.

— Les algorithmes de descente basés sur des pénalisations exactes ou inexactes

de contraintes aprés reformulation & un niveau du probléme.

Pour plus d’informations sur ces familles d’algorithme, on peut lire Colson, Marcotte

et Savard [5].

Détaillons la reformulation du probléme biniveau & un niveau servant a la fois
pour la premiére et la troisiéme famille d’algorithmes. Ainsi, dans le cas ou le pro-
bléme de second niveau est convexe et régulier, nous pouvons le remplacer par ses

conditions de Karush-Kuhn-Tucker et ainsi obtenir un probléme mathématique a
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un seul niveau :

xg(a}z)/(,,\ F(z,y)
sa G(z,y) <0
9(z,y) <0
A 20, i=1,...,my
Aigi(z,y) =0, i=1,...,m9
VyL(z,y,A) =0 ,

ou L(z,y,A) est le lagrangien associé a la fonction de second niveau et my est la

dimension de l'espace d’arrivée de g.

Les contraintes de complémentarité capturent la nature combinatoire du pro-

bléme.

Dans le cadre de la premiére famille d’algorithme, on peut alors tacher de ré-
soudre ce probléme & 'aide d’une méthode de séparation et d’évaluation. Le nceud
racine de l'arbre. correspond alors au probléme reformulé sans les contraintes de
complémentarité. A un nceud de I’arbre qui ne satisfait pas les contraintes de com-
plémentarité, on peut séparer le probléme ainsi : on construit deux noeuds fils,
I'un correspond & l'ajout de la contrainte A; = 0, 'autre & I’ajout de la contrainte
gi(z,y) = 0. La résolution de ces problémes nous permet de déterminer des bornes

supérieures valides pour les sous-arbres correspondants.

Dans le cadre de la troisiéme famille, on peut chercher & pénaliser ces contraintes

de complémentarité. On peut se référer au texte de Labbé, Marcotte et Savard [13]

pour un exemple.

Aprés cet apergu des problématiques, & savoir la tarification optimale et le pla-
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cement média, et des concepts mathématiques rattachés a notre sujet, a savoir la

programmation biniveau, nous pouvons & présent développer notre modéle.
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CHAPITRE 2
MODELE BINIVEAU POUR LE PLACEMENT
MEDIA

En premier lieu, nous présentons les concepts et les hypothéses sous-jacentes
au modé¢le. Ensuite, nous construisons notre modéle biniveau pour la tarification

optimale relative au placement média.

2.1 Présentation du modéle

Avant de commmencer, il faut définir clairement ce que nous entendons par cré-
neau ou tranche publicitaire. Il s’agit d’une période de temps dédiée & la publicité
pendant un programme ou entre deux programmes. Nous appelons alors spot publi-

citaire un espace de temps d’un créneau publicitaire alloué & un client.

Nous nous intéressons ici & une vision globale de la tarification et du placement
optimal pour les publicités. Nous ne nous intéressons donc qu’a la répartition sur
les différents créneaux horaires. La question de I'ordre de programmation des publi-
cités sur chaque créneau est un probléme plus détaillé qui se place a 1’échelle d’un
programme télévisuel. Le lecteur intéressé pourra se référer a Bollapragada et al. [3].
Cela reste toutefois une question d’importance, au moment de la prise en compte
des demandes de chaque client, afin d’éviter les conflits entre chaque client. Nous

devons donc considérer cette question, de fagon moins détaillée, & premiere vue.

Notre modélisation a pour but de fournir une politique générale d’allocation de
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spots pour la chaine de télévision. Elle doit 'aider & prendre une décision rapide-
ment. Le modéle doit lui permettre de savoir & quel prix elle peut vendre son espace
publicitaire et quelles demandes elle doit retenir. En pratique, les demandes des
clients se succédent et il faut leur répondre rapidement, ce qui fait qu’elles ne sont
pas toujours simultanées. Toutefois, parmi les clients sur I'up-market, il en est qui
sont des clients réguliers avec certaines habitudes. L’hypothése de considérer un en-

semble de clients et non un client individuellement est donc valable.

Nous supposons ici que le comportement des agents, & savoir la chaine de té-
lévision et l’ensemble des clients, est régi selon les régles d’un jeu de Stackelberg.
Dans un tel jeu, 'objectif de chaque agent est fonction des stratégies des deux
agents. De plus, le suiveur, ici les clients, adopte la meilleure stratégie en ayant pris
connaissance de la stratégie du meneur, ici la chaine télévisuelle. Le meneur, ayant
conscience de cela, cherche la meilleure stratégie en anticipant donc la stratégie du
suiveur. Pour plus d’informations les jeux de Stackelberg, le lecteur peut lire le texte

de Stackelberg [18] ou bien la section 1 du chapitre 3 de [9].

Un programme biniveau correspond a la formulation mathématique de 1’équi-
libre d’'un jeu de Stackelberg. Le lecteur intéressé pourra se référer & Loridan et
Morgan [15] pour plus d’explications sur les liens entre la programmation biniveau
et les jeux de Stackelberg. D’un point de vue théorique, Papproche biniveau permet
de prendre en compte I’ensemble des acteurs impliqués dans le processus. C’est pour-
quoi nous considérons ici & la fois 'ensemble des clients de la chaine et ’ensemble

des concurrents.

Nous faisons de plus 'hypothése que la chaine de télévision qui doit répondre a

la demande de ses clients est leader sur le marché de 'audimat. Par conséquent, elle
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prend en compte les caractéristiques des chaines concurrentes comme des données
fixes de son probléme. En Poccurrence, il s’agit de leurs programmes de diffusion et

du prix de chacun de leurs créneaux publicitaires.

Quant & l'inventaire de la concurrence, dans la réalité, il est difficile pour la
chaine leader d’en connaitre sa capacité. Mais, la concurrence réunissant plusieurs
chaines, nous supposerons dans la suite du probléme que sa capacité est suffisam-
ment grande au regard de la demande. En somme, nous ignorerons les contraintes

d’inventaire chez la concurrence.

Concernant le comportement des clients, nous considérerons que, pour une tranche
publicitaire donnée et une longueur de spot donnée, un client n’est intéressé que par
un seul spot de cette longueur dans cette tranche. Toutefois, cela ne ’empéche pas
d’étre intéressé par la diffusion d’un spot d’une autre longueur dans cette méme
tranche, en sus. Nous aurons par conséquent des variables binaires dans notre pro-

bléme de second niveau.

Le probléme de second niveau doit modéliser le comportement de ’agent suiveur,
les clients. Ceux-ci, une fois les prix fixés pour chaque spot publicitaire chez le leader
et chez la concurrence, décident en fonction de leurs préférences quelle allocation
leur est optimale, en fonction d’une contrainte d’audimat minimum. Ces différents
clients sont en concurrence pour faire programmer leurs publicités. Ni les questions
d’inventaire, ni les choix des autres clients ne sont de leur ressort. Les questions
d’inventaire intéressent uniquement les chaines de télévision qui diffusent ces publi-
cités. Par conséquent, les contraintes d’inventaire de la chaine n’entrent pas dans

leur horizon. Celles-ci se trouveront ainsi au niveau supérieur.
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[l y a principalement deux types de paramétres qui expliquent le comportement

des agents.

La premiére catégorie est composée des paramétres qui quantifient les objectifs
de chaque agent. Pour la chaine, il s’agit du revenu, que ce soit sur I'up-market ou

le scatter market. Pour les clients, il s’agit & la fois du budget et de I'audience.

La seconde catégorie a pour but de quantifier les préférences des différents clients
par rapport aux créneaux publicitaires proposés par la chaine ou par ses concurrents.
Ces paramétres permettent de savoir quels spots publicitaires les clients préférent,
a la fois pour des raisons de catégorie démographique ciblée, d’audience obtenue, de
prix et de calendrier. Ces paramétres nous permettent de sortir du cadre rigide ol
I'on décide si oui ou non la chaine accepte entiérement le contrat du client, comme
chez Kimms et Muller [12] ou Zhang [21]. Le modéle peut ainsi offrir une proposition
d’ensemble de spots publicitaires qui différe de la demande initiale du client, tout
en réalisant ses objectifs d’audience et de budget. Parmi ces préférences, chaque
client souhaite que ses publicités soient diffusées au cours d’une période donnée
dans l’année. Pour modéliser celd, nous pouvons nous contenter de donner une valeur
suffisamment grande au paramétre de préférence pour les créneaux publicitaires en
dehors de cette période. Autrement, pour donner une structure plus claire au modéle,
nous introduisons un paramétre pour dénombrer les semaines au cours de 'année

de diffusion.

D’autres paramétres rentrent en compte dans le modéle, ce sont ceux qui per-

mettent de quantifier les contraintes d’inventaire associées au probléme.

Enfin, par commodité de représentation, nous supposerons que l’ensemble des

catégories démographiques ciblées par les clients est une o-algébre. Cela implique
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qu’une seule catégorie démographique intéresse chaque client.

Les créneaux publicitaires sont dupliqués dans le catalogue des produits que la
chaine offre. Une version correspond au produit sur I'up-market, 'autre & celui sur
le scatter market. La longueur du créneau publicitaire de chacun peut alors étre

différente.

2.2 Formulation mathématique

Nous présentons ici un premier modéle biniveau pour le placement média.

Les indices supérieurs 1 et 2 désignent respectivement la chaine leader et la

concurrence qui est agrégée en un unique acteur.

Les indices du modéle sont les suivants :
s : indice des tranches publicitaires;
d : indice des catégories démographiques;
¢ : indice des clients;
[ : indice des durées possibles des spots publicitaires;
w : indice des semaines dans 'année.
Nous présentons ensuite les différents ensembles du modéle :
S* : ensemble des créneaux de la chaine leader sur le scatter market ;
S? : ensemble des créneaux de la concurrence sur le scatter market ;
U* : ensemble des créneaux de la chaine leader sur 'up-market ;
U? : ensemble des créneaux de la concurrence sur I'up-market ;

D : ensemble des catégories démographiques;
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C : ensemble des clients;
W : ensemble des semaines dans 'année;
L : ensemble des durées de spot publicitaire;

D(s) : ensemble des catégories démographiques qui constituent ’audience du cré-

neau s;
d(c) : catégorie démographique qui intéresse le client c;
W (s) : semaine ot se situe le créneau publicitaire s;
W(c) : ensemble des semaines qui intéressent le client c.
Les ensembles de créneaux publicitaires sont considérés disjoints, nous dédou-

blons les créneaux s’ils se trouvent a la fois dans le scatter et 1'up-market.

Dans l'ensemble des clients, nous distinguons ceux sur I'up-market et ceux sur
le front-market. Enfin, en général, les durées disponibles de spots correspondent a

des multiples de 15 secondes : 15, 30 ou 45 le plus fréquemment.

Les caractéristiques des créneaux publicitaires sont les suivants :
t;l prix d’un spot de [ secondes dans le créneau publicitaire s vendu par le leader ;

t2, prix d’un spot de ! secondes dans le créneau publicitaire s vendu par la concur-
rence;

t* vecteur de prix pour 'agent i;

a4 niveau d’audimat dans la catégorie démographique d du créneau publicitaire

s pour [ secondes ;

I(s) durée du créneau publicitaire s, elle ne peut pas correspondre exactement &
la longueur totale du créneau si celui-ci est en vente a la fois sur le scatter et

I'up-market ;
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I}, nombre maximum de spots publicitaires de durée ! qui peuvent étre vendus sur

le créneau s proposé par la chaine leader.

1 sl,l est un paramétre qui est fixé pour assurer que la répartition sur les différents
créneaux puisse garantir a posteriori une planification permettant un espacement

certain entre une méme publicité ou bien des publicités pour un produit concurrent.

Les variables de décision au niveau inférieur sont
Ty, ¢ €lément de {0;1} qui indique si oui ou non un spot publicitaire de durée {
est vendu au client ¢ dans le créneau s par ’agent .

Les paramétres du modéle permettent de caractériser les contraintes de revenu
de la chaine leader, mais aussi les objectifs d’audience et les possibilités de budget

des clients. Eventuellement, certaines bornes peuvent valoir 0 ou oc.
Ry : borne supérieure de revenu sur 'up-market ;

R, : borne inférieure de revenu sur I'up-market ;

Rg : borne supérieure de revenu sur le scatter-market ;

Rg : borne inférieure de revenu sur le scatter-market ;

=

borne supérieure d’audimat pour le client c;

borne inférieure d’audimat pour le client c;

SIS

: borne supérieure de budget pour le client ¢;

B, : borne inférieure de budget pour le client c.

S

Lc : borne pour la linéarisation des termes bilinéaires, utilisée dans le chapitre
5.
Enfin, le dernier paramétre permet de prendre en compte les préférences de

chaque client pour des spots publicitaires particuliers. Ces préférences peuvent ré-

pondre 4 plusieurs critéres comme la date de diffusion, le moment de la journée de la
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diffusion, le public d’un tel spot, etc. w’ ; mesure la désappréciation financiére du

client ¢ pour un spot publicitaire de durée [ sur le créneau publicitaire s vendu par <.
Nous introduisons maintenant les fonctions du modéles.

Au niveau supérieur, la chaine leader cherche & maximiser son profit sur la vente

de tous ses spots publicitaires pour chacun de ses clients. Cela nous donne :

tlnal;?};i :E : E :t lxscl+§ :tslxscl

ceC leL seU! seS?

Au niveau inférieur, les clients cherchent & minimiser leurs dépenses par rapport

4 la chaine leader et & ses concurrents.

mm Z Z Z s We o)) Ts oy + Z (63, 4wl )2s )

ceC leL seUlust seli2yus?

Au niveau supérieur, la chaine leader doit assurer ses objectifs de revenus.

RU <Zzztslxscl <R

ceC leL sclUt

ES < Zzztsl‘rscl <R

ceC leL sest

Elle doit aussi prendre en compte les contraintes de capacité sur son inventaire

pour chaque créneau publicitaire proposé. Rappelons que nous avons fait ’hypo-
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N

thése que la concurrence a une capacité suffisante quelque soit la demande donc ces

contraintes ne la concernent pas.

doay<I, VseS'UU' Vel

ceC

ZZZQ;;CJ <l(s) VseStuU?

leL ceC

Au niveau inférieur, les clients doivent atteindre leur objectif d’audience et res-
ter dans les limites de leur budget. Ils cherchent une allocation optimale parmi
les tranches publicitaires dont la semaine de diffusion fait partie des semaines qui

intéressent le client.

A<D (D aatigt D agarsg) <A Veel

- leL  seUlust seU2us?
E d(c)eD(s) d(e)eD(s)
W(s)eW(c) W(s)eW(c)
B, < z Z( Z te s ) T Z t2ee) <B. VeeC
ceC leL scylust scU?uS?
d(c)eD(s) d(c)eD(s)
W(s)eW(c) W(s)eW(c)

Nous obtenons finalement le programme biniveau suivant :
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tln;lc?}éz E :E : E :tslxscl+ § :t scl
o ceC 1

seU! seSt

8.4 ZZZtSl scl < —RU

ceC leL seU?

Zzztsl Ll < —RS

ceC leL seSs?

> oal, <1 Vse StuU' Viel
ceC

YDzl <is)  VsesSuU

leL ceC

min ZZ( z tsl+wscl scl+ Z l+w3,€,l)x§acvl)

xzl 22
ceC lel.  seUlust seU2Us2
Sa AC g Z( Z asvladmi,c,l + Z asilidzg,c,l) < Zc vc E C
lel secylust seU2us2
d(c)eD(s) d(c)eD(s)
W{s)eW(c) W(s)eW(c)
B. < Z( Z taiTsey Z 22,)) < B. YeeC
lelL seutust seU?us?
d(c)eD(s) d(c)eD(s)
W(s)eW(c) W(s)eW(c)

i, e{0;1}  Vvie{l1,2} VseSUU' VieLVcel

te; >0 Vse S'UU' Vel

L’objectif et certaines contraintes de niveau supérieur du modéle ainsi obtenus
sont de nature bilinéaire. L’objectif de second niveau et les autres contraintes sont
linéaires. Par ailleurs, les variables de second niveau sont entiéres. Nous consta-
tons également que le probléme de second niveau est séparable par client, ce qui

correspond & I'intuition que 1’on peut avoir du probléme.
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Il s’agit d’un type de probléme biniveau qui n’a pas été étudié jusqu’a présent.
Nous allons étudier plus en détail les propriétés de ce modéle, en particulier des

points réalisables, afin de mettre au point un algorithme de résolution.
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CHAPITRE 3
PROPRIETES DU MODELE

En Pabsence de travaux abordant véritablement ce type de probléme biniveau,

nous nous intéressons d’abord & étudier ses propriétés.

Aussi, dans un premier temps, nous reformulons le modéle de facon raisonnée,
afin de mieux comprendre son fonctionnement. Nous introduisons ensuite la notion
d’ensemble minimal pour expliquer la forme des éléments de la région induite. Nous
présentons alors un exemple de résolution du modéle sur une petite instance pour
en tirer des enseignements. Ceci nous permet, dans la quatriéme section, d’affiner
la notion d’ensemble minimal en présentant les ensembles minimaux non dominés.

Enfin, nous étudions plus en détail la géométrie de la région induite du probléme.

3.1 Reformulation du modéle

Avant de commencer & étudier les propriétés du modéle, nous allons le changer

sur quelques points.

Nous ignorerons ainsi par la suite les contraintes de revenu pour la chaine leader
et les contraintes de budget pour les clients. Comme I'objectif du probléme biniveau
est de maximiser le revenu global de la chaine leader, les contraintes sur le revenu
traduisent le méme comportement que ’objectif du leader. De méme, les contraintes
de budget et I'objectif du probléme de second niveau représentent le méme compor-
tement de la part des clients : ils cherchent & minimiser leurs dépenses. Dans la

méme optique, nous pourrons faire abstraction par la suite de A, puisque le client
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est intéressé par atteindre le plus d’audience possible.

Par ailleurs, sans nuire & la généralité, nous considérerons désormais uniquement
Pup-market. Comme un client n’est intéressé qu’exclusivement par 'un des deux
marchés, 'up-market et le scatter market sont deux marchés qui n’interagissent pas
dans le modeéle, donc ils sont dissociables au sein de celui-ci. Le modéle & résoudre re-
lativement & I'up-market présente les mémes caractéristiques que celui relativement

au scatter market, a la valeur des paramétres prés.

Enfin, dans un souci de clarté, nous raménerons 1’horizon de I'allocation & une
seule semaine. En effet, nous pouvons supposer que chaque client cherche a diffuser
de facon suffisamment uniforme ses publicités sur une période donnée. Par consé-
quent, il apparait plus cohérent de remplacer A, par A (w) pour chaque semaine.
En procédant ainsi, on peut rapidement observer Que le probléme est séparable par

semaine. Donc, par la suite, nous omettrons 'indice des semaines.

Ceci étant fait, nous constatons que le probléme de second niveau consiste main-
tenant en un probléme de sac-a-dos, séparable par client. Probléme de sac-a-dos car
il s’agit de minimiser le poids en atteignant un objectif minimal d’utilité, séparable

par client car les contraintes d’audience et l'objectif sont séparables par client.

Voici la forme du probléme biniveau ainsi modifié :



D D) DY DAY

ceC leL syl

8.4 Zx;l,c <1, Vs,l € UL L
ceC
Z Zlm;l,c <(s) Vs € Ut
l€L ceC

mll’l ZZZ l+wslc slc+z l+wslc zl,c)

ceC lel seU!l seU?

N 1 2
sa Y Guaty. + ) Ggati. 2 A, Veel

s,leUL,L s,leU?,L
d(c)eD(s) d(c)eD(s)

., €{0,1} Visle{l1,2}, UL YceC

ty, >0 vV sleU'L

28

(3.1)

(3.2)

(3.3)

(3.6)

(3.7)

Aprés avoir reformulé le modéle, nous allons étudier de plus prés ses propriétés.

3.2 Ensemble minimal

Il s’agit maintenant d’étudier les propriétés des solutions du modéle. Pour ce

faire, nous nous intéressons tout d’abord aux propriétés des solutions du probléme

de second niveau. Ceci nous améne a introduire la notion d’ensemble minimal. Pour

chaque client considéré, nous désignerons par commodité dans ce qui suit par d sa

catégorie démographique.

Définition 1 Soit c € C. Soit E un sous-ensemble de (U' x L) U (U? x L). Alors,
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on dit que E est un ensemble minimal pour c si et seulement st :

VFCE Z Uggq+ Z aig < A

(s,)eFN(UIxL) (s,l)e FN(U2x L)
Z agpq+ Z alig > A
(s,)eEN(UX L) (s,))eEN(U2XL)

Définition 2 Soit c € C. On note Em(c) l’ensemble des ensembles minimauz pour

C.

Nous constatons que la composition d'un ensemble minimal ne dépend pas de la
valeur des variables de premier niveau. Elle ne dépend que des coefficients dans les
contraintes d’audience. Par contre, la propriété suivante qui est immédiate, relie la

nature des solutions de second niveau avec les variables de premier niveau :

Propriété 1 Soit (z,,,12,) une solution optimale du probleme de second niveau.

Soitc € C. Alors {(s,1) e (U'UU?)x L | x%,,=1} est un élément de Em(c).

Définition 3 Soientt € (RT)", c € C, E € Em(c). Alors, on dit que E est optimal
pour ¢ relativement 4 t si et seulement si il existe une solution optimale (T, x21)

du probléme de second niveau, défini par t, telle que E = {(s,1) € (U' UU?) x
L / x.is,l,c = 1}

3.3 Etude d’un exemple

Nous allons maintenant illustrer le modéle et cette notion d’ensemble minimal
par un exemple. Nous considérons ainsi un probléme avec deux clients, une seule
catégorie démographique, deux longueurs de tranches publicitaires, une tranche pour

la chaine leader et une tranche pour la chaine concurrente. Le modéle se réécrit ainsi :
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Pour résoudre ce probléme, nous déterminons dans un premier temps I’ensemble

des ensembles minimaux pour le client 1, Em(1), et I’ensemble des ensembles mini-

maux pour le client 2, Em(2). Nous les calculons & la main. Nous notons ici (2, s, )

un spot de longueur [/, dans la tranche publicitaire s, chez ’agent ¢. Nous obtenons

alors :

Em(1)

Em(2)

= {511,129} {(1L,LD:2,1,2}; {(1,1,25(2,1,2)}; {(2.1,1;(2,1,2)} }

= {{11,2;212}; ((1,1L,1;0,1,2:2,1,1}; {1,1,1:(2,1,2)}; {(2,1,1);(2,1,2)} }

A chaque ensemble minimal, un prix est associé dans le probléme de second ni-

veau, fonction de #1; et ¢} ,.
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Client 1 _ Client 2
{(1,1,1);(1,1,2)} | ¢, + 14+ 20 {(1,1,1);(2,1,2)} t] 1 +42
{(1,1,1);(2,1,2)} th,+47 {(1,1,1);(1,1,2); (2,1, 1)} |t +t]o+43
{(1,1,2);(2,1,2)} tl,+57 {(1,1,2);(2,1,2)} t1 o+ 32
{(2,1,1);(2,1,2)} 59 {(2,1,1);(2,1,2)} 50

Pour chaque client, ensemble optimal de spots attribués est un ensemble mi-
nimal pour celui-ci. Afin qu'un ensemble minimal pour le client ¢ soit optimal, son
colt doit é&tre plus petit que celui de tous les autres ensembles minimaux pour c.
Ainsi, par exemple, pour l'ensemble minimal pour le client 1 suivant {(1,1,1);(1,1,2)},

nous devons avoir :

tiy+tip+20 <t +47 th, <27
tho+tl,+20<tl, +57 ie £, <37
tii + s +20 <59 £+, <39

Nous obtenons ainsi un systéme de contraintes linéaires sur t1, et sur ¢, pour
assurer 'optimalité de cet ensemble minimal pour le client 1. En répétant le méme
raisonnement avec chaque ensemble minimal pour le client 1, nous en déduisons
pour chacun d’entre eux un systéme de contraintes linéaires. Par conséquent, cela

définit un polyédre de R? propre & chaque ensemble minimal pour le client 1.
Nous faisons de méme pour le client 2. Au passage, nous nous apercevons que

I'ensemble minimal {(1,1,1);(1,1,2);(2,1,1)} ne peut pas étre optimal.

Nous obtenons ainsi un ensemble de polyédres dans R? que ’on peut observer
sur la figure 3.1. Les traits noirs délimitent les contraintes par rapport au client 1,

les traits en pointillés rouges ceux par rapport au client 2. Nous avons également



Tableau 3.1: Gradient de la fonction objectif sur 'exemple 3.1

Polyédre 1

2

3

4

5 6 7

8

Gradient | (2,0)

(1,0)

(0,0)

(2,1)

(1,1) | (1,2) | (0,1)

(0,2)
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représenté sur la figure par des fléches rouges, dans chaque polyédre, le gradient de

la fonction objectif du programme biniveau en fonction des valeurs de ¢;; et de ¢; o.

Les Valgurs du gradient selon le polyédre sont résumées dans le tableau 3.1.
1,2
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Figure 3.1: Ensemble des polyedres d’optimalité

Nous vérifions maintenant les contraintes du niveau supérieur sur chaque poly-

édre ainsi défini. Elles sont vérifiées sur les polyédres 2,4,5,6,7,8. Nous devons main-

tenant résoudre un programme linéaire sur chacun de ces polyédres. Par exemple,
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sur le polyédre 6, on a :

max  t1; +2t],
tite ’ ’

5.4 t1, <18
to <27
b1, <37
i +1t1, <39
t1, <ty +10

1 41
ti1:tie 2 0

On obtient une solution optimale sur chaque polyédre, on en déduit alors la so-

lution optimale qui vaut 57 et est atteinte au point O pour til =2l et t},2 = 18.

3.4 Ensembles minimaux non dominés

A partir de cet exemple, on peut tirer des enseignements sur la nature de la

région induite.

Pour ce faire, nous revenons d’abord sur les ensembles Em(c) pour chaque client
¢. On a vu dans 'exemple ci-dessus que pour un ensemble minimal donné, il n’existe
pas toujours une valeur des variables de premier niveau telle que cet ensemble soit

optimal pour le client associé. Introduisons la notion de masse fixe pour expliquer

cela.

Définition 4 Soient c € C, E € Em(c) ot n = |UY| x|L|. On appelle masse fize de
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E pour le client ¢, noté m.(E), la valeur suivante :

me(E) = Z (5, +wi )+ z Wi ic
(s,)EEN(U?X L) (s,)eEN(U*XL)

De cette définition, on en déduit une condition nécessaire et suffisante afin qu'un
ensemble minimal pour un client puisse étre optimal pour celui-ci. L’idée du résultat
qui suit traduit Uincitation d’un client & acheter un spot supplémentaire & la chaine
leader. Un client ne le fera que si cela diminue la valeur de la masse fixe de ’ensemble

de spots qu’il achéte alors.

Propriété 2 Soit ¢ € C, soit E € Em(c), soit n = |UY| x |L|. Alors il existe

t! € (RT)™ tel que E soit un ensemble minimal optimal pour ¢ si et seulement si :
me(E) = min{m.(F)/F € Em(c),FN(U' x L) C EN(U"' x L)} (3.8)

Tout ensemble minimal vérifiant cette propriété pour c sera dit non dominé pour c.

Démonstration :

Montrons d’abord que c’est une condition nécessaire. Soit F € Em(c) tel que
FN(U'x L) C EN(U' x L). Comme E est un ensemble minimal optimal pour ¢
avec le vecteur de variables de premier niveau ', on a 3, gty tag +Me(E) <
> (snernwxr) by T Me(F). Or FN (U x L) est inclus dans EN(U* x L), donc par

positivité des variables de premier niveau, on obtient m.(E) < m.(F).

On s’intéresse maintenant & la réciproque. Soit F' € Em(c), alors on a deux cas.
Premiérement, supposons que F N (U x L) € EN(U* x L). On cherche donc ¢* tel

que :

S - Y <m(F) - mu(B).

(s,)eEN(UXL) (s,)EFN(U' X L)
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Les deux sommes de variables ont des termes disjoints. Par positivité des variables
de premier niveau, on en déduit que pour t},, (s,1) € F'N (U x L\EN (U' x L),
suffisemment grand, l'inégalité est vérifiée.

Supposons maintenant que F N (U x L) C EN (U! x L). On cherche t* tel que :

> t1, < me(F) — mo(E)
(s.)EEN(Ux L)\FN(U X L)

Or, par propriété, m.(E) = min{m.(F)/F € Em(c), FN(U' x L) C EN(U* x L)},
donc m(F) — m(E) > 0. Ainsi, pour t},,(s,l) € EN(U' x L)\F N (U" x L) suf-
fisamment petit, I'inégalité est vérifiée. Comme il y a un nombre fini d’inégalités a
vérifier et que les variables qui jouent un réle dans chaque cas sont indépendantes,

on déduit rapidement de ceci la réciproque.]

Pour chaque ¢ € C, cette propriété peut fournir une régle pour éliminer des
ensemble de Em(c). Ainsi, pour chaque sous-ensemble E' de U' x L, on associe
uniquement les sous-ensembles de E? de U? x L tels que E! U E? soit élément de

Em(c) et vérifie (3.8).

Intuitivement, on pourrait traduire ce résultat ainsi : un client n’est intéressé par
Pachat de spots supplémentaires de la chaine leader si et seulement si la masse fixe

de ensemble résultant diminue.

Par la suite, on considére uniquement les ensembles minimaux non dominés E

qui vérifient (3.8) et tels que :
VE € Em*(c) FN(U"'xL)ZEN(U"x L) = m(F) > m.(E) (3.9)

Cette décision se justifie pour deux raisons. Tout d’abord, si on a E € Em(c)
vérifiant (3.8), mais ne vérifiant pas (3.9), alors on sait qu’il existe F' € Em(c) tel

que mo(E) = m,(F) et FN(U*x L) € EN(U'x L). Aussi, ¥(s,1) € EN(U*x L)\FN
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(U'x L), t;; = 0. Donc les deux ensembles minimaux cotteront autant pour le client
¢ mais il n’y aura pas d’avantage en terme de revenu pour la chaine leader a vendre
E plutdt que F au client. De plus, si la chaine leader décide de vendre E plutét
que F, il réduit plus son inventaire disponible restant pour les autres clients, donc
limite ses choix. Il sera donc toujours plus intéressant pour la chaine de vendre F
plutdt que E au client ¢ dans le cadre de ce modéle. C’est pourquoi nous considérons

désormais les éléments de Em(c) qui vérifient (3.8) et (3.9).

On peut déterminer pratiquement si un ensemble minimal E € Em(c) est non
dominé a Paide de la propriété (3.8). En effet, il suffit de résoudre le probléme de se-
cond niveau pour le client ¢ avec le vecteur de prix nul et en remplagant I'inventaire
du leader par EN(U! x L). Si la valeur de objectif est égale & m.(E) et I'allocation

résultante contient £ N (U x L), alors E est non dominé, sinon il ne l'est pas.

Par commodité de notation, pour tout ensemble F, nous noterons par la suite

E* pour désigner E N (U' x L) et E? pour désigner EN (U? x L).

Définition 5 Soit ¢ € C. On note Em*(c) l’ensemble {E € Em(c)/E vérifie (3.8)
et (3.9)}.

Pour E! donné, la détermination d’E? tel que (E*UE?) soit un ensemble minimal
vérifiant (3.8) consiste & résoudre un probléme de sac-a-dos que nous détaillerons
plus bas. Les contraintes d’inventaire chez la concurrence étant ignorées, il n’est pas
important de savoir s’il existe plusieurs E? tels que (E* U E?) vérifie cette propriété.
Nous pouvons donc associer un seul sous-ensemble E? pour E* donné. On en déduit

rapidement qu’il y a au plus 26074V ")*eard(L) engembles minimaux qui vérifient (3.8).
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3.5 Géomeétrie de la région induite

Intéressons nous maintenant aux propriétés sur les variables de premier niveau.
On distingue tout d’abord l’ensemble des valeurs de premier niveau qui optimisent

un ensemble minimal pour un client ¢ donné.

Définition 6 Soit ¢ € C, soit E € Em(c). On appelle polyédre d’optimalité pour
E relativement a ¢, l’ensemble des valeurs des variables de premier niveau de R™

sur lequel E est un ensemble minimal optimal pour c, ot n = |UY| % |L|. On le note

P.(E).

Justifions la terminologie "polyédre". Soit ¢ € C' donné, considérons E € Em(c).
Soit t € P.(F). Alors, E est optimal pour c¢ si et seulement si pour tout F' € Em(c),
on a > peptst < Dosper bos 8016 Do pem £, — > (s tyy < me(F) — mo(E).
Ceci définit une contrainte linéaire en les coordonnées de t. A chaque F' est donc
associée une contrainte linéaire. Par conséquent, ¢ est un point réalisable d’un en-
semble défini par des contraintes linéaires. Em(c) posséde un nombre fini d’élément.

Done, P,(E) est bien un polyédre.

De ceci, nous en déduisons immédiatement le résultat suivant.

Propriété 3 La projection sur R™, n = |U| % |L|, de la région induite du probleme

biniveau est une réunion finie de polyédres.

Démonstration :
1C]
Soit E,...,EI° € Em(1),..., Em(|C]), tel que ﬂPi(Ei) # (). Supposons qu'’il

i=1
existe ¢ dans cette intersection tel que (¢, E*,.. .,E|C|) soit élément de la région
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induite. Alors (E',..., E|C|) est une solution optimale du probléme de second niveau
IC]

défini par t et satisfait les contraintes supérieures. Pour tout t' € ﬂ Pi(EY, t # t,
i=1

(EY,..., E°) vérifie les mémes propriétés et donc cette intersection est incluse dans

la région induite.

Réciproquement, soit (t, B, ..., EI°!) élément de la région induite. Alors, ¢ ap-
IC]
partient & ﬂ P;(EY). Donc, la région induite est incluse dans une réunion finie de

i=1
polyédres. Plus exactement, elle est égale & :

I

U () P(E)

El,. .  EICleEm(Q1),.,.Em(C]) *=1

telle que (EY, ..., EI°!) vérifie les contraintes supérieures.(]

Comme les variables de second niveau sont discrétes, on ne peut discuter de la
topologie de la région induite directement. On peut par contre étudier celle de la

projection de la région induite sur I’espace des variables de premier niveau.

Nous pouvons faire quelques remarques préliminaires sur la géométrie de cet

ensemble.

Remarque 1 :
Soient ¢ € C, E = E' U E? € Em*(c). Soit t € P.(E). Alors, nous pouvons vérifier

rapidement que tout t’' tel que :
V(S, l) € El t,s,l = ts,l

V(s, 1) ¢ E* thy = tey

est élément de P.(E). Nous pouvons déduire immédiatement de ceci que la projec-

tion de la région induite sur l’espace des prix est non bornée.
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Remarque 2 :
Soient ¢ € C, E = E* UE? € Em*(c). Soit t € P,(E). Alors, tout point ¢’ vérifiant :
V(s,l) € E* 1), <ty

V(s,1) ¢ E te; =ts)

est élément de P,(E).

Nous pouvons maintenant montrer un premier résultat sur la dimension des

polyédres.

Propriété 4 Soit c € C, soit E € Em*(c). Alors P.(E) est un polyédre de dimen-

sionn ot n = |U x |L]|.

Démonstration :

Pour prouver ce résultat, il suffit de prouver que P.(E) contient un ouvert non

vide de R™. Soit F' € Em*(c). Distinguons deux cas.

Si F* ¢ E', alors pour t € P,(E), on a :
>ty <me(F) —mo(E) (3.10)
(s,))EEN\F1
Comme m.(F) —m.(E) > 0 d’apreés la propriété (3.9), on en déduit que ’ensemble

des t vérifiant cette contrainte forme un ouvert non vide de R",

Si maintenant F'\ E! # (), alors pour t € P,(E), on a :

dYooth— >ty <me(F) —me(E) (3.11)

(s,))eEI\F1! (s,l)EF1\E!
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Aussi pour mo(F) — mo(E) 4+ Y, pepiym thy non nul, soit 37 e my g £, suffisam-
ment grand, on en déduit que ’ensemble des ¢ vérifiant cette contrainte est non non

vide, puis, par continuité de la fonction, que c’est un ouvert de R™.
3 ) ?

Nous en déduisons rapidement que I'intersection de ces ouverts est non vide en
observant des ¢ tels que t,; soit suffisamment grand pour (s,l) ¢ E' (par exemple,
tsy = 2max{m.(F) — m.,(E)/F € Em*(c),F # E}) et ts; soit suffisamment petit
mais non nuls pour (s,1) € E! (par exemple, ts; < m min{m.(F) —m.(E)/F €
Em*(c), F! C E'}). Par conséquent 'intersection de ces ouverts est un ouvert non

vide de R™. Aussi P.(E) est un polyédre de dimension n. O

Nous aimerions montrer que cette projection est connexe. Ceci pourrait s’expli-
quer en partie par le fait que nous supposons que la concurrence est toujours en

mesure de répondre a la demande des clients.

Par contre, si nous ne faisons pas cette hypothése, alors nous pouvons voir ra-
pidement que la projection de la région induite n’est plus nécessairement connexe.
Ceci est dii aux contraintes de niveau supérieur, car ce sont les seules qui influent

?

sur les variables de premier niveau.

Pour le voir, modifions I’exemple initial en remplacant ['objectif d’audience du
premier client par 60 et celle du second client par 70. La concurrence ne peut plus

alors satisfaire a elle seule la demande du client 1 ou du client 2.

Sur la figure 3.2, on constate comment le changement d’une contrainte supérieure

rend 'ensemble considéré non connexe.

Le premier graphe correspond 4 la projection sur (R*)? de la région induite dans
le cadre de 'exemple modifié. La ligne en traits gras, indiqué par des pointillés,

délimite les polyédres d’optimalité pour le second client. Sur le second graphe, nous
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0 30 40 0 10 20 30 40

Figure 3.2: Non connexité de la région induite.

avons modifié la contrainte supérieure sur la durée de la tranche 1 en limitant celle-ci

& 60 secondes maximum.

Propriété 5 Supposons que la concurrence peut toujours répondre d la demande
des clients. Alors, pour le programme biniveau défini par (3.1)-(8.7), la projection

de la région induite sur R™ est non vide et conneze, ot n = card(U') x card(L).

Avant de démontrer la propriété 5, nous allons montrer un résultat intermédiaire.

Propriété 6 Nous supposons toujours que la concurrence peut répondre ¢ la de-
mande des clients. Soit ¢ € C, soit E € Em*(c) tel que E # 0. Considérons
(s',I') € E et Egp Uensemble {G € Em*(c)/G* € EY,(s,1') ¢ G'}.
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Alors, pour tout F € Eyp qui vérifie le minimum de {m.(G)/G € Ey v}, P(E)N
P,(F) est non vide et forme un polyédre de dimension au moins n — card(E") +

card(F1).

Démonstration :

Nous considérons ¢, E et (s,1') tels que présentés dans I’énoncé de la propriété.
Pour démontrer ce résultat, nous partons d’un vecteur ¢ de P,(E) que nous modifions

jusqu’a atteindre la frontiére de ce polyédre.

Avant cela, nous pouvons rapidement remarquer que le minimum de {m.(G)/G €
Em*(c),G* € Et, (8',l') ¢ G} est égal au minimum de {m.(G)/G € Em*(c),G' ¢
El (s,l') ¢ G*, G' maximal pour l'inclusion dans E'}. Ce résultat est da a (3.8) et
(3.9).

Soit donc ¢ € P,(E). Considérons F' € &y i qui vérifie le minimum de {m.(G)/G €
Es 1 }. Cet ensemble est bien défini et non vide car le polyédre d’optimalité associé

a l’allocation optimale chez la concurrence en est élément. Nous modifions alors ¢ :

V(S,Z)EFl tsg =€

’

V(s,) ¢ E' t, ~+o0

D’aprés les remarques 1 et 2, t est toujours élément du polyédre d’optimalité de
E. On peut supposer que € est suffisemment petit et non nul en prouvant que les
polyédres d’optimalité sont de dimension n. De la méme fagon, en s’appuyant sur le
méme argument, on peut supposer que V(s,l) € E'\F' t5; > 0. Nous affinerons
par la suite de la démonstration la valeur que peut prendre e. Nous notons alors
ty v la valeur limite de ¢y v telle que si ty p < t5  alors ¢ est élément de P.(F) et si

tyy >ty alors t n’appartient plus & P (E). Notons ¢* le vecteur de prix associé.
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Notons alors M l’ensemble minimal non dominé tel que ** soit élément de

P.(M), mais pas de P,(E). Il s’agit maintenant de montrer que M*! = F.

Nous pouvons déja voir que (s',I') ¢ M'. En effet, Pexpression de la minimalité

de M doit nous donner en augmentant la valeur de ty yque

S out - Y <mdE) - mo(M)

(s,1)EMI\E! (s,)EEN\M!
Pour que ce terme intervienne dans cette inégalité, il faut nécessairement que (s', ') ¢

M*' vu qu'il est élément de E! par hypothése.

Montrons maintenant que M' C E*. Nous avons par hypothése sur ¢**

Yoot = Dt < me(BE) - mo(M)

(s,)EMH\EL (s,)e BN\ M1
Z " < me(B) —me(M) + Z to,"
(s,)EMI\E1 (s,)EE\M1

> < e
(s,))e M\ E1

Or, étant donné comment a été modifié le point initial £, on en déduit nécessairement
que Uensemble M\ E?! est vide. Autrement, la somme vaudrait +o00, ce qui serait

absurde.

Montrons maintenant que M! est égal & F. Soit F' € £y qui vérifie le minimum

de {m.(H)/H € £y y}. La encore, comme t** est élément de P.(M), nous avons :

Yoot = Yt < me(F) —mo(M)

(s,)eMI\F1 (s,)eFI\M?
St - Y e <o
(s,)eM\F! (s,)eF1\ M1

En ayant alors choisit € tel que

€< +min{t},*/(s,1) € E"\F'}

1
card(F")
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on en déduit que si M\ F! # () alors on aura :

0< Z e - Z €

(s,)eMI\F! (s,l)eFI\M?

N\
o

D’ou par l'absurde, on en déduit que M'\F! = (§ pour un tel choix de e. Donc

M' c F.

Par la suite, nous avons par hypothése en réecrivant l'optimalité de M par rap-

port & I :
0 < me(M) —m.(F) < Z € < card(EY) x €
(s,)EFN\M!
11 suffit alors ici d’avoir :
1 :
0<e< card(E) s min{m.(H) — m(F)/H € Ey y,mc(H) # m.(F)}

Si ce minimum n’existe pas car ’ensemble en question est vide, alors on en déduit que
me(M) = m.(F) comme M € £y . Sinon, notons €** le minimum de ce majorant et
du majorant défini pour montrer que M* C F'. Comme il n’y a qu'un nombre fini
d’éléments dans ’ensemble en question, ce majorant est strictement positif. Alors,
pour € < €**, M vérifie le minimum. Ainsi dans tous les cas, pour € suffisemment
petit mais non nul, on sait que M* C F* et que M vérifie le minimum voulu. Donc

d’apres (3.9), M' = F' pour de telles valeurs de e.

Comme € est non nul, nous déduisons des remarques 1 et 2 que le polyédre
d’intersection contient une boule ouverte pour la topologie induite sur RF ou k =
n—-card(E')+card(F*). En conséquence, le polyédre d’intersection est de dimension

au moins k. OJ

Cette propriété nous permet de comprendre un peu mieux la disposition des

polyédres d’optimalité dans la projection de la région induite. Pour un polyédre
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d’optimalité donné, nous pouvons déterminer certains de ses voisins. Comme les
limites d’un polyédre d’optimalité ne dépendent que des polyédres limitrophes, ceci

nous permet d’avoir une approximation de la forme du polyédre en question.

Remarque 3 :

En observant la figure 3.1, nous constatons que pour un ensemble E € Em*(c),
les polyédres d’optimalité limitrophes avec P.(E) ne sont pas nécessairement des
ensembles F tels que F'' C E'. Par exemple, si on considére le client 2, on peut voir

que les polyeédres d’optimalité associés & {(1,1,1)} et {(1,1,2)} sont limitrophes.

A Taide de la propriété 6, nous pouvons prouver la propriété 5 dans le cas d’'un

seul client.
Démonstration :

Pour démontrer le résultat, étant donné la nature polyédrale des ensembles consi-
dérés, il suffit de montrer que pour tout polyédre d’optimalité associé & un ensemble
minimal non dominé qui vérifie les contraintes de niveau supérieur, il existe un che-
min continu entre tout point de ce polyédre et tout point du polyédre d’optimalité

correspondant & ’ensemble de spots proposés uniquement par la concurrence.

Soit E € Em*(c) tel que E vérifie les contraintes de niveau supérieur du modéle.
Soit (¢',I') € E*, alors d’aprés la propriété 6, nous considérons F € Em*(c) tel
que F' C EY, (s',1') ¢ F' et P.(E) N P.(F) est non vide. Alors la réunion de ces
deux polyédres est connexe. Par ailleurs, comme FE vérifie les contraintes de niveau

supérieur, F' les vérifie également. En procédant ainsi, on peut construire une suite
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finie de polyédres (F;) tel que :

: 1 1
Vi FaGF

Vi  F! vérifie les contraintes de niveau supérieur

Vi U P.(F;) est connexe

0<k<i
Comme le nombre d’éléments dans E! est fini, on finit par avoir F}! = () & partir

d’un certain rang. On a ainsi prouvé notre résultat.[]
Il resterait & prouver la propriété 5 pour le cas ou card(C') > 1.

Nous cherchons maintenant & connaitre des propriétés sur les points extrémes

des polyédres d’optimalité. Pour ce faire, nous définissons les matrices d’optimalité.

Définition 7 Soient c € C, soit E € Em(c). On appelle matrice d’optimalité de E

la matrice notée Mg qui définit les contraintes sur t' associées a P,(F).

Nous avons vu plus haut que, pour ¢ € C, card(Em*(c)) < 2%, oun = |U!|*|L].
On considérera donc qu’une matrice d’optimalité d’un ensemble minimal est une

matrice 2" X n.

Propriété 7 Soit c € C. Soit M une matrice 2" x n. Alors il existe E € Em*(c)

tel que M = My si et seulement st :

M € {-1;0;1}%"xn;

les colonnes sont a valeurs uniquement dans {0; 1} ou uniquement dans {—1;0} ;

chaque colonne a exactement 2°! termes non nuls;

toutes les lignes sont différentes deux d deux.



47

Démonstration :

Supposons d’abord qu’il existe E € Em*(c) tel que M = Mpg. Alors, pour
F € Em*(c), on doit avoir :

Z tay Zt < m(F) — m(E).

(s,1)eE? (s,heF?

De ceci, on déduit que pour la ligne associée & F' dans M, les coefficients sont &
valeurs dans {0; 1; —1}. Donc plus généralement, les coefficients de M sont & valeurs

dans {0;1; —1}.

Soit maintenant (s,!) € E'. Dans I'expression de la contrainte ci-dessus, le coef-
ficient devant t}, vaut 1 si (s,{) ¢ F™ et 0 sinon. Donc les coefficients de la colonne
associée a (s,!) sont & valeurs dans {0;1}. A contrario, soit (s,!) ¢ E*. Cette fois,
dans la contrainte ci-dessus, le coefficient devant ¢, vaut 0 si (s,{) ¢ F' et -1 sinon.

Ainsi, les coefficients de la colonne associée & (s,1) sont & valeurs dans {—1;0}.

Soit maintenant (s,1) € (U' x L). Supposons que (s, 1) soit élément de E. Il y a
exactement 2"~ ! sous-ensembles de U x L dont (s, 1) est élément. Pour chacune des
lignes correspondantes aux ensembles minimaux engendrés par ces sous-ensembles,
le coeflicient correspondant & (s,!) vaudra 0. De la méme fagon, si (s,!) ¢ E, on sait
qu’il y a exactement 2"~! sous-ensembles de U' x L dont (s,l) n’est pas élément.
Donc pour chacune des lignes correspondantes aux ensembles minimaux engendrés

par ces sous-ensembles, le coefficient correspondant & (s, ) vaut 0.

Soit une ligne donnée de M et soit (s,1) € U* x L. Alors, d’aprés ce qui précéde,
soit la colonne pour (s,!) est & valeurs dans {0; 1} soit dans {—1;0}. Dans le pre-
mier cas, si le coefficient en (s,!) vaut 1, alors (s,1) n’est pas élément de I’ensemble
correspondant & cette ligne et y appartient s’il vaut 0. Dans le second cas, (s,1) est
élément de ’ensemble en question si le coefficient vaut -1 et ne ’est pas sinon. Par

conséquent, une ligne définit de facon unique un sous-ensemble de U? x L. Or les
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sous-ensembles de U' x L sont deux & deux distincts. Par conséquent, les lignes de

My sont deux & deux distinctes.

La réciproque est immédiate.[]

Dans le cadre de 'exemple précédent, on peut voir que les points extrémes de
chaque polyédre d’optimalité pour un ensemble minimal associé & un client ont leurs

points extrémes entiers.

Nous avons essayé par la suite de montrer que ces matrices pouvaient étre totale-
ment unimodulaires & ’aide de la caractérisation qui précéde et d’une récurrence sur
le cardinal de U? x L. C’est 14 que nous nous sommes rendu compte avec I'exemple

qui suit que ce n’est pas toujours le cas.

Considérons le cas oi card(U') = 1 et card(L) = 3. Supposons que E ={(1;1;1);
(1;1;2); (1;1;3)}, {(15 15 1)}, {(1;1;2)} et {(1;1;3)} définissent des ensembles minimaux

pour un client donné qui vérifient (3.8), ceci ne dépend que des masses des ensembles.

Alors, la matrice d’optimalité de E contient la matrice 3 x 3 suivante, a permu-

tation prés des lignes :

011
110
1 01

Cette matrice a pour déterminant —2, donc la matrice d’optimalité considérée n’est
pas totalement unimodulaire. En conséquence, rien ne garantit I'intégrité des points

extrémes des polyédres d’optimalité.
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CHAPITRE 4
ALGORITHME DE RESOLUTION

La notion d’ensemble minimal non dominé rappelle celle de chemin dans le cadre
d’un probléme biniveau dont le probléme de second niveau est un probléme de flots.
Nous pouvons par exemple nous référer & [8] pour plus de détails sur ces chemins
et sur les algorithmes de résolution qui en découlent. Parmi ceux-ci, il s’agit de
déterminer tous les chemins du réseau pertinents puis d’exprimer le modéle biniveau
non plus en fonction des arcs mais uniquement en fonction de ces chemins. Nous
pourrions étre tentés d’en faire de méme en utilisant les ensembles minimaux non

dominés, si le nombre de ceux-ci n’est pas trop grand.
b

Premiérement, nous tachons d’obtenir un ordre de grandeur du nombre d’en-
sembles minimaux non dominés relativement & un client. Ensuite, en fonction des

résultats obtenus, nous élaborons un algorithme de résolution du probléme.

4.1 Génération des ensembles minimaux non domi-
nés

Nous savons désormais que 1’ensemble des points réalisables pour le probléme de
second niveau est constitué d’ensembles minimaux non dominés pour chaque client.
On peut éventuellement envisager de résoudre directement notre probléme biniveau

en considérant uniquement cet ensemble de variables.

Pour ce faire, nous devons d’abord connaitre des ordres de grandeur du nombre
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d’ensembles minimaux, pour un client, non dominés, existant dans une instance.

Comme il n’y a pas de contraintes d’inventaire chez la concurrence dans notre

modéle, nous savons d’aprés (3.8) qu'il y a au plus 2¢ardUh*card(L) epgembles mini-
maux non dominés pour un client ¢ € C' donné. Pour un sous-ensemble E' donné
de U' x L, il faut déterminer un sous-ensemble E? de U? x L tel que E' U E? soit
minimal et de masse fixe minimale. La résolution de ce probléme revient & résoudre

le probléme en variables binaires suivant :

: § : 2 2 2
H;lzn (ts,l + ws,l,c)xs,l,c

(s,l)eU?xL
SA Y Gati 2 A~ D Gud
(s,l)EU?XL (s,)eE
d(c)eD(s) D(c)eD(s)
Z Qs1,a%ey . < Ay — Z as14+ min{as;q/(s,1) € EY, D(c) € D(s)}
(s,)eU?x L (s,)eE!
D(c)eD(s) D(c)eD(s)

:Eg,l,c € {Oa 1}

Ce programme est rapidement résoluble par CPLEX & I’aide d’un simple branch-
and—bound. 11 faut toutefois noter que CPLEX ne résout pas les problémes avec des
inégalités strictes. Nous pouvons ici contourner cette difficulté en observant que tous
les termes de cette inégalifé sont des entiers naturels. Par conséquent, si on ajoute
1 au terme de gauche, on obtient alors une inégalité qui n’est plus stricte et qui est

équivalente avec la formulation précédente.

L’objectif assure que la masse fixe de ’ensemble obtenu sera minimale. La pre-

miére contrainte assure que l'audience totale sera plus grande que A, mais aussi

que :

Z gy q+ Z ala—aypa< A, V()€ B
(

(s,l)eE? s,l)eE?
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Ceci ne nous permet pas de conclure que I’ensemble E'UFE? est minimal. Il faut aussi
que cette inégalité fonctionne pour tout (s',1') € E?, c’est pourquoi l'on rajoute la
deuxiéme contrainte qui assure que :

Z g0+ Z aa—agpa< A, V()€ E

(s,l)eE! (s,l)EE?

Nous avons par la suite effectué différentes simulations en modifiant les para-
métres afin d’obtenir une idée de leur influence sur le nombre d’ensembles minimaux
non dominés résultants. Les paramétres que nous avons modifiés sont : le nombre
de tranches publicitaires, 'intervalle d’audience et I'intervalle de désutilité chez la
chaine leader ou chez la concurrence, U'intervalle de prix chez la concurrence et enfin
I’'objectif d’audimat pour le client. Nous avons systématiquement vérifié pour chaque

instance que la concurrence était capable seule de satisfaire la demande du client.

Nous pouvons lire sur les tableaux 4.1, 4.2 et 4.3 les résultats obtenus pour la

génération des ensembles minimaux non dominés.

Ici, nous nous sommes arrétés a I’étude de petites instances pour la génération
d’ensembles minimaux non dominés. En effet, au vu du temps de résolution né-
cessaire dans ce cadre, nous n’avons pas cherché & observer les résultats pour des
instances de plus grande taille. En effet, dans le premier cas, il a fallu en moyenne
au moins 6 minutes pour chaque instance pour générer tous ces ensembles. Dans le
second cas, il a fallu au moins 2 heures en moyenne pour chaque instance. Enfin,

dans le dernier cas, il a fallu en moyenne 4 minutes.

Comme indiqué sur les tableaux, nous avons constaté que plus la variance aug-
mente lors de la génération des instances, notamment pour la désutilité et les prix,

moins il y a d’ensembles minimaux non dominés.

Dans le cadre de plus grande instances, nous aurions au moins & considérer une
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Tableau 4.1: Peu de variance dans le jeu de données. 5 tranches publicitaires pour
le leader, 30 pour la concurrence, objectif d’audience 500.

Instances | Ensembles Ensembles minimaux Ecart]
minimaux non dominés (%)
Paramétres 1 27679 27679 0
L. C. 2 23362 23272 0,3
Audience minimale 40 10 3 24944 24941 0,0
Ecart d’audience 40 20 4 24316 24293 0,0
Désutilité minimale 10 20 5 27002 27002 0
Ecart de désutilité 10 40 6 26831 26785 0,2
Prix minimal - 20 7 27192 27190 0,0
Ecart de prix -~ 40 8 26946 26946 0,0
9 24449 24449 0,0
10 22757 22578 1,8

Tableau 4.2: Variance moyenne dans le jeu de données. 6 tranches publicitaires pour
le leader, 6 pour la concurrence, objectif d’audience 500.

Instances | Ensembles Ensembles minimaux Ecart

minimaux non dominés (%)

Paramétres 1 172445 92220 46,5

L. C. 2 163116 56466 65,4

Audience minimale 30 30 3 232801 138336 40,6
Ecart d’audience 40 50 4 210347 126946 39,6
Désutilité minimale 10 20 5 196235 92088 53,1
Ecart de désutilité 10 40 6 224227 150184 33,0
Prix minimal - 20 7 167777 94987 43,4
Ecart de prix - 40 8 224743 114521 49,0
9 169788 84873 50,0

10 221995 135137 39,1

Tableau 4.3: Grande variance dans le jeu de données. 6 tranches publicitaires pour
le leader, 40 pour la concurrence, objectif d’audience 500.

Instances | Ensembles Ensembles minimaux Ecart

minimaux non dominés (%)

Parameétres 1 26703 6 99,9

L. C. 2 21698 14 99,9

Audience minimale 10 20 3 24517 18 99,9
Ecart d’audience 100 150 4 18364 6 99,9
Désutilité minimale 20 30 ) 20194 23 99,9
Ecart de désutilitée 100 110 6 28352 17 99,9
Prix minimal - 30 7 25667 96 99,6
Ecart de prix - 110 8 23553 12 99,9
9 22266 18 99,9

10 27570 16 99,9
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dizaine de clients ce qui augmenterait sensiblement le temps de génération de ces

ensembles minimaux non dominés.

4.2 Algorithme exact de résolution

Comme le nombre d’ensembles minimaux non dominés est finalement trop im-

portant, en général, nous adaptons notre approche pour résoudre le probléme.

A Dinstar de la génération de colonnes, nous allons considérer progressivement
des ensembles minimaux non dominés pertinents au lieu de les prendre tous en
compte dans le modéle. Ceux-ci vont étre générés au fur et & mesure mais dans le

cadre d’une génération de coupes.

L’idée part de 'observation que les solutions du probléme de second niveau sont
des ensembles minimaux non dominés pour chaque client. De plus, pour un vecteur
de cofit donné, la résolution du probléme de second niveau consiste & résoudre un

probléme de sac-a-dos pour chaque client, facilement résoluble.

Par la suite, dans le cadre de l'algorithme nous allons nous intéresser au pro-
bléme biniveau relaxé, tel que présenté dans la partie 2.4. Il va s’agir de résoudre le

probléme biniveau relaxé, auquel sera progressivement ajouté des coupes.

L’algorithme fonctionne de la fagon suivante. Au lieu de considérer le probléme

biniveau, nous considérons le probléme biniveau relaxé.

A T'étape 0, nous linéarisons les termes bilinéaires dans le modéle puis nous
ajoutons les coupes qui indiquent que le cofit total pour chaque client ne peut
dépasser le colt du meilleur ensemble de spots proposés par la concurrence. Nous

résolvons le probléme ainsi obtenu.
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Nous vérifions ensuite que notre solution est élément de la région induite en
calculant la valeur du probléme de second niveau défini par le vecteur de prix obtenu
en résolvant le probléme biniveau relaxé. Si c’est le cas, nous avons trouvé une

solution optimale du probléme biniveau.

Sinon, la disposition obtenue en résolvant le probléme de second niveau permet
de définir une coupe pour chaque client que I’on ajoute au probléme biniveau relaxé.
Cette coupe signifie que pour chaque client, la disposition optimale dans le probléme
biniveau relaxé lors de la prochain itération doit avoir un cott inférieur au cotit de
la disposition obtenue aprés résolution du probléme de second niveau associé au

vecteur de prix obtenu & cette itération.

Nous résolvons alors & nouveau le probléme biniveau relaxé, puis répétons les
étapes qui consistent a vérifier que notre solution est élément de la région induite

puis si ce n’est pas le cas & ajouter des coupes au probléme.

Détaillons chaque étape.

4.2.1 Initialisation

Pour chaque client ¢ € C' donné, on résout le simple probléme de sac-a-dos sui-
vant. La valeur de l'objectif que ’on notera R, détermine alors une borne supérieure
sur le cotlit total pour chaque client.

p 2 2 2
H;lzﬂ E : (ts,l + ws,l,c)xs,l,c
(s,))EU2XL
« 2 > A
5.4 a’S,l,d‘Ts,l,c i
(s,))eU?XL

D{(c)eD(s)

z2,.€{0;1} Vs,leU' L
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Rappelons que nous avons fait ’hypothése que la concurrence est en mesure de satis-
faire la demande de chaque client, ce qui signifie que ce probléme admet une solution

optimale. Nous ajoutons ensuite au probléme relaxé la contrainte Z(S DeUtx L(t;,l +
1 1 2 2 )2
ws,l,c)xs,l,c + Z(s,l)eszL(ts,l + ws,l,c)xs,l,c < RC'

Le probléme relaxé ainsi obtenu présente des termes bilinéaires. A I'aide de tech-
niques utilisées dans [13], nous linéarisons le probléme. Voici le probléme initial

considéré par la suite :
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s
Probléme relaxé initial
1
max E E T,
1,2l 2271 "
ceC sleUtL
5.4 zl, < I! Vs,le UYL
: s,l,e = *s,l ) ’
ceC
E E lzy, . <(s) Vs € U!
lel ceC
1 2
Y Gl T, Gerdtl = A, Vee C
s,leUL, L, s,leU? L
D(c)eD(s) D(c)eD(s)
Z 1 1,1 Z 2 2 2
Ts,l,c + ws,l,cxs,l,c + (ts,l + ws,l,c)ws,l,c < RC Ve € C
sleULL s,lcU?,L
1 1 1 1 1
o - 37170(1 - xs,l,c) < Ts,l,c - ts,l < MS,l,C(l - xs,l,c) VC’ S)l € O’ U ?L
1 1 1 1
— M leTg e < Ts,l,c < MS,l,Ca:s,l,c VC, Svl € C? U ’L
i . 1
o, € 10,1} Vi, s,l,ce {1,2},U", L,C
Ty 20 Ve, s,le C, U L
t, =20 Vs,le U L
Pour fixer la valeur de M., on sait déja que le prix d'un spot publicitaire ne peut
pas étre plus élevé que max R, pour ¢ € C. On peut par la suite affiner la valeur de
M, . & 1'aide de la contrainte sur le cotit total pour le client c¢. En effet, comme on
a:
Z 1 1,1 Z 2 2 2
Ts,l,c + ws,l,cxs,l,c + (ts,l + ws,l,c)xs,l,c < I?Gacx RC
s,leUL,L s,l€U?,L
: 11 2 2 2
on salt que TSJ,C S MaXeec RC - Zs,leUl,L ws,l,c‘rs,l,c - Zs,leUz,L(ts,l + ws,l,c)xs,l,c'
Ainsi Ty, < maxeec Re — wi)l,c — Qg 1c % Bsic O a5y est le nombre minimal de
-~ spots supplémentaires nécessaire pour que le client ¢ atteigne son objectif d’audi-

mat et Os; . est le minimum de la désutilité pour un spot. Par la suite, on a utilisé
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une majoration de oy .. On note d la catégorie démographique du client en question.

tspe 2 (Ao —wyyo)/(max{ayya/(s, 1) # (s,0)})
ﬁs,l,c = min{wi’,l’,c/(s/’ l/) 7& (37 l),’& = 17 2}

4.2.2 Probléme relaxé modifié et génération de I’ensemble

minimal

On résout le probléme relaxé¢ modifié et le probléme de second niveau en utilisant
le solveur commercial CPLEX, les paramétres du solveur sont fixés par défaut. Le
probléme relaxé modifié est un probléme mixte en nombres entiers. Le probléme
de second niveau & résoudre correspond & un probléme de sac-a-dos séparable par

client.

Notons t%*, z1*, £2* la solution optimale du probléme relaxé modifié, obtenue
aprés résolution par CPLEX. Nous vérifions alors que, pour tout client ¢, (tV* +
wh).xh* + (2% + w?).23* est égal a la valeur optimale de 1'objectif du probléme de

[

second niveau défini par tV* pour le client c.

2* est solution du probléme relaxé modifié, ils vérifient bien les

Comme zb*, x
contraintes de niveau supérieur. Par conséquent, si la condition de test est vérifiée
pour tout client ¢, alors cela signifie que t5*, z5*, 2%* est élément de la région induite
du probléme biniveau. Or, ils réalisent le maximum de Pobjectif du probléme sur

un ensemble qui contient la région induite. Par conséquent, ils forment une solution

optimale du probléme bi-niveau.
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4.2.3 Génération des coupes

A linverse, si la condition de test n’est pas vérifiée pour un des clients (notons
® un de ces clients), cela signifie que z*, z%* n’est pas une solution optimale du

2,% ne

probléme de second niveau défini par t'* et par conséquent que t'* zb* z
forment pas un élément de la région induite. Ceci signifie qu’il existe des clients ¢
tels que ¢t* n’est pas élément du polyedre d’optimalité de zl*, z2*. On peut donc
chercher & couper tV*, 5* 2* sans couper des éléments de la région induite. Pour
ce faire, on utilise len‘}(z) et :cfn?(z), une solution optimale du probléme de second
niveau associé & t5* & D’itération i. Pour tout client ¢, t%* est élément du polyédre
d’optimalité de ’ensemble minimal non dominé pour ¢ défini par mlln“} (i) et xfn‘}(z)c
On en déduit alors une coupe pour chaque client ¢ € C.

1 1 1 2 2 2
E : (ts,l + ws,l,c)ms,l,c + E (ts,l + ws,l,c>xs,l,c <
s,leUL L s,leU?,L

Z (tsq + w;,z,c)x%}(i)s,l,c + Z (5, + w?,l,c)$?ﬁ;(i)s,l,c
s,leUL,L s,leU2,L

Une fois celle-ci linéarisée, on obtient :

1 1 1 2 2 2
E : Ts,l,c + ws,l,cms,l,c + § : (ts,l + ws,l,c)xs,l,c g
s,leUL L s,leU2L

Z (t;,l + wsllc)leny} (i)s,l,c + Z (tg,l + wg,l,c)x?ﬁ§(i)s,l,c
s,leUtL s,leU?L

Cette coupe signifie que le colit total pergu par tous les clients dans la disposition
choisie doit étre plus petit que le colt total percu pour la disposition a:zln‘}(z), xfn’}(z)

L 22*, Elle est bien vérifiée par

On vérifie immédiatement qu’elle coupe bien 1%,z
tout élément de la région induite. En effet, & premiére vue, nous aurions pu seulement
générer la coupe qui correspond & la somme pour tous les clients de ces inégalités.

Toutefois, si pour un client donné la coupe n’est pas vérifiée, nous constatons rapi-

dement que nous pouvons engendrer un ensemble de valeur strictement plus petite
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pour le probléme de niveau inférieur.

‘o . . L\ 2% (o
Précisons un dernier point sur ces coupes. Certes, xmf(z),xmf(z) peut ne pas
vérifier les contraintes de niveau supérieur. Cela ne pose pas de problémes. La prise
en considération de ce vecteur d’allocation a pour but de couper les valeurs possibles

2%

du vecteur de prix pour une allocation donnée. t1* z'* z%* vérifie toujours les

2* est solution

contraintes de niveau supérieur. Il faut ensuite s’assurer que z>*,
du probléme de second niveau défini par tV*. C’est le role de ces coupes qui sont

ajoutées a chaque itération.

4.2.4 Validité de Palgorithme

Théoréme 1 Sous les hypothéses du modéle, I’algorithme résout le probléme en un

temps fini.

Démonstration :

A chaque itération de lalgorithme, nous ajoutons au moins une coupe liée & une
combinaison d’ensembles minimaux non dominés au probléme biniveau relaxé, si
une solution optimale n’est pas trouvée. Au pire des cas, nous ajouterons une coupe
pour chaque combinaison d’ensembles minimaux non dominés possible. Il y en a un

nombre fini car il y a un nombre fini de spots publicitaires.

De plus, chaque combinaison ne peut étre visitée qu’une seule fois. Dans le cas ol1
une combinaison est visitée deux fois, on déduit rapidement que la solution optimale
du probléme relaxé est alors solution optimale du probléme biniveau. Ainsi, une fois
toutes ces coupes ajoutées, la résolution du programme biniveau relaxé fournira une

solution optimale,

Il y a ainsi un nombre fini de problémes & résoudre pour atteindre une solution
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optimale. Chaque probléme est résoluble en temps fini. L’algorithme résout donc le

probléme en un temps fini.Od

Nous résumons les différentes étapes de 1’algorithme :

Algorithme de génération de coupes associées & des ensembles minimaux

Etape 0 : Initialisation
On détermine pour chaque client la combinaison optimale de spots publicitaires
en ne considérant que l'inventaire chez la concurrence.
On ajoute au probléme relaxé la contrainte de prix pour chaque client associé
4 la concurrence et on linéarise le probléme obtenu.
S i=0.

Etape 1 : On résout le probléme relaxé modifié. On obtient t%* z1* et z2*.

Etape 2 : Génération de I’ensemble minimal®
On résout le probléme de second niveau avec t¥* pour chaque client ¢. On
obtient xfn’}(z)c et xfn’}(z)c
Si pour chaque client ¢, (£ +wl)-zh* +(t2+w?)-22* = (" +wh)-w 1)+ (¢ +
w2y - mfn’} (7)., alors th* zb* et 2>* forment une solution optimale du probléme
bi-niveau. On arréte I'algorithme.
Sinon, on passe a 1’étape 3.

Etape 3 : Génération des coupes
Pour chaque client ¢ qui ne vérifie pas 1’égalité énoncée a 1’étape 2, on engendre

la coupe relativement a mzln*} (7). et xfn’} (4)e. On la linéarise puis on l'ajoute au

IExcepté pour len*f(z)c et x?,’;(i)c, pour tout vecteur v, le vecteur v, désigne ici le sous-vecteur

de v composé uniquement des coordonnées relatives au client c.
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probléme relaxé modifié. On retourne ensuite a 1’étape 1.

1«1+ 1.

4.3 Exemple d’application de Palgorithme

Afin de comprendre le fonctionnement de I’algorithme, nous allons ’appliquer
sur un petit exemple. Pour ce faire, nous reprenons celui étudié a la section 3.3

auquel nous rajoutons un client et modifions les contraintes au niveau supérieur.

1,1 1.1 11 1.1
max  111%111 +119T101 T 111T11,2 T 810T1,00
tiae'x

15("”%,1,1 + xim) + 30@%,2,1 + w{,Q,Q) <75

min (810 +5)111 + (b1 + 18)21 01 + 1721 1y + 422751+
zlz

(ti,1 -+ 15)3”%,1,2 + (tiz + 5)95%,2,2 + 23$?,1,2 + 2733%,2,2"’

(t%,l + 10)$},1,3 + (ti,Q + 10)551,2,3 + 40»’5%,1,3 + 501’%,273
s.a 20z, + 30214, + 1627, + 4023, > 50

20z} | 5 + 30x] 5 + 1527 | 5 + 4027 5, > 55

2021 ; 5 + 302 55 + 1627, 5 + 4027 5 > 45

21,001, €{0,1} Vie{l,2} Vee{1,2,3}

1 4
ti1,6220

Les ensembles minimaux non dominés pour les clients 1 et 2 restent les mémes

que précédemment. Pour le client 3, ces ensembles minimaux sont :



Client 3
Ensemble minimal Prix
{1,1,1),(2,1,2)} t1,1 +60
{(1,1,2),(2,1,1)} t12 + 50

{(1,1,1),(1,1,2)}

t11+t12+20

62

90

)
)
)
)

{(2) 1, 1)7 (27 172 }

A partir de ceci, nous pouvons représenter sur la figure 4.1 'ensemble des poly-

édres d’optimalité pour chaque client.

60 - — Ch
"\\ i, Client 1
N — Client 2
\ 1 1 0 0
50—\% 1 0 0 0 — Client 3
§ 1 1 1 0
I
40 \\\\\\\\\ 3
§ 1 1
N
§ 1 0 0 0
30—% 1,2 1,2 0 0
% L2 R 1,2 2
N 0
N 1 1
20~} 1
18 \ 19 x 1 2 .
\ )
1,2
2 ° 2
\ 2 2
\ 2| 2
2
0- \ \\\\\ NN \\\\{\\,

o_

10 12 40 50

Figure 4.1: Polyédres d’optimalité

Sur cette figure, pour chaque polyédre délimité, nous avons indiqué la combi-
naison de spots publicitaires fournie par la chaine leader pour chaque client. Ainsi,
pour chaque polyédre, la premiére ligne correspond au premier client, la deuxiéme

au second et ainsi de suite. Un 1 indique un spot publicitaire de la tranche 1, de
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longueur 15 secondes. Un 2 indique un spot publicitaire de cette méme tranche mais
de longueur 30 secondes. Un 0 indique aucun spot fourni par la chaine leader. Par
exemple, pour le polyédre en haut & gauche du graphe, chaque client est pourvu

d’un spot publicitaire de 15 secondes dans la tranche 1 par la chaine leader.

Pour les valeurs des prix se trouvant dans la zone grisée, la combinaison des
ensembles minimaux optimaux pour ces prix, associés & chaque client, ne vérifie
pas les contraintes de niveau supérieur du probléme biniveau. Nous pouvons ainsi

remarquer que la projection de la région induite sur l'espace des prix n’est pas

convexe.

Observons maintenant le comportement de ’algorithme sur cet exemple. L’al-
gorithme s’interrompt aprés 3 itérations, nous résumons les résultats de chaque

itération dans le tableau 4.4.

Tableau 4.4: Itérations de 'algorithme sur un exemple

Itération | Disposition dans le PMR | Objectif du PMR | Vecteur de prix
0
t11 =52
1 2 88
t12 =18
1,2
1
t11 =12
2 0 82 b
t1,2 = B&
1,2
0
t11 =30
3 0 70 b
tl’g - 40
1,2

On a représenté sur la figure 4.1 les différentes valeurs des prix a chaque itération.
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Tableau 4.5: Classement des ensembles minimaux non dominés par masse fixe

Ensembles minimaux non dominés

Clients | m.(0) | m.({1,2}) | m.({1}) | m.({2})

Client 1 59 20 47 57
Client 2 50 42 32
Client 3 90 20 60 50

A la vue de ces résultats, nous pouvons donner une premiére interprétation
économique en considérant les ensembles minimaux non dominés pour chaque client

qui présentent la plus petite masse fixe.

Pour un client donné ¢, pour E € Em*(c), le revenu maximum que peut géné-
rer la chaine leader en vendant au client ¢ les spots publicitaires associés & E est
me(0) — m(E). m.(0) représente le meilleur cofit pour le client ¢ §’il ne considére

que l'inventaire de la concurrence pour satisfaire son objectif d’audience.

Ainsi parmi ces ensembles minimaux non dominés, en considérant individuelle-
ment les clients, ceux qui ont la plus petite masse fixe offrent le plus grand bénéfice

potentiel pour la chaine leader.

Dans le cadre de notre exemple, regardons quels sont ces ensembles et quels
bénéfices ils offrent pour la chaine. Comme notre exemple est de petite taille, nous

avons consigné tous les ensembles minimaux dans le tableau 4.5.

Nous constatons qu’d la premiére itération, la résolution du probléme maitre
relaxé renvoie la combinaison d’ensembles minimaux non dominés qui respecte les
contraintes de niveau supérieur du probléme biniveau et dont le bénéfice potentiel
pour la chaine leader est maximal. En P'occurrence, il s’agit de ’ensemble minimal

non dominé {1, 2} pour le client 3 et de 'ensemble {2} pour le client 2.
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Itération 1 Itération 2 Itération 3
70+ s +*
\
60 _ I 1N
\\
50 - + N
40 A\ 13
'\ \
30—\ 4 AN . AN
\
I x AN \ \
1 4 P5({1,2}) AN 4 P5({1,2}) AN

T 1 R UL T 1 1 U U
0 10 20 30 40 50 60 70 0 10 20 30 40 50 60 70 0 10 20 30 40 50 60 70

Figure 4.2: Evolution du polyédre d’optimalité de {1,2} pour le client 3

Toutefois, les valeurs des prix obtenues ne permettent pas d’obtenir la méme
valeur d’objectif au second niveau. Cela s’explique par une myopie & 1’échelle du
probléme biniveau relaxé relativement aux prix de tous les ensembles minimaux
non dominés intéressant chaque client. Tout se passe au départ comme si, aux yeux
de la chaine leader, pour un ensemble minimal non dominé choisi, proposé a un
client, le seul "produit" concurrent était I'offre de la concurrence. Cette myopie est
progressivement corrigée par ’ajout de coupes a chaque itération, qui correspondent

4 la mise en lumiére de "produits concurrents", également offerts par la chaine leader.

Ainsi, par exemple, pour I’ensemble minimal non dominé {1, 2} propre au client
3, retragons sur la figure 4.2 les contraintes sur les prix au fur et & mesure des
itérations. Nous notons P.({1,2}) I'ensemble des valeurs des prix possibles pour

I'ensemble minimal non dominé {1, 2} dans le probléme biniveau relaxé.

Le premier graphique sur la figure 4.2 correspond & la seule contrainte de prix
inférieure a 1'offre de la concurrence. Le second graphique considére en plus la
contrainte de prix relative & l'ensemble minimal non dominé {2} qui est ajoutée

au probléme maitre relaxé a l'issue de l'itération 1. Enfin, le troisiéme graphique
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considére une contrainte supplémentaire correspondant au prix de ’ensemble mini-
mal non dominé {1}, ajoutée aprés litération 2. Nous avons indiqué pour chaque
itération les valeurs des prix & Poptimalité pour la résolution du programme maitre

relaxé.

A la lecture de la figure 4.1, nous constatons que la myopie relative a un client
donné, pour un ensemble minimal non dominé dont le polyédre d’optimalité est
inclus dans I'ensemble des prix correspondant & des solutions non réalisables au
premier niveau, ne préte pas a conséquence. Ceci justifie le développement d’un al-
gorithme de résolution qui ne tend pas a générer tous les ensembles minimaux non

dominés possibles pour chaque client.

Nous pouvons remarquer également qu’a chacque itération de ’algorithme, la dis-

position pour chaque client correspond & un ensemble minimal non dominé.

Par ailleurs, la solution optimale suggére une heuristique pour résoudre le pro-
bléme biniveau. A savoir : classer les clients par ordre décroissant en fonction du
revenu maximal qu’ils peuvent générer pour la chaine. Ensuite, considérer le pro-
bléme biniveau uniquement pour le premier client, le résoudre avec ’algorithme
développé. Fixer les valeurs non nulles obtenues. Résoudre aprés le probléme bini-
veau pour le second client, fixer les valeurs non nulles obtenues, et ainsi de suite

jusqu’au dernier client.

Si 'on applique cette heuristique a ’exemple, nous résolvons d’abord le probléme
pour le client 3. Nous obtenons aprés 3 itérations z;13 = 123 = 1 et £;; = 30 et

t1,2 = 40. Nous résolvons ensuite pour le client 1, ce qui donne z;;1 = 7121 = 0,
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puis pour le client 2, ce qui donne z139 = 2129 = 0. Ceci correspond & la solution

optimale obtenue au préalable.
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CHAPITRE 5
AMELIORATIONS DE L’ALGORITHME ET
HEURISTIQUE

La premiére limitation de notre algorithme est qu’il ne génére qu’une seule coupe
& chaque itération par client. En étant capable de générer plus de coupes, nous
pouvons espérer que l'algorithme nécessite moins d’itérations avant d’atteindre la

valeur optimale et fonctionne ainsi plus rapidement.

5.1 Ajout initial de coupes

La premiére idée consiste a ajouter des coupes au probléme avant le début de
la résolution. Cette idée provient du constat sur nos premiers tests que, pour les
premiéres itérations, la valeur du cotit total pour chaque client, calculée & partir de
la disposition et des prix issus de la résolution du probléme relaxé, est égale a la
valeur de la meilleure disposition chez la concurrence mais que cette égalité n’est
plus vérifiée pour tous les clients quand on atteint la valeur optimale du probléme

biniveau.

Dans les premiéres itérations, c’est I’absence de coupes correspondantes aux en-
sembles minimaux non dominés dont le polyédre d’optimalité est "limitrophe" avec
le polyédre d’optimalité associé & la disposition chez la concurrence uniquement, qui
permet au vecteur de prix de prendre des valeurs trop grandes, en dehors du po-
lyédre d’optimalité de l'allocation générée par la résolution probléme maitre. Nous

nous basons alors sur l'intuition que nous avons de la géométrie de la projection de
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la région induite sur Pespace des prix, suggérée par la proposition 5. Celle-ci indique
(3N ~ [} s vy 2 . . ’
premiérement que les polyédres d’optimalité des ensembles minimaux non dominés
minimaux pour 'inclusion® dans U! x L sont limitrophes avec le polyédre d’optima-
lité associé & la disposition optimale dans la concurrence uniquement. C’est pourquoi
en générant les coupes associées aux ensembles minimaux de petite taille nous pou-
vons obtenir une premiére approximation des polyédres d’optimalité limitrophe avec

le polyédre d’optimalité pour I'allocation optimale chez la concurrence.

Ainsi, pour appliquer cette idée, nous générons des coupes avant de lancer 1’algo-
rithme. Nous définissons d’abord une taille maximale k& d’ensemble minimal. Puis,
pour chaque client, nous générons tous les ensembles minimaux non dominés de
taille au plus k£ et nous ajoutons la coupe associée pour chaque ensemble au pro-

bléme maltre.

Pour linstant, la détermination de & n’obéit pas & une régle en particulier. Nous
cherchons uniquement & éviter de générer un nombre trop important de coupes et a

utiliser trop de temps pour générer toutes ces coupes.

1Par ensemble minimal non dominé minimal pour I'inclusion dans U! x L, nous entendons un

ensemble E € Em*(c) tel que VF € Em*(c), si F'! C El alors F' = 0.
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5.2 Ajout progressif de coupes

L’idée précédente d’ajout de coupes permet d’ajouter un nombre significatif de
coupes au probléme maitre avant de commencer a le résoudre. Toutefois, le dérou-
lement de l'algorithme est inchangé : il n’y a qu’au plus une coupe qui est ajoutée

au probléme maitre par client.

De plus, I’analyse de I’exemple d’application de I’algorithme souligne deux points.
Premiérement, pour chaque ensemble de spots publicitaires généré par la résolution
du probléme maitre, il y a une "myopie" relativement aux cotits des autres ensembles
de spots. Deuxiémement, pour pallier & cette "myopie", il peut falloir plusieurs

itérations de l’algorithme.

Enfin, pour chaque ensemble de spots FE, attribué par client & la résolution du
probléme relaxé, 'intuition de la géométrie de la projection de la région induite
nous suggére d’engendrer les ensembles minimaux non dominés dont les spots pu-

blicitaires attribués par le leader font partie de E..

Ainsi pour parer a cette "myopie", & chaque itération, nous pouvons ajouter au
probléme relaxé, pour chaque client, les coupes associées aux ensembles minimaux
non dominés générés par les sous-ensembles de 'ensemble des spots publicitaires
attribué au client par la chaine leader. En vertu de la propriété 5, nous savons que les
polyédres d’optimalité associés & ces ensembles définissent une partie des frontiéres
du polyédre d’optimalité de I’ensemble généré par la résolution du probléme si celui-

cl est un ensemble minimal non dominé.

Nous avons par ailleurs observé sur nos simulations numériques que les solutions
du probléme maitre relaxé définissaient généralement des ensembles minimaux non

dominés. Ce résultat semble intuitif méme si nous n’avons pas su le démontrer. En
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effet, plus la masse fixe pour un ensemble de spots relativement a un client est faible,

plus le revenu que peut potentiellement générer cet ensemble est grand.

La encore pour un client, le résultat se démontre plus simplement. Ceci peut

donner une intuition du phénoméne dans le cas de plusieurs clients.

Propriété 8 Dans le cas d’'un seul client, les valeurs des variables d’allocation de
la solution optimale du probléme biniveau relaxé définissent un ensemble minimal

non dominé pour ce client.

Démonstration :

Nous considérons donc un tel probléme biniveau relaxé. Supposons que nous
sommes & 'itération k de I'algorithme, avec k > 0. Notons t*, * la solution optimale

obtenue aprés résolution. Nous pouvons supposer que t* - x* est strictement positif.

Notons E I’ensemble de spots associés & z*. Supposons par l'absurde que £ n’est
pas un ensemble minimal non dominé. On considére alors £’ un ensemble minimal
non dominé tel que mi(E’) = min{m,(F)/F € Em*(1), F' C E'}. E' existe bien et
son sous-ensemble de spots alloués par la chaine leader est non vide. En effet, on sait
que (t* +w)-z* < R ot R! est la masse fixe associée & la disposition optimale chez
la concurrence uniquement. Par conséquent, m.(F) < R! puisque l'on a supposé
que t* - z* > 0. Aussi, puisque I'on suppose que F ¢ Em*(1), cela signifie alors
que ce minimum est bien défini et n’est pas atteint pour la disposition optimale
chez la concurrence. On note alors z’ le vecteur d’allocation associé & E’. On définit

B=({"+w) z*— (" +w) &, s0it =t (z*—12')+m(E) —mi(E).

Soit alors (s,1) € EY. D’aprés ce qui précéde, E' est non vide donc (s,1) existe
bien. Nous modifions ¢, par 3, + 3, notons ¢*™ ce nouveau vecteur de prix. Alors,

t**, 7' est bien une solution réalisable du probléme relaxé. En effet, x’ vérifie les
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contraintes d’audience comme il est rattaché & un ensemble minimal non dominé,
mais aussi les contraintes d’inventaires car z* les vérifie et £’ C E. Par ailleurs,
comme (t* +w)- -z’ =t*- '+ m(E") + 6 = ¢ 2* + mi(E) = (t* +w) - z* et
que les valeurs du terme majorant des contraintes augmentent?, ¢**, ¥’ vérifient les
contraintes sur le colt pergu également. La valeur de ’objectif du probléme biniveau
relaxé vaut alors t*-2* +m (E) —my(E’) ce qui est strictement plus grand que t*-z*

par hypothése sur E. Or t* - x* est la valeur optimale, c¢’est donc absurde. Ainsi, E

est un ensemble minimal non dominé.[]

5.3 Heuristique : séparation du probléme par client

Nous avons constaté que pour un client, la résolution du probléme était beaucoup

plus rapide. A partir de la, nous pouvons proposer une heuristique de type glouton.

Pour chaque client, nous déterminons le prix de l’allocation optimale chez la
concurrence uniquement, puis le prix de l’allocation optimale quand tous les prix
des spots publicitaires de la chaine leader sont fixés & 0. La différence de ces deux
valeurs nous fournit le revenu potentiel maximal que peut générer la vente de spots
publicitaires & chaque client. Le calcul du prix de l'allocation optimale quand les
prix de l'inventaire de la chaine leader sont nuls consiste a résoudre le probléme de

second niveau associé au vecteur de prix nul.

Nous classons les clients par ordre décroissant de revenu potentiel maximal.

L’heuristique consiste alors & résoudre séquentiellement le probléme par client

tout en adaptant les contraintes sur les prix de fagon & conserver les allocations

20n considére ici les contraintes telles qu’elles ont été écrites dans 4.2.3
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obtenues pour chaque client & chaque itération de 'heuristique.

Pour le premier client, nous résolvons le probléme biniveau relaxé comme indiqué
dans la description de 'algorithme exact. Ensuite, supposons que nous avons résolu
jusqu’au client 3. Notons z(1),...,z(7) les vecteurs d’allocation et () le vecteur de
prix obtenu. Nous considérons alors le probléme biniveau relaxé défini uniquement

pour le client ¢ + 1 auquel nous rajoutons les contraintes suivantes :

tey St(i)y, st z(j);; =1 pour 1< j <
ti, 2ty st z(f)i, =0 pour 1< )<

8,1

tl,=t(i)s, sinon

Alors d’aprés les remarques 1 et 2 de la partie 3.5, nous en déduisons que nous
conservons les mémes allocations pour les clients j, avec j allant de 1 a ¢, & la
résolution. Toutefois, ceci ne nous garantit pas I'existence d’un point réalisable pour

le probléme biniveau relaxé pour 'itération ¢ + 1 de ’heuristique.

Conservons les notations précédentes. Une heuristique gloutonne plus précise

consisterait a résoudre l'itération ¢ de la fagon suivante :

Etape 0 : On effectue le méme classement des clients qu’énoncé au début de cette

section.

Etape 1 : Nous résolvons le probléme biniveau relaxé associé au client ¢ + 1 uni-

quement. Nous obtenons t* et (i + 1).

Etape 2 : Pour chaque client j, 1 < j < 4, nous résolvons le probléme de second
niveau associé & t*. Notons z'() une solution optimale. Si pour chacun de ces
clients, (t*+w)-2'(§) = (t*+w)-x(j), alors, nous passons & l'itération suivante

de I'heuristique. Sinon, nous passons a ['étape 3.

Etape 3 : Pour chaque client j, si (* +w) - 2'(§) < (t* + w) - z(j), alors nous
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rajoutons au probléme biniveau relaxé associé au client ¢ + 1 la contrainte

suivante : (t+ w) - z(j) < (¢t +w) - 2’ (). Nous retournons ensuite a I’étape 1.

Dans le cadre de ce mémoire, nous n’avons pas implémenté cette seconde idée
d’heuristique. La encore, rien ne garantit I'existence d’une solution réalisable au

probléme biniveau relaxé ainsi modifié & chaque itération de 1’heuristique.

Il faut remarquer que, pour chaque client j, les coupes ainsi ajoutées pourraient
se limiter aux coupes associées aux ensembles minimaux non dominés dont les poly-
édres d’optimalité sont limitrophes avec le polyédre d’optimalité associé a x(j). Nous
sommes également dans une situation différente de la résolution de 'algorithme exact

ot la valeur de x(j) n’est pas identique & chaque itération de I’algorithme.

Si 'on peut facilement envisager que les valeurs obtenues a la sortie de 'heuris-
tique ne sont pas trés proches de la valeur optimale du probléme biniveau, de par la
nature gloutonne de 'heuristique, cette heuristique peut toutefois nous permettre
d’obtenir un point de la région induite et par conséquent fournir une approximation
du gap pour 'algorithme exact. En effet, 'inconvénient de notre algorithme est que
tant que l'on n’a pas atteint I'optimalité, nous ne connaissons pas de point de la
région induite et nous ne sommes donc pas en mesure de calculer une approximation

du gap.
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CHAPITRE 6
ANALYSE DES RESULTATS NUMERIQUES

Maintenant que nous avons cong¢u un algorithme exact de résolution et des mé-
thodes pour accélerer ses performances, la partie qui suit s’intéresse naturellement
4 les mettre en pratique. Nous expliquons d’abord comment nous avons généré les

instances, avant de discuter des résultats numériques observés.

6.1 Génération des instances

Pour évaluer les performances de notre algorithme, nous avons généré aléatoi-
rement, de facon uniforme, des instances numériques en jouant sur plusieurs para-
meétres. Les tests numériques ont été réalisés sur un ordinateur équipé de LINUX.
Nous avons utilisé le solveur commercial CPLEX 10.1 pour résoudre nos problémes

mixtes en nombres entiers.

Parmi les paramétres en question, dans le cadre général, nous avons fixé le nombre
de catégories démographiques en jeu et le nombre de clients. Ensuite, du coté des
fournisseurs de spots publicitaires, & savoir la chaine leader et la concurrence, nous
avons fait varier le nombre de longueurs de spots publicitaires possibles et le nombre
de tranches publicitaires proposées par la chaine leader ou par la concurrence, en
fonction du jeu de données considérées. Par exemple, pour les instances du tableau
6.3, nous avons fixé & 3 le nombre de longueurs de spots et respectivement a 5 et
a 40 le nombre de tranches publicitaires proposées par la chaine leader et par la

concurrence.
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Ensuite, pour le catalogue de spots publicitaires offert respectivement par la
chaine leader et par sa concurrence, pour chacun des parameétres nous avons fixé une
valeur minimale puis un écart maximum par rapport a cette valeur. A l'aide d’une
loi aléatoire sur [0; 1], nous avons alors pour chaque instance déterminer une valeur
du paramétre entre cette valeur minimale et sa somme avec 1’écart maximum. Nous
avons ainsi fait varier la valeur minimale de son audience et son écart maximum.
De méme pour la désutilité. Egalement, nous avons modifi¢ le prix minimal d’un
spot publicitaire et 1’écart maximum sur le prix, pour le catalogue de la concurrence
uniquement. Par ailleurs, pour les contraintes d’inventaire relatives au catalogue de
la chaine leader, le nombre de spots publicitaires d’une longueur donnée pour une
tranche donnée sont paramétrisés de la méme fagon, ainsi que la longueur de chaque

tranche.

Enfin, au niveau des clients, les paramétres que nous avons modifiés sont 1’ob-
jectif d’audience minimal et ’écart d’objectif sur 'audience maximal, la désutilité

minimale pour un spot publicitaire et la désutilité maximale.

Dans les tableaux qui suivent, "L." désigne la chaine leader, "C." la concurrence,
"Nb. de spots par lg minimum" le nombre de spots par longueur minimum, "OAM"
I'objectif d’audience minimum par client et "EOQA" I’écart sur ’objectif d’audience.
La valeur du gap est définie par rapport & la valeur optimale du probléme biniveau

dans les cas ol celle-ci a pu étre déterminée.

6.2 Reésultats numeériques

Tout d’abord, & chaque itération de ’algorithme, nous avons pris soin d’indiquer
4 la méthode de séparation et d’évaluation résolvant le probléme MIP que si une

solution réalisable du probléme biniveau relaxé était obtenue avec une valeur de
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I’objectif égale & celle de la solution optimale & l'itération précédente, alors la mé-
thode de séparation et d’évaluation pouvait s’arréter car une solution optimale était
trouvée pour le probléme & cette itération, étant donné que l'on réduit ’ensemble

réalisable & chaque itération.

Dans un premier temps, il faut noter que le nombre de spots publicitaires né-
cessaires 4 un client pour atteindre son objectif d’audimat joue un réle sur la per-
formance de I’algorithme. Ainsi, plus ce nombre est élevé, plus la résolution va étre

longue.

Les tableaux 6.2b, 6.2c et 6.2d soulignent cette différence dans des instances
pour 5 clients'. Chacun de ces tableaux montrent les résultats obtenus pour 10
instances générées aléatoirement dans chaque cas. Les seuls paramétres que nous
avons modifiés entre ces deux séries d’exemple est 1’objectif d’audience minimale et
I’écart maximal sur ’objectif d’audience pour les clients. Pour le tableau 6.2b, les
clients ont de 0 a 2 spots publicitaires attribués par la chaine leader. Dans le cas du

tableau 6.2c, les clients en ont de 0 4 4; dans le dernier cas, ils ont jusqu’a 7.
A partir de ces premiers tests, nous avons fait plusieurs constats.

Premiérement, il arrive que pour des itérations successives de P'algorithme, la
résolution du probléme relaxé fournit la méme valeur pour 'objectif. C’est pourquoi,
afin de gagner du temps dans la résolution, nous avons précisé dans la méthode de
séparation et d’évaluation que si la valeur de I'objectif était égale a celle de I'itération
précédente, alors une solution optimale avait été trouvée, comme indiqué au début de
cette section. Au départ, quand on ne précisait pas ceci, la méthode de séparation et
d’évaluation perdait du temps a essayer de prouver I'optimalité d’une telle solution

en parcourant l'arbre de branchement jusqu’a atteindre un gap nul.

1Sur chacun des tableaux qui suit, OAM désigne I’objectif d’audience minimal parmi les clients

et EOA désigne ’écart sur Pobjectif d’audience.
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Deuxiémement, le nombre total de coupes générées pendant la résolution pour
chaque client n’est pas le méme. Par exemple, pour 'instance n°2 du tableau 6.2c,
un client a 80 coupes engendrées, alors qu’un autre n’en a que 3. De méme pour
I'instance n°9 de ce méme tableau, un client a 87 coupes engendrées, tandis que deux
autres en ont moins de 10 générées. Ainsi, il n’est pas nécessaire de générer tous les
ensembles minimaux non dominés selon le client pour pouvoir résoudre le probléme

a Voptimalité. Ceci s’explique par la combinatoire entre les clients.

Troisiémement, pour les premiéres itérations de ’algorithme, pour chaque client,
le cofit de la disposition générée par la résolution du probléme maitre était égal
au cofit de la disposition optimale en considérant uniquement l'inventaire de la
concurrence. Toutefois, cette propriété n’est plus nécessairement le cas a la fin de

I'algorithme.

Derniérement, nous constatons que ’évolution des allocations et du vecteur de
prix au cours de l'algorithme procéde comme suit. L’algorithme obtient d’abord
pour les clients dont le revenu potentiel est le moins élevé un vecteur d’allocation et
de prix tels que la valeur du probléme de second niveau associé a ce vecteur de prix
pour ces clients soit égale au coflit pergu associé a ces vecteurs. Ensuite, cette égalité
reste vérifiée puis ’algorithme cherche & en faire de méme pour les autres clients, en
les considérant par ordre croissant relativement au revenu potentiel qu’ils peuvent

générés.

Pour les instances du tableau 6.2d, nous avons utilisé par la suite les stratégies
d’ajout de coupes pour observer les changements de performance. Ces résultats sont

consignés dans le tableau 6.2.

Pour la génération initiale de coupes, nous avons engendré les coupes associées
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aux ensembles minimaux non dominés ayant au plus deux spots publicitaires chez

la chaine leader.

Nous constatons que moins de temps est nécessaire pour obtenir la solution opti-
male, mais également que moins d’itérations sont requises pour résoudre le probléme
biniveau, ce qui semble cohérent. La génération dynamique fournit ici pour toutes

les instances de meilleurs résultats que la génération initiale de coupes.

On s’apercoit également que le temps de résolution d’une itération est générale-

ment plus long que lorsque qu’on ne génére pas de coupes supplémentaires.

Toutefois, nous constatons qu’au bout d’un certain temps, en utilisant la géné-
ration dynamique de coupes, les valeurs des variables d’allocation pour les clients
n’évoluent que rarement et donc l'effet de la génération dynamique s’estompe. Seule
la résolution du probléme de second niveau fournit alors des coupes supplémentaires,
ce qui nous ramene & la situation initiale de I’algorithme. Ceci peut s’expliquer ainsi :
pour chaque client, la génération dynamique de coupes ne considére que l’allocation
propre & ce client résultant de la résolution du probléme biniveau relaxé. En consé-
quence, les coupes qui sont rajoutées ne prennent pas en compte les allocations aux

autres clients.

Arrivé & un certain point de P'algorithme, ce sont les différences d’allocations
entre les clients qui doivent étre génératrices de coupes. Ainsi, en observant les
coupes ajoutées par la résolution du probléme de second niveau, une fois que la
génération dynamique n’apporte plus de nouvelles coupes, nous constatons que les
allocations associées a ces coupes correspondent & une combinaison de spots publi-

citaires entre les différentes allocations de chaque client.

Nous avons ensuite fait des tests pour un seul client pour observer si le probléme
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était rapidement résolu. Sans surprise, nous constatons que c’est le cas. Les résultats
sont consignés dans les tableaux de 6.3. Dans le premier cas, le client a jusqu’a 7
spots publicitaires attribués par la chaine leader, dans le second cas, il en a jusqu’a

5, dans le troisiéme cas, il en a jusqu'a b également.
Nous pouvons faire deux remarques sur ces instances.

Premiérement, dans 'optique de comprendre la disposition de la région induite
du probléme, nous avons constaté pour certaines des instances que la valeur du coftit
percu & Poptimalité n’est pas toujours égale & la valeur de R, tel que défini en 4.2.1.
Ceci signifie que Uintersection du polyédre d’optimalité de ’allocation optimale avec
le polyédre d’optimalité correspondant & ’allocation optimale chez la concurrence

uniquement est vide.

Deuxiémement, pour chacune de ces instances, on constate que pour plus de
la moitié des itérations de l'algorithme, le probléme maitre a la méme valeur qu’a

'itération précédente. On ne constate pas un phénoméne si marqué avec 5 clients.

Par la suite, nous avons augmenté le nombre de tranches offertes par le leader

pour évaluer l'effet sur la performance de ’algorithme.

Dans le cas de 5 clients, I'algorithme devient rapidement inefficace comme le
montre le tableau 6.4. Dés qu’il faut au moins 5 spots pour satisfaire la demande,
le temps de résolution des instances peut exploser. Certaines n’étaient pas résolues
apreés plusieurs jours. Le tableau 6.4c présente uniquement les meilleurs résultats ob-
tenus en utilisant les différentes méthodes de génération supplémentaire de coupes.
C’est généralement la génération initiale de coupes qui donnaient les meilleurs ré-

sultats.

Pour 1 client, on obtient toujours des résultats satisfaisants comme on peut lire
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sur le tableau 6.5. La résolution de ces instances nous fait observer les mémes points

que l'observation des tableaux 6.3.
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Tableau 6.1: Catégorie démographique : 1 - Longueurs de spots : 3 - Clients : 5

Paramétres

L. C. Instance ,N(?mb'l“ © Temps  Gap
- — d’itérations (s) (%)
Audience minimale 600 600
. 1 21 63.4  0.00
Ecart d’audience 700 800
s . 2 7 5.8 0.00
Désutilité minimale 500 500 3 11 9.1 0.00
Ecart de désutilité 2500 3000 ) '
. .. 4 16 9.6 0.00
Prix minimal - 200
. 5 9 7.6 0.00
Ecart de prix - 1000
. 6 13 8.1 0.00
Nb. de spots par lg minimum 1 -
7 9 5.4 0.00
Ecart de nb de spots 3 -
. , 8 32 224  0.00
Durée minimale d’une tranche 200 -
) 9 17 11.6 0.00
Ecart de durée 120 - 10 33 27.0 0.00
Tranches 5 40 - .
(b) OAM : 1500 - EOA : 500
Nombre Temps Gap Nombre Temps  Gap
Instance d’itérations (s) (%) Instance | 3.s: e rations (s) (%)
1 5 3.5 0.00 1 37 15053.7 1.24
2 81 6276.1  0.00 2 11 15.1 0.00
3 19 57.9 0.00 3 38 14431.3 1.71
4 25 886.5  0.00 4 * * *
5 31 44 0.00 5 70 3093.1  0.00
6 15 10.1 0.00 6 41 15865.5 10.11
7 10 8.3 0.00 7 14 66.5 0.00
8 9 5.3 0.00 8 15 30.1 0.00
9 88 1230.3 0.00 9 54 159.9 0.00
10 13 10.1 0.00 10 29 469.7 0.00
{c) OAM : 3000 - EOA : 1000 (d) OAM : 5000 - EOA : 3000

Tableau 6.2: Utilisation de la génération de coupes initiale ou dynamique avec les

instances du tableau 6.2d

Génération initiale Génération dynamique
Instance Nombre Temps Gap Nombre Temps Gap
d’itérations  (s) (%) | d’itérations  (s) (%)
1 14 5777.8 0.00 6 3900.5 0.00
2 6 394  0.00 6 8.8 0.00
3 19 2633.6 0.00 5 1133.9 0.00

4 * * % * % *
5 39 674.2  0.00 20 387.9 0.00
6 28 6283.3 0.00 11 3554.2  0.00
7 5 51.5  0.00 3 10.6  0.00
8 13 604  0.00 3 7.3 0.00
9 8 50.4  0.00 4 14.8  0.00
10 13 162.9  0.00 8 123.0  0.00
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Tableau 6.3: Catégorie démographique : 1 - Tranches du leader : 5 - Tranches de la
concurrence : 40 - Durées : 3 - Client : 1.

T

Parametres Instance Nombre Temps Gap

L. C. d’itérations (s) (%)

Audience minimale 600 600 1 100 30.9 0.00
Ecart d’audience 700 800 2 19 7.4 0.00
Désutilité minimale 500 500 3 35 10.8 0.00
Ecart de désutilité 2500 3000 4 14 2.7 0.00
Prix minimal - 200 5 6 1.8 0.00
Ecart de prix - 1000 6 7 1.3 0.00
Nb. de spots par lg minimum 1 - 7 3 0.4 0.00
Ecart de nb de spots 3 - 8 31 8.4 0.00
Durée minimale d’une tranche 200 - 9 89 24.5 0.00
Ecart de durée 120 - 10 14 3.8 0.00

(a) Parameétres

(b) OAM : 5000 - EOA 3000

Instance Nombre Temps Gap Instance Nombre Temps Gap
d’itérations (s) (%) d’itérations (s) (%)

1 11 20.0 0.00 1 6 3.7 0.00
2 26 38.7 0.00 2 55 31.0 0.00
3 21 36.7 0.00 3 1 0.6 0.00
4 28 16.7  0.00 4 1 0.6 0.00
5 28 17 0.00 5 1 0.5 0.00
6 1 1.7 0.00 6 15 10.3  0.00
7 473 572.3 0.00 7 15 9.9 0.00
8 3 1.1 0.00 8 12 9.1 0.00
9 7 3.9 0.00 9 19 9.4 0.00
10 21 12.2 0.00 10 18 9.0 0.00

(¢) OAM : 4000 - EOA : 1500 (d) OAM : 3000 - EOQA :1000
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Tableau 6.4: Catégorie démographique : 1 - Clients : 5 - Longueurs : 3

Paramétres

T ol Instance 71.\I</)mb-re Temps Gap

i - d’itérations (s) (%)
Audience minimale 600 600

. 1 49 49.3 0.00
Ecart d’audience 700 800 9 109 12135  0.00
Désutilité minimale 500 500 § '
o ress 3 60 318 0.00
Ecart de désutilité 2500 3000
. .. 4 278.8  0.00
Prix minimal - 200
. 5 23 19.0 0.00
Ecart de prix - 1000
. 6 53 55.9 0.00
Nb. de spots par lg minimum 1 -
7 30 41.2 0.00
Ecart de nb de spots 3 -

., - 8 33 50.4 0.00
Durée minimale d’une tranche 200 - 9 69 1176.4  0.00
Ecart de durée 120 - 10 45 47 8 0'00
Tranches 10 40 - .

(b) OAM : 1500 - EOA : 500
Nombre Temps Gap
Tnstance d’itérations (s) (%)
1 49 120.1 0.00
2 48 16314.3 ?
3 4 35.3 0.00
4 27 15820.4 ?
5} 42 1460.1  0.00
6 100 8096.0  0.00
7 41 16497.5 1.24
8 14 18542.7 1.48
9 40 426.9  0.00
10 65 15639.0 7

(c) OAM : 3000 - EOA : 1000

Tableau 6.5: Catégorie démographique : 1 - Clients : 1 - Longueurs : 3

Paramétres

L. C.
Audience minimale 600 600
Ecart d’audience 700 800
Désutilité minimale 500 500
Ecart de désutilité 2500 3000
Prix minimal - 200
Ecart de prix - 1000
Nb. de spots par lg minimum 1 -
Ecart de nb de spots 3 -
Durée minimale d’une tranche 200 -
Ecart de durée 120 -
Tranches 20 40

Instance Nombre Temps Gap
d’itérations (s) (%)

1 91 36.6  0.00
2 179 102.7  0.00
3 217 197.0  0.00
4 56 20.0 0.00
5 30 7.6 0.00
6 129 44.8 0.00
7 476 1130.0 0.00
8 1602 14475.4  2.02
9 784 3099.5 0.00
14 3.3 0.00

[—y
—~ |

b) OAM : 5000 - EOA : 3000
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CONCLUSION

Ce mémoire représente un point de départ pour I’étude du probléme de la tarifi-
cation optimale pour le placement média & 1’aide de la programmation biniveau. Le
modéle proposé ici, une fois résolu plus eflicacement, pourra étre enrichi, notamment
le modéle de second niveau, pour prendre en compte des demandes plus détaillées

ou spécifiques de la part des clients.

De fagon plus large, ce mémoire constitue une premiére approche des programmes
biniveaux ayant pour modéle de second niveau un probléme de sac-a-dos dont 1’ob-
jectif est paramétré par les variables de niveau supérieur. C’est sa contribution

majeure.

Il nous propose une premiére intuition de la géométrie du modéle mais également
un algorithme sur lequel travaillé pour résoudre de tels programmes biniveaux. L’al-
gorithme donne des résultats satisfaisants sur de petites instances, mais devient

rapidement dépassé pour des instances un peu plus grandes.

Nous pouvons d’ailleurs dénoter deux axes de recherches relativement a cet al-
gorithme. Le premier, travailler plus spécifiquement sur la méthode de séparation et
d’évaluation appliquée a chaque itération. Le second, relaxer la contrainte sur le gap
dans la méthode de séparation et d’évaluation. Ceci signifie qu’au lieu de résoudre
a chaque itération notre branch-and-bound jusqu’a ce que le gap vaille 0.00%, nous
pourrions imposer une plus haute limite inférieure de gap pour accélerer la résolu-
tion de la méthode de séparation et d’évaluation, puis baisser progressivement cette

limite au cours de I'algorithme.

Il serait également intéressant de travailler avec de véritables données pour tester
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la pertinence de notre modéle, notamment le choix d’utiliser des termes de pénalité
financiére, mais également pour développer de nouveaux algorithmes au regard de
la structure de ces données. Nous serions a 'occasion amenés a calibrer le modéle, a
savoir déterminer le vecteur w, nous penchant ainsi sur 'optimisation inverse dans

le cadre d’un sac-a-dos.
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