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RESUME 

Le developpement des technologies et services telephoniques et 1'augmentation du 

nombre d'usagers durant les dernieres annees ont contribue a une forte complexifi-

cation de l'offre. Les usagers, confronted a cette offre, adoptent des comportements 

de plus en plus complexes. Pour faire face a cette a ce phenomene, 1'industrie doit 

adopter des outils lui fournissant une comprehension plus fine de ces comporte

ments. Ce document decrit les travaux effectues dans ce domaine par l'auteur dans 

le cadre d'un projet de maitrise recherche (M.Sc.A.) en Mathematiques appliquees 

a, l'Ecole Polytechnique de Montreal. Nous y etudions un modele de demande pro

pose par Iyengar. Ce modele se penche sur les consequences de la tarification non 

lineaire sur la modelisation de la demande. Nous developpons ici l'exploitation des 

donnees mises a disposition par un grand fournisseur de services telephoniques, la 

mise en ceuvre d'une methodologie d'estimation des parametres et les perspectives 

d'etude. 
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ABSTRACT 

The development of phone-based telecommunication technologies and services and 

the growth of the subscribers in recent years contribute to a significant increase in 

the complexity of the supply. The customer, facing this supply, tends to have a more 

complex behavior. To confront this phenomenon, industry has to adopt some tools 

enabeling it to have a finer understanding of these behaviors. This paper depict 

the study led by the author in this field as part of a Master of Applied Science in 

applied mathematics. We study a demand model suggested by Raghuram Iyengar. 

This model focuses on the impact of the non-linear pricing schemes on the demand 

modeling. We fit this model to the data from a service provider, describe the way 

we estimate the parameters of the model and discuss the opportunities for future 

research. 
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INTRODUCTION 

Le revenue management (ou gestion du revenu) constitue la maniere dont une 

entreprise gere les rentrees de fonds associees a ses produits ou services. Le benefice 

genere par une entreprise faisant intervenir en grande partie les revenus et les 

couts, le revenue management constitue, avec le supply-chain management, un des 

principaux outils dont il est possible de se servir pour augmenter les benefices. 

Le supply-chain management s'attachera a diminuer les couts en optimisant par 

exemple l'approvisionnement, la production, la manutention, l'entreposage ou le 

delivrement d'un produit. Le revenue management aura quant a lui pour mission 

d'adapter 1'ofFre de maniere a optimiser les revenus qu'elle genere. 

Les decisions qu'il est amene a prendre sont multiples. Elles concernent de nom-

breux facteurs, et interviennent dans des processus varies. Elles decoulent de ques

tions telles que : "Quand vendre?", "A qui vendre?", " Que vendre?", "A quel 

prix l'ofrrir?", "A quel prix accepter de le vendre?" Ce sont des decisions aussi 

bien strategiques, par exemple concernant la gamme de produit developpee, la seg

mentation du marche, le positionnement sur le marche, que tactiques, par exemple 

quand doit-on proceder a des promotions, doit-on faire des quantity discount. 

Le revenu genere depend des prix de vente et des quantites vendues, qui elles 

memes dependent de la demande. Le prix est une variable a laquelle le manager a 

directement acces, mais la demande depend d'une multitude de facteurs, et en par-

ticulier des differentes decisions prises par le manager. Une connaissance sufnsante 

du comportement de cette demande permet de prevoir comment celle-ci reagirait 

en fonction des decisions que le manager pourrait prendre. Bien plus que de la 

prevoir, il s'agit d'etre en mesure de provoquer une reaction desiree de la demande, 

de maniere a ce que celle-ci devienne une variable du probleme a laquelle le ma-
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nager a acces. Le probleme du revenue management est done en grande partie un 

probleme de demand management. 

Dans la pratique, un des outils qui, ces dernieres annees, a ete etudie et mis en oeuvre 

avec succes dans le cadre du revenue management est la programmation bi-niveau. 

Cet outil permet de modeliser tres efficacement les jeux de Stackelberg. II consiste, 

dans le contexte du revenue management, en un programme mathematique dans 

lequel, au premier niveau, une entreprise optimise ses revenus ou ses benefices par 

rapport a un certain nombre de variables auxquelles elle a directement acces, et au 

second niveau, un ensemble de consommateurs ou un segment de marche optimise 

une utilite par rapport a d'autres variables (par exemple la consommation des 

produits de l'entreprise), en fonction de l'etat des variables choisi par l'entreprise 

au premier niveau (par exemple le prix des produits). Ici, la modelisation de la 

demande est done un element central du probleme, puisque e'est a travers les 

previsions du modele de demande situe au second niveau que le premier niveau va 

determiner les decisions optimales que l'entreprise doit prendre. 

Prevoir les reactions d'un marche n'est pas une pratique nouvelle. La contribu

tion de la science a cette pratique reside surtout dans le fait de reduire l'incerti-

tude de ces previsions en augmentant le nombre de facteurs pris en compte, de 

representer des situations plus complexes, avec un plus grand nombre de consom

mateurs possedant des comportements differents, tout en ayant la possibility de 

differencier la reaction de chaque groupe de consommateurs. Elle reside aussi dans la 

capacite a systematiser l'analyse des donnees sur de grands echantillons de marche. 

Un des marches qui possede ces caracteristiques de complexite, de diversite et de 

taille tout en alliant un besoin d'exactitude des previsions de la demande est le 

marche de la telephonie. Les fournisseurs de services telephoniques proposent des 

offres comprenant un prix forfaitaire incluant un certain nombre de minutes d'ap-
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pel vers une certaine region, des tarifs pour les appels vers d'autres regions et pour 

les appels excedants les minutes incluses, ainsi que divers options payantes comme 

le repondeur ou les services de messagerie, ces options pouvant etre regroupees 

sous une meme offre, Ceci conduit a des comportements de la demande complexes. 

Les consommateurs sont aussi bien des particuliers, etudiants, families ou retraites, 

que des entreprises. La demande est done tres diversifiee. Quasiment tout le monde 

possede au moins une ligne telephonique, ce qui fait de ce marche un tres gros 

marche. Enfin, la concurrence est rude. Beaucoup d'usagers changent de fournis-

seurs d'acces regulierement au fil de revolution des offres, ce qui rend l'exactitude 

et la finesse des predictions des modeles de comportement extremement importants 

pour degager un avantage concurrentiel. 

Notre etude se place dans la continuite de l'etude de Iyengar (Iyengar, 2004). Alors 

que l'auteur y propose un modele et identifie ses principales proprietes, la mise 

en ceuvre n'est que partiellement abordee. Nous verrons dans ce memoire dans 

quelle mesure l'application aux donnees dont dispose une entreprise peu poser des 

problemes, nous definirons un ensemble de pre-traitements, et nous parlerons de 

leurs impacts sur la modelisation. Nous mettrons en place une serie de procedures 

numeriques et nous les decrirons tres precisement. Nous souleverons aussi un certain 

nombre d'enjeux scientifiques sous forme de perspectives d'etudes dans lesquelles 

nous proposerons en particulier un modele issu de la generalisation de celui etudie. 

Celui-ci serait destine a representer avec encore plus de finesse le comportement du 

marche de la telephonie mobile. 

Dans notre etude, nous developpons done un modele de demande pour la telephonie 

fixe a partir de celui fourni par Iyengar (Iyengar, 2004) puis, apres une etude 

des donnees mises a disposition par Bell, nous adapterons ce modele a celles-ci. 

Le present rapport commencera par une partie exposant rapidement l'etat de la 

science en modelisation de la demande. Nous poserons certaines bases theoriques 
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et nous parlerons du modele etudie dans une seconde partie, puis nous aborde-

rons l'experimentation numerique dans une troisieme. Nous commencerons par y 

presenter les donnees sur lesquelles nous travaillerons, puis nous parlerons de la 

maniere dont nous avons modifie le modele ainsi que de certaines considerations 

pratiques et nous examinerons enfiri les resultats numeriques. Apres avoir evoque 

certaines perspectives d'etudes, nous conclurons dans une derniere partie. 
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CHAPITRE 1 

REVUE DE LITTERATURE 

Ce chapitre presente l'etat de la recherche dans differents domaines en rapport 

avec notre etude. Nous commencerons par parler de revenue management, puis 

de tarification, de modelisation de la demande et enfin de programmation a deux 

niveaux. 

1.1 Revenue management 

Comme nous l'avons mentionne precedemment, le revenue management, dans son 

principe, est une pratique quasiment aussi vieille que le commerce lui meme. Le 

debut de sa formalisation en temps que pratique a part entiere et qu'outil strate-

gique et tactique peut cependant etre associe au systeme de reservation informa-

tique SABRE quAmerican Airline implementa en 1966 et qui avait la capacite de 

controler l'inventaire des reservations. Comme nous l'explique Chiang (Chiang et 

al., 2007), ce n'est cependant qu'apres VAirline Deregulation Act de 1978 qui mit 

un terme au controle de l'etat sur les prix pratiques dans l'industrie du transport 

aerien que l'explosion de la concurrence mena a de tres rapides innovations dans 

ce secteur. 

On trouve de nombreuses definitions du revenue management dans la litterature, 

adaptees aux differents contextes dans lesquels il est employe. II y est souvent fait 

reference sous le nom de yield management en reference a ses premieres utilisation 

dans l'industrie de l'aviation civile qui concernait davantage la gestion des capacites 

des classes tarifaires. En voici quelques-unes : 
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- "Revenue Management is the art and science of predicting real-time customer 

demand at the micromarket level and optimizing the price and availability of 

products." - Robert G. Cross, Buckhiester.com 

- "Systems h procedures to maximize results from the sale of a product or service 

in more or less fixed supply whose revenue producing ability diminishes with 

time." - Dr. Warren Lieberman, Buckhiester.com 

- "Technique marketing de tarification flexible utilisee dans les services caracterises 

par une forte presence de couts fixes et une certaine inertie des capacites pro-

posees (transport en commun, hotellerie, ...). Le yield management consiste a 

maximiser le chiffre d'affaires genere en jouant sur les variables prix et le coef

ficient d'occupation a l'aide d'une politique de tarification differenciee. Dans ce 

cadre, les prix les plus bas sont proposes pour des reservations effectuees tres 

en avance ou au contraire a la derniere minute. Les applications de yield mana

gement ont connu recemment de nouvelles applications avec le developpement 

d'Internet qui favorise les procedures de gestion tarifaire en temps reel (exemple 

de la SNCF)." - definitions-marketing.com 

- "Yield management is a sophisticated form of supply and demand management 

that balances both pricing strategies and inventory management. Its primary 

purpose is managing customer demand through the use of variable pricing and 

capacity management to maximize profitability. It is essentially the process of 

allocating the right type of capacity to the right customer at the right time at 

the right price. It focuses the service organization on maximizing profitability by 

applying disciplined tactics to forecast consumer behavior at the micro-market 

level and control inventory availability at each price level at any one time." -

Robert G. Cross, Revenue Management - Hard-Core Tactics for Market Domi

nation. New York : Broadway Books, 1997. 

D'autre definition peuvent etre trouvees sur Internet, par exemple sur le site : 

http ://www.revdev-consultants.com/definition_yield.htm. 

http://Buckhiester.com
http://Buckhiester.com
http://definitions-marketing.com
http://www.revdev-consultants.com/definition_yield.htm
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On observe depuis quelques annees un interet accru de la part du milieu academique 

pour ce domaine de recherche. Ainsi, un certain nombre d'articles et de livres ont 

recemment permis de brosser un tour d'horizon du revenu management moderne 

et de fournir une introduction a ses differents concepts. Le livre de Cross (Cross, 

1997), sans aborder de questions techniques, traite des questions fondamentales du 

revenue management. II decrit l'histoire de cette discipline a travers ses premieres 

applications dans l'industrie du transport aerien, et fourni une approche tres qua

litative de ses differentes problematiques. Le livre de Talluri et van Ryzin (Talluri 

et van Ryzin, 2004a), quand a lui, passe en revue sans rentrer dans les details 

techniques, les differents outils et concepts rencontres dans ce domaine et decrit de 

quelle maniere ces different outils viennent s'inserer dans les divers pratiques du 

revenue management en fonction des industries et secteurs d'activites. Une autre 

excellente etude de cas a ete faite par Yeoman et McMahon-Beattie (Yeoman et 

McMahon-Beattie, 2004). 

Certains documents traitent plus particulierement d'un domaine d'application pre

cis. Leur nombre est assez consequent, et nous ferons ici uniquement reference a 

ceux selectionne par Talluri et van Ryzin (Talluri et van Ryzin, 2004a) dans leur 

introduction. II s'agit de livres et d'articles qui, bien que traitant d'un secteur 

particulier, restent assez generaux dans les concepts et les outils utilises. On ci-

tera notamment, dans le domaine du transport aerien, le livre de Daudel et Vialle 

(Daudel et Vialle, 1994) qui traite d'aspects tres pratiques du revenue management 

sans en aborder la theorie, et les articles de Jenkins (Jenkins, 1995) et de Smith 

et al. (Smith et al., 1992) qui traitent d'un ensemble de regies pratiques dans ce 

domaine pour le premier, et d'une description des pratiques utilisees par American 

Airlines pour le second. On citera egalement le livre de Ingold et al. (Ingold et 

al., 2000) et l'article de Kimes (Kimes, 1989) qui fournissent des introduction au 

revenue management a travers des exemples du domaine de l'hotellerie. 
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Enfin, un certain nombre d'articles presentent les differentes recherches qui ont 

ete menees dans la litterature scientifique sur certains domaines du revenue ma

nagement. Weatherford et Bodily (Weatherford et Bodily, 1992) passent en revu 

une quarantaine d'articles et propose une taxonomie de 14 elements pour clas-

ser les hypotheses faites dans dans ces articles, de maniere a classer ces articles. 

Kimes (Kimes, 2003) passe en revue plusieurs recherche portant sur le revenue 

management a la lumiere desquels est menee une discussion sur les futures pers

pectives d'etudes. McGill et van Ryzin (McGill et van Ryzin, 1999) depeignent 

l'histoire de la recherche en revenue management menee jusqu'en 1998. II comporte 

en particulier une bibliographie de plus de 190 reference annotees. II y est parti-

culierement fait reference a l'industrie du transport aerien et a ses problematiques, 

telles que V overbooking, le forecasting, le controle de l'inventaire des sieges et la 

tarification. Enfin, Chiang et al.(Chiang et al., 2007) brossent un large tour d'hori-

zon des recherches menees depuis 1999 en revenue management a travers une revue 

de litterature comportant plus de 220 references. L'article traite des differents do

maines d'application du revenue management, des differents problemes rencontres 

dans ce domaine et discute des perspectives d'etudes. 

Le revenue management emploie un certain nombre d'outils sous-jacents. La tari

fication et la modelisation de la demande en font partie. La section qui suit traite 

de tarification. 

1.2 Tarification et gestion des volumes de vente 

Comme mentionne plus haut, le revenue management tente de repondre a deux 

principales questions : "quelle quantite vendre" et "a quel prix vendre". Ces deux 

decisions sont au centre de l'elaboration de la tactique visant a maximiser les 

benefices. Dans notre etude, nous supposons que nous possedons une quantite illi-
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mitee de produits (minutes de communication telephonique), et que l'attribution 

d'une certaine quantite de minutes de communication a un utilisateur ne se fait pas 

au detriment d'un autre. Dans les faits, du point de vue technique, les informations 

transitent sur un reseau qui est sujet a de la congestion, mais nous n'en tenons pas 

compte de notre point de vue qui est essentiellement commercial. La question de 

la quantite ne se pose done pas pour nous. 

Reste la question de la tarification des services. Bon nombre de documents ont 

ete ecrits sur ce sujet. Certains livres proposent des introductions aux problemes 

de tarification generaux, comme par exemple celui de Nagel et Holden (Nagel, 

1994) qui propose un tour d'horizon des questions manageriales en rapport avec la 

tarification, ou celui de Philips (Philips, 2005) qui aborde les techniques basiques 

de tarification dans le contexte du revenue management. Des articles font aussi une 

revue des differentes recherches menees dans le domaine academique, comme par 

exemple celui de Bitran et Caldentey (Bitran et Caldentey, 2003) qui passe en revue 

88 articles portants sur la tarification dynamique, e'est a dire la maniere d'etablir 

une politique tarifaire en fonction de variables comme la demande, les stocks ou 

le temps, et ses relations avec le revenue management. Celui de Elmaghraby et 

Keskinocak (Elmaghraby et Keskinocak, 2003) propose lui aussi une revue de plus 

de 80 articles portant sur la tarification dynamique, et se concentre particulierement 

sur les politiques tarifaires tenants compte de considerations sur l'inventaire. 

Dans le domaine de la telecommunication en particulier, la litterature scientifique 

temoigne d'un interet recent tres prononce du milieu industriel pour les recherches 

de nouvelles techniques de tarification efficaces. En effet, comme explique par Luna 

(Luna, 2002), les operateurs se sont lances depuis quelques temps dans une guerre 

a la tarification. Cette guerre est d'autant plus d'actualite que, comme nous l'ex-

pliquent MacKie-Mason en al. (MacKie-Mason et a l , 2000), l'importante augmen

tation recente des capacites informatiques et la forte diminution des couts des ser-



10 

vices associes ont profondement modifie les strategies classiques de tarification et de 

bundling (pratique bien connue des operateurs telephoniques consistant a rassem-

bler sous une meme offre et un meme tarif un ensemble de produits ou/et services). 

Les offres potentielles etant inedites, la reaction des consommateurs n'est pas en

core bien definie et necessite d'etre etudiee. Certaines ces strategies de bundling 

ont d'ailleurs ete etudiees par (Yikuan et Norsworthy, 1998). L'objet de l'etude 

est ici le regroupement sous un prix unique d'un certain nombre de minutes de 

communications locales, inter-etatiques et inter-continentales. L'elasticite croisee 

des demandes de ces trois services montre que celles-ci sont fortement correlees et 

que l'usager pourrait beneficier de se voir proposer les trois services sous la forme 

d'une seule offre. D'autres etudes portant a la base sur des produits differents de 

ceux offerts par les operateurs telephoniques se revelent tres utiles, comme par 

exemple celui de Allenby, et al. (Allenby et al., 2004) qui explique comment gerer 

la tarification des offres consistant a diminuer le prix d'un package d'un type de 

produit en fonction de la taille du package. Bien que l'article s'adresses a la base a 

des produits tels que des packs de bouteilles, la problematique s'avere etre tout a 

fait la meme lorsqu'un operateur telephonique fixe le prix d'une gamme de forfaits 

incluant un nombre plus ou moins grand de minutes de communication "gratuites". 

En ce qui concerne la tarification pure, la litterature scientifique foisonne de modeles 

de tarification de services de telecommunication. Cependant, tous ces modeles 

abordent la consommation du point de vue technique. lis considerent une consom-

mation en terme de bande passante, ou plus generalement de consommation de 

ressources sur un reseau constitue de nceuds et d'arcs. Ces modeles, faisant pour 

la plupart appel a la theorie des graphes, traitent done du cout technique de la 

communication, du transport de l'information. II n'y a cependant que tres peu 

d'etudes traitant de la consommation et de la tarification d'un point de vue plus 

global, plus marketing. Peu d'etudes considerent la communication comme un ser-
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vice integre et traitent de l'offre faite au consommateur final. Yilmaz et Chen 

(Yilmaz et Chen, 2006), par exemple, se proposent d'etudier la tarification d'un 

certain nombre d'offre de telecommunication en prenant comme premier facteur 

la qualite de service sur le reseau. Altmana et al. (Altmana et al., 2006) travail 

sur la tarification de services differenties en se basant sur la theorie des jeux pour 

modeliser les interactions entre utilisateurs et compagnie de telecommunication. 

Une etude de la tarification du transport de donnees sur un reseau se servant de la 

theorie des graphes et de la theorie des jeux pour representer les jeux de Stackel-

berg est exposee dans Particle de Bouhtou et al.(Bouhtou et al., 2007). Les rares 

etudes qui abordent le sujet de la tarification de l'offre finale sont des etudes dont 

le sujet principal est la modelisation de la demande et qui etudient entre autre le 

comportement de cette demande lors de modifications tarifaires. 

Nous allons maintenant aborder un second outil lie au revenue management : la 

modelisation de la demande. 

1.3 Modele de demande 

La modelisation de la demande est une question centrale en revenue management. 

C'est en effet cette connaissance du comportement des consommateurs qui nous 

permet de predire quelle serait la reaction du marche fasse a un changement de 

l'offre, et ainsi de prevoir du mieux possible les consequence de tels changement 

sur les benefices ou l'image de marque de l'entreprise. Notre etude se porte sur un 

modele de choix discret. II s'agit d'outils servant a modeliser le choix fait par un 

utilisateur parmi plusieurs alternatives. L'ouvrage de Ben-Akiva et Lerman (Ben-

Akiva et Lerman, 1985) a fait reference durant de nombreuses annees. Cost un 

livre qui brosse tres largement le sujet. Le livre de Train (Train, 2002) est lui aussi 

tres complet et comporte une tres grande partie sur la simulation necessaire a 
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l'implementation de modele. Ces techniques sont maintenant rendues possibles par 

les avarices de l'informatique. 

Des articles peuvent aussi etre trouves, traitant de sujet un peu plus precis. Talluri 

et van Ryzin(Talluri et van Ryzin, 2004b) tentent de modeliser le comportement des 

consommateurs lorsqu'ils sont face un une offre comportant une gamme de produits 

que Ton peut classer par qualite. lis analysent la tendance que les utilisateurs vont 

avoir a acheter un produit ou service de qualite superieure a celui qu'ils auraient 

initialement achete, ou au contraire un produit de qualite inferieure, en fonction 

de revolution des prix. Dans le contexte de cette etude, les biens sont perissables, 

et disponibles en quantite limitee. L'article d'Allenby et al. (Allenby et al , 2004) 

traite pour sa part de la modelisation de la demande lorsque des articles sont 

vendus sous forme de packs, et que le prix a l'unite diminue en fonction de la taille 

du pack. C'est un cas qui peut s'appliquer au domaine de la telephonie, dans lequel 

plus le nombre de minutes incluses dans un forfait est important, plus le prix de 

la minute est faible. Gilbert et al. (Gilbert et al., 2007) proposent de modeliser 

la demande d'un fournisseur de service en telephonie fixe. Sans rentrer dans les 

details, les utilisateurs sont regroupes selon un certain nombre de criteres dans des 

lifestyle de maniere a agreger les donnees et le modele utilise est du type mix-

logit. Un des probleme de ce modele est le fait que la tarification est considered 

comme etant proportionnelle au temps consomme, ce qui n'est pas le cas dans les 

faits. Le modele presente dans Particle d'lyengar (Iyengar, 2004) tente lui aussi de 

modeliser la demande d'un operateur telephonique, mais tiens compte de la non 

linearite de la tarification. II distingue de plus le processus de choix d'un forfait, 

avec une consommation esperee, et le processus de consommation reelle sous ce 

forfait. 

Avant de rentrer dans le vif du sujet, une derniere section parlera d'un type de 

modele qui se retrouve en revenue management : la programmation a deux niveaux. 
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1.4 Programmation bi-niveau 

La programmation mathematique a deux niveaux est un outil particulierement 

bien adapte a certain problemes lies au revenue management, qu'il permet bien 

souvent de formuler de maniere tres naturelle. Nous n'entrerons pas ici dans les 

aspects theoriques car ce n'est pas le sujet de cette etude. Qualitativement, un 

programme bi-niveau consiste en deux programmes mathematiques dont la valeur 

des fonctions objectif depend des variables des deux programmes. Un programme 

peut par exemple maximiser les benefices engendres par une entreprise, et un autre 

minimiser des couts de consommation auxquels des consommateurs vont faire fasse 

en achetant des produits dans cette entreprise ou chez le concurrent. Ainsi, les 

benefice de l'entreprise depend des tarifs qu'elle appliques (variables auxquelles elle 

a acces) et de la consommation des usagers qu'elle ne controle pas directement. Les 

couts de consommation des usagers dependent de leurs consommations (variables 

auxquelles ces usagers ont acces) et aux tarifs pratiques par l'entreprise, auxquels 

les usagers n'ont pas acces. Les deux programmes (celui de l'entreprise et celui 

des usagers) sont done lies. Si l'entreprise desire maximiser ses benefices, elle devra 

tenir compte du comportement des usagers. Ce type de formulation est tres adaptee 

a la representation de jeux de Stackelberg. 

L'article ecrit par Colson et al. (Colson et al., 2007) est une introduction a la pro

grammation bi niveau qui, a partir d'un exemple simple, en explique les enjeux et les 

applications, discute de la theorie de la programmation bi niveau et de differentes 

methodes de resolution. Pour plus de details, on pourra par exemple se referer 

a l'article de Dempe (Dempe et al., 2002). On peut aussi trouver des exemples 

concrets de solutions de problemes de revenu management dans des article tels que 

celui de Cote et al. (Cote, 2003). 
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C H A P I T R E 2 

C A D R E T H E O R I Q U E 

Ce chapitre definit les principaux concepts theoriques et la plupart des notations 

utilisees dans la suite de cet article. Nous commencerons par expliquer a quoi 

correspond une tarification non lineaire et ce qu'elle implique du point de vue du 

budget des usagers, puis nous presenterons le modele etudie. 

2.1 Tarification non lineaire et contraintes budgetaires 

Le modele etudie a ete developpe par Iyengar (Iyengar, 2004). II se penche sur 

les problemes de tarification non-lineaire rencontres dans la plupart des offres de 

services de telecommunication sans fils que nous observons actuellement sur le 

marche. II divise de plus le comportement de l'usager en un processus de choix qui 

consiste a choisir un forfait en debut de mois en fonction d'une consommation qu'il 

prevoit, et un processus de consommation durant lequel il utilise des minutes de 

communication. Le but est de representer le fait que la consommation effective de 

l'utilisateur peut differer des previsions de consommation qui l'ont amene a choisir 

un forfait specifique. 

Dans un schema de tarification non lineaire, le prix n'est pas constitue d'une com-

posante fixe et d'une composante proportionnelle a la consommation. Le prix P 

ne depend done pas d'un cout fixe F, ou cout d'acces dans le domaine de la 

telecommunication, et d'un cout marginal p tel que P = F + px ou x represente 

la consommation, comme on peut le voir sur le graphique 2.1 . Bien que ce soit le 

terme de tarification non lineaire qui soit utilise dans la litterature, il serait plus cor-
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rect de parler de tarification non affine, car l'equation precedente n'est pas lineaire 

mais affine puisqu'elle n'est pas completement proportionnelle a la consommation 

(P(z = 0 ) # 0 ) . 

Prix-r 

Tempe 

Figure 2.1 Schema de tarification lineaire 

Dans le cas etudie, qui est le cas generalement observe sur le marche de la telecom

munication, la tarification est compose d'un cout d'acces F, d'un cout marginal 

P\ pour toute consommation entre 0 et un nombre determine de minutes A, puis 

d'un second cout marginal pi > Pi pour toute consommation excedant ce nombre 

de minutes. L'utilisateur paie alors : 

P = F + pix si 0 < x < A 

et 

P = F + piA + p2(A - x) si A<x<B 

ou B represente la quantite maximale materiellement consommable en un mois 

(31 x 24 x 60 minutes). Une representation graphique de ce type de tarification 

peut etre observee sur la figure 2.2 
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Prix-r 

Itmpe 

Figure 2.2 Schema de tarification non lineaire 

Ce type de tarification appartient a la categorie des increasing block pricing struc

tures car le cout marginal augmente avec la consommation. II est appele two-tier 

increasing block pricing structure car il est compose d'un cout fixe et de deux couts 

marginaux. II n'est pas rare que p\ soit nul, on dit alors que A minutes sont in-

cluses dans le forfait. Si on considere un usager beneficiant d'un budget / chaque 

mois, cet usager attribue ce budget a la consommation de plusieurs choses. II est 

done amene a faire des arbitrages entre ces diverses consommations. Tout argent 

attribue a la consommation de minutes de telecommunication ne sera pas attribue 

a la consommation d'autre chose. Ce phenomene est pris en compte dans le modele 

etudie en integrant une commodite alternative x2, dont on normalise le cout uni-

taire a 1. L'usager consomme done une certaine quantite x2 et un certain nombre 

de minutes de telecommunication x\, ce qui mene aux contraintes suivantes sur la 

consommation : 

pxxi + x2 < I - F si 0 < a ; < , 4 
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et 

p2(xi -A) + x2 < I - F-piA si A<x<B 

Le graphique 2.3 represente ce type de contraintes budgetaires. 

*ilSi 

Figure 2.3 Ensemble de contraintes budgetaires 

Une des specificites du modele decrit dans la section suivant est qu'il tient compte 

de ce type de tarification et de contraintes budgetaires. 

2.2 Presentation du modele 

Disposant d'une garnme de forfaits, le modele etudie s'attache a definir le forfait 

choisi par chaque usager au fil des mois et la consommation de ces usagers en terme 

de minutes. On definit l'utilite associee a un forfait j par un usager i au cours d'un 

mois t comme suit : 

Uijtixujt, x2ijt) = Pij + ainXiijt+ai2X2ijt + aa2xlijt + (z[jtji)x1ijt+w'ijt<;i + eijt (2.1) 
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ou Xujt represente le nombre de minutes consommees par l'utilisateur i sous le for-

fait j lors du mois t et a^yt represente la consommation d'unites de la commodite 

alternative precedemment evoquee. eijt represente l'erreur d'estimation de l'utilite 

due au fait que le modele ne prend en compte qu'un nombre limite des facteurs 

pouvant influencer cette utilite aux yeux de l'utilisateur. Cette erreur est un terme 

aleatoire i.d.d. double exponentiel. z^t et uiyt sont des vecteurs contenant un cer

tain nombre d'informations qui semblent raisonnablement influencer l'utilisateur 

dans son choix et dont nous aimerions connaitre l'influence. II peut par exemple 

s'agir du nombre de minutes consommees en dessous de Aj le mois precedent, ou 

de la presence ou non de publicite concernant un certain forfait. z^t contient les 

informations dont l'influence sur l'utilite du forfait serait proportionnel au nombre 

de minutes que l'utilisateur aurait l'intention de consommer, et Wijt contient les 

informations dont l'influence serait independante de cette consommation. 

Les autres termes sont les parametres du modele qui seront calibres de maniere 

a rendre le modele le plus proche possible des valeurs effectivement observees. 

Ces termes sont aleatoires et suivent une distribution normale. Cette definition de 

l'utilite correspond a un modele de choix discret de type mixed logit. 

Pour chaque forfait, il existe une maniere optimale de consommer, c'est-a-dire une 

valeur de xujt et de Xiijt qui maximise l'utilite. C'est l'utilite maximale que l'usager 

peut retirer de ce forfait. Cette utilite se definit pour chaque utilisateur, chaque 

forfait et chaque mois en respectant les contraintes budgetaires comme suit : 

jjvaax ^ m a x 1J.t. (^.m. ^ Xm.) 
xlitj 

s.c. PijXUjt + x2ijt = Ii- Fj si 0 < xXijt < Aj 

P2j(xiijt ~ Aj) + x2ijt = Ii- Fj - pijAj si Aj < xujt < B 
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Les contraintes sont convexes, et pour assurer la quasi-concavite de la fonction 

objectif (l'utilite) on impose la condition suffisante a^2 < 0, ainsi que la condition 

®-%2 > 0 qui garantit un effet positif du revenu / sur l'utilite. On garantit ainsi 

l'existence et Punicite de l'optimum. 

En utilisant la condition necessaire d'optimalite, on obtient une possibilite d'opti-

mum lorsque la fonction d'utilite est maximisee en tenant compte de la premiere 

contrainte, et une autre lorsqu'elle est maximisee en tenant compte de la seconde 

contrainte : 
candopt,! _ ai2Plj ~ ^ 1 1 ~ Zijtli 

Jlijt 2a. • i l2 

candopt,2 _ ai2P2j ~ Q^ll ~ Zjjfli 
'lijt 2a zl2 

L'existence de l'optimum garantit qu'il se trouve soit entre 0 et A, soit entre A et B, 

soit avant 0, soit en A, soit apres B. Si l'optimum se trouve entre 0 et A, la valeur qui 

maximise l'utilite avec la premiere contrainte, i S °pt' , doit se trouver entre 0 et A. 

Si l'optimum se trouve entre A et B, la valeur qui maximise l'utilite avec la seconde 

contrainte, x°^t
 opt'2, doit se trouver entre A et B. Si x^t

 opt' < 0, l'optimum se 

trouve en 0. Si x^t
dopt'2 > B, l'optimum se trouve en B. Si xc™t

dopttl > A et 
xTijt °P ' ^ A l'optimum se trouve en A. L'unicite de la solution nous apporte de 

plus la garantie que ces cinq cas sont mutuellement exclusifs. 

Uijt(0 > x2ij si xl^'^O 
candopt,! 

jjmax / 
Uitj ~ N 

Uijt(x^,x2ijt) si 0 < a ~ * < A 

> x2ijt) 

Uijt{xlijt ' ix2ijt) SI Aj < 

Uijt(B, X2ijt) 

SI X 
:andopt,l 
Ujt > A* and xcZ ujt 

:dopt,2 < Ai 

XM 
candopt,2 
Ujt <B 

si x1™dopt'2>B 

On peut ainsi definir l'utilite maximale d'un forfait en fonction des parametres du 
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modele pour chaque utilisateur et pour chaque mois. Le forfait choisi par chaque 

utilisateur lors d'un certain mois est le forfait dont l'utilite maximale est la plus 

grande. Cette utilite integrant un terme aleatoire e^, on accede done a une proba

bility de choix pour chaque forfait, qui est la probabilite que l'utilite maximale de 

ce forfait soit la plus grande. De part la distribution de e^, cette probabilite est 

pour un plan j est P(j) = J; 3
V.. On connait aussi le nombre de minutes optimal 

i 

sous ce forfait. 

Une des specificites de ce modele est, comme mentionne plus haut, le fait qu'une 

fois un forfait choisi, la consommation de l'usager n'est pas le nombre de minutes 

optimal mais devie de cette quantite par une erreur aleatoire distribute selon une 

loi normale : 

Qijt — Qijt + Vijt 

Maintenant que le cadre theorique est pose, nous allons voir de quelle maniere 

exploiter les elements precedemment cites dans le cas pratique d'un grand operateur 

en telephonie fixe. 



21 

CHAPITRE 3 

EXPERIMENTATIONS NUMERIQUES 

Cette partie decrit la maniere dont le modele a ete mis en oeuvre dans le cadre d'une 

entreprise de telephonie fixe. Nous analyserons dans une premiere partie les donnees 

qui ont ete mises a notre disposition et nous expliquerons les pre-traitements qui ont 

ete necessaires pour les rendre exploitables. Nous expliquerons dans une seconde 

partie le travail qui doit etre realise pour rnettre en oeuvre le modele, nous decrirons 

les outils informatiques dont nous nous servirons et nous effectuerons le calcul de 

certaine fonction dont nous avons besoin. Nous parlerons dans la partie suivante 

des different problemes pratiques auxquels nous avons eu a faire face ainsi que la 

maniere dont nous avons regie ces problemes, puis nous exposerons les resultats 

numeriques dans une derniere partie. 

3.1 Les donnees 

Nous avons a notre disposition une importante quantite de donnees provenant 

d'un grand fournisseur de service en telephonie fixe. Nous ferons ici l'analyse de 

ces donnees et exposerons un certain nombre de pre-traitements necessaires a leur 

exploitation. 

3.1.1 Description 

Les donnees utilisees sont celles concernant la clientele du principal operateur en 

telephonie fixe. Elles regroupent la consommation de ses utilisateurs sur 20 mois. 



22 

Elles concernent un total de plus de 100 millions d'entrees, chaque entree corres-

pondant aux informations relatives a un utilisateur pour un mois donne. Chaque 

utilisateur peut etre suivi a travers les mois. II est en effet identifie de maniere 

unique par son numero de telephone a 10 chiffres auquel on adjoint un identifiant 

a trois chiffres. L'utilisation de cet identifiant est rendu necessaire par le fait que le 

numero de telephone peut etre reattribue a un autre utilisateur d'un mois a l'autre, 

ne faisant done pas reference a lui seul a un utilisateur unique. 

Les informations fournies sont : 

- La composition de l'offre souscrite (forfaits, options, maintenance) 

- La consommation (nombre d'appels, de minutes utilisees, d'acces aux services) 

- La tarification (prix paye pour les options de base, pour l'acces au reseau, pour 

certain type de consommation) 

Lors de l'examen de ces donnees, nous avons ete particulierement surpris du nombre 

de chiffres significatifs stockes. Les prix et les temps de communication sont en effet 

fournis avec 9 chiffres apres la virgule, la ou 2 sembleraient bien suffisants pour 

ne pas perdre d'information. Cela nous a semble d'autant plus singulier, que les 

donnees sont extremement lourdes, tant dans leur stockage (plus d'une centaine 

de giga octets), que dans leur manipulation. A moins que cette precision n'ait un 

but qui nous aurait echappe, il semblerait tres interessant, voir necessaire pour 

l'exploitation de ces donnees, de reecrire les archives et de stocker les prochaines 

donnees en diminuant la precision. 

De plus, les informations fournies par ces donnees presentent des lacunes relative-

ment importantes qui vont necessiter par la suite un certain nombre d'hypotheses. 

La premiere de ces lacunes est le peu de detail concernant la consommation. En 

effet, nous disposons du nombre de minutes appelees en heures pleines et en heures 

creuses, du nombre de minutes appelees en intra-provincial, en inter-provincial, 

vers les Etats-Unis et outre mer, mais nous ne disposons pas du nombre de mi-
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nutes appelees sur une tranche horaire ET vers une destination. De plus, le detail 

des destinations n'est pas fourni. La seconde lacune rencontree concerne la tarifica-

tion. Nous ne connaissons pas les details de celle-ci. II n'est par exemple pas fourni 

le prix de la minute de communication vers une certaine region. Enfin, meme si nous 

connaissons la composition d'un forfait dans ses grandes lignes, les details ne sont 

pas fournis, et il semble que l'offre change legerement en fonction des utilisateurs 

et des mois. 

Nous allons done etre amene a calculer un certain nombre de donnees, comme le 

cout de base moyen des forfaits qui nous interessent et le prix moyen de la minute 

de communication vers les grandes categories de zones citees plus haut. 

3.1.2 Pre t ra i tement des donnees 

D'un point de vue pratique, les donnees sont fournies sous la forme de flchiers 

textes. Le format utilise est le format CSV (comma-separated values) dans lequel 

les differentes valeurs d'une entree sont separees par des virgules, et chaque entree 

correspond a une ligne. Chaque fichier comporte approximativement 6 millions de 

lignes, chaque ligne comportant 146 valeurs. Le premier travail a done consiste 

a ecrire un certain nombre de scripts en langage Perl et Python pour pouvoir 

acceder aux donnees pertinentes. Le Python est particulierement interessant car il 

comprend une bibliotheque permettant un acces simple et puissant aux fichiers de 

type CSV, tant en lecture qu'en ecriture. 

Un premier script a ete ecrit permettant de selectionner des categories d'utilisateurs 

selon certains criteres (forfaits choisis, consommation, prix paye) et renvoyant pour 

chaque utilisateur correspondant au critere, pour chaque mois, les informations 

qui nous interessent, et uniquement elles (par exemple la consommation vers une 
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certaine region et le prix paye qui en resulte). Ce script permet en outre soit de 

selectionner chaque mois tout utilisateur repondant aux criteres specifies, soit de 

selectionner les utilisateurs repondant a ces criteres un certain mois, puis de les 

suivre au fil des mois. Les resultats sont stockes sous forme de fichier CSV pour 

etre ensuite exploites dans Microsoft Excel. 

II a ensuite ete ecrit un certain nombre de scripts qui permettent, a partir des fi-

chiers de base ou d'un echantillon fourni par le premier script, de calculer un certain 

nombre de donnees statistiques, comme le prix moyen de la minute consommee vers 

une destination dans le cadre d'un forfait ainsi que l'ecart type de la distribution, 

ou encore le nombre moyen d'utilisateurs ayant un certain comportement. 

Enfin, un dernier script permet de creer un fichier texte dont chaque ligne repre-

sentait un utilisateur, et comporte une serie de chiffres separes par des virgules, 

representant le forfait choisi par cet utilisateur. Ce fichier est le fichier contenant 

les informations servants au calibrage du modele. 

3.1.3 Description de l'offre 

Les forfaits recenses sont au nombre de 25. La plupart d'entre eux portent la 

mention "grandfathered" pour indiquer qu'ils ne sont actuellement plus offerts, 

mais peuvent encore etre utilises par certains utilisateurs. Les forfaits constituant 

l'offre actuelle sont au nombre de 9. Etant interesses par les comportements de 

choix du marche, c'est sur ces forfaits que nous nous concentrerons, les autres ne 

pouvant plus etre choisis, mais seulement abandonnes. La documentation fournie ne 

permet cependant pas de definir clairement toutes les caracteristiques de certains 

d'entre eux. 

Les trois premiers forfaits, references BOTALIT, BOTALOT et BOTANYT, sont 
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des forfaits de tarification par bloc. Pour un prix de base, l'utilisateur peut appeler 

un certain temps sans cout supplemental, puis au-dela du nombre de minutes in-

cluses dans le forfait, l'utilisateur paye un certain prix pour chaque minute appelee. 

Les deux premiers forfaits incluent 250 minutes et 1200 minutes consommables dans 

une certaine periode de la journee, et le troisieme 1200 minutes consommables n'im-

porte quand pour un cout d'acces de base de respectivement $6, $12 et $18. Un 

des problemes qui se pose est le fait que l'utilisateur semble choisir une destination 

vers laquelle cette tarification s'applique, par exemple intra ou inter-provincial, 

mais aucune information n'est fournie sur ce choix. 

Les trois forfaits suivants, identifies FRATE, LDPXTRA et FRWW, sont assez 

mal identifies. On sait seulement que le premier d'entre eux admet une structure 

de tarification par blocs, et que les deux autres concernent une consommation de 

minutes outre-mer. 

Les trois derniers forfaits, LDP10C, LDP7C, LDP5C, enfin, offrent un prix de 

communication unique, respectivement de 10, 7 et 5 cents par minutes, pour un 

certain cout d'acces non fourni. 

3.1.4 Analyse stat ist ique 

La clientele de l'operateur se repartit sur les forfaits precedemment decrits comme 

decrit dans le tableau 3.1. 

Les differentes lignes correspondent au numero du mois analyse, et la derniere a la 

moyenne sur les 5 mois. Les colonnes correspondent aux differents forfaits, la ligne 

"Mutl." correspondant au nombre d'utilisateurs cumulant plusieurs forfaits sur un 

meme mois et la ligne "Tot." au total des utilisateurs. Ce total est bien plus eleve 

que la somme des utilisateurs des differents forfaits, car la plupart des utilisateurs 
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Tableau 3.1 Nombre d'usagers par forfait et par mois 
Mois 

1 

2 

3 

4 

5 

Moy 

BOTALIT 

10614 

11788 

13093 

14261 

15565 

13064 

Mois 

1 
2 
3 

4 
5 

Mois 

FRWW 
295587 

297747 

297774 

295415 

294393 

296183 

BOTALOT 

38503 

40588 

42693 

43337 

44332 

41891 

LPD10C 

229880 
246701 
263589 
278873 
296210 

263050,6 

BOTANY 

159488 

177342 

196615 

211677 

227454 

194515 

LPD7C 

7263 
11395 
15635 
19715 
23757 

15553 

FRATE 

1128917 

1097281 

1067020 

1034947 

1012363 

1068105,6 

LPD5C 

12536 

19658 

27590 

35082 

42296 

27432 

Mult. 

27817 
31201 
40879 
48591 
56760 

41049,6 

LDPXTRA 

13496 

21482 

30621 

40140 

48730 

30894 

Tot. 

6735240 
6703711 
6652595 
6587522 
6544423 

6644698 

ne possedent pas de forfait, et un certain nombre en possedent un qui n'est pas 

reference ici. 

On remarque que certains forfaits sont en croissance, la ou d'autres regressent. 

A la fin de chaque mois, certains utilisateurs changent de forfait, et d'autres quittent 

la compagnie, comme indique respectivement par les deux tableaux 3.2 et 3.3. 

Tableau 3.2 Nombre d'usagers changeant de forfait chaque mois 
Mois 

1 

2 

3 

4 

Moy. 

Mois 

1 
2 
3 
4 

Moy. 

BOTALIT 

9542 

10680 

11711 

12774 

11176,8 

FRWW 
286655 
288471 
288045 
285498 

287167,25 

BOTALOT 

34483 
36336 
37323 

38754 

36724 

LPD10C 

211431 
223887 
234717 
246070 

229026,25 

BOTANY 

144391 

160357 

174561 

188607 

166979 

LPD7C 

5044 
8394 
11716 
14856 

10003 

LP] 

FRATE 

1093343 

1062652 

1029492 

1001716 

1046800,75 

D5C 
7700 
13103 
18514 
23811 

15782 

Mult. 

11968 
18975 
27822 
36635 

23850 

LDPXTRA 

1006 

1059 

1342 

1636 

1261 

Tot. 

1843668 
1858242 
1869962 
1884189 

1864015,25 
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Tabl 
Mois 

1 
2 
3 
4 

Moy. 
Mois 

1 
2 
3 
4 

Moy. 

3au 3.3 Nombre d'usagers 
BOTALIT 

323 
371 
583 
607 
471 

FRWW 
6768 
7975 
8864 
9232 

8209,75 

BOTALOT 
1354 
1789 
2600 
2111 

1963,5 
LPD10C 

9337 
11871 
14186 
14448 

12460,5 

quittant la compagnie chaque mois 
BOTANY 

4797 
6254 
8826 
8103 
6995 

LPD7C 
252 
488 
682 
835 

564,3 

FRATE 
18995 
22140 
24293 
21329 

21689,25 
LPD5C 

470 
797 
1070 
1415 
938 

Mult. 
1038 
1353 
1846 
2261 

1624,5 

LDPXTRA 
632 
1386 
1503 
1903 
1356 
Tot. 

1865834 
1882972 
1892421 
1907414 

1887160,25 

3.1.5 Choix des forfaits 

Nous choisissons, pour tester notre modele, deux forfaits differents parmi ceux 

presentes ci-dessus. Les trois forfaits du milieu sont a exclure a cause du peu de 

connaissance que nous possedons sur eux. Les trois premiers forfaits possedent une 

structure similaire. Nous choisissons done le troisieme (BOTANYT) qui presente 

l'avantage de posseder la meme structure de tarification quelque soit la plage horaire 

durant laquelle les appels sont passes. Les trois derniers forfaits possedent egalement 

une structure identique. Nous choisissons le premier (LDP10C) dans la mesure ou 

e'est le plus populaire et que nous possedons done un echantillon d'utilisateurs plus 

grand. Nous considerons aussi les utilisateurs n'ayant souscrit a aucun forfait. 

3.1.6 Analyse statistique des forfaits choisis 

La tarification lineaire de 10 cents/min du forfait LDP 10C est respectee pour les 

communications intra urbaines, inter urbaines et vers les Etats-Unis. Plus le nombre 

de minutes consommees est eleve, plus le cout marginal de la minute est en effet 

proche de 10 cents/min, mais meme pour de petites consommations, la tarification 
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ne s'en eloigne pas trop. Pour le forfait BOTANYT, nous observons en effet que 

le prix paye pour des consommations inferieures a 1200 minutes est nul, soit en 

intra urbain, soit en inter urbain, mais pas pour les deux zones. Nous constatons 

que certains utilisateurs ne respectent pas cette tarification, mais cela reste assez 

marginal. Un probleme rencontre est que tres peu d'utilisateurs excedant les 1200 

minutes, d'ou un certain manque d'informations sur leur comportement. 

3.1.7 Choix de l'echantillon 

Les utilisateurs choisis pour faire partie de Pechantillon devront repondre aux 

criteres suivants : 

- Avoir souscrit a l'un des forfaits etudies ou a aucun forfait 

- N' avoir souscrit qu'a un seul forfait par mois 

- Avoir une consommation simple : 

- Consommation intra urbaine, extra urbaine et vers les Etats-Unis pour LDP10C 

- Consommation intra urbaine, extra urbaine et vers les Etats-Unis pour les 

utilisateurs sans forfaits 

- Consommation exclusivement intra urbaine OU exclusivement inter urbaine 

La raison du premier critere est assez evidente. Nous n'avons pas choisi de rassem-

bler les utilisateurs n'appartenant a aucune de ces trois categories dans un groupe 

"Autre" a cause des differences dans les structures de tarification de ces forfaits. 

Nous n'aurions pas pu mettre en relation le temps de communication et le prix 

paye. 

Le second critere provient du fait que le modele choisi necessite de pouvoir attribuer 

a chaque minute consomme un prix, ce qui devient complique si l'utilisateur possede 

plusieurs forfaits. 



29 

Le troisieme critere est rendu necessaire par la connaissance limitee que nous 

possedons de la tarification et de la consommation. Pour le forfait LDP10C, l'etude 

des donnees nous montre que le prix de 10 cents/min est respecte tant que la 

consommation s'effectue sur ces trois zones, mais pas en dehors. La structure par 

blocs du forfait BOTANYT semble s'appliquer a seulement une et une seule des 

deux zones citees. Les utilisateurs sans forfait devront consommer vers les memes 

zones que ceux des deux autres forfaits pour rendre leur consommation comparable 

a celle des deux autres categories d'utilisateurs. 

Maintenant que nous possedons un echantillon de donnees exploitables, nous allons 

nous pencher dans la prochaine section sur l'implementation du modele. 

3.2 A d a p t a t i o n du mode le 

Nous allons decrire ici le travail a effectuer pour implementer le modele. Nous 

decrirons la forme du probleme mathematique, les outils informatiques que nous 

avons choisi pour resoudre ce probleme et nous effectuerons un certain nombre de 

developpements mathematiques necessaires a cette resolution. 

3.2.1 Choix de l 'optimisateur 

Le modele precedemment decrit comporte un certain nombre de parametres. Ces 

parametres doivent etre choisis de maniere a ce que les probabilites de choix du 

modele soient le plus proche possible des probabilites de choix observees dans les 

donnees historiques. Pour un utilisateur i, soit u>i = (Ai> •••; An;«i i )«i2,«2,7i ,^)> 

nous defmissons pour cela la fonction de vraisemblance LHi{uji) qui est la proba-

bilite de la serie des choix faits sur l'ensemble des periodes par un utilisateur dans 
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les donnees historiques, en fonction de la valeur des parametres choisis. Si notre 

modele reproduisait parfaitement les choix faits par cet utilisateur, cette proba-

bilite serait egale a 1. Comme c'est une probability et qu'elle ne peut done pas 

depasser cette valeur, pour faire en sorte que notre modele reproduise du mieux 

qu'il le peut les choix faits par l'utilisateur, nous devons maximiser la valeur de 

LHi{u>i) en fonction de Wj. 

Cette procedure d'etalonnage du modele et d'estimation des parametres s'ecrit done 

mathematiquement : 

max LHi(u>i) 

S.C. LOi € S 

ou S est l'ensemble admissible de Wj. Dans les faits, nous maximiserons le logarithme 

de LHi(u>i), car celui-ci se manipule plus simplement au cours de certains calculs. 

Pour realiser cette maximisation, nous utilisons IpOpt, une bibliotheque d'optimi-

sation selon une methode de point interieur developpee en C++- IpOpt traite les 

problemes du type : 

min f(x) 
X 

s.c. a < h(x) < b 

c < x < d 

Ici, la fonction objectif / est la vraisemblance, le vecteur x est le vecteur des 

parametres du modele (les am, an2, ai2 et /?y). II n'y a a priori pas de contraintes. 

3.2.2 Utilisation de l'optiraisateur 

Cette bibliotheque communique avec nous a travers une classe heritee dont nous 

specifions les membres de maniere a creer notre modele. Le travail a effectuer pour 

utiliser cette classe est, dans les grandes lignes, le suivant. 
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IpOpt fait appel a la fonction geLnlpJnfo pour specifier la faille du probleme, 

c'est-a-dire le nombre de variables et le nombre de contraintes du probleme, ainsi 

qu'eventuellement la densite des matrices hessienne et jacobienne. Pour chaque 

utilisateur, il y a une variable j3 par forfait et trois variables a. Si nous considerons 

deux forfaits, il y en a done 5 fois le nombre d'utilisateurs. II n'y a pas de contraintes, 

et nous ne fournissons aucune information sur la densite des matrices. 

IpOpt fait appel a la fonction geLbounds-info pour specifier les bornes sur les 

variables et les contraintes. En accord avec notre modele, les a.n2 sont negatifs et 

les ai2 sont positifs. 

IpOpt fait appel a la fonction geLstarting^point pour fournir un point de depart 

pour la resolution du probleme. Nous donnons dans un premier temps comme valeur 

initiales a nos variables les valeurs suivantes de maniere a les rapprocher de 0 tout 

en respectant le domaine admissible : 

foi = 0 

an = 0 

a12 = -0.0005 

a2 = 0.0005 

IpOpt fait appel a la fonction evaLf pour fournir la valeur de la fonction objectif 

pour une certaine valeur des variables. IpOpt nous fournit une liste brute de va

riables. II s'agit alors de stocker ces variables dans une structure permettant aux 

fonctions calculant le likelihood d'acceder aux variables en fonction de leur signifi

cation, par exemple a la variable am du 3 e m e utilisateur, ou a la variable /% du 

7 e m e utilisateur pour le plan 2. Une fois cela fait, nous appelons la fonction de 

calcul du log-vraisemblance. 
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IpOpt fait appel a la fonction evaLgrad-f pour fournir la valeur du gradient de la 

fonction objectif pour une certaine valeur des variables. De meme que precedem-

ment, il faut dans un premier temps stocker les variables dans la structure adequat, 

puis appeler la fonction calculant la derivee du likelihood en fonction de chaque 

variable. 

Le programme principal cree une instance de notre classe, defini certains parametres 

relatifs a la resolution, puis appel les fonctions Initialize et OptimizeTNLP pour 

respectivement initialiser et lancer la resolution du probleme. Parmi ces parametres, 

nous pouvons citer les suivants. 

- mustrategy permet d'etablir le type de strategic d'adaptation du parametre de 

barriere. II est ici est mis sur adaptive pour utiliser une strategie adaptative, 

par opposition a la strategie par defaut qui est la strategie monotone (Fiacco-

McCormick). 

- tol permet de regler la tolerance d'arret de l'optimisation. Nous la mettons ici 

sur le — 5. 

- hessian-approximation permet d'etablir quelles valeurs de la matrice Hessienne 

du Lagrangien utiliser lors de l'optimisation. Reglee par defaut sur exact pour 

specifier d'utiliser des valeurs fournies par le programme, nous la mettons sur 

limited-memory pour demander au programme d'effectuer une approximation de 

type quasi-Newton a memoire limitee. 

- check-derivative jor-naninf, etablie a yes demande de verifier la valeur des de-

rivees transmises a l'optimisateur. Si celles-ci sont indefinies (NaN) ou infmies 

(INF), l'optimisateur le signal et n'en tient pas compte. Cette option sera parti-

culierement utile pour regler certains problemes de scaling dont nous parlerons 

en 4.2.7. 

- derivative-test, etablie a first-order, demande a l'optimisateur d'effectuer avant 

le demarrage de l'optimisation un test de la valeur des derivees du premier ordre 
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fournies par le programme. Les derivees sont testees au point de depart fourni 

par le programme, et celle ayant une valeur suspecte sont signalees. Cette option 

se revele tres utile en phase de debuggage du programme. 

3.2.3 Calcul du log-vraisemblance et de ses derivees 

Nous allons effectuer dans cette section les developpements necessaires a l'obtention 

des deux principales informations requises par IpOpt (et plus generalement par 

n'importe quel processus d'optimisation). Les etapes suivies dans cette section sont 

aussi celles suivies numeriquement, chacune d'elles correspondant a une fonction 

faisant appel aux precedentes. 

Nous allons commencer par calculer la forme explicite de la fonction d'utilite. 

Comme nous l'avons vu lorsque nous avons presente le modele, l'expression de 

l'utilite depend des valeurs de xujt et de X2ijt, qui dependent elles-memes des va-

leurs de x^opU1 et x^t
dopt'2. L'utilite s'exprime : 

Uijt(xujt, X2ijt) = A j + OliuXujt + ai2X2ijt + Oliuxlijt + ( ^ i j t 7 i ) ^ l y t + w'ijtSi + e ijt 

Les conditions d'optimalite du premier ordre nous fournissent deux optima poten-

tiels : 
can<fopt,l _ aVPlJ - a » H ~ Z'ijt1i 
Ujt ~ 2alU 

candopt,2 _ ai2P2j ~ « i l l ~ Zjjtli 
Xlijt " 2ail2 

En prenant en compte l'ensemble de contraintes budgetaires, cinq cas mutuellement 

exclusifs sont possibles, comme explique dans la description du modele, en fonction 

des cinq regions du domaine d'etude : les points extremes 0, Aj et B et les points 

appartenant a ]0, Aj{ et a ]Aj, B[. 
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1. Si la valeur du premier optimum potentiel est comme suit : 

(*i2P\j ~ Oim - Zijtli 
<0 , 

alors, de part les contraintes, les valeurs optimales de xujt et x2ijt sont 

xujt = 0 et x2ijt = h — Fj. 

L'utilite exprimee uniquement en fonction des parametres est done : 

Uijt(xujt, X2ijt) = Pij + ota{Ii - Fj) + w'ijtqi + eijt. 

2. De meme, si 
-,/ 

U < — < Aj, 
2aa2 

alors 

<Xi2Plj - "i l l - Zijtli , T „ 
xujt = r et x2ijt = k - tj - PijXm. 

*oni2 

Done 

Uijt(xiijt, x2ijt) = Pij + xujtiam - ai2pij + z'ijtji) + ai2(Ii - Fj) 

+a.ii2X2
lijt + w'^i + eijt, 

TT I \ a (ai2Plj - a m - z'ijtli)2 , /T „x , , 

Uijtixujt, x2ijt) = Pij -. V ai2{U ~ Fj) + wijtqi + eijt. 
4 « j i 2 
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3. Si 
j 

oti2Pij - am - zijt7i 

et 

Q>i2P2j - am - z'ijtli . 
_ <^ J±A 
2ail2 ~ J ' 

a lors 

xujt = Aj et x2ijt = h — Fj - pijAj. 

D o n e 

Uijt(xiijt, x2ijt) = fa + amAj + ai2(Ii - Fj - pijAj) + ainA? 

+(z'ijai)Aj + w'^i + eijt. 

4. Si 
ai2p2j - ain ~ ^ t 7 i 

*il2 
J ~ 2a?: 

alors 

«i2P2j - « i l l - Zj#7i 
iCliit = 7, e t x2ijt = Ii~ Fj - PijAj - PljXujt + P2jAj. 

D o n e 

Uijt(xiijt, x2ijt) = Pij + xiijt(am - ai2p2j + z'^i) 

+ai2(Ii - Fj + Aj(p2j - pij)) + ail2x\ijt + w'ijt% + eijt, 

TJ (r r ) _ o ( ^ P v - a m - z ' ^ ) 2 

Vijt\x\ijt-ix1ijt) — Pij 
4«il2 

+ai2(Ii - Fj + Aj(p2j - pij)) + w'ijt<;i + eijt. 
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5. Si 
Cti2P2j - " i l l - Z'ijtli . „ 

o - -°' 

2«jl2 

alors 

xiyt = 5 et aj2ijt = k - Fj - P2.7-B + (p2j - pij)Aj. 
Done 

Uijt{xuju X2ijt) = Pij + OLilxB + ai2(Ii - Fj - p2jB + (p2j - Pij)Aj) 

+aiUB2 + (z'ijt-Yi)B + w'ijtc;i + eijt. 

De l'expression de l'utilite, nous derivons alors la probability Logit de choix d'un 

forfait j : 

eu3 

3' 

La vraisemblance par periode t et utilisateur i et alors : 

LHiJt = P(j) 

avec j le choix fait par l'utilisateur % a la periode t dans l'historique, et le log-

vraisemblance par periode t et utilisateur i est : 

LLHitt = ln(LHitt). 

Nous pouvons enfin exprimer le log-vraisemblance du modele : 

LLHi = 2_^ LLHitt. 
t 

Nous allons maintenant passer au calcul de la derivee de l'utilite par rapport aux 
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parametres du modele. De meme que pour la valeur de l'utilite, les expressions des 

denvees de lunate dependent des valeurs de xUjt et x l i j t . 

1. Si 

&i2Plj ~ «ill - Zjjtli 

alors 

2. si 

alors 

3. Si 

2a. 
<0 , 

il2 

dUijt(Xijjt,X2ijt) _ Q ^ , , 

= 1 si j ' = j , 

dUijt(xiijt,x2ijt) 

dain 

dUjjt\xlijtix2iit) 

daiU 

dUijt(xujt, X2ijt) 

da. i2 

= 0, 

= o, 

• v ' 

U < — < Aj, 
law 

9Uijt{xiijt, X2ij 
^ = 1 Vi, 

dUijt{xiijuX2ijt) =
 ai2Plj - <*»!! ~ Zjjtli 

dam 2aii2 

dUijt{xiijt,x2ijt) _ (aaPij - "in ~ 4jt7i)2 

da a 2 4a?12 

dUijt(xlijt,X2ijt) ai2pij - ain ~ z'ijt'Yi . r ^ 

oai2 2an2 

ai2pij - ain ~ hjtli . A 

2a , 12 
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e t 

alors 

ai2P2j ~ am ~ zijtij < 

2a, ~ j' H\2 

dUjjt(xijjt, X2ijt) 

dUijt(xiijt, X2ijt) 

dam 

oUijt(Xiijt, X2ijt) 

daa2 

9Uijt{xujt, X2ijt) 

da, i2 

0 V J V J 

1 i f / = j , 

Aj, 

A2 

I t - Fj-ptjAj. 

4. Si 

a lors 

ai2p2j - am - zijt*ji 
Aj < < 13, 

dUijt(xujt, X2ijt) 

d&j 

dUjjtjxiijt, X2jjt) 

dain 

9Ujjt{xiijt, X2ijt) 

dan2 

dUijtjXujt, X2ijt) 

dai2 

= 1 Vj , 

<*i2P2j - ain - zijtji 

(®i2P2j 

OLi 

P2j 

2«il2 

- " i l l -

4a?i2 
2p2j - a, 

o^, 

? 

" 4*T<)2 

) 

ill - 3tft7i 

5. Si 
®i2P2j ~ am ~ Zijili 

2a 
>B, 

tl2 
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alors 

dUjjt(xiijt,X2ijt) 

dUijt{%lijt> x2ijt) 

daiU 

dUijt(xiijt, X2ijt) 

dail2 

dUijt\X\ijt) x2ijt) 

da i2 

= o Vj '#i 

= i xf = j , 

= B, 

= B\ 

= Ii- Fj -p2jB + {p2j - Plj)Aj. 

Nous allons maintenant calculer la derivee de la probabilite de choix d'un forfait 

j . Soit Oj une variable quelconque intervenant dans l'expression d'une des utilites 

de l'utilisateur i. Les differentes derivees par rapport a z^t et a % ne seront pas 

exposees ici car, comme nous le verrons dans la prochaine partie, ces termes ne 

seront pas pris en compte dans les applications pratiques de notre modele. 

dcii 

2-pu3 
daj c 

E^' 
f 

r 

e"'E Ms U; 
-rr-e i 
oai 

Ee 
v 3 

Ui> 

dUj y , dUy eUi 

= PU) dai: 

3 3" 

La derivee de la vraisemblance par periode t et utilisateur i s'exprime : 

OLHj, 
da,i 

dP(j) 
dCL; 

avec j choix fait par l'utilisateur i a la periode t dans l'historique, et la derivee du 
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log-vraisemblance par periode t et utilisateur i est : 

dLLHiit d l n ( L # M ) dLHitt 1 

<9a, da* ddi LHitt 

Enfin la derivee du log-vraisemblance du modele : 

dLLHj _ ^ dLLH, 
da* ^-J da; 

i,t 

Nous allons maintenant calculer les derivees secondes des differentes fonctions. Nous 

commengons par la matrice hessienne de l'utilite. Encore une fois, il existe 5 cas 

mutuellement exclusifs, en fonction des valeurs de xc^t °pt' et x°^t
 opt' . 

1. Si 

alors 

ati2Pij - ain - zijt-ji 

2a 
<0 , 

i l 2 

2. Si 

Pi 

an 

an 

« 2 

(-

{... 

A -

o ... 

0 ... 

0 ... 

0 ... 

«11 «12 « 2 

0 0 0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

° < 2a,- < ^ ' *il2 

alors 
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Pi 

Pij 

&H2 

Ui2 

(-

{... 

Pij ••• 

0 ... 

0 ... 

0 ... 

0 ... 

« i l l «J12 « i2 

3. Si 

et 

alors 

4. Si 

- l " i l l - < * i 2 P l j + z < j t 7 i Plj 

2a«i2 
aiii-ai2Pi}+z'i 

Pi,? 
2 « i l 2 

« j 2 P l j -

,-tT« 

a. 11 

2 « i l 2 

2 * U 2 
a « 2 P l j - a i i i - 2 i , t 7 . : 

" Z^lli > /L, 

a 
Plj 

2 « i i 2 

i2Pij-ani-z'ijt~/i 

2«?12 

2 a,-12 

a»2P2j - " i n - % t 7 i 

2a, <A', 
12 

A 

a n 

« 1 2 

a2 

(... 

V" 

A ... 

o ... 

0 ... 

0 ... 

0 ... 

" 1 1 " 1 2 « 2 

0 0 0 

0 0 0 

0 0 0 

0 0 0 

. "i2P2j - " i l l - Zijtli n 

Aj < — < B, 

alors 
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Pi 

PiJ 

5. Si 

alors 

Pij 

0 

0 

0 

ttjll «il2 

2«i i 
" i l l - " i 2 P 2 3 + ^ j t 7 i 

**?» 
a i l l - a i 2 P 2 j + » i j t 7 i (a i2P23-Q. i l ~ z i j t 7 » ) 2 

2 ^ i 
P2j 

P2j 

2«2 

<*i2P2j-Q!tl l -«y t7i 

2«il2 

«i2P2j - " i l l - 2ij t7i 

2 a, 

2« 2 _ 

>B, 
12 

a«2 

P2j 

P23 

2c»il2 
" i 2 P 2 j - a i l l - - g j j t 7 i 

2re2 

•"*il2 
- D 2 

2 ^ 1 

a n 

" 1 2 

a 2 

A a n ai2 a 2 

0 0 0 

0 0 0 

0 0 0 

0 0 0 

Les derivees secondes de la probability de choix d'un forfait j sont alors : 

d2P(j) 

da\da2 
P{j) 

daidai 

E^o") dai da2 ?£^ 
-Ew) daidd2 + 

OUj, y* dUjn 

da2 V da2
 u J 

Les derivees secondes de la vraisemblance par periode t et utilisateur i sont 

d2LHut = d2P(j) 

da\da2 daidaz' 

http://ai2P23-Q.il
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avec j choix fait par l'utilisateur i a la periode t dans l'historique, et les derivees 

secondes du log-vraisemblance par periode t et utilisateur i : 

d2LLHi:t _ d2LHitt 1 dLHiit dLHitt 1 
daida2 da\da2 LHitt da\ da2 LH2

t' 

Enfin, les derivees secondes du Log-Likelihood du modele sont : 

d2LLHj _ ^ d2LLHj,t 
daida2 ^ da\da2 

Nous avons ici decrit 1'implementation du modele tel qu'elle devrait etre faite en 

theorie. Cependant, la pratique nous oblige a tenir compte de certains phenomenes 

dont nous allons parler dans la prochaine section. 

3.3 Considerations pratiques 

Durant 1'implementation de la procedure d'etalonnage du modele, nous avons ren

contre un certain nombre de problemes pratiques. Nous les exposons ici, ainsi que 

les solutions que nous y avons apportees. 

3.3.1 Considerations sur les derivees secondes 

Les expressions des derivees secondes deviennent assez complexes. Le calcul de 

chacune d'elle necessite le calcul d'un certain nombre de fonctions sous-jacentes, ce 

qui rend le calcul assez couteux en ressources. De plus, de part la relative complexite 

des expressions, nous courons le risque d'introduire en les implementant un certain 

nombre d'erreurs qui seraient difficiles a detecter. Nous choisissons done, comme 
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annonce precedemment, d'avoir recours a une approximation de type quasi-Newton 

a memoire limitee de la matrice hessienne de la fonction objectif. 

Le calcul de la matrice hessienne de l'utilite qui reste, elle, tres simple, nous permet 

d'avoir une certaine intuition du comportement de cette utilite, et nous permettra 

dans les sections suivantes de verifier que l'aspect de cette fonction d'utilite est 

coherente, et par la meme occasion qu'elle a bien ete implementee. 

3.3.2 Problemes relatifs aux donnees 

Les donnees que nous possedons posent un certain nombre de problemes. 

Tout d'abord, il peut sembler que l'absence d'information quand au revenu Ii des 

utilisateurs peut etre problematique. En realite, en examinant les expressions de 

l'utilite presentees dans la section precedente, nous nous rendons compte que que 

ce revenu n'intervient qu'a travers le terme a-^U qui s'ajoute a l'utilite, terme 

independant du forfait j . Soit C/j = Uj — a^li-, l'influence sur la probabilite Logit 

est la suivante : 

eu'i eUj-oL2ii 

i i 

eUje-Ot2li 

y^ e^e-"2-^ 

eu3 

ZeUi 

= m 
La suppression du terme de revenu dans tous les calculs n'a aucune influence sur 

la valeur de la probabilite Logit, et done sur le log-likelihood. Ce terme peut done 
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etre remplace par 0 ou par toute autre constante, le modele sera etalonne de la 

meme maniere, et conduira aux memes probabilites. 

Un autre probleme, beaucoup plus embetant, concerne le fait qu'un nombre infime 

d'utilisateurs, voir nul lors de certaines periodes, excedent le nombre de minutes 

offert par les forfaits. Ainsi, nous ne sommes pas en mesure de calibrer 7* et Q, les 

parametres relatifs a ztjt et a w^j. Faute d'informations pertinentes a integrer a ces 

termes, nous decidons de les supprimer dans les applications pratiques du modele. 

3.3.3 E t u d e de la fonction object i f 

Le comportement de la fonction objectif en fonction des differents parametres n'est 

pas particulierement intuitif. Quelques tentatives d'optimisation nous revelent que 

la probability de choix d'un forfait peut facilement tendre vers 0, faisant tendre 

le log-vraisemblance vers —00, ce qui a pour consequence d'avoir un systeme tres 

mal conditionne. Nous avons done besoin de posseder une connaissance plus fine 

de cette fonction objectif de maniere a determiner un domaine d'etude approprie 

pour les parametres et, si necessaire, un pre-traitement permettant d'obtenir un 

systeme mieux conditionne. Nous nous interesserons uniquement a l'influence des 

parametres an, ai2 et a2, les parametres (3j ne faisant que contribuer lineairement 

a l'utilite. 

Nous procedons pour cela a l'ajout d'une fonction a notre code en C + + . Cette 

fonction, apres initialisation du probleme, considere un ensemble de points uni-

formement repartis sur un sous-ensemble borne de l'ensemble admissible. Elle 

genere ensuite un script Python qui, a l'aide des bibliotheques NumPy, Math-

PlotLib et PyLab, afHche revolution de l'utilite en fonction de chaque parametre 

(A.l, A.2 et A.3) et les lignes de niveau de la fonction objectif en fonction de a n 
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et «2 pour des valeurs fixees de an (A.4, A.5, A.6 et A.7). 

L'examen des expressions de la fonction d'utilite et de ses derivees nous revele que 

ces fonctions, definies a la base sur 5 domaines distincts, peuvent etre prolongees 

par continuite aux extremites de ces domaines, faisant de l'utilite une fonction de 

classe C1 V(QU, ai2,a2) € (] — 00, +oo[,] - 00,0[,]0, +oo[). 

Comme nous pouvons le constater sur les graphiques A.l, A.2 et A.3 en annexe, et 

conformement aux expressions de la fonction d'utilite et de ses differentes derivees, 

la fonction d'utilite est concave par rapport a a n , ai2 et a2, composee de trois 

zones lineaires par rapport a ces deux variables, reliees entre elles par des arcs de 

paraboles. 

La continuite et la derivabilite en tout point du domaine d'etude garantit les 

memes proprietes pour le log-vraisemblance, ce qui est tres appreciable du point 

de vu de l'optimisation. Cependant, rien ne garantit a priori la concavite du log-

vraisemblance. 

3.3.4 Problemes numeriques 

A la lumiere de ce que nous avons appris de la fonction d'utilite, nous pouvons 

identifier certains problemes numeriques qui doivent etre resolus. 

Tout d'abord, examinons le comportement du modele lorsqu'un utilisateur ne sous-

crit qu'a un seul et meme forfait durant toute la periode d'etude. La probabilite 

de choix du forfait souscrit est 1, la ou la probabilite de choix des autres forfaits 

est nulle. Pour tenter de reproduire ces probabilites de choix, la maximisation du 

log-vraisemblance va faire tendre l'exponentielle de l'utilite des forfait qui ne sont 

pas choisis vers 0 en minimisant l'utilite de ces forfaits. Si l'exponentielle pou-
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vait etre nulle, ceci suffirait a obtenir les probabilites observees, mais l'exponentiel 

etant toujours strictement positive, l'optimisateur va egalement tenter de maximi-

ser l'exponentielle du forfait choisi en maximisant son utilite. Cependant, comme 

nous l'avons vu precedemment, la fonction d'utilite n'est ni majoree, ni minoree. 

Le probleme n'est done pas borne. Nous allons resoudre ce probleme de maniere 

assez simple, en bornant les differentes variables. Les bornes seront etablies de 

maniere a ce que d'une part le domaines d'etude comporte chacun des differents 

domaines mentionnes precedemment, et d'autre part en faisant varier chaque va

riable independamment, il soit possible d'obtenir des valeurs de l'utilite sufRsam-

ment grandes ou suffisamment petites pour que l'exponentielle d'une utilite puisse 

etre negligeable par rapport a celui d'une autre. Les bornes, choisies de maniere 

empirique, sont les suivantes : 

-10 < Pij < 10 

-100 < a n < 400 

-0.3005 < a12 < -0.0005 

0.0005 < a2 < 30 

Le probleme se pose de maniere similaire des lors que certains forfaits ne sont 

jamais choisis par un utilisateur, et que la probabilite de choix de ce forfait est 

done nulle. 

Un autre probleme rencontre, provient de l'ordre de grandeur des utilites. Comme 

nous pouvons le voir sur les graphiques (A.4, A.5, A.6, A.7, A.l, A.2 et A.3) 

en annexe, l'utilite est comprise sur une plage de valeurs assez etendue, et peut 

facilement prendre des valeurs de l'ordre de lelO. Or, IpOpt travaille sur des valeurs 

comprises entre le62 et le — 62. L'exponentiel de la probabilite Logit atteint un 

ordre de grandeur de le62 lorsque l'utilite atteint approximativement la valeur de 
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142. L'utilite ne peut done prendre que des valeurs d'une grandeur tres limitee. 

Pour remedier a ce probleme, avant chaque calcul d'une probabilite Logit, nous 

prenons la plus grande utilite, et nous la retranchons a toutes les utilites. Ainsi, 

les utilites sont toutes negatives ou nulles. Une telle operation ne change pas la 

probabilite de choix. En effet, comme nous l'avons vu precedemment, l'ajout d'une 

constante quelconque a toutes les utilites ne change pas les probabilites Logit. 

On pourrait envisager d'ajouter une certaine valeur comprise entre 0 et 142 aux 

utilites avant d'y retrancher la valeur de la plus grande utilite, de maniere a eviter 

que l'exponentiel des utilites les plus faible tende vers 0. 

Enfin, le dernier probleme rencontre provient du fait que, certains forfaits n'etant 

jamais choisi par certains utilisateurs, leur probabilite de choix est nulle. Lors du 

calcul du log-likelihood associe a cette alternative, le logarithme n'etant pas defini 

en 0, l'optimisation n'aboutit pas. Nous regions ce probleme en demandant a la 

fonction de calcul des probabilites Logit de ne jamais renvoyer de probabilite nulle. 

Si une telle probabilite est calculee, elle est remplacee par une probabilite tres faible 

(le—15). Le logarithme reste ainsi defini, et l'alternative sera tenement peu souvent 

choisie que, du point de vu probabiliste, la probabilite garde la meme signification. 

Une fois ces probleme resolus, l'optimisation peut etre effectuee. Nous allons dis-

cuter des resultats numeriques dans la prochaine section. 

3.4 Resultats numeriques 

Nous effectuons deux types d'etudes. Nous etudions dans un premier temps le 

comportement d'usagers independant, puis celui d'un ensemble d'usagers. 

La premiere etude a ete menee sur trois personnes. La premiere a choisi le forfait 

BOTANY sur toutes les periodes, la seconde a choisi le forfait LDP IOC sur toutes les 



49 

periodes, et la troisieme a alter ne entre deux forfaits. Les deux tableaux suivants 

montrent respectivement les solutions trouvees par l'optimisateur pour ces trois 

personnes. 

Log-Likelihood 
Nombre d'iterations 

a n 
«12 
a2 

1.641758e - 007 
32 
9.709099 
-9.173421 
2.774542 
-0.1911135 
7.015845e - 004 

Log-Likelihood 
Nombre d'iterations 

Pi 
fa 

an 

an 
a,2 

0.000000 
7 
7.436224e - 005 
-1.487248e-004 
37.78432 
-0.2292519 
6.478812 

Log-Likelihood 
Nombre d'iterations 

ft 

an 

«12 
a2 

1.909543 
60 
9.992509 
6.589173 
3.501393 
-0.2396853 
0.002371479 

On voit que, si il y a une alternance dans le choix des forfaits, le modele a du mal 

a reproduire le comportement de l'usager. Cela s'explique par le fait que les termes 

expliquant revolution du choix de l'utilisateur a travers le temps etaient contenus 

dans les parametres 7, et ^, que nous avons du supprimer car les donnees lacunaires 

nous empechaient de les evaluer. Dans le cas du choix d'un seul forfait, le modele 

reproduit par contre parfaitement le choix de l'usager, le log-vraisemblance etant 

de 0 ou tres proche de 0, et done la vraisemblance de 1. 

«n prend une valeur positive, dans les deux cas. Cette valeur peut etre interpretee 



50 

comme l'effet de la consommation optimale sur l'utilite d'un forfait. II est coherent 

que plus la consommation optimale est importante, plus l'utilisateur attribue une 

utilite importante au forfait. a2 reflete l'effet du revenu sur l'utilite, ou encore l'effet 

de la part du budget qui peut etre attribue a autre chose qu'a la consommation de 

minutes de communication. II semble coherent que la valeur de ce parametre soit 

inferieur a celle de a n , puisque, bien que l'utilisateur attribue une utilite positive 

au fait de pouvoir conserver son argent pour faire autre chose que telephoner, 

l'utilite de pouvoir telephoner doit etre plus important que celle de conserver sont 

argent pour que l'utilisateur decide de prendre un forfait telephonique. ai2 est le 

parametre de concavite de la fonction d'utilite, et les f3j capturent les effets de 

facteurs qui ne sont pas pris en compte mais qui agissent de maniere globale sur 

toutes les periodes et, lorsque les donnees sont agregees, sur tous les utilisateurs. 

Le modele est en revanche assez sensible a la variation du point de depart. En 

effet, lorsque nous faisons varier celui-ci, l 'optimum change. La valeur de la vrai-

semblance ne change pas, et les remarques faites precedemment sur la signification 

des parametres sont toujours respectees, mais la valeur des parametres peut varier 

de maniere assez importante. 

Nous considerons dans un second temps un ensemble d'utilisateurs. Nous suppo-

sons qu'ils partagent un comportement semblable. Comme les termes du modele qui 

traduisent revolution du choix de l'utilisateur a travers le temps et comme chaque 

periode est supposee identique aux autres, les choix deviennent independant et les 

observations ne sont done plus ordonnees par periode. Considerons un ensemble 

de iV utilisateurs faisant un choix par mois durant M mois et ayant tous le meme 

comportement, e'est a dire le meme ensemble de parametres to, le probleme d'es-

timation des parametres est done le meme que si nous considerons 1 utilisateur 

faisant un choix par mois durant N x M mois. 
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Nous prenons un ensemble de 10000 utilisateurs, et nous selectionnons tous les 

utilisateurs qui respondent aux criteres precedemment decrits, que nous suivons a 

travers 10 mois. L'ensemble final comporte 599 utilisateurs, soit 5990 observations. 

Le resultat obtenu est le suivant : 

Log-Likelihood 
Nombre d'iterations 

ft 
an 

«2 

1.909549 
155 
1.445656 
7.926147 
1.930082e + 002 
-0.1290808 
1.263853e - 003 

Comme nous pouvons l'observer, les resultats restent coherents avec les remarques 

faites precedemment. Le nombre d'iterations a ete multiplies par 2.6, ce qui est d'au-

tant plus negligeable par rapport a l'augmentation du nombre d'usagers (599 fois 

plus nombreux) que le temps de calcul n'est que de 35 secondes. La vraisemblance 

prend une valeur quasiment identique au cas ou un utilisateur change de forfait 

d'un mois sur l'autre. On peut done en deduire que cette vraisemblance correspond 

aux limites du modele lorsque le choix de forfait change a travers les observations 

(mois ou utilisateurs) sans que cela soit explicable (les termes temporels ayant etes 

supprimes et le choix des utilisateurs etant aleatoire). 

En faisant varier le point de depart, nous pouvons observer une reduction du 

nombre d'iterations, mais pas une augmentation significative. La valeur de la vrai

semblance reste la meme, mais celle des parametres peut varier, tout en restant 

coherente avec les observations faites. 
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CHAPITRE 4 

PERSPECTIVES D'ETUDE 

Cette partie proposera un certain nombre de perspectives d'etudes qui pourraient 

etre menees. Nous parlerons tout d'abord d'une evolution vers un modele mixed-

logit, puis nous proposerons une generalisation de notre modele pour des offres 

plus complexes telles que celles rencontrees en telephonie mobile et nous finirons 

par parler de la correlation temporelle. 

4.1 Evolution mixed-logit 

Tel qu'il est ici decrit, le modele est du type logit. Dans sa formulation originel, il 

est du type mixed-logit. 

Les modele mixed-logit considerent que l'incertitude que nous avons sur le com-

portement des utilisateurs est issue de deux facteurs. D'une part, l'utilite que nous 

avons exprimee de maniere explicite, dite utilite observee, depend d'un certain 

nombre de variables observees, par exemple de la consommation (bien que notre 

cas soit particulier car la consommation n'est pas reellement une variable puisque 

qu'elle est definie comme maximisant l'utilite). II y a pourtant un certain nombre 

de facteurs qui ne sont pas pris en compte, soit parce que nous ne les connaissons 

pas, soit parce que nous ne pouvons pas les observer. La specification logit, comme 

la specification mixed-logit, tient compte de cette erreur en ajoutant le terme d'er-

reur e^t, aleatoire i.d.d. double exponentiel. C'est la part de l'utilite qui n'est done 

pas observee. Le mixed-logit, lui, considere de plus que nous avons une connais-

sance statistique du comportement d'un groupe d'utilisateurs et, pour refleter cet 
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aspect, stipule que les parametres ne sont pas fixes, mais repartis aleatoirement 

de maniere a introduire une heterogeneite dans le comportement d'un utilisateur a 

l'autre. Cette heterogeneite, dans notre cas, est defini comme suit : 

soit u)i = (Pi1,...,f3in,(xn,a12,oi2,'yi,<k), ^i ~ N(Sifi,A) 

avec Si matrice contenant les informations demographiques relatives a l'utilisateur 

i, fjj le vecteur de niveau de population et A la matrice de covariance de la po

pulation. L'etalonnage du modele consiste done a determiner les proprietes de la 

distribution (/a et A) qui reproduisent le mieux les donnees historiques. Sont alors 

dermis la vraisemblance conditionnelle, fonction de parametres deterministes : 

Ti 

Li(uJi, a2) = Y[ Litt{ui, a2) 
t=i 

et la vraisemblance inconditionnelle, qui est l'esperance des vraisemblances condi-

tionnelles sur une certaine distribution : 

T-

Li= I ... I JjLM(wi,cr2)/(a;i)c!cji 

•' •' J t=i 

Nous avons opte pour cette simplification car, comme nous pouvons le voir, la 

vraisemblance ne prend pas une forme explicite. La maximisation de cette expres

sion devient alors delicate, et sort du cadre de notre etude. Un certain nombre de 

methodes peuvent cependant etre rencontrees dans la litterature. 
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4.2 Generalisation du modele 

En examinant les specificites du modele, nous realisons que sa structure peut se 

generaliser de maniere a particulierement bien representer des problemes tres ac-

tuels et aux enjeux economiques tres importants du domaine de la telecommunica

tion. II s'agit des problemes de modelisation de la demande en telephonie mobile. 

Lorsque nous observons les offres de telephonie mobile, elles se presentent quasi-

ment toutes de la maniere suivante : pour un prix de base, il est propose a l'uti-

lisateur un certain temps de communication non tarifee en journee (par exemple 

100 minutes), un certain temps de communication soir et week-end non tarifee (par 

exemple 500 minutes), et un certain nombre de messages textes (SMS) inclus (par 

exemple 10 messages). Au dela de ces limites, chacun de ces trois types de consom-

mation est facture a un certain prix. Bien que le nombre de SMS emis soit une 

quantite discrete, il ne semble pas trop irrealiste de le traiter comme un nombre 

continu. Nous parlerons done par la suite de "minutes" pour faire reference de 

maniere indifferentiee a une unite de consommation. 

Ainsi, chaque type k de communication peut etre represente par : 

- Xijtk nombre de minutes du type de consommation k consommees par l'utilisateur 

i dans le cadre du forfait j durant la periode t 

- Ajk nombre de minutes du type de consommation k offertes par le forfait j 

- pik prix de la minute avant Ajk pour le type de consommation k dans le cadre 

du forfait j (0 dans notre cas) 

- p2k prix de la minute apres Ajk pour le type de consommation k dans le cadre 

du forfait j 

Et nous pouvons directement proceder a la generalisation du modele precedent. 
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L'utilite se definit alors : 

Uijt({Xijtk}kE{ly,^ny , Xijt(n+\)) — Pij + 2_^ [OiiklXijtk + ®ik2Xlijtk 

fc=l 

+ (z'ijtk7ik)xiijtk) + ai(n+l)Xijt{n+l) 

La consommation optimale est obtenue comme suit : 

U™x = max Uijt{{xijtk}ke{1^} ,xijt{n+l)) 
iX^tfeJfc€{l,...,n} 

s-c- £ 8xL-Zk (P2jk (xijtk - Ajk) + pljkAjk) 
fe=l 

« |A-fc-a:--ifc| 
+ £ %1-zJL (P^kXlijtk) + X-Hjt =Ii~ Fj 

fc=l 

ou 5\ = 1 si i = j et 5\ = 0 si « 7̂  j (Symbole de Kronecker) 

Les conditions necessaires d'optimalite nous fournissent des optima potentiels si-

milaires a ceux du modele de base : 

candopt,l _ ai(n+l)Pljk ~ Qiffcl ~ Zjjtk'Yik 
Xlijtk ~ 2alk2 

candopt,2 _ ai(n+l)P2jk ~ <*ikl ~ zjjtk1ik 
Xim ~ 2aik2 

La valeur de l'utilite optimale qui en resulte s'exprime elle aussi de maniere simi-
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laire 

jjmax ) 
Uitj — N 

if x^s^<o 
Uiitk(x^f'\x2iHk) if 0<x^tpt'1<A jk 

Uijtk{0, X2ijtk 
/ canopt,l 

ijtk\xUjtk >x2ijtk 

Uijtk{Ajk,X2ijtk) " -^lijtk — ^Ok a l l u ^Ujtk 

Uw(xwt'2\x2ijtk) if Ajk < xl^f^'1 < B 

Uijtk(B, X2ijtk) 

if x^"?opM > Ajk and x^ffi*'2 < Ajk 

if x%***>B 

VfcG {!,...,n} 

4.3 Facteurs de correlation temporelle et autres facteurs decisionnels 

Dans l'implementation du modele que nous avons faite, nous ne pouvions pas ca-

librer ji et Q car l'echantillon ne contenait aucune information sur l'infiuence du 

depassement du nombre de minutes incluses lors d'une certaine periode sur le choix 

du forfait utilise durant la periode suivante. De plus, il n'existe que 3 forfaits in-

cluant un bloc de minutes, dont 2 tres similaires. Les alternatives sont done assez 

limitees. En appliquant le modele a la telephonie mobile, nous disposerions sur-

ement d'un echantillon significatifs d'utilisateurs depassants le nombre de minutes 

incluses. De plus, ce type de telephonie offre un certain nombre de forfaits de struc

ture similaire qui, en fonction du prix de base paye, comprennent plus ou moins de 

minutes incluses. Dans ces conditions il deviendrait done possible d'etudier les chan-

gements des utilisateurs vers des forfaits plus ou moins chers lors du depassement du 

nombre de minutes incluses ou en fonction des changement de politiques tarifaires. 

L'auteur du modele d'origine proposait les variables suivantes : 

file:///x2ijtk
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State dependence : Les etudes montrent qu'un utilisateur a peu tendance a 

changer de forfait, meme si il en existe un plus avantageux que celui actuellement 

souscrit. Cela peut s'expliquer par la demarche a faire pour changer de forfait, par 

une certaine apprehension du changement, et par le fait que les inconvenients de 

renoncer aux options actuelles semble plus evidents que les avantages que peuvent 

procurer de nouvelles options. Tout ceci est represente par un ensemble contenant 

une variable par forfait disponible. La variable correspondant au forfait choisi en 

£ — 1 vaut 1, et toutes les autres sont nulles. 

Past quantity : Cette variable, qui contient la consommation en periode t — 

1, tente de capturer l'effet de la consommation anterieure sur la consommation 

actuelle (qui peut par exemple temoigner d'une certaine "accoutumance" au confort 

que procure le telephone). 

Past underage revenue : Cette variable considere le temps que l'utilisateur 

aurait pu consommer en periode t — 1 sans depasser le temps inclus dans le forfait, 

et multiplie ce temps par le prix de la minute de communication au-dela du bloc 

de temps inclus. Cette variable cherche ainsi a exprimer un "manque a gagner" 

en terme financier, tel que pourrait le percevoir l'utilisateur. Si celui-ci consomme 

plus que le temps inclus, alors cette variable est nulle. 

Past overerage revenue : Cette variable, symetriquement a la precedents, ex-

prime l'argent depense en consommation au-dela du temps inclus dans le forfait. 

Cumulative underage/overage revenue : Ces deux variables sont la somme 

des deux precedentes sur toutes les periodes anterieures. Elle tentent de capturer 

l'effet de l'accumulation de la "sur consommation" ou de la "sous consommation". 
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Promotion : Cet ensemble contient une variable par forfait. Chaque variable est 

etablie a 1 si une promotion a ete faite concernant ce forfait en periode t — 1 et vaut 

0 sinon. Nous sortons ici du contexte de la correlation temporelle. Nous cherchons 

a capturer l'effet de la promotion sur le choix du consommateur. 

Une etude pourra done etre menee dans une de ces trois directions. L'evolution 

vers le mixed-logit necessite une bonne connaissance des methodes d'estimation 

des parametres. L'etude du modele generalise propose et la prise en compte des 

facteurs de correlation temporelle necessitent de posseder un ensemble de donnees 

approprie. 



59 

CONCLUSION 

Ce n'est que tres recemment que la recherche academique a commence a adapter 

certains outils scientifiques au marche de la telecommunication. Ces outils ont 

cependant ete utilises avec succes dans beaucoup d'autres domaines, et nous en 

avons une bonne maitrise. 

Le modele que nous avons etudie, initialement propose par Iyengar (Iyengar, 2004), 

va dans ce sens en tentant d'integrer la structure de tarification non lineaire, struc

ture classique dans l'industrie des services de telecommunication, aux modeles de 

choix discrets. II tente de plus de tenir compte du fait que l'utilisateur choisi son 

forfait en se basant sur une esperance de consommation. Comme nous avons pu 

le voir, les donnees que possedent les operateurs telephoniques ne se pretent pas 

forcement a ce genre d'etudes. Leur traitement peut etre aussi long que le travail 

de modelisation lui-meme, et l'absence de certaines informations peut nous ame-

ner a abandonner certaines parties du modele. L'implementation du modele peut 

etre assez longue, et les outils necessaires necessitent de solides bases en informa-

tique. Nous avons aussi pu constater qu'aux aspects theoriques de la modelisation 

s'ajoutent certains aspects pratiques qui necessitent un minimum d'experience, 

comme par exemple les problemes de mise a l'echelle de la fonction d'utilite. En 

definitive, le modele se comporte de maniere coherente, mais les simplifications que 

nous avons du y apporter pour remedier au manque de donnees diminue sensible-

ment ses performances. 

En ameliorant la comprehension que nous avons des reactions du marche en fonc

tion de revolution des offres, le but a plus long terme serait de developper un 

nouveau modele de tarification qui saurait beneficier de la finesse de ces previsions. 

II serait ainsi possible de degager un avantage competitif en terme de differentiation 
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des categories d'utilisateurs, de capacite a anticiper les reactions de celles-ci et fi-

nalement d'efficacite de la tarification. 

Comme nous l'avons vu au cours de cette etude, certains modeles de base recem-

ment proposes dans la litterature academique peuvent etre adaptes aux problematiques 

recentes du domaine de la telephonie. Qui plus est, il existe un fort potentiel 

d'etude et d'amelioration dans ce domaine, potentiel d'autant plus interessant que 

la competition feroce qui regne dans le milieu industriel de la telephonie peut rendre 

le moindre avantage competitif decisif. 
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ANNEXE A 

FONCTION D'UTILITE 
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Figure A.2 Uijt = f(a12) 
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au=220 a ls=-0.1085 
i i 

Figure A.3 Uijt = f(a2) 

a„ =-0.3005 

Figure A.4 Uijt = f(an, a2) au = -0.3005 
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<*!, =-0.2045 

Figure A.5 Uijt = f(an, a2) a12 = -0.2045 

a12 =-0.1085 

Figure A.6 Uijt = f(an,a2) an = -0.1085 
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au =-0.0125 

Figure A.7 Uijt = / ( a n , a2) a12 = -0.0125 


