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RESUME

Nous considérons dans ce mémoire des ateliers flexibles de fabrication multi-machines
multi-pieces qui operent sous la classe de politique de type Kanban. Ces ateliers repré-
sentent le cas général des ateliers multi-machines mono-pieces. Deux cas de lignes de
transfert sont considérés : ligne partiellement-homogene et ligne non homogene. Une
ligne partiellement-homogene est une ligne de transfert dont les machines partagent
toutes le méme taux de réparation mais chacune possede son propre taux de panne.
Le cas le plus général est celui d’une ligne non homogeéne ol chaque machine possede
son propre taux de panne et de réparation. Nous présentons deux classes de stratégies
de production multi-pieces : production synchronisée de piéce et production prioritaire.
Le but visé est, d’une part, de concevoir un modele mathématique simple et efficace qui
rende lucide la compréhension et 1’analyse de ce systéme complexe ; et d’autre part, de
développer une méthodologie adéquate d’optimisation du flux de production sous les
politiques de production considérées. Le probléme d’optimisation du flux est formulé
comme celui de la recherche de seuils critiques (niveaux de Kanban) qui permettraient

de minimiser une mesure combinée des cofits d’inventaire et de retards de livraison.

Pour les ateliers multi-machines, les niveaux moyens des encours ou des inventaires ne
peuvent €tre calculés ni analytiquement ni numériquement sauf a I’'intermédiaire d’une
méthode de décomposition approximative. Nous utilisons une méthode de décomposi-
tion basée sur deux approximations : I’fypothése de découplage des machines et le prin-
cipe de moyennage de la demande. 1 hypothese de découplage des machines permet de
considérer la source d’encours en amont d’une machine comme un fournisseur non fiable
(excepté pour la premiere machine dont I’alimentation est parfaitement fiable), et dont
I’état de disponibilité est un processus binaire statistiquement indépendant de 1a machine
desservie ; tandis que le processus de demande en aval est percu comme un client sto-

chastique (sauf le processus de demande en fin de ligne qui est constant). Pour un taux de
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demande de pieces constant sur la ligne de transfert, et sous une hypothese d’ergodicité
du systeme sous les lois de commande décentralisées a seuils critiques, le principe de
moyennage de la demande stipule que le taux de demande stochastique associé a chaque
machine peut étre substitué par sa moyenne statistique sans affecter les niveaux moyens
d’encours ou d’inventaire. Ces deux approximations permettent de décomposer la ligne

multi-machines en un nombre fini de couples stock-machine approximativement isolés.

Dans le premier chapitre, nous introduisons le probléme des ateliers flexibles de fabri-
cation multi-machines multi-piéces. Une revue pertinente bien organisée de la littérature

scientifique du domaine des ateliers de fabrication est présentée dans le chapitre 2.

Au chapitre 3, nous nous concentrons sur le cas des atelier multi-machines multi-pieces
partiellement-homogenes. La technique de décomposition est adaptée au cas multi-
pieces sous les politiques décentralisées de commande a seuils critiques. La stratégie
de production synchronisée de pieces est par la suite détaillée et les conséquences qui en
découlent sont étudiées explicitement. A lafaveur de la technique de décomposition, une
modélisation mathématique est réalisée sur la base d’une machine fictive markovienne
a deux états adéquatement construite. Ensuite, une comparaison des performances esti-
mées par le modele mathématique et celles calculées par 1a simulation de Monte-Carlo
pour un large échantillon de systemes est présentée. Celle-ci indique que notre prin-
cipe d’approximation par décomposition s’avere hautement précis. Ultérieurement, le
probleme d’optimisation du colit total de stockage par la programmation dynamique est
formulé et résolu aprés pour quelques données numériques pour montrer 1’efficacité du

modele ainsi que la précision de la solution optimale.

Le chapitre 4 consiste en une généralisation du chapitre 3 puisqu’il est consacré au cas
des ateliers multi-machines multi-piéces non homogenes sous les politiques décentrali-
sées de commande a seuils critiques combinées avec les stratégies de production syn-

chronisée de pieces. Une modélisation plus générale est effectuée dans ce cas et validée
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par comparaison avec les résultats de simulation de Monte-Carlo. Contrairement au pro-
bleme de la programmation dynamique formulé au chapitre 3 qui ne tient compte que
du colt total de stockage, le probleme de la programmation dynamique du chapitre 4
considere aussi bien le cofit total de stockage que le cofit total de retard de livraison.
Trois algorithmes efficaces et améliorés graduellement de solution du probleme d’op-
timisation par la programmation dynamique sont présentés et testés sur de nombreux

exemples.

Au chapitre 5, nous introduisons une nouvelle stratégie plus générale de production
multi-pieces sous le fonctionnement des politiques a seuils critiques, celle de la pro-
duction prioritaire. Cette stratégie est appliquée sur une ligne non homogene a deux
machines produisant deux types de pieces. Par la suite, une modélisation mathématique
est détaillée puis validée par comparaison avec les résultats de simulation de Monte-
Carlo. Enfin, une étude comparative entre la solution optimale obtenue sous la stratégie
de production synchronisée de pieces et celle obtenue sous la stratégie prioritaire est

faite.



ABSTRACT

We consider in this report flexible multi-machine multi-part transfer line operating un-
der the class of Kanban policies. Two cases of transfer lines are considered : partially-
homogeneous lines and non homogeneous lines. Partially-homogeneous line is a transfer
line where all the machines share the same repair rate but have different failure rates. In
non homogeneous linen, machines have arbitrary failure and repair rates. We present two
classes of multi-part Kanban production strategies : synchronized production and priori-
tized production. Our main goal is, on the one hand, to construct a simple and effective
mathematical model which would help in the understanding and analysis of such com-
plex systems; and on the other hand, to develop an adequate methodology of optimal
flow control under the considered policies. The optimization problem over the class of
policies of interest reduces to the search for hedging levels (Kanban levels) minimizing

a combined measure of storage and backlog costs.

For multi-machine manufacturing systems, average levels of the work-in-process and
inventories can be calculated neither analytically nor numerically except by means of
an approximate decomposition method. We use a decomposition method based on two
approximations : machine decoupling approximation and demand averaging principle.
The machine decoupling helps decoupling a given machine (except the first machine in
the line) from its upstream counterparts by assuming that the binary availability state
of the incoming work-in-process is statistically independent of the machine operating
state ; while the process of demand downstream of a given work-in-process buffer is
seen as a stochastic client. Under a constant rate of demand for parts and under ergodic
conditions for decentralized hedging policies, the demand averaging principle states that
the stochastic demand process drawing work-in-process from a given buffer can be sub-
stituted for by its constant mean value without affecting the mean level of inventories.

These two approximations help decomposing the multi-part line into a finite number of
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isolated single machine/single buffer units.

In the first chapter, we introduce production problems in multi-machine multi-part
flexible manufacturing systems. A review of manufacturing systems relevant to our work

is presented in chapter 2.

In Chapter 3, we concentrate on the case of partially-homogeneous multi-machine
flexible transfer line. The decomposition technique is adapted to the multi-part case
under decentralized hedging control policies. The synchronized production strategy is
detailed and its performance in the transfer line is studied explicitly. Due to the decom-
position technique, mathematical modelling is realized on the basis of a collection of
fictitious adequately constructed two-state Markovian machine. Subsequently, a compa-
rison between the estimated performance of the mathematical model and performance
as calculated from Monte-Carlo simulations is presented. This comparison indicates an
excellent precision resulting from our decomposition technique. Finally, average storage
cost optimization problem by dynamic programming is formulated and then solved for
a number of merical cases in order to demonstrate the efficiency of the computational

technique and the accuracy of resulting optimal solution.

Chapter 4 consists a generalization of Chapter 3 as it considers the case of non ho-
mogeneous multi-machine multi-part flexible transfer lines under synchronized produc-
tion strategies. The approximate models are validated by comparing their estimates with
the results of Monte-Carlo simulations. Unlike the case of Chapter 3 in which only the
storage cost under a probability of availability of finished parts constraint is taken into
consideration for the optimization problem, the dynamic programming problem of Chap-
ter 4 considers both storage and backlog costs. Three efficient and gradually enhanced

algorithms of solution for the dynamic programming problem are presented and tested

on many examples.

In Chapter 5, we introduce a new and more general multi-part Kanban production stra-
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tegy called a prioritized strategy. This strategy is applied on a two-machine two-part
non homogeneous transfer line. A corresponding approximate mathematical model for
performance analysis is constructed and validated by comparison to Monte-Carlo si-
mulation results. Finally, quality of optimal synchronized policies and that of optimal

prioritized policies are compared based on a sample of numerical cases.
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CHAPITRE 1

INTRODUCTION

1.1 Introduction générale

Avec la globalisation actuelle des marchés, les entreprises doivent faire face a des défis
importants tant au niveau des finances que des stratégies de gestion adoptées. Ces dé-
fis nécessitent une planification scientifique rigoureuse. Une production basée sur des
concepts scientifiques et adaptée aux besoins des clients est donc indispensable pour la
réussite et I’avancement de I’entreprise. Ceci exige 2 la fois le maintien constant d’une
production fiable de trés bonne qualité et un contrdle des cofits. Dans ce mémoire, nous
nous concentrons sur le probleme de gestion des espaces de stockage dans les lignes de

transfert.

Une ligne de transfert ou de production est une chaine constituée de plusieurs ma-
chines en série. Chaque machine est suivie d’un stock ou d’une zone de stockage qui
agit comme une source d’alimentation de pieces pour la machine suivante. Le dernier
stock est appelé stock de produits finis tandis que le reste des stocks (du premier jusqu’a
I’avant-dernier) sont appelés des stocks d’encours. Chaque zone de stockage a une ca-
pacité limitée. Le stock de matieres premieres, qui sert a alimenter la premiére machine
de la ligne, est considéré disponible en tout temps dans le sens ou la ligne ne manque ja-
mais de matiéres premieres ; tout se passe donc comme si le stock de matieres premieres
était infini. La matieére premiere passe par la premiére machine pour suivre une certaine
opération manufacturicre et sort vers la premiere zone de stockage, ensuite passe par la
machine suivante, sa zone de stockage et ainsi de suite. La ligne de transfert peut pro-

duire un ou plusieurs types de pieces. Dans ce mémoire, nous considérons le cas général



de plusieurs types de pieces que nous appelons production multi-pieces. Chacun des dif-
férents types de pieces passe par chaque machine et chaque zone de stockage exactement
une fois. En plus, toutes les pieces suivent la méme séquence d’ordre des machines et
des zones de stockage. La demande de chaque type de piece est considérée constante.
Les sources d’aléas dans ce systcme sont les événements de pannes et de réparations des
machines qui influencent les différents niveaux de stocks et donc I’efficacité ou la pro-
ductivité du systeme. Le temps de transport des picces entre les machines et les stocks est
considéré étre suffisament petit pour qu’il soit négligé. De méme, les temps de recon-
figuration des machines sont négligeables puisque nous considérons que les machines

sont flexibles et donc reconfigurables rapidement en vue de réaliser différentes tiches.

Nous distinguons entre deux types de lignes de transfert : ligne partiellement-homogene
et ligne non homogéne. Une ligne partiellement-homogeéne est une ligne de transfert qui
se caractérise par le fait que toutes les machines partagent le méme taux de réparation
(par exemple celui associé au technicien responsable) mais chacune posseéde son propre
taux de panne. Un cas particulier de ce type de ligne est la ligne parfaitement homogéne
ol toutes les machines partagent les mémes taux de panne et de réparation. Le cas le
plus général est celui d’une ligne non homogene, chaque machine possédant son propre

taux de panne et de réparation.

L’incertitude dans les lignes de production diie aux événements aléatoires correspondant
aux pannes et réparations des machines requiert un inventaire positif des pieces dans
tous les stocks situés entre les différentes machines. En effet, les ruptures de stocks
entrainent des pertes considérables pour I’entreprise, il est important de maintenir des
aires de stockage des encours ; elles permettent de maintenir la continuité de service au
moins partielle pendant la période de panne d’une ou plusieurs machines. Cependant,
la présence des stocks représente un capital immobilisé et aussi pourrait engendrer des
colits élevés de stockage. De plus, une sur-production pourrait satisfaire la demande des

clients mais engendrerait un co(it de stockage qui risque d’étre assez élevé. En revanche,



une sous-production ne coliterait pas trés cher au niveau du stockage mais risque de ne
pas satisfaire la demande ce qui engendrerait des cofits importants de pénurie. Il est donc
clair que la gestion des aires de stockage est un probléme d’optimisation (appelée dans
la littérature probléme de dimensionnement) qui représente avec la question du choix des

stratégies de production, deux problématiques fondamentales dans ce domaine.

Parmi les politiques de production les plus fréquentes dans la littérature des systemes
manufacturiers, nous pouvons citer pour la classe du Juste-a-temps (Just-in-time), les
Réseaux de jetons (Kanban), le Conwip (Constant work-in-process) et la classe des po-
litiques a seuils critiques (Hedging policies). Tout particulierement, cette derniere classe
de politique, qui est aussi appelé lois décentralisées a seuils critiques, s’avere trés in-
téressante parce qu’elle représente de nombreux avantages en termes d’applicabilité et
d’optimalité [2], [4], [18]; c’est pourquoi elle a suscité I’intérét de beaucoup de cher-
cheurs dans les deux dernieres décennies. Le principe de base de la production corres-
pondant a la politique a seuils critiques se résume comme suit. Chaque machine, quand
elle peut produire, produit au taux maximal permis pour alimenter son stock en aval
jusqu’a ce que ce dernier atteigne le niveau du seuil critique. Ensuite, elle produit au
méme taux que la machine suivante afin de maintenir le stock intermédiaire exactement

au niveau du seuil critique. Ainsi, le stock ne peut jamais dépasser le seuil critique.

Afin de pouvoir évaluer 1’efficacité du systeme manufacturier et I’optimiser, il faut dé-
finir un critere de performance qui reflete les objectifs recherchés. Dans les problemes
d’optimisation des lignes de transfert, le critere de performance qui revient le plus sou-
vent dans la littérature est le colit moyen total a long terme de stockage et de pénurie de
stocks. Ce choix de critére est en réalité tres logique puisque 1’objectif est de maintenir la
qualité de service tout en minimisant les cofits de stockage et de pénurie. La complexité
du probleme réside donc dans la détermination des seuils critiques (le dimensionnement)

qui minimiseraient le critere de performance choisi.
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1.2 Motivations, objectifs et méthodologies

Il existe dans la littérature beaucoup de travaux’ étudiant la production optimale ou sous-
optimale des lignes de transfert dont la majorité propose des méthodes trés complexes
au niveau de I’analyse et du calcul ce qui rend une implantation en temps réel trés
difficile. Quoique 1’optimisation du cas des lignes multi-machines multi-pieces soit un
sujet d’extréme importance pour beaucoup d’entreprises de nos jours, rares sont les
travaux qui y sont consacrés. De plus, la complexité du calcul rendent ces modeles
difficiles a généraliser quand le nombre de machines et de pieces tend a augmenter.
Toutes ces raisons nous ont poussé a centrer notre recherche dans ce mémoire sur les

lignes de production multi-machines multi-pieces.

Dans un premier temps, notre objectif principal sera de généraliser les lignes de produc-
tion non fiables multi-machines mono-pieces en des lignes de production multi-machines
multi-pieces, et ceci pour le cas partiellement-homogéne aussi bien que le cas non homo-
gene, sous la classe de politiques décentralisées a seuils critiques. La motivation derriere
I’adoption de cette classe de politique réside sur plusieurs éléments. Un seuil critique
agit en réalité comme une "police d’assurance” contre les aléas du systeme diis aux
pannes des machines. Quand une machine tombe en panne, la ligne continue a fonction-
ner, au moins pour une certaine période, grace a I’inventaire dans le stock en amont de
cette machine. Ces inventaires permettent de découpler les machines, et par conséquent,
une panne d’une machine affecte localement et non pas globalement le service (c’est
pourquoi elles sont appelées lois décentralisées a seuils critiques) ce qui intuitivement
rendrait le systeme plus fiable. En plus, le principe d’opération de la production sous

les politiques a seuils critiques est similaire a celui des stratégies trés répandues du type

Kanban [26].

'Voir 1a revue de la littérature présentée dans le chapitre suivant pour plus de détails.



Pour chacun des deux cas traités (ligne partiellement-homogene et ligne non homogene),
la production multi-pieces sera faite sous une sous-classe des politiques a seuils cri-
tiiques, celle dite politiques synchronisées (a définir dans le chapitre 3). Cette classe de
politiques s’avere trés intéressante pour au moins deux raisons; (i) I’analyse se ramene
a celle d’une ligne mono-piece avec seulement un seul degré de liberté par machine ; (ii)
pour des raisons dont nous discuterons au Chapitre 3), cette classe est quasi optimale
pour des lignes comportant de nombreuses machines. Ceci réduit énormément la com-
plexité de I’analyse et mene a des stratégies de production périodiques et tres réalisables.
Les modéles mathématiques utilisés sont basés sur les techniques d’approximation sous-
jacentes aux méthodes de décomposition et d’agrégation développées par Mbihi et Mal-
hamé [28] et [29] et Sadr et Malhamé [35] et [36]. L’essentiel de ces méthodes consiste
a découpler chaque machine en prenant I’influence de son environnement en amont et
en aval en considération ce qui permet de traiter chaque machine individuellement et
profiter des résultats déja existants pour les machines non fiables isolées. Ensuite, nous
utilisons la programmation dynamique afin de trouver les variables de décisions qui op-

timiseraient les colts totaux de stockage et de pénurie de la ligne décomposée.

Dans un deuxieme temps et en partant de la production multi-pieces basée sur la po-
litique synchronisée, nous définissons une autre classe plus générale de politiques de
production multi-pieces, celle de la production prioritaire (2 définir dans le chapitre 5).
En fait, nous y définissons une sorte de priorité créant un ordre de préférence des pieces
a produire. Cette derniere sera appliquée sur une ligne composée de deux machines pro-
duisant deux types de pieces. Notre objectif sera donc d’analyser cette politique plus
générale et par la suite optimiser la ligne. Encore une fois, les méthodes de décomposi-
tion jouent un rdle crucial dans I’analyse de la ligne ainsi que la modélisation. La nature
séquentielle des décisions motive a utiliser la programmation dynamique comme moyen

d’optimisation pour trouver les variables optimales de décision dans ce cas.

Les contributions principales de ce mémoire se résument de la fagon suivante : (i) I’in-



troduction de deux nouvelles classes de stratégies de production dans les lignes de trans-
fert multi-pieces, en 1’occurence la production synchronisée et 1a production prioritaire ;
(1) Panalyse mathématique de ]a performance de ces stratégies par une combinaison
de techniques issues des méthodes de décomposition/agrégation de lignes de transfert,
et certains résultats existants sur I’analyse des machines isolées mono pieces (surtout
Hu [18] et Bielecki et Kumar [4]); (iii) le développement d’algorithmes efficaces d’op-

timisation des parametres d’opération de ces stratégies.

1.3 Organisation du mémoire

Dans le chapitre 2, nous présentons une breve revue de la littérature des multiples tra-
vaux existants dans le domaine des lignes de production. Nous nous concentrons plus
spécifiquement sur les approches basées sur les chaines de Markov, sous des politiques
de production a seuils critiques, et qui ont attiré I’ attention d’une grande partie des cher-

cheurs du domaine.

Le chapitre 3 est consacré entierement aux lignes de transfert multi-machines multi-
picces partiellement-homogenes. Tout d’abord, 1a technique d’analyse de performance
par décomposition pour les lignes mono-piece est généralisée au cas multi-pieces sous
la politique de production synchronisée de pieces combinée avec les politiques a seuils
critiques. Subséquemment, nous présentons le modele mathématique traduisant le com-
portement du systeme et formulons le probleme d’optimisation avec la programmation
dynamique. Plus tard dans ce chapitre, des exemples de résultats numériques obtenus

sont présentés, suivis de la conclusion du chapitre.

Dans le chapitre 4, nous traitons un probleme plus général, celui des lignes de transfert
non homogenes sous la méme classe de politique de production. Egalement, les modeles

mathématiques dans ce cas seront présentés en prenant en compte plus de parametres



(comme par exemple la derniere machine qui a une nature différente des autres) pour
rendre le probléme encore plus général. Une section entiere sera dédiée a la validation
des modeles mathématiques par comparaison avec la simulation Monte-Carlo. Ensuite,
nous formulons le probleme de la programmation dynamique et proposons des algo-
rithmes de solution efficaces. Des résultats numériques sont présentés a la fin du chapitre

avant de conclure.

Dans le chapitre 5, nous introduisons une nouvelle classe de production multi-picces
sous des politiques 2 seuils critiques, celle que nous avons nommée production priori-
taire. La ligne a étudier sera limitée a deux machines produisant chacune deux types
de piéces. Cette limitation nous aidera & mieux comprendre le systéme sous la nouvelle
classe de production proposée. La modélisation mathématique qui en découle sera pré-
sentée et validée apres dans une section a part. Ensuite, nous formulons le probleme de
la programmation dynamique correspondant a ce cas et présentons quelques résultats

numériques obtenus et concluons le chapitre.

Enfin, la conclusion générale du mémoire résumera a nouveau les contributions scienti-
fiques de cette étude et montrera la pertinence de ce travail de recherche. Des perspec-

tives de travaux de recherche futurs seront par la suite proposées.



CHAPITRE 2

REVUE DE LA LITTERATURE

Dans la littérature scientifique du domaine des lignes de production, différents modeles
mathématiques basés sur différentes approches ont été proposés. Parmi les modeles les
plus fréquemment utilisés, on trouve les réseaux de Pétri [18], les systemes & événements
discrets [32], [5], les files d’attente [7], les simulations [33] et les chaines de Markov a
temps continu et états discrets [31]. Des études comparatives entre ces différents mo-
deles ont commencé a apparaitre dans la littérature ; parmi les plus importantes, nous
citons de facon non exclusive celles faites par Dallery et Gershwin [11], et Reisman,
Kumar, Motwani et Cheng [34]. Chacun des modeles proposés peut offrir des avantages
et souffrir de certaines lacunes mais nous pouvons observer que les modeles basés sur
les chaines de Markov a temps continu et états discrets font I’objet d’une attention toute

particuliere au cours des derniéres années.

De méme, les publications se sont poursuivies dans la littérature en se basant sur dif-
férentes classes de politiques de production. Les politiques les plus connues dans les
classes des Juste-a-temps sont Kanban, Conwip et seuils critiques. Des comparaisons
entre les bénéfices et les insuffisances de ces politiques se sont multipliées, parmi les-
quelles nous citons a titre d’exemple I’étude intéressante de Muckstadt et Tayur [30].
Malgré les avantages et les inconvénients de chaque classe de politique, les lois décen-
tralisées a seuils critiques ont €té adoptées par un nombre important de chercheurs pour
des multiples raisons. Cette classe de politique, qui a été introduite initialement par Ki-
memia et Gershwin [20], peut permettre la décomposition de la ligne multi-machines
grace a I’inventaire stocké dans les stocks intermédiaires d’encours, ce qui facilite 1’ana-

lyse et la compréhension d’un systeme avec un nombre élevé de machines et stocks.



En réalité, la décomposition devient souvent une nécessité pour les longues lignes ol
multiples aléas et perturbations causés par les pannes et réparations des machines ou la
fluctuation de la demande rendent une approche sans décomposition tres complexe. Dans
le reste de ce chapitre, nous allons nous concentrer surtout sur les publications centrées
sur les politiques a seuils critiques que nous jugeons fortement avantageuses et pratiques

quant a la généralisation aux longues lignes multi-machines multi-pieces.

2.1 Lignes mono-machine mono-piéces

La loi de commande optimale a seuil critique dans le cas d’une ligne mono-machine
mono-piece soumise a une demande constante de piéces consiste a maintenir autant que
possible I’inventaire au niveau du seuil critique qui est a déterminer de sorte a minimiser
un certain critere de performance (en général, le colit moyen de stockage). Cette loi
optimale exige que la machine produise au maximum de sa capacité compte tenu de son
état d’opération, et ceci tant que I’inventaire est en dessous du seuil critique ; sinon elle
doit produire au taux de la demande qui est considéré tre constante afin de maintenir le

niveau du seuil critique.

Bielecki et Kumar [4] ont considéré une machine a deux états markoviens soumise a
une demande constante et alimentée par une source parfaitement fiable. En plus, ils ont
permis la pénurie du stock en aval de la machine en envisageant un cofit de pénalité
qui est différent du coiit de stockage et le critere de performance a optimiser était donc
le colit moyen de stockage et de retards de livraison. Apres avoir établi les conditions
d’optimalité des politiques a seuils critiques, Bielecki et Kumar ont obtenu des expres-
sions analytiques des fonctions densité de probabilité du niveau de I’inventaire en régime
permanent et par la suite ont développé les expressions exactes du seuil critique et cofit
optimal associ€ en fonction de la demande et des parametres de la machine. Deux ans

plus t6t, Akella et Kumar [2] avaient étudié le méme probléme mais avec, comme cri-



10

tere de performance, un cofit moyen de stockage et de retards de livraison avec facteur
d’actualisation. Ils avaient démontré que la loi a seuil critique était la politique optimale

pour cette situation également.

Hu [18] a étudié une ligne similaire a celui de Bielecki et Kumar mais sans permettre
le retard de livraison et le critere de performance était uniquement le colit moyen de
stockage. Il a également prouvé "optimalité de la loi a seuil critique dans ce cas, a
obtenu les expressions analytiques des fonctions des probabilités associées a I’inventaire
et a optimisé le critere de performance choisi. Au cours de notre recherche présentée
dans ce mémoire, le modele de Hu sera d’un grand intérét pour nous afin de modéliser
les machines de la premiere jusqu’a I’avant-derniére, et celui de Bielecki et Kumar pour

la derniere.

Sharifnia [39] et Algoet [1] ont étudié le cas d’une machine isolée a plusieurs états
markoviens a I’instar de Kimemia et Gershwin [20]. Le résultat principal de ces études
indique que la politique a seuils critiques se caractérise par un ensemble de niveaux de
seuils critiques parmi lesquels il y a un candidat possible pour donner une performance
optimale. Sharifnia a proposé de calculer les seuils critiques optimaux en dérivant les dis-
tributions de probabilités, définies par morceaux, en régime permanent (horizon infini)
par le moyennage du processus d’inventaire sur une longue période de temps, ensuite
en calculant analytiquement le cofit total de production en fonction d’un choix arbitraire
des niveaux des seuils critiques. Ce coiit étant optimisé dans 1’espace des seuils donne

lieu aux valeurs optimales des seuils critiques qui optimisent la production.

Malhamé et Boukas [25] ont enrichi le modele de la machine isolée a plusieurs états
markoviens en présentant les équations aux dérivées partielles associées aux fonctions
densités de probabilités du niveau d’inventaire en régime transitoire (horizon fini) ainsi
que les conditions frontieres nécessaires pour la solution de ces équations. Ceci est d’une

grande utilit€ pour les systemes manufacturiers pour lesquels les exigences de produc-
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tion peuvent changer avant que le systéme n’ait le temps de se stabiliser en un régime
permanent. IIs ont fait apparaitre la nature de renouvellement markovien de la dyna-
mique du systeme sous les lois de production a seuils critiques et par la suite ont utilisé
leur systéme d’équations aux dérivées partielles pour calculer le noyau de transition de
ce processus de renouvellement. De plus, leur étude a donné lieu a une méthode per-
mettant le calcul des moments des temps de premier retour de I’inventaire & un niveau

quelconque qui s avere tres utile pour la modélisation statistique du processus d’encours.

Malhamé [24] a poursuivi la recherche sur le modele de 1a machine isolée multi-états
markoviens en publiant le théoréme d’ergodicité de ce modele qui permet le calcul des
densités de probabilité de I’inventaire en régime quelconque. Ce théoreme d’ergodicité
s’applique sur une machine isolée a n états markoviens dont m sont réalisables (n > m)
dans le sens ou la demande est inférieure a la capacité de la machine pour ces m états.
11 stipule qu’une telle machine est ergodique si et seulement si le processus admet n — m
valeurs propres a partie réelle positive, une valeur propre nulle et m -1 valeurs propres a

partie réelle négative.

El-Férik et Malhamé [13] ont présenté, pour une machine unique multi-états sous des
politiques a seuils critiques, I’équation de renouvellement de la fonction cofit sur hori-
zon fini pour laquelle le noyau est la fonction densité de probabilité du premier retour
a un niveau quelconque. Ils ont aussi construit le systéme d’équations aux dérivées par-
tielles de cette fonction de densité et développé un algorithme récursif généralisé pour
le calcul des moments du premier retour. Ces moments servent en fait a calculer une ap-
proximation trés précise du cotit moyen de production sur les deux horizons fini et infini
a travers la construction des approximations de Padé du processus semi-markovien de
I’inventaire. D’un point de vue pratique, une adaptation de ce résultat peut contribuer a la
construction d’une bonne approximation des modeles markoviens des machines isolées

d’une ligne de transfert décomposée.
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2.2 Lignes mono-machine multi-pieces

La performance de la politique & seuils critiques pour une ligne mono-machine produi-
sant deux types de pieces a été étudiée par Srivatsan et Dallery [40] en généralisant les
résultats de la stabilité des politiques a seuils critiques déja existants pour le cas mono-
piece. IIs ont aussi analysé les cofits moyens des trajectoires pour caractériser partielle-
ment la politique optimale appartenant a cette classe de politiques. Leur travail a aidé a
donner des apercus lucides pour concevoir des heuristiques simples mais efficaces pour
contrdler des systemes manufacturiers produisant plusieurs types de piéces. Il est a noter
que la stucture de controle de Srivatsan et Dallery est optimale seulement pour des cofits

linéaires par morceaux.

Caramanis et Sharifnia [8] ont étudi€ la production multi-piéces pour une machine isolée
multi-états sous des politiques a seuils critiques. 1ls ont décrit une méthode d’approxi-
mation qui réduit le probléme de contréle multi-pieces a un nombre de problémes de
contréle mono-piece découplés. En principe, ils ont défini les ensembles des taux de pro-
duction faisables quand la machine est dans un état quelconque comme des hyper-cubes
afin de rendre les niveaux de production dans I’espace de la production indépendants
tout au long des coordonnées séparées. Leur recherche a donné lieu & un contréleur
sous-optimal qui présentait beaucoup de commodité au niveau de la conception et du
calcul mais souffrait de certaines limitations. En fait, la capacité de production permise
était un sous-ensemble restreint de 1’espace de production. En plus, le découplage total
de la production des différentes pieces engendrait une perte d’une capacité disponible de

production, surtout quand au moins une des pieces atteint son niveau de seuil critique.

El-Férik, Malhamé et Boukas [14] ont amélioré les insuffisances de la production multi-
pieces de Caramanis et Sharifnia [8] pour une machine isolée mais a deux états (état

de marche et état de panne) en définissant une nouvelle classe de politique de contréle
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a seuils critiques qu’ils ont appelé Politiques simples maximales de contréle a seuils
critiques (Simple maximal hedging control policies). Cette classe de politique, qui est
paramétrisée par un seuil critique, un taux maximal de production et un ordre de priorité
pour chaque piece, permet une utilisation maximale de la capacité de production de la
machine avec les différents niveaux de seuils critiques. L’ensemble des taux faisables
de production sont dans ce cas des polyedres convexes quand la machine est parfaite-
ment flexible. A travers I’analyse des temps de premier passage et les approximations
de Padé, ils ont réussi a montrer qu’une analyse séquentielle de la performance des nou-
velles politiques est possible en commencant par la piéce la plus prioritaire jusqu’a la
moins prioritaire. Leur analyse d’ergodicité montre que le critere d’ergodicité sous les
politiques simples maximales de contrdle a seuils critiques est minimal dans le sens ol
le vecteur des taux de demande des pieces est compris a I’intérieur de I’ensemble de la
capacité moyenne. En fait, leur analyse telle que présentée dans [14] peut étre appliquée
seulement sur les systemes multi-pieces mono-machine a deux états. Toutefois, aucune
restriction n’est mise sur le nombre de pieces ni la forme de I’ensemble de la capacité de

production en autant qu’il corresponde a un polyedre convexe.

Sethi, Suo, Taksar et Yan [37] se sont intéressés au cas d’un systéme mono-machine
(qui peut étre vu comme multi-machines en parallele) multi-états avec un cot convexe
de stockage et de pénurie. En vue de pouvoir dériver les équations de Hamilton-Jacobi-
Bellman (HJB) pour le probléme de controle de ce cofit moyen et étudier I’existence
d’une solution, ils ont introduit un probléme de contrble avec cofit actualisé. Ils ont
réussi a démontrer que les équations de HIB en fonction des dérivées directionnelles
ont une solution constituée du coit moyen minimal et d’une fonction qu’ils ont appelé
fonction potentielle, ce qui aide a spécifier une politique de contréle optimal en termes
de cette fonction potentielle. En fait, la formulation initiale de leur cofiit et les fondations
de la méthodologie des perturbations du contrdle hiérarchique des flux se trouvent dans

Sethi et Zhang [38].
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2.3 Lignes multi-machines mono-piéces

Dans ce cas, 1a ligne est composée d’un certain nombre de machines en tandem, sépa-
rées les unes des autres par des zones de stockage, et produit un seul type de pieces. Pour
les lignes multi-machines, en dehors du cas ou les aires de stockages sont nulles (ma-
chines pouvant étre agrégées) ou infinies (machines totalement découplées), les niveaux
moyens de ces inventaires ne peuvent étre calculés ni analytiquement ni numériquement ;
il faut donc des méthodes d’approximation. Afin de faciliter I’analyse et la compréhen-
sion d’un telle ligne, différentes techniques d’approximation et de décomposition, qui
transforment ce probleme complexe en un ensemble fini de sous-problemes simples, ont
été proposés. Dans ce qui suit, nous présentons un apercu rapide des travaux qui ont

marqué la littérature.

Gershwin [15] a proposé une méthode de décomposition pour une ligne de transfert
homogene avec un modele discret ou les temps de pannes et de réparations ont une dis-
tribution géométrique et les tailles des stocks sont des valeurs entieres. La méthode pro-
posée consiste a décomposer la ligne en un ensemble de sous-lignes composée chacune
de deux machine ol chaque machine possede son propre taux de panne et réparation.
Les parametres de chaque sous-lignes sont déterminés par un ensemble d’équations. La
méthode peut €tre résolue par un algorithme itératif mais qui malheureusement peut di-
verger. Gershwin [16] a poursuivi ses recherches en proposant une méthode transformant
une ligne non fiable et non homogene en une ligne non fiable mais homogene. Pour ce
faire, chaque machine (sauf la plus rapide) est remplacée par deux machines séparées
par un stock intermédiaire de capacité nulle. Une des deux machines est chargée d’en-
gendrer le comportement non fiable de la machine originelle et I’autre est chargée de
représenter le ralentissement de la production causé par les blocages en aval. La ligne

résultante est homogene et donc la méthode de [15] peut étre appliquée.
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Dallery, David et Xie [9] ont congu un algorithme rapide et efficace dénoté DDX pour
résoudre les équations de 1a décomposition de Gershwin [15]. Par la suite, ils ont élargi
leurs recherches ( [10]) en proposant une méthode de décomposition approximative pour
une ligne homogene mais a flux continu. La technique proposée est en fait I’adaptation
de la méthode de Gershwin [16] au cas du flux continu. En remplacant les équations de
Gershwin par des équations équivalentes beaucoup plus simples, 1’algorithme itératif de
résolution est dans ce cas plus facile a implémenter et plus rapide que celui de Gersh-
win, en plus, il semble converger tout le temps. Par ailleurs, Burman [6] a présenté une
extension améliorée de 1’algorithme DDX de Dallery, David et Xie pour un modele non
homogene et continu. Une amélioration au niveau du temps de calcul de cet algorithme

a été présentée par Gershwin et Burman [17] sous le nom ADDX.

Sadr et Malhamé ont étudié la performance des lignes de transfert multi-machines a deux
états (état fonctionnel et état de panne pour chaque machine) pour les cas partiellement-
homogene [35] et non-homogene [36] en se basant sur la technique de décomposition
et d’agrégation initialement présentée par Mbihi et Malhamé [28] et améliorée plus tard
par Mbihi, Malhamé et Sadr [29]. Cette méthode repose sur deux approximations de
découplage que nous allons adopter dans ce mémoire et les généraliser au cas de la
production multi-pieces. Les deux approximations sont I’hypothése de découplage des
machines et le principe de moyennage de la demande, elles seront présentées en détails
dans la section 3.3. En fait, la méthode de décomposition et d’agrégation permet la
décomposition de la ligne en un ensemble fini et tragable de couples stock-machine dont
I’analyse de performance est a la fois facile 2 implémenter et donne une approximation

tres précise.
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2.4 Lignes multi-machines multi-piéces

Les lignes multi-machines multi-pieces représentent le cas le plus général des lignes de
fabrication en tandem. L’ analyse de ces lignes est en général trés compliquée a cause de
la délicatesse de la tracabilité dans les deux dimensions, les machines et les pieces. Les
travaux de recherches qui y sont dédiés sont rares et les méthodes proposées sont peu
efficaces. C’est un domaine qui est encore ouvert quant a I’apport de nouvelles méthodes

ainsi que I’amélioration du peu de méthodes existantes.

Commencant d’abord par le travail de Kimemia et Gershwin [20] dans lequel ils ont
étudié de maniere assez qualitative un systtme manufacturier multi-machines multi-
picces. Le résultat essentiel et le plus intéressant de leur étude était le principe de la
politique a seuils critiques qui a ouvert une nouvelle voie de recherche pour laquelle
ils étaient les pionniers. IIs ont présenté un contréleur a quatre niveaux. Un premier
niveau qui calcule conjointement les taux de production des pieces a court-terme. Le
deuxieme niveau détermine la proportion des pieces a laisser entrer dans chacun des
cheminements possibles de la ligne pour satisfaire les taux de production dictés par le
premier niveau. Le troisieme niveau dirige les pieces dans le systeme et surveille les
opérations selon les deux premiers niveaux. Finalement, le quatriéme niveau calcule
séparément les politiques de contrdle a utiliser dans le premier et le deuxi¢éme niveau.
En fait, I’algorithme de contrdle qu’ils ont développé est heuristique et extrémement
difficile a implémenter dans le cas d’un large systéme manufacturier pour la complexité

de I’analyse ainsi que I’immense temps de calcul.

Liberopoulos et Caramanis [21] ont réalisé un contréleur numérique sous-optimal qui
utilise des fonctions quadratiques approximatives pour représenter les fonctions valeurs
de la politique optimale pénalisant le stockage et la pénurie. Ces fonctions valeurs sont

supposées €tre convexes. En faisant une analyse de perturbation infinitésimale sur un
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échantillon d’une seule trajectoire du processus d’inventaire, ils réussissent a obtenir des
estimés de la dérivée premiere et seconde du colit cumulatif engendré par I’échantillon
par rapport aux parametres des quadratiques approximatives. Ces parametres des qua-
dratiques sont par la suite a optimiser. Ils ont proposé deux algorithmes d’optimisation
stochastique qui utilisent les estimés de la dérivée premiere et seconde. Cette méthode
semble donner une bonne approximation de la solution optimale mais souffre de certains
inconvénients. La méthode s’applique uniquement dans les cas ol les fonctions valeurs
sont convexes ; et quoique I’utilisation des estimés de la dérivée premicre et seconde
rende la recherche de la solution rapide, elle ajoute un fardeau de calcul a la complexité
déja existante diie au traitement des données de caicul. En plus, il n’y a aucune garan-
tie que la méthode puisse profiter des propriétés structurelles d’un contrdleur optimal

analytiquement concu.

Le travail de Jang Y. J. [19] est I’étude la plus récente, au mieux de nos connaissances,
qui traite des lignes multi-machines multi-pieces. Jang considere un flux continu des
pieces a temps discret et des temps de pannes et de réparations des machines géométri-
quement distribués. 11 définit une politique de priorité statique des pieces qui consiste,
pour chaque machine, a produire uniquement la piece prioritaire quand la machine est
fonctionnelle, le stock en amont est disponible pour cette piece et le niveau du stock en
aval est inférieur au seuil critique pour cette piece ; sinon produire la deuxieéme piece
dans I’ordre de priorité quand la machine ne peut pas produire la piece prioritaire ; et
ainsi de suite. En d’autres termes, quand la machine a le choix, elle choisit toujours se-
lon un ordre de priorité des pieces prédéfini a I’avance. Pour I’analyse de la performance
du systeme, il a adapté la méthode de décomposition, basée sur les blocs des deux ma-
chines et le stock intermédiaire, présentée initialement dans [16] au cas multi-pieces se-
lon sa politique de priorité. Une estimation des taux de production et des niveaux moyens
des inventaires de toutes les pieces a été obtenue. Cette méthode s’applique dans le cas

des flux discrets de production. Un algorithme d’optimisation des seuils critiques a été
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proposé. 11 semble converger avec des parameétres raisonnables de la ligne étudiée mais
utilise une mémoire assez grande pour le traitement des données et le calcul basé sur un
nombre considérable d’équations de décomposition. En outre, on ne trouve aucune men-
tion dans ce travail du temps de calcul nécessaire avant la convergence a une solution

optimale.
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CHAPITRE 3

OPTIMISATION DES LIGNES DE TRANSFERT
PARTIELLEMENT-HOMOGENES SOUS POLITIQUE SYNCHRONISEE

3.1 Introduction

'Une ligne de transfert partiellement homogéne est une ligne de production constituée
de n machines en tandem, non fiables, séparées les unes des autres par des zones de
stockage (des stocks intermédiaires), et tel que toutes les machines partagent le méme
taux moyen de réparation (r) mais chaque machine possede son propre taux moyen de

panne (p;, i=1,---, n).

Dans un premier temps, la technique d’analyse de performance par décomposition pour
des lignes de transfert multi-machine mono-piéces, initialement présentée par Mbihi [27]
et Mbihi et Malhamé [28] et améliorée ensuite par Mbihi, Malhamé et Sadr [29] et Sadr
et Malhamé [35] et [36], sera présentée. Dans un deuxiéme temps, cette technique sera
généralisée au cas des lignes multi-pieces sous la politique de production synchronisée
de picces. Par la suite, I’optimisation de Ia ligne multi-pieéces décomposée sera faite par
la programmation dynamique en vue d’obtenir les valeurs numériques des parameétres

libres de la stratégie qui minimiseraient les codits totaux de stockage et de pénurie.

!Ce chapitre avec le chapitre prochain constituent un développement détaillé d’un article {41] publié
aux "proceedings of the 16th Mediterranean Conference on Control and Automation”, Ajaccio, France,
juin 2007.
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3.2 Formulation du probleme

On considere une ligne de transfert partiellement homogene constituée de n machines en
tandem séparées par des stocks intermédiaires et produisant m types de pieces. La chaine
est donc composée de n machines, n - 1 stocks intermédiaires de produits semi-finis et
un stock de produits finis (en aval de la n" machine). Soit x;(1) le niveau de la piéce
jaustock i a I'instant 7, avec j=1,---,meti=1, ---, n. Fig. 3.1 montre la ligne de
production en question. Une machine M;, par exemple, peut €tre dans un de deux modes :
mode opérationnel ol le taux de production de la piece j (j=1, -- -, m) varie entre 0 et un
maximum de kj; et un mode de panne ol les taux de production de toutes les piéces pour
cette machine sont nuls. La variable indiquant le mode de la machine M; est dénotée ;.
Pour ¢; = 1, la machine M; est opérationnelle et pour ¢ = 0, elle est en panne. De plus,
chaque o; (i=1, - - -, n) est supposé évoluer selon une chaine de Markov a temps continu
a deux états avec un taux moyen de panne p; et un taux moyen de réparation r. Le taux
instantané de demande pour les produits finis de type j est considéré €tre une constante

di(j=1,---,m).

w) o (w) (%)
S P . P R Va
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FIGURE 3.1 Ligne de production de n machines produisant m piéces

3.2.1 Hypotheses

Les hypotheses suivantes sont faites :
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e La premiere machine ne manque jamais de pieces a traiter. Cette hypothese est équiva-
lente a affirmer que la premiere machine est précédée d’un stock de matiere premiere
de taille infinie.

e Les taux de production maximaux respectent I’inégalité suivante : kj; > kjp > --- >
kinV j=1,---, m. Cette condition est exigée pour garantir que le niveau de I’inventaire
de la piece j dans le stock 7 (x;) augmente quand la machine M; produit cette piece a
son taux maximal k;, peu importe le taux auquel elle est tirée par la machine M, ;.

e La pénurie est permise uniquement pour la derniere machine M,. Soit c;; le colit
instantané de stockage par unité de xj; pour j =1, -, meti=1,---,n-1;en
plus, pour j =1, ---, m, c}; (respectivement ¢, ) est le cofit instantané de stockage
(respectivement de pénurie) par unité de I'inventaire x . Il est a noter qu’en général

Jn

+

c n

est supérieur a ¢
e La condition suivante de réalisabilité de la demande est satisfaite par chaque machine

enisolation : Pour j=1,---,meti=1,---,n:

-
r+pi

kﬁ>dj (3.1

Cette condition s’interprete aisément : en effet, si la machine M; doit répondre a la
demande d, il est nécessaire que le taux moyen de production de la machine sachant

que lorsqu’elle produit, elle le fait toujours a pleine capacité, doit €tre supérieur a la

demande.

3.2.2 Dynamique du systeme

L’inventaire x;(t), i=1,---,net j=1,---, m, évolue selon :

.y = uji(t) —ujit1 (1) (3.2)
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ol u j;(t) est le taux de production instantanée de la piéce j par la machine M; et u; 1 (t)

=d;V1>0.

3.2.3 Objectif

Notre objectif est de développer une loi de contr6le par rétroaction afin de réduire au
minimum (optimiser) le colit moyen a long terme de stockage et de pénurie de toute
la ligne de transfert. Nous cherchons I’optimalité dans une classe limitée de politique
de contrble par rétroaction : celle des Kanbans. Une telle politique est caractérisée par
un ensemble de seuils critiques & maintenir autant que possible et son optimalité est
satisfaite par chaque machine en isolation pour les systémes industriels avec une machine
unique a deux états parmi une classe spécifique de politiques de contréle admissibles
(voir [18]). La notion de seuils critiques est considérée comme une police d’assurances
contre les pannes de machines potentielles et les cofits associés a la pénurie de stock.
Chaque stock, par exemple x j;, est associé a un seuil critique (un niveau de Kanban) pour
chaque piece. Soit zj; le seuil critique associé a la piece j du stock i. Sixj; est inférieur
a zj;, la machine M; doit produire la piéce j au taux maximum permis k ji Tespectant
les exigences de la production synchronisée des pieces (ces taux seront définis plus tard
dans ce chapitre) ; et si xj; est exactement €gal a zj;, la machine M; doit produire la piece
J au méme taux que la machine M;,  le fait (u; ;4 (1)) afin de maintenir x ji au niveau z ;.
Par conséquent, xj; ne dépassera jamais son seuil critique z;; €t 0 < xj; < z;; pour j =1,
---,meti=1,---,n-1.Quant aux stocks des produits finis (ceux en aval de la derniére
machine), x;, < zj, (pour j =1, ---, m) parce que ces stocks peuvent étre en pénurie
et dans ce cas deviendront négatifs. Un niveau de stock négatif voudrait dire qu’il y a
une quantité de produit, égale a la valeur absolue du niveau négatif du stock, qui a été
commandée par des clients mais pas encore produite. Cette quantité est a produire le plus
tot possible. Ainsi, I’objectif est de développer une technique efficace pour optimiser le

niveau de Kanbans zj;, j=1,---,meti=1,---, n (n > 2), afin de réduire au minimum
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une mesure convenablement définie du colit moyen a long terme. Cette mesure s’écrit de

facon générale comme suit :

n—1 m

7 (xp, &l ) _Iangol / [Z ch,xj, Z (D) e (T ))]xo,aﬂdr
i=1 j=1 33

avec z la matrice des seuils critiques, c; le colt unitaire de stockage de la piece j dans le

stock i, cfn le coflit unitaire de stockage de la piece j dans le stock n, Cin le colt unitaire

de pénurie de la piece j du stock n, a? (1) = [ay, @, ---, )7 le vecteur des états des

machines a I’instant ¢ et I’indice O correspond au temps initial ot 1a ligne est considérée.

3.3 Techniques de décomposition

Les techniques de décomposition jouent un rdle trés important dans la simplification de
I’analyse de performance pour un choix de seuils critiques donné, rendant I’optimisation
plus aisée. Grice aux techniques de décomposition, une ligne de n machines est décom-
posée en n machines approximativement séparées. Pour ce faire, I’influence de 1’univers
en amont et en aval de chaque machine doit étre approximativement représentée. La
technique de décomposition utilisée dans ce travail est celle initialement présentée par
Mbihi et Malhamé [28]. Cette technique est basée sur deux stratégies d’approximation :

I’hypothese de découplage des machines et le principe de moyennage de la demande.

3.3.1 Hypothése de découplage des machines

Cette hypothese vise a représenter de facon compacte I’univers en amont d’une machine
donnée. Dans le contexte de lignes de transfert, I’univers en amont d’une machine don-
née agit comme une source non fiable de pieces. Ainsi par exemple, du point de vue de

la capacité de la machine M;; de produire la piece j, ce qui importe c’est la valeur de
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I’état binaire de disponibilité de la source 7;;(t).

Ij,'(l‘) :I[{in(f) > 0} U {Xj,'(t) = 0,0C,'(T) = 1,Ij,,'_.1(1‘) = 1}] (3.4)

ot I;i(t) = 1 si xji(t) > 0 et I;;(r) = 0 si x;;(t) = 0. L’hypothése de découplage des
machines signifie que /;;(¢) est un processus aléatoire qui est complétement indépendant
du processus aléatoire de 1’état opérationnel de la machine M, 1 (0 1(t), pouri=1,---,

n-1).

3.3.2 Principe de moyennage de la demande

Le principe de moyennage de la demande est une technique d’approximation qui sert
a modéliser ’univers en aval d’une machine donnée de fagon compacte. Pour une de-
mande constante d; de pieces finies de type j, chaque machine M; (i =1, ---, n) de la
ligne de transfert doit répondre au méme taux moyen de demande de la piece j si le pro-
cessus d’encours x j; est ergodique? (sinon, I’inventaire augmenterait jusqu’a I’infini ou
s’épuiserait completement dans certains stocks de la ligne de transfert). Le principe de
moyennage de la demande utilise donc cette observation pour réaliser une représentation
approximative mais compacte de I’effet des machines en aval d’un certain stock i sur la

dynamique de x;(r) et 1;;(t).

L’hypothese de moyennage de la demande stipule ce qui suit : "Sous une politique er-
godique de production de type Kanban pour une ligne de transfert soumise a un taux
constant de demande des pieces j, d;, la valeur moyenne en régime permanent du ni-
veau du stock x;(t) pendant les portions actives du cycle de provision (périodes o I;;(t)

= ]) dépend de la valeur moyenne en régime permanent du processus stochastique du

” . . N . PRT
“Par ergodique, nous voulons dire que la demande des pieces j est réalisable en moyenne par la
machine non fiable M; servie par un encours non fiable x;,;_1.
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taux instantané auquel les piéces j sont tirées par la machine M. quand 1;i(t) = 1".
Cela signifie que uj ;1 (¢) pourrait é&tre remplacé pendant les portions actives du 7;;(r)
par un niveau constant approprié sans affecter la moyenne de x;(r). Soit u}fi 41 Ce niveau

constant appropri€ (a calculer plus tard).

Soit Xj; le processus fictif représentant I’approximation du processus xj;, c’est a dire
'inventaire de la pigce j produit par la machine fictive M; soumise en vertu du principe
de moyennage de la demande a une demande constante pendant les périodes actives
de Ij;. Soit aj; la valeur moyenne en régime permanent du coefficient de disponibilité

instantané du stock Xj;.

aji = Jim E [ 1[x;(1)]] (3.5)

[ —o00

Etant donné que la valeur moyenne en régime permanent du processus u j,i+1(t) doit étre

€gale a d;, on peut écrire la relation suivante :

dj=m Eluji1 (0)|1ji(r) = UPr{Li(r) = 1]+ Euj i1 (0)|Li(r) = OPr{Ii(r) = 0]
=1} ;1ai +0(1 —aj;)
= ”;'L,i+1aji
(3.6)
Par (3.6), on peut déduire que le niveau constant approprié remplacant u; ;41 (r) pendant
les portions actives du ;(1), uﬁiH, est égal a dj/aj;. Cela veut dire que la machine
M; est soumise 2 une demande de dj/aji. Il est a noter que d;/aj; est supérieur 2 d;
puisque le coefficient de disponibilité a; est compris entre O et 1. Ainsi, la division de
la demande d; par le coefficient a; sert a compenser les pertes possibles de la demande

par la machine M;, 1 quand x; n’est pas disponible (x;; = 0).
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3.4 Production paralléle synchronisée de piéces

La production parallele de pieces signifie que chaque machine, quand elle peut produire,
produit toutes les pieces (les m pieces) simultanément. Ceci est équivalent & la suppo-
sition que chaque machine consacre un certain pourcentage de son taux de production,
quand elle est opérationnelle, a chaque piece et le fait ainsi d’une fagon cyclique. Cette
politique de production est bien adaptée a des lignes flexibles de fabrication ou les temps
de reconfiguration des machines pour passer de I’usinage d’un type de piéces a I’usinage
d’un autre sont négligeables. La production synchronisée de piéces est un cas particu-
lier de la production parallele de pieces ou, pour n’importe quelle machine donnée, les
taux maximaux de production synchronisés (k ji) etles niveaux de seuils critiques (z;) de
toutes les pieces sont en rapport avec les proportions des taux de demandes. Plus spéci-
fiquement, cela pourrait €tre mathématiquement exprimé par les égalités suivantes. Pour

i=1,---,n:

i d; : .
Li Rt di pour j, I (#j)=1,---,m (3.7)
ai ki d

==

ol k ji est le nouveau taux maximal de production de la piece j par la machine M; pour
la production synchronisée. Il est a noter que k ji doit évidemment €tre inférieur a k ﬁ3 .
Les taux maximaux de la production synchronisée (k j,-’ s) représentent I’intersection du
vecteur de la demande (a m dimensions) avec la frontiere supérieure de 1’espace des taux
de production faisable. En effet, cette frontiere supérieure est I’hyper-surface formée par

les taux de production maximaux réels (kj;). Ainsi, les k ji peuvent €tre obtenus par la

2I\ ji est le taux maximal de production, par défaut, de la pigce j par la machine M;. Autrement dit, k;
est le taux maximal de production 2 utiliser quand le systeme ne produit que la piece j tandis que kj; est
le taux maximal de production satisfaisant notre production synchronisée (les égalités 3.7).
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solution du systeme d’équations suivant. Pouri=1,---, n:
]_Cli ];2i ]—Cmi
i e D 3.8a
4 & dn ©-82)
moq. ..
JAr L 3.8b
); ki (3.8b)

L’équation (3.8a) vient de I’hypothese de la production synchronisée de pieces (3.7)
tandis que I’équation (3.8b) représente I'hyper-surface formée par les taux de production
maximaux réels (k;i’s). La solution de ce systéme n’est autre que I’intersection du vecteur
de la demande avec la frontiere supérieure de 1’espace des taux de production faisable
(voir Fig. 3.2 de I’espace des taux de production de la machine M; dans le cas de deux

pieces (m = 2)). Cette solution est donnée, pouri=1, ---, n, par:

]—Cli _ H;n 1kli

=a (Hl ”#Jk”) (3.9)
_ dj. _
kjj=—k;; pour j=2,---,m

d;

Lemme 3.1 Sous la politique de production synchronisée de piéces (3.7), les compor-
tements des niveaux des piéces dans un stock donné sont identiques dans le sens ol les
tailles d’inventaire de toutes les piéces dans ce stock restent en tout temps* en proportion
avec les taux de demande des pieces. Plus spécifiquement, pouri =1, ---,net j, 1l =1,

Sm(l#j): Xj,'(l‘)/xli(l) = dj/dl pour tout t > OOI:lXj,'(I‘) > Oetxl,-(t) > 0.
Démonstration Voir Annexe 1.1 B
Le lemme (3.1) implique que les inventaires de toutes les pieces (1, 2, ---, m) dans le

stock i atteignent simultanément leurs seuils critiques (pouri=1, - - -, n) et aussi tombent

a zéro simultanément (pouri=1, ---,n- 1).

4Sauf pour les périodes oi les stocks sont nuls.
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FIGURE 3.2 Espace des taux de production de la machine M; dans le cas de deux pieces

Proposition 3.2 Le comportement des inventaires des différentes piéces, dicté par la
production synchronisée de pié¢ces, a comme conséquence directe de rendre les coeffi-
cients de disponibilité de toutes les piéces dans un stock donné identiques, c’est a dire
quepouri=1,---,n-1, 5L;{t) =hi{t) = =1L,(t) = L) etdonc aj; = azj = --- =

ami = 4.

3.5 Modélisation

La machine M; (i = 1, ---, n) évolue selon une chaine de Markov a deux états avec un
taux de réparation r et un taux de panne p; (Fig. 3.3). Soit frz; (respectivement t',.:jl.)
le temps (respectivement le temps moyen) de premier retour a zéro de I’inventaire de
la piece j dans le stock i, pour j=1,---,meti=1,---, n- 1. La proposition (3.2)

implique que 7, = fyz,, = -++ = Iz, = Iz, Pour un seuil critique donné, Malhamé [24]
et EI-Férik et Malhamé [13] ont montré la méthode de calcul de tous les moments du
temps de premier retour lorsque le taux de demande de piéces est constant, comme dans
notre cas avec le principe de moyennage de la demande. De plus, ils ont montré qu’il
est possible de construire une représentation markovienne approximative de ce temps de

retour a partir de ces moments. Par suite, Mbihi [27] a montré que ce temps de retour

avait une distribution quasi-exponentielle et donc caractérisé entierement par son premier



moment 7. Il s’en suit un modele d’une chaine de Markov a deux états évoluant avec
un taux de réparation r et un taux moyen de pénurie de stock py, (Fig. 3.4), ou py, = 1/1,-,
représentant le processus binaire de la disponibilité de I’encours x j;, Lt)G=1,---,n-
1). En considérant les caractéristiques probabilistes du processus J;(7), la proportion du
temps ol le niveau du stock x;(t) est positif est donnée par (1/p;,)/((1/ps)+(1/r)). Cette

roportion est aussi égale a a;. p,, est donc lié 4 a; par 1’équation suivante.
i ]

Ps; = r_(_]_:a_f) (3.10)

a;

FIGURE 3.4 Représentation du modele markovien approximatif de la disponibilité de
Iencours xj;, j=1,---,meti=1,---,n-1

A ce stade, en faisant usage de I’hypothese de découplage des machines et du principe
de moyennage de la demande, il est possible de décomposer approximativement la ligne

de n machines couplées en n machines séparées produisant chacune m types de piéces.
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La premiere machine M) est représentée par une chaine de Markov a deux états avec
un taux de réparation r et un taux de panne p;. Selon le principe de moyennage de la
demande, cette machine est considérée soumise & une demande constante de pieces j de
dj /ay. Ensuite, a partir de i = 2 a n, le produit cartésien de la chaine de Markov de la
disponibilité€ de I’encours x;;_1, I;_1, et la chaine de Markov associée & la machine M;
donnera le modele approximatif de la chaine de Markov de la machine équivalente M;
(Fig. 3.5). Ce modele est constitué de quatre états dont un seul est fonctionnel et les trois
états autres sont des états de pannes. L’état de panne dii aux pannes simultanées de J;_
et o; est négligé parce qu’il arrive tres rarement en général, et les deux autres états de
pannes sont agrégés ensemble donnant une machine a un seul état de panne (voir Fig.

3.6). Afin de minimiser I’erreur de I’approximation, nous imposons que la probabilité

Ps

FIGURE 3.5 Le produit cartésien des deux modeles de I;_; et M;

stationnaire de 1’état "&; = 1" soit (r/(ps,_, +r))-(r/(r + pi)). En effet, r/(ps,_, + 1)
est la probabilité que Pencours x;;_ soit positif (selon le modele approximatif de la
disponibilité de I’encours de la figure 3.4) et r/(r + p;) est la probabilité exacte que la

machine M; soit en marche. Le résultat est le p; tel que donné par I’équation suivante.

pi= [r+pi—1]r G.11)
raj_j
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D’apres le principe de moyennage de la demande, a; peut €tre calculé par les formules
de la machine unique avec pénurie non permise dérivés dans [18], considérant que la

machine séparée approximative M; est soumise & une demande de pieces j de d i/ai.

pi 1-pi

R .1
ai r+ pi [] - pie—#-ji(l—Pi)iji] G129
avec :

i = - Pi - (3.13)

kji— @

r(ky— 9y

pi= (3.14)

Pig;

Il est a noter que p; de I’équation (3.14) dépend uniquement de I’indice i, et I’indice 1
dénote la premiere piece. Si I’on remplace 'indice 1 dans (3.14) par 2, 3, --- oum, on
obtiendra en vertu de la synchronisation (3.7) le méme p;. En outre, u;;/y; =d;/d;. La

solution de (3.12) pour z;; en utilisant (3.13) et (3.14) donne I’expression suivante de z ;.

1
zi=—Iny (3.15)
J A‘j'
avec :
Aji = —ji(1 - pi) (3.16)

yi= pilrkii—dy (r + )]
U+ ) (1 —a) (ki — L)

1

(3.17)

Encore une fois, ¥ de 1’équation (3.17) dépend uniquement de I’indice i (peu importe la
piece (1,2, --- oum), ¥; a toujours la méme valeur), or A;;/A;; =d;/d;. Par (3.15), (3.16)
et (3.17), on peut conclure que le rapport entre zj; €t z;, pour j, I =1,---, met j # [,
est égal ad ;/d) et donc respecte la production synchronisée de pieces (3.7). Le coiit de

stockage pour M; avec pénurie non permise est obtenu de [18] comme une fonction de
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FIGURE 3.6 Modele équivalent simplifié a deux états (M;41)

zji- S I’on remplace zj; par sa valeur de (3.15) avec (3.16) et (3.17), dans Pexpression
de ce cofit, on obtiendra I’expression de la fonction de colit de transition suivante. Pour

j=1,-- meti=1,---,n-1:

CjiPi A A ~ }

— k ji —s—(r+pi)Iny,

r+Pi)(1—Pi7’f)I;11"Pi Aj'( P Inh
CjiPi {- 1-% % r+pi

= Rir = 2 (2
ELYA—piy) L 1=pi Aji @i

Tii(ai-1,a;) = (
(3.18)

La fonction de colit de transition Tj;(a;_;,a;) est définie comme étant le colit moyen (de
stockage) nécessaire pour assurer au stock x j;, un coefficient de disponibilité a; sachant

que le stock x;;_ est lui méme associé a un coefficient de disponibilit€ a;_;.

3.6 Formulation du probleme d’optimisation par la programmation dynamique

Le probleme d’optimisation du systeme décrit dans la section 3.2 est formulé comme
suit :
Soit une ligne de transfert, composée de n machines produisant chacune m types de

pieces, soumise i une demande constante d; des pieces de type j(j =1, ---, m). Etant
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donné un coefficient de disponibilité minimal désiré des encours xj, (j =1, ---, m),

0 L L. . 0 _—.r-—- T . . y . . ”, .
a,_,, tel que pour tout j =1, ---,m:a,_, (r+pn)k1” > dj, Uobjectif est de déterminer
une séquence de coefficients a;, i = 1, ---, n - 2 qui minimiserait le coiit suivant :

n—1 m
J¥ = inf T-,(al_l,al)} (3.]9)
ai_leA;(ai) { [:ZI FZ’I J

i=2,..n—1

avec ap = 1 et Aj(a;) et ’ensemble admissible des coefficients de disponibilité. Cet
ensemble admet une borne inférieure et supérieure qui sont données, selon [35], par
I’inéquation suivante.

Pourtouti=2,---,n-1:

i—1

d . .

max{ d 7__1r—|-p,} < a;_1q <min{r+p'ai,]} (3.20)
i rtpr kyoor r

1l est a noter que le rapport entre la fonction du colt de transition (3.18) de la piece j
etcelledelapiece I (j,I=1, .-, met j#I)estlesuivant: Tji(aji—1,a;)/Tii(ai-1,a;) =
cjidj/cid,. Par conséquent, (3.19) pourrait étre écrite en fonction du cofit de transition

de la premiére piece (par exemple).

n—1 T . m
J= inf {ZMchidj} (3.21)
=2...n—1

ai-1€Aiai) _, = cyd =1

Cette observation est extrémement importante parce qu’elle permet d’exprimer tout le
probléme de la ligne de transfert multi-pieces en termes du probleme de la ligne mono-
picce. Le systéme se réduit donc en un systéme mono-piece avec un seul degré de liberté.
Ce degré représente les parametres de la premiére piece puisque la ligne produisant les
picces de types 2 a m est exprimée en fonction de 1a premiere piece. C’est grice a la
production synchronisée des pieces qu’une telle réduction de la complexité du probleme

a pu étre réalisée.



3.7 Cas particulier : Ligne parfaitement homogene

Une ligne de transfert parfaitement homogene est un cas particulier des lignes partiel-
lement homogene, oll toutes les machines’® sont associées & des paramétres identiques
(pourtout i =1, ---,n-1:r=r, pj=petkj=kjpour j=1,---, m). De plus,
on suppose que pour tout j =1, ---, m: ag_l (;—i—l—))l;jn > dj. Nous nous intéressons au
comportement limite de la solution optimale lorsque le nombre de machines »n tend vers

I’infini. Nous cherchons donc a déterminer une séquence ay, as, - - -, a,—», lorsque » tend

vers I’'infini, en vue d’atteindre 1a fonction valeur J* suivante.

. n—1yvm .
mfai,leAi(a,‘)'7 ]{ =1 j:lTj(al—-laal)}

. =2l...0—
J* = lim
n—s00 n—1

(3.22)

Notons que I’homogénéité de la ligne de transfert permet le remplacement de Tj;(a;-1, a;)

par Tj(a;-y,a;) dans (3.22).

Coeff de
disponibilite
»

ap=1

~ Indice des stocks
* des pitces de type .
pour j=1, ...m

f—y
to +
w
=
n
v
1]

FIGURE 3.7 Profile optimal des coefficients de disponibilité pour une longue ligne de
transfert homogene quand a®_, > @, ot @ est le minimiseur de T'(a,a)

Grice a la réduction, obtenue par I’hypothese de la production synchronisée des pieces,

du systeme multi-pieces en un systeme mono-pieces, tous les résultats de la ligne homo-

SLa derniére machine n’est pas nécessairement associée aux mémes paramétres que les autres
machines.
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geéne mono-piece sont applicables ici. Ces résultats sont résumés ci-dessous®.

e SiI’on reformule le probleme de sorte a ce que I'espace d’étatde a;,i=1, ---, n- 1,
soit discrétisé, et donc se réduise en un nombre fini de valeurs, le nouveau probleme
discrétisé admet une politique de loi de commande stationnaire en boucle fermée.
Cela donne la possibilité de trouver cette loi de commande optimale stationnaire par
un algorithme d’optimisation par itération de politique [3].

o Il est aussi possible de trouver une loi de commande optimale stationnaire entre n’in-
porte quelles deux étapes définissant un sous-probléme du probleme global discrétisé,

soit par exemple de ’étape i a I’étape i+loni>0eti4+I<n-1.

0

e Considérons une condition frontiére a,

_, et une certaine perturbation arbitraire de
cette condition frontiére ; sous certaines hypotheses, il est possible de montrer qu’il
existera une configuration optimale des coefficients de disponibilité de ’étape 1 a n
- 2 qui se déplacera de facon monotone avec la perturbation. Ces hypotheses sont
données dans le lemme I de [35]. Elles ont été satisfaites dans toutes nos simulations
et expérimentations numériques.

e La séquence optimale des coefficients de disponibilité, a,_; pour i > 1, convergera
a une limite 4. 1l est alors clair  partir de (3.19) que si I’on moyenne, le cofit de
transition dominant sera ¥, 7;(4,a) : a est donc le minimiseur de ¥, 7;(a, a). Ce
dernier est obtenu en posant ;| = a; = a dans (3.18)". La séquence optimale des
coefficients de disponibilité commengera donc avec un ag = 1 et ensuite diminuera de
fagon monotone jusqu’une certaine étape pour laquelle le coefficient de disponibilité

sera quasiment égal a a et restera dans I’entourage trés proche de a longtemps. Vers

la fin de la ligne, la séquence augmentera ou diminuera dépendant de ag_l et a. Pour
0

an»l

> a, la séquence augmentera, sinon elle diminuera. Les figures 3.7 et 3.8 montrent

Voir la section V.B de [35] pour plus de détails ainsi que pour les démonstrations.

"Grace 1 la continuité du cofit T et de ses dérivées premicre et seconde, la propriété de stationnarité
(0T Joy)(a}_;_y.a;_;) + (9T /9x)(a}_; as_;, ) = O, 1a propriété de minimalité (92T /dy?)(a}_,_;,a_;)
+ (02T /9x*)(a;_;,a;_;iy) > O etle fait que limy—wa?_; | = limy—wa}_; = limy_wa’_;, | = &, il nest
pas difficile de conclure qu’un ou plusieurs minimiseurs locaux qui satisfont (37 /da){(a,a)|s=g—¢ = 0 €t
(9°T /9a*)(a,a)|q=g=q* eXisteront.
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la nature de la loi de répartition optimale des stocks.

Coeff de
disp onibilité
F 3
CID-_—l
&
_ s
[ . .4 L * # & - 2 .
aU . T .
n-1 ’ Indice des stocks
" * des pitces de type J,
1 2 3 n-2 n-1 pour j=1,.. . m

FIGURE 3.8 Profil optimal des coefficients de disponibilité pour une longue ligne de
transfert homogene quand ag_l < a, o a est le minimiseur de 7' (a,a)

3.8 Résultats numériques

Dans cette section, nous montrons les résultats numériques du probleme de la program-
mation dynamique formulé dans la section 3.6 (respectivement 3.7) pour une ligne de
transfert multi-machines multi-pieces partiellement homogene (respectivement parfaite-

ment homogene).

3.8.1 Lignes partiellement-homogenes

Nous considérons ici une ligne de transfert partiellement homogene composée de 20
machines (n = 20) et produisant 4 types de pieces (m = 4). Les parametres de cette ligne
sont comme suit : Le taux de réparation de toutes les machines est fixé a r = 0.5, la
demande des clients pour les 4 pieces est donnée par le vecteur d = [1.5 1.25 1.75 1],
le coiit de stockage de la piece j dans le stock i est fix€ a cj; =2 pour j=1,2, 3, 4 et
i=1, .-+, 19. Les taux maximaux de production, pour i = 1, ---, 20, des 4 pieces sont

respectivement kj; = 15.5 - 0.01(i-1), ky; = 16 - 0.01(i-1), k3; = 16.5 - 0.01(i-1) et ky; =
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15 - 0.01(i-1). Les conditions des deux frontieres (gauche et droite) sont ap = 1 et a(])9 =

0.85.

Par ailleurs, nous considérons deux cas. Le premier ou le taux de panne des machines
diminue en allant de la premiére machine vers la derniere. Pour ce faire, nous posons le
taux de panne p; = 0.2 - 0.005(i-1) pour i = 1, - - -, 20. Quant au deuxie¢me cas, le taux de
panne des machines augmente en allant de la premiere machine vers la derniere. Le taux

de panne dans ce cas est fixé a p; = 0.2 + 0.005(i-1) pouri=1, ---, 20.
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FIGURE 3.9 Profil optimal des coefficients de disponibilit€ des encours x;; (j =1, 2, 3,
4eti=0,- --, 19) pour une ligne partiellemnt homogene avec les taux de
panne diminuant avec I’augmentation de I’indice i

Les résultats obtenus par la programmation dynamique pour les deux cas ci-haut en
utilisant notre méthode de décomposition et la politique de production synchronisée
sont montrés dans les figures 3.9 et 3.10. Ces figures représentent les coefficients de
disponibilité optimaux (a;, pour i =0, ---, 19). Un régime transitoire peut €tre observé

dans les deux courbes. Pendant cette période transitoire, la solution optimale est sensible
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aux conditions aux deux frontieres, gauche (ap) et droite (ag_l). Au centre de la ligne,
les coefficients de disponibilité optimaux sont décroissants ou croissants monotones.
Lorsque les machines deviennent plus fiables (le taux de panne des machines augmente
en allant du début vers la fin de la ligne), les coefficients au centre sont décroissants
monotones. Par contre, ils sont croissants monotones lorsque les machines deviennent
moins fiables (le taux de panne des machines diminue en allant du début vers la fin de la
ligne). Ce comportement est di au fait qu’une machine fiable n’a pas besoin d’un grand

stock pour répondre a la demande tandis qu’une machine moins fiable en a besoin.
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FIGURE 3.10 Profil optimal des coefficients de disponibilité des encours x (=123,
4eti=0,- -, 19) pour une ligne partiellemnt homogene avec les taux de
panne augmentant avec 1’augmentation de I’indice i

3.8.2 Lignes parfaitement homogenes

Pour la ligne parfaitement homogéne, nous montrons (a titre d’exemple) les résultats

obtenus pour la ligne suivante. La ligne est composée de 20 machines identiques ayant
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chacune un taux de réparation r = 0.5 et un taux de panne p = 0.2. La ligne produit 4
types de pieces. La demande des pieces estd = [1.5, 1.25,1.75, 1], les taux de produc-
tion maximaux de toutes les machines sont identiques pour chaque piece et sont donnés
par les valeurs suivantes : ky; = 15.5, ky; = 16, k3; = 16.5 et kg; = 15. Les coiits de sto-

ckage sont cj; =2 pour j=1,2,3,4eti=1,---,20. Nous considérons deux cas, le

1
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FIGURE 3.11 Profil optimal des coefficients de disponibilité des encours x;; (j =1, 2, 3,
4eti=0,---, 19) pour une ligne homogene avec a?g =0.85 et a = 0.4981
(a% > a)

premier ol la condition de la frontiere droite a?9 est supérieure a a (figure 3.11), et le
deuxiéme ou a?9 < a (figure 3.12). Comme prévu par la théorie développée dans [35],
les figures montrent que suffisamment loin des deux extrémes (gauche et droite) de la
ligne, la valeur optimale des coefficients de disponibilité devient une constante qui n’est
autre que a le minimiseur de 7' (a,a). La figure 3.13 montre la fonction cofit de transi-
tion, T'(a;—1,a;), lorsque a;_; = a; = a pour les mémes données de la ligne ci-haut mais
seulement pour des valeurs de a commencant de la valeur minimale (0.4867) jusqu’a

0.55 pour montrer la convexité de ]a fonction. Ensuite, la fonction croit trés rapidement
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FIGURE 3.12 Profil optimal des coefficients de disponibilité des encours xj;; (j =1, 2, 3,

4eti=0,---, 19) pour une ligne homogene avec a(l’9 =04 eta=0.4981
(afy < @)

avec I’augmentation du coefficient de disponibilité. En général, d le minimiseur de cette
fonction est extrémement proche du coefficient minimal permis, a,;;, qui représente la
limite d’ergodicité (la limite en dessous de laquelle la demande ne sera pas satisfai-
sable). Pour les données ci-haut, a,,;, = 0.4867 et a = 0.4981. Donc, loin des extrémités
d’une ligne de transfert homogene, le fonctionnement optimal avec les (a) représente en
quelque sorte une production du type " Juste a temps ". Ainsi, cette production minimise
le temps de séjour des encours dans les stocks intermédiaires en favorisant la production
maximale quand les machines peuvent produire. Les simulations montrent aussi que si
les taux maximaux de production augmentaient tout en gardant les mémes paramétres
de fiabilité dans la ligne, @ diminuerait. Ceci n’est pas du tout surprenant puisque dans
ce cas la ligne satisferait la demande plus facilement ce qui justifie le fait de ne pas avoir

besoin de beaucoup de stock, et donc les seuils critiques (et ainsi a) diminueraient.
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FIGURE 3.13 Fonction cot de transition 7 (a;_1,a;) lorsque a;_; = a; =a

3.9 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons développé une technique d’optimisation des lignes de
transfert partiellement homogenes multi-machines produisant différents types de pieces.
Cette technique utilise la méthode de décomposition basée sur I’hypothése de décou-
plage des machines et le principe de moyennage de la demande. Les parametres a op-
timiser sont les coefficients de disponibilité de chaque type de piece dans chaque stock
pour un vecteur demande donné et un coefficient de disponibilté d’inventaire minimal.
Chacun de ces coefficients est directement lié au seuil critique d’une des pi¢ces dans le
stock correspondant (les niveaux de Kanbans). Etant bornés inférieurement et supérieu-
rement, le choix des coefficients de disponibilité comme parametres d’optimisation rend
le calcul de la solution optimale par la programmation dynamique plus aisé. La fonction
cofit a été choisie de sorte a minimiser 2 la fois les cofits totaux de stockage de toute la

ligne, tout en garantissant un certain niveau de disponibilité d’inventaire pour répondre
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a un vecteur donné de demandes des clients malgré la non fiabilité de la ligne.

Gréce a notre politique de production synchronisée des pieces, le probleme se réduit a
un seul degré de liberté, celui d’un type arbitraire de pieces, ce qui simplifie énormé-
ment le modéle mathématique et les calculs du programme d’optimisation associé. Ceci
augmente 1’efficacité et les chances d’applicabilité de la technique développée. C’est un
outil prometteur d’optimisation des lignes de transfert partiellement homogeéne multi-
machines multi-pieces grice & la précision des résultats ainsi que le temps de calcul

assez court méme pour les grandes lignes.

Nous avons étudié aussi le cas particulier des lignes parfaitement homogenes ol les
machines partagent les mémes taux de panne et de réparation ainsi que les mémes taux
maximaux de production pour chaque type de piece. Les coefficients optimaux obtenus
dans ce cas favorisent une production qui est trés proche du " Juste a temps ". Ce mode
d’opération est stirement le plus optimal possible puisqu’il minimise le temps de séjour
des encours dans la ligne minimisant par la-méme les colits de stockage. Les résultats
numeériques obtenus ici concordent bien avec la théorie développée et les résultats de

Sadr et Malhamé [35] ce qui rassure quant a I’exactitude de nos résultats numériques.
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CHAPITRE 4

OPTIMISATION DES LIGNES DE TRANSFERT NON HOMOGENES SOUS
POLITIQUE SYNCHRONISEE

4.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons introduit la ligne de transfert partiellement ho-
mogene ainsi que la méthode de décomposition utilisée pour décomposer la ligne de
n machines couplées en une ligne de n machines approximativement isolées. Dans ce
chapitre, nous appliquerons la méme méthode de décomposition mais cette fois-ci & une

ligne de transfert non-homogeéne sous la politique synchronisée de production.

Nous appelons une ligne de transfert non-homogene multi-machines multi-pieces une
ligne constituée de n machines en tandem séparées par des stocks intermédiaires, ou
chaque machine possede son propre taux moyen de réparation (r;) et son propre taux

moyen de panne (p;), i = 1, -- -, n. Cette ligne produit m différents types de pieces.

Dans le reste de ce chapitre, nous formulerons d’abord le probleéme ; nous présenterons
ensuite le modele mathématique correspondant au cas non-homogene. La technique de
décomposition présentée au chapitre précédent sera alors adaptée au cas présent sous
la politique de production synchronisée de picces. La modélisation rapportée dans cette
partie suit Sadr et Malhamé [36]. Finalement, nous utiliserons la programmation dyna-
mique pour optimiser les différents niveaux de Kanbans et présenter quelques exemples

des résultats numériques obtenus.



44

4.2 Formulation du probléme

Soit x;;(t) le niveau de la piece j au stock i a instant r, avec j=1, .-, meti=1,
.-+, n. La machine M;, quand elle le peut, produit la piece j (j =1, ---, m) a un taux
variant de O a kj;. L’état de la machine M;, o; (i = 1, - - -, n), évolue selon une chaine de
Markov a temps continu a deux états avec un taux moyen de panne p; et un taux moyen
de réparation r;, ou o; = 1 représente I’état fonctionnel de la machine et o = O I’état de

panne. Le taux instantané de demande pour les produits finis de type j est considéré étre

une constante d; (j=1,---, m).

Les hypotheses de la section 3.2.1 sont toujours valides ici mais la condition de faisabilité

de la demande s’écrit pour le cas non-homogeéne comme suit. Pour j=1,---,meti=1,
LN
¥
ki>d; 4.1
ri+pi /
La dynamique de I’inventaire x;(t), j=1,---,meti=1, ---, n s’€crit de la méme facon

que celle de 1’équation 3.2.

A Pinstar du chapitre précédent, notre objectif est de développer une technique efficace
pour optimiser le niveau de Kanban zj;, j=1,---, meti=1, ---, n(n > 2), afin de
réduire au minimum une mesure convenablement définie du cofit moyen a long terme.
Tout comme la ligne partiellement homogene, la technique de décomposition, basée sur
I’hypothese de découplage des machines et le principe de moyennage de la demande,
sera tres utile pour traiter chaque machine séparément en tenant en compte approximati-
vement 1’influence du reste de la ligne. La politique de production a considérer est celle
de la production synchronisée de pieces (3.7). Le Lemme 3.1 et la proposition 3.2 ainsi

que toutes leurs conséquences s’ appliquent aussi pour le cas non-homogene.
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4.3 Modele mathématique

Dans la section 3.5 du chapitre 3, nous avons obtenu un modele a deux états de la
machine équivalente M; (i =2, ---, n) pour la ligne partiellement homogene. Pour le cas
de la ligne non-homogene, le modele est beaucoup plus compliqué parce que les taux
de réparation des machines sont différents. Dans cette section, nous aimerions obtenir
un modele de la machine équivalente qui soit suffisamment précis mais reste simple au
niveau de I’application en vue de I’implantation d’un algorithme d’optimisation par la
programmation dynamique. L’évolution de I’état de la vraie machine M;, a;(t), (i = 1,
.-+, n) se fait selon une chaine de Markov a temps continu a deux états avec un taux
de panne p; et un taux de réparation r;. Quant au processus binaire de disponibilité de
Vencours xj;, Ii(t) (i=1,---,n- D1, il évolue selon une chaine de Markov 2 deux états
mais avec des taux différents de ceux de la figure 3.4. Le taux de réparation du stock i,
dans le cas non-homogene, doit prendre en considération le vrai taux de réparation de
la machine M; ainsi que tous les taux de réparation en amont de 1’étape i. Soient 7; le
taux de réparation de la machine (fictive) approximative M; et py, le taux de pénurie du
processus approximatif de I;(z) (le processus de disponibilité de 1’encours x ;). La figure

4.1 représente la chaine de Markov approximative de ce processus. 7; est lié a a; par la

FIGURE 4.1 Le modele Markovien de I’état de disponibilit€ de I’encours x jis J= 1,00,
meti=1,--,n-1

'Notons que la production synchronisée implique que I;(t) = Iy (t) = - -+ = Ly (t) = L;{1)
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relation suivante.
Fi(1—a;)

Psi= =0 4.2)
Pour la premiére machine de la ligne, le modele a considérer est celui de la vraie machine
avec son taux de panne et de réparation p; et r; (respectivement). A partirdei=2an,
le modele a considérer est celui de la machine approximativement isolée qui prend en
compte le comportement de la machine réelle et I’impact de la disponibilité du stock en
amont. Ce modele est obtenu par le produit cartésien de la chaine de Markov associée
a la disponibilité de encours x;; 1, I;_, et celle associée a la machine M;. Le produit

cartésien donne un modele a quatre états dont un seul est fonctionnel et les trois autres

sont des états de pannes (Fig. 4.2). L’état de panne résultant des pannes simultanées de

Psy

@9

FIGURE 4.2 Le produit cartésien des deux modeles de I;_; et M;

I;—1 et oy est négligé parce qu’il arrive tres rarement en général. Il reste donc trois états
dont I’un est fonctionnel et les deux autres sont des états de pannes. Le premier état de
panne (Pannel) représente la machine M; en mode opérationnel (¢ = 1) et le processus
de la disponibilité de I'encours x;;_; en pénurie (/i1 = 0). Ces deux événements étant

supposés indépendants par la technique de décomposition, la probabilité de cet état de
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panne est donnée par I’équation suivante.

P[Pannel] = 7—_—:’—};—(1 —aj_1) (4.3)
i i

A partir de cet état de panne, le systeme retourne i I’état opérationnel avec un taux 7;_;.

Quant au deuxieme état de panne (Panne2), il représente la machine M; en panne (o
= 0) et le processus de la disponibilit€ de I’encours x;;_1 disponible (/i_; = 1). Ces
deux événements étant supposés indépendants par la technique de décomposition, la

probabilité de cet état de panne est donnée par I’équation suivante.

pi
it pi

P[Panne2] = a1 4.4)

A partir de cet état de panne, le systeéme retourne a 1’état opérationnel avec le taux r;.
Etant donné que le systtme est en mode de panne (Pannel ou Panne2), les équations
4.5 et 4.6 donnent respectivement la probabilité que la source de panne soit Pannel

(respectivement Panne?2).

= (1—aj-1)

P|Pannel|Panne| = —— [i*Pi A
[ ' ] ri:—lpi(l - ai‘l) + rifr’l’iai_l
_ il —aiz) 4.5)
ri(1—ai1) + piai—y
Lig;
P[Panne2|Panne] = — ritpi L 5
Titpi (1 - ai_l) + rip i1
_ pidi—1 (4.6)

ri(l —ai—1) + piai—

Si I’on veut agréger les deux états de panne ensemble, pour minimiser I'impact de la
perte d’information, le taux de réparation #; de la machine M; doit étre calculé par I’es-

pérance conditionnelle de ce taux sachant que I’on est en état de panne. Cette espérance
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conditionnelle est donnée par E[taux de réparation|Pannel] P[Pannel|Panne] + E[taux
de réparation|Panne2] P[Panne2|Panne]. Compte tenu de (4.5) et (4.6), nous obtenons

I’équation suivante pouri =2, ---, n.

o rill=aiy) piti
;= Vi1 +
ri(1—ai_1)+ piai_ ri(1—aj-1)+ piai-

ri 4.7)

De plus, nous imposons que la probabilité stationnaire de I’état opérationnel de la ma-
chine équivalente (7;/(¥;+p;)) soit égale a la probabilité des états opérationnels du pro-
cessus de la disponibilité d’encours [;_ et de la machine M; stimultanément, donnant une
probabilité de (71 /(ps,_, +Fi—1))-(ri/(ri + pi)), avec (r;/(ri + p;)) la probabilité exacte

de I’état opérationnel de ]la machine M;. Le résuitat nous donne une expression pour p;.

B = [”“’" _ l]f; 4.8)
ridi—

Par conséquent, le modele de la machine équivalente est une chaine de Markov évoluant

avec un taux de panne p; et de réparation 7; (Fig. 4.3). Selon le principe de moyennage

FIGURE 4.3 Modele équivalent simplifié a deux états de M;

delademande, a; (i=1, ---, n- 1) est calculé par 1a formule tirée de Hu [18], considérant

que la machine approximative séparée M; est soumise a une demande d;/a; de pieces du
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type Jj.
Pi 1-p ]
g 49
6 =1 Fi + pi [1 — pie~Hi1=P)zji “
avec :
Di
Wji = — @10
kji— a
- d;
Filkji — )
b= _Jd]_g___ @.11)
Pig;

La solution de (4.9) pour zj; avec I'usage de (4.10) et (4.11) donne, pour j=1,---, met

1

i=—1Iny, 4.12
Zj Aﬂ ny ( )
avec :
Aji = —mji(1=pji) (4.13)
5,7k — d (7 +
Y= Pilfks — (7 pr)]dj (4.14)

Fi(Fi+ pi) (1 — i) (ki — )

Il est a noter que Wi /y; = Aji/ Ay = d;/d;. Cette remarque est d’une importance cruciale
parce qu’elle garantit que les seuils critiques de (4.12) respectent la condition de la
production synchronisée de pieces (3.7). Selon Hu [18] et en utilisant (4.12) avec (4.13)
et (4.14), on obtient I’expression du cofit de stokage pour M; , pour j=1,---,meti=1,
-e,n- 1.

CjiPi ;1=% ¥

Tji(Fi, pirai) = kji -—(Fi+pi)Iny; 4.15
37 Pir ) (Fi+p)(1—piv) [ 71 —pi Aji(r piiny (*15)

ou ¢j; est le colit de stockage par unité de temps et de produit de la piece j dans le dernier

stock i.

Quant a la derniere machine qui peut admettre un stock négatif pour toutes les pieces (x
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<zjy ¥V j=1,---, m), Bielecki et Kumar {4] ont optimis€ ses cofits totaux de stockage
et de pénurie considérant que la machine est séparée et produit un seul type de piece.
Dans notre cas, la machine équivalente a la derniére est considérée approximativement
séparée avec des taux respectifs de panne et de réparation p, et 7,. Elle est soumise a
une demande d; des pieces de type j (j = 1, ---, m). Contrairement aux n -1 premiers
stocks en aval des n -1 premieres machines de la ligne, il n’existe pas de coefficient de
disponibilité pour les quantités des produits finis (x ;) parce qu’elles ne sont pas bornées
inférieurement. Définissons la variable Z, comme suit : Z, =z;,/d; ¥ j=1,---, m; notons,
vu (3.7), que cette fraction est une constante peu importe la valeur de j. Le cofit total de
stockage et de pénurie de la piece j dans le dernier stock est donné par I’équation (4.16).

Ce coflit est la fonction a optimiser dans [4].

Tin(Fos D) = €L diZn + n_ et +e7)e Omditn ot 4.16
P a) = ot G ) om = | ) nj @19

avec : _
=1 n(kin —dj) = Pnd; (4.17)

oll c;; (respectivement c;7) est le colit de stockage (respectivement de pénurie) par unité
de temps et de produit de 1a piece j dans le dernier stock?. Bielecki et Kumar [4] ont
optimisé ce colit pour une piece unique dans le sens ol ils ont trouvé le seuil critique
optimal minimisant ce coiit. Pour le cas multi-pieces, nous devons optimiser le cofit total
de stockage et de pénurie de toutes les pieces pour le dernier stock. Ce dernier est donné

ar I’égquation suivante.
p

m
Te (Fa, PrsZn) = Y, Tjn(Fus By %) (4.18)
j=1

Dans ce cas, la variable a optimiser est Z,, qui est une mesure de tous les seuils de toutes

1 est 2 noter que la condition d’érgodicité éxige que o0, soit positif pour tout j=1, ---, m; sinon la
demande d; ne sera pas satisfaisable par la machine M,,.
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les pieces dans le stock de produits finis. Si 0T¢(Fy, Pn,Zn)/ 07, > 0 2 7, = 0, la valeur
optimale de Z, sera égale a zéro; sinon, il faudra trouver la valeur positive’ de z, pour

laquelle OTF (Fy, Puy Zn)/9Zn = O et 0T (¥, P, Zn)/ 972 > 0. Soit B définit comme suit.

(fn + p~n)(]—<1n — dl ) ZT:] C;I;ldf
Prnkin ijzl (C;'; +C;n)dj

(4.19)

Par I’analyse ci-haut, la valeur optimale de Z,, qui minimise (4.18) est donnée par I’équa-

tion suivante.
0 sip>1
7= (4.20)

1 i :
oo ln(B) sinon

Par conséquent, le colt optimisant la derniere machine séparément est obtenu en rem-
plagant une des valeurs du Z;, de (4.20) dans (4.18) selon la valeur de . Ce cofit est une
fonction de 7, et p,, qui sont des fonctions de a,_| ((4.7) et (4.8)) et donc il est a prendre

en considération pour la programmation dynamique.

4.4 Vérification de la performance du modéle

Afin d’évaluer le degré d’exactitude du modele présenté dans la section précédente,
nous allons comparer I’estimation des coefficients de disponibilité et des coflits moyens
obtenus analytiquement par les équations du modele avec les coefficients de disponibilité
et les colits moyens obtenus par la simulation de Monte-Carlo pour un choix donné
de seuils critiques. Cette démarche a été employée sur de nombreuses données, nous
allons montrer a titre d’exemple trois différentes lignes de transfert non homogenes,
puis comparer les résultats de I’évaluation analytique avec ceux de la simulation. Pour
les trois lignes, nous avons fixé le nombre de machines a 3 (n = 3), le nombre de pi¢ces a

3 (m = 3). Le vecteur de la demande pour les trois pieces est donnée par d = [1 1.2 0.9],

3Une valeur négative de Z, ne sera jamais optimale. Voir [4] pour plus de détails.
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les cofits unitaires de stockage donnés par cj; =2 pour j=1,2,3 eti=1, 2, les coiits
unitaires de stockage dans le dernier stock donnés par c}} =2pour j=1,2,3etles colits
unitaires de pénurie des trois pieces dans le dernier stock donnés par €3 = 10 pour j =
1, 2, 3. Le reste des données sont différentes d’une ligne a 1’autre. Les tableaux 4.1, 4.2

et 4.3 donnent ces données pour les trois lignes.

TABLEAU 4.1 Données de la premiere ligne

Pi ti
i=1 i=2 i=3|i=1 i=2 i=3
0.1 008 015 05 045 0.6
kj,' k}, Zji
i=1 i=2 i=3 i=1 i=2 i=3]i=1 i=2 i=3
j=1 9 8.7 8.5 3 29 28 5 3 7
j=2 11 10.5 10 3.6 348 3.36 6 36 84
j=317.95536 7.78551 7.53165| 2.7 261 252 45 27 63
TABLEAU 4.2 Données de la deuxiéme ligne
Pi ri
i=1 i=2 i=3\i=1 i=2 i=3
005 0.07 0.075]045 055 05
ki Kji Zji
i=1 i=2 i=3 i=1 i=2 i=3 i=1 i=2 i=3
j=1]17.5 8 8.5 | 2.55582 2.36149 2.21111 2 272727 6
j=2| 87 75 6.5 |3.06698 2.83379 2.65333 | 24 327273 7.2
j=31 75 65 6 | 230024 2.12534 198999 | 1.8 245455 54
TABLEAU 4.3 Données de la troisieéme ligne
Di ri
i=1 i=2 i=3|i=1 i=2 i=3
0.2 0.15 0.1 06 045 04
k ji ki Zji
i=1 i=2 i=3 i=1 i=2 i=3]i=1 i=2 i=3
j=1 9 8.7 8.5 3 2.9 2.8 3 5 7
j=2 11 10.5 10 3.6 348 336 | 3.6 6 8.4
j=31|795536 7.78551 7.53165| 2.7 261 252 | 25 45 6.3

Soit Tj; le colit de stockage et de pénurie (uniquement pour la derniére machine) de la

piece j dans le stock i. Les tableaux 4.4, 4.5 et 4.6 montrent les résultats de la comparai-
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son entre 1’évaluation analytique basée sur les équations du modele et la simulation de

Monte-Carlo pour les trois lignes.

TABLEAU 4.4 Résultats de la comparaison pour la premiere ligne

Evaluation | Simulation Yo
analytique | de M-C | erreur relative
ai 0.97746 0.98334 0.60156
a 0.94462 0.95198 0.77915
Ty, | 8.92264 9.08562 1.82659

11 5.0667 5.26467 3.90728
Tiz | 12.98763 | 12.77558 1.63271
Ty | 10.70717 | 10.90274 1.82653

T, | 6.08005 6.3176 3.90704
T3 | 15.58516 15.3307 1.63271
731 | 8.03038 8.17705 1.82644
T3 | 4.56003 4.7382 3.90721

T33 | 11.68887 | 11.49803 1.63266
Tior | 83.62864 | 84.00018 0.55189

TABLEAU 4.5 Résultats de la comparaison pour la deuxi¢me ligne

Evaluation | Simulation %

analytique | de M-C | erreur relative
aj 0.95757 0.95681 0.07937
ar» | 0.95099 0.95809 0.74659
Ty; | 3.42594 3.66022 6.83842
T1p | 4.62328 4.79405 3.6937
Tiz | 1.15747 11.24531 0.78728
1 | 4.11113 4.39226 6.83827
T | 5.54794 5.75286 3.69362
To3 | 13.38897 | 13.49437 0.78722
T3, | 3.08335 3.2942 6.83834
Tz | 4.16095 4.31465 3.69387
T3z | 10.04172 | 10.12078 0.78732
Tior | 59.54076 61.0687 2.56621

Ces résultats montrent une tres bonne précision des estimés des coefficients de disponi-
bilité et des cofits moyens de stockage et de pénurie. L’erreur maximal des colits moyens

totaux de I’évaluation analytique par rapport aux cofits moyens totaux de la simulation
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TABLEAU 4.6 Résultats de la comparaison pour la troisieéme ligne

Evaluation | Simulation Y%

analytique | de M-C | erreur relative
aj 0.93627 0.94692 1.13749
a, | 092741 0.95931 3.43969
T, | 4.92741] 4.97534 0.97272
T, | 8.29786 8.18703 1.33565
T13 | 1298128 | 13.04667 0.50373
I3 5.9129 5.97041 0.97262
Ty | 9.95743 9.82443 1.33569
Tz | 15.57754 15.656 0.50367
Tz | 4.43467 4.47781 0.97279
T3, | 7.46808 7.36833 1.33568
T33 | 11.68315 11.742 0.50372
Tior | 81.24034 | 81.24801 0.00944

de Monte-Carlo est de I’ordre de 2.5%. Par ailleurs, beaucoup d’autres comparaisons ont
été faites et ont approuvé la précision des estimations du modele. Par contre, uniquement
dans les cas peu fréquents ou les données de la ligne imposent un fonctionnement qui
se rapproche de la limite de I’ergodicité (limite de capacité a répondre a la demande),
les estimations analytiques du modele different plus ou moins de la simulation a cause
de I’instabilité de la simulation due particulierement a la grande variance des niveaux de
stockage de la derniére machine (de moins I’infini jusqu’aux seuils critiques), du bruit
inhérent a la simulation de Monte-Carlo et des approximations du modele (découplage
des machines, moyennage de la demande, aggrégation de 1’état et la distribution expo-
nentielle attribuée aux temps de disponibilité des encours). Vu les différentes sources
d’aléas du systeme, les coiits obtenus de la simulation doivent étre des colits moyens.
Pour ce faire, nous avons défini des cycles pour chaque pi¢ce dans chaque stock. Ces
cycles commencent quand le niveau de I’inventaire est a son seuil critique correspon-
dant, et y demeure jusqu’au moment d’une panne de machine ou d’une pénurie de stock,
a partir duquel le niveau d’inventaire varie pour une certaine période de temps avant de

revenir de nouveau au seuil critique. Le moment de retour au seuil représente la fin du
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cycle actuel et le début d’un nouveau cycle. Le cofit moyen par cycle est donc le rapport
du cofit total du cycle sur le temps du cycle. Ce colit moyen par cycle varie d’un cycle a
I’autre selon les événements critiques le gérant. Donc, pour avoir une meilleure estima-
tion du cofit moyen, la somme de tous les cofits moyens par cycle pour une piece donnée
dans un stock quelconque doit €tre moyennée sur 1’ensemble des cycles. Quant aux cri-
teres d’arrét de la simulation, nous exigeons que I’écart-type de ce colit moyen par cycle
moyenné sur I’ensemble des cycles soit inférieur a 0.01 pour toutes les pieces dans tous
les stocks, qu’il y aie eu au moins 10000 cycles pour chacune des pieces dans chaque
stock, que I’erreur relative du codt entre deux itérations successives soit inférieure 2 10™°

et qu’au moins 200000 itérations aient été complétées.

4.5 Probleme d’optimisation par la programmation dynamique

Dans la section précédente, nous avons développé un modele approximatif simplifié a
deux états pour la machine équivalente M; pour i = 1, ---, n (avec M; = M; et donc
71 = r et p; = py). Lespace d’état a chaque étape est bidimensionnel (7;,p;) et un
sous-ensemble de R2. La variable de décision, pouri=1,---, n- 1, est le coefficient
de disponibilité a; qui est bornée inférieurement aussi bien que supérieurement ; tandis
que pour la dernicre étape du probleme, la variable de décision est Z, qui est bornée
uniquement inférieurement. A ce stade, il est clair que le probleme est divisé en deux
sous-problemes de deux natures différentes, le premier concerne les étapes de 1 an - 1
et le deuxieme concerne la derniére étape n. Nous résolvons donc chaque sous-probleme
de fagon séparée. La solution optimale du deuxiéme sous-probléme a été déja donnée
dans la section précédente par (4.20). Cette solution entre en jeu pour la détermination
de la solution du premier sous-probleme puisque Z;, est fonction de 7, et p, qui sont

elles-méme des fonctions de a,,_.

Le probleme d’optimisation des zones de stockage d’une ligne de transfert multi-
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machines multi-pieces par la programmation dynamique est donc formulé de la facon
suivante.

Soit une ligne de transfert non-homogeéne multi-machines produisant m types de pieces,
soumise a une demande constante de taux d; des pieces de type j (j = 1, ---, m) réali-
sable par chaque machine séparée. Notre objectif est de déterminer une séquence opti-
male des coefficients de disponibilité des encours (a; pouri =1, ---, n - 1), si elle existe,
qui permettrait d’atteindre la borne inférieure du colit total de stockage et de retard de

livraison :

Jr= inf { finz:] T;(7, b ay +Tp(rn,pn,4,,)} (4.21)
ai€Ai(Fir1,Pi1) ==

avec Tj (7, p.a;) donné par (4.15) et T¢ (7, Pr,Zn) donné par (4.18) mais remplagant Z,

par une des valeurs de 7, de (4.20) selon la valeur de . A;(Fi+1, Piy1). pouri=1,---, n-

1, sont les ensembles des coefficients de disponibilité (a;) admissibles. Deux contraintes

principales déterminent A; (711, pi+1). Puisque a; sont des coefficients de disponibilité,

alors 0 < a; < 1. En plus, pour que la demande d; soit réalisable par la machine M;, il

faut que :
Fitl =
T kjit1 > d; 4.22)
(Fiv1+piv1) " /
avec 7iy1 et p;y1 sont données respectivement par (4.7) et (4.8) mais avec ’indice i + 1

a la place de i.

4.6 Solution du probleme de la programmation dynamique

Dans cette section, nous présentons la solution du probleme de la programmation dy-
namique présenté dans la section précédente. En principe, trois algorithmes améliorés

graduellement sont proposés.
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4.6.1 Algorithme de discrétisation exacte de I’espace d’état

Cet algorithme se compose principalement de deux phases : la phase de la génération
de I’espace d’état et la phase de I’optimisation par la programmation dynamique. La
premiere phase consiste d’abord a discrétiser la variable de décision a;, pouri=1,---,n
- 1, avec un certain pas de discrétisation. Chaque a; est discrétisé de sa borne inférieure
définie par la condition d’érgodicité jusqu’a sa borne supérieure qui est a la limite égale
a 1. Cette discrétisation permet la génération de I’espace d’état [7;, p;]T par les équations
(4.7) et (4.8) (pour i = 2, ---, n) avec I’espace d’état a la premiere étape 7| =r| et p| =
p1- Une fois les espaces de décision et d’état générés, vient la phase de 1’optimisation
par la programmation dynamique de droite a gauche (de i = n jusqu’a 1) pour trouver la
trajectoire optimale des coefficients de disponibilité, a; (i= 1, ---, n- 1). Le co(it a utiliser
pour la derniere étape (i = n, qui est la premiére étape de la programmation dynamique)
est celui donné par (4.18) mais avec Z, de (4.20). Aprés avoir trouvé une trajectoire
optimale des coefficients de disponibilité, a}, par la programmation dynamique, il suffit
de remplacer a; par a} dans (4.12), (4.13) et (4.14) pour obtenir les seuils critiques

optimauxzj-ipourjz I,---,meti=1,.---,n-1.

Cet algorithme cofite trés cher en termes de mémoire utilisée et de temps de calcul puis-
qu’il génere un espace d’état discrétisé exact. En fait, I’espace d’état augmente exponen-
tiellement en allant de i = 1 jusqu’a n. Il est aussi a noter que plus le pas de discrétisation
est précis (un pas de discrétisation de plus en plus petit), plus la solution obtenue sera

précise mais la mémoire a utiliser sera plus grande et le programme sera plus lent.

L’idée de base de 1’algorithme de discrétisation exacte de 1’espace d’état se résume donc

comme suit.
1. Génération de I’espace d’état : Pouri=2an:
1.1. Discrétiser a;_; de sa borne inférieure jusqu’a la limite de 1.

1.2. Pour chaque valeur discrétisée de a;_;, générer ’espace d’état [#;, p;]7 a partir
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des équations (4.7) et (4.8).

1.3. Enregistrer les valeurs de a;_1, 7; et p;.

2. Optimisation par la programmation dynamique® :

2.1. Pour tous les états générés a la derniere étape, calculer le colit par (4.18) avec Z,
= 7* et ’enregistrer pour chaque paire [7,, ] .

2.2. Pouri=n-1jusqual:
Pour chaque paire [#;, p;]7 :
2.2.1. Calculer le colit de transition par (4.15).
2.2.2. Ajouter ce colit a chaque colit des états successeurs (i + 1).
2.2.3. Choisir I’état successeur [#;,1, pi1]? qui donne le cofit optimal de I’étape i

an.

2.2.4. Enregistrer ce successeur et le a; correspondant.

2.3. Trouver les coefficients de disponibilité optimaux (a;) qui minimisent le cofit

total de la ligne de transfert.

4.6.2 Algorithme de discrétisation de I’espace d’état avec abscisse réduite

Cet algorithme est basé sur I’observation, de (4.7) et (4.8), que I’état bidimensionnel a
I’étape i depend uniquement de 7;_; et a;—, mais pas directement de p;—;. Un moyen
de générer une approximation de raille fixe, disons N2, de I’espace d’état a chaque étape
de i = 3 a n est de commencer avec r et discrétiser a; en N valeurs équidistantes de sa
borne inférieure jusqu’a sa borne supérieure, pour générer N valeurs possibles de 1’état
bidimensionel [7,, p"z]T a I’étape 2 en utilisant (4.7) et (4.8). Les N valeurs possibles de
7, avec N valeurs discrétisées de a, générent N? états bidimensionnels [73, ﬁ3]T al’étape
3. Ensuite, nous divisons I’abscisse 73 en N intervalles equidistants et retenons unique-

ment N valeurs de 73 parmi les N? valeurs générées pour représenter ces N intervalles

4Nous suggérons Bertsekas [3] pour plus de détails sur la programmation dynamique comme un outil
d’optimisation.
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(une seule valeur retenue de 73 par intervalle). Les N états représentant 73 sont choisis
selon les abscisses les plus proches possibles des milieux des intervalles pour mieux
les représenter. Par exemple, s’il y a 5 valeurs générées de 73 dans I'intervalle i (i = 1,
---, N), nous conserverons uniquement parmi ces 5 valeurs celle qui a ’abscisse (73) la
plus proche possible du milieu de cet intervalle ; et de méme pour chacun des intervalles
restants. Les N états retenus a I’étape 3 avec N valeurs discrétisées de a3, a leur tour,
généreront N2 états bidimensionnels [#4, ps]7 2 1’étape 4. La méme procédure est répé-
tée juqu’a la génération d’un espace d’état de taille N2 pour chaque étape de 3 i n. Avec
I’espace d’état et de décision générés, une solution optimale du probleme pourrait étre
trouvée par la programmation dynamique. La Fig. 4.4 montre I’espace d’état a I’étape 2
généré a partir de ry et trois (N = 3) valeurs discrétisées de a; (a}, a% et a?). D’espace
d’état de I’étape 3 est montré dans la Fig. 4.5. Cet espace, qui est généré a partir des trois
valeurs de 7, et trois valeurs discrétisées de a; (aé, a% et a%), contient neuf valeurs (N? =

9) dont on retient uniquement trois pour générer 1’espace d’état de I’étape 4.

Cet algorithme permet d’obtenir un espace d’état de taille fixe (N2 valeurs) pour les
étapes de 3 a n et donc la précision de la solution obtenue sera la méme pour ces étapes.
Pour la premiere €tape, I’espace d’état contient une seule valeur (r{,p) tandis que celui
de la deuxieme étape contient N valeurs possibles. L’algorithme est plus rapide que le
premier algorithme et utilise moins de mémoire mais des améliorations peuvent toujours
étre apportées tant au niveau de la vitesse de calcul que de la précision de la solution

obtenue.

Les démarches principales de 1’algorithme de la discrétisation de I’espace d’état avec
abscisse réduite peuvent se résumer comme suit.
1. Génération de I’espace d’état :
1.1. Discrétiser a; en N valeurs, de sa borne inférieure jusqu’a la limite de 1, pour
générer I’espace d’état a I’étape 2 contenant N valeurs de {75, ﬁz]T en utilisant (4.7)

et (4.8).
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FIGURE 4.4 Génération de I’espace d’état a I’étape 2 a partir de r; et les valeurs discré-
tisées de a, pour N =3

3a

x% !,x

i

£ .
Les 3 valeurs & retenir pour

~ représenter les 3 intervalles de 75

FIGURE 4.5 Génération de I’espace d’état a I’étape 3 a partir de 7, et les valeurs discré-
tisées de ap, pour N =3

1.2. Générer un espace d’état a Iétape 3 de taille N? a partir des N valeurs de 7, avec
N valeurs discrétisées de a».
1.3. Pouri=3an-1:
1.3.1. Enregistrer I’espace d’état de [#, ;|7 de taille N2.
1.3.2. Diviser I’abscisse (7;) en N intervalles entre sa valeur minimale et maximale.
1.3.3. Pour chacun des intervalles, retenir une seule valeur de (7;) représentant 1I’in-
tervalle.
1.3.4. Générer un espace d’état 2 I’étape i + 1 de taille N? i partir des N valeurs
retenues de 7; avec N valeurs discrétisées de a;.
2. Optimisation par la programmation dynamique :

2.1. Pour tous les €tats générés a la derniere étape, calculer le cofit par (4.18) avec z,
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= 7, et ’enregistrer pour chaque paire [7,, ﬁn]T

22. Pouri=n-1jusqu’al:
Pour chaque paire [7;, p;]" :

2.2.1. Calculer le cofit de transition par (4.15).

2.2.2. Ajouter ce colt a chaque cofit des états successeurs (i + 1).

2.2.3. Choisir I’état successeur [#. 1, pi+1]? qui donne le coiit optimal de I’étape i
an.

2.2.4. Enregistrer ce successeur et le a; correspondant.

2.3. Trouver les coefficients de disponibilité optimaux (a;) qui minimisent le coft

total de la ligne de transfert.

4.6.3 Algorithme de maille adaptative

L’algorithme de maille adaptative se compose principalement de deux phases. Dans la
premiere phase, ’algorithme de la discrétisation de I’espace d’état avec abscisse réduite
est utilisé avec un certain N pas tres grand afin de générer rapidement un espace d’état
discret de taille N2 i chaque étape (de 3 2 n) et une trajectoire initiale sous-optimale
des coefficients de disponibilité. Ensuite vient la deuxiéme phase qui consiste a utili-
ser le méme algorithme mais avec une autre valeur de N et en se concentrant dans le
voisinage de la solution sous-optimale rapidement obtenue par la premiére phase. Ce
voisinage est défini en prenant une certaine largeur en-dessous et au-dessus de chacun
des coefficients sous-optimaux obtenus précédemment pour définir des nouvelles bornes
inférieures et supérieures de chaque coefficient. L’écart entre la borne inférieure et su-
périeure de chaque a; (i = 1, ---, n - 1) est, dans ce cas, plus rétréci et donc I’espace
d’état a chaque étape sera €galement plus rétréci. La deuxieme phase de cet algorithme

est répétée jusqu’a I’obtention d’une solution avec la précision recherchée.

Cet algorithme semble étre tres rapide tout en maintenant une trés bonne précision,
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lorsque comparé a la recherche d’optimalité dans un espace d’état augmentant exponen-
tiellement comme le cas de 1’algorithme de la discrétisation exacte de I’espace d’état.
Ce dernier souffre tant d’une explosion dans les exigences de calcul que d’une non-
uniformité de la précision de I’espace d’état discretisé d’une étape a 1’autre. Par contre,
I’algorithme de maille adaptative combiné avec la réduction d’abscisses a chaque €tape,
maintient la méme précision de discrétisation a toutes les étapes et calcule une solution

optimale qui s’améliore de fagon réguliere d’un cycle a I’autre.

Dans ce qui suit, nous montrons les démarches principales de 1’algorithme de maille

adaptative.

1. Utiliser Valgorithme de discrétisation de I’espace d’état avec abscisse réduite avec
une certaine valeur de N pour générer un espace d’état initial et trouver une solution
sous-optimale rapide.

2. Définir des nouvelles bornes inférieures et supérieures pour les coefficients de dispo-
nibilité de la facon suivante :

Pouri=1,---,n-1:

ai,,,, = max {a; (de I’étape précédente) - distance ; la borne inférieure de a; }

Gj, = min {aj (de I’étape précédente) + distance ; 1}
3. Pour ces nouvelles bornes et pour une certaine valeur de N : Exécuter de nouveau
I’algorithme de discrétisation de I’espace d’état avec abscisse réduite.

4. Définir la précision de la solution optimale obtenue” :

\/ "~ !a* (de I"étape actuelle) — a¥(de I’étape précédente)]?

. . i=1
precision =

n—1

5. Tant que precision > précision recherchée :

311 existe beaucoup d’autres fagons pour calculer cette précision.
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Retourner a I’étape 2.

4.7 Résultats numériques

Dans cette section, nous montrons les résultats numériques du probléme de la program-
mation dynamique pour une ligne de transfert non-homogene multi-machines multi-

pieces obtenus par I’ algorithme de maille adaptative propos€ dans la section 4.6.3.

Beaucoup de données ont été essayées et des solutions optimales correspondantes ont été
obtenues. Nous montrons la ligne suivante a titre d’exemple. Soit une ligne de transfert
non-homogene composée de 6 machines et produisant 4 types de produits finis. Les taux
de réparation des machines sont » = [0.5 0.8 0.7 0.85 0.7 0.6] ; les taux de panne p =
[0.4 0.4 0.45 0.285 0.28 0.5]; les taux des demandes des 4 types de pieces d = [1.5,

1.25, 1.75, 1]; les cofits de stockage cjj =2 pour j=1,---,4eti=1,---, Set cjé
=2 (pour j =1, ---, 4); le colit de pénurie de la derniere machine pour les 4 types de
pieces CJTG =10 (pour j =1, ---, 4) et les taux maximaux de production pouri=1, ---,

6:k;; =155-(001 *(-1), ko =16-(0.01 * (i - 1)), k3; = 16.5 - (0.01 * (i - 1))
et kg = 15 - (0.01 * (i - 1)). La trajectoire des coefficients optimaux de disponibilité est
donnée dans la Fig. 4.6 avec les bornes inférieure et supérieure de chaque coefficient. Le
tableau 4.7 donne les valeurs numériques exactes de ces coefficients optimaux a; (i =0,
.-+, 5) ainsi que les valeurs numériques des bornes inférieure et supérieures de chaque
coefficient. Le tableau 4.8 montre les valeurs minimale, optimale, maximale de 7 et p;
pour toutes les étapes de i = 1, ---, 6. Notons que ’espace d’état est bidimensionnel ;
pour la premicre étape, I’espace d’état est le point unique [r17p]]T ; tandis que pour la
deuxieme étape, I’espace d’état (#-p») est une courbe ; quant aux étapes de i = 3 a n,

I’espace d’état (7;-p;) a une certaine forme géométrique bidimensionnelle.

La solution optimale présentée ici a été obtenue apres 58 cycles atteignant une précision
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de 1078 avec 1’algorithme de maille adaptative avec N = 75 pour tous les cycles. Le coiit
total optimal obtenu est de 122.38681 et Z; est €gal 2 5.79133. Le temps total d’opération
de I’algorithme est de 9.6268 minutes en utilisant un ordinateur de processeur Pentium

4 - 3.00 GHz et de mémoire (RAM) de 512 Mo.
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FIGURE 4.6 Coefficients optimaux de disponibilités pour les stocks i =0, ---, 5
TABLEAU 4.7 Les valeurs minimales, optimales et maximales de a; pouri=0, ---, 5

| [i=0] i=1 | i=2 | i=3 | i=4 [ i=5 |
i | 1 ] 0.52177 [ 0.571837[ 0.46507 | 0.48791 | 0.63934
ai | 1 |0.55556|0.58158 | 0.53141 | 0.67217 | 0.89379
Qipge | 1] 0.99999 | 0.99999 | 0.99999 | 0.99999 | 0.99999

Pour obtenir une précision de la solution optimale de 10~* pour les mémes données

présentées ci-haut avec ’algorithme de discrétisation exacte de ’espace d’état pro-
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posé dans la section 4.6.1, le temps d’opération est énorme, soit des jours. En plus, il
faut que la mémoire de 1’ordinateur soit suffisament grande pour pouvoir enregistrer
tous les points bidimensionnels générés constituant I’espace d’état a chaque étape, sinon
le programme s’arrétera avant méme de terminer I’exécution. Quant a I’algorithme de
discrétisation de I’espace d’état avec abscisse réduite proposé dans la section 4.6.2, il
se situe entre les deux autres algorithmes. Il donne sirement un meilleur résultat que
Ialgorithme de discrétisation exacte de ’espace d’état et plus rapidement mais il est en

méme temps beaucoup plus lent et moins précis que I’algorithme de maille adaptative.

TABLEAU 4.8 Les valeurs minimales, optimales et maximales de 7; et p; pouri=1, ---,
6
| [i=1] i=2 | i=3 | i=4 | i=5 [ i=6 |
Fiie | 0.5 | 0.60589 | 0.64936 | 0.69465 | 0.69613 0.6
7r 0.5 | 0.61538 | 0.65531 | 0.70895 | 0.70492 | 0.61309
Finar | 0.5 0.8 0.75381 0.85 | 0.80861 | 0.68421

Pinn | 04 1030295 | 0.41745 | 0.23291 | 0.27845 0.5

P | 04 | 1.04615 | 1.19581 | 1.07244 | 0.76329 | 0.64447
Bi. | 04 | 149986 | 1.41188 | 1.59051 | 1.51158 | 1.27779

Si I’on considére maintenant les mémes données de la ligne ci-haut mais cette fois-ci
avec ¢ = 2 pour j =1, ---, 4, la trajectoire des coefficients optimaux de disponibilité
dans ce cas sera [1 0.55556 0.57896 0.51522 0.63183 0.8396]. Une comparaison de
cette trajectoire avec la trajectoire des coefficients optimaux de disponibilité du tableau
4.7 indique que les valeurs optimales des coefficients du dernier cas sont inférieures a
celles du premier cas. C’est-a-dire que si la pénurie n’est pas tres pénalisée, la solution
optimale tendra a diminuer les coefficients de disponibilité et donc diminuer les niveaux

de stockage ; ce qui est logiquement treés correct.
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4.8 Conclusion

Dans ce chapitre, les lignes de transfert non-homogenes multi-machines produisant dif-
férents types de piéces avec la politique décentralisée de type Kanban ont été introduites.
Dans la section 4.3, le systéme a été modélisé mathématiquement de fagon approxima-
tive mais efficace en utilisant la méthode de décomposition basée sur I’hypoth¢se de
découplage des machines et le principe de moyennage de la demande. L’espace d’état a
chaque étape est bidimensionnel. Le caractere probabiliste des équations (4.7) et (4.8)
minimise I’impact de la perte d’information di 4 I’approximation. A I’instar du chapitre
3, la politique de production synchronisée des pieces réduit énormément la complexité
du probléme en le ramenant a un seul degré de liberté, celui d’un type arbitraire de
pieces. Cela permet aussi de réduire le nombre de variables & optimiser de n*m variables
a n variables puisque aj; = a; pour tout j=1,---, meti=1,---, n-1 en faveur de
(3.7) et Z, = zjn/d; qui satisfait aussi (3.7). Une de nos contributions dans ce chapitre est
donc la capacité de formuler le probléme multi-piéces essentiellement en un probléme

mono-piece grice a la production synchronisée des pieces.

Dans la section 4.6, nous avons présent€ trois algorithmes de solution pour le probleme
de la programmation dynamique formulé a la section 4.5. Une analyse de chaque algo-
rithme présenté a été faite résumant ses avantages et ses inconvénients. L’ algorithme de
maille adaptative s’ avere le plus intéressant en termes du temps nécessaire de calcul, de
la mémoire utilisée de I’ordinateur et de la précision de la solution optimale obtenue. Un

exemple des résultats numériques obtenus a été présenté en détail dans la section 4.7.

A ce stade, nous pouvons nous permettre de dire que la méthode simplifiée d’analyse des
lignes de transfert multi-machines multi-piéces, basée sur 1’hypothése de découplage
des machines et le principe de moyennage de la demande, associée avec I’algorithme

de maille adaptative constitue un outil tres prometteur d’optimisation pour ce genre de
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probléme grace a la simplicité et la clarté du modele mathématique ainsi que la rapidité

et la précision de la solution optimale obtenue.
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CHAPITRE 5

OPTIMISATION DES LIGNES DE TRANSFERT NON HOMOGENES SOUS
POLITIQUE PRIORITAIRE

5.1 Introduction

Dans le chapitre 3 (respectivement 4), nous avons €tudi€ le probleme d’optimisation
des lignes de transfert partiellement-homogenes (respectivement non-homogenes) multi-
machines produisant différents types de pieces sous des politiques de production syn-
chronisée des picces. Nous avons vu que cette classe de politique de production génere
une synchronisation entre les niveaux de toutes les pieces dans chaque stock ce qui ré-
duit la complexité du probleme en le ramenant a un seul degré de liberté. Cette classe
de politiques bien qu’intéressante par son cOté pratique (caractere cyclique de la produc-
tion) et prometteuse au niveau de la capacité a mener a bien les calculs ne représente
toutefois qu’un cas tres particulier de la production parallele de pieces. Les questions
qui se posent maintenant sont les suivantes : Quelle serait une classe de stratégies de
production plus générale qui inclurait la production synchronisée comme cas particulier
mais pour laquelle 1l serait encore possible de mener a bien des calculs efficaces ? Que
se passe t-1 si I’on emploie une telle classe de politique de production ? Quels seraient

les pertes et les gains par rapport a I’emploi de la politique synchronisée de production ?

Dans ce chapitre, nous allons essayer de trouver des réponses a ces questions pour une
ligne de transfert non-homogene constituée de deux machines (n = 2) et produisant uni-
quement deux types de pieces (m = 2). Le fait de limiter le nombre de machines et de
pieces a deux servira a mieux comprendre et analyser le systéme sous la classe plus gé-

nérale de politique de production. Le systeéme a étudier est montré a la figure 5.1. Les
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deux machines sont nommées M, et M,, chacune suivie d’un stock partagé entre les deux
types de pieces. x; (respectivement x,1) est le niveau des pieces de premier (respecti-
vement deuxieéme) type dans le premier stock tandis que xj, (respectivement x77) est le

niveau des pieces de premier (respectivement deuxieme) type dans le deuxieme stock.

M Ay

An T X12
X21 X322

FIGURE 5.1 La chaine de production a étudier

Dans le reste de ce chapitre, nous introduisons la classe de politiques plus générale a
étudier ; nous développons ensuite un modeéle mathématique approximatif pour I’analyse
de cette classe. Le probleme d’optimisation par la programmation dynamique est par la
suite formulé suivi des résultats numériques obtenus. Finalement, nous concluons ce

chapitre par une évaluation de la classe de production présentée.

5.2 Politiques prioritaires de production

La politique dite prioritaire est une classe de politiques paralleles de production qui
favorise certains types de pieces par rapport a d’autres. En réalité, elle définit un certain
ordre de priorité des différentes pieces. Cet ordre permet a la piece la plus prioritaire
d’atteidre son seuil critique toujours en premier et ensuite la piece suivante dans 1’ordre
et ainsi de suite. Or, quand les niveaux de stocks diminuent, la derniére piéce dans I’ordre

de priorité tombe a zéro! en premier suivi de la piece précédente dans 1’ordre de priorité

"Pour les stocks d’encours ol les niveaux des pieces sont compris entre zéro et les seuils critiques
(niveau de KANBAN) correspondants et non pas le dernier stock qui peut étre négatif pour toutes les
pieces.
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et ainsi de suite. Ceci veut dire que la piece la plus prioritaire est toujours plus disponible
que les autres pieces. Par conséquent, le coefficient de disponibilité de cette piece sera

stirement plus €levé que ceux du reste des pieces.

Nous faisons ici les mémes hypothéses que la section 3.2.1 avec n = m = 2. Dans notre
cas limité€ a deux piéces, posons la premiere piece comme la piece prioritaire. Soient & j;
le taux nominal maximal de production de la piece j par lamachinei (j=1,2eti=1,
2); ¢’est-a-dire que si la machine M; ne produit que la piece j, elle la produit a un taux
variant de 0 a kj;. Soient k,j,. le taux maximal de la production prioritaire de la piece j par
lamachinei (j=1,2eti=1,2). Les k/ﬁ représentent les taux maximaux de production
dans le cas de la production parallele de pieces. Il est a noter que /_clj,- sont évidemment

. ,o. 7/ . , .
inférieurs aux kj;. L espace des k ji sera présenté plus tard dans cette section.

En effet, la politique prioritaire associée a la politique de production du type Kanban doit
fonctionner de la facon suivante. Soit u;(1) le taux instantané de production de la piece
J par la machine M; pour j, i = 1, 2. Quand la machine M; peut produire, elle produit la
piece 1 avec un taux de k/l ; €t la piece 2 avec un taux de k/2i jusqu’a ce que xj; atteigne
son seuil critique zj; ou la machine M; tombe en panne. Notons que x); atteint z;; avant
que xp; n’atteigne zp;. Ensuite, la piece 1 est produite avec un taux u; ;4 () (avec u;3(t)
=d, etup3(t) = d; pour tout7 >0 ol d; et d sont les taux de demandes des deux types de
pieces) pour garder le niveau de stockage de la piece 1 a son seuil critique. Cette chute
de la production de la premiere piece dégage une capacité de production que la picce
2 pourrait utiliser si I’on veut que I’utilisation des machines soit maximale quand c’est
possible. Donc, au moment ou la production de la machine M; de la piece 1 chute de k/“
auy i+1(r), 1a production de la piece 2 saute de k’zl. au taux accru dénoté kg, (a définir plus
tard) jusqu’a ce que xy; atteigne z; ; ensuite la production de la piece 2 sera up ;4 (t).
Soit ¢;(t) le processus binaire continu représentant I’évolution de la machine M;. 04(t)

= 1 s1 M; est en marche et O sinon. La production prioritaire associée a la politique de



production Kanban est donnée mathématiquemant par les équations suivantes.

(Dun (1) = 9

le(l‘):ﬁ

”12(’) = dj

un(t) = ¢

silog(r) = 1,x11(t) < z11]

upp(t) silog(r) =1,x11(t) =211l

sinon

sifog(t) =1,x11(t) < z211,%21 (1) < 221]

sifar(r) =1.x11(t) = 211,221 (t) < 2211

un(r) silag(t) =1,x11(1) = z11,x21(t) = 221]

sinon

si[on(r) = 1,x11(t) > 0,x12(1) < z12]

si[op(t) = 1,x11 (1) > 0,x12(t) = z12]

sinon

si [on(t) = 1,x21(r) > 0,x12(1) < 212,x22(1) < 222]

si[on(r) = 1,x21 (1) > 0,x12(1) = z12,x20(1) < 2221

sinon
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(5.1

(5.2)

(5.3)

5.4)

Dans le lemme suivant, nous donnons une condition nécessaire et suffisante sur les taux

maximaux de la production prioritaire et les seuils critiques pour que la piece 1 soit

toujours prioritaire par rapport a la piece 2, dans le sens ou elle atteint son seuil critique

toyjours en premier et tombe a zéro toujours en dernier.

Lemme 5.1 Sous la politique de production prioritaire associée a des niveaux de Kan-

ban, pour atteindre le comportement prioritaire recherché, il faut satisfaire la condition

suivante :
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! . PR \
Sous I’hypothése que k, est strictement supérieur a k3, :

: >=> 55> — | (5.5)

Démonstration Voir Annexe 1.2 |

Sur ce segment, la piéce 2 est
prioritaire par rapport a la méce 1

< 2
da Production synchronisée
Méme priorité pour piéces 1 et 2
r
hi ]

Sur ce segment, la piéce 1 est
prioritare par rappott a la piéce 2

. | e ! a
T e 1IN ki; d
d | : : '\““ 7t :b o
2= L ) R
. — , It
d kg k1

FIGURE 5.2 Espace des taux de production de la machine M; dans le cas de deux pieces

11 est clair que la production synchronisée (3.7) est un cas particulier de la production
prioritaire (5.5) ou les inégalités sont des égalités. La figure 5.2 montre I’espace des taux
de production de la machine M;. Tout I’espace est représenté par le triangle gris tandis
que I’espace ou I'utilisation de la machine est maximale est représenté par le segment
liant les deux points (ky;,0) et (0,ky;). Ce segment est divisé en trois régions : la région out
la piece 1 est prioritaire représenté par le segment liant les deux points (ky;,0) et (k1ikoi)
(ce dernier point non inclus), la région ou la piece 2 est prioritaire représenté par le

segment liant les deux points (0,ky;) et (k;,ko;) (ce dernier point non inclus) et la région
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ou les deux types de piece ont la méme priorité qui est, quant a elle, représentée par le
point (ky;,k;). En plus de la condition 5.5 et pour que les taux de la production prioritaire
soient des taux maximaux favorisant la piece 1 (les taux de production se situent sur le
segment liant les deux points (k1;,0) et (ky;,k2)), il faut que k,;/ky; + ky; /ko; soit égal a 1.

Cette équation est tout simplement celle du segment en question.

Soit aj; (respectivement ay;) le coefficient de disponibilité de la piece 1 (respectivement
2) dans le premier stock défini tel que (3.5). Le lemme (5.1) a pour conséquence directe

la proposition suivante.

Proposition 5.2 Le coefficient de disponibilité de la piéce 1 dans le premier stock (ay;)
est strictement supérieur au coefficient de disponibilité de la piéce 2 dans le premier

stock (any ).

5.3 Modélisation mathématique approximative

Dans cette section, nous modélisons chaque machine produisant chaque type de piece
en vue d’obtenir une machine équivalente approximative permettant de bien exprimer
I’évolution de cette machine pour cette piéce tout en prenant en considération I’influence

de toutes les parties de la ligne qui interviennent dans cette évolution.
Premiére machine produisant la piece 1

La premiere machine est précédée d’un stock infini (qui n’est jamais en pénurie). Elle
évolue selon une chaine de Markov avec un taux de panne p; et de réparation r;. La fi-
gure 5.3 représente le modele de la premiére machine produisant la piece 1 ol o repré-
sente le processus binaire de 1’état de la machine M; (o) = 1 quand M, est fonctionnelle ;

sinon ¢ = 0).
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FIGURE 5.3 Chaine de Markov de M, a 2 états

Cette machine, en faveur de I’hypothése de découplage des machines et du principe de
moyennage de la demande, est soumise a une demande pour la piece 1 de d; /a;; ot a);

est li€ a zj par la relation suivante tirée de Hu [18].

Y 4 [ 1—pi ]
an =1 ri+p1 Ll —ppe~#nll=puan 0
avec :

1

1y = '—E—T (5.7
kn_ﬁ
r

P11 = 4 (>-8)

Hitg;

Soit ¢11 le cofit de stockage par unité€ de temps et de produit de la piece 1 dans le premier

stock. Le cofit de stockage de la piece 1 par cette machine isolée avec pénurie non
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permise est obtenu de Hu [18] et est donné par I’équation suivante.
C11P11 =1 n
T r,agg) = ——(r1+pi1)n (5.9
1(pi,ri.an) (n+p)0—puyn | M T=pi; ;L“(l p1)Iny
avec
A =—mn(1-pn) (5.10)
pi[riky, —di(r1 +py
N = ik = )] (5.11)

o +p)(—an)(k, - &)

apy

Premiére machine produisant la piece 2

Le taux de production de la piece 2 par la premiere machine dépend de 1’état de la ma-
chine M) et du niveau du stock x1; (voir (5.2)). Le modele de la machine M, produisant
la piece 2 est donné par la Fig. 5.4. Ce modele est constitué de trois états (0), (1) et (2)
dont le seul état de panne est I’état (0). Soient I1p, Il et IT, les probabilités en régime
permanent d’étre respectivement a I’état (0), (1) et (2). Iy est la probabilité de panne de
la machine M; en régime permanent (Ilp = p;/(p; +r1)) et I1; + 11, est la probabilité

opérationnelle de la machine M; en régime permanent (IT;, + 11, = r; /(py +11)).

IT, est la probabilité que x}; =z et o) = 1, elle est donnée selon Hu [18] par I’équation

suivante.
_ rl (1_p1]>e}"”zl]
ri+p1 1—petnan

IL =P, (5.12)

En régime permanent, le taux d’entrée a I’état (2) est égal au taux sortant. Donc, 4§, IT;

= p1I1>, ce qui donne la valeur de 74, qui suit.

P
= —~*—~—,-f71 e (5.13)

ri+p —Fy
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FIGURE 5.4 La machine équivalente My,

Les probabilités stationnaires de cette machine isolée ainsi que son cofit de stockage de
la piece 2 sont calculés par la solution des équations correspondantes de Kolmogorov

( [25] et [13]) donnée dans I’annexe II.1. Ce coiit dépend de py, 11, a;1 et az;.
Deuxiéme machine produisant la piece 1

La production de la piece 1 par la deuxiéme machine dépend de la disponibilité du
stock x;; et de I’état de la deuxieme machine M;. Les chaines de Markov représentant

I’évolution du stock xj; et de la machine M; sont données par la figure 5.5.

En considérant les caractéristiques probabilistes du processus stochastique du niveau de
la piece 1 dans le premier stock (x;1), la proportion du temps ol le niveau du stock x; (#)

est positif est donnée par (1/ps,, )/((1/ps,,)+(1/r1)). Cette proportion est aussi égale a ayj.
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FIGURE 5.5 Chaine de Markov de x1; (a gauche) / Chaine de Markov de M; (a droite)
Ps,, est donc li€ a ap; par I’équation suivante.

ri(l—a
Psyy = l(a” ) (5.14)

La machine équivalente de M, produisant la piece 1 est obtenue par le produit cartésien
des deux chaines de Markov de la figure 5.5. Ce produit donne un état fonctionnel et
trois états de panne. L’état de panne résultant de la panne de M> et la pénurie de x;; peut
étre négligé parce que son occurence est tres rare statistiquement. Les deux autres états
de panne peuvent étre agrégés ensemble donnant le modele final (Fig. 5.6) de M), la
machine équivalente de M, produisant la piece 1 ou &7 = 1 représente 1’état fonctionnel
de My, (op =1 etxy; >0)et o =01'état de panne (0p =0etx;; >0)ou (o =1etxy
=0)!.

Etant donné qu’il n’existe que deux causes pour I’état de panne, le taux de réparation 7y,

"Le cas ot 0 = 0 et x77 = 0 est négligé.
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FIGURE 5.6 La machine équivalente My

est calculé comme étant la probabilité de la premiere cause conditionnelle a une panne
multipliée le taux moyen de réparation associ€ plus la probabilité de la deuxieme cause
conditionnelle a une panne multipliée par le taux moyen de réparation associé ; ce qui
donne 712 comme suit.

r(l—an) p2aii

Fy = _ r (5.15)
rg(l—a]])—i—pzan r2(1—011)+1?2011

La disponibilité du modele équivalent (p1,/(F 2 + p12)) doit étre égale a la disponibilité
du stock xy; (r1/(ps,, + 1)) multipliée par la disponibilité de la machine M, (r2/(r2 +

p2)), ce qui donne le p; suivant.

- rn -+ -
P12=( 2 pz—l)rlz (5.16)

Cette machine qui peut admettre un stock négatif est soumise a une demande des pieces

1 de d;. Elle a été optimisée par Bielecki et Kumar [4]. La valeur optimale du seuil
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critique z;2 est donc donnée par 1’équation suivante.

0 si B2 > 1
z, = (5.17)

avec

Fra(k)y — d1) — prad)

O = ; (5.18)
dl(klz—dl)
L (Fio+ pro) (ky, —d
B12:C12(rlj+p?)(~ 12/ 1) (519)
(cs+ 1) Prakyy

N+ . — ~ . . . s s
ol c7, (respectivement c|,) le colit de stockage (respectivement de pénurie) par unité de

temps et de produit de la piece 1 dans le deuxiéme stock.

Le coft optimal de stockage et de pénurie de la piece 1 pout cette machine est donnée

par I’équation suivante.

. !
cpPi2kiy :
Si ﬁ]z > 1
Fok (o Gio(Fia+p12) (k)y—~d =
T5(p1a.Fia,an) = 12(Fi2+p12) (ky,—d1) (5.20)
chd et
1291 12 1

Frthra + G—lzlnm sinon

Deuxiéme machine produisant la piece 2

Le taux de production de la piece 2 par la deuxieme machine dépend de I’état de la
machine M, et des niveaux des stocks x;; et xjp. La machine équivalente a la machine
M, et le stock x,; est donnée par la figure 5.7 olt 0fp3 = 1 correspond a "o =1 et xp; >
0" et &y = 0 correspond a "ap = 1 et xp1 = 0" ol "oy = 0 et xp; > 0", avec 7y et Py

données par les équations (5.21) et (5.22)%. Ce modele est le résultat du produit cartésien

2Ia méme analyse que le cas deuxieme machine produisant la piéce 1 (équations (5.13) et (5.14)) mais
cette fois-ci avec le stock xp; au lieu de x;;.
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des chaines de Markov du stock x,; et la machine M, apres avoir négligé I’état de panne

simultanée de x71 et M, et agrégé les €tats restants de panne ensemble.

_ r2(1—a) P20y
Foo = r r (5.21)
r2(1 —axn) + praz; ro(1—az1) + pran
_ -+ _
= (2 1) (5:22)
axr

FIGURE 5.7 La machine équivalente M,

Pour prendre en considération I’influence du niveau du stock xj; sur le taux de produc-
tion de la deuxiéme piece, le modele final a considérer est celui de 1a figure 5.8, avec 77

= Fyp et Ppoo = pao.

Soient Iy, II; et I, les probabilités en régime permanent d’étre a I’état (0), (1) et (2).
IT; +II, représente la probabilité que Gy = 1, c’est adire ap = 1 et xp1 > 0, 1 +11p =
aziry/(ry + p2) = faa/(Fao + p). Soit P,,, la probabilité que &yp = 1 (ap = 1 et x3; >
0) et x12 = zj2. Cette probabilité est donnée selon Bielecki et Kumar [4] par la relation

suivante.
Oj2d)

P,=—
r2+pn

<12

(5.23)
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FIGURE 5.8 La machine M>,

L’état (2) représente 0 = 1 (0 = 1 et xp1 > 0), x3; > 0 et xj7 = z12. Donc, la probabilité

stationnaire d’étre a 1’état (2) (Ily) est donnée par :

Iy = Plxz1 > 0,00 = 1,x11 > 0,x12 = 212]
= P[x2; > 0o = 1,x11 > 0,x12 = z12]P[o = 1,x11 > 0,x12 = 242

= Plx2; > Olap = 1,x11 > 0,x12 = 210} P-), (5.24)

Par les hypotheeses de la technique de décomposition, les processus de xp1 et 0 sont
indépendants. Nous supposons aussi que xp; > 0 et xj = zj2 sont indépendants. De

plus, en faveur de la production prioritaire, si xp; est positif, x;; le sera également. Nous
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obtenons donc 1’équation suivante.

Plxp; > 0lop = 1,x1; > 0,x12 = 212} = Plxz1 > Olxy; > 0]
P[le >0.x11 > 0]

Plxy; > 0]
. P[Xz] > 0]
~ Plx; > 0]
=2 (5.25)
ary
Donc, I’équation (5.24) devient :
an
I, = —P,, (5.26)
ap

En régime permanent, le taux d’entrée a I’état (2) est égal au taux sortant. Donc, #5,11;

= pyIl,, ce qui donne la valeur de Rj; qui suit.

15221)"“—‘2
a ant
Tog = —————— 5.27
22 r _Pi_ll ( )
Ft+p2 ary

Les probabilités stationnaires de cette machine isolée ainsi que son cofit de stockage et
de pénurie de la piece 2 sont calculés par la solution des équations correspondantes de
Kolmogorov ( [25] et [13]) donnée dans I’annexe I1.2. Ce colit dépend de pjo, 722, apy €t

any.

5.4 Vérification de la performance du modele

A ce stade et avant d’aller plus loin, nous allons évaluer le degré d’exactitude de notre

modele mathématique approximatif, a I’instar de la section 4.4, par comparaison avec
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la simulation de Monte-Carlo pour un choix donné de seuils critiques. Les tableaux 5.1,

5.2 et 5.3 montrent respectivement les données de trois lignes distinctes, toutes avec les

taux de demandes suivants : d; = 1.25etdp = 1.5.

TABLEAU 5.1 Données de la premiere ligne

pi i
i=1 i=2)i=1 i=2
0.2 025045 0.75
ch | ch | <p kji ki %ji
i=1 i=2i=2| i=1 i=2 |i=1 i=2|i=1 i=2
j=1 2 2 10 | 6.68571 9.25 | 3.65 275 | 2 7.5
j=2 2 2 10 936  4.625|4.25 325|235 89
TABLEAU 5.2 Données de la deuxieme ligne
Pi 7
i=1 i=2\|i=1 i=2
022 025|042 0.6
cj ‘372 ¢h kji k;'f ji
i=11i=21i=2]i=1 i=2 i=1 i=2|i=1 i=2
j=1 1 2 4 945 1041667 | 48 35 | 1.9 477
j=21] 1 2 4 11.34 6.25 558 415|225 57
TABLEAU 5.3 Données de 1a troisieéme ligne
pi ri
i=1 i=2|i=1 i=2
0.2 025|045 0.75
cji cfz ¢h kji k/j,- Zji
i=11i=21i=2] i=1 i=2 |i=1 i=21i=1 i=2
j=1 2 2 2.5 | 6.68571 9.25 | 3.65 275 2 375
j=21] 2 2 3 936  4.625| 425 325235 445

Soit Tj; le colit de stockage et de pénurie (uniquement pour la derniere machine) de

la piece j (j = 1, 2) dans le stock i (i = 1, 2). Les tableaux 5.4, 5.5 et 5.6 montrent

les résultats de la comparaison entre 1’évaluation analytique basée sur les équations du

modele et la simulation de Monte-Carlo pour les trois lignes.
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TABLEAU 5.4 Résultats de la comparaison pour la premiere ligne

Simulation | Evaluation %o
de M-C analytique | erreur relative
aj; | 0.82881 0.82208 0.81201
ay; | 0.82628 0.82086 0.65595
T 2.8848 2.87332 0.39795
T, | 14.28374 | 14.80309 3.63595
Ty | 3.36531 3.40071 1.05191
T | 17.10568 17.0221 0.48861
Tior | 37.63954 | 38.09921 1.22124

TABLEAU 5.5 Résultats de la comparaison pour la deuxieme ligne

Simulation | Evaluation Yo
de M-C | analytique | erreur relative
a;p | 0.80573 0.78621 2.42265
ay | 0.80387 0.78542 2.29515
11 1.35425 1.3206 2.48477
T, | 8.80315 9.41978 7.00465
1y 1.59465 1.57133 1.46239
T, | 10.56708 | 10.92475 3.38476
Tior | 2231913 | 23.23646 4.11006

TABLEAU 5.6 Résultats de la comparaison pour la troisieme ligne

Simulation | Evaluation %o
de M-C analytique | erreur relative
ap; | 0.83349 0.82201 1.37734
ay | 0.83085 0.82086 1.20238
114 2.907 2.87332 1.15858
T, | 6.66139 6.9386 4.16144
T | 3.38986 3.40071 0.32007
Tn | 8.19418 8.69282 6.08529
Tor | 21.15243 | 21.90545 3.55997

Pour des données statistiques raisonnables des lignes de transfert (comme celles des

tableaux 5.1, 5.2 et 5.3), les résultats de la comparaison montrent que I’erreur relative du

co(it total moyen estimé par les équations du modele par rapport a celui de la simulation,

dans le pire des cas, est de ’ordre de 4 %. La technique de moyennage des coiits de la
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simulation de Monte-Carlo sur les cycles ainsi que les criteres d’arrét de la simulation
tels que détaillés a la section 4.4 ont été respectés ici. Ceci nous permet de valider notre
modele mathématique approximatif basé sur la technique de décomposition/agrégation

sous les politiques prioritaires de la section 5.2.

5.5 Optimisation par la programmation dynamique

Dans la section précédente, nous avons obtenu quatres modeles mathématiques repré-
sentant les deux machines produisant chacune les deux types de pieces. Les variables a
optimiser pour la premiere machine produisant la piece 1 et 2 sont respectivement a;
et as) ; quant a la deuxieéme machine, les variables a optimiser sont les seuils critiques
717 et zp7. La valeur optimale de zj, est donnée par (5.17) qui est une fonction de a;, et
donc le colit de 1a deuxieme machine produisant la piece 1 doit étre pris en considération
pour optimiser les coefficients de disponibilité par la programmation dynamique ; nous
ne pouvons pas obtenir une expression analytique de la valeur optimale de z2, mais elle
peut étre calculée numériquement. Cette valeur dépendra de a;; et ap;, et donc le cofit
de la deuxieme machine produisant la piece 2 doit étre également pris en considération
dans le cofit a optimiser par la programmation dynamique. A ce stade, I’objectif du pro-
bleme d’optimisation par la programmation dynamique est de trouver les valeurs des
coefficients de disponibilité aj; et ax; qui permettraient d’atteindre la borne inférieure

du coft total de stockage et de retards de livraison suivante.

aj1 €A .az1 €A
11€A11.a2] 21”1]>02]

Jt= inf {Tn(l?l,rl,an)+T21(p1,r1,011,021)+

T5(P12, F12,a11) + Toy (P2, Fan,an) ,6121)} (5.28)

avec T11(p1,r1,a11) donné par (5.9), o1 (p1, r1,a11,a21) par AL17), T} (P12, Fi2, a1y ) par

(5.20) et T5 (P22, P22, a11,a21) calculé numériquement. L’ensemble admissible du coeffi-
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cient ajq, Ay, est borné inférieurement par la valeur de (d;/ kln)((rz + p2)/r2) qui vient
de la condition d’ergodicité (la faisabilité de la demande) et supérieurement par la valeur
de 1, avec les deux bornes non incluses. Quant a I’ensemble admissible du coefficient
an1, App, il est en fait une fonction de ay;. L’inéquation (5.5) exige que le rapport k’1 1/k/2 |
soit supérieur au rapport zy1/221, €t ce dernier supérieur a kllz/klzz. 711 peut €tre exprimé
en fonction de a;; par I'intermédiaire de (5.6), et zp| en fonction de a;; par I’algorithme
itératif de I’ Annexe I1.3. En vertu de (5.5) et pour un a;; quelconque, z; est borné in-
férieurement par z2;,. (a11) = z“k/2]/kl11 et supérieurement par 221, (a11) = z 1k;2/k/]2.
Par conséquent, les bornes inférieure et supérieure de 1’ensemble admissible du coeffi-
cient ay, A1 (ayr ), sont données respectivement par az; (zz1,,, (a11)) et asy (za1,,, (a11)) ;
ot a21(z21,,, (a11)) et az; (221, (a11)) sont calculés par I”algorithme itératif de I’ Annexe

IL.3.

5.6 Résultats numériques

Dans cette section, nous présentons un exemple de données statistiques pour une ligne de
transfert non-homogeéne de deux machines produisant deux types de pieces. Cet exemple
sera optimisé par la programmation dynamique deux fois. La premie¢re optimisation sera
faite par 'algorithme de maille adaptive présenté a la section 4.6.3 sous la politique
synchronisée de pieces et la deuxi€me par la programmation dynamique classique mais
sous la politique prioritaire. Dans le premier cas, les taux maximaux de la production
synchronisée, k ji» respectant (3.7) sont définis automatiquement par (3.8a) et (3.8b) avec
Jj=1 2eti=1, 2 Quant au deuxieme cas a partir de techniques d’approximation

numérique totalement différentes, nous allons choisir les taux maximaux de la production
!

e N . ’ ro . L. <,/ ’
prioritaire, k i de sorte a respecter (5.5) mais avec ky,/k,; a peine supérieur a k,/k,,, et
ce dernier a peine supérieur a d; /d, afin de pouvoir comparer les résultats obtenus avec

ceux du premier cas. Les données de 1a ligne sont les suivantes. ¢j; = ¢1 = c1+2 = cérz: 2,
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C1—2 = C;2= 10, d] = ]25, d2 = ].5, P = 02, P2 = 03, ry = 05, = 07, k]] = 820857,
ko1 =11.492, kyp = 10.94 et ky; = 5.757809.

Par (3.8a) et (3.8b), nous calculons kyj = 4.42, ko) = 5.304, ki = 3.33537 et ky =
4.00244. Notons que ki/kay = kiatkyy = dy/d> = 0.83333. En ce qui concerne les taux
maximaux de la production prioritaire, nous choisissons k’ll =443, k;l = 5.29, k’12 =
3.34 et ky, = 4. Notons que k,/ky; = 0.83743, k\,/ky, = 0.835 et d/d> = 0.83333; ce

qui respecte la condition de la production prioritaire (5.5).

TABLEAU 5.7 Solution optimale par V' algorithme de maille adaptive sous la politique

synchronisée
aj; | 0.85368
ay, | 0.85368
71 | 2.07264
5y | 2.48717
4, | 440562
25, | 5.28674
1,7, | 31.42143

TABLEAU 5.8 Solution optimale par la programmation dynamique sous la politique prio-
ritaire

al, | 0.7936401
a3, | 0.7936399
Z, | 1.0595
%, | 1.26518
2, | 5.56402
%, | 5.67409
T | 31.53645

Le tableau 5.7 (respectivement 5.8) montre les parametres optimaux obtenus par la pro-
grammation dynamique sous la politique synchronisée (respectivement prioritaire). 7,

est le colit minimal de stockage et de pénurie pour toute la ligne.

Il est clair des résultats du cas de la production synchronisée (tableau 5.7) que a, = a3, et

que z},/25, = 23,/75, = dy/dp = 0.83333; tandis que les résultats du cas de la production
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prioritaire (tableau 5.8) montrent que aj, > a3; et que k/”/klzl > z1/25 > k/lzlklzz. De
plus, nous pouvons remarquer que le cofit total optimal de la production synchronisée

est 1égerement inférieur a celui de la production prioritaire.

Ace stade, si nous considérons les mémes données de la ligne ci-haut, mais choisissons
d’autres taux maximaux de production prioritaire qui respectent évidemment (5.5) avec
dans ce cas des rapports plus étendus (k'1 1/k/21 >> k/1 Z/klzz), il serait intéressant de com-
parer le résultat obtenu pour ce cas avec ceux d’avant. Fixons klll =4.74795952782462,
klzl = 4.84485666104553, k']2 = 3.51642857142857 et k'22 = 3.90714285714286. Pour
ces valeurs, kl] ]/k;] =0.98 et k’lzlk’22 = 0.9 le tableau 5.9 montre dans ce cas les para-
metres optimaux de la programmation dynamique sous la politique prioritaire. Le cofit
total optimal du tableau 5.9 est inférieur a ceux des tableaux 5.7 et 5.8. Par contre, si les
rapports des taux maximaux de production prioritaire sont tres étalés (k'] ]/k; | >>>>
k’1 2/k’22), le cofit total optimal commencera 2 augmenter de nouveau. En fait, ce dernier
cas est un cas extréme qui pourrait engendrer des longues périodes de pénurie du stock
X1 puisque la piece 2 est fortement défavorisée ; ce qui forcerait une solution optimale
a augmenter les seuils critiques correspondant & la deuxieme piece engendrant ainsi des

colits supplémentaires de stockage.

TABLEAU 5.9 Solution optimale par la programmation dynamique sous la politique prio-
ritaire pour un autre choix des k',-,.

al, | 0.84862
a5, | 0.83213
Z | 1.96431
2z | 2.0044

2, | 4.15958
2, | 4.8964

T, | 29.89335

Pour conclure cette étude comparative, nous pourrons dire que la stratégie prioritaire
peut &tre plus avantageuse que la stratégie synchronisée au niveau de 1I’optimisation

quand le rapport des taux maximaux de la production prioritaire pour la machine i
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(k'] i/klzl., i = 1, 2) se situe a mi-chemin sur le segment liant les deux points (k;;,0) et
(kyiko) de la figure 5.2. Par contre, les cas extrémes ou I’on se rapproche d’une des
deux extrémités (les points (ky;,0) et (ky;,k2;)), 1a production synchronisée sera plus avan-
tageuse au niveau de I’optimisation. De nombreuses comparaisons confirment également

cette conclusion.

5.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons introduit 1a classe de stratégies prioritaires combinée avec
la politique décentralisée de type Kanban. Nous avons modélis€ mathématiquement de
fagon approximative le systéme avec deux machines produisant deux types de pieces a la
section 5.3. Cette modélisation se caractérise par I’éclairage physique qu’elle apporte, et
les simplifications mathématiques qu’elle permet dans I’analyse. Le modele mathéma-
tique présenté s’est avéré tres précis d’apres les comparaisons faites a la section 5.4 de la

performance du systeme modélisé€ avec la performance de la simulation de Monte-Carlo.

Encore une fois, la technique de décomposition/agrégation vient jouer un rdle crucial
dans I’analyse de performance du systeme manufacturier étudié sous les politiques dé-
centralisées a seuils critiques avec des stratégies prioritaires. Cette technique permet
I’obtention d’un modele mathématique lucide et un algorithme d’optimisation par la pro-
grammation dynamique susceptible d’étre implanté pour optimiser le syst¢eme. La mo-
délisation et I’analyse de performance de la stratégie prioritaire quoique plus complexe
que celles de la stratégie synchronisée de pieces, mais semble-t-il plus économique dans
les cas ou les taux de production prioritaire favorisent raisonnablement la pi¢ce prio-
ritaire ; en d’autres termes, dans les cas ou les taux de production prioritaire sont loin
d’une part de I’extrémité de la production synchronisée et d’autre part de I’extrémité ou
I’on ne produit que la piéce prioritaire. Sinon, autour des deux extrémités la production

synchronisée reste plus économique.
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CHAPITRE 6

CONCLUSION GENERALE

6.1 Discussion et Analyse

La gestion de la fabrication dans les lignes de production multi-machines multi-pieces
est un probleme réel d’une grande importance ; et il a été pourtant peu étudié analyti-
quement dans sa dimension la plus générale. Les rares études existantes souffrent de
multiples lacunes telles que la fragilité de la représentation de la performance du sys-
teme, I’impuissance de la généralisation a une longue ligne ou I’incapacité d’implémen-
tation d’une optimisation a cause de la complexité de calcul. L’ importance du sujet et
le manque aigu d’études rigoureuses pour ces ateliers nous ont encouragés a consacrer

cette recherche & combler les besoins.

N

Dans cette étude, nous avons réussi a étudier la performance des lignes de transfert
multi-machines multi-pieces de fagon analytique approximative mais tres précise, sous
la classe de politiques décentralisées a seuils critiques agissant comme des niveaux de
Kanbans. Ceci nous a aidé a développer des algorithmes rapides et performants pour
I’optimisation des seuils critiques en question ; ce qui nous a permis par la suite d’appor-
ter des solutions numériques au probléme. La difficulté au niveau de 1’analyse des ma-
chines (difficulté horizontale) a été résolue par la technique de décomposition/agrégation
basée sur I’hypothese de découplage des machines et le principe de moyennage de la de-
mande ; tandis que la difficulté au niveau de 1’analyse multi-pieces (difficulté verticale)
a été surmontée en définissant des classes de stratégies particulieres. Les résultats déja
existants pour le cas mono-piece ont été généralisés pour le cas multi-pieces sous deux

classes de stratégies de production multi-pieces : la production synchronisée de pieces
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et 1a production prioritaire. Ces deux stratégies ont ét€ étudiées de facon mathématique

rigoureuse.

Dans ce qui suit, nous détaillons les contributions originales de ce travail de recherche
et concluons quant aux perspectives de recherche futures dans la continuité des travaux

présentés ici.

6.2 Contributions scientifiques du mémoire

Les contributions scientifiques de ce travail de recherche peuvent se résumer comme

suit.

¢ L’introduction de nouvelles stratégies de production multi-pieces a I'intérieur de la
classe de politiques décentralisées a seuils critique. Ces stratégies sont la production
synchronisée de pieces (section 3.4) et la production prioritaire (section 5.2).

{» La modélisation approximative des lignes multi-machines multi-pieces, pour les cas
partiellement-homogene ainsi que le cas non homogene, par un ensemble fini (égal
au nombre de pieces) de lignes multi-machines mono-pieces sous la stratégie de pro-
duction synchronisée de pieces. Cette stratégie réduit au minimum la complexité du
probleme en le ramenant a un seul degré de liberté équivalent aux parametres de la
ligne pour un type particulier de pieces. L’ étude analytique de la performance du sys-
teme dans ce cas pour un choix arbitraire d’une ligne mono-piece a été effectuée a
partir de la technique de décomposition/agrégation griace a laquelle I’atelier de n ma-
chines est traité comme » sous-ateliers mono-machines faciles a gérer pour lesquels
les résultats déja existants des machines isolées peuvent étre appliqués.

<> L’obtention des coefficients optimaux de disponibilité dans le cas parfaitement homo-
geéne, sous la stratégie de production synchronisée de pieces, ces derniers favorisant

une production tres proche du "Juste a temps". Ce mode de production qui est optimal
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en ce qu’il minimise le temps de séjour des encours dans I’atelier, et donc minimise
les coflits totaux de stockage sous une contrainte de probabilité de disponibilité des
inventaires.

¢ Le développement d’algorithmes de résolution du probléme de la programmation
dynamique sous la stratégie de production synchronisée de pieces opérant avec des
politiques 2 seuils critiques (section 4.6). Ces algorithmes, qui permettent d’apporter
des solutions numériques au probleéme, sont extrémement puissants tant au niveau de
la rapidité de calcul que de la précision de la solution obtenue. De plus ils tiennent
compte, pour I’optimisation, des deux cofits : le colit de stockages et le cofit de retards
de livraison pour toute la ligne.

¢ L’exploration et I’analyse de Ia stratégie de production prioritaire opérant avec des
politiques a seuils critiques. Cette stratégie s’avere intéressante et peut étre appliquée
dans bien des cas industriels ou 1’on se permet de favoriser la production de certaines
pieces sur d’autres. Il faut reconnaitre cependant qu’elle est plus difficile a implanter
en pratique qu’une politique synchronisée (qui a tendance a étre plus cyclique).

{ L’obtention de modeles mathématiques reflétant avec une trés bonne precision le vrai
comportement du systeme et estimant efficacement les parametres d’états, de controle
ainsi que les cofits de stockages et de retards de livraisons associés pour les deux
stratégies de production multi-pieces (synchronisée et prioritaire).

¢ L’étude comparative entre la solution optimale obtenue par le modele sous la stratégie
de production synchronisée de pieces et celle obtenue par le modele sous la stratégie
de prioritaire pour les lignes non homogenes de deux machines produisant deux types
de pieces. Cette étude montre que I’analyse de performance du systéme sous les stra-
tégies prioritaires bien que plus complexe que celle sous les stratégies synchronisées,
demeure plus générale sur le plan de choix des taux maximaux de production et me-

nant ainsi a des niveaux d’optimisation plus poussés dans la majorité des cas.
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6.3 Perspectives

Les résultats de recherche de ce travail peuvent admettre des extensions et ouvrir des
nouvelles portes de recherche. Parmi les perspectives possibles, nous citons de facon

non exclusive les points suivants.

¢ Etude de la performance des lignes multi-machines multi-pieces sous des stratégies
synchronisées de pieces combinées avec des politiques de production du type Conwip
(Constant work-in-process) ou hybrides du type Kanban/Conwip.

¢ Développer des algorithmes d’optimisation pour stratégies prioritaires dans les lignes
de transfert multi-machines multi-pieces incluant les paramétres de taux de production
aux cOtés des seuils critiques comme parametres a optimiser.

¢ Généralisation des lignes de transfert sous des stratégies prioritaires au cas multi-
machines multi-pieces, avec dans ce cas n et m > 2, et développement d’un algorithme
puissant de solution du probléme d’optimisation associé tel que I’algorithme de maille
adaptive présenté a la section 4.6.3.

¢ Explorer le cas des lignes multi-machines multi-piéces sous les stratégies prioritaires
avec des stratégies synchronisées de pieces combinées avec des politiques de produc-
tion du type Conwip ou hybrides du type Kanban/Conwip.

¢ Etendre I’étude comparative des deux stratégies (synchronisée et prioritaire) pour un

certain nombre de machines (n) et de pieces (m) avec n et m > 2.
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ANNEXE 1

DEMONSTRATIONS

I.1 Démonstration du lemme 3.1

Commencant par la derniére machine M, :

Cette machine a une nature tres particuliere parce qu’elle peut admettre un niveau positif
ou négatif de stock pour toutes les pieces. On suppose que le stock en aval de M,, des
pieces jetl (j,l=1,---,met]# j)au temps t satisfait O < x;,(tg) < 2jn, 0 < x5 (t0)
< 1 et xju(to)/x1n(to) = djld;. Cette condition initiale ne représente aucune perte de
généralité parce que méme si initialement cette relation n’est pas respectée, elle le sera
apres une période extrémement courte (presque négligeable). Des lors, 1’analyse sera
valide et demeurera valide pour toujours. La figure 1.1 nous montre un certain scénario
du comportement des pieces j et I. Si les deux stocks sont en train d’augmenter pendant
la période comprise entre les instants 7y et #; (c’est a dire que le stock n - 1 n’est pas
en pénurie, que M, est en marche et qu’elle produit les deux pieces j et [ a leurs taux
maximaux de production respectivement k jn €t ki), les niveaux des stocks pendant cette
période seront les suivants.

Pour tout g <t <1ty :

Xjn(t) = xju(to) + (kjn —d;)(t — o) 1.1)

X1 (1) = X1 (t0) + (kun — d)) (1 —10) 1.2)
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Par (I.1), (1.2), 1a politique de production synchronisée de pieces (3.7) et les conditions

initiales ci-haut, on peut calculer le rapport entre x j, et x;, pendant la période en question.

Xjn(1) _ Xju(to) + (%jn —dj)(t—tp)

() xp(to) + (ki —d)) (1 —10)

Z—fxl;1 (to) + Z—f(izn —d;)(t—1o)
Xin(t0) + (kin — di) (t — 10)

:9’1 Vig<t<t (L3)
d

Si les deux stocks x j, et x;, sont en train de diminuer pendant 1a période comprise entre
les instants 1y et 1, (c’est a dire que M,, est en panne ou qu’elle est en marche mais ne
peut pas produire parce que le niveau du stock en amont est nul), alors les niveaux des
stocks pendant cette période seront les suivants.

Pourtoutt; <t <t

Xjn(l):xj‘n(fl)—dj(l‘—fl) 14)
Xia(t) = xin(t1) — it —11) (L5)

Par (I1.3), 1.4) et (1.5) :

x_,',,(f) _ xjn(tl) —-dj(f—t])
xi(t)  xp(h) —di(t—11)

d; d;
- d_'l/xln(rl) 7‘]]61’1(1‘—1‘1)
Xin(t1) —di{t —11)
d.
=2 vy <t<n (1.6)
d

Que les stocks x;, et x;,, pour j,I =1, ..., metl# j, soient en train d’augmenter ou
de diminuer (peu importe le scénario du comportement des pieces, x j, €t x;, augmentent
ou diminuent simultanément), les relations (I1.3) et (1.6) nous permettent de conclure que

le rapport entre les niveaux de ces stocks est le méme que celui des demandes (d;/d)).
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FIGURE 1.1 Un certain scénario du comportement des pieces j et [ dans le stock n

En plus, si 11 est suffisament long pour que xj, atteigne son seuil critique zj, (Xj,(f1) =
Zjn), alors en vertu de (1.3) et la production synchronisée de pieces (3.7), x;, atteindra

son seuil critique z;, exactement au méme instant. Par conséquent, ¥ 1 > fo : X j,, (1)/x1, (1)

= Zjn/zln = I;jn/lzln = dj/dl

Pour Uavant derniére machine M,,_ :

Cette machine admet, pour chaque picce, un niveau de stock compris entre zéro et le
seuil critique de la piece. On suppose que le stock n - 1 des pieces j et [ (j,I = 1,
-, metl # j)au temps Ty satisfait 0 < xj,-1(%0) < Zjn-1, 0 <x74-1(%0) < zZ14—1 €t
Xjn—1(%0)/x1,,-1(T0) = d;/d;. De plus, si pendant la période comprise entre les instants
To €t T1, M1 est en marche et elle produit les deux piéces j et/ a leurs taux maximaux de

production respectivement k jn—-1 €t l_q,”-] , les niveaux des stocks pendant cette période

seront les suivants,
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Pourtout 79 <t < 17 :

Xjn—1 (I) = xj,n*I(TO) + (kj,n——l —Ujy (f))(r - TO) (17)

Xin=1(t) = X1 (70) + (kpp—1 — g (1)) (1 — T0) (1.8)

Puisque les stocks x j, et x;, atteignent leurs seuils critiques respectifs au méme instant,
alors si le niveau de I'un de ces stocks est inférieur ou exactement égal a son seuil
critique, il en sera de méme pour 'autre. Il n’existe donc que trois possibilités pour
ujn(t) et uy(t) :
- Mjn(l‘) = ]_(j,, et ul,,(t) = /-(1,,.
- uj,,(r) = dj et Ltln(f) =d,.
— Lljn(f) = Lt]n(I) =0.
Pour les trois cas possibles, en utilisant la politique de production synchronisée de pieces
(3.7) et les conditions initiales ci-haut, il est tres facile de montrer que pour tout 7y <t <
T

Xjn=1(t) _ d;

= 1.9
Xin-1(t)  dy 1

Si la machine M,,_; est en panne pendant la période comprise entre les instants 7; et T,
ou si elle ne peut pas produire, les deux stocks x; , | et x; ,1 seront en train de diminuer

et les niveaux des stocks pendant cette période seront les suivants. Pour tout 7) <t < 1 :

xj',n_1(l‘):ij_](’f])—ujn(l)(f—’L'l) (I]O)

xl,n—](r) :xl,n—l(fl)“”ln(t)(t_fl) d111)

Encore une fois, il n’existe pour u,(t) et u;, (1) que les mémes trois possibilités men-
tiennées ci-haut. Pour chacune de ces possibilités, en utilisant (1.9) et la politique de
production synchronisée de pieces (3.7), il est clair que 1’équation suivante est vraie.
Pourtout 71 <t <1 :

Xjn-1(r) _ dj

= 1.12
Xin—1 (T) dl ( )
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[o T T2
FIGURE 1.2 Un certain scénario du comportement des pieces j et [ dans le stock 7 -1

Le rapport entre les niveaux des stocks x;,_y et x;,_1, pour j,l =1, ---, metl# j,
est le méme que celui des demandes (d;/d;). De plus, si 7; est suffisament long pour
que x; ,—1 atteigne son seuil critique z;,,—1 a I’instant 7y (xj,—1(71) = 2 p—1), alors (1.9)
et la production synchronisée de pieces (3.7), nous permettent facilement de démontrer
que x; ,—1 atteindra son seuil critique z; ,—; exactement au méme instant. Or, si T est
suffisament long pour que x;,_; tombe a z€ro a I’instant T, alors grice a (1.12) et la
production synchronisée de pieces (3.7), on peut démontrer que x; ,_| tombera a zéro
exactement au méme instant. Par conséquent, V j,I=1,---,metl # jetVit > 1y tel que
Xjn—1(t) > 0 (ceci veut aussi dire que x; ,—1(t) > 0) : xj 01 (t)/x11—1(t) = Zjn-1/2 p—1 =

]_(j,n—l/]_(l,n—l =djld,.

Pour les machines M,,_, jusqu’a M, :
La méme analyse que le cas de la machine M,,_; est applicable pour les machines en

amont (de M,,_» 2 M) donnant la méme conclusion.
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1.2 Démonstration du lemme 5.1

(<)
Nous partons des hypotheses suivantes :
- Pour j=1,2,k;; > kj, >dj.

- L’hypothese suivante représente le point de départ de la production prioritaire :

k

LIS il (L.13)
ky 2

k/

12 5 di (1.14)
ky, da

- La premiére piece est toujours prioritaire par rapport a la deuxieme dans le sens ex-
pliqué dans la section 5.2

- Pour garantir que le niveau du stock de la piece 2 en aval de la premiere machine (x31)
soit en train d’augmenter quand cette piece est produite a son taux maximal par la
premiére machine, k’2 1» peu importe le taux de production de cette méme piece par la

deuxieme machine, 1] faut imposer I’hypothese suivante.

kyy > K5, (L.15)

Nous allons étudier deux cas principaux. Le premier ol les stocks sont en train d’aug-
menter et le deuxiéme pour les stocks diminuant.

Premiére machine :

Cas I : Supposons que x;(0) = x21(0) = 0!, 1a premiére machine est en marche et que
les stocks x); et xp; augmentent de # = O jusqu’a un certain #; (aucun des deux stocks

n’a encore atteint son seuil). Les niveaux des stocks x;; et xp; entre t = 0 et #; évoluent

'On peut aussi choisir des conditions initiales telles que x11(0)/z11 = x21(0)/z21. Ces conditions ne
représentent pas une perte de généralité parce que méme si initialement cette relation n’est pas respectée,
elle le sera apreés une période extrémement courte (presque négligeable). Dés lors, 1'analyse sera valide et
demeurera valide pour toujours.
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selon : xq; (I) =0+ (M”(I) — Lt;g(f)) retxy (I‘) =0+ (M21 (I) - Mzz(t)) t.
On aimerait que x;;(f1)/z;; soit supérieur a xp;(11)/z21 pour que la premitre piece soit
toujours prioritaire par rapport i la deuxieme?. Pour ce faire, il faut satisfaire I’inégalité

suivante.

211 X]](T) ___Lt“(l‘)—u]z(l)
< —

221 x(t)  u () —uxn(r)

(1.16)

11 est clair que u;; () = k11 etuy (1) = k;l puisque la premiere machine est fonctionnelle

et xj; et xp; sont inférieurs a leurs seuils respectifs.

Pour les taux de production de la deuxieme machine, il existe 4 cas a prendre en consi-

dération :

a. upp(t) =k, etux(t) = ky
b. upp(r) =d etuxn(r) =k5,
C. upp(t)=dy etuxn(t)=d
d. ujp(t)=0etuxn(r)=0

Si ’on substitue de ces valeurs dans (1.16), on obtient :

(K =K, K. —d K. —d K
<min{ T e R Lo ”} (L17)
k21_k22 k21_k22 k d2 1‘01

&N

11
21

|

2

Puisque k}; > dy et kg, > kyy, done (ky; —Ky)/ (kg —kyp) < (kyy —di)/(Kyy —K5y) s et
étant donné (1.13), il est facile de montrer que (k| /ky;) < (k;, —d)/(ky, — dy). Par

conséquent, (I1.17) devient :

! !

Ky, —ky, k
Zl<min{—,]—l——)z;'}—l} (L18)
221 kyy —kyy Ky

2Si les taux d’augmentation ou de diminution des stocks dans toutes les périodes ol 0 < xy; (t) <z et
0 < x21(2) < 721 sont de sorte A ce que x11(7)/z11 > x21(t)/z2;, la premiére pice sera toujours prioritaire
dans le sens ot elle sera toujours plus proche de son seuil que la deuxiéme. Par conséquent, la premicre
piece atteindra son seuil en premier et tombera 2 z€ro (pour la premiere machine) en dernier.
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Cas II : Supposons que, a partir d’un certain temps 7, jusqu’a un certain 73, la premiére
machine est en panne et la deuxieéme est fonctionnelle, x1(r2) = z;1 et xp; (1) = 721°. Les

niveaux des stocks xj; et xp; entre t, et t3 diminuent selon les équations suivantes :

x“(t):z”—}—(u“(r)-u]z(t))t (1.19)

x21(t) = zo1 + (ugy (1) —uan () )t 1.20)

Il est clair que u)(t) = uz) (¢) = 0 car la premiere machine est en panne. Pour les taux de
production de la deuxieme machine, il existe 3 cas a prendre en considération :

a. xlz(l‘) = kll2 et XQQ(I) = k122

b. x12(7) =dy et xpp(t) = k5,

C. X12(Z) =d; etng(t) =d,

Pour que x11(f)/z11 soit supérieur a xo1(¢)/z21, (1.19) et (1.20) exigent que 1 - uj2(r)/z1
soit supérieur a 1 - up(t)/z21 et donc zy1/z21 > u1a(t)/u2(t). Si 'on substitue des

valeurs de uj(t) et uy(r) dans cette relation, on obtient I’inéquation suivante.

z k. d d
i>max{ }2;—1-—‘} (L21)

<21 ky, K3y da

Puisque k9, > d; et étant donné (I.14), il est facile de montrer que kllz/k/22 >dy/dy >

dy /K5,. Par conséquent, (1.21) devient :

!
21 _ kpy
a1

-1z 1.22)
221 k22 (

30n peut aussi choisir des conditions initiales plus générales telles que x11(f2)/z11 = x21(f2) /z21 dans
lesquelles se trouvent le cas particulier x11(f2) = z)1 et xz;(f2) = z;. Ces conditions ne représentent
pas une perte de généralité parce que notre objectif est d’obtenir x;1(73) /z11 > x21(f3) /z21. Si Von peut
atteindre cet objectif avec x11(f2)/z11 = x21(f2) /221, ¢a sera slirement beaucoup plus facile de 1’atteindre
avec des conditions initiales telles que x11(f2)/z11 > x21(f2) /z21 qui représentent la réalité des stocks sous
la politique prioritaire.
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Par (1.18) et (1.22), les bornes de z;{/z; sont données par la relation suivante.
kl _ k/ k/ . k/
min{———,” ,‘2;#}>ﬂ‘->—,‘2 (1.23)
kyy =k K 21 ky

Si (Kyy — kyp)/ (kyy — k) < Ky /Koy, ceci impliquerait que ky/ky > kyy/kyy > (kyy —

k/lz) /(kyy — k/22), ce qui voudrait dire que (I1.23) est non-réalisable. Par contre, si (k’11 -

!

1 1 ' 1 .. . . ’ I [ ' ' [
kl12 / k’22 et donc (1.23) deviendrait réalisable. Par conséquent, les vraies bornes de z;; /22

sont donc données par
!/

k K
oy Ml M (1.24)
ky 21k

[

Deuxieme machine :

La deuxieme machine se caractérise par le fait que ses stocks xj, et xp, sont limités
uniquement supérieurement par les seuils zj2 et z27. Ces stocks peuvent donc devenir
négatifs. Supposons que x12(fg) = z12 et xp2(fo) = zp2. Soient 7} le temps de premier
retour de xjp & 7y a partir de fg, ton le temps total entre ty et ¢ ol la deuxieme machine
est fonctionnelle et tprF le temps total entre fy et 1] ol la deuxieme machine est en panne

(ton +torF =11 - Ip).

Si I’on néglige les périodes ou la deuxieéme machine est en marche et les stocks xj; et

4

x»1 sont en pénurie”, on peut dire que xj, et xp évoluent entre £y et 1 selon les équations

suivantes :

x12(t1) = x12(t0) + (kyy — di Yton — ditorr et xa2(t) = x22(10) + (kyy — d2 Vton — dotorr

4Si la premire piece est prioritaire par rapport 2 la deuxiéme en négligeant ces périodes, elle le sera
slirement en les prenant en considération parce que x; tombe a zéro apres xo;.
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On a xjo(1)) = z12 et on aimerait que x; (1) soit inférieur a z;;.

212 =le+(k,12—d1)TON—d110FF (1.25)

222 > 220 + (kyo — d2)ton — datorF (1.26)

Selon (1.25), topr /toN = (k/12 —d,)/dy, tandis que (1.26) exige que torr/ton SOit supé-

rieur a (k/22 — dy)/d,. Pour satisfaire les deux rapports, il faut que :

!
= >
ton dy d,

1.27)

Ceci veut dire que (k/12 - ah)/(kl22 — dy) doit étre supérieur a d;/da, et donc kl]2 / k;_2
> d,/d,. Aucune condition n’est exigée sur le rapport des seuils zj2/zp, (sauf d’étre

positif).

A ce stade, nous pouvons affirmer que si la premiére piéce est toujours prioritaire par

rapport a la deuxieme, la condition suivante sera satisfaite.

K K, d
DI VI i v A (1.28)
ky zi2 ky

=)

Il est trés facile de montrer maintenant que si la condition (1.28) est satisfaite, la piece
1 sera toujours prioritaire par rapport a la piece 2 avec une analyse semblable a celle
ci-haut. Donc, (I.28) est la condition nécessaire et suffisante pour le comportement prio-

ritaire expliqué dans la section (5.2).
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ANNEXE II
RAPPELS

Malhamé et El-Kébir [25] (respectivement El-Ferik et Malhamé [13]) ont caractérisé
la dynamique transitoire des fonctions densité de probabilité associées au processus de
production sous une classe de politique a plusieurs niveau de seuils critiques pour des
machines multi-états. Le processus était vu comme un processus Markovien a état hy-
bride continu/discret (comme le cas de notre systeme). Ils ont développé les équations de
Kolmogorov associées a ce systeme. La dynamique probabiliste d’un systéme similaire
a été développé par Malhamé dans le domaine du génie électrique ( [22] et [23]). Dans
les sections II.1 et I1.2, nous adaptons les équations de Kolmogorov a notre systeme et

trouvons la solution de ces équations en régime permanent.

II.1  Solution des équations de Kolmogorov pour la premiére machine produisant la

piece 2

Soient fo(xa1,1), fi(xa1,1) et fo(x21,1) les densités de probabilité de x;; (1) dans les états
(0), (1) et (2) (voir figure 5.4). Le vecteur de densité hybride f(xgl,t) = [fo(xa1,1) ,
fi(x21,1) . fo(xar,1)]) satisfera, pour tout 0 < xp; < 221, I’équation aux dérivées partielles
de Kolmogorov suivante.

OfCart) _ 9f(ant) 7o
P A floa1,1) (IL.1)
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ou V la matrice des taux de production donnée par
dy
— i 0 0
V=110 k-Z 0 (11.2)
0 0o K-Z
et A la matrice de transition donnée par
- n 0
A=\ p —(m+r) a3)
pi 0 ~P1

k5, est le taux de production accrue de la piece 2 par la premiere machine quand le niveau
du stock x; atteind son seuil critique z;1 et donc le taux de production de la piece 1 chute
a EdIIT La figure I1.1 montre I’espace des taux de production de la premiere machine d’ot

I’on peut calculer k5, comme suit.

ko)
a
S, = (ki3 — — 14
21 k“( ¥ a”) (I1.4)
25}

r
ka

]
Tl %

:

' |
LST] Sl S ;

L e e ¥ i

, 1)
dl d1 kll -&'11

FIGURE II.1 Espace des taux de production par la premiere machine
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Mais en régime permanent, d f(x31,1)/dt = 0; et donc (II.1) devient comme suit.

af(le)_ —1AT 7
aJQ} =V Af()Q])
% _#;2; —dzl/)llm
. +7 -
el s 0 | Flan) (IL5)
L
0 kg,—’i/ﬂzx _/»‘2'1—’:1]2/021

Les trois valeurs propres de la matrice V"'A” sont A; = 0 et M3 = (=bEVb*—4c)2

ol
— Pi P1 +rgl r
b_k"-—"—l L 4 dy (IL.6)
21 anj 21 aoy an;
+n r nrs
€= ka p](dfl k’2]) d\ @ klzl - dr\  do k/l 2] @ L7
( 21_;27)( 21‘;,‘27) E( ZI_E) E( 21_6)
et les trois vecteurs propres correspondants sont les suivants.
P
B+
— P
= - 1.
! 2 (I1.8)
1
l d2 & ! dz do
Pi(kyy = 22) + 74, (kg — 22) + Ailkyy — Z2) (K, — =)
j — da , dy
@= ax P+ (kG = 2] (IL.9)
dy
2l ag

pour i = 2, 3. Les densités de probabilité¢ de xp;(r), fo(x21), f1(x21), et fo(x21), sont

données par I’équation suivante.

fo(x21) .
o) = | i) | = X cimyelin—=2) (I1.10)
i=1

fa(x21)
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avec ¢y, ¢; et ¢3 trois constantes.

1l existe trois frontieres xp; = 0, x93 = 5'51 (le seuil critique de xp) atteind par 1’état (1))
et xp1 = z%l (le seuil critique de x»; atteind par 1’état (2)); les probabilités stationnaires
en régime permanent de ces frontieres sont respectivement Fy, Pl2 , et P22] . Nous pouvons

ainsi écrire les conditions frontiéres suivantes.

—=fo(0") =riRy (IL11)
azy
— (L dy +
rlPO_(’Ql"‘E;‘l‘)fl(O ) (I1.12)
' d _
(kyy = é)fl (557) = (p1+75))P,, (IL13)
d _
(61 = 2 5)falen) + 1Py = iF, (IL14)
H(07)=0 (IL15)

Les équations (II.11) et (II.12) sont respectivement les courants de probabilités entrants
et sortant de la frontiere x,; = zéro et les équations (I1.13) et (1I.14) représentent les
courants de probabilités entrants aux frontiéres xo; = Zél etxz) = z%l I L’équation 11.15
est imposée pour garantir I’impossibilité d’une chute immédiate du niveau de xo; juste
apres avoir quitté I’état (2). Ces cinq équations avec une sixi¢éme qui impose que la
somme des probabilités soit égale a 1 nous donnent la solutions des six inconnues du
systeme (P, P! PZZ21 , C1, ¢z et ¢3). Ces équations peuvent €tre représentées sous forme

221°

matricielle comme suit : A X =BouX =[Py P! P2 cicrc3)7,B=[000001]7 etA

221~ 221

Les courants de probabilités sortant de la frontiére 75, = z%l + z%l sont inclus dans (IL.13) et (II.14)
ensembile.
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la matrice suivante.

r 0 0 — Wy % ——(012;,;6_)‘"”‘ —a)lgaz] —Aaz
Tl 0 0 —wy(ky — a%) —wpy(ky, — ail Je 22221 — a3 (ky; — [,,1)
A= 0 pr+r3; O —6021(";_1 "a%) —0)22(k21—ﬁ) —(023(/(21—%)
0 =y pro—on(kg-) —onlg - ) (K, - &)
0 0 0 031 Wzpe 2% —wyze M
! 1 I X, o) e o Yi-10p = _M =Y 03
(I1.16)
ol @y;, ty; €t @s; sont les trois composantes du vecteur propre @; et P, = le71 + P,z01

Une fois les parametre du systéme trouvés, le colit de stockage de la piece 2 par le
stock en aval de la premieére machine peut étre facilement calculé par Tp)(a;1,a71) =
+ [z . N _v3 . N
51 Jo* x21 [y (X21)dx21 + C;—l42]PZ,,] ol fx,, (x21) =X7_; fi(x21). Ceci nous donne le colit

suivant.

2 —Apz 3
4 Aozpr — 1+ 7723
Bo1(p1,71.a11,a21) = ¢5yc1 -2 (Z wﬂ) +¢3102 Y op )+
=

3
A3z — 1+ e~ M 3
+ M0 , +
€163 - Y 03 ) +eqzmPy
3 Jj=1

(IL17)

I1.2  Solution des équations de Kolmogorov pour la deuxieme machine produisant la

piece 2

Soient fo(x22,1), fi(x22,1) et f2(xp,1) les densités de probabilité de x2; (1) dans les états

(0), (1) et (2) (voir figure 5.8). Pour cette chaine de Markov, la matrice des taux de
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production, V est donnée par
—d, 0 0
V=10 ky—-do 0 (I.18)
0 0 kS, —dy
et la matrice de transition, A, donnée par
) P 0
A= pn —(Pn+15) 15 a1.19)
P2 0 —Pn

Pour tout x5; < 727, le vecteur de densité f(xzz,t) = [fo(x22,1), f1(x22,1), fo(x22,1)]T
satisfera I’équation aux dérivées partielles de Kolmogorov suivante.
df(x2,1)

of (x2.1) _ TZ
Q5 - —Vszz—“ +A f(x2,1) (I1.20)

k3, est le taux de production accrue de la piece 2 par la deuxiéme machine quand le
niveau du stock x;, atteind son seuil critique 7], et par conséquent le taux de production
de la piece 1 chute a dy. k, est donné par I’équation suivante.

a _ k2 (

22:k

—= (k12 —d) (I1.21)
12

En régime permanent, puisque d f(xp2,1)/dt = 0, (I1.20) s’écrit de la fagon suivante.

f(x2) 1.1z
EIP f(x22)
Fp o i
2 d2 B
2 _ (pnt+rs,) - ]
G-ty Kp—d 0 | flx2) (I1.22)
0 ’a'gZ P
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Les trois valeurs propres de la matrice V-IAT sont A; =0 et A3=(=bE+ b2 —4¢)/2

~

ou

)2%) Pn+r, n

b= + = = (11.23)
kjpy—dy  kp-dy o
__ Pn(Pntry)  pnfn Parg (IL.24)
(kg2 ——dz)(klzz —dz) dz(kgz "dZ) d2(k122 ’“dl)
et les trois vecteurs propres correspondants sont les suivants.
B+
W = !;3_322 (I1.25)
1
Paa(kyy — do) + 15y (K — do) + Ai(Kkyy — da) (kG — d)
w; = d [P+ )L,‘(kgz —dy)) (11.26)

rd?

pour i = 2, 3. Les densités de probabilité de xy;(r), fo(x22), f1(x22), et fa(x22), sont

données par I’équation suivante.

fo(x22) ;
o) = | filez) | = X cmertemes m27)
=
fa(x22)

avec ¢y, ¢ et c3 des constantes. Pour que la demande d, soit satisfaisable, il faut que
limy,, e fx,,(x22) soit nulle. Nous pouvons en conclure que ¢; = 0. Pour cette machine
de Bielecki-Kumar, il n’existe que deux frontieres xyp = z%z (le seuil critique de x> atteint
par I’état (1)) et x2 = 23, (le seuil critique de xp; atteint par 1" état (2)) avec 2oy = z), + 23, ;

les probabilités stationnaires en régime permanent de ces fronti¢res sont respectivement
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ol e, .. . .
P! et P2 . Nous pouvons ainsi écrire les conditions frontigres suivantes.

(ka2 = d2) f1(252) = (B2 + 50 P, (I1.28)
(kS — o) fal3) + 1, Py, = PP, (I1.29)
f£(07)=0 (I1.30)

Les équations (I1.28) et (I1.29) représentent les courants de probabilités entrants aux
frontieres x»; = 552 et X0 = 1%2 et I’équation est imposée pour garantir 1’ impossibilité
d’une chute immédiate du niveau de x;o juste aprés avoir quitté 1’état (2). Ces trois
équations avec une quatriéme qui impose que la somme des probabilités soit égale a
1 nous donnent la solution des quatre inconnues du systéme (lezz, P’-’:2 , ¢3 et c3). Ces

équations sont représentées sous forme matricielle par le systeme d’équations suivant.

Pa+r5, 0 —on(ky,—d) -k, —d)| [P, 0
~r5, P —0n(kg, —dr) —ossk§,—da)| | P2, _|° (IL.31)
0 0 Wy Ao w3zt €2 0
N 3
R 1 Z’“‘zw'" Z"?ﬁwﬂ JLes ] LU

ol @y;, tn; et @s3; sont les trois composantes du vecteur propre @; et Pz, = P:],q + Pzﬂ

A ce stade, le cofit de stockage de la piece 2 par le stock en aval de la deuxiéme ma-
chine peut étre facilement calculé par Try(ai,a21) = ¢y j'gmxgg SXon (X22)dx00 + C_;z

fé’zz .X’_:’l_fxzz (x;zz)dXQg + C;QQQPZ:: ol fX22 (ng) = Z?:l f,‘(XQg). Ceci nous donne le cofit
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suivant.

(), -

A7 cppe 1 4 e (lpzp — 1+ ¢4
c3 (23:1 (Dj3> L R (IL.32)
22 cpe R oy (M3 — 1+e 2 |+

+
Cyp222F:,

T(ajr,az2) =

)

3]

S’
+

1.3 Algorithme de calcul de ay; a partir de 255

Dans ce qui suit, nous donnons les démarches principales de 1’algorithme itératif de

calcul de ay; a partir d’une valeur quelconque de z2;. Ces démarches se résument comme

suit.

1. A Titération 0, agi) =1.

2. A Titération i > 0 et en fonction de 221 et agi_l), résoudre le systeme d’équations
linéaires A X = B de ’annexe IL.1 pour X ; ou X = [F leﬂ P221 c1 ¢ 03]T, B=[0000
0 1] et A donnée par (I1.16).

3. Calculer agl) =1- P(i), ou Péi) la premiere variable du vecteur X a I’itération i.

4. Pour la premiere itération, fixons precision')) 3 une valeur prédéfinie 2 I’avance supé-
rieure a la précision recherchée (qui elle aussi est prédéfinie a I’avance). Sinon ; pour
i > 1, calculer precision(i) comme la valeur absolue de ag? - ag]_”.

5. Tant que precision(i) > précision recherchée :
i=i+1.

Retour a I’étape 2.



