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RESUME

Ces travaux de doctorat rapportent une étude numérique et analytique du
comportement d’un fluide binaire en milieux fluide et poreux confinés. Les deux
cas ou la convection naturelle est induite par double diffusion (a = 0) et effet
Soret (a = 1) ont été étudiés. Dans cette investigation, les mouvements convectifs
sont pilotés par des conditions aux frontiéres thermiques et solutales de type
Neumann (flux constants de chaleur et de concentration) et Dirichlet (température
et concentration constantes imposés) sur les parois verticales, alors que les surfaces
horizontales sont maintenues adiabatiques. Ce probléme est gouverné par les
nombres sans dimensions suivants: Rayleigh thermique Ry, rapport des forces
de volumes N, nombre de Lewis Le, rapport des rayons n et rapport de forme A.
En général, les solutions du probléme sont obtenues par des voies numériques. La
méthode des volumes de controle a été employée pour résoudre les équations de
base en milieu fluide. Les méthodes des différences finies et des éléments finis ont
été utilisées en milieu poreux. Une solution analytique, valide pour des cavités
fluide et poreuse présentant un grand rapport de forme (A >> 1), a été développée
sur la base du concept de I’écoulement paralléle lorsque le cylindre est soumis &
des conditions aux fontiéres de type Neumann. Pour les valeurs des paramétres
de controle considérées dans cette étude, un excellent accord entre les prédictions
anlaytique et numérique a été obtenu . Par la suite, le cas oil les forces de volume
sont de méme intensité mais de sens opposé (N = —1) a été étudié en milieu poreux.
Pour cette situation 1’état de conduction pure est une solution stable du probléme.
La théorie de stabilité linéaire nous a alors permis de prédire le seuil critique de
déclenchement de la convection en fonction des paramétres de controle. Aussi, la
stabilité de I’état convectif, déja prédit par le concept de ’écoulement paralléle, a

été investie dans le but de prédire I’éxistence de la bifurcation de Hopf.
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ABSTRACT

This thesis reports an analytical and numerical study of the behavior of a binary
mixture in confined fluid and porous media. The convective motion is driven by
either applying constant fluxes of heat and mass or constant temperatures and
concentrations, on the vertical walls while the horizontal ones are impermeable and
adiabatic. The thermosolutal convective phenomenon (double diffusive convection,
a = 0) or Soret induced convection (a = 1) inside the enclosure are described by the
Navier Stokes equations, the energy and species conservation equations. Governing
parameters of the problem under study are the thermal Rayleigh Rz, buoyancy
ratio IV, Lewis number Le, curvature parameter 7, and aspect ratio A. In general,
the solutions are dbtained numerically. The control volume approach is employed to
solve the governing equations in fluid medium and both finite difference and finite
element methods are used for porous medium. An analytical solution, valid for tall
fluid and porous enclosures (A >> 1) is derived on the basis of the parallel flow
approximation when the annulus is subjected to constant heat and mass fluxes. In
the range of the governing parameters considered in this study, a good agreement
is found between the analytical predictions and the numerical results obtained by
solving the full governing equations. The particular situation where the buoyancy
forces induced by the thermal and solutal effects are opposing each other and of
equal intensity (N = —1) is considered for the porous case. For this situation a
purely diffusive rest state is possible. The linear stability theory is used to predict
analytically the critical Rayleigh number for the onset of convection. Also the linear
stability of the convective motion, predicted by the parallel flow approximation, is

investigated numerically in order to predict the occurrence of Hopf’s bifurcation.
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CHAPITRE 1

INTRODUCTION

1.1 Généralités sur la convection naturelle thermosolutale

Il s’agit principalement de 1'étude des mouvements convectifs (écoulements
naturels) induits par un gradient de température et un gradient de concentration au
sein d’espaces confinés ou semi-confinés, dont le contenu est généralement un milieu
fluide ou un milieu poreux saturé par un fluide. Ces gradients (température et
concentration) engendrent une distribution non uniforme de la densité du mélange
qui génére a son tour un mouvement convectif sous 'effet de la gravité. Ces deux
gradients peuvent agir, selon le cas, ensemble ou en opposition, donnant ainsi
naissance & des comportements dynamiques intéressants et compliqués. Plusieurs
variantes sont possibles : pour la convection thermosolutale, les gradients de chaleur
et de concentration sont tous les deux imposés, tandis que dans le probléme de
Soret, le gradient de concentration et induit par le gradient thermique. Ce dernier

phénoméne est connu sous le nom de 'effet Soret (1880).

L’intérét considérable qui a été porté, ces derniéres années, a la convection naturelle
thermosolutale est di principalement & sa présence dans plusieurs applications
industrielles tels que: les procédés de séparation en industries chimiques et
pétroliéres, le stockage des déchets nucléaires, la dispersion des contaminants
chimiques dans les couches d’eau souterraine, la migration de I’humidité a travers
les isolations fibreuses, les processus de séchage, les opérations de dessalement de
I’eau de mer, la formation des régions dendritiques durant la solidification des

alliages et l'’exploration pétroliére afin de mieux rentabiliser les investissement



en prospection en améliorant la connaissance des gisements (Montel (1994),

(Costeséque et al., 1987a,b)).

1.2 But de P’étude

La recherche proposée porte sur l'effet de la double diffusion et l'effet Soret
en milieux fluide et poreux, confinés dans une enceinte verticale cylindrique
concentrique et soumises & des gradients thermiques et solutaux. Ces derniers
sont engendrés par des conditions limites de type Neumann et Dirichlet, imposées
sur les parois verticales du systéme (parois actives). Le type de fluide considéré
(binaire) engendre des mouvements convectifs inhabituels et intéressants. Nous
souhaitons concentrer nos efforts sur I’étude des effets des paramétres de controle
(nombre de Rayleigh, nombre de Lewis, nombre de Prandtl, rapport des forces
volumiques et rapport de forme de la cavité) sur la structure de I’écoulement et sur

les transferts de chaleur et de matiére au sein du systéme.

Plusieurs méthodes numériques et analytiques seront utilisées pour résoudre les
problémes envisagés. Dans le cas d’enceintes élancées exposées a des flux constants
de chaleur et de masse, nous avons développé des solutions analytiques sur la base
du concept de 1’écoulement paralléle (pas de composante verticale de la vitesse).
L’un des objectifs principaux sera d’obtenir des expressions mathématiques pour les
profils de vitesse, de température et de concentration au sein du modéle physique
considéré. En particulier, nous souhaitons prédire la séparation horizontale des
composants du fluide binaire, dominée simultanément par les phénoménes de
thermodiffusion et de 'effet Soret. La validité du modéle analytique proposé sera
vérifiée 4 'aide d’'une démarche numérique. Cette étude sera menée dans le but
de résoudre les équations de Navier-Stokes, de I’énergie et de la diffusion massique

instationnaire. Le code de calcul utilisé en milieu fluide est basé sur la méthode



des volumes finis & maillage variable. Par contre, en milieu poreux, la charge de
calcul étant moins importante, alors nous avons adopté la technique des différences
finies. Nous prévoyons aussi, simuler numériquement le cas particulier ou les forces
de volume d’origine solutale et thermique sont a 'opposé 'une de 'autre et de
méme intensité. Les seuils d’apparition de la convection, associés & un nombre de
Rayleigh supercritique, seront déterminés par une étude de stabilité linéaire pour
le cas d’une cavité verticale d’extension infinie. L’existence d’un régime convectif
sous critique sera mise en évidence. On étudiera ensuite le cas plus général ou
les forces de volume d’origine solutale et thermique sont d’intensités différentes et
ceci pour les milieux poreux et fluide et les deux types de conditions aux frontiéres

envisagés.

Les objectifs ultimes de cette thése sont d’une part, d’approfondir les connaissances
des phénoménes de base thermoconvectifs et ceux induits par effet Soret au sein
des milieux fluides et poreux afin de mieux les prédire, et d’autre part, de faire des
recommandations pour améliorer le rendement des colonnes de séparation; utilisés

dans l'industrie pour séparer les composants d’'un mélange fluide.

1.3 Contenu de la thése

La présente thése de doctorat comporte six chapitres, le premier volet étant
une introduction & la recherche proposée ainsi qu'un survol de tous les travaux
antérieurs dans ce domaine. Le deuxiéme est une présentation mathématique
du probléme, au cours duquel on donne une forme adimensionnelle des équations
régissantes et des paramétres caractéristiques. Toutes les étapes de la démarche
numérique ainsi que Valgorithme de calcul utilisé sont exposés dans le troisiéme
chapitre. Quant au chapitre suivant il est consacré a la présentation des principales

étapes de la résolution analytique du probléme. Le cinquiéme chapitre est dédié



a Panalyse des résultats trouvés pour la double diffusion et l'effet Soret dans un
cylindre concentrique soumis aux deux types de conditions aux frontiéres imposées
(flux imposés, température et concentration). Tous les résultats obtenus par la
voie d’instabilité linéaire sont exposés dans le sixiéme chapitre. Une comparaison
de ces résultats avec ceux obtenus par les méthodes de résolutions classiques est
aussi présentée dans cette partie du présent rapport. Finalement nous concluons
ce travail par un récapitulatif sur les principales remarques et conclusions que nous

pouvons tirer & travers cette étude, ainsi que ses perspectives ultérieures.

1.4 Revue bibliographique

L’étude du phénoméne de la convection naturelle est primordiale pour la
compréhension des interactions fluide-énergie. De nombreuses études sur
I’écoulement d’un fluide dans un milieu confiné ont été effectuées, tant
expérimentales que théoriques et numériques. Une synthése des travaux récents
concernant la double diffusion par convection naturelle dans les milieux poreux
et fluide a été rapportée dans les livres suivants: Bejan (1995), Nield and Bejan
(1999) et Platten and Legros (1984). En se basant sur ces travaux, on observe que la
grande majorité des études concerne exclusivement le cas de cavités rectangulaires.
Pourtant les cavités cylindriques sont souvent rencontrées en pratique. C’est pour

cette raison nous nous intéressons & ce type de géométrie dans cette thése.

L’étude de la convection thermosolutale a commencé initialement par 1’étude du
déclenchement du mouvement dans une couche horizontale soumise a des gradients
thermiques et solutaux verticaux. Les travaux de Nield en milieu fluide (1967)
et poreux (1968) , concernant la double diffusion sur des couches horizontales,
générée par des gradients de température et de concentration opposés, ont permis

la prédiction du nombre de Rayleigh supercritique marquant ’apparition de la
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convection, pour plusieurs types de conditions aux limites. Il a aussi démontré
que, lorsque les forces de volume d’origine solutale et thermique s’opposent, un
écoulement convectif oscillant peut se déclencher & un nombre de Rayleigh bien
inférieur au celui du supercritique. Les nombres de Rayleigh critiques permettant
la séparation entre les trois régimes convectifs (stable, surstable et direct) ont été
déterminés par la théorie de la stabilité linéaire (Taunton and Lightfoot (1972)).
Dans le méme axe de recherche, Legros et al. (1972), Platten and Chavepeyer
(1973) et Caldwell (1974) ont aussi étudié la convection doublement diffusive dans
une couche fluide horizontale, I’effet Soret étant pris en considération. Leurs études
expérimentales et théoriques ont prédit les différents régimes mentionnés dans
les travaux de Taunton et Lightfoot (1972). Par la suite, une étude analytique
et numérique de la convection au sein d’une cavité carrée, remplie d'un gaz
binaire et soumise a des gradients combinés de température et concentration, a
été présentée par Ranganathan and Viskanta (1988). Ces derniers ont observé que
le renversement du sens de I’écoulement se produit approximativement a N = —1,

quand les forces de volume sont égales et opposées.

Récemment, un intérét croissant a été réservé a la convection naturelle dans
des milieux confinés soumis a un gradient horizontal de température et de
concentration. Le cas d’une cavité rectangulaire, avec une température et une
concentration imposées le long des frontiéres verticales, a été étudié pour la
premiére fois par Trevissan and Bejan (1985). Un bon accord entre les simulations
numériques et une analyse d’échelle du phénoméne a été observé. Une étude
numeérique de la convection naturelle diffusive dans une enceinte carrée a été menée
numériquement par Lin (1993). L’influence des paramétres régissant les nombres
de Nusselt et de Sherwood a été examinée. Quelques études se sont également
concentrées sur les écoulements induits par des flux de chaleur et des flux de

masse uniformes imposés le long des deux murs verticaux de la cavité. Pour cette



situation, Mehta and Nandakumar (1987) ont étudié l'effet de la non homogénéité
du milieu poreux. Les nombres de Nusselt et de Sherwood résultants se sont avérés

tout a fait différents de ceux du milieu homogeéne.

Trevissan and Bejan (1986) ont démontré que des solutions analytiques sont
possibles dans le cas d’une cavité verticale exposée & des flux uniformes de chaleur
et de masse. Leurs résultats, valides pour le cas Le = 1, ont été repris par
Alavyoon (1993), Alavyoon et al. (1994), et Mamou et al. (1995b) pour prédire
le cas ou Le # 1 et I'influence de 'inclination de la cavité. Les nombres de Nusselt
et de Sherwood, prédits analytiquement par ces auteurs, se sont avérés en bon
accord avec les solutions numériques pour une gamme étendue des paramétres
régissants. L’existence de solutions multiples de convection dans le cas particulier,
ou les forces de flottabilité, sont approximativement égales et opposées, a été
récemment démontrée numériquement par Mamou et al. (1995a). En effet, il a
été observé que pour une valeur donnée du rapport de flottabilité N, les nombres
de Lewis et de Rayleigh ont une grande influence sur le domaine de ’existence de
ces états d’équilibres multiples. La convection thermosolutale coopérante induite
dans une cavité rectangulaire a été considérée par Bennacer and Gobin (1996) et
Mamou et al. (1996). Leurs travaux consistent en une analyse d’échelle suivie d’une
simulation numeérique des écoulements convectifs. La convection naturelle dans
des cavités contenant des bains d’alliages de métaux liquides a faibles nombres
de Prandtl a été étudiée par Hyun et al. (1995). Deux types d’alliages ont été
considérées dans ’étude: un mélange de Al-Cu riche en aluminum et un mélange
de Pb-Sn riche en plomb. La paroi verticale chaude était maintenue a une forte
concentration en Cu ou en Sn alors que la paroi froide était maintenue & une
concentration élevée de ces produits (Cu ou Sn). Ils ont constaté que les effets
thermiques et solutaux dans la solution Al-Cu sont coopérants, alors que ceux dans

la solution Pb-Sn sont opposés. Aprés I'établissement de 1’écoulement convectif,
P



la solution Al-Cu devenait solutablement stratifiée en Cu et une faible circulation
d’origine thermique occupait I’ensemble de la cavité. Par ailleurs, dans la solution
de Pb-Sn, les effets thermiques apparaissaient au centre de la cavité sous la forme
d’une petite cellule de convection entourée de deux cellules d’origine solutale. Des
corrélations en termes des nombres de Nusselt et Sherwood ont été proposées en
fonction de différents paramétres de contréle(Rr, Pr, Le and N). La transition
du régime thermique dominant vers un régime solutal dominant a été étudiée en
fonction du paramétre N. Des écoulements monocellulaires et multicellulaires ont
été observés. Dans le méme genre d’étude, Goyeau et al. (1996) ont considéré
la convection thermosolutale coopérante dans un milieux poreux de Brinkman.
Les prédictions de la simulation numérique se sont avérées en accord avec celles
obtenues par une analyse d’échelle en régime de couche limite. Des corrélations de

Nu et de Sh ont été proposées par ces auteurs.

Ghorayeb and Mojtabi (1997) ont mené une étude sur les écoulements convectifs
dans une cavité rectangulaire remplie d’un fluide binaire et soumise a des gradients
horizontaux de température et de concentration. Les forces de poussée sont
supposées égales et opposées. L’analyse de la stabilité linéaire a démontré
I’existence d’un nombre de Rayleigh critique caractérisant le seuil de la convection
supercritique. D’autre part, les résultats de la convection non linéaire révélent
I'existence de la convection souscritique. Il a été aussi montré que le probléme
admet des solutions multiples. Des résultats similaires ont été obtenus par Mamou
et al. (1997c) dans le cas d’une couche fluide verticale soumise & des flux de chaleur
et de masse constants. En étudiant la stabilité linéaire et non linéaire, ces auteurs
ont déterminé les seuils de bifurcation souscritique et supercritique en fonction
du nombre de Rayleigh solutal et du nombre de Lewis. Mamou et al. (1997a)
et Mamou et al. (1997b) ont étudié la stabilité d’une couche fluide horizontale

exposée a des flux verticaux de chaleur et de masse. Ils ont montré que I'existence



de la convection souscritique est liée directement aux valeurs du paramétre de
flottabilité. Une étude de la thermodiffusion d’un fluide binaire compressible formé
de methane et de n-butane en cavité rectangulaire a été menée par Chacha and
Saghir (2003). Cette étude, valide pour différents types de conditions aux limites,
a été réalisée dans des conditions d’absence de la gravité. Il a été démontré que les
pertes d’énergie par radiation influencent énormement les expériences de mesure

des coefficients de Soret et de Fick.

Pour le cas de la cavité cylindrique, plusieurs investigations ont été menées durant
les derniéres décennies. Pour le cas poreux, Hickox and Gartling (1982) ont étudié
par la méthode des éléments finis le cas ou les parois intérieures du cylindre
sont chauffées a des températures constantes. Ils ont obtenu plusieurs résultats
concernant le transfert de chaleur pour un nombre de Rayleigh allant jusqu’a
100 et un rapport de forme compris entre 2 et 8. Ils ont aussi développé une
solution analytique approximative valide pour des faibles valeurs de Ry. Le méme
probléme a été repris par Havstad and Burns (1982), mais cette fois-ci en utilisant
les trois techniques suivantes: différences finies, analyse d’echelle et technique de
perturbation. Prasad and Kulacki (1984) ont repris cette étude pour une large
gamme de valeur de controle. Ils ont aussi étudié le probléme de la couche limite
et 'effet de la courbure sur le comportement de I’écoulement. Plusieurs résultats
et remarques ont été établies dans cette investigation, tels que l'influence de la
centro-symétrie sur les champ de température et vitesse, I'influence du rapport
des rayons sur I’épaisseur de la couche limite ainsi que la dépendance du nombre
de Nusselt par rapport au nombre de Rayleigh. Mack and Bishop (1968) ont
donné plusieurs caractéristiques telles que I'amplitude, la période et la longueur
d’onde, concernant le probléme de la convection oscillatoire dans des conduites
horizontales de fluide. Ils ont étudié aussi l’enclenchement de la convection a partir

d’un écoulement préalablement stable pour des faibles nombres de Grashof. L’étude



expérimentale de Sedahmed and Shemilt (1981) a été réalisée par la technique de
I’éléctrochimie et a permis d’établir une corrélation du nombre de Sherwood pour
des grandes valeurs du nombre de Grashof. Une étude numérique de la convection
stationnaire en 3D et de la convection oscillante transitoire en 2D a été réalisée par
Rao et al. (1985). Leurs expériences ont aussi mené a la visualisation de la structure
de I’écoulement convective. Une extention de leurs travaux a été présentée par Ho

and Lin (1997)

Une autre étude numérique et expérimentale concernant la convection naturelle
dans un espace annulaire avec une paroi uniformément chauffée et Dautre
adiabatique a été réalisée par Al-Arabi et al. (1987). Les simplifications de la
couche limite laminaire ont été utlisées. L’accord entre leurs résultats numeériques
et expérimentales été bon. Prasad (1986) a utilisé la loi de Darcy pour étudié le cas
d’un cylindre concentrique chauffé par l'intérieur. Il a démontré numériquement
que la température de la parois intérieure s’accentue avec le nombre de Rayleigh.
La température a l'intérieur du milieu poreux décroit avec le rapport des rayons
et augmente avec le rapport de forme. Il s’est avéré aussi, que le transfert de
chaleur pour le cas de flux imposé est supérieur a celui de température constante.
Shipp et al. (1993a,b) ont étudié 'influence des nombres de Rayleigh thermique
et Lewis sur la structure de I’écoulement et les valeur moyenne de Nu et Sh pour
une cavité annulaire remplie de fluide binaire. L’investigation de Hyung et al.
(1993) concerne la convection naturelle double diffusive dans un cylindre en rotation
dans laquelle I’écoulement est piloté par les flux de chaleur horizontaux et des flux
de concentration verticaux. L’influence de la rotation sur la structure globale de
I’écoulement a été mise en evidence. Il a aussi été prouvé que pour des valeurs
moyennes de rapport de flottabilité, I’écoulement devient fortement dépendant de

I'effet de la rotation.

Le phénoméne de la convection thermo-solutale se produisant dans un anneau



10

vertical concentrique, rempli d’un milieu poreux, avec température et concentration
imposés verticalement sur la paroi extérieure, a été étudié par Beji et al. (1999).
Dans cette étude leffet de la courbure sur la symétrie de l’écoulement, la
température et la concentration ainsi que 'influence de la poussée d’Archiméde sont
mis en évidence. Il a été démontré que les nombres de Rayleigh thermique et de
Lewis ainsi que le rapport des rayons, influencent la valeur du rapport de flottabilité
qui permet la transition de l'’écoulement. Bennacer et al. (2000) ont utilisé le
modeéle de Brinkman pour étudier la convection thermosolutale dans un cylindre
poreux saturé par un fluide binaire. Les influences de la variation du nombre de
Darcy et du rapport des rayons sur le transfert de masse et de chaleur sont les
principaux résultats obtenues par ces auteurs. L’étude analytique et numérique
du comportement d’un mélange binaire saturant un milieu poreux confiné dans
un anneau poreux vertical et soumis & un gradient de température horizontal, a
été faite par Marcoux and Charrier-Mojtabi (1999) et Marcoux et al. (1999). La
formulation du probléme a été basée sur un modéle mathématique bidimensionnel
associé i la loi de Darcy avec I’approximation de Boussinesq. Il a été démontré que
la géométrie annulaire induit une rupture de la symétrie du systéme par rapport
a une configuration rectangulaire. En se basant sur une analyse dimensionelle,
Choukairy et al. (2004) ont étudié 'effet de la conductivité et I'épaisseur de la
paroi intérieure sur le transfert de chaleur, dans un cylindre concentrique fluide
dont l'intérieur est couvert par une mince couche solide. Dans le cas poreux,
une autre étude numérique et analytique par Bahloul et al. (2004) a porté sur la
séparation des composants d’un fluide binaire saturant un milieu poreux cylindrique
vertical. Dans cette investigation le milieu poreux est exposé & des flux de chaleur
et de masse sur sa paroi intérieure. Les résultats ont été présentés sur la base des
paramétres permettant une séparation optimale des composants du fluide binaire
qui sature le milieu poreux. Les résultats analytiques basés sur le concept de

I’écoulement paralléle sont en parfait accord avec ceux obtenues numériquement.
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Toujours en milieux poreux, Bahloul et al. (2006) ont étudié le probléme de la
double diffusion et de I'effet Soret dans un cylindre concentrique verticale. Cette
étude analytique, asymptotique et numérique (valide pour la double diffusion et
'effet Soret) a prouvé la crédibilité de 'approximation de ’écoulement paralléle
pour prédire les caractéristiques des écoulements double-diffusif et ceux induit par
effet Soret. L’effet de la courbure et du rapport des forces de flottabilité sur la
structure et 'intensité de I’écoulement ont aussi été mis en exergue dans cet article.
Récemment, la naissance de la convection d’un fluide binaire confiné dans un espace
annulaire poreux vertical a été étudiée par Bahloul et al. (2005). Les conditions
aux frontiéres considérées par ces auteurs sont des flux de chaleur et de masse
imposées sur les parois verticales et des conditions adiabatiques et imperméables
sur les parois horizontales. Les nombres de Rayleigh supercritiques et souscritiques
ont été obtenus en termes des paramétres du probléme. Dans le cas d’un régime
convectif établi le nombre de Rayleigh critique de Hopf, marquant le début du
régime oscillant, a également été prédit. La naissance de la convection d’un fluide
binaire dans une cavité cylindrique soumise a une différence de température et de
concentration pour (N = —1) a été étudiée par Yahiaoui et al. (2007a). Cette étude
de stabilité linéaire et numérique a montré que ’enclenchement de la convection en
cavité cylindrique s’effectue toujours selon des modes oscilatoires, contrairement,
au cavités rectangulaires ou les modes sont souvent stationnaires a I'exception de
quelques situations extrémes. Une légére différence a été observée entre la valeur
du Rayleigh critique numérique et celui prédit par la méthode d’instabilité linéaire.
Ceci est di principalerﬁent au fait que les termes nonlinéaires sont négligés dans la
méthode d’instabilité linéaire. L’apparition des régimes multicellulaires stables au
voisinage du Rayleigh critique a aussi été observée numériquement. Une récente
investigation en milieu cylindrique fluide a permis d’étudier 'influence de tous les
paramétres de controle (Ra, Le, n et a) sur la structure de 'écoulement et des

transferts de chaleur Nu et de masse Sh i l'intérieure de la cavité. Les solutions
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numériques et analytiques obtenues, décrivent I'effet de la courbure pour ce type
de géometrie pour une large gamme de paramétres de controle(Yahiaoui et al.

(2007b)).
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CHAPITRE 2

MODELES PHYSIQUE ET MATHEMATIQUE

2.1 Description du probléme

On propose d’étudier le phénoméne de la convection naturelle d’un fluide binaire
(mélange d’un solvant et d’un soluté) dans un espace confiné entre deux cylindres
coaxiaux verticaux avec prise en compte de l'effet Soret. Ce type de fluide se
présente le plus souvent sous deux formes: soit en saturant un milieu poreux donné
(cas poreux) ou bien sous son état fluide normal (cas fluide). Nous allons alors
étudier I’écoulement et les transferts de chaleur pour ces deux situations. Dans
notre investigation, on cherche & comparer I’écoulement dans les milieux poreux
avec celui des fluides purs, pour les deux types de conditions aux limites: flux de
chaleur et de concentration imposés (condition de Neumann) et température et

concentration imposées (condition de Dirichlet).

La géomeétrie spatiale considerée est illustrée sur le schéma (Figure 2.1). 1l
s’agit d’un cylindre de hauteur H', de rayon intérieur r et extérieur 7). Les
frontieres verticales (parois actives) sont soumises a des flux uniformes (cas flux
imposés) de chaleur (g, = q{%) et de concentration (j, = j;%) ou maintenues
a des températures (7] > T.) et des concentrations (S] > S.) constantes (cas

températures et concentrations imposées). Par ailleurs nous supposons que les

frontiéres horizontales sont adiabatiques et imperméables.
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2.2 Hypotheéses

Lors de notre étude plusieurs approximations ont été adoptées afin de simplifier la

formulation du modéle mathématique :

e La hauteur du cylindre est supposée suffisament grande par rapport au autres
dimensions de facon a ce que les effets de bouts deviennent négligeables. Ceci

nous ramene alors & un probléme bidimensionnel comme le montre la figure

(2.1).
e Le fluide binaire considéré est newtonien et incompressible.

e [’écoulement engendré est supposé laminaire, incompressible et

bidimensionnel.

e Le travail des forces de pression ainsi que les échanges thermiques par

rayonnement sont négligeables.
e Il n’y a ni source de chaleur ou de masse ni réaction chimique.
o L’effet Dufour! de diffusion de chaleur est négligé.

e Les propriétés thermophysiques du fluide sont constantes et sont évaluées a
la température et a la concentration de référence. On suppose par ailleurs
que la masse volumique varie linéairement en fonction de la température et

de la concentration selon I’approximation de Boussinesq (1903).

leffet Dufour : c'est le gradient de température induit par le gradient solutal
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Approximation de Boussinesq

Cette approximation suppose que les différentes propriétés thermodynamiques et
de transport du fluide sont indépendantes de la température et de la pression, et
que le fluide est incompressible. Elle néglige aussi les variations de la densité, 1a ol
elles ne sont pas multipliées par la gravité g, et considére que la masse volumique
p dépend linéairement de la température et de la concentration, ce qui se traduit

par:

p=poll = Bp(T" — Tg) — Bs(S" — Sp)] (2.1)

T’ et S’ représentent respectivement la température et la concentration du fluide
en un point du systéme. Ty, S, et py représentent la température, la concentration
et la masse volumique de référence. [ et 35 sont respectivement les coeflicients

d’expansion thermique et solutal. Il sont définis par :

: 1 (8p> , 1 <<9p>
=== ——— (= 2.2
ﬂT 0o T P ﬂS’ 0o B o ( )

Pour la plupart des fluides J7 est positif & température et pression ordinaire, &
I'exception de ’eau en dessous de 4°C, par contre g peut étre négatif ou positif
en fonction de la contribution des composantes de diffusion a la densité du fluide.
A titre d’exemple, dans le cas ol I’eau est considérée comme un solvant et le sel
comme un soluté, le coefficient 5 est négatif car le sel contribue a 'augmentation
de la densité de ’eau. Par contre dans le cas d’'un mélange air-vapeur d’eau, le

coefficient J5 est positif car 1’air humide est moins dense que lair sec.
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2.3 Formulation mathématique du probléme

Dans cette section, nous allons établir les systémes d’équations régissantes ainsi que
les conditions aux limites. Nous considérons tout d’abord le cas de la convection

thermosolutale en milieu poreux et par la suite, le cas du milieu fluide.

2.3.1 Convection en milieu poreux

Dans notre étude du phénomeéne de la convection naturelle dans les milieux poreux,
nous avons supposé que la matrice poreuse est solide, perméable, homogéne,

isotrope et saturée par le fluide.

2.3.1.1 Equation de continuité

En projection cylindrique, le principe de conservation de masse appliqué localement

a un petit volume de fluide qui sature la matrice poreuse donne:

1 9(r'y) N o'’

r or! 0z

=0 (2.3)

2.3.1.2 Equation de la quantité de mouvement

Les investigations de Henry Darcy (1880) sur I'hydrologie des fontaines de Dijon
et ses expériences sur les écoulements unidirectionnels en milieu homogéne, ont
révélé une proportionnalité entre la vitesse de ’écoulement en milieux poreux
et la différence de pression appliquée. Dans le domaine de la modélisation des
écoulements dans les milieux poreux, ce modeéle de Darcy compte de nos jours

parmi les plus utilisés (Nield and Bejan (1999)).
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Selon notre notation et en présence des termes d’accélération gravitationnelle (g =

g:), ce modéle s’écrit:

, K*oFP
u = — o (2.4)
! K* aP, ! / / ! ! !
v o= - 0 ——5‘7“' + pog [ﬁT(T “To) +ﬁs(5 - So)] (2-5)

ou K* est la perméabilité du milieu poreux, P’ la pression locale et u la viscosité
dynamique. En sommant les équations obtenues aprés injection de (2.1) dans les
dérivés de (2.4) par rapport a r et celle de (2.5) par rapport a z, on obtient:

8'1)/ ou’ K~ 0 / / / / / !
00957 [B7(T" — Tjy) + Bs(S" — Sp)] (2.6)

or 9z [

Ce modéle de Darcy est valable seulement quand l'ordre de grandeur du nombre
de Reynolds, basé sur la vitesse moyenne locale est inférieur & 1, Ward (1964).
Pour un nombre de Reynolds local supérieur 4 1, la relation entre la pression et la
vitesse moyenne est approximée par la correction de Forchheimer (1901) au modéle
de Darcy. Aussi, pour des valeurs trés grandes de la perméabilité K*, Brinkman
(1964) a introduit une autre modification a la loi de Darcy permettant de prendre
en considération les effets visqueux. Dans cette thése, nous avons adopté le modéle
de Darcy pour 1'étude des écoulements double-diffusifs et ceux induits par effet

Soret en milieu poreux.

2.3.1.3 Equation de conservation de I’énergie

Nous assumons, pour l'écriture de I’équation de conservation de 1’énergie, que
équilibre thermique locale est atteint, autrement dit, T, = T} = T" ou T} et T}

représentent respectivement la température de la phase solide et fluide. L’hypothése
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de non existence de transfert de chaleur entre les deux phases est aussi prise en
compte. Appliquons le premier principe de la thermodynamique a I’écoulement

dans le cas général. Ce qui donne, pour la phase solide:

T - Ok VT, (2.7)

(1= B)oC) 5

et pour la phase fluide:

aT; a7}

oT
oty / 9T¢
¢(PCp)f By + (pCp)f (u or' tv

oz

) = ¢ksV"*T} (2.8)

Les indices s et f référent respectivement, a la phase solide et fluide, (C); est la
chaleur spécifique du solide, (Cy)y est celle du fluide a pression constante et k est
la conductivité thermique. En se basant sur I'hypothése que Ty = T} = T" et en

sommant (2.7) et (2.8), on obtient:

oT’ 01" 0T Py
(PC)mW + (pCy) s (u or' Tv 3zl) = kn VT (2.9)

ou (pC)m et k,, = k représentent la chaleur massique et la conductivité thermique

du milieu, respectivement. Avec :

volume du vide contenu dans le milieu poreux

¢ =

volume total du milieu poreux
(PC)m = (1 = ¢)(pC)s + ¢(pC)s

km = (1 — @)ks + pky

0 0 o)
92 r Y
V= T'or' (T 87"’) i 02"

et
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2.3.1.4 Equation de conservation de la fraction massique

Considérons S’ comme étant la concentration de la composante du fluide binaire
la plus dense dont nous voulons étudier la diffusion. L’équation de conservation de
la concentration s’écrit:

a5’ ,05' ,05'

- — 12 Qt Xl — / 12rpt
o TV TV gy DV*=S" +aD'S'(1 - S")YV*=T (2.10)

ou D est la diffusivité massique, D’ étant le coefficient d’effet Soret et a un
coefficient qui vaut 0 pour la double diffusion ou 1 pour la convection induite

par leffet Soret.

Remarques

e La double diffusion est un processus qui pilote la convection naturelle induite
par l'imposition de gradients de température et de concentration sur la

frontiére d’un fluide binaire.

e Leffet Soret (Soret 1891) est le procédé de séparation observé dans un
mélange de fluides (fluide binaire dans notre cas) soumis a un gradient

thermique.

2.3.1.5 Equations adimensionnelles

Les équations précédentes, sont mises sous une forme adimensionnelle en utilisant
des variables caractéristiques du probléme. La procédure s’appuie sur une écriture
adimensionnelle des équations régissantes (2.3)-(2.10), dégageant des groupement
sans dimensions dits nombres caractéristiques. Les variables adimensionnelles

utilisées sont les suivantes:
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(r,z) = (r’l,;/z’) (u,v) = (v, v’)—g—/
w= w’%ﬁ - fj_:, t= t’% (2.11)
rgn Ceusg
k

avec L' =7, —rl et a = W Par ailleurs, AT' et AS’ sont les différences
f
caractéristiques de température et de concentration respectives et ils sont définies

par:

i'D
Po
AS' = (2.12)

Sh(1 = SHAT'E si a=1

si a=—0

Q\
N

AT =

quand les parois actives sont exposées a des flux constants de chaleur et de masse,

ou par :

(s, — S} si a=0
AT = (T, -T)), AS' = (2.13)

Sp(1 — SHAT'E si a=1

En introduisant les variables sans dimensions (2.11) dans les équations (2.3) - (2.10),

nous obtenons le systéme d’équations suivant:

204 aT | .88
e e {87" + N@r} (2.14)

8T = oT T _
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8S  AS . 84S 1 ., \
5 tug tu = 7o[VES —aVPT] (2.16)

A partir de ces équations nous remarquons que le présent probléme est gouverné par
Ryp le nombre de Rayleigh thermique, N le rapport des forces de volume solutales et
thermiques, Le le nombre de Lewis, € la porosité normalisée de la matrice poreuse,

o le rapport de capacité calorifique et le paramétre a. Ils sont donnés par:

pgK*Br AT o Bs AS'
= Le = — N =58
R L °=D 3, AT
(2.17)
c = [ o = (PC)p
g (PCp)

2.3.2 Convection en milieu fluide

Dans le cas ou notre géométrie cylindrique est remplie de fluide binaire, les
équations de base régissant ’écoulement et les transferts de chaleur et de masse

sont données respectivement par:

2.3.2.1 Equation de continuité

En projection cylindrique, le principe de conservation de masse appliqué localement

4 un petit volume de fluide donne:

10(r'v) o

r Or oz

=0 (2.18)
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2.3.2.2 Equation de la quantité de mouvement

O o 00N 0P (0 Low W ey
P ot! u@r’ U@z’ N or'?2  r'or  r2 0 922 '

O/ OOV 0P (0 1o By
P ot u@r’ Uaz’ Y H or2 oyt 20 922 pg A=

En sommant les équations obtenues aprés injection de (2.1) dans les dérivées de

(2.19) par rapport a z et celle de (2.20) par rapport a y, on obtient:

out Oy (V’2 ' %) — g (5;%2 +5g%) (2.21)

,,J

ou w est la vorticité, définie par:

W o ou
T or 92

2.3.2.3 Equation de conservation de ’énergie

oT” oT” oT’ ,
(op) s {at, +u'— + } = kV"*T (2.22)

avec
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2.3.2.4 Equation de conservation de la fraction massique

85’ ,aSl /aS/ 12 ot 1o ! 12
= = 1— T 2.
8t’+u8r’+v8z’ DV"™S' +aD'S'(1 - SV (2.23)

ou D est la diffusivité massique, D’ étant le coefficient d’effet Soret et a un
coeflicient qui vaut O pour la double diffusion o 1 pour la convection induite

par leffet Soret.

2.3.2.5 Equations adimensionnelles

Les équations précédentes(2.18)-(2.23), sont mises sous une forme adimensionnelle

en utilisant des variables caractéristiques du probléme (2.11), (2.12) et (2.13).

En introduisant ces variables sans dimensions dans les équations (2.18) - (2.23),

nous obtenons le systéme d’équations suivant:

ow ow ow uw 9 w or 05
+ + ———-Pr(Vw——)—PrRa(E-G-NE) (2.24)

oy 10y 9%

rw = —
or?  ror 022

or  oT  oT _,
W +’U/—5; +’U"‘a-; = VT (2'26)

85 4S8 1 ,, )
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ol Ra représente le nombre de Rayleigh thermique, Le le nombre de Lewis, Pr

nombre de Prandtl et N le rapport des forces de volume solutales et thermiques.

_ pgBrAT'L?
=

B AN

R =
a4 B AT

(2.28)

(ORI

Sl e

Remarques

e Le nombre Rayleigh Ra exprime le rapport entre les effets de la poussée

d’Archimeéde, et ceux de la viscosité.

e Le nombre de Lewis Le rapporte le taux de conduction thermique au taux de
diffusion de masse. Il quantifie la similitude entre les transports de matiére

et d’énergie thermique.

e e nombre de Prandtl Pr caractérise l'importance relative des deux
mécanismes qui pilotent la convection du fluide: la diffusion de quantité de
mouvement et la diffusion de chaleur, plus il est grand, plus le mouvement
du fluide est piloté par le processus thermique. Les nombres de Prandtl des
métaux liquides tels que le mercure réalisent des Pr inférieurs a 0,1 tandis
que les Pr des huiles peuvent atteindre plusieurs milliers. Le gaz parfait et
I’eau présentent un Pr de valeurs intermédiaires respectives, égales a 0,7 et

quelques unités.
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2.3.3 Conditions aux limites

Etant donné que l’écoulement est considéré bidimensionnel, il existe alors une

fonction 9 (r, z) définie par:

, 1oy ) 19y
u = — vV = —— -
T 0 r’ or'
tels que les lignes ¥(r,z) = C®¥ ne sont autres que les lignes de courant de

I'écoulement. La fonction 1(r,z) est de ce fait dénommeée fonction de courant.

On en déduit:
D _a2¢/ N 1 a¢/ a2w/

rTw =

ar'z ¢ or' 0z'?

(2.29)

ainsi les conditions aux limites du probléme s’écrivent:

2.3.3.1 Frontiéres hydrodynamiques

Les conditions d’imperméabilité imposées tout le long des frontiéres de la cavité se

traduisent par:

r=r Y'=0 r=r, =0 (2.30)

2.3.3.2 Frontiéres thermiques

En vertu de la loi de Fourrier, les conditions thermiques aux frontiéres imposées

par un flux de chaleur ou une différence de température , s’écrivent:



Flux de chaleur imposé

' ' aT/__/ . ' /
: B 8r’~qi ’

Différence de température imposée

r=r T =T

2.3.3.3 Frontiéres massiques

or’ ° A
r' =7 =T,
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(2.32)

En ce qui concerne les conditions aux limites solutales, les deux situations de flux de

concentration et de différence de concentration sont aussi prises en considération.

Ainsi, les conditions massiques aux frontiéres données par la loi de Fick sont:

Flux de concentration imposé

0S5’ or’

[ _ et rQl(1 !
r'=r pD o apD'S'(1 - S") 5
o5’ or'

0 _ _ rotir o
r'=rl pD o apD'S'(1 - S5") 5

avec j, = Jin

= (1- )]

= (1—a)j;

(2.33)

(2.34)
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Différence de concentration imposée

r=r  8=5 : r'=rl  §=S5, (2.35)

2.3.3.4 Conditions aux limites adimensionnelles

En substituant les variables caractéristiques adimensionnalisées (2.11)-(2.13) dans

les équations (2.30)-(2.34) on obtient les conditions aux frontiéres adimensionnelles

suivantes :

Flux de chaleur et de concentration imposés

.. _.n B ‘ E)T__ . E)S_ oT
r—n—l_n =0 ; o = 1 6r“(a 1)+aar (2.36)
1 oT oS orT
T_ro“i_r;]' p=0 ; E—*TI ; 5;—(‘1—1)77‘“1577 (2.37)

A oT oS
peo — g . _ = M —_— = _3
z i2 =0 ; . 0 . 0 (2.38)
Hﬁ T



Température et concentration imposées

o B B s T
1 oS oT
TETeET Ty, =0 ; T=0 ; W*(a—l)n+a—a~;n
A oT 88
pmEy v=0 s ge=0 s =0

2.4 Transfert de chaleur et de masse

29

(2.40)

(2.41)

Dans la présente étude on s’intéresse essentiellement au calcul du taux de transfert

de chaleur transporté par convection et au celui du transfert de masse au sein du

fluide, qui sont exprimés & travers les nombres de Nusselt et de Sherwood. Les

valeurs locales de ces deux nombres adimensionnels peuvent étre évaluées par:

Ny = G 1
MU TTATT T Ty, 0) — T, 0)
ki

g 1
Sh = AS" " S(r;,0) = S(r,,0)
D

(2.42)

(2.43)

dans le cas ou les parois actives sont exposées a des flux constants de chaleur ¢; et

de masse j.
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D’autre part, lorsque les parois verticales sont maintenues a des températures
et concentrations constantes, les nombres de Nusselt et de Sherwood ont pour

expressions respectives:

i oT’
“f oT
_ or _ o4
Nu= A AT = 5 R (2.44)
f I
. o8’
f oS
_ or _ U0
Sh = ) N R (2.45)
Af L' ? °

En milieu poreux, les propriétés k; et D sont remplacées par k, et D,

respectivement.

Notant qu’en régime de conduction pure et pour le cas de flux imposés, les nombres
de Nusselt et de Sherwood s’approchent de la valeur asymptotique, donné par:

-1
r;lnn

Nucond = Shcond =

(2.46)
par ailleurs, quand les parois actives sont soumises a des températures et
concentrations constantes la valeur asymptotique est donnée par :

n—1

r;lnn

Nucond = Shcond = (247)
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CHAPITRE 3

METHODE NUMERIQUE

3.1 Introduction

Au cours des derniéres années on assiste & une augmentation fulgurante de la
performance des ordinateurs, qui permet d’utiliser des techniques numériques de
plus en plus efficaces pour la résolution de systémes d’équations différentielles
au dérivées partielles. Dans ce chapitre nous présentons les deux techniques
utilisées pour simuler la convection en milieux fluide et poreux soit les méthodes de
différences finies et celle des volumes finis. Par ailleurs et pour le cas du probléme
d’instabilité nous avons adopté la méthode des éléments finis, cette technique sera

détaillée dans le dernier chapitre du présent rapport.

En premier lieu, nous détaillons dans ce qui suit la méthode utilisée pour résoudre
la convection naturelle en milieu poreux, soit la méthode des différences finies.
En deuxiéme lieu, nous présentons la méthode des volumes finis que nous avons
utilisée pour le cas de la convection naturelle en milieu fluide. Nous développons
avec ces techniques une forme discrétisée des équations de base (2.14)-(2.16)
et (2.24)-(2.27) et nous décrivons par la suite toutes les étapes pour aboutir a
une solution numérique des équations discrétisées, en milieu fluide et poreux.
Nous terminons le chapitre par une validation du code numérique développé, en

comparant nos résultats a ceux de la littérature.



: /ourtour du domaine

Domaine intérieur //I\

@i,j+1)

gl

(i+1,)

G-1,)) '(i,j)

(ij-1)

Figure 3.1 Maillage du domaine de calcul en (4, j)
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3.2 Solution numérique en milieu poreux par la méthode des différences

finies

Les équations de 'énergie (2.15) et de la concentration (2.16) sont discrétisées avec
un schéma centré de deuxiéme ordre et en utilisant la forme conservatrice pour
les termes convectifs. Pour chaque pas de temps la méthode A.D.I donne lieu
a4 un systéme matriciel tridiagonal & résoudre, I'un résultant de la discrétisation
implicite en 7 et l'autre de la discrétisation implicite en z. La méthode A.D.I
divise le pas de temps en deux parties égales, dans le premier demi-pas de temps,
le systéme est résolu implicitement en r, mais explicitement en z. Dans le deuxiéme
demi-pas de temps, la procédure est inversée. Notons que cette méthode est
inconditionnellement stable. Pour chaque étape de temps, la solution est obtenue
en balayant le domaine de calcul dans la direction des r puis dans celle des z.
Quand & ’équation de la fonction de courant, qui est une équation aux derivées
partielles d’ordre deux ne contenent pas de terme transitoire, elle sera résolue par la
méthode de relaxation successive S.O.R par bloc, proposé par Frankel (1950), qui
donne directement la valeur de + a I'instant (n+1)At, au bloc de nceuds considéré,
moyennant un nombre suffisant d’itérations pour que le critére de convergence

souhaité soit satisfait.

3.2.1 Discrétisation de ’équation d’énergie

L’équation de I’énergie étant parabolique par rapport au temps et elliptique par
rapport aux coordonnées spatiales, nous avons choisi la méthode A.D.I pour
Vintégrer. Cette méthode donne lieu a des systémes matriciels tridiagonaux dans
les directions r et z. Le systéme dans la direction de r est obtenu en faisant une

discrétisation implicite par rapport & r et explicite par rapport z, tandis que le
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systéme dans la direction de z est obtenu en faisant une discrétisation implicite par
rapport & z et explicite selon . Compte tenu de I’équation de la conservation de
masse (2.3), Péquation d’énergie (2.15) se réécrit de la fagon suivante:

T | OWT)  OWT) _ 9T T 19T
g ot or 9z  Or? 022 ' ror

(3.1)

Schéma implicite en r et explicite en z

C’est un schéma aux différences centrées, au temps (n + 1/2) pour les dérivées en
T et au temps (n) pour les dérivées en z, la discrétisation des dérivées partielles est

donnée par:

T T T LT e R R 62)
or? |, Ar"’ 0z% |, A22 '
o Ul T"+ 2 n /_p”’+ % O(vT n_n Tn.
(UT) _ Uil Jhi+lg uz—l,] i—1.j (U ) — Ui,j+1 ij+1 1] 144,71
or i 2ATr 0z i 2Az
(3.3)
n 1
ar| T Ty 1or 1T++1‘; T 5.4
ot |, % T 8r T 20T )

En substituant les équations (3.2), (3.3) et (3.4) dans l'équation (3.1), on obtient

un systéme de la forme :

AT"” +BT"+'~’+AT+1] D; (3.5)

avec

1
i 1 1 2% 2 Zfl?] 1 1

By 202 _
A=98r T oA BT m TG YT oar B orar




A2 2(A2)

i
i,j+1

1 Vij=1] om 20 2 n 1 Uit
.= [+ | oot [y | T

Schéma explicite en r et implicite en z

C’est un schéma aux différences centrées, au temps (n + %) pour les dérivées en r

et au temps (n+ 1) pour les dérivées en z. La discrétisation des dérivées partielles
est donnée par:

ntl n+% TH“% mn+1 n+1 mn+1
o*T Tia5—-20;*+ T, 5 0°T _ TR =2 + T (3.6)
or? i Ar? 0z? i Az? '
nti nti n+3 on+s n mn n mn
o(uT) uis iy — WLy 00| v T — ol T
or i 2Ar 0z i 2Az
(3.7)
n+1 n+i n+1
or| _ TN -Ty; 10T 105 Ty (3.8)
ot i %t r Or i T 2AT '

En substituant les équations (3.6), (3.7) et (3.8) dans I’équation (3.1), on obtient
un systéme de la forme :

In+l rmn+1 tgm+1 !
AT + BT+ AT = Dy

avec :

B 2 Cl (UZ.;':I}l 1
2nx  (B2E T AT (Ber YT oAz

(Az)?
1 uy 1 1 [20 2 1
!/ 1 17] . n+2 o n+2
D= [(Ar)2 + 2Ar 2’!‘A’r‘} Tl_l’] + At (A’I‘)Q} v
n+i 1
n 1 Uiy 1

T3
(Ar)2  2Ar  2rAr | VT

35



36 .

3.2.2 Discrétisation de I’équation de concentration
De méme pour ’équation de la concentration (2.16), nous exposons dans ce qui suit

sa discrétisation en suivant exactement les mémes démarches que le paragraphe

précédent.

Schéma implicite en r et explicite en z

Nous obtenons un systéme de la forme suivante:

+1 +1 +3
avec:
n
u; % 1 1 1 2 2
Ui____ll,]___ . Xi=—
2Ar  Le ((Ar)2 2TAT) AT Le(Ar)?

1
n+-2-

1 1 3 U1y
Yi—-— i+1g
Le ((Ar)2 + 2rAr> * 2Ar

g |t ] 22 T 1 ]
(A2 2Az | T At Le(Az)? i Le(A2)? ~ 2(Az) ij+1
a 1 1 1 1 ™ . T
_ — T o m i,j+1 3,51
Le [(Aﬂ 2rAr> =1 T (Ar2 * 2TAT) That Az T (Az)?

2 ((Alryz ¥ <A1z>2) 773}
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Schéma implicite en z et explicite en r

USSP + XiSprt + v/l = Z (3.11)
avec:
n+1 n+1
pro Vit Ly 2 2y, 11
2(Az)  Le(Az)? At Le(Az)? Le (Az)?2  2Az
n+i
1 U; i 5 1 n+l 2e 2 nl
7! = ol S il S
' Le(Ar)? + 2(Ar)  2rAr | M + {At Le(Ar)? } i

n+—

—1 ‘L—I—l] 1 n+s a 1 1 n+1
IS A f "2
* Le(Ar)?2 ~ 2(Ar) * 2rAr | TN Le [(Aﬂ 2rAr ) Tt

n+i i
1 1 il T T4 1 1 n+i
(A2 2rAr> Teri = taae ~ A T2\ Y ey ) T

La solution des équations (3.5), (3.9), (3.10) et (3.11) se raméne & 'inversion des
matrices tridiagonales (selon r et z). Les champs de température et de concentration
ainsi obtenus sur I’ensemble des noeuds du domaine seront utilisés pour résoudre

I’équation de mouvement.

3.2.3 Discrétisation de I’équation de mouvement

Connaissant les champs de température et de concentration & I'instant (n + 1)At,
I’étape suivante consiste a déterminer le champ de fonction de courant & partir
de 'équation (2.25). La méthode SOR par point peut étre utilisée au lieu de la
méthode SOR par bloc, car 'exécution prend moins de temps. La méthode SOR

par point est une méthode explicite qui donne directement la valeur de 1 a I'instant
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(n+1)At, au noeud considéré, moyennant un nombre suffisant d’itérations pour que
le critére de convergence souhaité soit satisfait. Les dérivées partielles du premier
et du deuxiéme ordre sont approximées selon le schéma centré classique. Ainsi au

noeud (%, ) nous obtenons :

1 k 1 k
7’/)(n+ (k1) _ ( )¢(n+1 ,(k) + asw {al@bzzlii 2¢21;+1

(n+1),(k) (n+1),(k) (n+1 (n+1 n+1 (n+1
vas (BT + 0O g [T~ 10D 4 N (s - s}

(3.12)
avec:
1 1 _1
M= Ar?  2rAr @2 = Ar? - 2rAr
= 1 _ TRy _ (ArAz)?
ST MT AT T 2ANTE (A2

ou w est le coefficient de sur-relaxation, compris entre 1 et 2, et introduit pour
accélérer la convergence et donc de diminuer le nombre d’itérations. Sa valeur
optimale, wy dépend de la forme du domaine, du maillage et du type des conditions

aux limites. Pour un domaine rectangulaire avec un maillage uniforme, wq est

wy = 2 (1—:%) (3.13)

2
ol Ar? I
Cos (Ima1_1> + A2 €OS <Jmaz_1)

Ar?
1+Z—z—2

donnée par :

avec

(3.14)

ou oz €t Jmar désignent les nombres de noeuds suivant les directions horizontales

et verticales respectivement. Le champ de vitesse peut étre déduit facilement par:

ntl _ gyntl

i1 ij—1
o= Y m Vg 15
Yig 2rAz (3.15)
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et
n+1 n+1

i+l i-1J
i = T 3.16

3.3 Solution numeérique en milieu fluide par la méthode des volumes

finis

L’une des méthodes utilisées dans cette investigation est basée sur la technique des
volumes de controle développée par Patankar and Spalding (1972). Cette méthode
qui consiste & transformer un probléme exact et continu en un probléme approché
et discret a été largement utilisée, dans le passé, pour résoudre les problémes de
convection naturelle confinée dans une géométrie simple. Sa puissance et sa grande
simplicité de mise en oeuvre ont fait qu’elle est & 'origine de la majorité des codes
de calcul commerciaux (Fluent, Phoenics...). La méthode des volumes de controle
Patankar (1980) consiste, tout d’abord, a découper le domaine physique par un
maillage (discrétisation) en un nombre fini de petits volumes limités par des nceuds,
identifié chacun par un couple d’indice (¢, 7)(maille), qui ne se superposent pas et
remplissent tout le domaine étudié sans laisser d’interstices. Le choix du maillage
doit satisfaire ’hypothése que [l’information auz neuds doit étre suffisante pour
décrire la solution dans le domaine entier. Ainsi notre domaine de calcul est
discrétisé avec un maillage variable suivant les deux directions de I'espace. La
deuxiéme étape est la discrétisation du probléme exact sur ce maillage, qui conduit
& un probléme beaucoup moins difficile, dit probléme approché du probléme exact.
Le principe de la méthode des volumes finis consiste & intégrer tous les termes de
I’équation & résoudre dans chacun des éléments de volume dit volume de controle.
Pour chaque pas de temps la méthode donne lieu & un systéme matriciel penta-
diagonal, que nous résolvons par l'algorithme de Thomas PDMA (Penta-Diagonal

Matrix Algorithm). Bien entendu, la solution finale est obtenue moyennant un
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nombre suffisant d’itérations pour que le critére de convergence souhaité soit

satisfait.

3.3.1 Discrétisation des équations par la méthode des volumes de

controle

Les formulations conservatrices des équations aux dérivées partielles offrent
I’avantage de pouvoir étre reformulées de facon intégrale & ’aide du théoréme de la
divergence!. Le principe de conservation est la loi fondamentale de la méthode
des volumes finis. Il stipule que la variation d’une propriété dépend du flux
net traversant la frontiére ¥ qui enveloppe le volume II. Cette propriété dérive

directement de Vinterprétation physique du théoréme de la divergence (3.17).

La méthode des volumes de controéle est, donc, une technique de discrétisation pour
la résolution des équations s’écrivant sous la forme conservatrice . Pour des fins
explicatives de cette méthode, nous allons I’appliquer tout d’abord & ’équation

généralisée du transport suivante:

%_g:+v-x79:v-vg+sc (3.18)

!L’intégrale de volume de la divergence d'un champ vectoriel F étendu sur un volume II est
égale a l'intégrale de contour de la projection de ce champ sur la normale traversant la frontiére
3 qui limite II :

/ divF dIl = f Fonds (3.17)
IT by
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Q . La fonction a déterminer
o2

— :  Le terme transitoire

ot
V-VQ : Le terme convectif

V- -VQ : Le terme diffusif

SC : Le terme source

En intégrant cette équation dans un volume de controle, tel qu’illustré sur la figure

(3.1), nous obtenons :

Pour le terme transitoire :

N 0 0 ~
L Bt dv. at/VCQQWTdez Y 2mrdrd (3.19)
pour le terme convectif :
V-VQ dV, = /VQ-JS
1% S
= U Q277 Az — uy Qp 271y Az
+u, QU277 Ar — us Q27 r Ar (3.20)

quant au terme diffusif, il s’intégre de la facon suivante :

—

vV.vQdv, = /VQ-dS
s
o0

Ve

o0
= —8—7_‘_627TTCA2__871U27TT10AZ
Q Q
—1-9—— 27rrAr—a— 27T Ar (3.21)
or |, or |,
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enfin pour le terme source on a :

SC dV, = SC2ndrdz = SC 27 Ar Az (3.22)

Ve Ve

ot S et {2 sont les valeurs moyennes de S et € dans le volume de contréle. Notons

que toutes les interpolations utilisées sont linéaires, ce qui donne :

Q4+ Q Q4+Q
Qe: 2 2 3 Qn: 9 N
00|  Qp-0 90|  Qx-—0
87"e_ Ar ’ 8zn_ Az
ol Q-0
o OF = Qt — At
T R avec (t — At)

En tenant compte des résultats (3.19)-(3.22), Péquation (3.18) peut se réécrire sous

la forme suivante :

apQ+aEQE+aWQW+aNQN+aSQS: b (323)
avec
-2 2 1 . Te Ue Te
a = —— — —
F Ar? Az2 At E rAr?  2r Ar
T Uy Tw . 1 Un
a = —_ = —
W rAr?  2r Ar ’ N Az 2 Az
1 o Qx
ag = —-—5 — Y , b = —— =5
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3.3.2 Equations discrétisées en milieu fluide

Ecrivons maintenant les équations (2.24)-(2.27) sous leurs formes conservatrices:

ow oT 08
5 +V-Vw= Prv- -Vuw- PT—— — PrRr (37“ N-O—T> (3.24)
V2 2 O

S i 2
w " + ol (3.25)
%—:tr YV VT =V.VT (3.26)
95 v 7s=tv.v(s - aT) (3.27)

ot "~ Le ¢ '

En appliquant la méthode des volumes de controle présentée dans les sections
précédentes, nous déterminons les coefficients ag, aw, an, ag, ap et b pour les

équations (3.24)-(3.27).

Pour 1’'équation du mouvement nous obtenons:

—2Pr 2 Pr 1 Pr P Te UeTe
= —_— - . T T = T‘ -
ar Ar? Az2 At r? » OF rAr?2  2rAr
P Tw U w P 1 U,
aw = T — an = r -
W rAr?  2r Ar ’ N Az2 2 Az
w* T —Tw Sg— Sw 1 Ug
b= ——— — RaP N = Pr—-—
Ar e ( Ar Y T Ar ) 08 "AZ T 2A:

Pour I’équation de la fonction de courant on a :
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-2 2 T +
a == —_— — a = R — ———
P Ar? Az2? ’ E r Ar?2  r Ar
Tw 1 1

Qa e _— a juncnd -

W rAr2  r Ar N Az?

1

as = -—A—ZE y b = —wr

Pour I’équation de I'énergie les coefficients sont donnés par :

. -2 2 1 Te Ue Te
= —_— a — —
P Ar? Az2 At E r Ar?2 27 Ar
Tw Uy Ty 1 Un
a = - a = — —
W rAr2 27 Ar » N Az2 2 Az
. 1 Vg b . T
T A2 T 2A: ’ - At

enfin pour ’équation de conservation de la concentration nous trouvons:

-2 2 1
a — - — — — R a ==
P Le Ar? Le A2?2 At E
. _ Tw Uy Tw . _
W T TerAr? 2r Ar ’ N
1 Vg
asg = et

LeAz2 2 Az

Te Ue Te

Ler Ar2 27 Ar

* Ty - T, Tp —Tj Tn —=T
b:—S +a(E P _Tp—Tw — In—Tp

At r A2 T T Az v TAL

3.4 Algorithme de calcul

1 _ Un
LeAz?2 2 Az
Tp —Ts
Az2

les principales étapes de notre algorithme de calcul sont :
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Génération du maillage

. Introduction des conditions intiales sur la température, sur la concentration,

sur la fonction de courant et sur la fonction de vorticité (prendre, par exemple,

les champs de P’étape précédente)

. Résoudre I’équation de la vorticité

Résoudre ’équation de la fonction de courant

Calculer les vitesses u; ; et v; ; & partir de leurs expressions.

Résoudre les équations de 1’énergie et de la concentration .

Retourner a I’étape 4 et répéter les opérations 3 — 6 jusqu’a la convergence.

Passer 4 I’étape de temps suivante ¢+ At et retourner & 1’étape 4, Répéter les

calculs jusqu’a 'obtention d’une solution permanente ou transitoire établie.

Validation du code numérique

L’exactitude du modéle numérique a été vérifiée en comparant les résultats du

présent travail avec celles du probléme de cavité rectangulaire reportés dans les

publications de Mamou et al. (1995a,b). 1l est a signaler que le probléme étudié

par ce dernier, n’est qu'un cas limite du notre quand » — 1. On verra dans les

prochains chapitres que I'accord entre les deux résultats est excellent.

Il est évident que la précision des résultats numeériques est fonction de la taille du

maillage. Le choix de ce dernier dépend & son tour des valeurs des paramétres de

contréle. Dans la présente étude, les résultats numériques sont obtenus pour un

maillage de (n x m = 80 x 200), Figure (3.1), et pour un rapport de forme A = 8§,
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sauf pour quelques cas particuliers ou 'observation des phénoménes physique exige

un maillage plus raffiné et un rapport de forme plus faible.
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CHAPITRE 4

SOLUTION ANALYTIQUE

Les équations (2.14 - 2.16) en milieu poreux et (2.24 - 2.27) en milieu fluide qui
régissent l’écoulement convectif, sont des équations aux dérivées partielles non
linéaires et fortement couplées. Une solution analytique pour ces équations est en
général impossible, sauf pour certains cas et hypothéses pour lesquels les équations
se simplifient considérablement. Quant elles existent, les solutions analytiques
permettent une compréhension rapide des phénoménes physiques impliqués dans

la convection naturelle doublement diffusive et celle induite par effet Soret.

4.1 Concept de I’écoulement paralléle

Le concept de l’écoulement paralléle a été utilisé avec succés, dans le passé,
par plusieurs auteurs pour l'’étude de la convection naturelle dans plusieurs
configurations de milieux confinés. Nous trouvons parmi ces auteurs Alavyoon
(1993), Vasseur et al. (1995) et Mamou et al. (1995a). Ce concept suppose, pour
les cavités & grand rapport de forme, que 'écoulement engendré devient paralléle
relativement aux longues parois. Ceci permet bien stir de négliger la composante
de vitesse perpendiculaire & ces parois. Ainsi, pour le cas d’écoulement permanent,
il est possible de déterminer une solution analytique vers laquelle la solution
transitoire s’approche asymptotiquement. Une telle solution est valide pour les
cavités qui présentent un rapport de forme relativement élevé et dont les effets de

bouts, dus a la présence des frontiéres horizontales, sont négligeables.
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4.2 Démarche analytique

La solution numérique du probléme indique que les phénoménes de transferts de
quantité de mouvement, d’énergie et de masse suivent une lente évolution vers un
état permanent caractérisé par une stratification linéaire et stable selon la direction
verticale. De plus, pour un rapport de forme A suffisament élevé, et en dehors des
régions de bouts, il est prouvé numériquement que le vecteur de vitesse est vertical
a l'axe (0z) et complétement indépendant de la composante verticale z. En se
basant sur ces observations la fonction de courant devient seulement fonction de la

coordonnée 7:

Y(r, z) = y(r) (4.1)

L’injection de cette approximation (4.1) dans les équations de la quantité
de mouvement (2.14) et (2.24) montre que les profils de température et de
concentration peuvent s’écrire sous la forme T'(r,z) = 0p(r) + fr(z) et T(r,z) =
0s(r) + fs(z), respectivement. D’autre part et dans le cas des flux de chaleur et de
concentration imposés, les bilans d’énergie et de matiére dans le volume de controle

(Figure 2.1) s’écrivent sous les formes suivantes, Trevissan and Bejan (1986):

To T To
g %—Z—dr — /Tz vTdr =0 (4.2)
et
" a8 e oT o
g Egdr +a 5 —a;dr — Le /n vSdr =0 (4.3)

Ces équations sont bien définies pour n’importe quelle section z et nous pouvons
conclure que 07/0z et 95/0z sont des constantes. Par conséquent fr(z) et fs(z)
sont des fonctions linéaires de z. Ainsi nous posons: fr(z) = Crz et fs(z) = Csz

ou Cr et Cg sont les gradients de température et de concentration dans la direction
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z. On a alors:

T(r,z) = Crz + ©r(r) S(r,z) = Csz + O5(r) (4.4)

Afin de valider le concept de V'écoulement paralléle et de vérifier aussi I’exactitude
de cette notion, nous présentons le résultat numérique (figure (4.1)) pour le cas
poreux avec Ry = 100, Le = 10, N = 1 et A = 8 et 1. L’effet du rapport de
forme de la cavité sur la structure de 'écoulement et les profils de température
et concentration, est important. Pour des grands rapports de forme (A = 8 par
exemple), la figure (4.1) montre que 1’écoulement est bien paralléle dans la partie

centrale de la cavité considérée.

En introduisons les approximations (4.1) et (4.4) dans les équations (2.14-2.16)
ou (2.25-2.27), nous obtenons pour les deux systémes les équations différentielles

suivantes :

90, -1
- =—(Cry+n) (4.5)
005 -1
—————ars = (@ + 1) (4.6)

Ces équations permettent maintenant de déterminer les valeurs de Cr et Cg, qui

sont données par :

—T‘iX
O = ~gitm (4.7)
T, =T
o) 1 + X2

—2L

Cs=—= ; (X, + 1 X1] — aCr (4.8)
avec o = LeCg + aCr et

x = [ Lar (4.9)
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Figure 4.1 Lignes de courant, isothermes et isoconcentrations (flux imposés) pour
Ry =100, Le=10, N=1,n=09,a=0et (a) A=8et (b) 1



a1

XQ = —dr (410)
Il est & préciser que les équations (4.7) et (4.8), ont été obtenues en intégrant les
équations de conservation de I’énergie (4.2) et de la masse (4.3) par rapport a 7,

tout en respectant les conditions aux frontiéres de la fonction de courant, de la

température et de la concentration (2.36)-(2.41).

4.3 Solutions analytiques

4.3.1 Cas poreux

En se basant sur le modéle de Darcy (2.14) et les expressions (4.5) et (4.6),

I’équation différentielle & résoudre s’écrit sous la forme suivante:

—— —-——Ap=T (4.11)

La solution de ’équation ci-dessus est une fonction des paramétres A et I'; leurs

expressions sont données par:

A= RT[CT + N(LeC’s + CLCT)] I'= —RTTi(l + N) (4.12)



4.3.1.1 Solution générale pour N # —1

Cas A>0

92

Pour des valeurs positives de A la solution de I’équation (4.11), pour des conditions

aux frontiéres de type Neumann, s’écrit sous cette forme :
Y ;

I
8s(r) = (LeCs +aCT)rz\IIOM _

avec

f(r) =7 [Ci1L1(Qr) + Co K1 (Qr)]

g(r) = Cy Iy(Qr) + Cy Ko(Qr)
1+
2(1-n)
1 oK1
TiTo Il(Qro) 1

\IJOZ

()]
QT’O) - T‘zKl(QTz)
Qr;)) — 1L (Qr;) K1(Qry)

Qr,) — i [1(0r;)
Qry) — L1 () K1(Qry)

C) =

1 T‘Oll

Cy =
2 rire 11 () K

—~— |~

(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)

Notons que Q% = A, que I; et K; sont, respectivement, les fonctions de Bessel du

iéme ordre, de premiére et deuxiéme espéce (Watson (1966)) et que ¥ = —Wj est

la valeur de la fonction de courant au centre de la cavité.

A partir des conditions aux limites sur la fonction de courant ¢ (2.36-2.38), nous

déterminons les valeurs de C;, et Cs. Ceci nous permet par la suite de trouver les



valeurs de X; (4.9) et X, (4.10). L’injection de leur valeurs dans les expressions
de Cr (4.7) et Cs (4.8) puis dans celles de Or (4.5) et Og (4.8), nous permet de
déterminer les expressions de la distribution de température et de concentration

(4.4).

2b P,
Cr =
Tocleb g (4.17)
Cu = 2bLe\I/0+a\Ifo(1—Le bW2)/(1+b U2) :
5T 1+ Le?b U2

ou

T O R PR L (10
S / T (g)]d’X“/” r[1+f<s>J2d(418)

Pour le calcul de la valeur de €2, une équation transcendentale a été établie en

combinant (4.12) et (4.17)

b2 Le* Uy +b(1 + Le*) U3 + 1+ N[Le* —a(1+ Le)]¥o+ (1+ N)bLe* T3] +1 =0

(4.19)

QZ[

Cette équation a été résolue numériquement selon la procédure de Newton-
Raphson. Ceci permet par la suite d’exprimer les gradients de la température

et la concentration Cp et Cg en fonction de Rp, N, Le, n et a.

Les taux de transfert de chaleur et de matiére, exprimés en terme des nombres de
Nusselt et de Sherwood, sont calculés a partir de (2.42), (2.43), (4.1), (4.4), (4.14)
et (4.15):

i Inn(1 + b T3)

Nu = .
“ ri lnm+b (d + r; Inn) V2

(4.20)

S — ri Inn(1 + b Le*TF) (4.21)
gl b (d+7ilnn) Le2VE+a b e (1+ Le) Uo/(1 +b U2) '
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avec d = r; X2/ Xo.

Cas A <0

Quand les valeurs de A sont strictement négatives, nous avons considéré que
le parametre Q> = —A. Ainsi la solution de I'équation (4.11) est obtenue en
substituant iQ2 = — dans les équations (4.13)-(4.16). La solution est trés similaire

a celle déja obtenue pour le cas A > 0

W(r) = —ri¥os © (4.22)
f(T) =T [Clll (QT) —+ CQKl(QT)]
r
Vo=~ 1+ 1(0)] (4.23)

L’équation transcendale (4.13) est maintenant donnée par:

2bRr

b2Le? Wt + b(1 + Le?) W2
e 0+(+e)o+cﬂz

[1+ N[Le* —a(l+ Le)|¥o+ (1+ N)bLe*¥3)| +1 =0
(4.24)

ou J; et Y; sont les fonctions de Bessel modifices du iéme ordre, de premiére
et deuxiéme espéce respectivement. En procédant exactement comme dans le
paragraphe précédent, I'injection des valeurs des intégrales dans les expressions de
Cr (4.7) et Cs (4.8) puis dans celles de O (4.5) et Og (4.8), permet de déterminer
les expressions de la distribution de température et de concentration (4.4) et par

la suite, celles des nombres de Nusselt (2.42) et Sherwood (2.43).



Cas A=0

Pour ce cas particulier ot A = 0 la solution de 'équation (4.11) devient :

2
B(r) = Cy + Cor? + r% In(r)

avec . 9 r
S In()
Gr=- T2 — 2
2 2
r:I'r ln(T—O)
Cp=— k!

2 __ 2
Ti To

99

(4.25)

En effectuant la méme démarche que les deux paragraphes précédents, nous

parviendrons a déterminer les expressions de la distribution de température et de

concentration (4.4) et par la suite celles des nombres de Nusselt (2.42) et Sherwood

(2.43).

4.3.1.2 Solution particuliére pour N = —1

Pour un rapport de forces volumiques, thermiques et solutales, égal & —1, une étude

analytique de 'équation différentielle (4.11) est aussi possible.

La solution de I’équation (4.11) pour N = —1 s’écrit sous cette forme :
f(r)
U(r)= —r¥Uer—-
f(€)

QT(T) = CT’I“i\IlOg—T) - rilnr

f€)

(4.26)

(4.27)
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95(7‘) = (LSCS + (ICT)T'Z'\IJOM - rilm“ (428)

(€)

f(r) = r [L(Qr)Y1(Qr;) — Ji(Qr) Y1 ()]

(4.29)
g(T‘) = J()(QT)Y&(QTZ) - Jl(QTi)YO(QT)

Les conditions aux frontiéres de v, permettent d’écrire ’équation de dispersion
suivante :

F(Q) = J(Qr)Yi(Qry) — J1(Qr0)Y1(Qr:) = 0 (4.30)

Cette équation admet deux solutions possibles. La premiére est une solution
correspondante & 1'état de conduction pure, elle est donnée par ¥ = 0 et donc

1 = 0. La deuxiéme, est une solution convective donnée par v # 0 et €2 égale a :

Qi = (2k + L), k=0,1,2. (4.31)

ol k est un entier positif correspondant aux divers modes de convection. Notons que
I’écoulement est unicellulaire seulement pour le cas ot & = 0. Etant donné que nous
n’avons pas pu confirmer numériquement ’existence d’un régime multicellulaire,
seul le cas unicellulaire (k = 0) sera étudié. Des résultats numériques dans le cas
d’une cavité rectangulaire, rapportés par Alavyoon et al. (1994), ont montré que
lorsque N — —1, la valeur de {2 — 7 ce qui est en parfait accord avec nos résultats,
(Figure 4.2). Cette figure montre la variation de €2 en fonction de 7, tel que prédit

par I’équation (4.30).

Introduisons (4.26)-(4.28) dans les expressions (4.2)-(4.3), nous établirons les
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Figure 4.2 Résolution graphique de la fonction de dispersion (4.30)
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valeurs de Cr et Cg

2 ¥,
Cr = =—"_
T e 14b 02 (4.32)
oo _ 2 Le Vot al(l— Le* b U)/(1+D T) -
S 1+ Le? b 02
ou
2X. 2X ro 2
poTiXe o e o [P0 o, IO s

=X T e T e

Il est & noter que les paramétres b et ¢ sont seulement fonctions de 7. Pour calculer
la valeur de Wy dans les expressions ci-dessus, nous avons établi une equation

transcendale en combinant (4.32) et (4.12)

2b Ry

B2 Le2 U2 + b(1 Hp? —
e“Wy + b(1 + Le*) ¥y 2

[Le® —14+a (1+Le)]Uo+1=0 (4.34)

qui est trés similaire au cas de la cavité rectangulaire avec b = 0.5 et ¢ = 7/2.

Ainsi, pour des valeurs de Rp, Le, n et a données la valeur de Wy peut étre
déterminée en utilisant, par exemple, la méthode de Newton-Raphson. Le nombre
de Rayleigh critique R7%°, marquant ’enclenchement de la convection, peut étre
exprimé au terme du nombre de Lewis, Le, rapport des rayons, n et a. en
introduisant Pexpression de ¥, en fonction de Rr dans (4.34), nous trouvons
facilement que:

¢ w?

2 [Le> —1+a (Le+ 1)]

R — [Le? b Wis + (1+ Le?) b Wog + 1/Tgg)

(4.35)
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n=09
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Figure 4.3 Variation du nombre de Rayleigh souscritique R7*® en fonction du
nombre de Lewis Le pour 7 = 0.5 et 0.9 et Ry = 50
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avec Wyg la valeur de la fonction de courant critique 2 = RF%° qui est définie par:

1

Tog = ——
% 7 Le(6b)/?

[((1+ Le?)? +12 Le?)Y? — (1 4 Le?)]V? (4.36)

Pour de larges et faibles valeurs du nombre de Lewis, l'expression de Rayleigh

s0US

critique RT%° peut étre réduite considérablement. Ainsi, nous avons trouvé que:

Rsub
R = ———— 4.37
ol R*°%® est une constante ayant les valeurs suivantes:
sous C wg
c w?
R = - e for Le >> 1 (4.39)

A partir de (2.42), (2.43) et (4.26)-(4.28) nous avons exprimé les expressions des

nombres de Nusselt et Sherwood par:

1+b 93
Nu = 71 4.40
T i + b (d+ 1 ) 0 (4.40)
140 Le? W2
Sh = riln 02 % (4.41)

nri Inn+b(d+r;Inn)Le? ¥ +abec (1+ Le)¥o/(1 + b ¥3)

avec d = 2b(1 + n)/c*n. Notons qu'il est possible de démontrer que la valeur de d
est donnée par d ~ b/[8(n + 1)/n7?)].

Pour le cas limite de cavité rectangulaire (7 — 1) nous avons trouvé que b — 0.5,
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c=m/2et d— 8/w? ce qui réduit d’avantage les expressions suivantes:

3
w
R = — pour Le << 1 (4.42)
V2
et
R = — iu—s— pour Le >> 1 (4.43)
= -5 .
2
Nu = 2+ ¥ (4.44)

2+ (1 — 8/w?) W2

2+ LeQ\IJ%
2+ (1 —8/w?)Le?¥3 + aw(1 + Le)To/(2 + ¥3)

Sh = (4.45)

oll w = T est en parfait accord avec les références suivantes Alavyoon et al. (1994)

et Mamou et al. (1998).

4.3.1.3 Solution asymptotique en régime de couche limite

Lorsque la valeur du nombre de Rayleigh est trés grande, il est intéressant de
présenter les résultats pour le cas dit de régime de la couche limite. Les équations
présentées au début de ce chapitre peuvent étre simplifiées considérablement pour
ce régime asymptotique ot 2 >> 1. Pour cette situation Io(Qdr) ~ e (1 +
1/8Qr.)/V2rQr, L(Qr) ~ V(1 — 3/8Qr.)/V2rQr, Ko(Qr) ~ /me ¥ (1 —
1/8Qr..)/V20r et K, (Qr) =~ /me~ (14 3/80r..)/v/2Qr. Ceci permet de montrer

que les expressions de X, et X, sont données par:

Xi=—[lnn+ 1 -0/ ; Xo=-—[lnn+3(1-n°)/2n8] (4.46)

Aussi nous avons trouvé que (4.24) se réduit a:

Q2K
2 __ 0 —
V=5 e (1 + /1 g) (4.47)

7
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avec ¥y = T'/r;Q? et

Ko =[Le*+ N —aN(1+ Le)]lnn K, = Le*(1+ N)Qinn
KQ = (1 + N)QQ C - 41{1K2/Q4Kg

(4.48)
Ici aussi, la valeur de € est évaluée en résolvant numériquement 1’équation (4.47).
Cependant en assumant ¢ — 0 la solution de (4.47) devient:

Q= ()SRPA+NP® | Wi=ae/n O (4.49)

2%)]

avec ap = (N + Le* —aN(1 + Le))/(1 + N)Le? qui doit étre positive pour obtenir

une solution réelle (4.49), i. e.

Le?
N ———— .
T a(l+Le)—1 (4:50)

ce qui est une excellente approximation du régime de couche limite (¢ — 0) valable

pour une large échelle de parameétres de controle.

D’aprés les équations (4.20), (4.21), (4.46) et (4.49), les nombres de Nusselt et

Sherwood s’écrivent comme suit:

o 1-— CY()(B — Y)
Nu = T+ ao(l —4/7) (4.51)
Sh = 1 - Le2a0(3 - Y) (452)

14 Le2ag(l —4/Y) + s0
oY =20 G(n), Gn)=nlinn/(n* — 1) et so=a(l+ Le)(1 —n)/n Inn Nu

quand Y — oco. De plus (4.51) et (4.52) se réduisent &
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Nu = 2a; G(n) Q+ (1 — 4oy + 403) (1 + i(}q)l) (4.53)
Sh = 2ay G(n) Q+ (1 — 4oy + 403 — az) (1 + i%y‘) (4.54)

tels que o1 = /(1 + ag), ao = agLe?/(1+ so+apLe?), az = so/(1+ so+ agLe?),
Yi=401/Y et Yo=4 /Y

Pour une cavité rectangulaire (n — 1 et G(n) — 1/2) nous pouvons démontrer

facilement que:

Nu = a1Q+ (1 4oy +4a3) <1 + Z(Yﬁ) (4.55)
i=1

n
Sh = Q2+ (1 —4as+ 402 — ag) (1 + Z(Y2)1> (4.56)
i=1
avec Y1 =4 a;/Q et Yo =4 ay/N.
Les équations (4.53) et (4.54) peuvent étre réduites d’avantage en considérant les

deux régimes limites suivants:

Régime thermique dominant

Dans ce paragraphe nous avons considéré le cas ol le régime de la couche limite
est généré principalement par les effets thermiques dis au chauffage latérale, ce qui

correspond & |N| << 1. Sous ces conditions, (4.53) and (4.54) se réduisent a:
Nu = G()Q ; Sh = (1+2 Nu) Le>>1 (4.57)

avec 0 = n*/SRY*(1 + N)?/° et G(n) — 1/2 quand 7 — 1.
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et pour Le << 1

Nu = 2G(n) anQ + 1 — da; + 4a? ;
Sh = 2G(n) a2+ 1 — day + 402 — a3

Régime solutale dominant

Le régime asymptotique pour lequel les mouvements convectifs sont générés par
la variation de la concentration est étudié dans ce paragraphe. Ce cas de figure

correspond & |N| >> 1. Pour cette situation (4.51) et (4.52) deviennent:

Nu = 2G(n) aeuQ+1—4a; + 4a?

(4.59)
Sh = 2G(n) auQ+1—4ay+4a? —a3 Le>>1

et
Nu = 2G(n) a1 +1;

(4.60)
Sh = 2G(n) a2+ 1 Le <<'1

Ces solutions approximatives pour Le >> 1 sont plus précises que celles prédites
par Alavyoon (1993) pour  — 1, et plus précisement quand  est petit. A titre
d’exemple pour Ry = 100, Le = 10, 7 = 1 et N = 1073, (4.57) donne un nombre
de Sherwood Sh = 8.35 qui est trés proche de celui prédit par la solution exacte
(4.21), soit Sh = 8.37. D’autre part, et pour le méme cas de figure la valeur du
nombre de Sherwood prédite par Alavyoon (1993) est de Sh = 6.31, 'écart de 25%

entre les solutions est considéré comme important.

Ces solutions approximatives sont valides pour une large gamme de valeur du
nombre de Lewis, Le, et de rapport de forces de volume N. Ceci est aussi valable

méme lorsque les forces de volumes sont approximativement égales. Les solutions
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30

20 B ~ = = = Solution asymptotique (Eq. 4.57)

e S0lUtION analytique

10

10°

Figure 4.4 Solutions asymptotique du transfert thermique Nu et massique Sh en
fonction du nombre de Rayleigh Ry (cas flux imposés) pour Le = 10, N = 0.01,
a=0etn=05>5
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existantes dans la litérature (n = 1) concernent seulement le cas asymptotique pour
lequel les mouvement convectifs sont soit conduit par les effets thermiques N — 0

ou par les effets solutales N — oo .

4.3.2 Cas fluide

Pour un milieu fluide, ’équation différentielle & résoudre s’écrit sous la forme

suivante:

ot rdrd 3 or2 3 0r

4 3
o 2@_«@+382¢ 38¢—A¢=F (4.61)

avec A = Rr[Cr + Naj et I' = Rpri[1 + N]. La forme de la solution de 1'équation
différentielle (4.61) dépend essentiellement du signe du parameétre A (positif, négatif
ou nul) et de la valeur de I' (égale ou différent de zéro). Toutes les formes de ces

solutions possibles sont décrites ci-dessous.

4.3.2.1 Solution générale pour N # —1
Cas A #0

Dans le cas ot le rapport des forces volumiques, thermiques et solutales, est différent

de —1, la solution de I’équation (4.61) s’écrit sous la forme :

__, 1+ f(r)
P(r) iWor— G (4.62)
f(r) =r[CiJi(Qr) + Ca 1 (Qr) + C3Y1(Qr) + CyY1(Qr)]
e= 11w Ly g (4.63)

2(1 —77) TiA
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Q] siA>0
—40% siA <0

Cas A=0

Pour ce cas particulier ot A = 0 la solution de I'équation (4.61) devient :

4 2

Y(r) = TZ [02 + E(IHT - Z)] + % [C’l + Ci(lnr — %) + Cy (4.64)

4.3.2.2 Solution particuliére pour N = -1

La solution de cette équation pour N = —1 s’écrit sous cette forme :

P(r) =7 [Ci (1 +)Qr) + CoK (14 0)Qr) + Ca 1 (1 + 4)Qr) + C,. Y1 ((1 +4)Qr)]
(4.65)

avec

40* = /Rp((1 — a)Cp — LeCs)

L’équation de dispersion correspondante au conditions aux frontiéres sur la fonction

de courant ¢ et la vitesse v s’écrit:

F(Q) = Det(M) =0

avec
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10°

10°

Figure 4.5 Variation du nombre de Rayleigh sous critique R5"® en fonction du

rapport des rayons 7 (flux imposés) pour Le =10, N = —let a=0
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L((1+9)9r) K ((1+9)Qr) J{(1+0)Qr) Y1 ((1+)Qr)
M= L{((1+9)Qr,) K (1+9)Qr,) J((L+9)0r,) Y1 ((1+4)Qr,)
I (1+9)Qr) —Ko((L+9)Qr) Jo((L+9)Qr) Yo ((1+49)Qr)
Io (149)8r,) —Ko(1+8)Qro) Jo((1+1)Qro) Yo ((1 +1)Qr)
(4.66)

Comme nous 'avons vu pour le cas poreux, cette équation admet deux solutions
possibles. La premiére correspondant a I'état de conduction pure et est donnée par
1 = 0 et donc = 0. La deuxiéme, est une solution convective (Figure 4.6) donnée

par ¢ #£ 0 et () égale & :
W =473 et Q= %(4/!; ~1), k=23,. (4.67)

ol k est un entier positif correspondant aux modes de convection qui sont définis
pour chaque valeur de 2. Ainsi, pour £ = {2, on a un mode unicellulaire, alors que
les autres valeurs de €2 correspondent a des modes d’écoulements multicellulaires.
Le nombre de cellules pour chaque mode est égale a (2k + 1). Dans le régime
convectif, les gradients de température, Cr, et de concentration , Cg, sont
déterminés a partir des bilans (4.7) et (4.8), permettant par la suite de trouver

les expressions des nombres de Nusselt et Sherwood.

En combinant les expressions de Cr et Cs avec celle de ) on aboutit & I’équation

suivante:
o [¥5 + a0y + a1t + a) =0 (4.68)
avec :
a_l—l—L62 _ £2 g_rg—r?
0T TIeer BT ILer? ST T 2
. Rrri&l(Le — 1 + a(1 + Le))
1 =

403 Le? Y2
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Figure 4.6 Limite de €2y quand n — 1
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Cette équation de cinquiéme ordre admet cing solutions dont une nulle, deux
imaginaires et deux réelles (une stable et I’autre instable) pour Ry > R5%°. Ce
RP%° qui marque la séparation entre le régime conductive et le convective est

déterminé quand les solutions réelles de I’équation (4.68) sont identiques (solution

double ;).

On trouve que :

o, = \/—ao + \/élg + 12a4 (4.69)

ce qui nous permet de trouver la valeur de R%*® & partir de (4.68):

2(1 — ay)Q2LeT2y?

Rre = e Te—1+a(i 7 Lo)

(4.70)

La figure (4.7) illustre I’évolution de I'amplitude de I'écoulement avec R%° et
comme montrer sur le tableau (4.1), nos résultats sont en parfait accord avec le cas

de la cavité rectangulaire élancée rapporter dans la thése de Mamou (1998).

i 0.3 0.5 0.7 0.99 Mamou et al.

Rvs 273.50 186.30 149.70 123.52 122.90

Tableau 4.1 Variation du nombre de Rayleigh sous critique R7“*par rapport au
rapport des rayons 7
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12

04}

Figure 4.7 Variation de la fonction de courant 7 en fonction du nombre de Rayleigh
Rp (flux imposés) pour Le =10, N = —-leta=0
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CHAPITRE 5

ANALYSE DES RESULTATS

Ce chapitre est consacré a la présentation des résultats analytiques et numériques
de la double diffusion (a = 0) et de l'effet Soret (a = 1) dans une cavité cylindrique
verticale poreuse et fluide, soumise & des conditions aux limites de type Dirichlet et
Neumann. Notre principale tache consiste & étudier I'influence des paramétres de
contréle sur 'écoulement et les mécanismes de transferts de chaleur et de masse.
Nous considerons dans ce qui suit la convection coopérante (N > 0) et opposée
(N < 0) ainsi que la transition du régime thermique dominant vers celui du solutal
dominant. Le régime asymptotique, du type couche limite, en milieu poreux est
aussi mis en évidence dans ce chapitre. Dans la limite  — 1, nos résultats sont
en accord avec le cas de la cavité rectangulaire étudié dans le passé par Mamou
et al. (1995a). Notons que des points numériques (A, 4, «) ont été placés sur la
majorité des courbes présentées dans ce chapitre, dans le but de montrer la bonne

concordance entre nos résultats numériques et analytiques.

5.1 Milieu poreux saturé par un fluide binaire

5.1.1 Solution générale pour N # —1

Les figures (5.1) - (5.6) montrent les effets du nombre de Rayleigh Rr et du rapport
des rayons 7 sur le taux de transfert de chaleur Nu, le taux de transfert de masse
Sh et 'intensité de la fonction de courant ¥,,.,. Tous ces résultats ont été obtenus

pour Le = 1.5, N = 0.5, a = 0 et différentes valeurs de n = 0.3, 0.5, 0.7, 0.9 et 1.



74

Cavité cylindrique

= = = Cavité rectangulaire

1 L L
0 20 20 60 80 100
Ry

Figure 5.1 Influence du nombre de Rayleigh thermique Rz sur la variation du
transfert thermique Nu (cas Neumann) pour Le = 1.5, N = 0.5, a = 0, n = 0.3,
0.5,0.7,09 et 1

— Cavité cylindrique

— — = Cavité rectangulaire

1 I 1 . 1 I

0 50 100 150 200
Ry

Figure 5.2 Influence du nombre de Rayleigh thermique Ry sur la variation du
transfert thermique Nu (cas Dirichlet) pour Le = 1.5, N = 0.5, a = 0, n = 0.3,
0.5,0.7,09et 1
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La figures (5.1) et (5.2) illustrent Peffet de la variation du nombre de Rayleigh
thermique Rr sur le transfert de chaleur Nu pour les deux conditions aux frontiéres
considérées dans cette these. Nos résultats analytiques (dans le cas Neumann),
représentés par des lignes continues, sont en parfait accord avec les résultats
numeériques. On observe aussi que pour toutes les valeurs de 7, le transfert de
chaleur Nu s’accroit avec Paugmentation de Ry (’écoulement convectif s’accentue)
et diminue avec I’augmentation de 7. L’influence de I’épaisseur de la cavité n sur le
transfert de chaleur est importante quelle que soit la valeur du nombre de Rayleigh.
Notons que pour une méme valeur de Rr le transfert de chaleur, représenté par le
nombre de Nusselt Nu, est plus faible dans le cas de températures et concentrations
imposées (5.2) que celui de flux imposés (5.1). Une différence entre les effets de
7 sur la variation de Nu est aussi observée, le transfert de chaleur dans le cas de
conditions de Dirichilet (températures et concentrations constantes) s’accentuant
d’avantage avec la diminution de 1 que dans le cas de conditions de Neumann (flux

de chaleur et de masse constants imposés).

L’effet du nombre de Rayleigh thermique R sur la variation du transfert massique
Sh, est représenté sur la figure (5.3) pour le cas de flux imposés, et sur la figure
(5.4) dans le cas isotherme. Dans le cas de conditions aux frontiéres de type
Neumann, nos résultats numériques sont 14 aussi en parfait accord avec ceux
obtenus analytiquement sur la base de la théorie de 1'’écoulement paralléle. On
constate un accroissement monotone du transfert de masse, représenté par le
nombre de Sherwood Sh, quand Rr augmente et ceci malgré la domination des
effets thermiques. Ce comportement est di & la coopération des forces volumiques,
N = 0.5. Le décroissement de Sh quand 7 augmente, s’explique par le fait
que, plus 1 est élevé, moins 'effet de la courbure est ressenti. L’écoulement est
donc plus stable, ce qui explique la diminution du transfert de masse. Quand

n — 1 nos résultats se superposent avec ceux de la cavité rectangulaire étudiée
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Figure 5.3 Influence du nombre de Rayleigh thermique Ry sur la variation du
transfert massique Sh (cas Neumann) pour Le = 1.5, N = 0.5, a = 0, n = 0.3, 0.5,
0.7,09et 1
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e — Cavité rectangulaire

100 150 200
Rr

Figure 5.4 Influence du nombre de Rayleigh thermique Rr sur la variation du
transfert massique Sh (cas Dirichlet) pour Le = 1.5, N = 0.5, a = 0, n = 0.3, 0.5,
0.7,09et 1
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dans le pass¢ par Mamou et al. (1995a). Nous constatons également que la
courbure joue un role stabilisateur de I’écoulement et des transferts de chaleur et de
masse. Naturellement, 'introduction de la courbure détruit les propriétés centro-
symétrique de 1’écoulement, de la température et de la concentration observées
pour une cavité rectangulaire. L’effet du nombre de Rayleigh Rr sur 'intensité
de la fonction de courant . est illustré sur les figures (5.5) et (5.6). Les
résultats sont validés par plusieurs points numériques pour différentes valeurs de
Rr. Nous constatons Paugmentation de l'intensité de la fonction de courant avec
laccroissement de Rp, qui joue un réle moteur dans l'intensification de la convection
a lintérieure de la cavité. La diminution de la valeur de n se manifeste par une

hausse de l'intensité de ¥,,qq.

Les résultats numériques pour le cas ou les parois sont soumises a des conditions
aux frontiéres thermiques et solutales de type Dirichlet, sont représentés sur la
figure (5.7) en termes de lignes de courant (gauche), isothermes (centre), et
isoconcentrations (droite). Ces résultats sont présentés pour les deux types de
problémes considérés dans cette étude, c’est a dire la convection naturelle induite
par double diffusion (cas a = 0) et par effet Soret (cas a = 1). Les paramétres de
controle adoptés sont Ry = 50, Le = 1.5, N = 0.5, A=8¢et n = 0.3 et 0.9. Pour
le cas (5.7(a)(i)) correspondant a la double diffusion, nous observons P'existence
d’une faible couche limite hydrodynamique, alors que les transferts thermique et
solutale sont presque conductifs. Nous remarquons, l'existence d’une grande cellule
convective tournante qui remplit I’ensemble de la cavité. Le sens de rotation de
cette cellule est facilement identifiable & travers les isothermes et isoconcentrations,
soit, le sens horaire. Il est a signaler que la variation de température est assez faible.
Elle varie presque linéairement selon la direction horizontale et elle est quasiment
constante dans la direction verticale. Aussi la variation du champ de concentration

est similaire & celle de la température. Les résultats obtenus pour deux valeurs de n
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Figure 5.5 Influence du nombre de Rayleigh thermique Rp sur la variation de la
fonction de courant t,,,, (cas Neumann) pour Le = 1.5, N = 0.5, a =0, n = 0.3,
0.5, 0.7, 0.9 et 1
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Figure 5.6 Influence du nombre de Rayleigh thermique Rp sur la variation de la
fonction de courant ., (cas Dirichlet) pour Le = 1.5, N = 0.5, a = 0, n = 0.3,
0.5,0.7,09 et 1
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b)

) (i)

Figure 5.7 Lignes de courant, isothermes et isoconcentrations pour Ry = 50, Le =
1.5 et N = 0.5 (cas Dirichlet) (a) Double diffusion (a.i) 7 = 0.3, me; = 16.53,
Nu = 2.67 et Sh = 3.1952 (a.ii)n = 0.9, Ymae = 9.65, Nu = 1.57 et Sh = 1.94 (b)
Effet Soret (b.i) 7 = 0.3, ¢mae = 11.06, Nu — 2.38 et Sh = 2.38 (b.ii) n = 0.9,
VYmaz = 6.47, Nu = 1.36 et Sh = 1.36
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(0.3 et 0.9), indiquent que la propriété de centro-symétrie de I’écoulement, observée
dans le cas de cavité rectangulaire, est, comme on peut s’y attendre, de plus en plus
détruite avec la diminution de la valeur du rapport des rayons 7. En comparant nos
résultats & ceux du cas de la cavité rectangulaire nous observons un changement
remarquable de la structure de I’écoulement. Ainsi le taux d’augmentation de la
couche limite hydraulique sur la paroi chaude diminue avec la valeur de 7, cet effet
est renversé sur la paroi froide. Ce phénomeéne est a lorigine du déplacement de
la cellule de convection vers le haut de la parois verticale intérieure. Pour le cas
de Deffet Soret (5.7(b)(i)) la structure paralléle au centre de la cavité est moins
prononcée. Les isothermes quant a elles, indiquent qu’une large portion du fluide
a l'intérieur de la cavité est stagnante a cause de 'effet de blocage induit par la
stratification du champs de densité. L’effet Soret induit une grande stratification
des isosalines selon la direction verticale, ce qui n’est pas le cas pour la double

diffusion.

La figure (5.8) montre 'effet du nombre de Lewis Le sur I'intensité de la fonction
de courant Y., pour Ry = 100, N = 0.5 et —0.5, 7 = 0.5 et 0.9 et a = 0. Nos
solutions analytiques sont 14 encore en bon accord avec les résultats numeériques.
Pour les deux valeurs du rapport des forces volumiques considérées, i.e N = 0.5
et —0.5, l'influence de 7 est la méme. Plus I'épaisseur de la cavité est faible
plus I'intensité de la fonction de courant est faible. Pour des forces de volume
coopérantes, N = 0.5, et de trés faibles valeurs de Le, le gradient solutale devient
trés important et il domine & son tour I’écoulement convectif, ce qui explique en
effet accentuation de l'intensité de ... On observe, dans la méme zone, la
grande diminution de l'intensité de ;.. pour le cas ou N = —0.5, qui est due
essentiellement & 'opposition des forces de volume thermiques et solutales qui
font baisser l'intensité de I’écoulement convectif. Pour Le > 1 la situation se

renverse, les forces de volume solutales n’ont quasiment plus d’effet sur I’écoulement
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convectif. Il en résulte la domination du gradient thermique horizontal. Ainsi
Pécoulement est dominé par les effets thermiques, et puisque le flux de chaleur
imposé est constant, on observe un déficit de masse au voisinage de la couche
limite intérieure du cylindre et un surplus du coté droit. Ceci donne naissance a un
gradient solutal négatif au centre de la cavité responsable de la baisse de I'intensité

de Ymer quand N = —0.5.

Pour le cas de températures et concentrations imposées sur la paroi intérieure du
cylindre, nous avons représenté 1’effet du nombre de Lewis Le sur l'intensité de la
fonction de courant p,,,, sur la figure (5.9). Ces résultats ont été obtenus pour
Rr =100, N =0.5,7=0.1et 0.99 et a = 0 et 1. Une diminution de 'intensité de la
fonction de courant est observée lorsque on augmente soit le nombre de Lewis, soit la
valeur de 7, pour les deux situations a = 0 et 1. Pour des valeurs (0.1 < Le < 100)
I'influence de la variation du nombre de Lewis sur la fonction de courant est plus
importante pour le cas de 'effet Soret que celui de la double diffusion. Pour une
valeur donnée du nombre de Lewis l'influence de la courbure est plus importante
lorsque 7 est faible que dans le cas de la cavité rectangulaire (n = 1). Ceci est dil
exclusivement & l'effet de déstabilisation qu’introduit la courbure sur I’écoulement.
Il est & mentionner que lorsque a = 0 aucune influence du nombre de Lewis n’est

observée quand Le < 1 et Le > 20, et ceci pour les deux situations n = 0.1 et 0.99.

La figure (5.10) montre les résultats numériques obtenus pour le cas Ry = 50
JLe =10, a =1, n =05 A =8¢t N =0, 10 et —10. La figure (5.10a)
correspond au cas (N = 0). Ici les effets de la concentration sur ’écoulement
sont nuls de telle facon que ’écoulement tournant dans le sens hbraire résultant
est complétement gouverné par les gradients de température. Lorsque le rapport
des forces de volume est augmenté (N > 0), ces forces augmentent aussi ce qui
amplifie encore plus I’écoulement engendré. Cette situation correspond a la région

de l’écoulement dit coopérant. La figure (5.10b) montre les résultats obtenus pour
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une forte valeur du rapport de flottabilité N = 10, pour laquelle ’écoulement est
complétement dominé par les forces de volume solutales. Ces résultats indiquent
qu’une large portion du fluide au centre du cylindre est stagnante a cause de l'effet
de blocage qu’impose la stratification verticale de la densité. L’écoulement de type
couche limite hydrodynamique est bien visible en examinant la structure des lignes
de courant. D’autre part, quand le rapport des forces de volume est inférieur & zéro
(N < 0) les forces de volume solutales et thermiques s’opposent. Cette situation
fait évoluer I’écoulement d’un régime thermique dominant tournant dans le sens
des aiguilles d’une montre vers un régime solutal dominant tournant dans le sens
contraire (figure 5.10c). Nous verrons plus loin dans ce chapitre que pour des valeurs
intermédiaires de N la transition entre le régime thermique et le régime solutal est
caractérisée par un écoulement de structure multicellulaire; dans lequel les forces de
volume thermiques et solutales vont dominer les écoulements séparés dans la cavité.
L’effet du rapport des forces de volume N est illustré sur la figure (5.11) pour le cas
Rr =50, Le = 10, a = 0 et plusieurs valeurs de n. Ici aussi un excellent accord est
observé entre les résultats analytiques et numériques. Le rapport N varie entre —5
et b, cette plage couvrant toutes les valeurs entre le cas ou I’écoulement est opposé
et les effets solutales sont dominants (N = —5), celui purement dominé par les
effets thermiques (V = 0) et celui oi I’écoulement est coopérant et dominé par les
effets solutaux (N = 5). Lorsque N est au-dessus de zéro les deux forces de volume
thermique et solutale agissent dans la méme direction (écoulement coopérant).
Les valeurs de .., sont positives, indiquant la circulation de ’écoulement dans
le sens horaire. En augmentant la valeur N de 0 vers 5 ’écoulement devient de
plus en plus dominé par les forces de volume de nature solutale. D’autre part,
lorsque N est inférieur a4 0, les forces thermiques et solutales agissent dans des
directions opposées. Dans l'intervalle —1 < N < 0 les forces thermiques dominent
clairement 1’écoulement de telle fagon que ¥,,,, demeure positive. La situation

N = —1 correspond au cas particulier ou les forces de volume induites par les
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effets de la température et de la concentration sont de méme intensité mais de sens
contraire. Cette situation particuliére sera discutée dans la section suivante. La
solution analytique (4.13)-(4.15) prédit 'existence possible de trois solutions selon
la valeur de N. Deux solutions stables sont représentées par des lignes continues,
correspondant au cas de régime unicellulaire, et une solution instable représentée

par des lignes discontinues, correspondant & un régime multicellulaire.

La figure ( 5.12) montre la variation de la fonction de courant ¥4, en fonction du
rapport de flottabilité N. Cette figure, obtenue pour le cas de la double diffusion
et celui de 'effet Soret, correspond au cas Rp = 100, Le = 10 et n = 0.1 et 1. Pour
le cas de la double diffusion, @ = 0, nous observons 1’accentuation de l'intensité
de I'écoulement avec I’augmentation du rapport des forces de volume N. Lorsque
les forces d’archiméde sont de sens contraire, N < —1, un changement du sens
de la convection est observé & travers les valeurs négatives de t4,. L’influence
du rapport des rayons 7 est plus grande quand N > —1 que pour N < —1.
Pour le cas de l'effet Soret la situation se renverse et 'intensité de I’écoulement
s’affaiblie avec ’augmentation de la valeur de V. Méme si 'influence de 7 est moins
prononcée que dans le cas de la double diffusion, nous constatons, que les effets
de n sur I’écoulement dépendent de la zone dans laquelle se trouve 1’écoulement
(N > —1 convection coopérante ou N < —1 convection opposée). On observe
que la valeur de N pour laquelle les structures multicellulaires apparaissent est

faiblement dépendante du rapport des rayons 7.

Une confirmation numérique de I'existence de solutions multiples est illustrée sur
la figure (5.13) pour le cas Ry = 50, Le = 10, N = —-1.8, a = 1l et A = 4.
Nous abordons la discussion par le cas de la cavité rectangulaire (n = 1), figure
(5.13a). Le premier cas (i) montre un écoulement unicellulaire tournant dans le
sens anti-horaire, correspondant a la branche solutale inférieure. Cette solution a

été obtenue en utilisant, comme solution initiale, les résultats numériques obtenus
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Figure 5.13 Lignes de courant (gauche), isotempérature (milieu), isoconcentration
(droite) (cas flux imposés) pour Rr = 50, N = —1.8, Le = 10, a = 1 et A = 4,
(a)n =1, (b)n = 0.5
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pour N = —3, (i.e un écoulement anti-horaire intense, gouverné principalement par
les forces de volume solutales). Le deuxiéme cas (ii) indique I'existence d’une large
cellule, tournant dans le sens horaire, au sein de la cavité, induite par les forces
de volume thermiques et de deux petites cellules, adjacentes au parois verticales,
induites par les forces de volume solutales. Ces structures d’écoulement on été
obtenues numériquement moyennant une solution initiale d’écoulement perturbé
consistant en deux cellules verticales symétriques. Il est & noter, que pour les
paramétres de controle utilisés ici, on n’a pas été en mesure d’obtenir la troisiéme
solution prédite par le modéle analytique, & savoir I’écoulement unicellulaire dominé
par les forces de volume thermiques. Notons aussi que ces résultats on été obtenus
pour un rapport de forme A = 4 pour lequel I’écoulement n’est par totalement
paralléle. Ceci est dii au fait que pour des valeurs plus grandes de A, les régimes
multicellulaires stables sont presque impossibles a atteindre. Les effets de 1 sur
ces solutions sont montrés sur la figure (5.13 b) pour n = 0.5. Des solutions
multiples sont aussi observées pour cette situation mais, naturellement, la structure
symétrique de I’écoulement est détruite. En fait, I’écoulement multicellulaire est
alors composé de deux cellules seulement. La cellule de recirculation d’origine
solutale, qui a lieu & coté de la paroi verticale extérieure pour n = 1, a disparu

pour 7 = 0.5 a cause de 'augmentation de la taille des vortex d’origine thermique.

Nous allons maintenant étudier les conditions nécessaires a l'obtention d’une
séparation optimale des composants d’un fluide binaire saturant le milieu poreux.
Selon la solution analytique, dans le cas de conditions de Neumann imposées sur
les parois verticales, le probléme est gouverné par cinq paramétres, i savoir Rr,
Le, N, a et n. Dans ce qui suit, nous commencons en premier par le cas ou
n = 1, correspondant au probléme de la cavité rectangulaire verticale. La figure
(5.14) montre 'allure de la stratification massique verticale Cs & I'intérieur d’une

cavité rectangulaire en fonction du nombre de Rayleigh R pour différentes valeurs
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de N, et pour le cas Le = 10 et ¢ = 0. La solution numérique de ’ensemble
des équations gouvernantes (indiquée par des points noirs) est en parfait accord
avec la solution analytique. La figure (5.15) illustre les contours numériques de
la concentration obtenus pour Le = 10, N = 0, a = 0 et plusieurs valeurs de
Rr. 11 est clair, en examinant la figure (5.14), que pour une valeur donnée de
N, les deux solutions numérique et analytique indiquent 'existence d’une valeur
maximale de la séparation solutale C'F*" correspondante & une valeur optimale
de Rayleigh R L. Pour Ry < R, 11 est observé que Cs — 0 car la diffusion
thermique est prédominante et la concentration se répartie dans une direction
paralléle au parois thermiquement actives. Cette observation est illustrée sur la
figure (5.15a), qui montre que pour Ry = 1072 (i.e < R¥" ~ 1.1, selon la figure
(5.14)) les isoconcentrations sont presque des lignes verticales pour lesquelles Cg
~ 0. Pour Rr > R? t, nous observons a travers la distorsion des isoconcentrations
(figure(5.15¢)) que la convection de nature thermique est prédominante. Le cas ol
Rr = R¥" est montré sur la figure (5.15b). On observe que la combinaison des effets
de la thermodiffusion et de la convection induit une séparation maximale. La figure
(5.16)) illustre 'influence du rapport des forces de volume N sur les conditions de
séparation optimale pour Le = 10, alors que les effets du nombre de Lewis sont
montrés sur la figure (5.17) pour N = 0. Ces résultats indiquent d’une part, que la
séparation maximale C'F%* est presque indépendante du nombre de lewis Le et du
rapport de flottabilité N. D’autre part, le nombre de Rayleigh optimal R¥* diminue
considérablement lorsque N et Le augmentent. Une tendance similaire, concernant
I'influence du nombre de Lewis, a été trouvée analytiquement par Estébe and Schott
(1970) pour le cas de colonnes thermogravitationnelles poreuses et soumises & des

conditions aux limites isothermes.

Nous considérons maintenant le cas d’un cylindre poreux vertical (n # 1). Le

coefficient de stratification Cs en fonction de Ry, pour différentes valeurs du
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rapport des rayons 7 et pour Le = 10, a = O et N = 0 est montré sur la figure (5.18).
Le cas limite du probléme annulaire est aussi représenté sur le méme graphique
pour fin de comparaison. L’accord des deux résultats numérique et analytique est
aussi excellent pour cette situation. L’influence de la courbure sur le processus
de séparation est clairement illustré sur la figure (5.19). Il est observé, que pour
un ensemble de paramétres donnés, le nombre de Rayleigh optimal R?* augmente
avec la courbure (i.e. quand 1 diminue). Il est aussi a signaler que l'influence de
n sur Cs est de plus en plus importante lorsque le nombre de Rayleigh diminu au
dessous de sa valeur optimale. Cependant, pour Rr > R;?t la valeur de Cgs est
presque indépendante de 7. Leffet de 7 sur R%® est montré sur le graphique (5.19)
pour Le = 10, a = 0 et N = 0. Nous remarquons que la séparation solutale atteint
une valeur maximale pour le cas de la géométrie rectangulaire (7 = 1) et diminue
d’une facon monotone quand n — 0. Le modéle analytique indique aussi, que le

nombre de Rayleigh optimal R7” * diminue lorsque le rapport des rayons tend vers

0.

5.1.2 Cas particulier pour N = —1

La transition du régime thermique dominant vers le régime solutal dominant se
produit au voisinage de N = —1. Dans cette région, les forces de volume thermique
et solutale sont comparables et opposées, leur résultante étant alors pratiquement
nulle. D’aprés les résultats numériques et analytiques la coexistence des deux
régimes, thermique et solutale, est possible. En fait, on a trouvé que dans cette
région il peut exister des solutions multiples. La solution finale du probléme dépend
essentiellement de la fagcon d’amorcer 1’écoulement convectif. Nous précisons aussi
que dans cette section, nous étudions seulement le cas ou des flux de chaleur et de
masse sont imposées sur les parois verticales (cas Neumann). En effet c’est le seul

cas pour lequel une solution analytique est possible.
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Figure 5.20 Lignes de courant, isothermes et isoconcentrations (cas Neumann) pour
Rr =50, Le =10,a =0, A=17etn=07:a) N=10,b) N = —1.5, ¢)
N=-183d) N=-185ete) N=-10
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Figure 5.21 Influence du nombre de Rayleigh thermique Rp sur la variation du
transfert thermique Nu pour N = -1, a =0, Le = 1.5, n = 0.5, 0.7, 0.9, 0.95
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Figure 5.22 Influence du nombre de Rayleigh thermique Rr sur la variation du
transfert massique Sh pour N = —1, a =0, Le = 1.5, n = 0.5, 0.7, 0.9, 0.95
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Afin de pouvoir observer la transition de I’écoulement entre la domination du
thermique puis celle du solutal, nous avons représenté sur la figure (5.20) plusieurs
configurations d’écoulements au voisinage de la zone de transition. Les résultats
numériques montrent que la transition entre deux régimes se produit dans une
gamme de valeur de N trés étroite (—2 < N < —1.3). En prenant le cas du régime
solutale dominant obtenu pour N = 10 (figure 5.20(a)) comme conditions initiales,
les résultats numériques obtenues pour N = —1.5 (voir figure 5.20(b)) montrent
que les effets thermiques engendrent une grande cellule de convection dans la région
centrale de la cavité. Les effets solutaux, quant & eux, donnent naissance & deux
petites cellules de convection tournant dans le sens trigonométrique. Ces derniéres
sont situées au voisinage du coin inférieur droit et du coin supérieur gauche de la
cavité. En dimimuant la valeur de N de —1.5 & —1.83, on constate que les deux
petites cellules prennent encore plus d’ampleur sur celle au centre (figure 5.20(c))
jusqu’a I’écraser complétement (figure 5.20(d)) et donner naissance a un écoulement
convective dominé par les effet solutaux tournant dans le sens anti-horaire (figure
5.20(e)). Notons qu’il est trés difficile d’observer le phénoméne de transition pour
des grands rapports de forme. Pour cette raison, le cas considéré ici correspond a

A =1.75.

La figure (5.21) illustre la variation du transfert thermique Nu en fonction de Ry,
prédite par la solution analytique. La bifurcation résultante est souscritique. Les
traits continus sont les solutions stables de I’écoulement convectif alors que les traits
discontinus sont des solutions instables, impossibles & observer numériquement.
Cette solution instable, correspond en réalité & une deuxiéme solution de I’équation
différentielle de v Eq.(4.36). La valeur du nombre de Rayleigh critique qui sépare
le régime de convection et de la conduction pure augmente avec la diminution de

I’épaisseur de la cavité 7.

Cette bifurcation souscritique est aussi observée sur la figure (5.22), qui représente
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I'influence du nombre de Rayleigh thermique Rp sur la variation du transfert
massique Sh. Pour des faibles valeurs de 7 le transfert de masse croit plus
rapidement que quand 7 — 1. Aussi le nombre Rayleigh critique, marquant le
début de la convection solutale, augmente considérablement pour des faibles valeurs
du rapport des rayons 7. La variation de 'amplitude de la fonction de courant 4,
en fonction du nombre de Lewis Le est montrée sur la figure (5.23) pour Ry = 50.
Les résultats indiquent que pour Le > 1, plus 7 est faible plus I'intensité 1 est
importante, alors que pour Le < 1 la situation se renverse. Cependant, ’écart entre
la fonction de courant pour n = 0.5 et 0.9 reste faible, & cause de la domination

des effets solutaux face & un flux de chaleur moyennement important Rr.

5.1.3 Cas asymptotique

Sur la figure (4.4), illustrant les solutions asymptotiques du transfert thermique
et massique en fonction du nombre de Rayleigh Ry pour Le = 10, N = 0.01,
a = 0 et n = 0.5, une échelle logarithmique a été utilisée. Ici ’écoulement est
totalement dominé par les effets thermiques a cause de la faible valeur de N. Le
transfert de masse représenté par le nombre de Sh est beaucoup plus important que
le transfert thermique Nu. La tendance des nombres de Sherwood et de Nusselt,
quand R est trés grand, coincide parfaitement avec les expressions asymptotiques
que nous avons obtenues dans le chapitre précédent, Eq.(4.57). Ces résultats
asymptotique du régime de la couche limite sont en parfait accord avec ceux obtenus
numériquement. Pour le cas de la figure (5.24), les résultats numériques sont
14 aussi en bon accord avec les résultats analytiques. Les solutions du transfert
thermique et massique asymptotiques en fonction du nombre de Rayleigh Ry sont
représentées pour Le = 0.01, N = 10 et n = 0.9. Les valeurs de Le et N considérées,
font que les mouvements convectifs sont engendrés par les effets solutaux, ce qui

permet l'intensification du transfert thermique par rapport au transfert solutal,
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a cause de l'intense flux de chaleur controlé par le nombre de Rayleigh Rr. La
limite des nombres de Sherwood et de Nusselt quand Rr augmente, coincide
parfaitement avec les expressions asymptotiques que nous avons ontenues dans

le chapitre précédent Eq. (4.58).

5.2 Milieu fluide

Dans cette section, seul le cas de la cavité cylindrique fluide, soumise a des flux de
chaleur et de concentration constants, sera détaillé (conditions au limites de type
Neumann). En fait une grande ressemblance des phénoménes présentés dans le cas
poreux a été observée lorsque nous avons considéré la cavité remplie d’un fluide

binaire.

Nous avons présenté sur la figure (5.25) des résultats numériques obtenus pour une
cavité cylindrique verticale fluide soumise & des flux de chaleur et de concentration.
Ces résultats ont été obtenus moyennant les paramétres de controle suivants: Ra =
104, Le =15, N = 0.5, = 0.1, A = 6 et a = 0 (convection double diffusive) et 1
(convection induite par effet Soret). Les lignes de courant, isothermes et isosalines
sont représentées sur le graphe de la gauche vers la droite. Il est clair ici que les
propriétés de centrosymétrie observées pour le cas de cavité rectangulaire(Boutana
et al. (2004)) sont complétement détruites. Ainsi, Peffet de la diminution de 7 induit
un décalage de la cellule de convection vers la parois verticale extérieure, induisant
ainsi la perte de symétrie sur les champs de température et de concentration. Ces
résultats indiquent clairement que pour des cavités de grand rapport de forme
(A > 1), I'écoulement est paralléle au coeur de la géométrie alors que les isothermes
et les isoconcentrations sont linéairement stratifiées dans la direction verticale.
Nous précisons que la solution analytique développée dans le chapitre précédent

est basée sur ces observations. En fait, ces résultats sont bien siir qualitativement
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Résultats numériques

A 1 2 4 6 Résultats analytiques
Yo 4.33 4.71 4.50 4.50 4.49
Nu 3.10 3.66 3.61 3.61 3.59
Sh 4.04 4.45 4.38 4.38 4.37

Tableau 5.1 Influence du rapport de forme A sur les valeurs numériques de ¥y, Nu,
Sh pour Ra = 10%, Le=1.5, N=05,n=05¢et a=0

similaires a ceux observés pour une cavité poreuse.

Des tests numériques on été réalisés afin de déterminer la valeur minimale du
rapport de forme A, au-dessus duquel ’écoulement peut étre considéré paralléle.
Ces résultats sont présentés sur la tableau (5.1). Il ont été obtenus pour des
conditions aux limites de type Neumann et pour Ra = 104, Le = 1.5, N = 0.5 et
a = 0. Pour fins de comparaison, les prédictions de la solution analytique (pour
A > 1) sont aussi incluses dans ce tableau. Ces résultats indiquent un bon accord
entre les la solution numeérique et celle obtenue analytiquement pour (A > 4).
Pour cette raison tous les résultats numériques de cette section sont obtenus pour
A = 6. Nous avons aussi adopté un nombre de Pr = 7, qui correspond au cas de

I’eau.

Les figures (5.26(a)-(c)) illustrent les effets du nombre de Rayleigh thermique Rp
sur la variation de la fonction de courant ¥, le transfert de chaleur Nu, et le

transfert de masse Sh, pour N =0.5, Le =1.5,a=0et n = 0.3, 0.5, 0.7 et 1. Ces
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Figure 5.25 Lignes de courant (gauche), isothermes(centre) et isoconcentrations
(droite) pour Ry = 10%, Le = 1.5, N = 0.5, A = 6 et n = 0.1. (a) a = 0,
Ymaz = 11.31, Nu = 6.17 et Sh = 7.27; (b)a = 1, Yimar = 9.40, Nu = 5.75 et
Sh=11.30
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Figure 5.26 Influence du nombre de Rayleigh thermique Ry sur la variation de la
fonction de courant ¥, (a), nombre de Nusselt Nu (b) et le nombre de Sherwood
Sh (¢) pour N =05, Le=15,a=0,n=0.3,05,0.7et 1
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Figure 5.27 Influence du nombre de Rayleigh thermique Ry sur la variation de la
fonction de courant Y., (a), nombre de Nusselt Nu (b) et le nombre de Sherwood
Sh (c) pour N =0.5, Le=15,a=17n=0.3, 0.5, 0.7 et pour 1
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résultats sont en accord avec les résultats numériques repésentés par des points.
Des résultats similaires sont aussi présentés sur les figures (5.27(a)-(c)) pour le cas
de la convection induite par effet Soret (@ = 1). Pour des faibles valeurs du nombre
de Rayleigh, ¥,,.. devient trés petit et les deux nombres de Nusselt et Sherwood
approchent la valeur du régime de conduction pure soit 7;In7. Ceci découle de la
normalisation utilisée dans cette thése. Une augmentation du nombre de Rayleigh
est associée avec une diminution de AT et AS de sorte que les nombres de Nusselt
et Sherwood croissent d’une facon monotone avec Ra. Pour une valeur donnée de
Ra il clair que, selon les figures (5.26) et (5.27), toute augmentation du rapport

des rayons 7 induit une diminution de la fonction de courant ¥.,4,-

La figure (5.28) montre I’effet du nombre de Lewis Le sur la fonction de courant
Ymaz, 1a plus forte valeur de la fonction de courant & l'intérieure de la cavité.
Les paramétres utilisés sont Ra = 104, N = 05, a =0,a =1, n = 0.1 et 1.
La solution analytique, représentée par des lignes solides(double diffusion) et des
lignes discontinues (convection induite par effet Soret) est en parfait accord avec
la solution numérique des équations gouvernantes, représentée ici par des points.
D’une part, Nous remarquons que pour une valeur donnée du rapport des rayons
n, et une grande valeur du nombre de Lewis (Le > 10), 'intensité de la fonction de
courant devient complétement indépendante, non seulement du nombre de Lewis,
mais aussi du mode convectif (a = 0 ou 1). D’autre part, lorsque le nombre de Lewis
descend en dessous de 0.1, I'intensité devient aussi indépendante de Le. Par contre
Ymaee dépend fortement du paramétre a, et encore plus lorsque 1 augmente. Pour
des valeurs intermediaires de Le nous observons une bonne transition de la courbe

de la fonction de courant entre les valeurs obtenues pour Le — 0 et Le — oc.

L’effet du rapport des forces de volume N sur l'intensité de la convection 1,4,
est représenté sur la figure (5.29), pour Ra = 10 Le = 10, a = 0, n = 0.3,

0.5, 0.7 et 1. Ici aussi on souligne encore 'excellence de I'accord entre les deux
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Figure 5.28 Influence du nombre de Lewis Le sur la variation de la fonction de
courant 1 pour Ra = 10*, N =05,n=01¢et 1

Figure 5.29 Influence des forces volumiques NV sur la variation de la fonction de
courant ¥ pour Ry = 10*, Le =10, a = 0,7 = 0.3, 0.5 et 1
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solutions analytique et numérique. Le rapport des forces de flotabilité est varié
de —5 vers 5. Ceci couvre la zone ou ’écoulement devient coopérant et dominé
par les effet solutaux (N = 5), la zone d’écoulement purement dominé par les
effets thermiques (N = 0) et celle ou les forces sont opposées mais 1'écoulement
est dominé par les effets solutaux (N = —5). Lorsque N = 0, i.e en l'absence
des effets de concentration, le mouvement convectif est induit par les gradients
de température seulement, donnant ainsi naissance a une circulation dans le sens
horaire (¥merx > 0). Lorsque N dépasse zéro, les effets thermiques et solutaux
agissent dans la méme direction et le mouvement convectif dans le sens horaire
(Ymaz > 0) est dit coopérant. Pour des valeurs plus grandes de N (N — o)
I’écoulement devient de plus en plus dominé par les effets les forces de volume de
nature solutale. Pour N < 0 les deux forces de volume deviennent opposées l'une a
lautre. Pour une marge de N variant entre 0 et —1, les forces de volume thermiques
dominent clairement 1’écoulement de telle facon que 1),,,, reste positif. Pour des
larges valeurs négatives de N (N — —oo) Pécoulement redevient dominé par les
effets solutaux mais, étant donné que N est négatif, la circulation se produit dans
le sens anti-horaire (1me, < 0). Naturellement, la solution analytique indique que
pour | N |— oo la solution est identique, & ’exception de la direction de circulation

de 'écoulement.

Nous discutons maintenant de la transition de ’écoulement d’une direction a une
autre. Le cas particulier N = —1 correspond & une circulation ou les forces
induites par les effets thermiques et solutaux sont a 'opposé I'un de l'autre mais
de méme intensité. Ce probléme a été étudié pour le cas particulier d’une cavité
rectangulaire (n = 1) par Mamou et al. (1998) et Joly et al. (2000). Cette situation
correspond & un probléme de stabilité similaire au probléme classique de Bénard.
La naissance de la convection a lieu selon un nombre de Rayleigh critique qui

dépend du nombre de Lewis Le et du paramétre a. En dessous de cette valeur
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critique le fluide demeure a I’état de repos (¥ = 0, Nu = Sh = 1). Pour notre
géométrie, il est intéressant de prédire la valeur du nombre de Rayleigh critique
en fonction du paramétre 7. Au voisinage de N = —1, la figure (5.29) indique
que les branches supérieures, correspondantes a des cellules circulant dans le sens
positif, sont connectées a celles d’en bas par des lignes discontinues pour lesquelles
la solution analytique indique la formation de trois cellules de sens contraire. Ce
type d’écoulement a été observé numériquement par Mamou et al. (1998) dans le cas
d’une cavité rectangulaire. Par ailleurs, et comme démontré par ces auteurs, cette
situation ne peut étre observée (numériquement) que pour des cavités présentant
un faible rapport de forme ( A = 1 ou 2). Pour des valeurs plus importante de A
I’écoulement devient oscillant. Pour notre géométrie la solution analytique indique
que cette structure d’écoulement multicellulaire dépend du rapport des rayons 7.
Numériquement, nous n’avons malheureusement pas pu prouver l’existence de telle

structure d’écoulement multicellulaire.
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CHAPITRE 6

ETUDE DU PROBLEME D’INSTABILITE

6.1 Introduction

La différence fondamentale entre la convection naturelle dans les cavités chauffées
latéralement et celles chauffées par le bas est bien connue, théoriquement et
expérimentalement (Bejan (1995)). Cette différence réside dans le fait que pour les
cavités chauffées par le bas, le gradient thermique imposé doit excéder une certaine
valeur, dite seuil critique, pour pouvoir observer l'apparition des mouvements
convectifs. Par contre, pour les cavités chauffées latéralement, la convection se
déclenche aussitot que nous appliquons le moindre gradient de chaleur. Une analyse
de I'état conductif en cavité verticale chauffée latéralement s’avére a cette égard
inutile. Cependant en convection thermosolutale, il existe un cas particulier pour
lequel une solution d’équilibre est obtenue lorsque les forces de gravité d’origine
thermique sont égales et opposées a celles d’origine solutale(N = —1). Nous
précisons que ’état conductif peut devenir instable au dela d’une valeur critique
du nombre de Rayleigh. 1l est alors intéressant d’étudier, dans notre cavité
cylindrique verticale poreuse chauffée différentiellement et isolée au niveau des
parois horizontales, I’écoulement prenant naissance a ’approche de cette valeur

critique lors de la perte de stabilité de la solution d’équilibre.

De nombreuses études du probléme d’instabilité dans une couche poreuse
horizontale ou verticale, soumise a diverses conditions aux limites, ont été entreprise
dans le passé par de nombreux d’auteurs. En géométrie rectangulaire horizontale,

nous citons les contributions de Nield (1967), Taunton and Lightfoot (1972),
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Platten and Legros (1977), Nield and Bejan (1999), Mamou et al. (1995b) qui ont
montré existence de nombres de Rayleigh supercritiques caractérisant le seuil de
la convection. Ils ont aussi étudié, le régime de la convection surstable et oscillant
ainsi que ses conditions d’existence. En cavité horizontale cylindrique, Mojtabi and
Caltagirone (1979) ont étudié la stabilité de I’écoulement bidimensionnel sur la base
de la méthode de perturbation. La solution obtenue s’est limitée a la simulation de
la partie supérieure de la couche cylindrique, pour de faibles valeurs du nombre de
Rayleigh R; et de n. Une étude de la stabilité de la convection naturelle dans un
cylindre présentant un faible rapport de rayons 7 a été menée par Walton (1980).
Il a démontré que pour un nombre de Prandtl Pr supérieur a 0.24 ’enclenchement
de l'instabilité de nature thermique aura lieu dans la partie supérieure du cylindre.
Par contre, quand le nombre de Prandtl est inférieur a 0.24 les instabilités peuvent
avoir lieu dans tout le cylindre. Une étude de stabilité linéaire de I’écoulement de
lair confiné entre deux cylindres horizontaux a été conduite par Choi and Kim
(1993). L’étude tridimensionnelle numérique et expérimentale par Dyko et al.
(1999) a permis d’observer le développement de ’écoulement secondaire en vortex
hélicoidal au sein d’une cylindre de mince épaisseur, ainsi que les interactions avec
I’écoulement primaire de l'air. Les simulations numériques ont permis d’analyser

les facteurs qui influent la taille et le nombre des vortex transitionnels.

Comme mentionné ci-haut, il est également possible pour une couche inclinée ou
verticale, en présence d’un gradient thermique et solutale, que le fluide se trouve au
repos. Cette situation particuliére n’aura lieu que lorsque les forces de flottabilité
thermique et solutale sont égales et opposées (N = —1). Ce type de probléme
particulier présente une complexité des équations de base pour lesquelles il est
difficile de trouver des solutions analytiques. Ceci explique le nombre réduit de
recherches réalisées jusqu’a présent dans le cadre de ce type de situation. Parmi les

principales recherches en configuration rectangulaire verticale, nous mentionnons
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les travaux de Birikh et al. (1972), Gill and Kirkham (1970), Bertholz (1978),
Kamotani et al. (1985), Ostrach et al. (1995) et Ghorayeb and Mojtabi (1997) qui
se sont intéressés a I'étude de V'enclenchement de la convection double-diffusive
en cavités verticales pour différentes conditions au limites. Ils ont déterminé les
valeurs des nombres de Rayleigh critique marquant le seuil critique de la convection.
L’occurence de mouvements de convection souscritique, i.e ayant lieu & un nombre
de Rayleigh inférieur au Rayleigh super critique, ainsi que Pexistence de solutions
multiples ont été mises en évidence. En cavité cylindrique, nous citons Charlson
and Sani (1970) qui ont étudié I'instabilité de Pétat de repos. Ils ont démontré que,
pour ce type de configuration physique, le nombre de Rayleigh critique Rr¢o est
complétement indépendant du nombre de prandtl Pr. L’influence de l'effet Soret
sur ce genre d’écoulement a été étudiée par Hardin et al. (1990) par une méthode
de stabilité linéaire basée sur la technique de Galerkin. L’étude s’est étendue sur
plusieurs types de mixture de fluide et de grandes valeurs du nombre de Lewis Le

et du rapport de rayons 7.

Cette derniére partie de la thése est consacrée a I’étude de la stabilité dynamique
d’un fluide binaire (N = —1) saturant un milieu poreux soumis, en premier lieu,
a des flux de chaleur et de concentration imposés sur les parois verticales, et
en deuxiéme lieu 4 des températures et concentrations fixes le long des parois
actives. La configuration géométrique du systéme considéré est présentée sur la
figure (2.1). Nous étudions en premier le cas de l'instabilité de I’état de repos,
qui aura lieu lorsque les forces de volumes induites par les effets thermique et
solutaux sont de méme intensité et de sens opposés. Pour cette situation, I’état de
conduction pure est une solution valable des équations (2.24)-(2.27). Ceci indique
lexistence d’un nombre de Rayleigh souscritique R57“® marquant ’apparition de la
convection. Ce nombre de Rayleigh critique sera prédit dans la section qui suit sur

la base d’une analyse de stabilité linéaire. Le deuxiéme volet de ce chapitre sera
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consacré a I’étude de 'écoulement convectif afin de prédire ’enclenchement de la
bifurcation oscillatoire dite de Hopf. Par la suite et pour déterminer le nombre de
Rayleigh critique ainsi que la structure de I’écoulement au seuil de la convection,
nous utilisons approche classique de la stabilité linéaire. Cette derniére consiste
a perturber hydrodynamiquement I’état stable du systéme et étudier, par la suite,
I’évolution de cette petite perturbation dans le temps. L’analyse de stabilité linéaire
permet d’identifier ces points de bifurcation possibles de I’écoulement secondaire, et
de montrer aussi si cette bifurcation est stationnaire ou oscillatoire. Coimnme nous
allons le voir plus loin dans ce chapitre, cette analyse permet non seulement de
déterminer le seuil critique de stabilité mais encore, la courbe de stabilité marginale

ainsi que la structure de ’écoulement.

6.2 Stabilité de I’état de repos (cas flux imposés)

Le fluide saturant le milieu poreux peut se maintenir au repos dans une cavité
verticale lorsque les forces de volumes sont égales et opposées (N = —1). Dans
ce cas particulier la force de poussée exercée sur le fluide est nulle. Comme le
nombre de Lewis est différent de 1'unité, la convection est possible mais seulement
au-dela d’un seuil critique. Pour cette situation particuliére (N = —1), la solution

de conduction pure s’écrit ainsi:

Yer=10
To = —rilnr (6.1)
Sc = —r;lnr

et est une solution possible des équations gouvernantes (2.24)-(2.27). Dans le

but d’étudier la stabilité de cet état de repos, il est alors pratique de réécrire
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les équations gouvernantes en fonction de U=0—V5,O0=T-Toetd=25-5c.

6.2.1 Théorie de la stabilité linéaire

Dans cette section la théorie de la stabilité linéaire, basée sur la technique des
éléments finis, est appliquée au milieu poreux. La solution de ’état de perturbation

est supposée avoir la forme suivante:

U(t,r,z) = Uy e F(r, 2)
O(t,r,z) = Oy e G(r,z) (6.2)

O(t,7,2) = By e G(r, 2)

ol p est le taux de croissance de la perturbation , F(r, z) et G(r, z) sont des fonctions
inconnues qui satisfont les conditions aux limites, données par (2.36)-(2.38). Les
fonctions perturbées de la fonction de courant, température et concentration sont
décrites par: U(r,z), O(r,z) et O(r, z); alors que Wy, Oy et Py sont des petites

amplitudes constantes.

En introduisant (6.2) dans les équations (2.24)-(2.27), et en négligeant les termes

non linéaires de second ordre, nous obtenons le systéme linéaire suivant:

20F oG
\I/0V2F — \Ilo;g = —T RT (@0 - (I)()) —5’;— (63)
0o G+ 2w, 2~ e, vic (6.4)
T 0z
Ti 8F 1 =
pe Pg G+ ;2"1’0 % = E(q)o —a @o)VQG (60)
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Les conditions aux limites correspondantes sont :

F=0 et a—q:O pour T =71y T, (6.6)
or
oG

F=0 et E—O pour z = é (6.7)

En utilisant la méthode des résidus pondérés de Galerkin, la formulation

variationnelle des équations (6.3)-(6.4)obtenue est la suivante:

U, |i/ VFNw dQ) — /—w dr’ +/ 2a—Fw dﬂ} R1(©¢ — ®y) /r—w d§2
Q

r or
(6.8)

F
p@O/Gﬁ dn+\p0/ﬂ‘9—ﬁ a0 = 6, [/ 29 dr — /va.w dﬂ] (6.9)
0

pe@o/ GId) + \IIO/ ik aFﬁdQ = ((I>0 — aByp) Qgﬁdf / VG.VIdQ
Q r? Oz Le r on a
(6.10)

ou w(r, z) et ¥(r, z) sont les fonctions admissibles satisfaisant les conditions aux
limites données par (6.6) et (6.7), H'(Q) le cadre fonctionel, I' le contour du

domaine physique et n le vecteur normal.

Le domaine de calcul est discrétisé selon des éléments rectangulaires connus sous
le nom d’éléments Lagrangiens cubiques & neuf noeuds (nine-nodded Lagrangian

cubic elements), avec un maillage non uniforme. Dans chaque élément les profils
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inconnus de F(r, z) et G(r, z) sont approximés par:

K¢(r,z) =Y Nj(r,2)K§ (6.11)

ou K désigne F et G, Nj(r,z) sont les fonctions Lagrangiennes et Ff et G sont

les valeurs nodales élémentaires.

Afin d’observer d’éventuels modes oscillatoires d’instabilité, la formulation de

Galerkin a été utilisée. Elle a permis d’obtenir les équations intégrales suivantes:

Yo [A] (F} ~ Br (6~ o) [B] (G} = 0 (6.12)
0o [C) {G} + 4o [D] {F} = —p 6 [€] {G} (6.13)
(@ a0) [C] {G} + % [D] {F} = —pc & [€] (G} (619

avec
A = fo (VNG IN+ 2 BEN) e (Bl = for BEN doe
CI = fo VN;.VN; d2¢ D = [, 2 2an; doe (6.15)
[E]° = Jae N Ni dS°

ou {2 est le domaine physique d’intégration et d€)* = r dr dz

6.2.2 Reésultats et discussions

Les équations de 1'état perturbé (6.12)-(6.14) et ceux des conditions aux limites

peuvent étre réécrites suivant la forme matricielle compacte suivante: LY =p MY
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n=03 n=05 1n=07 n=099 Mamou et al.(1998b)

R 491.6 318.0 252.3 209.8 209.8

p; 354 0.31 0.16 0 0

Tableau 6.1 Valeurs de R et p; dans une cavité carrée (A = 1) pour Le = 10 et
e=1

avec Y = [Ty, O, o] (fonction de courant, température et concentration), L et
M sont deux opérateurs linéaires différentiels qui dependent des paramétres de
contrdle Ry, n, Le, a, € et A. En utilisant la subroutine (EIGENC de IMSL), nous
déterminons les valeurs propres en fonction des paramétres de controle. Ainsi et

pour des valeurs données de 7, Le, a, € et A, nous pouvons obtenir la valeur de

Rre = Rpc(A,n, Le, a,€).

Le tableau 6.1 illustre les résultats obtenus par la présente méthode numérique
pour le cas A = 1, Le = 10, ¢ = 1 et plusieurs valeurs de 7. Cette situation a
été étudiée auparavant par Mamou et al. (1998) pour une cavité carré (n = 1). Le
nombre de Rayleigh critique marquant ’enclenchement de la convection est donné

selon l'expression suivante:

R

(Le+a—1) (6.16)

Rrc =
Généralement, le taux d’augmentation de la perturbation p dans 'équation (6.2)
peut s’écrire comme p = p, + % p; ol p, et p; sont les parties réelle et imaginaire,

respectivement. Alors, dépendamment de p;, 'enclenchement de la convection est
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caracterisé par différents régimes convectifs. Pour le cas de la cavité carrée, Mamou
et al. (1998) ont déterminé que R = £209.8 et p; = 0. Pour p, = 0, enclenchement
de la convection a lieu a un nombre de Rayleigh supercritique R72 et ceci a travers
une bifurcation fourche. Cette situation est confirmée par le présent travail pour
n — 1. Ainsi, pour 7 = 0.99, nous avons trouvé que K = 209.8 et p; = 0. Par
ailleurs nous souhaitons mettre en exergue la grande importance du parameétre 7
comme nous pouvons l'observer sur le Tableau 6.1. En effet, pour n < 1 la valeur
de p; est différente de zéro. Ceci indique que 'enclenchement de la convection aura
lieu suivant une bifurcation de Hopf (régime convective oscillatoire) a un nombre
de Rayleigh critique REZ'" = R/[(Le + a) — 1]. Un acroissement des valeurs de R

et p; est observé, quand 1 diminue.

Dans le cas de la cavité rectangulaire, ’état marginal d’instabilité pour lequel la

convection supercritique aura lieu est donnée par:

Rsup

Bré = 1 - (Le+a)

(6.17)
Pour le cas d’une cavité élancée (A >> 1), le domaine numérique considéré
dans cette étude est un cylindre concentrique soumis & des conditions aux limites
périodiques appliquées sur les frontiéres horizontales. Avec ces conditions, le
nombre de Rayleigh Rr¢c a été obtenu pour plusieurs valeurs de A. La valeur
minimale de Rpc obtenue pour A = Ae, correspond & la valeur critique de

déclenchement du mouvement convectif.

L’influence de 7 sur R, Ac et p; est illustrée sur le Tableau (6.2) pour Le = 10
et ¢ = 1. Un accroissement de la partie imaginaire du taux d’augmentation de
la perturbation est observé pour des faibles valeurs de 7. i.e I’enclenchement du
régime convectif est de plus en plus oscillatoire quand 7 diminue pour les cavités

cylindriques élancées.
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Figure 6.1 Résultats numériques de I’enclenchement de la convection comme prédit
par l'analyse de la stabilité linéaire. Structures des lignes de courant, isothermes
et isoconcentrations pour (a) n = 1 et Ac = 2.504; (i) R = 105.335 et (i) R =
—105.335; (b) 7= 0.1 et A = 2.352; (i) R = 676.244 et (ii) R = —676.2445
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n=03 7n=05 n=0.7 n=0.99 Mamou et al. (1998¢)

R 233.8 158.8 128.1 105.8 105.4
Are 2.439 2.481 2.498 2.504 2.504
Di 1.47 0.84 0.43 0.01 0

Tableau 6.2 Valeurs de R, Arc et p; dans une cavité élancée (A >> 1) pour Le = 10
ete=1

La figure (6.1) représente les lignes de courant, les isothermes et les
isoconcentrations au moment du départ de la convection, comme prédit par
I’analyse de stabilité linéaire pour A >> 1 et n =1 et 0.1. Ces résultats indiquent
que pour une valeur du rapport de rayons 1 donnée, la stabilité linéaire prédit
I’existence de deux valeurs propres identiques mais de signe contraire R = +C'te.
Il est clair, & partir de I’équation (6.16), que le signe de R depend essentiellement du
fait que la valeur de (Le+a), soit supérieur ou inférieur a 'unité. La figure (6.1(2))
montre les champs de perturbation pour (Le + a) < 1. Les résultats obtenus
pour la situation (Le + a) > 1, sont la réflexion de la situation (Le + a) < 1,
comme indique la figure (6.1(4¢)). Comme nous pouvons l'observer aussi a travers
ces équations, 1’écoulement est composé d’une structure périodique de rouleaux en
rotation dans le sens horaire. La dissymétrie de la structure des lignes de courant
est bien visible (Figure (6.1b)) quand la valeur de n diminue par rapport a I'uniteé.
Ceci est di & l'effet de la courbure sur la structure des perturbations en particulier

et de I’écoulement en général.

L'effet de la porosité normalisée ¢ sur le paramétre RZP au départ de la
p TC

convection de I’état de repos est illustré sur la figure (6.2) pour Le = 1.5 et plusieurs
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valeurs de 7. Le cas limite (7 = 1) a été étudié¢ auparavant par Mamou et al. (1998).
I1s ont démontré que la convection oscillatoire est possible dans certaines conditions.
Cette situation, qui correspond & p, = 0 et p; # 0, méne a un nombre de Rayleigh

(overstable) donné par:

(eLe + 1)
over —_— 6.18
TC L€(€ — 1) ( )
Pour fins de comparaison, les deux prédictions de (6.16) et (6.18) sont incluses

dans la figure (6.2) pour Le = 10 et plusieurs valeurs de n (0.3,0.5,0.7,0.99).

L’influence du rapport de forme de la cavité sur le seuil de convection pour
différentes valeurs du rapport de forme 7 est illustrée sur la figure (6.3) pour
Le = 10 et a = 0. En augmentant A, le nombre de Rayleigh de la premiére
bifurcation de Hopf (REZ’') décroit d’'une facon monotone. Pour chaque valeur
de 77 un changement brusque du taux de variation de RZP/! est observe, cela étant
di & la transition vers une structure présentant un nombre de cellules plus grand.

Ce processus est répété au fur et & mesure que le rapport de forme augmente.

Lorsque A est suffisament grand, R{;’g”f ' devient indépendant de ce paramétre et
tend asymptotiquement vers une valeur fixe (Rgg” = 11.75 pour n = 1). Pour une

cavité infiniment longue, la structure d’écoulement révéle une formation périodique
de cellules de convection, circulant alternativement dans un sens et dans ’autre et

empilées dans la direction verticale.

6.3 Stabilité de I’écoulement convectif

La stabilité de ’écoulement paralléle décrite par (4.13)-(4.15) est étudiée dans cette
section. Au dela d’un nombre de Rayleigh critique R?gp 2 nous supposons que

I’écoulement devient oscillant. Dans le but de déterminer ce point de bifurcation,



121

50
Hopfl s . .
RTC | Cavité cylindrique
= = = Cavité rectangulaire
40F
30F
n=0.3
0.5
0.7
0.99
10
A

Figure 6.3 Effet du rapport de forme A sur le nombre de Rayleigh de la premiére
bifurcation R7°P/! pour Le = 10 et plusieurs valeurs de 7 avec a = 0



122

une analyse de stabilité de I'écoulement est requise.

Considérons I’écoulement paralléle décrit par les équations (4.26). Au tout début de
I'instabilité, ’écoulement global est supposé étre la superposition de ’écoulement
de base [¥(r, z) = U(r), T(r, z) = Cr z+07(r), S(r, z) = Cs z + 0s(r)] et une

perturbation infinitésimale:

‘il(t, z) = \11(7‘) gpttikz
Or(t,r,z) = Or(y) errie (6.19)
Os(t,r,2) = Os(y) e+

avec k un nombre réel qui désigne le nombre d’onde. Aprés insertion de I’écoulement
global dans les équations gouvernantes (2.14)-(2.16) et linéarisation par rapport a

I’écoulement de base, nous obtenons les équations suivantes:

[DQ— %D-/ﬁ} Y +RprD [éT—és] =0 (6.20)

1
[DQ + (;D —4 k DU) — AQ] Or + ~ [z k DOr — CrD)¥ = p Or (6.21)

. . | . .
7 [D2+ D-— A](as—aeT)—ikD\yes+;[ikDes—csD]\yzpeeS (6.22)

Les conditions aux limites correspondantes sont:

=T =0, Dlr = Dfs =0 (6.23)

)

avec D = d/dr. Les équations d’état perturbé (6.20)-(6.22), avec les conditions

aux frontiéres (6.23) peuvent étre écrites sous la forme matricielle suivante:

—

L)Y =p M) Y (6.24)
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onY = [ (r), 0r(r), Os(y)] est le vecteur de perturbation (fonction de courant,
température et concentration), £(k) et M(k) sont des opérateurs différentiels qui
dépendent des paramétres de controle Ry, 7, Le, a et . Les équations (6.24) sont
résolues en utilisant la méthode des différence finies. Le systéme est résolu avec un
schéma de quatriéme ordre dans le domaine entre 7 = r; et r = r,, et écrit sous
la forme suivante (L;;(k)Y; = p M;;(k) Y; ). En utilisant la subroutine standard
des problémes aux valeurs propres (EIGENC de IMSL), on détermine ces derniéres
en fonction des paramétres de controle Ry, 1, Le, a, ¢ et du nombre d’onde k.
Le minimum de la courbe de stabilité marginale fournie les paramétres de ’état
critique (k¢, we, Rpc). Notons qu’il a été trouvé que la procédure numérique

converge pour un nombre de discritization N supérieur a 100.

Des résultats typiques de 'enclenchement de la bifurcation de Hopf (REZ’?) pour
I'écoulement paralléle sont présentés sur le tableau (6.3) pour le cas Le = 10 et
e = 1. Les résultats obtenus pour 5 = 0.99, a savoir R = [(Le + a) — 1|REZF? =
719.4, Arc = 2.646 et p; = 14.59 sont en parfait accord avec les valeurs R = 719.3,
Arc = 2.650 et p; = 14.60 reportés par Mamou (2002) pour le cas de la cavité

rectangulaire (n = 1).

Les effets de n sur le nombre de Rayleigh critique marquant le départ de la
convection oscillante de ’écoulement permanent prédit par la théorie de la stabilité
linéaire sont illustrés sur la figure (6.4) pour Le = 10 et a = 1. En dessous
du nombre de Rayleigh souscritique R3%° le fluide est inconditionnellement au
repos. Pour R$% < R < REF!? un écoulement paralléle stable est théoriquement

possible. Au dessus de R{;’gp 72 Jécoulement est potentiellement non permanent.

On constate sur la figure (6.5) lexistence de trois régions distinctes délimitées
par des lignes correspondants a RS2, REPI ot RIEPIZ La premiére région

désignée par (I), représente le régime de conduction pure dans lequel le fluide
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n=0.3 n=0.5 n = 0.7 n=0.99 Mamou (2002)

R 703.5 673.5 685.1 719.4 719.3
Arc 2.775 2.733 2.693 2.646 2.650
Di 12.63 13.47 14.01 14.59 14.60

Tableau 6.3 Valeurs de R = [(Le +a) — 1]JRE%P2 Arc et p; dans une cavité élancée
(A>>1)pour Le=10et e =1

est inconditionnellement stable. La deuxiéme région (I7), correspond au régime de
convection soucritique prédit par la théorie de I’écoulement parraléle. Ce régime
se maintient dans la région (III). Enfin dans la région (IV') 'écoulement paralléle
est potentiellement non permanent. En prenant la solution de la conduction pure
comme condition initiale, la solution numérique des équations de base révéle que
I’écoulement convectif débute avec une structure multicellulaire conformément aux

prédictions de la stabilité linéaire.

La figure (6.6) illustre le diagramme de bifurcation en termes de l'intensité de
I’écoulement ¥y et du nombre de Rayleigh pour n = 0.5, Le = 2, ¢ = l et a =
1. L’allure de la courbe sur le graphe est la prédiction de I'approximation de
I’écoulement paralléle. Les résultats sont donc valides asymptotiquement pour une
cavité élancée (A >> 1). Avec les paramétres considérés, l’enclenchement de la
convection souscritique prédite par la solution analytique R5%%° = 13.37 alors que
la stabilité linéaire donne Ry 7’ = 77.65 pour le départ de la convection oscillante

et RI%/? = 312.73 pour la convection oscillatoire de 'écoulement convectif. Au-

dessous du nombre de Rayleigh souscritique le fluide est inconditionnellement stable
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et la convection est impossible. Au début de la convection, pour Ry > REZP/ —

77.65, 'écoulement commence & osciller et son amplitude peut croitre ou décroitre

avec le temps.

Ceci est illustré a la figure (6.7) ot la condition initiale pour les calculs numériques
est I’état diffusif pur. Pour ¢ < 50 les résultats pour vy indiquent que la convection
est trés faible. La structure de I’écoulement obtenue pour ¢ = 75 montre la
formation d’une structure périodique formée par des cellules inclinées en rotation
similaires & celles prédites par la théorie de stabilité linéaire (figure 6.1). Pour
t ~ 90 I’écoulement se développe soudainement, aprés une petite zone de transition
oscillatoire non permanente, vers une solution s’approchant de celle de ’écoulement

paralléle (¢ > 150).

6.4 Stabilité de ’état de repos (cas isotherme)

Dans cette section, le probléme de la stabilité de la solution convective prédite
par la théorie de I'écoulement est étudié pour le cas ou les parois verticales sont

maintenues a des températures et des concentrations constantes et différentes.

Comme nous 'avons expliqué au début du présent chapitre, pour le cas particulier
ol les gradients thermiques et solutaux, appliqués sur les parois verticales de
I'espace annulaire sont égaux et opposés (N = —1), il existe un état de repos
qui demeure stable en dessous d’un nombre de Rayleigh critique. La stabilité de
cet état a été étudiée numériquement sur la base de la théorie de stabilité linéaire.
La figure (6.8) illustre les résultats obtenus pour la longueur d’onde critique k. et
la fréquence d’oscillation p; en fonction du rapport des rayons de ’espace annulaire
n, pour Le = 1.5 et 10. Les résultats sont valides tant pour le cas de la double

diffusion (a = 0) que de la convection induite par ’effet Soret (a =1 ). On observe
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que pour 77 = 1 (cavité rectangulaire) on obtient k. = 2.504 et p; = 0 (naissance
de la convection stationnaire), en accord avec les résultats de Mamou et al. (1998).
Cependant, pour 77 < 1, il est clair que la naissance de la convection est oscillante

( p; # 0) et dépendante du nombre de Lewis.

La figure (6.9) illustre les résultats obtenus pour le nombre de Rayleigh
supercritique (Ry = Ryt?(Le — 1+ a)) en fonction de n pour Le = 1.5 et 10. Pour
le cas d’une cavité rectangulaire (7 = 1) on obtient Ry = 105.34 , indépendamment

du nombre de Lewis, en accord avec les résultats de (Mamou et al. (1998).

La Figure 6.10 illustre le diagramme de bifurcation .., la fonction de courant
maximum dans la cavité, versus le nombre de Rayleigh thermique Ry, pour Le =
10, n = 0.5 et a = 0. Pour cette situation le nombre de Rayleigh supercritique
est Ri’g’ = 12.16 . Cependant les résultats numériques indiquent que la convection
est possible en dessous de cette valeur. Ceci est di au fait que pour ce type de
situation la convection sous critique est possible (Mamou et al. (1998)). Donc, des
résultats numeériques ont été obtenus jusqu’a la valeur Rffép = 11.69. En dessous
de cette valeur ’état de repos est prédit par les résultats numériques. Une zone
d’écoulement oscillant existe dans la région 12.4 < Ry < 13.8. Dépendant des
conditions, initiales utilisées avec le code numérique (état convectif ou état de
repos), le phénomeéne d’hystérésis indiqué par les fleches dans la figure 6.10, est

obtenu.
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CONCLUSION

Dans cette thése de doctorat nous avons présenté une étude des transferts de chaleur
et de masse par convection naturelle en milieux poreux et fluide. La configuration
géométrique du modeéle physique considéré est une cavité cylindrique concentrique
soumise 4 des conditions aux frontiéres verticales thermiques et solutales de type
Neumann (flux constants de chaleur et de concentration) et Dirichlet (température
et concentration constantes imposés), alors que les surfaces horizontales sont

maintenues adiabatiques.

Grace a l'approximation de Boussinesq, on a établi un modéle mathématique
décrivant ’écoulement et les transferts de chaleur et de masse. En premier lieu, et
pour résoudre les équations régissantes dans leurs intégrités et avoir des résultats
précis sur les transferts thermiques et solutales, la méthode numérique basée sur la
technique des différences finies a été adoptée pour le cas oil notre cavité est remplie
d,un milieu poreux. D’autre part, pour le cas fluide, ¢’est I’approche des volumes
de controle qui a été utilisée. En deuxiéme lieu, et afin d’avoir un apergu général
et une description qualitative de la convection naturelle dans la cavité considérée,
nous avons développé une solution analytique du probléme valable dans le cas de
cavités élancées soumises & des flux constants de chaleur et de masse, et ceci en
se basant essentiellement sur le concept de I’écoulement paralléle. Par la suite, et
pour le cas ot les forces de flotabilité (forces de volumes) sont de méme intensité
mais de sens contraire, nous avons étudié l'instabilité du régime conductif et celui

de I’écoulement paralléle par la méthode des éléments finis.

Ces solutions ont conduit & plusieurs résultats illustrant I'influence des paramétres
de controle (le nombre de Rayleigh thermique Ry, le rapport des forces volumiques

N, le nombre de Lewis Le, le coefficient a et le rapport des rayons 1) sur les nombres
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de Nusselt Nu et de Sherwood Sh ainsi que sur 'intensité de fonction de courant
¥. En général nous avons constaté que nos solutions analytiques et numériques
sont en parfait accord, et que les évolutions de I’écoulement et des transferts de
chaleur et de masse en fonction des paramétres de controle, sont qualitativement

identiques pour les milieux fluides et poreux.

Pour des conditions aux limites de type Neumann appliquées a une cavité poreuse,
il a été démontré numériquement que ’écoulement au sein de la cavité est paralléle,
en accord avec le modéle et les résultats analytiques prOposés. Des approximations
simplifites de Nu et Sh ont été dérivées pour décrire les transferts de chaleur et
de masse. Aussi, en régime de couche limite, des corrélations pour les taux de
transfert de chaleur et de masse ont été obtenues. Selon le signe du rapport des
forces de volume, deux types d’écoulement convectif ont été considérés, a savoir
la convection coopérante et la convection opposée. Dans le régime intermédiaire
dans lequel les forces de volume sont opposées et de méme ordre de grandeur, les
résultats analytiques et numériques indiquent que les évolutions de la structure de
Pécoulement et des transferts de chaleur et de masse sont complétement différentes
de celles observées dans le cas des forces coopérantes. Ainsi, il a été observé
que la transition du régime solutal vers le régime thermique se produit avec un
renversement brusque du sens de la rotation de ’écoulement convectif 4 une valeur
de N qui dépend des autres paramétres de contréle. Cependant la transition
du régime thermique vers le régime solutal se produit d’une facon graduelle et
le renversement de 1’écoulement convectif est caractérisé par la formation d’une
structure multicellulaire. Dans la zone de transition, la multiplicité de solutions
a été démontrée et 'effet d’hystéresis a été observé. Dans le cas ou les forces
de volume sont égales et opposées, les résultats montrent I’existence d’un nombre
de Rayleigh critique caractérisant le seuil de convection. Pour le cas de la cavité

rectangulaire, il est bien connu que les instablités peuvent étre stationnaires ou
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oscillatoires, selon les valeurs du nombre de Lewis Le, de la porosité normalisée
et de la constante a (convection doublement diffusive ou induite par effet Soret).
Nos résultats ont démontré que pour un cylindre vertical concentrique (n < 1),
les instabilités auront toujours lieu en mode oscillatoire & un nombre de Rayleigh
critique de Hopf (RpF’!). Pour la convection en cavité élancée (A >> 1), nous
avons réalisé une étude d’instabilité linéaire afin d’analyser le comportement de
I’écoulement paralléle permanent établi. Nous avons trouvé que des bifurcations
de Hopf sont possibles & un nombre de Rayleigh (RAZ /2y qui dépend du nombre
de Lewis Le, du rapport 7, de € et de a. Pour le cas poreux, nous avons étudié
les conditions de séparation optimales en fonction des paramétres du probléme.
Nous avons constaté que le coefficient de séparation optimal est invariant face
au nombre de Lewis et au rapport des forces de volumes. Cependant, il dépend
fortement du nombre de Rayleigh et du rapport des rayons. Ces résultats indiquent
que la géométrie cylindrique influence grandement les capacité de séparation des

solutions binaires.

Enfin, la nécessité de comprendre convenablement la convection naturelle telle
que rencontrées dans la pratique, prouve que la résolution des problémes de la
thermodiffusion et effet Soret est une orientation tout & fait prometteuse. Cette
voie, représente alors une grande ouverture vers toute une autre série de possibilités
a exploiter telles que l'application d’autres conditions aux limites (chauffage
conjugé, local..) et tenir compte des effets d’'un champ magnétique, d’un chauffage
interne, de la rotation du cylindre interne ainsi que des vibrations et de la variation
de la gravité. Les objectifs importants, sur lesquels il conviendra sans doute de
porter des efforts prioritaires, sont: la vérification des résultats obtenus par voie
expérimentale, la modification des codes numériques pour tenir compte des effets
tridimensionnels et la prise en considération des variations des propriétés physiques

du fluide (Fluides non-newtonien et milieux anisotropes).
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