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RESUME 

Ces travaux de doctorat rapportent une etude numerique et analytique du 

comportement d'un fluide binaire en milieux fluide et poreux confines. Les deux 

cas ou la convection naturelle est induite par double diffusion (a = 0) et effet 

Soret (a = 1) ont ete etudies. Dans cette investigation, les mouvements convectifs 

sont pilotes par des conditions aux frontieres thermiques et solutales de type 

Neumann (flux constants de chaleur et de concentration) et Dirichlet (temperature 

et concentration constantes imposes) sur les parois verticales, alors que les surfaces 

horizontales sont maintenues adiabatiques. Ce probleme est gouverne par les 

nombres sans dimensions suivants: Rayleigh thermique RT, rapport des forces 

de volumes N, nombre de Lewis Le, rapport des rayons r) et rapport de forme A. 

En general, les solutions du probleme sont obtenues par des voies numeriques. La 

methode des volumes de controle a ete employee pour resoudre les equations de 

base en milieu fluide. Les methodes des differences finies et des elements finis ont 

ete utilisees en milieu poreux. Une solution analytique, valide pour des cavites 

fluide et poreuse presentant un grand rapport de forme (A >> 1), a ete developpee 

sur la base du concept de l'ecoulement parallele lorsque le cylindre est soumis a 

des conditions aux fontieres de type Neumann. Pour les valeurs des parametres 

de controle considerees dans cette etude, un excellent accord entre les predictions 

anlaytique et numerique a ete obtenu . Par la suite, le cas ou les forces de volume 

sont de meme intensite mais de sens oppose (N = — 1) a ete etudie en milieu poreux. 

Pour cette situation l'etat de conduction pure est une solution stable du probleme. 

La theorie de stabilite lineaire nous a alors permis de predire le seuil critique de 

declenchement de la convection en fonction des parametres de controle. Aussi, la 

stabilite de l'etat convectif, deja predit par le concept de l'ecoulement parallele, a 

ete investie dans le but de predire l'existence de la bifurcation de Hopf. 
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ABSTRACT 

This thesis reports an analytical and numerical study of the behavior of a binary 

mixture in confined fluid and porous media. The convective motion is driven by 

either applying constant fluxes of heat and mass or constant temperatures and 

concentrations, on the vertical walls while the horizontal ones are impermeable and 

adiabatic. The thermosolutal convective phenomenon (double diffusive convection, 

a = 0) or Soret induced convection (a = 1) inside the enclosure are described by the 

Navier Stokes equations, the energy and species conservation equations. Governing 

parameters of the problem under study are the thermal Rayleigh RT, buoyancy 

ratio N, Lewis number Le, curvature parameter rj, and aspect ratio A. In general, 

the solutions are obtained numerically. The control volume approach is employed to 

solve the governing equations in fluid medium and both finite difference and finite 

element methods are used for porous medium. An analytical solution, valid for tall 

fluid and porous enclosures (A » 1) is derived on the basis of the parallel flow 

approximation when the annulus is subjected to constant heat and mass fluxes. In 

the range of the governing parameters considered in this study, a good agreement 

is found between the analytical predictions and the numerical results obtained by 

solving the full governing equations. The particular situation where the buoyancy 

forces induced by the thermal and solutal effects are opposing each other and of 

equal intensity (N = —1) is considered for the porous case. For this situation a 

purely diffusive rest state is possible. The linear stability theory is used to predict 

analytically the critical Rayleigh number for the onset of convection. Also the linear 

stability of the convective motion, predicted by the parallel flow approximation, is 

investigated numerically in order to predict the occurrence of Hopf's bifurcation. 
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CHAPITRE 1 

INTRODUCTION 

1.1 Generalities sur la convection naturelle thermosolutale 

II s'agit principalement de l'etude des mouvements convectifs (ecoulements 

naturels) induits par un gradient de temperature et un gradient de concentration au 

sein d'espaces confines ou semi-confines, dont le contenu est generalement un milieu 

fluide ou un milieu poreux sature par un fluide. Ces gradients (temperature et 

concentration) engendrent une distribution non uniforme de la densite du melange 

qui genere a son tour un mouvement convectif sous l'effet de la gravite. Ces deux 

gradients peuvent agir, selon le cas, ensemble ou en opposition, donnant ainsi 

naissance a des comportements dynamiques interessants et compliques. Plusieurs 

variantes sont possibles : pour la convection thermosolutale, les gradients de chaleur 

et de concentration sont tous les deux imposes, tandis que dans le probleme de 

Soret, le gradient de concentration et induit par le gradient thermique. Ce dernier 

phenomene est connu sous le nom de l'effet Soret (1880). 

L'interet considerable qui a ete porte, ces dernieres annees, a la convection naturelle 

thermosolutale est du principalement a sa presence dans plusieurs applications 

industrielles tels que: les precedes de separation en industries chimiques et 

petrolieres, le stockage des dechets nucleaires, la dispersion des contaminants 

chimiques dans les couches d'eau souterraine, la migration de l'humidite a travers 

les isolations fibreuses, les processus de sechage, les operations de dessalement de 

l'eau de mer, la formation des regions dendritiques durant la solidification des 

alliages et l'exploration petroliere afin de mieux rentabiliser les investissement 
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en prospection en ameliorant la connaissance des gisements (Montel (1994), 

(Costeseque et al., 1987a,b)). 

1.2 But de l'etude 

La recherche proposee porte sur l'effet de la double diffusion et l'effet Soret 

en milieux fluide et poreux, confines dans une enceinte verticale cylindrique 

concentrique et soumises a des gradients thermiques et solutaux. Ces derniers 

sont engendres par des conditions limites de type Neumann et Dirichlet, imposees 

sur les parois verticales du systeme (parois actives). Le type de fluide considere 

(binaire) engendre des mouvements convectifs inhabituels et interessants. Nous 

souhaitons concentrer nos efforts sur l'etude des effets des parametres de controle 

(nombre de Rayleigh, nombre de Lewis, nombre de Prandtl, rapport des forces 

volumiques et rapport de forme de la cavite) sur la structure de l'ecoulement et sur 

les transferts de chaleur et de matiere au sein du systeme. 

Plusieurs methodes numeriques et analytiques seront utilisees pour resoudre les 

problemes envisages. Dans le cas d'enceintes elancees exposees a des flux constants 

de chaleur et de masse, nous avons developpe des solutions analytiques sur la base 

du concept de l'ecoulement parallele (pas de composante verticale de la vitesse). 

L'un des objectifs principaux sera d'obtenir des expressions mathematiques pour les 

profils de vitesse, de temperature et de concentration au sein du modele physique 

considere. En particulier, nous souhaitons predire la separation horizontale des 

composants du fluide binaire, dominee simultanement par les phenomenes de 

thermodiffusion et de l'effet Soret. La validite du modele analytique propose sera 

verifiee a l'aide d'une demarche numerique. Cette etude sera menee dans le but 

de resoudre les equations de Navier-Stokes, de l'energie et de la diffusion massique 

instationnaire. Le code de calcul utilise en milieu fluide est base sur la methode 
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des volumes finis a maillage variable. Par contre, en milieu poreux, la charge de 

calcul etant moins importante, alors nous avons adopte la technique des differences 

finies. Nous prevoyons aussi, simuler numeriquement le cas particulier ou les forces 

de volume d'origine solutale et thermique sont a l'oppose l'une de l'autre et de 

meme intensite. Les seuils d'apparition de la convection, associes a un nombre de 

Rayleigh supercritique, seront determines par une etude de stabilite lineaire pour 

le cas d'une cavite verticale d'extension infinie. L'existence d'un regime convectif 

sous critique sera mise en evidence. On etudiera ensuite le cas plus general ou 

les forces de volume d'origine solutale et thermique sont d'intensites differentes et 

ceci pour les milieux poreux et fluide et les deux types de conditions aux frontieres 

envisages. 

Les objectifs ultimes de cette these sont d'une part, d'approfondir les connaissances 

des phenomenes de base thermoconvectifs et ceux induits par effet Soret au sein 

des milieux fluides et poreux afin de mieux les predire, et d'autre part, de faire des 

recommandations pour ameliorer le rendement des colonnes de separation; utilises 

dans l'industrie pour separer les composants d'un melange fluide. 

1.3 Contenu de la these 

La presente these de doctorat comporte six chapitres, le premier volet etant 

une introduction a la recherche proposee ainsi qu'un survol de tous les travaux 

anterieurs dans ce domaine. Le deuxieme est une presentation mathematique 

du probleme, au cours duquel on donne une forme adimensionnelle des equations 

regissantes et des parametres caracteristiques. Toutes les etapes de la demarche 

numerique ainsi que l'algorithme de calcul utilise sont exposes dans le troisieme 

chapitre. Quant au chapitre suivant il est consacre a la presentation des principales 

etapes de la resolution analytique du probleme. Le cinquieme chapitre est dedie 
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a l'analyse des resultats trouves pour la double diffusion et l'effet Soret dans un 

cylindre concentrique soumis aux deux types de conditions aux frontieres imposees 

(flux imposes, temperature et concentration). Tous les resultats obtenus par la 

voie d'instabilite lineaire sont exposes dans le sixieme chapitre. Une comparaison 

de ces resultats avec ceux obtenus par les methodes de resolutions classiques est 

aussi presentee dans cette partie du present rapport. Finalement nous concluons 

ce travail par un recapitulatif sur les principales remarques et conclusions que nous 

pouvons tirer a travers cette etude, ainsi que ses perspectives ulterieures. 

1.4 Revue bibliographique 

L'etude du phenomene de la convection naturelle est primordiale pour la 

comprehension des interactions fluide-energie. De nombreuses etudes sur 

l'ecoulement d'un fluide dans un milieu confine ont ete effectuees, tant 

experimentales que theoriques et numeriques. Une synthese des travaux recents 

concernant la double diffusion par convection naturelle dans les milieux poreux 

et fluide a ete rapportee dans les livres suivants: Bejan (1995), Nield and Bejan 

(1999) et Platten and Legros (1984). En se basant sur ces travaux, on observe que la 

grande majorite des etudes concerne exclusivement le cas de cavites rectangulaires. 

Pourtant les cavites cylindriques sont souvent rencontrees en pratique. C'est pour 

cette raison nous nous interessons a ce type de geometrie dans cette these. 

L'etude de la convection thermosolutale a commence initialement par l'etude du 

declenchement du mouvement dans une couche horizontale soumise a des gradients 

thermiques et solutaux verticaux. Les travaux de Nield en milieu fluide (1967) 

et poreux (1968) , concernant la double diffusion sur des couches horizontales, 

generee par des gradients de temperature et de concentration opposes, ont permis 

la prediction du nombre de Rayleigh supercritique marquant l'apparition de la 
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convection, pour plusieurs types de conditions aux limites. II a aussi demontre 

que, lorsque les forces de volume d'origine solutale et thermique s'opposent, un 

ecoulement convectif oscillant peut se declencher a un nombre de Rayleigh bien 

inferieur au celui du supercritique. Les norabres de Rayleigh critiques permettant 

la separation entre les trois regimes convectifs (stable, surstable et direct) ont ete 

determines par la theorie de la stabilite lineaire (Taunton and Lightfoot (1972)). 

Dans le meme axe de recherche, Legros et al. (1972), Platten and Chavepeyer 

(1973) et Caldwell (1974) ont aussi etudie la convection doublement diffusive dans 

une couche fluide horizontale, l'effet Soret etant pris en consideration. Leurs etudes 

experimentales et theoriques ont predit les differents regimes mentionnes dans 

les travaux de Taunton et Lightfoot (1972). Par la suite, une etude analytique 

et numerique de la convection au sein d'une cavite carree, remplie d'un gaz 

binaire et soumise a des gradients combines de temperature et concentration, a 

ete presentee par Ranganathan and Viskanta (1988). Ces derniers ont observe que 

le renversement du sens de l'ecoulement se produit approximativement a J V = - l , 

quand les forces de volume sont egales et opposees. 

Recemment, un interet croissant a ete reserve a la convection naturelle dans 

des milieux confines soumis a un gradient horizontal de temperature et de 

concentration. Le cas d'une cavite rectangulaire, avec une temperature et une 

concentration imposees le long des frontieres verticales, a ete etudie pour la 

premiere fois par Trevissan and Bejan (1985). Un bon accord entre les simulations 

numeriques et une analyse d'echelle du phenomene a ete observe. Une etude 

numerique de la convection naturelle diffusive dans une enceinte carree a ete menee 

numeriquement par Lin (1993). L'influence des parametres regissant les nombres 

de Nusselt et de Sherwood a ete examinee. Quelques etudes se sont egalement 

concentrees sur les ecoulements induits par des flux de chaleur et des flux de 

masse uniformes imposes le long des deux murs verticaux de la cavite. Pour cette 
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situation, Mehta and Nandakumar (1987) ont etudie l'effet de la non homogeneite 

du milieu poreux. Les nombres de Nusselt et de Sherwood resultants se sont averes 

tout a fait differents de ceux du milieu homogene. 

Trevissan and Bejan (1986) ont demontre que des solutions analytiques sont 

possibles dans le cas d'une cavite verticale exposee a des flux uniformes de chaleur 

et de masse. Leurs resultats, valides pour le cas Le — 1, ont ete repris par 

Alavyoon (1993), Alavyoon et al. (1994), et Mamou et al. (1995b) pour predire 

le cas ou Le ^ 1 et l'influence de l'inclination de la cavite. Les nombres de Nusselt 

et de Sherwood, predits analytiquement par ces auteurs, se sont averes en bon 

accord avec les solutions numeriques pour une gamme etendue des parametres 

regissants. L'existence de solutions multiples de convection dans le cas particulier, 

ou les forces de flottabilite, sont approximativement egales et opposees, a ete 

recemment demontree numeriquement par Mamou et al. (1995a). En effet, il a 

ete observe que pour une valeur donnee du rapport de flottabilite N, les nombres 

de Lewis et de Rayleigh ont une grande influence sur le domaine de l'existence de 

ces etats d'equilibres multiples. La convection thermosolutale cooperante induite 

dans une cavite rectangulaire a ete consideree par Bennacer and Gobin (1996) et 

Mamou et al. (1996). Leurs travaux consistent en une analyse d'echelle suivie d'une 

simulation numerique des ecoulements convectifs. La convection naturelle dans 

des cavites contenant des bains d'alliages de metaux liquides a faibles nombres 

de Prandtl a ete etudiee par Hyun et al. (1995). Deux types d'alliages ont ete 

considerees dans l'etude: un melange de Al-Cu riche en aluminum et un melange 

de Pb-Sn riche en plomb. La paroi verticale chaude etait maintenue a une forte 

concentration en Cu ou en Sn alors que la paroi froide etait maintenue a une 

concentration elevee de ces produits (Cu ou Sn). lis ont constate que les effets 

thermiques et solutaux dans la solution Al-Cu sont cooperants, alors que ceux dans 

la solution Pb-Sn sont opposes. Apres l'etablissement de l'ecoulement convectif, 
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la solution Al-Cu devenait solutablement stratifiee en Cu et une faible circulation 

d'origine thermique occupait l'ensemble de la cavite. Par ailleurs, dans la solution 

de Pb-Sn, les effets thermiques apparaissaient au centre de la cavite sous la forme 

d'une petite cellule de convection entouree de deux cellules d'origine solutale. Des 

correlations en termes des nombres de Nusselt et Sherwood ont ete proposees en 

fonction de differents parametres de controle(i?T, Pr, Le and N). La transition 

du regime thermique dominant vers un regime solutal dominant a ete etudiee en 

fonction du parametre N. Des ecoulements monocellulaires et multicellulaires ont 

ete observes. Dans le meme genre d'etude, Goyeau et al. (1996) ont considere 

la convection thermosolutale cooperante dans un milieux poreux de Brinkman. 

Les predictions de la simulation numerique se sont averees en accord avec celles 

obtenues par une analyse d'echelle en regime de couche limite. Des correlations de 

Nu et de Sh ont ete proposees par ces auteurs. 

Ghorayeb and Mojtabi (1997) ont mene une etude sur les ecoulements convectifs 

dans une cavite rectangulaire remplie d'un fluide binaire et soumise a des gradients 

horizontaux de temperature et de concentration. Les forces de poussee sont 

supposees egales et opposees. L'analyse de la stabilite lineaire a demontre 

l'existence d'un nombre de Rayleigh critique caracterisant le seuil de la convection 

supercritique. D'autre part, les resultats de la convection non lineaire revelent 

l'existence de la convection souscritique. II a ete aussi montre que le probleme 

admet des solutions multiples. Des resultats similaires ont ete obtenus par Mamou 

et al. (1997c) dans le cas d'une couche fluide verticale soumise a des flux de chaleur 

et de masse constants. En etudiant la stabilite lineaire et non lineaire, ces auteurs 

ont determine les seuils de bifurcation souscritique et supercritique en fonction 

du nombre de Rayleigh solutal et du nombre de Lewis. Mamou et al. (1997a) 

et Mamou et al. (1997b) ont etudie la stabilite d'une couche fluide horizontale 

exposee a des flux verticaux de chaleur et de masse. lis ont montre que l'existence 
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de la convection souscritique est liee directement aux valeurs du parametre de 

flottabilite. Une etude de la thermodiffusion d'un fluide binaire compressible forme 

de methane et de n-butane en cavite rectangulaire a ete menee par Chacha and 

Saghir (2003). Cette etude, valide pour differents types de conditions aux limites, 

a ete realisee dans des conditions d'absence de la gravite. II a ete demontre que les 

pertes d'energie par radiation influencent enormement les experiences de mesure 

des coefficients de Soret et de Fick. 

Pour le cas de la cavite cylindrique, plusieurs investigations ont ete menees durant 

les dernieres decennies. Pour le cas poreux, Hickox and Gartling (1982) ont etudie 

par la methode des elements finis le cas ou les parois interieures du cylindre 

sont chauffees a des temperatures constantes. lis ont obtenu plusieurs resultats 

concernant le transfert de chaleur pour un nombre de Rayleigh allant jusqu'a 

100 et un rapport de forme compris entre 2 et 8. lis ont aussi developpe une 

solution analytique approximative valide pour des faibles valeurs de RT- Le meme 

probleme a ete repris par Havstad and Burns (1982), mais cette fois-ci en utilisant 

les trois techniques suivantes: differences finies, analyse d'echelle et technique de 

perturbation. Prasad and Kulacki (1984) ont repris cette etude pour une large 

gamme de valeur de controle. lis ont aussi etudie le probleme de la couche limite 

et l'effet de la courbure sur le comportement de l'ecoulement. Plusieurs resultats 

et remarques ont ete etablies dans cette investigation, tels que l'influence de la 

centro-symetrie sur les champ de temperature et vitesse, l'influence du rapport 

des rayons sur l'epaisseur de la couche limite ainsi que la dependance du nombre 

de Nusselt par rapport au nombre de Rayleigh. Mack and Bishop (1968) ont 

donne plusieurs caracteristiques telles que l'amplitude, la periode et la longueur 

d'onde, concernant le probleme de la convection oscillatoire dans des conduites 

horizontales de fluide. lis ont etudie aussi l'enclenchement de la convection a partir 

d'un ecoulement prealablement stable pour des faibles nombres de Grashof. L'etude 
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experimentale de Sedahmed and Shemilt (1981) a ete realisee par la technique de 

l'electrochimie et a permis d'etablir une correlation du nombre de Sherwood pour 

des grandes valeurs du nombre de Grashof. Une etude numerique de la convection 

stationnaire en 3D et de la convection oscillante transitoire en 2D a ete realisee par 

Rao et al. (1985). Leurs experiences ont aussi mene a la visualisation de la structure 

de l'ecoulement convective. Une extention de leurs travaux a ete presentee par Ho 

and Lin (1997) 

Une autre etude numerique et experimentale concernant la convection naturelle 

dans un espace annulaire avec une paroi uniformement chauffee et l'autre 

adiabatique a ete realisee par Al-Arabi et al. (1987). Les simplifications de la 

couche limite laminaire ont ete utlisees. L'accord entre leurs resultats numeriques 

et experimentales ete bon. Prasad (1986) a utilise la loi de Darcy pour etudie le cas 

d'un cylindre concentrique chauffe par l'interieur. II a demontre numeriquement 

que la temperature de la parois interieure s'accentue avec le nombre de Rayleigh. 

La temperature a l'interieur du milieu poreux decroit avec le rapport des rayons 

et augmente avec le rapport de forme. II s'est avere aussi, que le transfert de 

chaleur pour le cas de flux impose est superieur a celui de temperature constante. 

Shipp et al. (1993a,b) ont etudie l'influence des nombres de Rayleigh thermique 

et Lewis sur la structure de l'ecoulement et les valeur moyenne de Nu et Sh pour 

une cavite annulaire remplie de fluide binaire. L'investigation de Hyung et al. 

(1993) concerne la convection naturelle double diffusive dans un cylindre en rotation 

dans laquelle l'ecoulement est pilote par les flux de chaleur horizontaux et des flux 

de concentration verticaux. L'influence de la rotation sur la structure globale de 

l'ecoulement a ete mise en evidence. II a aussi ete prouve que pour des valeurs 

moyennes de rapport de flottabilite, l'ecoulement devient fortement dependant de 

l'effet de la rotation. 

Le phenomene de la convection thermo-solutale se produisant dans un anneau 
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vertical concentrique, rempli d'un milieu poreux, avec temperature et concentration 

imposes verticalement sur la paroi exterieure, a ete etudie par Beji et al. (1999). 

Dans cette etude l'effet de la courbure sur la symetrie de l'ecoulement, la 

temperature et la concentration ainsi que Pinfluence de la poussee d'Archimede sont 

mis en evidence. II a ete demontre que les nombres de Rayleigh thermique et de 

Lewis ainsi que le rapport des rayons, influencent la valeur du rapport de flottabilite 

qui permet la transition de l'ecoulement. Bennacer et al. (2000) ont utilise le 

modele de Brinkman pour etudier la convection thermosolutale dans un cylindre 

poreux sature par un fluide binaire. Les influences de la variation du nombre de 

Darcy et du rapport des rayons sur le transfert de masse et de chaleur sont les 

principaux resultats obtenues par ces auteurs. L'etude analytique et numerique 

du comportement d'un melange binaire saturant un milieu poreux confine dans 

un anneau poreux vertical et soumis a un gradient de temperature horizontal, a 

ete faite par Marcoux and Charrier-Mojtabi (1999) et Marcoux et al. (1999). La 

formulation du probleme a ete basee sur un modele mathematique bidimensionnel 

associe a la loi de Darcy avec l'approximation de Boussinesq. II a ete demontre que 

la geometrie annulaire induit une rupture de la symetrie du systeme par rapport 

a une configuration rectangulaire. En se basant sur une analyse dimensionelle, 

Choukairy et al. (2004) ont etudie l'effet de la conductivity et l'epaisseur de la 

paroi interieure sur le transfert de chaleur, dans un cylindre concentrique fluide 

dont l'interieur est couvert par une mince couche solide. Dans le cas poreux, 

une autre etude numerique et analytique par Bahloul et al. (2004) a porte sur la 

separation des composants d'un fluide binaire saturant un milieu poreux cylindrique 

vertical. Dans cette investigation le milieu poreux est expose a des flux de chaleur 

et de masse sur sa paroi interieure. Les resultats ont ete presentes sur la base des 

parametres permettant une separation optimale des composants du fluide binaire 

qui sature le milieu poreux. Les resultats analytiques bases sur le concept de 

l'ecoulement parallele sont en parfait accord avec ceux obtenues numeriquement. 
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Toujours en milieux poreux, Bahloul et al. (2006) out etudie le probleme de la 

double diffusion et de l'effet Soret dans un cylindre concentrique verticale. Cette 

etude analytique, asymptotique et numerique (valide pour la double diffusion et 

l'effet Soret) a prouve la credibilite de 1'approximation de l'ecoulement parallele 

pour predire les caracteristiques des ecoulements double-diffusif et ceux induit par 

effet Soret. L'effet de la courbure et du rapport des forces de flottabilite sur la 

structure et l'intensite de l'ecoulement ont aussi ete mis en exergue dans cet article. 

Recemment, la naissance de la convection d'un fluide binaire confine dans un espace 

annulaire poreux vertical a ete etudiee par Bahloul et al. (2005). Les conditions 

aux frontieres considerees par ces auteurs sont des flux de chaleur et de masse 

imposees sur les parois verticales et des conditions adiabatiques et impermeables 

sur les parois horizontals. Les nombres de Rayleigh supercritiques et souscritiques 

ont ete obtenus en termes des parametres du probleme. Dans le cas d'un regime 

convectif etabli le nombre de Rayleigh critique de Hopf, marquant le debut du 

regime oscillant, a egalement ete predit. La naissance de la convection d'un fluide 

binaire dans une cavite cylindrique soumise a une difference de temperature et de 

concentration pour (N = —1) a ete etudiee par Yahiaoui et al. (2007a). Cette etude 

de stabilite lineaire et numerique a montre que l'enclenchement de la convection en 

cavite cylindrique s'effectue toujours selon des modes oscilatoires, contrairement, 

au cavites rectangulaires ou les modes sont souvent stationnaires a l'exception de 

quelques situations extremes. Une legere difference a ete observee entre la valeur 

du Rayleigh critique numerique et celui predit par la methode d'instabilite lineaire. 

Ceci est du principalement au fait que les termes nonlineaires sont negliges dans la 

methode d'instabilite lineaire. L'apparition des regimes multicellulaires stables au 

voisinage du Rayleigh critique a aussi ete observee numeriquement. Une recente 

investigation en milieu cylindrique fluide a permis d'etudier l'influence de tous les 

parametres de controle (Ra, Le, r\ et o) sur la structure de l'ecoulement et des 

transferts de chaleur Nu et de masse Sh a l'interieure de la cavite. Les solutions 
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numeriques et analytiques obtenues, decrivent l'effet de la courbure pour ce type 

de geometrie pour une large gamme de parametres de controle(Yahiaoui et al. 

(2007b)). 
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CHAPITRE 2 

MODELES PHYSIQUE ET MATHEMATIQUE 

2.1 Description du probleme 

On propose d'etudier le phenomene de la convection naturelle d'un fluide binaire 

(melange d'un solvant et d'un solute) dans un espace confine entre deux cylindres 

coaxiaux verticaux avec prise en compte de 1'effet Soret. Ce type de fluide se 

presente le plus souvent sous deux formes: soit en saturant un milieu poreux donne 

(cas poreux) ou bien sous son etat fluide normal (cas fluide). Nous allons alors 

etudier l'ecoulement et les transferts de chaleur pour ces deux situations. Dans 

notre investigation, on cherche a comparer l'ecoulement dans les milieux poreux 

avec celui des fluides purs, pour les deux types de conditions aux limites: flux de 

chaleur et de concentration imposes (condition de Neumann) et temperature et 

concentration imposees (condition de Dirichlet). 

La geometrie spatiale consideree est illustree sur le schema (Figure 2.1). II 

s'agit d'un cylindre de hauteur H', de rayon interieur r[ et exterieur r'0. Les 

frontieres verticales (parois actives) sont soumises a des flux uniformes (cas flux 

imposes) de chaleur (q'0 = qfy) et de concentration (f = jfy) ou maintenues 

a des temperatures (T[ > T^) et des concentrations (S^ > S'0) constantes (cas 

temperatures et concentrations imposees). Par ailleurs nous supposons que les 

frontieres horizontales sont adiabatiques et impermeables. 
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2.2 Hypotheses 

Lors de notre etude plusieurs approximations ont ete adoptees afin de simplifier la 

formulation du modele mathematique : 

• La hauteur du cylindre est supposee suffisament grande par rapport au autres 

dimensions de facon a ce que les effets de bouts deviennent negligeables. Ceci 

nous ramene alors a un probleme bidimensionnel comme le montre la figure 

(2.1). 

• Le fluide binaire considere est newtonien et incompressible. 

• L'ecoulement engendre est suppose laminaire, incompressible et 

bidimensionnel. 

• Le travail des forces de pression ainsi que les echanges thermiques par 

rayonnement sont negligeables. 

• II n'y a ni source de chaleur ou de masse ni reaction chimique. 

• L'effet Dufour1 de diffusion de chaleur est neglige. 

• Les proprietes thermophysiques du fluide sont constantes et sont evaluees a 

la temperature et a la concentration de reference. On suppose par ailleurs 

que la masse volumique varie lineairement en fonction de la temperature et 

de la concentration selon 1'approximation de Boussinesq (1903). 

xeffet Dufour : c'est le gradient de temperature induit pax le gradient solutal 



16 

Approximation de Boussinesq 

Cette approximation suppose que les differentes proprieties thermodynamiques et 

de transport du fluide sont independantes de la temperature et de la pression, et 

que le fluide est incompressible. Elle neglige aussi les variations de la densite, la ou 

elles ne sont pas multipliees par la gravite g, et considere que la masse volumique 

p depend lineairement de la temperature et de la concentration, ce qui se traduit 

par: 

P = Po[i - &(r - r0) - f3's(s> - s'0)] (2.1) 

T" et S' representent respectivement la temperature et la concentration du fluide 

en un point du systeme. TQ, S'0, et p0 representent la temperature, la concentration 

et la masse volumique de reference. f3'T et f3's sont respectivement les coefficients 

d'expansion thermique et solutal. II sont definis par : 

& = ~7OW)P.J. ^3 = ~^W)P.^ (2'2) 

Pour la plupart des fluides j3'T est positif a temperature et pression ordinaire, a 

l'exception de l'eau en dessous de 4°C, par contre f3's peut etre negatif ou positif 

en fonction de la contribution des composantes de diffusion a la densite du fluide. 

A titre d'exemple, dans le cas ou l'eau est consideree comme un solvant et le sel 

comme un solute, le coefficient (3's est negatif car le sel contribue a l'augmentation 

de la densite de l'eau. Par contre dans le cas d'un melange air-vapeur d'eau, le 

coefficient j3's est positif car l'air humide est moins dense que l'air sec. 
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2.3 Formulation mathematique du probleme 

Dans cette section, nous allons etablir les systemes d'equations regissantes ainsi que 

les conditions aux limites. Nous considerons tout d'abord le cas de la convection 

thermosolutale en milieu poreux et par la suite, le cas du milieu fluide. 

2.3.1 Convection en milieu poreux 

Dans notre etude du phenomene de la convection naturelle dans les milieux poreux, 

nous avons suppose que la matrice poreuse est solide, permeable, homogene, 

isotrope et saturee par le fluide. 

2.3.1.1 Equation de continuity 

En projection cylindrique, le principe de conservation de masse applique localement 

a un petit volume de fluide qui sature la matrice poreuse donne: 

1 d(r'u') dv' 
H = 0 

r' dr' dz' 

2.3.1.2 Equation de la quantite de mouvement 

Les investigations de Henry Darcy (1880) sur l'hydrologie des fontaines de Dijon 

et ses experiences sur les ecoulements unidirectionnels en milieu homogene, ont 

revele une proportionnalite entre la vitesse de l'ecoulement en milieux poreux 

et la difference de pression appliquee. Dans le domaine de la modelisation des 

ecoulements dans les milieux poreux, ce modele de Darcy compte de nos jours 

parmi les plus utilises (Nield and Bejan (1999)). 

(2.3) 
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Selon notre notation et en presence des termes d'acceleration gravitationnelle (g = 

gz), ce modele s'ecrit: 
K*dF 

u' = — • 2.4 
ji or' 

' - - — dPj + PogWT(T'-%) + p's(S>-S>0)) (2.5) 
dr' 

ou K* est la permeabilite du milieu poreux, P' la pression locale et fj, la viscosite 

dynamique. En sommant les equations obtenues apres injection de (2.1) dans les 

derives de (2.4) par rapport a r et celle de (2.5) par rapport a z, on obtient: 

%-% = ~^ah [^(T' - T°] + P's{S' ' S'°)] (2"6) 

Ce modele de Darcy est valable seulement quand l'ordre de grandeur du nombre 

de Reynolds, base sur la vitesse moyenne locale est inferieur a 1, Ward (1964). 

Pour un nombre de Reynolds local superieur a 1, la relation entre la pression et la 

vitesse moyenne est approximee par la correction de Forchheimer (1901) au modele 

de Darcy. Aussi, pour des valeurs tres grandes de la permeabilite K*, Brinkman 

(1964) a introduit une autre modification a la loi de Darcy permettant de prendre 

en consideration les effets visqueux. Dans cette these, nous avons adopte le modele 

de Darcy pour l'etude des ecoulements double-diffusifs et ceux induits par effet 

Soret en milieu poreux. 

2.3.1.3 Equation de conservation de l'energie 

Nous assumons, pour Pecriture de l'equation de conservation de l'energie, que 

l'equilibre thermique locale est atteint, autrement dit, T's = T'f = T ou T's et T'^ 

representent respectivement la temperature de la phase solide et fluide. L'hypothese 
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de non existence de transfert de chaleur entre les deux phases est aussi prise en 

compte. Appliquons le premier principe de la thermodynamique a l'ecoulement 

dans le cas general. Ce qui donne, pour la phase solide: 

(l-^)(pC)sy = (l-4>)ksVX (2.7) 

et pour la phase fluide: 

dT' f dT' dT' \ 

<t>(pcP)f-^ + {pCp)f [ u > ^ + tz-^f J = # ; v ' 2 r ; (2.8) 
Les indices s et f referent respectivement, a la phase solide et fluide, (C)s est la 

chaleur specifique du solide, (Cp)f est celle du fluide a pression constante et k est 

la conductivity thermique. En se basant sur l'hypothese que T's = T'f = T" et en 

sommant (2.7) et (2.8), on obtient: 

FfT' f FfT' F)T'\ 
(pCU^r + (PCp)f [u'a— + v'°— J = kmV"T' (2.9) 

ou (pC)m et km = k representent la chaleur massique et la conductivity thermique 

du milieu, respectivement. Avec : 

volume du vide contenu dans le milieu poreux 

et 

volume total du milieu poreux 

{pC)m = {l-<t>){PC)s + ^pC)s 

km = (1 - 4>)ks 4- (j)kf 

7/2 ... d / j 9 V d 

Vz = -— r'-Z- + 
r'dr' V dr' J dz'2 



20 

2.3.1.4 Equation de conservation de la fraction massique 

Considerons S" comme etant la concentration de la composante du fluide binaire 

la plus dense dont nous voulons etudier la diffusion. L'equation de conservation de 

la concentration s'ecrit: 

< f e + U'^T7 + v'lT7 = DV'2S' + aD'S'(l - S')V2T' (2.10) 
of or oz 

ou D est la diffusivite massique, D' etant le coefficient d'effet Soret et a un 

coefficient qui vaut 0 pour la double diffusion ou 1 pour la convection induite 

par l'effet Soret. 

Remarques 

• La double diffusion est un processus qui pilote la convection naturelle induite 

par l'imposition de gradients de temperature et de concentration sur la 

frontiere d'un fluide binaire. 

• L'effet Soret (Soret 1891) est le procede de separation observe dans un 

melange de fluides (fluide binaire dans notre cas) soumis a un gradient 

thermique. 

2.3.1.5 Equations adimensionnelles 

Les equations precedentes, sont mises sous une forme adimensionnelle en utilisant 

des variables caracteristiques du probleme. La procedure s'appuie sur une ecriture 

adimensionnelle des equations regissantes (2.3)-(2.10), degageant des groupement 

sans dimensions dits nombres caracteristiques. Les variables adimensionnelles 

utilisees sont les suivantes: 



21 

{r,z) 

w = w 

(rV) 
V 

-12 

a 

(u, v) = (it', v') 

aL' 

Z/ 

^ 2 (2.11) 

T r-r0 
AT' 

q> _ qi 

5 " AS" 

avec L' = r' — r' et a = , ;L . Par ailleurs, AT' et AS" sont les differences 
(pC)f 

caracteristiques de temperature et de concentration respectives et ils sont definies 

par: 

A T * - * * AS'= I 

£R 
Po 

si a=0 

(2.12) 

S'0(l - S'0)AT% s i a = l 

quand les parois actives sont exposees a des flux constants de chaleur et de masse, 

ou par : 

A T ' = ( 7 : - 7 ? ) , AS'= < 

(S'Q - Si) si a=0 

S'0{1-S'0)AT'% s i a = l 

(2.13) 

En introduisant les variables sans dimensions (2.11) dans les equations (2.3) - (2.10), 

nous obtenons le systeme d'equations suivant: 

Aip 
r dr 

-rRn 
dT dS' 
dr dr 

(2.14) 

dT dT dT A„ 
dt dr dz 

(2.15) 
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at or Oz Le 

A partir de ces equations nous remarquons que le present probleme est gouverne par 

RT le nombre de Rayleigh thermique, iV le rapport des forces de volume solutales et 

thermiques, Le le nombre de Lewis, e la porosite normalisee de la matrice poreuse, 

a le rapport de capacite calorifique et le parametre a. lis sont donnes par: 

lia D P'T AT 

(PC)P 

(2.17) 

a a (pCp) 

2.3.2 Convection en milieu fluide 

Dans le cas ou notre geometrie cylindrique est remplie de fluide binaire, les 

equations de base regissant l'ecoulement et les transferts de chaleur et de masse 

sont donnees respectivement par: 

2.3.2.1 Equation de continuite 

En projection cylindrique, le principe de conservation de masse applique localement 

a un petit volume de fluide donne: 
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2.3.2.2 Equation de la quantite de mouvement 

' du' , du' , du' 8P' (d2u' Idv! v! d2 

dr' V + + 
u 

r~irtr>'£ ly' /J'Y* ry*'£i f~\ iyt 2-
(2.19) 

' dv' . dv' . dv' 
p ^ + ud? + vd^ 

dP' fd2v' ldv' v' d2u'\ , N 

7 - » ( !HF>. + -,—, -ZFi + inn)-P9 (2-2°) d j-^rpf A rr>* /^Jf' rpf A s~4 /y< 2i 

En sommant les equations obtenues apres injection de (2.1) dans les derivees de 

(2.19) par rapport a x et celle de (2.20) par rapport a y, on obtient: 

dw' ,dw' ,dw' u'w' i „ , 9 , w 
/ „/ - v • - ^,2 1 9 [ PT-Q^J + PS-Q^F 

., dT' dS' 
(2.21) 

ou w est la vorticite, definie par: 

, dv' du' 

dr' dz' 

2.3.2.3 Equation de conservation de l'energie 

(PP)J 
dT' ,dT' ,dT' 
dt' dr' dz' 

= kVzT I'lrpl (2.22) 

avec 
7'2 J- h±\ + A 

r'dr' V dr' J dz'2 
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2.3.2.4 Equation de conservation de la fraction massique 

^ - + u'^- + v'^- = DV2S' + aD'S'(l - S')V2T' (2.23) 
of or' oz' 

ou D est la diffusivite massique, D' etant le coefficient d'effet Soret et a un 

coefficient qui vaut 0 pour la double diffusion ou 1 pour la convection induite 

par l'effet Soret. 

2.3.2.5 Equations adimensionnelles 

Les equations precedentes(2.18)-(2.23), sont mises sous une forme adimensionnelle 

en utilisant des variables caracteristiques du probleme (2.11), (2.12) et (2.13). 

En introduisant ces variables sans dimensions dans les equations (2.18) - (2.23), 

nous obtenons le systeme d'equations suivant: 

dw dw dw uw 
dt dr d 

'jo uw „ / „ 9 w\ „ „ ( dT ^TdS\ / r t „ , N = Pr[ V2w --=)- PrRa — + N— (2.24) 
z r V rl J \or or J 

_ ^ + \^t _ ^t (2 25) 
dr2 r dr dz2 

£+•£"£-"* 

dS 8S dS 1 , „ 2 n „2mv , n n „ . 

^ + "»+t ,aI = Z^ v s - a V r > <2'27> 
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ou Ra represente le nombre de Rayleigh thermique, Le le nombre de Lewis, Pr 

nombre de Prandtl et N le rapport des forces de volume solutales et thermiques. 

pgpLAT'L'3 a v „ fc AN . 
Ra=nyHr Le = — Pr = - JV = ^f—- 2.28 

fia D a j3'TAT v ' 

Remarques 

• Le nombre Rayleigh Ra exprime le rapport entre les effets de la poussee 

d'Archimede, et ceux de la viscosite. 

• Le nombre de Lewis Le rapporte le taux de conduction thermique au taux de 

diffusion de masse. II quantifie la similitude entre les transports de matiere 

et d'energie thermique. 

• Le nombre de Prandtl Pr caracterise l'importance relative des deux 

mecanismes qui pilotent la convection du fluide: la diffusion de quantite de 

mouvement et la diffusion de chaleur, plus il est grand, plus le mouvement 

du fluide est pilote par le processus thermique. Les nombres de Prandtl des 

metaux liquides tels que le mercure realisent des Pr inferieurs a 0,1 tandis 

que les Pr des huiles peuvent atteindre plusieurs milliers. Le gaz parfait et 

l'eau presentent un Pr de valeurs intermediates respectives, egales a 0, 7 et 

quelques unites. 
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2.3.3 Conditions aux limites 

Etant donne que l'ecoulement est considere bidimensionnel, il existe alors une 

fonction ip(r, z) definie par: 

, i dip , i dip 
u = v == 

r' dz' r' dr' 

tels que les lignes ^(r, z) = Cte ne sont autres que les lignes de courant de 

l'ecoulement. La fonction ip(r, z) est de ce fait denommee fonction de courant. 

On en deduit: 

r V = - ^ + ± ^ - ^ (2.29) 

ainsi les conditions aux limites du probleme s'ecrivent: 

2.3.3.1 Frontieres hydrodynamiques 

Les conditions d'impermeabilite imposees tout le long des frontieres de la cavite se 

traduisent par: 

r' = ri V' = 0 ; r' = r'Q ip'= 0 (2.30) 

2.3.3.2 Frontieres thermiques 

En vertu de la loi de Fourrier, les conditions thermiques aux frontieres imposees 

par un flux de chaleur ou une difference de temperature , s'ecrivent: 



Flux de chaleur impose 
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dV dV r' 
r' = r'x ~k^J = i i r' = r'o ~ k-^j = q'0 = ^ (2.31) 

Difference de temperature imposee 

r' = r| r = 7V ; r' = r'a T = T'0 (2.32) 

2.3.3.3 Frontieres massiques 

En ce qui concerne les conditions aux limites solutales, les deux situations de flux de 

concentration et de difference de concentration sont aussi prises en consideration. 

Ainsi, les conditions massiques aux frontieres donnees par la loi de Fick sont: 

Flux de concentration impose 

r) <?' r)T' 
r< = r> - pD^j - aPD'S'(l - S')°— = (1 - a)j[ (2.33) 

r' = r'0 - pD^j - apD'S\l - S')— = (1 - a)f0 (2.34) 
dr' dr' 

avec j'0 = jit] 
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Difference de concentration imposee 

r' = r[ S' = S'Z ; r'= r'0 S'= S'0 (2.35) 

2.3.3.4 Conditions aux limites adimensionnelles 

En substituant les variables caracteristiques adimensionnalisees (2.11)-(2.13) dans 

les equations (2.30)-(2.34) on obtient les conditions aux frontieres adimensionnelles 

suivantes : 

Flux de chaleur et de concentration imposes 

n 8T r?9 f)T 
r = ri = —L- V = 0 ; 5 p = - l ; -r- = ( a - l ) + a- s- (2.36) 

1 — 77 or or or 

1 , n dT dS , , dT . . 
r = r0 = — ^ = 0 ; — = -77 ; — = (a - 1)V + a—V (2.37) 

A 8T 8^ 

* = ±2 ^ = ° ! h = ° ; ^ = ° (2-38) 

ou A = !£ et 77 = j£. 
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Temperature et concentration imposees 

r = n = -L- ^ = 0 ; r = l ; ^ = (a - 1) + a^- (2.39) 
1 — 77 or or 

1 <9<S <9T 
r = r0=- T/; = 0 ; T = 0 ; — = (a - 1)77 + a—-77 (2.40) 

1 — 77 or or 

- 4 * = 0 ; f = 0 ; f = 0 (2.41, 

2.4 Transfert de chaleur et de masse 

Dans la presente etude on s'interesse essentiellement au calcul du taux de transfert 

de chaleur transports par convection et au celui du transfert de masse au sein du 

fluide, qui sont exprimes a travers les nombres de Nusselt et de Sherwood. Les 

valeurs locales de ces deux nombres adimensionnels peuvent etre evaluees par: 

Nu = - | = = 1 (2.42) 
Ai_ T(ri,0) - T ( r o , 0 ) 

Li 

f. 1 
Sk = ~rM = S(rt,0) - S(ro,0) (2A3) 

V 

dans le cas ou les parois actives sont exposees a des flux constants de chaleur q[ et 

de masse j[. 
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D'autre part, lorsque les parois verticales sont maintenues a des temperatures 

et concentrations constantes, les nombres de Nusselt et de Sherwood ont pour 

expressions respectives: 

k 
Nu = 

dr 
f dr' 
AT' 

8T_ 

dr 
(2.44) 

r=Ti ou r=r0 

Sh 

OS' 

__ kfW 
. AS' 
kf-Jj~ 

dS_ 
dr 

(2.45) 
r=Ti ou r=r0 

En milieu poreux, les proprietes 

respectivement. 

es kf et D sont remplacees par k,p et Dp 

Notant qu'en regime de conduction pure et pour le cas de flux imposes, les nombres 

de Nusselt et de Sherwood s'approchent de la valeur asymptotique, donne par: 

Nu. cond O ilrnnd 
- 1 

rj Inr] 
(2.46) 

par ailleurs, quand les parois actives sont soumises a des temperatures et 

concentrations constantes la valeur asymptotique est donnee par : 

Nu, cond ^'l>cond 
T] — 1 

rjln?7 
(2.47) 
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CHAPITRE 3 

METHODE NUMERIQUE 

3.1 Introduction 

Au cours des dernieres annees on assiste a une augmentation fulgurante de la 

performance des ordinateurs, qui permet d'utiliser des techniques numeriques de 

plus en plus efficaces pour la resolution de systemes d'equations differentielles 

au derivees partielles. Dans ce chapitre nous presentons les deux techniques 

utilisees pour simuler la convection en milieux fluide et poreux soit les methodes de 

differences finies et celle des volumes finis. Par ailleurs et pour le cas du probleme 

d'instabilite nous avons adopte la methode des elements finis, cette technique sera 

detaillee dans le dernier chapitre du present rapport. 

En premier lieu, nous detaillons dans ce qui suit la methode utilisee pour resoudre 

la convection naturelle en milieu poreux, soit la methode des differences finies. 

En deuxieme lieu, nous presentons la methode des volumes finis que nous avons 

utilisee pour le cas de la convection naturelle en milieu fluide. Nous developpons 

avec ces techniques une forme discretisee des equations de base (2.14)-(2.16) 

et (2.24)-(2.27) et nous decrivons par la suite toutes les etapes pour aboutir a 

une solution numerique des equations discretisees, en milieu fluide et poreux. 

Nous terminons le chapitre par une validation du code numerique developpe, en 

comparant nos resultats a ceux de la litterature. 
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+ 
"7> 
"71 

n 1 i-l,i,i+l . . . 

Figure 3.1 Maillage du domaine de calcul en (i,j) 
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3.2 Solution numerique en milieu poreux par la methode des differences 

finies 

Les equations de l'energie (2.15) et de la concentration (2.16) sont discretisees avec 

un schema centre de deuxieme ordre et en utilisant la forme conservatrice pour 

les termes convectifs. Pour chaque pas de temps la methode A.D.I donne lieu 

a un systeme matriciel tridiagonal a resoudre, l'un resultant de la discretisation 

implicite en r et l'autre de la discretisation implicite en z. La methode A.D.I 

divise le pas de temps en deux parties egales, dans le premier demi-pas de temps, 

le systeme est resolu implicitement en r, mais explicitement en z. Dans le deuxieme 

demi-pas de temps, la procedure est inversee. Notons que cette methode est 

inconditionnellement stable. Pour chaque etape de temps, la solution est obtenue 

en balayant le domaine de calcul dans la direction des r puis dans celle des z. 

Quand a l'equation de la fonction de courant, qui est une equation aux derivees 

partielles d'ordre deux ne contenent pas de terme transitoire, elle sera resolue par la 

methode de relaxation successive S.O.R par bloc, propose par Frankel (1950), qui 

donne directement la valeur de ip a l'instant (n + l)At, au bloc de nceuds considere, 

moyennant un nombre suffisant d'iterations pour que le critere de convergence 

souhaite soit satisfait. 

3.2.1 Discretisation de l'equation d'energie 

L'equation de l'energie etant parabolique par rapport au temps et elliptique par 

rapport aux coordonnees spatiales, nous avons choisi la methode A.D.I pour 

l'integrer. Cette methode donne lieu a des systemes matriciels tridiagonaux dans 

les directions r et z. Le systeme dans la direction de r est obtenu en faisant une 

discretisation implicite par rapport a r et explicite par rapport z, tandis que le 
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systeme dans la direction de z est obtenu en faisant une discretisation implicite par 

rapport a z et explicite selon r. Compte tenu de l'equation de la conservation de 

masse (2.3), l'equation d'energie (2.15) se reecrit de la fagon suivante: 

dT d(uT) d(vT) _ d2T d2T 1 dT 
dt dr dz dr2 dz2 r dr 

(3.1) 

Schema implicite en r et explicite en z 

C'est un schema aux differences centrees, au temps (n + 1/2) pour les derivees en 

r et au temps (n) pour les derivees en z, la discretisation des derivees partielles est 

donnee par: 

d2T 
dr2 

1,3 

rpn+ 2 _ 97-1™+ 2 1 rpn+ 2 Q2T-I 

Ar2 dz2 

i~pn QrFn 4 - Tn 

i,j+l i,j i,j — l 

h3 Az2 (3-2) 

d{uT) 

dr 

'uH-i,j^i+ij ul-\jTi_ij d(vT) 

1,3 
2Ar dz 

„.n npn _ „.n rpn 
ui,j+l1i,j+l ui,j-l1i,j-l 

hj 
2Az 

dT 

~&t 
1,3 

T
n+l _Tn l d T 

r dr At 
2 

^ rri^' 2 rrfoy 2 

i,3 
2Ar 

(3.3) 

(3.4) 

En substituant les equations (3.2), (3.3) et (3.4) dans l'equation (3.1), on obtient 

un systeme de la forme : 

-.n+k 
AiTi_lj + BiTi;j + AiTi+1j — Di (3.5) 

avec : 

A = + 2Ar (Ar)2 2rAr * At + (Ar)2 

n+i 
a = Ui +1,3 

2Ar (Ar)2 2rAr 
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Di = 
(Az) + 2Az _ Wj-i + 

' 2a 
[(At) 

2 
(Az)2_ 

Tn. + 1 
(Az)2 2(Az) 

rpn 

Schema explicite en r et implicite en z 

C'est un schema aux differences centrees, au temps (n + \) pour les derivees en r 

et au temps (n + 1) pour les derivees en z. La discretisation des derivees partielles 

est donnee par: 

02T 

dr2 
hj 

rpK+2 _r>rj-,n+2 , ^ " + 2 CJ2T^ 

Ar'2 dz2 

rpn+1 tyrpn+1 , rpn+X 

M Az2 (3.6) 

d(uT) 

dr i,j 

— »+l,j-ti+l,j ui-l,j1i-l,j 0{V± ) 

~ 2Ar dz 

71+1 
% + l J i , i+ l ^ J - l ^ i J - l 

i J 
2Az 

Ti n + l T-in+2 
J J T; i j 

hi 
At 
2 

r <9r 
*>j 

1 /T"in+2 r n n + 2 

r 2Ar 

(3.7) 

(3.8) 

En substituant les equations (3.6), (3.7) et (3.8) dans l'equation (3.1), on obtient 

un systeme de la forme : 

Atrpn+l , r>trpn+l , A/rpn+1 _ rV 
A i L i j - \ "•" ni1i,j "•" ^ V i j + l — - ^ i (3.9) 

avec : 

n+l 

A' = - ^ 1 
2Az (Az)2 « - £ + 

A* (Az)2 c; = 
,."+! V. i j + 1 

2Az (Az) ; 

A' w: 
[(Ar)5 

+ 

2Ar 

(Ar) 

2rAr 

2a 
At (Ar)2J i,3 

u. 
n+f 
i + l j + 

1 
2Ar 2rAr 

n+i 
J i+l,j 
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3.2.2 Discretisation de l'equation de concentration 

De meme pour l'equation de la concentration (2.16), nous exposons dans ce qui suit 

sa discretisation en suivant exactement les memes demarches que le paragraphe 

precedent. 

Schema implicite en r et explicite en z 

Nous obtenons un systeme de la forme suivante: 

77 Qn~*~2 _i_ Y" Cn"*~2 I v On~^2 7 
uiDi-l,j "r ^i^ij ' IiDi+l,j ~ ^i 

(3.10) 

avec: 

Ui = -
u. i - l j 

2Ar Le \(Ar)2 2rAr *i = i l At Le(Ar)2 

Zi = 

1 £ 

+ Yi Le V(Ar)2 ' 2rArJ ' 2Ar + 
u. 

y i , J - l 

(Az)2 2Az\ $i,j-i + 
2e 

a 

Te 
1 

At Le(Az)2 

1 

Slj + 
i,i+i 

Le(Az)2 2(A; 
SI j + i 

Ar2 2rAr) *-1J' V^r2 2rAr7 i + l j ' Az 

1 1 

i-nn rp 

(Az)5 

rpn 

(Ar)2 ' (Az)27 iJ' 
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Schema implicite en z et explicite en r 

TT'qn+l , -yl qn+1 , \rl qn+1 yl (3-11) 

avec: 

^ / = <J± _ 1 v-/ = £̂ , 2 

2(Az) Le(A^)2 i At Le(Az)2 

3 = 

+ 

1 
+ 

n+\ 
Ui,j-1 

Le(Ar)2 2(Ar) 2rAr 
c n+2 , 

1 
Le(Ar)2 2(Ar) 2rAr 

VAr2 2rAr7 i + 1 

Cn+1 

T " 1 T 2 

(Az)2 (Az)2 

Le 

+ 2 

1 1 ? ) " + 1 

y = L _ J _ _ + 'J+ 
* Le (Az)2 2Az 

2e 2 
At ~~ Le(Ar)2_ 

1 

qn+2 

] \ Tn+\ 
Ar2 2rAr j i _ l j ' 

— — + —^— 1 T""5 

(Ar)2 (Az) 2 / J J 

La solution des equations (3.5), (3.9), (3.10) et (3.11) se ramene a l'inversion des 

matrices tridiagonales (selon r et z). Les champs de temperature et de concentration 

ainsi obtenus sur l'ensemble des noeuds du domaine seront utilises pour resoudre 

l'equation de mouvement. 

3.2.3 Discretisation de l'equation de mouvement 

Connaissant les champs de temperature et de concentration a l'instant (n + 1) At, 

l'etape suivante consiste a determiner le champ de function de courant a partir 

de l'equation (2.25). La methode SOR par point peut etre utilisee au lieu de la 

methode SOR par bloc, car l'execution prend moins de temps. La methode SOR 

par point est une methode explicite qui donne directement la valeur de ip a l'instant 
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(n+l)At, au noeud considere, moyennant un nombre suffisant d'iterations pour que 

le critere de convergence souhaite soit satisfait. Les derivees partielles du premier 

et du deuxieme ordre sont approximees selon le schema centre classique. Ainsi au 

noeud (i,j) nous obtenons : 

<A 
(n+l),(fc+l) 
i,3 ™WlUk) 

a^w jaiV', ij+l 

+aa(^ ) ' ( f c ) +^ ) ' ( f c ) )+a4 T^ -Ti?t? + N (siltS $$)]} 
(3.12) 

avec: 
1 

O l 
Ar2 2rAr a2 

a-i 
rRT 

a 4 — 7TT~ °5 = 

Ar2 2rAr 

(ArAz)2 

(Az)2 * 2Ar ° 2(Ar)2 + (Az)2 

ou w est le coefficient de sur-relaxation, compris entre 1 et 2, et introduit pour 

accelerer la convergence et done de diminuer le nombre d'iterations. Sa valeur 

optimale, w0 depend de la forme du domaine, du maillage et du type des conditions 

aux limites. Pour un domaine rectangulaire avec un maillage uniforme, wo est 

donnee par : 
/ i _ . / i _ r\ 

(3.13) w0 = 2 
I - A / W 

C 

avec 

c = \ 1max LI L±4> \Jmax L J 

1 + A ,2 
A r 2 

Az2 

(3.14) 

ou Jmax et Jmax designent les nombres de noeuds suivant les directions horizontales 

et verticales respectivement. Le champ de vitesse peut etre deduit facilement par: 

71+1 

Uhj 
y j j + i y j , j - i 

2rAz 
(3.15) 

file:///Jmax
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et 

1,3 2rAr 

3.3 Solution numerique en milieu fluide par la methode des volumes 

finis 

L'une des methodes utilisees dans cette investigation est basee sur la technique des 

volumes de controle developpee par Patankar and Spalding (1972). Cette methode 

qui consiste a transformer un probleme exact et continu en un probleme approche 

et discret a ete largement utilisee, dans le passe, pour resoudre les problemes de 

convection naturelle confinee dans une geometrie simple. Sa puissance et sa grande 

simplicity de mise en oeuvre ont fait qu'elle est a l'origine de la majorite des codes 

de calcul commerciaux (Fluent, Phoenics...). La methode des volumes de controle 

Patankar (1980) consiste, tout d'abord, a decouper le domaine physique par un 

maillage (discretisation) en un nombre fini de petits volumes limites par des nceuds, 

identifie chacun par un couple d'indice (i, j)(maille), qui ne se superposent pas et 

remplissent tout le domaine etudie sans laisser d'interstices. Le choix du maillage 

doit satisfaire l'hypothese que Vinformation aux nceuds doit etre suffisante pour 

decrire la solution dans le domaine entier. Ainsi notre domaine de calcul est 

discretise avec un maillage variable suivant les deux directions de l'espace. La 

deuxieme etape est la discretisation du probleme exact sur ce maillage, qui conduit 

a un probleme beaucoup moins difficile, dit probleme approche du probleme exact. 

Le principe de la methode des volumes finis consiste a integrer tous les termes de 

l'equation a resoudre dans chacun des elements de volume dit volume de controle. 

Pour chaque pas de temps la methode donne lieu a un systeme matriciel penta-

diagonal, que nous resolvons par Palgorithme de Thomas PDMA (Penta-Diagonal 

Matrix Algorithm). Bien entendu, la solution finale est obtenue moyennant un 

(3.16) 
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nombre suffisant d'iterations pour que le critere de convergence souhaite soit 

satisfait. 

3.3.1 Discretisation des equations par la methode des volumes de 

contrdle 

Les formulations conservatrices des equations aux derivees partielles offrent 

l'avantage de pouvoir etre reformulees de fagon integrate a l'aide du theoreme de la 

divergence1. Le principe de conservation est la loi fondamentale de la methode 

des volumes finis. II stipule que la variation d'une propriete depend du flux 

net traversant la frontiere £ qui enveloppe le volume IT. Cette propriete derive 

directement de 1'interpretation physique du theoreme de la divergence (3.17). 

La methode des volumes de controle est, done, une technique de discretisation pour 

la resolution des equations s'ecrivant sous la forme conservatrice . Pour des fins 

explicatives de cette methode, nous allons l'appliquer tout d'abord a l'equation 

generalisee du transport suivante: 

+ V-VS7 = V - V Q + SC (3.18) 
at 

1L'integrale de volume de la divergence d'un champ vectoriel F etendu sur un volume II est 
egale a l'integrale de contour de la projection de ce champ sur la normale traversant la frontiere 
£ qui limit e II : 

/ divFdIi= <f F-ndS (3.17) 
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ft 

3ft 
~dt 
V -Vtt 

V-Vft 

sc 

La fonction a determiner 

Le terme transitoire 

: Le terme convectif 

: Le terme diffusif 

: Le terme source 

En integrant cette equation dans un volume de controle, tel qu'illustre sur la figure 

(3.1), nous obtenons : 

Pour le terme transitoire : 

/ 
Jvc 

dtt d f d — 
—— dVc = — / ft 2 TT r dr dz — — fl 2 7r r dr dz 
dt dt.v dt vc 

(3.19) 

pour le terme convectif : 

V-Vfl dVr = / VVL • ds 
vc 

= ue fle 2 7r re Az — uw Vtw 2 n rw Az 

+ un Vln 2 7r r Ar — us fts 2 TT r Ar (3.20) 

quant au terme diffusif, il s'integre de la fagon suivante 

/ 
Jvc 

V • V tt dVc = I V tt • ds 
s 
dtt 
dr 

2 IT TV Az 
dtt 
Or 

2 7r r„. A; 

+ 
m 
dr 

2 7r r Ar 
aft 
<9r 

2 7T r Ar (3.21) 
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enfin pour le terme source on a : 

/ SC dVc = f ~SC 2 77 dr dz = ~SC 2 vr Ar Az (3.22) 
Jvc Jvc 

ou S et fi sont les valeurs moyennes de S et O dans le volume de controle. Notons 

que toutes les interpolations utilisees sont lineaires, ce qui donne : 

Q + fiiv 
2 

s ljy — s 2 

Az 

Ve = 

on 
dr 

2 

nE-n 
e " A r 

lln 

an 
dz 

— = — avec Q* = Q(t - At) 
dt At y ' 

En tenant compte des resultats (3.19)-(3.22), l'equation (3.18) peut se reecrire sous 

la forme suivante : 

ciptt + CIEQE + aw^w + UN^N + cis^-s — b (3.23) 

avec 

—2 2 1 re ue re 
aP — ir~o ~~ T - o — i n i aE — Ar2 Az2 At ' r Ar2 2r Ar 

1 v„. 
aw — —r~o' — 7; A - ) aN r Ar2 2 r Ar ' Az2 2 Az 

1 vs _ fi* 
as - Az~2~2~A~z ' b ~ ~At 
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3.3.2 Equations discretisees en milieu fluide 

Ecrivons maintenant les equations (2.24)-(2.27) sous leurs formes conservatrices: 

^ +\/.Vw= prV-Vty-Pr^ _ PrRT(^. + N ^ . \ (3.24) 
at r1 \or or J 

10 = + - o - ^ - ( 3 - 2 5 ) 

ST — + v • vr = v • vr (3.26) 
at 

— + V • VS = — V • V ( 5 - a T ) (3.27) 
at Le 

En appliquant la methode des volumes de controle presentee dans les sections 

precedentes, nous determinons les coefficients CLE, aw, Q-N, as, &P et b pour les 

equations (3.24)-(3.27). 

Pour l'equation du mouvement nous obtenons: 

- 2 P r 2 Pr 1 Pr 
ap = 

aw = Pr 

Ar2 Az2 At r2 

rw ^w^w 
rAr2 2 r Ar 

b= -^-RaPr(JK^ + NSE~Sw 

, &E — 

, ajv = 

n.cf — 

Pr Te 

rAr2 

Pr 
Az2 

Pr 

uere 
2rAr 

Vn 

2 Az 

Vs 

At \ Ar Ar J ' Az2 2A; 

Pour l'equation de la fonction de courant on a : 
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-2_ 2_ _ re 1 

Ar 2 Az2 ' r Ar 2 r Ar 

= rw 1 _ _ 1 

T Ar 2 r Ar Az2 

as = —z , b = -wr 
Az2 

Pour l'equation de l'energie les coefficients sont donnes par : 

—2 2 1 rP uP rP 
aP — "7~T — ITT 7TL > CLE = Ar2 Az2 At ' r Ar 2 2 r Ar 

Ci-i/i L i 1 

flff — —7—^ — 7; ;r~ ) a^v r Ar 2 2 r Ar ' JV Az2 2 Az 

1 u, . T * 
as Az 2 2 Az ' At 

enfin pour l'equation de conservation de la concentration nous trouvons: 

- 2 2 1 
ttp ~ LeAr2 he Az2 At ' aE 

aW — 7 7~^ — -Z T~ , OjV 

re 
Le r Ar2 

1 

ue re 
2 r Ar 

Vn 

Le r Ar 2 2 r Ar ' J LeAz2 2 Az 

1 
a* = L^-YA; e t 

b (lE — lP lp — lw , lN — J-p J-p — ls 
b = —— + a [ r-^r-re —— rw + At V r Ar2 r Ar2 Az2 Az2 

3.4 Algor i thme de calcul 

les pr incipals etapes de notre algorithme de calcul sont : 
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1. Generation du maillage 

2. Introduction des conditions intiales sur la temperature, sur la concentration, 

sur la fonction de courant et sur la fonction de vorticite (prendre, par exemple, 

les champs de l'etape precedente) 

3. Resoudre l'equation de la vorticite 

4. Resoudre l'equation de la fonction de courant 

5. Calculer les vitesses Uij et Vij a partir de leurs expressions. 

6. Resoudre les equations de l'energie et de la concentration . 

7. Retourner a l'etape 4 et repeter les operations 3 — 6 jusqu'a la convergence. 

8. Passer a l'etape de temps suivante t + Atet retourner a l'etape 4, Repeter les 

calculs jusqu'a l'obtention d'une solution permanente ou transitoire etablie. 

3.5 Validation du code numerique 

L'exactitude du modele numerique a ete verifiee en comparant les resultats du 

present travail avec celles du probleme de cavite rectangulaire reportes dans les 

publications de Mamou et al. (1995a,b). II est a signaler que le probleme etudie 

par ce dernier, n'est qu'un cas limite du notre quand r\ —> 1. On verra dans les 

prochains chapitres que l'accord entre les deux resultats est excellent. 

II est evident que la precision des resultats numeriques est fonction de la taille du 

maillage. Le choix de ce dernier depend a son tour des valeurs des parametres de 

controle. Dans la presente etude, les resultats numeriques sont obtenus pour un 

maillage de (n x m = 80 x 200), Figure (3.1), et pour un rapport de forme A = 8, 
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sauf pour quelques cas particuliers ou l'observation des phenomenes physique exige 

un maillage plus raffine et un rapport de forme plus faible. 
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CHAPITRE 4 

SOLUTION ANALYTIQUE 

Les equations (2.14 - 2.16) en milieu poreux et (2.24 - 2.27) en milieu fluide qui 

regissent l'ecoulement convectif, sont des equations aux derivees partielles non 

lineaires et fortement couplees. Une solution analytique pour ces equations est en 

general impossible, sauf pour certains cas et hypotheses pour lesquels les equations 

se simplifient considerablement. Quant elles existent, les solutions analytiques 

permettent une comprehension rapide des phenomenes physiques impliques dans 

la convection naturelle doublement diffusive et celle induite par effet Soret. 

4.1 Concept de l'ecoulement parallele 

Le concept de l'ecoulement parallele a ete utilise avec succes, dans le passe, 

par plusieurs auteurs pour l'etude de la convection naturelle dans plusieurs 

configurations de milieux confines. Nous trouvons parmi ces auteurs Alavyoon 

(1993), Vasseur et al. (1995) et Mamou et al. (1995a). Ce concept suppose, pour 

les cavites a grand rapport de forme, que l'ecoulement engendre devient parallele 

relativement aux longues parois. Ceci permet bien sur de negliger la composante 

de vitesse perpendiculaire a ces parois. Ainsi, pour le cas d'ecoulement permanent, 

il est possible de determiner une solution analytique vers laquelle la solution 

transitoire s'approche asymptotiquement. Une telle solution est valide pour les 

cavites qui presentent un rapport de forme relativement eleve et dont les effets de 

bouts, dus a la presence des frontieres horizontales, sont negligeables. 
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4.2 Demarche analytique 

La solution numerique du probleme indique que les phenomenes de transferts de 

quantite de mouvement, d'energie et de masse suivent une lente evolution vers un 

etat permanent caracterise par une stratification lineaire et stable selon la direction 

verticale. De plus, pour un rapport de forme A suffisament eleve, et en dehors des 

regions de bouts, il est prouve numeriquement que le vecteur de vitesse est vertical 

a l'axe (oz) et completement independant de la composante verticale z. En se 

basant sur ces observations la fonction de courant devient seulement fonction de la 

coordonnee r: 

ip(r,z) ~ ip(r) (4.1) 

L'injection de cette approximation (4.1) dans les equations de la quantite 

de mouvement (2.14) et (2.24) montre que les profils de temperature et de 

concentration peuvent s'ecrire sous la forme T(r,z) = Or(r) + fr(z) et T(r,z) — 

#s(f) + fs(z), respectivement. D'autre part et dans le cas des flux de chaleur et de 

concentration imposes, les bilans d'energie et de matiere dans le volume de controle 

(Figure 2.1) s'ecrivent sous les formes suivantes, Trevissan and Bejan (1986): 

/ -7r;dr- / vTdr = 0 (4.2) 
Jn Oz Jri 

et 
r° 8 9 r° err r° 
/ ^-dr + a / ^—dr - Le / vSdr = 0 (4.3) 

Jr. dz Jr. dz Jr. 

Ces equations sont bien definies pour n'importe quelle section z et nous pouvons 

conclure que dT/dz et dS/dz sont des constantes. Par consequent fr{z) et fs(z) 

sont des fonctions lineaires de z. Ainsi nous posons: fr{z) = C?z et fs(z) = Csz 

ou CT et Cs sont les gradients de temperature et de concentration dans la direction 
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z. On a alors: 

T(r, z) = CTz + 0 r ( r ) S(r, z) = Csz + 0 s ( r ) (4.4) 

Afin de valider le concept de l'ecoulement parallele et de verifier aussi l'exactitude 

de cette notion, nous presentons le resultat numerique (figure (4.1)) pour le cas 

poreux avec RT = 100, Le = 10, N = 1 et A = 8 et I. L'effet du rapport de 

forme de la cavite sur la structure de l'ecoulement et les profils de temperature 

et concentration, est important. Pour des grands rapports de forme (A = 8 par 

exemple), la figure (4.1) montre que l'ecoulement est bien parallele dans la partie 

centrale de la cavite consideree. 

En introduisons les approximations (4.1) et (4.4) dans les equations (2.14-2.16) 

ou (2.25-2.27), nous obtenons pour les deux systemes les equations differentielles 

suivantes : 

d°T = — {CT^ + n) (4.5) 
dr r 

dQ* - 1 
dr r 

></> + n) (4.6) 

Ces equations permettent maintenant de determiner les valeurs de CV et Cs, qui 

sont donnees par : 

CT = 2 ~Tfl (4.7) 
ro _ ri _i_ V 

Cs = —T^O WX2 + r ^ ] - aCT (4.8) 

avec a = LeCs + aCr et 

o i 

X,= r^-dr (4.9) 
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a) 

b) 

Figure 4.1 Lignes de courant, isothermes et isoconcentrations (flux imposes) pour 
RT = 100, Le = 10, N = l, r) = 0.9, a = 0 et (a) A = 8 et (b) 1 



51 

To ^ 2 

X2= I —dr (4.10) 

II est a preciser que les equations (4.7) et (4.8), ont ete obtenues en integrant les 

equations de conservation de l'energie (4.2) et de la masse (4.3) par rapport a r, 

tout en respectant les conditions aux frontieres de la fonction de courant, de la 

temperature et de la concentration (2.36)-(2.41). 

4.3 Solutions analytiques 

4.3.1 Cas poreux 

En se basant sur le modele de Darcy (2.14) et les expressions (4.5) et (4.6), 

l'equation differentielle a resoudre s'ecrit sous la forme suivante: 

d2ip 1 dip 
7TT~ - — - A V » = r 4.11 
orz r or 

La solution de l'equation ci-dessus est une fonction des parametres A et T; leurs 

expressions sont donnees par: 

A = RT[CT + N(LeCs + aCT)] T = -RTri(l + N) (4.12) 
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4.3.1.1 Solution generate pour N ^ —1 

Cas A > 0 

Pour des valeurs positives de A la solution de l'equation (4.11), pour des conditions 

aux frontieres de type Neumann, s'ecrit sous cette forme : 

1 + fir) 

9T(r) = CrriVo1™*9^ - nlnr (4.14) 

9s(r) = (LeCs + aCT)r^Q
l^j^- - rtlnr (4.15) 

avec 

/ ( r ) = r[C1 /1(nr) + C2A:1(nr)] 

g(r) = C1I0(nr) + C2K0{flr) 

t = W^) *° = rh[1 + m (416) 

_ 1 r0Kl^lr0)~riKliSlri) 

C,= 

nrohin^K^nn) ~ h^K^ro) 
_1 r0Ii(Qr0) ~rjIi{Qrj) 
nrohi^K^Qn) - hiQr^K^Qro) 

Notons que fi2 = A, que ij et Ki sont, respectivement, les fonctions de Bessel du 

ieme ordre, de premiere et deuxieme espece (Watson (1966)) et que \&c = —^o est 

la valeur de la fonction de courant au centre de la cavite. 

A partir des conditions aux limites sur la fonction de courant I/J (2.36-2.38), nous 

determinons les valeurs de C\, et C2. Ceci nous permet par la suite de trouver les 
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valeurs de X\ (4.9) et X2 (4.10). L'injection de leur valeurs dans les expressions 

de CT (4.7) et Cs (4.8) puis dans celles de 0 T (4.5) et Qs (4.8), nous permet de 

determiner les expressions de la distribution de temperature et de concentration 

(4.4). 

26 tt 
b y — 

c 1 + 6 ^ 
26 Lefrp + gtt0(l - Le 6 #§) / ( ! + 6 fr2) 

S ~ c 1 + Le 26# 2 

(4.17) 

ou 

6 - r ' ? X a- c - 2 X 2 - X - / ' " [1 + / ( r ) ] dv X - r [1 + / ( r ) ] 2 rfr 

(4.18) 

Pour le calcul de la valeur de Q, une equation transcendentale a ete etablie en 

combinant (4.12) et (4.17) 

b2Le2^ + b(l + Le2)^l+'^[l + N[Le2-a(l + Le)]y0 + (l + N)bLe2yl} + l = 0 
c ilz 

(4.19) 

Cette equation a ete resolue numeriquement selon la procedure de Newton-

Raphson. Ceci permet par la suite d'exprimer les gradients de la temperature 

et la concentration CT et Cs en fonction de RT, N, Le, r\ et a. 

Les taux de transfert de chaleur et de matiere, exprimes en terme des nombres de 

Nusselt et de Sherwood, sont calcules a partir de (2.42), (2.43), (4.1), (4.4), (4.14) 

et (4.15): 

Nu = r* l n ^ + b *§> ( 4 20) 
U Inrj + b (d + n Inrj) ^ 

Sh = r^nnjl + bLe2^2) 
n Inn + 6 (d + n Inn) Le2*2, + a b c (1 + Le) * 0 / ( l + & *o) 
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avec d — riXf/X^. 

Cas A < 0 

Quand les valeurs de A sont strictement negatives, nous avons considere que 

le parametre ft2 = —A. Ainsi la solution de l'equation (4.11) est obtenue en 

substituant iSl = — Vt dans les equations (4.13)-(4.16). La solution est tres similaire 

a celle deja obtenue pour le cas A > 0 

1 + f(r) 

#0= -r^YTW) (4'22) 

avec 

f(r) = r[C1I1(nr) + C2K1{Slr)] 

*o = ^ [1 + / (01 (4-23) 

L'equation transcendale (4.13) est maintenant donnee par: 

b2Le2** + b{l + Le2)-*2 + - ^ [ 1 + N[Le2 - o(l + Le)}*0 + (1 + N)bLe2*3
0] + 1 = 0 

c ilz 

(4.24) 

ou Jj et Yi sont les fonctions de Bessel modifiees du ieme ordre, de premiere 

et deuxieme espece respectivement. En procedant exactement comme dans le 

paragraphe precedent, l'injection des valeurs des integrates dans les expressions de 

CT (4.7) et Cs (4.8) puis dans celles de QT (4.5) et 65 (4.8), permet de determiner 

les expressions de la distribution de temperature et de concentration (4.4) et par 

la suite, celles des nombres de Nusselt (2.42) et Sherwood (2.43). 
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Pour ce cas particulier ou A — 0 la solution de l'equation (4.11) devient : 

2 

${r) = d + C2r
2 + T^- ln(r) (4.25) 

avec : 

d = 

c2 = 

rn 

'i o 

12-M^) 

i o 

En effectuant la meme demarche que les deux paragraphes precedents, nous 

parviendrons a determiner les expressions de la distribution de temperature et de 

concentration (4.4) et par la suite celles des nombres de Nusselt (2.42) et Sherwood 

(2.43). 

4.3.1.2 Solution particuliere pour N = — 1 

Pour un rapport de forces volumiques, thermiques et solutales, egal a — 1, une etude 

analytique de l'equation differentielle (4.11) est aussi possible. 

La solution de l'equation (4.11) pour N = — 1 s'ecrit sous cette forme : 

* ( r ) = ~ri*°W) (4'26) 

eT(r) = CTr^oj^ - rilnr (4.27) 



6s(r) = (LeCs + a C T ) r ^ 0 y ^ y - Hnr 

avec 
f(r) = r [J1(nr)Y1(nri) - J^Qr^Y^Qr)] 

g(r) = JoiQ^Y^n) - J^Qr^YoiQr) 

Les conditions aux frontieres de -0, permettent d'ecrire l'equation de dispersion 

suivante : 

F(Q) = Ji(firi)yi(nr0) - M^Y^ri) = 0 (4.30) 

Cette equation admet deux solutions possibles. La premiere est une solution 

correspondante a l'etat de conduction pure, elle est donnee par xjj — 0 et done 

Q, — 0. La deuxieme, est une solution convective donnee par tp ̂  0 et 0 egale a : 

Qk = (2k + 1)TT, A; = 0,1,2.. (4.31) 

ou k est un entier positif correspondant aux divers modes de convection. Notons que 

l'ecoulement est unicellulaire seulement pour le cas ou k = 0. Etant donne que nous 

n'avons pas pu confirmer numeriquement l'existence d'un regime multicellulaire, 

seul le cas unicellulaire (k = 0) sera etudie. Des resultats numeriques dans le cas 

d'une cavite rectangulaire, rapportes par Alavyoon et al. (1994), ont montre que 

lorsque N —> — 1, la valeur de £1 —»ir ce qui est en parfait accord avec nos resultats, 

(Figure 4.2). Cette figure montre la variation de fi en fonction de 77, tel que predit 

par l'equation (4.30). 

Introduisons (4.26)-(4.28) dans les expressions (4.2)-(4.3), nous etablirons les 
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(4.28) 

(4.29) 
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Figure 4.2 Resolution graphique de la fonction de dispersion (4.30) 
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valeurs de CT et Cs 

26 frf 
G T — 

c 1 + 6 fr2, , , 
26 Le fr0 + afr0(l - Le2 6 fr2)/(l + 6 fr2,) ^6Z) 

S ~ c 1 + Le2 b fr2 

ou 

-̂ --f'*-f«*'*-f̂  ̂  
II est a noter que les parametres 6 et c sont seulement fonctions de rj. Pour calculer 

la valeur de fro dans les expressions ci-dessus, nous avons etabli une equation 

transcendale en combinant (4.32) et (4.12) 

b2Le2*t + 6(1 + Le2)fr2 - 2-^- [Le2 - 1 + a (1 + Le)} fr0 + 1 = 0 (4.34) 

qui est tres similaire au cas de la cavite rectangulaire avec 6 = 0.5 et c = n/2. 

Ainsi, pour des valeurs de RT, Le, rj et a donnees la valeur de fro peut etre 

determinee en utilisant, par exemple, la methode de Newton-Raphson. Le nombre 

de Rayleigh critique Rrcs, marquant l'enclenchement de la convection, peut etre 

exprime au terme du nombre de Lewis, Le, rapport des rayons, r\ et a. en 

introduisant l'expression de fro en fonction de RT dans (4.34), nous trouvons 

facilement que: 

fl- " 2M^-lTl(Le + 1)] ^ »2 » « + <J + U2) " * ° s + ^ 
(4.35) 
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Figure 4.3 Variation du nombre de Rayleigh souscritique R^us en fonction du 
nombre de Lewis Le pour rj = 0.5 et 0.9 et RT = 50 
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avec \l/os la valeur de la fonction de courant critique R = R^s qui est definie par: 

*os = J ^ & W + L e 2 ) 2 + 1 2 L e 2 ) V 2 " (1 + L e 2 ) ] V 2 ( 4 3 6 ) 

Pour de larges et faibles valeurs du nombre de Lewis, l'expression de Rayleigh 

critique R^QS peut etre reduite considerablement. Ainsi, nous avons trouve que: 

TDSUb 

*& ' T^L^a) (4 '3?) 

ou Rsous est une constante ayant les valeurs suivantes: 

2 

Rsous = S£L for Le « 1 (4.38) 

2 

fl«™ = - £JtL for Le » 1 (4.39) 

A partir de (2.42), (2.43) et (4.26)-(4.28) nous avons exprime les expressions des 

nombres de Nusselt et Sherwood par: 

Nu = n Inr,— \+
f^° , N T 2 (4-40) 

r'j Inn + b [a + r, lnn)^Q 

Sh - n inn-, m , ' ^ !° ,, , „ „, t T » (4.41) 
Ti lnn + b (d + rt lnrj)Le2 *o + a b c (1 +Le)W0/(l + b Vg) v ' 

avec d — 26(1 + r))/c2r). Notons qu'il est possible de demontrer que la valeur de d 

est donnee par d ~ 6/[8(77 + l)/r77r2)]. 

Pour le cas limite de cavite rectangulaire (77 —> 1) nous avons trouve que b —• 0.5, 
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c = 7r/2 et d —*• 8/w2 ce qui reduit d'avantage les expressions suivantes: 

u3 

et 

RSous = p o u r Le<<1 (442) 
v2 

i?s us ^ 

V2 

Nu = 

pour Le >> 1 

2 + tf§ 
2 + (1 - 8/w2)*2, 

2 + LeH2
0 

(4.43) 

(4.44) 

(A AK\ 

2 + ( l - 8 / u ; 2 ) L e 2 ^ + a a ;( i + Le)*o/(2 + ^ ) y*™) 

ou UJ = 7r est en parfait accord avec les references suivantes Alavyoon et al. (1994) 

et Mamou et al. (1998). 

4.3.1.3 Solution asymptotique en regime de couche limite 

Lorsque la valeur du nombre de Rayleigh est tres grande, il est interessant de 

presenter les resultats pour le cas dit de regime de la couche limite. Les equations 

presentees au debut de ce chapitre peuvent etre simplifiees considerablement pour 

ce regime asymptotique ou VL >> 1. Pour cette situation lo(0,r) ~ eQr(l + 

l/8f2r..)/V27rnr, h(Qr) « eQr(l - 3/8^r..)/^/27fnf, K0(nr) « 0 r e _ n r ( l -

l/8fir..)/\/2Qr et Kx(Vlr) « 0Fe" n r ( l + 3/8ftr..)/\/2fh:. Ceci permet de montrer 

que les expressions de X\ et X2 sont donnees par: 

X1 = -[ln7] + (l-r]2)/rjn] ; X2 = - [inrj + 3(1 - r?2)/2r/0] (4.46) 

Aussi nous avons trouve que (4.24) se reduit a: 
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avec * 0 = r / r ^ 2 et 

KQ = [Le2 + N-aN(l + Le)} Irvq 

K2 = (l + N)n2 

K1 = Le2(l + N)ninr] 

C = U<xK2/WKl 
(4.48) 

Ici aussi, la valeur de Vt est evaluee en resolvant numeriquement l'equation (4.47). 

Cependant en assumant ( —» 0 la solution de (4.47) devient: 

Q = (-^-)1/5/^/5(i + iV)2/5 . ^l = ao/vQ (4.49) 

avec a0 = (N + Le2 — aN(l + Le))/(1 + N)Le2 qui doit etre positive pour obtenir 

une solution reelle (4.49), i. e. 

N < 
Le2 

a(l + L e ) - l 
(4.50) 

ce qui est une excellente approximation du regime de couche limite (( —» 0) valable 

pour une large echelle de parametres de controle. 

D'apres les equations (4.20), (4.21), (4.46) et (4.49), les nombres de Nusselt et 

Sherwood s'ecrivent comme suit: 

Nu = 

Sh = 

1 - a0(3 - Y) 

l + a „ ( l - 4 / y ) 

1 - Le2a0(3 - Y) 

(4.51) 

1 + Le2a0(l - 4 /F) + so 

ou Y = 2 fl G(r)), G(v) = r\ lnr}/(r]2 - 1) et so = o(l + Le)(l - r])/r] Irvq Nu 

(4.52) 

quand Y —>• oo. De plus (4.51) et (4.52) se reduisent a 
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Nu = 2 ax G(ri) to + (1 - Aax + 4a2) 1 + ^(Y^ I ( 4 5 3 ) 
i = i 

Sh = 2a2 G{rj) fi + (1 - 4a2 + 4a2 - a3) I 1 + J ^ ^ (4.54) 

tels que ot\ = cv0/(l + «o); «2 = aoLe2/(l + so + a0£e2), a3 = so/{I + so + aoLe2), 

Yi = 4 a i / y et y2 = 4 a 2 / F 

Pour une cavite rectangulaire (77 —>• 1 et G{rj) —> 1/2) nous pouvons demontrer 

facilement que: 

Nu = aiQ+ ( l - 4 « i + 4a2) ( l + ^ ( y 1 ) i ] (4.55) 

5 / i = a 2 n + ( l - 4 a 2 + 4 a 2 - a 3 ) ( l + ^ ( F 2 ) i ) (4.56) 
i = i 

avec Yi = 4 ai / f i et Y2 = 4 a2/fi. 

Les equations (4.53) et (4.54) peuvent etre reduites d'avantage en considerant les 

deux regimes limites suivants: 

Regime thermique dominant 

Dans ce paragraphe nous avons considere le cas ou le regime de la couche limite 

est genere principalement par les effets thermiques dus au chauffage later ale, ce qui 

correspond a \N\ « 1. Sous ces conditions, (4.53) and (4.54) se reduisent a: 

Nu = G(T])Q ; Sh = {1 + 2 Nu) Le » 1 (4.57) 

avec Q = 77
1/5i?J/5(l + iV)2/5 et G{rf) -> 1/2 quand 77 —» 1. 
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et pour Le < < 1 

Nu = 2G{rj) axVL + 1 - 4«i + Aa\ ; 

Sh = 2G{ri) a2Sl + 1 - 4«2 + Aa\ - a3 

(4.58) 

Regime solutale dominant 

Le regime asymptotique pour lequel les mouvements convectifs sont generes par 

la variation de la concentration est etudie dans ce paragraphe. Ce cas de figure 

correspond a \N\ » 1. Pour cette situation (4.51) et (4.52) deviennent: 

Nu = 2G{rj) aifl + 1 - 4«i + 4a? ; 
(4.59) 

Sh = 2(3(77) a2Q + 1 - 4a2 + Aal - a3 Le » 1 

et 
iVu = 2G(n) aifi + 1 ; 

W ; (4.60) 
Sh = 2G(r;) a2fi + 1 Le « 1 

Ces solutions approximatives pour Le >> 1 sont plus precises que celles predites 

par Alavyoon (1993) pour 77 —> 1, et plus precisement quand Q est petit. A titre 

d'exemple pour RT = 100, Le = 10, 77 — 1 et N = 10~3, (4.57) donne un nombre 

de Sherwood Sh — 8.35 qui est tres proche de celui predit par la solution exacte 

(4.21), soit Sh = 8.37. D'autre part, et pour le meme cas de figure la valeur du 

nombre de Sherwood predite par Alavyoon (1993) est de Sh = 6.31, l'ecart de 25% 

entre les solutions est considere comme important. 

Ces solutions approximatives sont valides pour une large gamme de valeur du 

nombre de Lewis, Le, et de rapport de forces de volume N. Ceci est aussi valable 

meme lorsque les forces de volumes sont approximativement egales. Les solutions 
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Figure 4.4 Solutions asymptotique du transfert thermique Nu et massique Sh en 
fonction du nombre de Rayleigh RT (cas flux imposes) pour Le = 10, N — 0.01, 
a = 0 et r) = 0.5 
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existantes dans la literature (77 = 1) concernent seulement le cas asymptotique pour 

lequel les mouvement convectifs sont soit conduit par les effets thermiques N —> 0 

ou par les effets solutales N —* 00 . 

4.3.2 Cas fluide 

Pour un milieu fluide, l'equation differentielle a resoudre s'ecrit sous la forme 

avec A = RT[CT + Na] et T — RTTI[\ + N]. La forme de la solution de l'equation 

differentielle (4.61) depend essentiellement du signe du parametre A (positif, negatif 

ou nul) et de la valeur de T (egale ou different de zero). Toutes les formes de ces 

solutions possibles sont decrites ci-dessous. 

4.3.2.1 Solution generate pour TV ^ — 1 

Cas A ^ 0 

Dans le cas ou le rapport des forces volumiques, thermiques et solutales, est different 

de —1, la solution de l'equation (4.61) s'ecrit sous la forme : 

Mr) = - r * * o ^ H (4.62) 

avec 

f(r) = r [CxJi(Or) + C2Ji{Vr) + C3Y1{flr) + C^Qr)} 



67 

Q = ^ A , A = ) 
nf si A > 0 

-AQ\ s i A < 0 

Cas A = 0 

Pour ce cas particulier ou A = 0 la solution de l'equation (4.61) devient : 

ip{r) = ft + ^(tor-|) + Ci + C 3 ( l n r - - ) + CA (4.64) 

4.3.2.2 Solution particuliere pour N = — 1 

La solution de cette equation pour N = — 1 s'ecrit sous cette forme : 

^(r) = r [Ci/!((1 + i)fir) + C2ATi((l + i)Qr) + C3 Ji((l + i)fir) + C4YI((1 + i)Hr)] 

(4.65) 

avec 

4ft4 = v/i?T((l - a)CT - LeCs) 

L'equation de dispersion correspondante au conditions aux frontieres sur la fonction 

de courant ip et la vitesse v s'ecrit: 

F(fi) = Det(M) = 0 

avec 
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RT 
.sous 

Figure 4.5 Variation du nombre de Rayleigh sous critique R^us en fonction du 
rapport des rayons r\ (flux imposes) pour Le = 10, N = — 1 et a = 0 
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f h(i\+i)Q.Ti) Ki ((1 + i)nri) J i ( ( l+z)Or , ) Yl ((1 + i)fln) \ 

h((i + i)fir0) /(,((i + # 0 ) j!((i + i)nr0) y!((i + i)nr0) 
/ 0 ( (H- i )n r i ) - X 0 ((1 + i)nr4) J 0 ( ( l + ;)*>*) y 0 ( ( l + i)nri) 

^7 0 ( ( l + i)nro) - t f 0 ( ( l + i)firo) J 0 ( ( l + i)Qro) Yb ((1 + i)Or0) ^ 

(4.66) 

Comme nous l'avons vu pour le cas poreux, cette equation admet deux solutions 

possibles. La premiere correspondant a l'etat de conduction pure et est donnee par 

ip = 0 et done fl = 0. La deuxieme, est une solution convective (Figure 4.6) donnee 

par ip y£ 0 et fl egale a : 

fix =4.73 et nfe = | ( 4 f c - l ) , fc = 2,3, . . (4.67) 

ou k est un entier positif correspondant aux modes de convection qui sont definis 

pour chaque valeur de fl. Ainsi, pour fl — fl\, on a un mode unicellulaire, alors que 

les autres valeurs de fl correspondent a des modes d'ecoulements multicellulaires. 

Le nombre de cellules pour chaque mode est egale a (2k + 1). Dans le regime 

convectif, les gradients de temperature, CT, et de concentration , Cs, sont 

determines a partir des bilans (4.7) et (4.8), permettant par la suite de trouver 

les expressions des nombres de Nusselt et Sherwood. 

En combinant les expressions de CT et Cs avec celle de fl on aboutit a l'equation 

suivante: 

^o [V'o + aoV>o + aiV̂ o + a2] = 0 (4.68) 

avec : 
_ 1 + Le2 e c_r2

0- r2 
a ° - ^ r a 2 ~z^ ̂ ~~^~ 

_ RTntr(Le - 1 + a(l + Le)) 
ai~ 4fl4

QLe2T2 
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Figure 4.6 Limite de Q0 quand r\ —• 1 
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Cette equation de cinquieme ordre admet cinq solutions dont une nulle, deux 

imaginaires et deux reelles (une stable et l'autre instable) pour RT > R^s- Ce 

i?f?5S qui marque la separation entre le regime conductive et le convective est 

determine quand les solutions reelles de l'equation (4.68) sont identiques (solution 

double xps). 

On trouve que : 

fe = ^ - a ° + V
6

ag + 12-^ (4.69) 

ce qui nous permet de trouver la valeur de R^s a partir de (4.68): 

_ 2(1 - a 2 ) ^ L e 2 r 2 ^ 
HTC -rit?[Le-l + a(l + Le)] ( ' 

La figure (4.7) illustre revolution de l'amplitude de l'ecoulement avec R^s et 

comme montrer sur le tableau (4.1), nos resultats sont en parfait accord avec le cas 

de la cavite rectangulaire elancee rapporter dans la these de Mamou (1998). 

7? 0.3 0.5 0.7 0.99 Mamou et al. 

RS
T

0US 273.50 186.30 149.70 123.52 122.90 

Tableau 4.1 Variation du nombre de Rayleigh sous critique R^uspar rapport au 
rapport des rayons 77 
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800 

Figure 4.7 Variation de la fonction de courant ip en fonction du nombre de Rayleigh 
RT (flux imposes) pour Le = 10, N = — 1 et a = 0 
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CHAPITRE 5 

ANALYSE DES RESULTATS 

Ce chapitre est consacre a la presentation des resultats analytiques et numeriques 

de la double diffusion (a = 0) et de l'effet Soret (a = 1) dans une cavite cylindrique 

verticale poreuse et fluide, soumise a des conditions aux limites de type Dirichlet et 

Neumann. Notre principale tache consiste a etudier l'influence des parametres de 

controle sur l'ecoulement et les mecanismes de transferts de chaleur et de masse. 

Nous considerons dans ce qui suit la convection cooperante (N > 0) et opposee 

(N < 0) ainsi que la transition du regime thermique dominant vers celui du solutal 

dominant. Le regime asymptotique, du type couche limite, en milieu poreux est 

aussi mis en evidence dans ce chapitre. Dans la limite rj —> 1, nos resultats sont 

en accord avec le cas de la cavite rectangulaire etudie dans le passe par Mamou 

et al. (1995a). Notons que des points numeriques (A, • , -4) ont ete places sur la 

majorite des courbes presentees dans ce chapitre, dans le but de montrer la bonne 

concordance entre nos resultats numeriques et analytiques. 

5.1 Milieu poreux sature par un fluide binaire 

5.1.1 Solution generate pour N ^ — 1 

Les figures (5.1) - (5.6) montrent les effets du nombre de Rayleigh RT et du rapport 

des rayons 77 sur le taux de transfert de chaleur Nu, le taux de transfert de masse 

Sh et l'intensite de la fonction de courant f/Wr- Tous ces resultats ont ete obtenus 

pour Le = 1.5, N = 0.5, a = 0 et differentes valeurs de r\ = 0.3, 0.5, 0.7, 0.9 et 1. 
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Figure 5.1 Influence du nombre de Rayleigh thermique RT sur la variation du 
transfert thermique Nu (cas Neumann) pour Le = 1.5, TV = 0.5, a = 0, r\ — 0.3, 
0.5, 0.7, 0.9 et 1 
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Figure 5.2 Influence du nombre de Rayleigh thermique RT sur la variation du 
transfert thermique Nu (cas Dirichlet) pour Le = 1.5, iV = 0.5, a = 0, r\ — 0.3, 
0.5, 0.7, 0.9 et 1 
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La figures (5.1) et (5.2) illustrent l'effet de la variation du nombre de Rayleigh 

thermique RT sur le transfert de chaleur Nu pour les deux conditions aux frontieres 

considerees dans cette these. Nos resultats analytiques (dans le cas Neumann), 

representee par des lignes continues, sont en parfait accord avec les resultats 

numeriques. On observe aussi que pour toutes les valeurs de 77, le transfert de 

chaleur Nu s'accroit avec l'augmentation de RT (l'ecoulement convectif s'accentue) 

et diminue avec l'augmentation de r\. L'influence de l'epaisseur de la cavite 77 sur le 

transfert de chaleur est importante quelle que soit la valeur du nombre de Rayleigh. 

Notons que pour une meme valeur de RT le transfert de chaleur, represents par le 

nombre de Nusselt Nu, est plus faible dans le cas de temperatures et concentrations 

imposees (5.2) que celui de flux imposes (5.1). Une difference entre les effets de 

77 sur la variation de Nu est aussi observee, le transfert de chaleur dans le cas de 

conditions de Dirichilet (temperatures et concentrations constantes) s'accentuant 

d'avantage avec la diminution de 77 que dans le cas de conditions de Neumann (flux 

de chaleur et de masse constants imposes). 

L'effet du nombre de Rayleigh thermique RT sur la variation du transfert massique 

Sh, est represents sur la figure (5.3) pour le cas de flux imposes, et sur la figure 

(5.4) dans le cas isotherme. Dans le cas de conditions aux frontieres de type 

Neumann, nos resultats numeriques sont la aussi en parfait accord avec ceux 

obtenus analytiquement sur la base de la theorie de l'ecoulement parallele. On 

constate un accroissement monotone du transfert de masse, represents par le 

nombre de Sherwood Sh, quand RT augmente et ceci malgre la domination des 

effets thermiques. Ce comportement est du a la cooperation des forces volumiques, 

N = 0.5. Le decroissement de Sh quand 77 augmente, s'explique par le fait 

que, plus r? est eleve, moins l'effet de la courbure est ressenti. L'ecoulement est 

done plus stable, ce qui explique la diminution du transfert de masse. Quand 

77 —> 1 nos resultats se superposent avec ceux de la cavite rectangulaire etudiee 
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Figure 5.3 Influence du nombre de Rayleigh thermique RT sur la variation du 
transfert massique Sh (cas Neumann) pour Le = 1.5, N = 0.5, a = 0, r\ = 0.3, 0.5, 
0.7, 0.9 et 1 
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Figure 5.4 Influence du nombre de Rayleigh thermique RT sur la variation du 
transfert massique Sh (cas Dirichlet) pour Le = 1.5, N = 0.5, a = 0, r\ = 0.3, 0.5, 
0.7, 0.9 et 1 
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dans le passe par Mamou et al. (1995a). Nous constatons egalement que la 

courbure joue un role stabilisateur de l'ecoulement et des transferts de chaleur et de 

masse. Naturellement, l'introduction de la courbure detruit les proprietes centro-

symetrique de l'ecoulement, de la temperature et de la concentration observees 

pour une cavite rectangulaire. L'effet du nombre de Rayleigh RT sur l'intensite 

de la fonction de courant ipmax est illustre sur les figures (5.5) et (5.6). Les 

resultats sont valides par plusieurs points numeriques pour differentes valeurs de 

RT- Nous constatons l'augmentation de l'intensite de la fonction de courant avec 

l'accroissement de RT, qui joue un role moteur dans l'intensification de la convection 

a l'interieure de la cavite. La diminution de la valeur de rj se manifeste par une 

hausse de l'intensite de ipmax-

Les resultats numeriques pour le cas ou les parois sont soumises a des conditions 

aux frontieres thermiques et solutales de type Dirichlet, sont representes sur la 

figure (5.7) en termes de lignes de courant (gauche), isothermes (centre), et 

isoconcentrations (droite). Ces resultats sont presentes pour les deux types de 

problemes consideres dans cette etude, c'est a dire la convection naturelle induite 

par double diffusion (cas a = 0) et par effet Soret (cas a — 1). Les parametres de 

controle adoptes sont RT = 50, Le = 1.5, N = 0.5, A = 8 et r\ = 0.3 et 0.9. Pour 

le cas (5.7(a)(i)) correspondant a la double diffusion, nous observons l'existence 

d'une faible couche limite hydrodynamique, alors que les transferts thermique et 

solutale sont presque conductifs. Nous remarquons, l'existence d'une grande cellule 

convective tournante qui remplit l'ensemble de la cavite. Le sens de rotation de 

cette cellule est facilement identifiable a travers les isothermes et isoconcentrations, 

soit le sens horaire. II est a signaler que la variation de temperature est assez faible. 

Elle varie presque lineairement selon la direction horizontale et elle est quasiment 

constante dans la direction verticale. Aussi la variation du champ de concentration 

est similaire a celle de la temperature. Les resultats obtenus pour deux valeurs de rj 
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Figure 5.5 Influence du nombre de Rayleigh thermique RT sur la variation de la 
fonction de courant ijjmax (cas Neumann) pour Le = 1.5, N = 0.5, a = 0, r\ = 0.3, 
0.5, 0.7, 0.9 et 1 
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Figure 5.6 Influence du nombre de Rayleigh thermique RT sur la variation de la 
fonction de courant tpmax (cas Dirichlet) pour Le — 1.5, N = 0.5, a = 0, rj = 0.3, 
0.5, 0.7, 0.9 et 1 
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Figure 5.7 Lignes de courant, isothermes et isoconcentrations pour RT — 50, Le — 
1.5 et N — 0.5 (cas Dirichlet) (a) Double diffusion (a.i) r\ = 0.3, ^max = 16.53, 
Nu = 2.67 et Sh = 3.1952 (a.n> = 0.9, ipmax = 9.65, Nu = 1.57 et Sh = 1.94 (b) 
Effet Soret (b.i) rj = 0.3, ipmax = 11.06, Â M = 2.38 et Sh = 2.38 (b.ii) 77 = 0.9, 
VWr = 6.47, Nu = 1.36 et Sh = 1.36 
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(0.3 et 0.9), indiquent que la propriety de centro-symetrie de l'ecoulement, observee 

dans le cas de cavite rectangulaire, est, comme on peut s'y attendre, de plus en plus 

detruite avec la diminution de la valeur du rapport des rayons rj. En comparant nos 

resultats a ceux du cas de la cavite rectangulaire nous observons un changement 

remarquable de la structure de l'ecoulement. Ainsi le taux d'augmentation de la 

couche limite hydraulique sur la paroi chaude diminue avec la valeur de rj, cet effet 

est renverse sur la paroi froide. Ce phenomene est a l'origine du deplacement de 

la cellule de convection vers le haut de la parois verticale interieure. Pour le cas 

de l'effet Soret (5.7(b)(i)) la structure parallele au centre de la cavite est moins 

prononcee. Les isothermes quant a elles, indiquent qu'une large portion du fluide 

a l'interieur de la cavite est stagnante a cause de l'effet de blocage induit par la 

stratification du champs de densite. L'effet Soret induit une grande stratification 

des isosalines selon la direction verticale, ce qui n'est pas le cas pour la double 

diffusion. 

La figure (5.8) montre l'effet du nombre de Lewis Le sur l'intensite de la fonction 

de courant ipmax pour RT = 100, TV = 0.5 et —0.5, r\ — 0.5 et 0.9 et a = 0. Nos 

solutions analytiques sont la encore en bon accord avec les resultats numeriques. 

Pour les deux valeurs du rapport des forces volumiques considerees, i.e N = 0.5 

et —0.5, l'influence de r\ est la raeme. Plus l'epaisseur de la cavite est faible 

plus l'intensite de la fonction de courant est faible. Pour des forces de volume 

cooperantes, N = 0.5, et de tres faibles valeurs de Le, le gradient solutale devient 

tres important et il domine a son tour l'ecoulement convectif, ce qui explique en 

effet l'accentuation de l'intensite de ipmax- On observe, dans la meme zone, la 

grande diminution de l'intensite de i)max pour le cas ou N = —0.5, qui est due 

essentiellement a l'opposition des forces de volume thermiques et solutales qui 

font baisser l'intensite de l'ecoulement convectif. Pour Le > 1 la situation se 

renverse, les forces de volume solutales n'ont quasiment plus d'effet sur l'ecoulement 
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convectif. II en resulte la domination du gradient thermique horizontal. Ainsi 

l'ecoulement est domine par les effets thermiques, et puisque le flux de chaleur 

impose est constant, on observe un deficit de masse au voisinage de la couche 

limite interieure du cylindre et un surplus du cote droit. Ceci donne naissance a un 

gradient solutal negatif au centre de la cavite responsable de la baisse de l'intensite 

de ipmax quand N — —0.5. 

Pour le cas de temperatures et concentrations imposees sur la paroi interieure du 

cylindre, nous avons represente l'effet du nombre de Lewis Le sur l'intensite de la 

fonction de courant ipmax, sur la figure (5.9). Ces resultats ont ete obtenus pour 

RT = 100, N = 0.5, r\ = 0.1 et 0.99 et a = 0 et 1. Une diminution de l'intensite de la 

fonction de courant est observee lorsque on augmente soit le nombre de Lewis, soit la 

valeur de 77, pour les deux situations a — 0 et 1. Pour des valeurs (0.1 < Le < 100) 

l'influence de la variation du nombre de Lewis sur la fonction de courant est plus 

importante pour le cas de l'effet Soret que celui de la double diffusion. Pour une 

valeur donnee du nombre de Lewis l'influence de la courbure est plus importante 

lorsque r\ est faible que dans le cas de la cavite rectangulaire (77 = 1). Ceci est du 

exclusivement a l'effet de destabilisation qu'introduit la courbure sur l'ecoulement. 

II est a mentionner que lorsque a = 0 aucune influence du nombre de Lewis n'est 

observee quand Le < 1 et Le > 20, et ceci pour les deux situations r? = 0.1 et 0.99. 

La figure (5.10) montre les resultats numeriques obtenus pour le cas RT = 50 

,Le = 10, a = 1, 77 = 0.5, A = 8 et N = 0, 10 et -10. La figure (5.10a) 

correspond au cas (N = 0). Ici les effets de la concentration sur l'ecoulement 

sont nuls de telle fagon que l'ecoulement tournant dans le sens horaire resultant 

est completement gouverne par les gradients de temperature. Lorsque le rapport 

des forces de volume est augmente (N > 0), ces forces augmentent aussi ce qui 

amplifie encore plus l'ecoulement engendre. Cette situation correspond a la region 

de l'ecoulement dit cooperant. La figure (5.10b) montre les resultats obtenus pour 
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une forte valeur du rapport de flottabilite iV = 10, pour laquelle l'ecoulement est 

completement domine par les forces de volume solutales. Ces resultats indiquent 

qu'une large portion du fluide au centre du cylindre est stagnante a cause de l'effet 

de blocage qu'impose la stratification verticale de la densite. L'ecoulement de type 

couche limite hydrodynamique est bien visible en examinant la structure des lignes 

de courant. D'autre part, quand le rapport des forces de volume est inferieur a zero 

(N < 0) les forces de volume solutales et thermiques s'opposent. Cette situation 

fait evoluer l'ecoulement d'un regime thermique dominant tournant dans le sens 

des aiguilles d'une montre vers un regime solutal dominant tournant dans le sens 

contraire (figure 5.10c). Nous verrons plus loin dans ce chapitre que pour des valeurs 

intermediaries de N la transition entre le regime thermique et le regime solutal est 

caracterisee par un ecoulement de structure multicellulaire; dans lequel les forces de 

volume thermiques et solutales vont dominer les ecoulements separes dans la cavite. 

L'effet du rapport des forces de volume iV est illustre sur la figure (5.11) pour le cas 

RT = 50, Le = 10, a = 0 et plusieurs valeurs de r\. Ici aussi un excellent accord est 

observe entre les resultats analytiques et numeriques. Le rapport N varie entre —5 

et 5, cette plage couvrant toutes les valeurs entre le cas ou l'ecoulement est oppose 

et les effets solutales sont dominants (N = —5), celui purement domine par les 

effets thermiques (N = 0) et celui ou l'ecoulement est cooperant et domine par les 

effets solutaux (N — 5). Lorsque N est au-dessus de zero les deux forces de volume 

thermique et solutale agissent dans la meme direction (ecoulement cooperant). 

Les valeurs de ipmax sont positives, indiquant la circulation de l'ecoulement dans 

le sens horaire. En augmentant la valeur N de 0 vers 5 l'ecoulement devient de 

plus en plus domine par les forces de volume de nature solutale. D'autre part, 

lorsque N est inferieur a 0, les forces thermiques et solutales agissent dans des 

directions opposees. Dans l'intervalle — 1 < iV < 0 les forces thermiques dominent 

clairement l'ecoulement de telle facon que V'mox demeure positive. La situation 

TV = — 1 correspond au cas particulier ou les forces de volume induites par les 
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effets de la temperature et de la concentration sont de meme intensite inais de sens 

contraire. Cette situation particuliere sera discutee dans la section suivante. La 

solution analytique (4.13)-(4.15) predit l'existence possible de trois solutions selon 

la valeur de N. Deux solutions stables sont representees par des lignes continues, 

correspondant au cas de regime unicellulaire, et une solution instable representee 

par des lignes discontinues, correspondant a un regime multicellulaire. 

La figure ( 5.12) montre la variation de la fonction de courant ipmax en fonction du 

rapport de flottabilite N. Cette figure, obtenue pour le cas de la double diffusion 

et celui de l'effet Soret, correspond au cas RT = 100, Le = 10 et r\ = 0.1 et 1. Pour 

le cas de la double diffusion, a — 0, nous observons l'accentuation de l'intensite 

de l'ecoulement avec l'augmentation du rapport des forces de volume N. Lorsque 

les forces d'archimede sont de sens contraire, N < — 1, un changement du sens 

de la convection est observe a travers les valeurs negatives de ipmax- L'influence 

du rapport des rayons rj est plus grande quand N > —1 que pour N < — 1. 

Pour le cas de l'effet Soret la situation se renverse et l'intensite de l'ecoulement 

s'affaiblie avec l'augmentation de la valeur de N. Meme si l'influence de r? est moins 

prononcee que dans le cas de la double diffusion, nous constatons, que les effets 

de 7] sur l'ecoulement dependent de la zone dans laquelle se trouve l'ecoulement 

(N > — 1 convection cooperante ou N < —1 convection opposee). On observe 

que la valeur de N pour laquelle les structures multicellulaires apparaissent est 

faiblement dependante du rapport des rayons rj. 

Une confirmation numerique de l'existence de solutions multiples est illustree sur 

la figure (5.13) pour le cas RT = 50, Le = 10, N = -1 .8, a = 1 et A = 4. 

Nous abordons la discussion par le cas de la cavite rectangulaire (77 = 1), figure 

(5.13a). Le premier cas (i) montre un ecoulement unicellulaire tournant dans le 

sens anti-horaire, correspondant a la branche solutale inferieure. Cette solution a 

ete obtenue en utilisant, comme solution initiale, les resultats numeriques obtenus 
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pour A" = —3, (i.e un ecoulement anti-horaire intense, gouverne principalement par 

les forces de volume solutales). Le deuxieme cas (ii) indique l'existence d'une large 

cellule, tournant dans le sens horaire, au sein de la cavite, induite par les forces 

de volume thermiques et de deux petites cellules, adjacentes au parois verticales, 

induites par les forces de volume solutales. Ces structures d'ecoulement on ete 

obtenues numeriquement moyennant une solution initiate d'ecoulement perturbe 

consistant en deux cellules verticales symetriques. II est a noter, que pour les 

parametres de controle utilises ici, on n'a pas ete en mesure d'obtenir la troisieme 

solution predite par le modele analytique, a savoir l'ecoulement unicellulaire domine 

par les forces de volume thermiques. Notons aussi que ces resultats on ete obtenus 

pour un rapport de forme A = 4 pour lequel l'ecoulement n'est par totalement 

parallele. Ceci est du au fait que pour des valeurs plus grandes de A, les regimes 

multicellulaires stables sont presque impossibles a atteindre. Les effets de rj sur 

ces solutions sont montres sur la figure (5.13 b) pour r\ — 0.5. Des solutions 

multiples sont aussi observees pour cette situation mais, naturellement, la structure 

symetrique de l'ecoulement est detruite. En fait, l'ecoulement multicellulaire est 

alors compose de deux cellules seulement. La cellule de recirculation d'origine 

solutale, qui a lieu a cote de la paroi verticale exterieure pour r\ — 1, a disparu 

pour r\ = 0.5 a cause de l'augmentation de la taille des vortex d'origine thermique. 

Nous allons maintenant etudier les conditions necessaires a l'obtention d'une 

separation optimale des composants d'un fluide binaire saturant le milieu poreux. 

Selon la solution analytique, dans le cas de conditions de Neumann imposees sur 

les parois verticales, le probleme est gouverne par cinq parametres, a savoir RT, 

Le, N, a et r\. Dans ce qui suit, nous commencons en premier par le cas ou 

r) — 1, correspondant au probleme de la cavite rectangulaire verticale. La figure 

(5.14) montre Failure de la stratification massique verticale Cs a l'interieur d'une 

cavite rectangulaire en fonction du nombre de Rayleigh RT pour differentes valeurs 



Figure 5.14 Effet de RT et N sur le coefficient de separation Cs pour Le 
a — 0 et r] = 1 

A 

Figure 5.15 Contours des Isoconcentrations pour Le = 10, N = 0, a = 0 et 
a) RT = 0.01, b) RT = 1.1 et c) i?T = 10 
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de N, et pour le cas Le — 10 et a = 0. La solution numerique de 1'ensemble 

des equations gouvernantes (indiquee par des points noirs) est en parfait accord 

avec la solution analytique. La figure (5.15) illustre les contours numeriques de 

la concentration obtenus pour Le = 10, iV = 0, a — 0 et plusieurs valeurs de 

RT- II est clair, en examinant la figure (5.14), que pour une valeur donnee de 

N, les deux solutions numerique et analytique indiquent l'existence d'une valeur 

maximale de la separation solutale C™ax correspondante a une valeur optimale 

de Rayleigh R°^1. Pour RT <C R^. II est observe que Cs —> 0 car la diffusion 

thermique est predominante et la concentration se repartie dans une direction 

parallele au parois thermiquement actives. Cette observation est illustree sur la 

figure (5.15a), qui montre que pour RT = 10~2 (i.e -C R^1 ~ 1.1, selon la figure 

(5.14)) les isoconcentrations sont presque des lignes verticales pour lesquelles Cs 

pa 0. Pour RT ^> RT
at, nous observons a travers la distorsion des isoconcentrations 

(figure(5.15c)) que la convection de nature thermique est predominante. Le cas ou 

RT = R^ est montre sur la figure (5.15b). On observe que la combinaison des effets 

de la thermodiffusion et de la convection induit une separation maximale. La figure 

(5.16)) illustre l'influence du rapport des forces de volume iV sur les conditions de 

separation optimale pour Le = 10, alors que les effets du nombre de Lewis sont 

montres sur la figure (5.17) pour N = 0. Ces resultats indiquent d'une part, que la 

separation maximale C™ax est presque independante du nombre de lewis Le et du 

rapport de flottabilite N. D'autre part, le nombre de Rayleigh optimal R^ diminue 

considerablement lorsque iV et Le augmentent. Une tendance similaire, concernant 

1'influence du nombre de Lewis, a ete trouvee analytiquement par Estebe and Schott 

(1970) pour le cas de colonnes thermogravitationnelles poreuses et soumises a des 

conditions aux limites isothermes. 

Nous considerons maintenant le cas d'un cylindre poreux vertical (?) ^ 1). Le 

coefficient de stratification Cs en fonction de -RT, pour differentes valeurs du 
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rapport des rayons 77 et pour Le = 10, a = 0 et N = 0 est montre sur la figure (5.18). 

Le cas limite du probleme annulaire est aussi represents sur le meme graphique 

pour fin de comparaison. L'accord des deux resultats numerique et analytique est 

aussi excellent pour cette situation. L'influence de la courbure sur le processus 

de separation est clairement illustre sur la figure (5.19). II est observe, que pour 

un ensemble de parametres donnes, le norabre de Rayleigh optimal R0^ augmente 

avec la courbure (i.e. quand rj diminue). II est aussi a signaler que l'influence de 

77 sur Cs est de plus en plus importante lorsque le nombre de Rayleigh diminu au 

dessous de sa valeur optimale. Cependant, pour RT > R^1 la valeur de Cs est 

presque independante de 77. L'effet de rj sur R0^ est montre sur le graphique (5.19) 

pour Le — 10, a = 0 et N = 0. Nous remarquons que la separation solutale atteint 

une valeur maximale pour le cas de la geometrie rectangulaire (77 = 1) et diminue 

d'une facon monotone quand 77 —> 0. Le modele analytique indique aussi, que le 

nombre de Rayleigh optimal i?j?* diminue lorsque le rapport des rayons tend vers 

0 . 

5.1.2 Cas particulier pour N = — 1 

La transition du regime thermique dominant vers le regime solutal dominant se 

produit au voisinage de N = — 1. Dans cette region, les forces de volume thermique 

et solutale sont comparables et opposees, leur resultante etant alors pratiquement 

nulle. D'apres les resultats numeriques et analytiques la coexistence des deux 

regimes, thermique et solutale, est possible. En fait, on a trouve que dans cette 

region il peut exister des solutions multiples. La solution finale du probleme depend 

essentiellement de la fagon d'amorcer l'ecoulement convectif. Nous precisons aussi 

que dans cette section, nous etudions seulement le cas ou des flux de chaleur et de 

masse sont imposees sur les parois verticales (cas Neumann). En effet c'est le seul 

cas pour lequel une solution analytique est possible. 
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Figure 5.20 Lignes de courant, isothermes et isoconcentrations (cas Neumann) pour 
RT = 50, Le = 10, a = 0, A = 1.75 et 77 = 0.7 : a) N = 10, b) N = -1 .5 , c) 
iV = -1.83, d) N = -1.85 et e) iV = -10 
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Afin de pouvoir observer la transition de l'ecoulement entre la domination du 

thermique puis celle du solutal, nous avons represente sur la figure (5.20) plusieurs 

configurations d'ecoulements au voisinage de la zone de transition. Les resultats 

numeriques montrent que la transition entre deux regimes se produit dans une 

gamme de valeur de N tres etroite (—2 < N < —1.3). En prenant le cas du regime 

solutale dominant obtenu pour N = 10 (figure 5.20(a)) corame conditions initiates, 

les resultats numeriques obtenues pour N = —1.5 (voir figure 5.20(b)) montrent 

que les effets thermiques engendrent une grande cellule de convection dans la region 

centrale de la cavite. Les effets solutaux, quant a eux, donnent naissance a deux 

petites cellules de convection tournant dans le sens trigonometrique. Ces dernieres 

sont situees au voisinage du coin inferieur droit et du coin superieur gauche de la 

cavite. En dimimuant la valeur de N de —1.5 a —1.83, on constate que les deux 

petites cellules prennent encore plus d'ampleur sur celle au centre (figure 5.20(c)) 

jusqu'a l'ecraser completement (figure 5.20(d)) et donner naissance a un ecoulement 

convective domine par les effet solutaux tournant dans le sens anti-horaire (figure 

5.20(e)). Notons qu'il est tres difficile d'observer le phenomene de transition pour 

des grands rapports de forme. Pour cette raison, le cas considere ici correspond a 

A = 1.75. 

La figure (5.21) illustre la variation du transfert thermique Nu en fonction de RT, 

predite par la solution analytique. La bifurcation resultante est souscritique. Les 

traits continus sont les solutions stables de l'ecoulement convectif alors que les traits 

discontinus sont des solutions instables, impossibles a observer numeriquement. 

Cette solution instable, correspond en realite a une deuxieme solution de l'equation 

differentielle de tp Eq.(4.36). La valeur du nombre de Rayleigh critique qui separe 

le regime de convection et de la conduction pure augmente avec la diminution de 

l'epaisseur de la cavite rj. 

Cette bifurcation souscritique est aussi observee sur la figure (5.22), qui represente 
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l'influence du nombre de Rayleigh thennique RT sur la variation du transfert 

massique Sh. Pour des faibles valeurs de r\ le transfert de masse croit plus 

rapidement que quand 77 —> 1. Aussi le nombre Rayleigh critique, marquant le 

debut de la convection solutale, augmente considerablement pour des faibles valeurs 

du rapport des rayons r\. La variation de l'amplitude de la fonction de courant tjjmax 

en fonction du nombre de Lewis Le est montree sur la figure (5.23) pour RT = 50. 

Les resultats indiquent que pour Le > 1, plus 77 est faible plus l'intensite ijj est 

importante, alors que pour Le < 1 la situation se renverse. Cependant, l'ecart entre 

la fonction de courant pour 77 = 0.5 et 0.9 reste faible, a cause de la domination 

des effets solutaux face a un flux de chaleur moyennement important RT-

5.1.3 Cas asymptotique 

Sur la figure (4.4), illustrant les solutions asymptotiques du transfert thermique 

et massique en fonction du nombre de Rayleigh RT pour Le = 10, N = 0.01, 

a = 0 et 77 = 0.5, une echelle logarithmique a ete utilisee. Ici l'ecoulement est 

totalement domine par les effets thermiques a cause de la faible valeur de N. Le 

transfert de masse represents par le nombre de Sh est beaucoup plus important que 

le transfert thermique Nu. La tendance des nombres de Sherwood et de Nusselt, 

quand RT est tres grand, coincide parfaitement avec les expressions asymptotiques 

que nous avons obtenues dans le chapitre precedent, Eq.(4.57). Ces resultats 

asymptotique du regime de la couche limite sont en parfait accord avec ceux obtenus 

numeriquement. Pour le cas de la figure (5.24), les resultats numeriques sont 

la aussi en bon accord avec les resultats analytiques. Les solutions du transfert 

thermique et massique asymptotiques en fonction du nombre de Rayleigh RT sont 

representees pour Le = 0.01, iV = 10 et 77 = 0.9. Les valeurs de Le et N considerees, 

font que les mouvements convectifs sont engendres par les effets solutaux, ce qui 

permet l'intensification du transfert thermique par rapport au transfert solutal, 
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Figure 5.23 Influence du nombre de Lewis Le sur l'intensite de la fonction de courant 
V> pour RT = 50, iV = - 1 . a = 0 et r, = 0.5, 0.95 
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Figure 5.24 Solutions asymptotique du transfert thermique et massique en fonction 
du nombre de Rayleigh RT pour Le = 0.01, N = 10, a = 0 et 77 = 0.9 
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a cause de l'intense flux de chaleur controle par le nombre de Rayleigh RT- La 

limite des nombres de Sherwood et de Nusselt quand RT augmente, coincide 

parfaitement avec les expressions asymptotiques que nous avons ontenues dans 

le chapitre precedent Eq. (4.58). 

5.2 Milieu fluide 

Dans cette section, seul le cas de la cavite cylindrique fluide, soumise a des flux de 

chaleur et de concentration constants, sera detaille (conditions au limites de type 

Neumann). En fait une grande ressemblance des phenomenes presenter dans le cas 

poreux a ete observee lorsque nous avons considere la cavite remplie d'un fluide 

binaire. 

Nous avons presente sur la figure (5.25) des resultats numeriques obtenus pour une 

cavite cylindrique verticale fluide soumise a des flux de chaleur et de concentration. 

Ces resultats ont ete obtenus moyennant les parametres de controle suivants: Ra = 

104, Le = 1.5, N = 0.5, r\ — 0.1, A — 6 et a = 0 (convection double diffusive) et 1 

(convection induite par effet Soret). Les lignes de courant, isothermes et isosalines 

sont representees sur le graphe de la gauche vers la droite. II est clair ici que les 

proprietes de centrosymetrie observees pour le cas de cavite rectangulaire(Boutana 

et al. (2004)) sont completement detruites. Ainsi, l'effet de la diminution de rj induit 

un decalage de la cellule de convection vers la parois verticale exterieure, induisant 

ainsi la perte de symetrie sur les champs de temperature et de concentration. Ces 

resultats indiquent clairement que pour des cavites de grand rapport de forme 

(A ^> 1), l'ecoulement est parallele au coeur de la geometrie alors que les isothermes 

et les isoconcentrations sont lineairement stratifiees dans la direction verticale. 

Nous precisons que la solution analytique developpee dans le chapitre precedent 

est basee sur ces observations. En fait, ces resultats sont bien sur qualitativement 
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Resultats numeriques 

A 1 2 4 6 Resultats analytiques 

^o 4.33 4.71 4.50 4.50 4.49 

Nu 3.10 3.66 3.61 3.61 3.59 

Sh 4.04 4.45 4.38 4.38 4.37 

Tableau 5.1 Influence du rapport de forme A sur les valeurs numeriques de i[>o, NU, 
Sh pour Ra = 104, Le = 1.5, iV = 0.5, 77 = 0.5 et a = 0 

similaires a ceux observes pour une cavite poreuse. 

Des tests numeriques on ete realises arm de determiner la valeur minimale du 

rapport de forme A, au-dessus duquel l'ecoulement peut etre considere parallele. 

Ces resultats sont presentes sur la tableau (5.1). II ont ete obtenus pour des 

conditions aux limites de type Neumann et pour Ra = 104, Le = 1.5, N = 0.5 et 

a = 0. Pour fins de comparaison, les predictions de la solution analytique (pour 

A 3> 1) sont aussi incluses dans ce tableau. Ces resultats indiquent un bon accord 

entre les la solution numerique et celle obtenue analytiquement pour (A ^> 4). 

Pour cette raison tous les resultats numeriques de cette section sont obtenus pour 

A = 6. Nous avons aussi adopte un nombre de Pr = 7, qui correspond au cas de 

l'eau. 

Les figures (5.26(a)-(c)) illustrent les effets du nombre de Rayleigh thermique RT 

sur la variation de la fonction de courant t/Wx, le transfert de chaleur Nu, et le 

transfert de masse Sh, pour Â  = 0.5, Le = 1.5,a = 0 et r\ = 0.3, 0.5, 0.7 et 1. Ces 
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a) 

b) 

Figure 5.25 Lignes de courant (gauche), isothermes(centre) et isoconcentrations 
(droite) pour RT = 104, Le = 1.5, N = 0.5, A = 6 et r) = 0.1. (a) a = 0, 
ipmax = 11.31, Nu = 6.17 et Sh = 7.27; (b)o = 1, ipmax = 9.40, Nu = 5.75 et 
5/1=11.30 
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a) 

20000 

b) 

20000 

c) 

Figure 5.26 Influence du nombre de Rayleigh thermique Rx sur la variation de la 
fonction de courant ipmax (a), nombre de Nusselt Nu (b) et le nombre de Sherwood 
Sh (c) pour N = 0.5, Le = 1.5, a = 0, 77 = 0.3, 0.5, 0.7 et 1 
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Figure 5.27 Influence du nombre de Rayleigh thermique RT sur la variation de la 
fonction de courant ipmax (a), nombre de Nusselt Nu (b) et le nombre de Sherwood 
Sh (c) pour N = 0.5, Le = 1.5, a = 1 r] = 0.3, 0.5, 0.7 et pour 1 
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resultats sont en accord avec les resultats numeriques repesentes par des points. 

Des resultats similaires sont aussi presenter sur les figures (5.27(a)-(c)) pour le cas 

de la convection induite par effet Soret (a— 1). Pour des faibles valeurs du nombre 

de Rayleigh, i>max devient tres petit et les deux nombres de Nusselt et Sherwood 

approchent la valeur du regime de conduction pure soit ulnr). Ceci decoule de la 

normalisation utilisee dans cette these. Une augmentation du nombre de Rayleigh 

est associee avec une diminution de AT et AS de sorte que les nombres de Nusselt 

et Sherwood croissent d'une fagon monotone avec Ra. Pour une valeur donnee de 

Ra il clair que, selon les figures (5.26) et (5.27), toute augmentation du rapport 

des rayons r\ induit une diminution de la fonction de courant tpmax-

La figure (5.28) montre l'effet du nombre de Lewis Le sur la fonction de courant 

ipmax, la plus forte valeur de la fonction de courant a Pinterieure de la cavite. 

Les parametres utilises sont Ra = 104, N = 0.5, a — 0, a = 1, r\ = 0.1 et 1. 

La solution analytique, representee par des lignes solides(double diffusion) et des 

lignes discontinues (convection induite par effet Soret) est en parfait accord avec 

la solution numerique des equations gouvernantes, representee ici par des points. 

D'une part, Nous remarquons que pour une valeur donnee du rapport des rayons 

77, et une grande valeur du nombre de Lewis (Le > 10), l'intensite de la fonction de 

courant devient completement independante, non seulement du nombre de Lewis, 

mais aussi du mode convectif (a — 0 ou 1). D'autre part, lorsque le nombre de Lewis 

descend en dessous de 0.1, l'intensite devient aussi independante de Le. Par contre 

VWr depend fortement du parametre a, et encore plus lorsque r\ augmente. Pour 

des valeurs intermediaires de Le nous observons une bonne transition de la courbe 

de la fonction de courant entre les valeurs obtenues pour Le —> 0 et Le —* 00. 

L'effet du rapport des forces de volume N sur l'intensite de la convection T/WZ 

est represents sur la figure (5.29), pour Ra — 104, Le = 10, a = 0, rj = 0.3, 

0.5, 0.7 et 1. Ici aussi on souligne encore l'excellence de l'accord entre les deux 
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Figure 5.28 Influence du nombre de Lewis Le sur la variation de la fonction de 
courant ip pour Ra = 104, N = 0.5, r) = 0.1 et 1 

JLm: 

Figure 5.29 Influence des forces volumiques N sur la variation de la fonction de 
courant ijj pour RT = 104, Le = 10, a — Q,rj = 0.3, 0.5 et 1 
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solutions analytique et numerique. Le rapport des forces de flotabilite est varie 

de —5 vers 5. Ceci couvre la zone ou l'ecoulement devient cooperant et domine 

par les effet solutaux (N — 5), la zone d'ecoulement purement domine par les 

effets thermiques (iV = 0) et celle ou les forces sont opposees mais l'ecoulement 

est domine par les effets solutaux (TV = —5). Lorsque N = 0, i.e en l'absence 

des effets de concentration, le mouvement convectif est induit par les gradients 

de temperature seulement, donnant ainsi naissance a une circulation dans le sens 

horaire (ipmax > 0). Lorsque N depasse zero, les effets thermiques et solutaux 

agissent dans la meme direction et le mouvement convectif dans le sens horaire 

(i^max > 0) est dit cooperant. Pour des valeurs plus grandes de TV (N —> oo) 

l'ecoulement devient de plus en plus domine par les effets les forces de volume de 

nature solutale. Pour iV < 0 les deux forces de volume deviennent opposees l'une a 

l'autre. Pour une marge de N variant entre 0 et — 1, les forces de volume thermiques 

dominent clairement l'ecoulement de telle facon que ^ m ( a reste positif. Pour des 

larges valeurs negatives de N (N —> — oo) l'ecoulement redevient domine par les 

effets solutaux mais, etant donne que N est negatif, la circulation se produit dans 

le sens anti-horaire (4>max < 0). Naturellement, la solution analytique indique que 

pour | A7" |—̂  oo la solution est identique, a l'exception de la direction de circulation 

de l'ecoulement. 

Nous discutons maintenant de la transition de l'ecoulement d'une direction a une 

autre. Le cas particulier N = — 1 correspond a une circulation ou les forces 

induites par les effets thermiques et solutaux sont a l'oppose l'un de l'autre mais 

de meme intensite. Ce probleme a ete etudie pour le cas particulier d'une cavite 

rectangulaire (77 = 1) par Mamou et al. (1998) et Joly et al. (2000). Cette situation 

correspond a un probleme de stabilite similaire au probleme classique de Benard. 

La naissance de la convection a lieu selon un nombre de Rayleigh critique qui 

depend du nombre de Lewis Le et du parametre a. En dessous de cette valeur 
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critique le fluide demeure a l'etat de repos (ip = 0, Nu = Sh = 1). Pour notre 

geometrie, il est interessant de predire la valeur du nombre de Rayleigh critique 

en fonction du parametre r\. Au voisinage de N — — 1, la figure (5.29) indique 

que les branches superieures, correspondantes a des cellules circulant dans le sens 

positif, sont connectees a celles d'en bas par des lignes discontinues pour lesquelles 

la solution analytique indique la formation de trois cellules de sens contraire. Ce 

type d'ecoulement a ete observe numeriquement par Mamou et al. (1998) dans le cas 

d'une cavite rectangulaire. Par ailleurs, et comme demontre par ces auteurs, cette 

situation ne peut etre observee (numeriquement) que pour des cavites presentant 

un faible rapport de forme ( A fa 1 ou 2). Pour des valeurs plus importante de A 

l'ecoulement devient oscillant. Pour notre geometrie la solution analytique indique 

que cette structure d'ecoulement multicellulaire depend du rapport des rayons r\. 

Numeriquement, nous n'avons malheureusement pas pu prouver l'existence de telle 

structure d'ecoulement multicellulaire. 
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CHAPITRE 6 

ETUDE DU PROBLEME DTNSTABILITE 

6.1 Introduction 

La difference fondamentale entre la convection naturelle dans les cavites chauffees 

lateralement et celles chauffees par le bas est bien connue, theoriquement et 

experimentalement (Bejan (1995)). Cette difference reside dans le fait que pour les 

cavites chauffees par le bas, le gradient thermique impose doit exceder une certaine 

valeur, dite seuil critique, pour pouvoir observer l'apparition des mouvements 

convectifs. Par contre, pour les cavites chauffees lateralement, la convection se 

declenche aussitot que nous appliquons le moindre gradient de chaleur. Une analyse 

de l'etat conductif en cavite verticale chauffee lateralement s'avere a cette egard 

inutile. Cependant en convection thermosolutale, il existe un cas particulier pour 

lequel une solution d'equilibre est obtenue lorsque les forces de gravite d'origine 

thermique sont egales et opposees a celles d'origine solutale(iV = —1). Nous 

precisons que l'etat conductif peut devenir instable au dela d'une valeur critique 

du nombre de Rayleigh. II est alors interessant d'etudier, dans notre cavite 

cylindrique verticale poreuse chauffee differentiellement et isolee au niveau des 

parois horizontales, l'ecoulement prenant naissance a l'approche de cette valeur 

critique lors de la perte de stability de la solution d'equilibre. 

De nombreuses etudes du probleme d'instabilite dans une couche poreuse 

horizontale ou verticale, soumise a diverses conditions aux limites, ont ete entreprise 

dans le passe par de nombreux d'auteurs. En geometrie rectangulaire horizontale, 

nous citons les contributions de Nield (1967), Taunton and Lightfoot (1972), 
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Platten and Legros (1977), Nield and Bejan (1999), Mamou et al. (1995b) qui ont 

montre l'existence de nombres de Rayleigh supercritiques caracterisant le seuil de 

la convection. lis ont aussi etudie, le regime de la convection surstable et oscillant 

ainsi que ses conditions d'existence. En cavite horizontale cylindrique, Mojtabi and 

Caltagirone (1979) ont etudie la stabilite de l'ecoulement bidimensionnel sur la base 

de la methode de perturbation. La solution obtenue s'est limitee a la simulation de 

la partie superieure de la couche cylindrique, pour de faibles valeurs du nombre de 

Rayleigh RT et de rj. Une etude de la stabilite de la convection naturelle dans un 

cylindre presentant un faible rapport de rayons r\ a ete menee par Walton (1980). 

II a demontre que pour un nombre de Prandtl Pr superieur a 0.24 l'enclenchement 

de l'instabilite de nature thermique aura lieu dans la partie superieure du cylindre. 

Par contre, quand le nombre de Prandtl est inferieur a 0.24 les instabilites peuvent 

avoir lieu dans tout le cylindre. Une etude de stabilite lineaire de l'ecoulement de 

l'air confine entre deux cylindres horizontaux a ete conduite par Choi and Kim 

(1993). L'etude tridimensionnelle numerique et experimental par Dyko et al. 

(1999) a permis d'observer le developpement de l'ecoulement secondaire en vortex 

helicoi'dal au sein d'une cylindre de mince epaisseur, ainsi que les interactions avec 

l'ecoulement primaire de l'air. Les simulations numeriques ont permis d'analyser 

les facteurs qui influent la taille et le nombre des vortex transitionnels. 

Comme mentionne ci-haut, il est egalement possible pour une couche inclinee ou 

verticale, en presence d'un gradient thermique et solutale, que le fluide se trouve au 

repos. Cette situation particuliere n'aura lieu que lorsque les forces de flottabilite 

thermique et solutale sont egales et opposees (N = — 1). Ce type de probleme 

particulier presente une complexite des equations de base pour lesquelles il est 

difficile de trouver des solutions analytiques. Ceci explique le nombre reduit de 

recherches realisees jusqu'a present dans le cadre de ce type de situation. Parmi les 

principales recherches en configuration rectangulaire verticale, nous mentionnons 
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les travaux de Birikh et al. (1972), Gill and Kirkham (1970), Bertholz (1978), 

Kamotani et al. (1985), Ostrach et al. (1995) et Ghorayeb and Mojtabi (1997) qui 

se sont interesses a l'etude de l'enclenchement de la convection double-diffusive 

en cavites verticales pour differentes conditions au limites. lis ont determine les 

valeurs des nombres de Rayleigh critique marquant le seuil critique de la convection. 

L'occurence de mouvements de convection souscritique, i.e ayant lieu a un nombre 

de Rayleigh inferieur au Rayleigh super critique, ainsi que l'existence de solutions 

multiples ont ete mises en evidence. En cavite cylindrique, nous citons Charlson 

and Sani (1970) qui ont etudie l'instabilite de l'etat de repos. lis ont demontre que, 

pour ce type de configuration physique, le nombre de Rayleigh critique RTc est 

completement independant du nombre de prandtl Pr. L'influence de l'effet Soret 

sur ce genre d'ecoulement a ete etudiee par Hardin et al. (1990) par une methode 

de stabilite lineaire basee sur la technique de Galerkin. L'etude s'est etendue sur 

plusieurs types de mixture de fluide et de grandes valeurs du nombre de Lewis Le 

et du rapport de rayons r\. 

Cette derniere partie de la these est consacree a l'etude de la stabilite dynamique 

d'un fluide binaire (N = — 1) saturant un milieu poreux soumis, en premier lieu, 

a des flux de chaleur et de concentration imposes sur les parois verticales, et 

en deuxieme lieu a des temperatures et concentrations fixes le long des parois 

actives. La configuration geometrique du systeme considere est presentee sur la 

figure (2.1). Nous etudions en premier le cas de l'instabilite de l'etat de repos, 

qui aura lieu lorsque les forces de volumes induites par les effets thermique et 

solutaux sont de meme intensite et de sens opposes. Pour cette situation, l'etat de 

conduction pure est une solution valable des equations (2.24)-(2.27). Ceci indique 

l'existence d'un nombre de Rayleigh souscritique R^us marquant l'apparition de la 

convection. Ce nombre de Rayleigh critique sera predit dans la section qui suit sur 

la base d'une analyse de stabilite lineaire. Le deuxieme volet de ce chapitre sera 
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consacre a l'etude de l'ecoulement convectif afin de predire l'enclenchement de la 

bifurcation oscillatoire dite de Hopf. Par la suite et pour determiner le nombre de 

Rayleigh critique ainsi que la structure de l'ecoulement au seuil de la convection, 

nous utilisons l'approche classique de la stabilite lineaire. Cette derniere consiste 

a perturber hydrodynamiquement l'etat stable du systeme et etudier, par la suite, 

revolution de cette petite perturbation dans le temps. L'analyse de stabilite lineaire 

permet d'identifier ces points de bifurcation possibles de l'ecoulement secondaire, et 

de montrer aussi si cette bifurcation est stationnaire ou oscillatoire. Comme nous 

allons le voir plus loin dans ce chapitre, cette analyse permet non seulement de 

determiner le seuil critique de stabilite mais encore, la courbe de stabilite marginale 

ainsi que la structure de l'ecoulement. 

6.2 Stabilite de l'etat de repos (cas flux imposes) 

Le fluide saturant le milieu poreux peut se maintenir au repos dans une cavite 

verticale lorsque les forces de volumes sont egales et opposees (N = —1). Dans 

ce cas particulier la force de poussee exercee sur le fluide est nulle. Comme le 

nombre de Lewis est different de l'unite, la convection est possible mais seulement 

au-dela d'un seuil critique. Pour cette situation particuliere (N = — 1), la solution 

de conduction pure s'ecrit ainsi: 

Tc = -nlnr (6.1) 

Sc = -rilnr 

et est une solution possible des equations gouvernantes (2.24)-(2.27). Dans le 

but d'etudier la stabilite de cet etat de repos, il est alors pratique de reecrire 
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les equations gouvernantes en fonction de \I* = \t — \l/c, Q = T — Tc et & = S — So-

6.2.1 Theorie de la stabilite lineaire 

Dans cette section la theorie de la stabilite lineaire, basee sur la technique des 

elements finis, est appliquee au milieu poreux. La solution de l'etat de perturbation 

est supposee avoir la forme suivante: 

V(t,r,z) = * 0 ept F(r,z) 

e{t,r,z) = e0e?tG(r,z) > (6.2) 

$(t,r,z) = $ 0 ept G(r,z) 

ou p est le taux de croissance de la perturbation , F(r, z) et G(r, z) sont des fonctions 

inconnues qui satisfont les conditions aux limites, donnees par (2.36)-(2.38). Les 

fonctions perturbees de la fonction de courant, temperature et concentration sont 

decrites par: \&(r, z), Q(r,z) et <fr(r, z); alors que \&0, ©o et $o sont des petites 

amplitudes constantes. 

En introduisant (6.2) dans les equations (2.24)-(2.27), et en negligeant les termes 

non lineaires de second ordre, nous obtenons le systeme lineaire suivant: 

2 BF BG 
^ 0 V 2 F - *0-— = -r RT (Go - $0) - ^ (6.3) 

r or or 
r, , OF p e 0 G + ^ 0 ^ = e 0 V 2 G (6.4) 
r2 oz 

r BF 1 
p £ $ 0 G + i * o T = r ( * o - a e „ ) V 2 G (6.5) 

r2 oz Le 
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dG 
F = 0 et —- = 0 pour r = rf, r0 or 

(6.6) 

F = 0 et —— = 0 pour z — ± — 
or 2 

(6.7) 

En utilisant la methode des residus ponderes de Galerkin, la formulation 

variationnelle des equations (6.3)-(6.4)obtenue est la suivante: 

^o / 
Jn 

dF f 2 OF 
VF.Vwdtt- I —wdT + / —— w d?L 

V On JQ r Or 
= RT(e0 - $0) J r—w dtt 

(6.8) 

p 6 0 / Gti d£l + ^o / ^^f$ dQ = e 0 
In Jn r2 dz 

—# dr - / V G . w dn 
r on Ja 

(6.9) 

f r- 3F 1 
pe$o / GtidSl + % / 4 i r ^ = ^ - ($o - aB0) 

'n Jn f oz Le JT °n Jn 
VG.Vtfdft 

(6. 10) 

ou w(r, z) et fl(r, z) sont les fonctions admissibles satisfaisant les conditions aux 

limites donnees par (6.6) et (6.7), Jf1(f2) le cadre fonctionel, V le contour du 

domaine physique et n le vecteur normal. 

Le domaine de calcul est discretise selon des elements rectangulaires connus sous 

le nom d'elements Lagrangiens cubiques a neuf noeuds (nine-nodded Lagrangian 

cubic elements), avec un maillage non uniforme. Dans chaque element les profils 
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inconnus de F(r, z) et G(r, z) sont approximes par: 

9 

Ke(r,z) = ̂ TArj(r,z)K* (6.11) 

ou K designe F et G, J\fj(r,z) sont les fonctions Lagrangiennes et FJ et G| sont 

les valeurs nodales elementaires. 

Afin d'observer d'eventuels modes oscillatoires d'instabilite, la formulation de 

Galerkin a ete utilisee. Elle a permis d'obtenir les equations integrales suivantes: 

^o [A] {F} - RT (0O - $0) [B] {G} = 0 (6.12) 

00 [C] {G} + ^o [V] {F} = -p d0 [£] {G} (6.13) 

j-J&o - ae 0 ) [C] {G} + </>o [X>] {F} = -pe$0 [£] {G} (6.14) 

avec 

[A]e = / „ . (VA^,VM + J ^ M ) <K2e [£]e = / „ . r a-^M cm* 

[CT = L . V^.VAT, dfie [Vy = / „ . a ^ dfi« (6.15) 

ou Q est le domaine physique d'integration et dVte = r dr dz 

6.2.2 Resul tats et discussions 

Les equations de l'etat perturbe (6.12)-(6.14) et ceux des conditions aux limites 

peuvent etre reecrites suivant la forme matricielle compacte suivante: C Y = p M. Y 
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77 = 0.3 77 = 0.5 fj = 0.7 r) = 0.99 Mamou et al.(1998b) 

R 491.6 318.0 252.3 209.8 209.8 

Pi 3.54 0.31 0.16 0 0 

Tableau 6.1 Valeurs de R et Pi dans une cavite carree (A = 1) pour Le = 10 et 
£= 1 

avec Y = [\&0, 0O, $0] (fonction de courant, temperature et concentration), C et 

M. sont deux operateurs lineaires differentiels qui dependent des parametres de 

controle RT, r), Le, a, e et A. En utilisant la subroutine (EIGENC de IMSL), nous 

determinons les valeurs propres en fonction des parametres de controle. Ainsi et 

pour des valeurs donnees de 77, Le, a, e et A, nous pouvons obtenir la valeur de 

RTC = RTC(A, T), Le, a, e). 

Le tableau 6.1 illustre les resultats obtenus par la presente methode numerique 

pour le cas A = 1, Le = 10, e — 1 et plusieurs valeurs de r\. Cette situation a 

ete etudiee auparavant par Mamou et al. (1998) pour une cavite carre (77 = 1). Le 

nombre de Rayleigh critique marquant l'enclenchement de la convection est donne 

selon l'expression suivante: 

RTC = n * ^ (6-16) 
(Le + a — 1) 

Generalement, le taux d'augmentation de la perturbation p dans l'equation (6.2) 

peut s'ecrire comme p = pr + i Pi ou pr et pi sont les parties reelle et imaginaire, 

respectivement. Alors, dependamment de Pi, l'enclenchement de la convection est 



116 

caracterise par differents regimes convectifs. Pour le cas de la cavite carree, Mamou 

et al. (1998) ont determine que R = ±209.8 etp* = 0. Pourp r = 0, l'enclenchement 

de la convection a lieu a un nombre de Rayleigh supercritique R™£ et ceci a travers 

une bifurcation fourche. Cette situation est confirmee par le present travail pour 

r\ —> 1. Ainsi, pour r\ = 0.99, nous avons trouve que R = 209.8 et Pi = 0. Par 

ailleurs nous souhaitons mettre en exergue la grande importance du parametre rj 

comme nous pouvons l'observer sur le Tableau 6.1. En effet, pour r\ < 1 la valeur 

de pi est differente de zero. Ceci indique que l'enclenchement de la convection aura 

lieu suivant une bifurcation de Hopf (regime convective oscillatoire) a un nombre 

de Rayleigh critique Rrpc — R/[(Le + a) — 1]. Un acroissement des valeurs de R, 

et Pi est observe, quand r\ diminue. 

Dans le cas de la cavite rectangulaire, l'etat marginal d'instabilite pour lequel la 

convection supercritique aura lieu est donnee par: 

IDSUp 

R™P = —?L (6.17) 
TC [1 - (Le + a)] y J 

Pour le cas d'une cavite elancee (̂ 4 >> 1), le domaine numerique considere 

dans cette etude est un cylindre concentrique soumis a des conditions aux limites 

periodiques appliquees sur les frontieres horizontales. Avec ces conditions, le 

nombre de Rayleigh RTC a ete obtenu pour plusieurs valeurs de A. La valeur 

minimale de RTC obtenue pour A = Ac-, correspond a la valeur critique de 

declenchement du mouvement convectif. 

L'infmence de r\ sur R, Ac et Pi est illustree sur le Tableau (6.2) pour Le = 10 

et e = 1. Un accroissement de la partie imaginaire du taux d'augmentation de 

la perturbation est observe pour des faibles valeurs de r\. i.e l'enclenchement du 

regime convectif est de plus en plus oscillatoire quand 77 diminue pour les cavites 

cylindriques elancees. 
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(a) 

( i ) (H) 

TetS TetS 

( i ) (N) 

Figure 6.1 Resultats numeriques de l'enclenchement de la convection comme predit 
par l'analyse de la stabilite lineaire. Structures des lignes de courant, isothermes 
et isoconcentrations pour (a) rj = 1 et Ac = 2.504; (i) R = 105.335 et (ii) R = 
-105.335; (b) 77 = 0.1 et Ac = 2.352; (i) R = 676.244 et {ii) R = -676.2445 
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rj = 0.3 77 = 0.5 rj = 0.7 77 = 0.99 Mamou et al. (1998c) 

158.8 128.1 105.8 105.4 

2.481 2.498 2.504 2.504 

0.84 0.43 0.01 0 

Tableau 6.2 Valeurs de R, ATC et Pi dans une cavite elancee (A >> 1) pour Le = 10 
et e = 1 

La figure (6.1) represente les lignes de courant, les isothermes et les 

isoconcentrations au moment du depart de la convection, comme predit par 

1'analyse de stabilite lineaire pour A » 1 et 77 = 1 et 0.1. Ces resultats indiquent 

que pour une valeur du rapport de rayons 77 donnee, la stabilite lineaire predit 

l'existence de deux valeurs propres identiques mais de signe contraire R = ±Cte. 

II est clair, a partir de l'equation (6.16), que le signe de R depend essentiellement du 

fait que la valeur de (Le + a), soit superieur ou inferieur a l'unite. La figure (6.1(i)) 

montre les champs de perturbation pour (Le + a) < 1. Les resultats obtenus 

pour la situation (Le + a) > 1, sont la reflexion de la situation (Le + a) < 1, 

comme indique la figure (6.1(H)). Comme nous pouvons l'observer aussi a travers 

ces equations, l'ecoulement est compose d'une structure periodique de rouleaux en 

rotation dans le sens horaire. La dissymetrie de la structure des lignes de courant 

est bien visible (Figure (6.1b)) quand la valeur de 77 diminue par rapport a l'unite. 

Ceci est du a 1'efTet de la courbure sur la structure des perturbations en particulier 

et de l'ecoulement en general. 

L'effet de la porosite normalisee e sur le parametre RTQ au depart de la 

convection de l'etat de repos est illustre sur la figure (6.2) pour Le — 1.5 et plusieurs 

R 233.8 

ATC 2.439 

Pi 1-47 
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Figure 6.2 Effet de la porosite e sur le nombre de Rayleigh critique de la premiere 
bifurcation RH°Pfi pour Le — 1.5 et plusieurs valeurs de r\ avec a) a = 0 b) a = 1 
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valeurs de r). Le cas limite (77 = 1) a ete etudie auparavant par Mamou et al. (1998). 

lis ont demontre que la convection oscillatoire est possible dans certaines conditions. 

Cette situation, qui correspond a pr = 0 et Pi ^ 0, mene a un nombre de Rayleigh 

(overstable) donne par: 

*® = T^T) R ( 6 1 8 » 
Pour fins de comparaison, les deux predictions de (6.16) et (6.18) sont incluses 

dans la figure (6.2) pour Le = 10 et plusieurs valeurs de r\ (0.3,0.5,0.7,0.99). 

L'influence du rapport de forme de la cavite sur le seuil de convection pour 

differentes valeurs du rapport de forme t] est illustree sur la figure (6.3) pour 

Le = 10 et a = 0. En augmentant A, le nombre de Rayleigh de la premiere 

bifurcation de Hopf (i?T£ ) decroit d'une facon monotone. Pour chaque valeur 

de 77 un changement brusque du taux de variation de .RT£ es* observe, cela etant 

du a la transition vers une structure presentant un nombre de cellules plus grand. 

Ce processus est repete au fur et a mesure que le rapport de forme augmente. 

Lorsque A est suffisament grand, RTc devient independant de ce parametre et 

tend asymptotiquement vers une valeur fixe (RTc = 11.75 pour 77 = 1). Pour une 

cavite infiniment longue, la structure d'ecoulement revele une formation periodique 

de cellules de convection, circulant alternativement dans un sens et dans l'autre et 

empilees dans la direction verticale. 

6.3 Stabilite de l'ecoulement convectif 

La stabilite de l'ecoulement parallele decrite par (4.13)-(4.15) est etudiee dans cette 

section. Au dela d'un nombre de Rayleigh critique -Rr^ > nous supposons que 

l'ecoulement devient oscillant. Dans le but de determiner ce point de bifurcation, 
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Cavite cylindrique 

- - Cavite rectangulaire 

10 

Figure 6.3 Effet du rapport de forme A sur le nombre de Rayleigh de la premiere 
bifurcation RH°Pf^ pour Le = 10 et plusieurs valeurs de r\ avec a = 0 



122 

une analyse de stability de l'ecoulement est requise. 

Considerons l'ecoulement parallele decrit par les equations (4.26). Au tout debut de 

l'instabilite, l'ecoulement global est suppose etre la superposition de l'ecoulement 

de base [#(r, z) = tf(r), T(r, z) = CT z + 6T{r), S(r, z) = Cs z + 6s(r)} et une 

perturbation infmitesimale: 

*(t,r,z) 

9T{t,r,z) 

6s{t,r,z) 

^j(r) ept+ikz 

-- 6T(y) epWkz 

• 0s(y) ept+ikz 

(6.19) 

avec k un nombre reel qui designe le nombre d'onde. Apres insertion de l'ecoulement 

global dans les equations gouvernantes (2.14)-(2.16) et linearisation par rapport a 

l'ecoulement de base, nous obtenons les equations suivantes: 

D2 - -D - k2 

r 

D2 + (-D-ik D*) - k2 

r 

ty + RTr D 6T — 6S = 0 

6T + -[i k D9T - CTD] f = p 9T 

(6.20) 

(6.21) 

1 
Le 

D2 + -D - k2 

r 
(6s-a 6T)-i k D^9S+- [i k D0S - CSD] tf = p e 6S (6.22) 

Les conditions aux limites correspondantes sont: 

r = ri.0 
* = 0 DdT = D9S = 0 (6.23) 

avec D = d/dr. Les equations d'etat perturbe (6.20)-(6.22), avec les conditions 

aux frontieres (6.23) peuvent etre ecrites sous la forme matricielle suivante: 

C(k)Y = pM(k) Y (6.24) 
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ou Y = [^(r), 6x(r), @s(y)] e s t le vecteur de perturbation (fonction de courant, 

temperature et concentration), C(k) et M(k) sont des operateurs differentiels qui 

dependent des parametres de controle RT, rj, Le, a et e. Les equations (6.24) sont 

resolues en utilisant la methode des difference finies. Le systeme est resolu avec un 

schema de quatrieme ordre dans le domaine entre r = rj et r — r0, et ecrit sous 

la forme suivante (Cij(k)Yj = p Mij(k) Yj ). En utilisant la subroutine standard 

des problemes aux valeurs propres (EIGENC de IMSL), on determine ces dernieres 

en fonction des parametres de controle RT, rj, Le, a, £ et du nombre d'onde k. 

Le minimum de la courbe de stabilite marginale fournie les parametres de l'etat 

critique (kc, &c, RTC)- Notons qu'il a ete trouve que la procedure numerique 

converge pour un nombre de discritization TV superieur a 100. 

Des resultats typiques de l'enclenchement de la bifurcation de Hopf (i?^f^2) pour 

l'ecoulement parallele sont presentes sur le tableau (6.3) pour le cas Le = 10 et 

e = 1. Les resultats obtenus pour rj — 0.99, a savoir R = [{Le + a) — 1]RTQ2 — 

719.4, Arc = 2.646 et pi = 14.59 sont en parfait accord avec les valeurs R = 719.3, 

ATC — 2.650 et pi = 14.60 reportes par Mamou (2002) pour le cas de la cavite 

rectangulaire (rj = 1). 

Les effets de rj sur le nombre de Rayleigh critique marquant le depart de la 

convection oscillante de l'ecoulement permanent predit par la theorie de la stabilite 

lineaire sont illustres sur la figure (6.4) pour Le = 10 et a = 1. En dessous 

du nombre de Rayleigh souscritique R™gs le fluide est inconditionnellement au 

repos. Pour Rf^s < R < Rr^ un ecoulement parallele stable est theoriquement 

possible. Au dessus de RTcP , l'ecoulement est potentiellement non permanent. 

On constate sur la figure (6.5) l'existence de trois regions distinctes delimitees 

par des lignes correspondants a RT°CSI RTC'
 e^ ^TCP • La premiere region 

designee par (/), represente le regime de conduction pure dans lequel le fluide 
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77 = 0.3 77 = 0.5 77 = 0.7 rj = 0.99 Mamou (2002) 

703.5 673.5 685.1 719.4 719.3 

2.775 2.733 2.693 2.646 2.650 

12.63 13.47 14.01 14.59 14.60 

Tableau 6.3 Valeurs de R = [(Le + a) - l}R"cPf2, ATC et v% dans une cavite elancee 
(A » 1) pour Le = 10 et e = 1 

est inconditionnellement stable. La deuxieme region (II), correspond au regime de 

convection soucritique predit par la theorie de l'ecoulement parralele. Ce regime 

se maintient dans la region (III). Enfin dans la region (IV) l'ecoulement parallele 

est potentiellement non permanent. En prenant la solution de la conduction pure 

comme condition initiale, la solution numerique des equations de base revele que 

l'ecoulement convectif debute avec une structure multicellulaire conformement aux 

predictions de la stabilite lineaire. 

La figure (6.6) illustre le diagramme de bifurcation en termes de l'intensite de 

l'ecoulement /̂o et du nombre de Rayleigh pour 77 = 0.5, Le = 2, e — 1 et a = 

1. L'allure de la courbe sur le graphe est la prediction de 1'approximation de 

l'ecoulement parallele. Les resultats sont done valides asymptotiquement pour une 

cavite elancee (A » 1). Avec les parametres consideres, l'enclenchement de la 

convection souscritique predite par la solution analytique R?£QS = 13.37 alors que 

la stabilite lineaire donne R"^ = 77.65 pour le depart de la convection oscillante 

et R^f2 = 312.73 pour la convection oscillatoire de l'ecoulement convectif. Au-

dessous du nombre de Rayleigh souscritique le fluide est inconditionnellement stable 

R 

Arc 

Pi 
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et la convection est impossible. Au debut de la convection, pour RT > RTC' ~ 

77.65, l'ecoulement commence a osciller et son amplitude peut croitre ou decroitre 

avec le temps. 

Ceci est illustre a la figure (6.7) ou la condition initiale pour les calculs numeriques 

est l'etat diffusif pur. Pour t < 50 les resultats pour ip0 indiquent que la convection 

est tres faible. La structure de l'ecoulement obtenue pour t = 75 montre la 

formation d'une structure periodique formee par des cellules inclinees en rotation 

similaires a celles predites par la theorie de stabilite lineaire (figure 6.1). Pour 

t ~ 90 l'ecoulement se developpe soudainement, apres une petite zone de transition 

oscillatoire non permanente, vers une solution s'approchant de celle de l'ecoulement 

parallele (t > 150). 

6.4 Stabilite de l'etat de repos (cas isotherme) 

Dans cette section, le probleme de la stabilite de la solution convective predite 

par la theorie de l'ecoulement est etudie pour le cas ou les parois verticales sont 

maintenues a des temperatures et des concentrations constantes et differentes. 

Comme nous l'avons explique au debut du present chapitre, pour le cas particulier 

ou les gradients thermiques et solutaux, appliques sur les parois verticales de 

l'espace annulaire sont egaux et opposes (N = —1), il existe un etat de repos 

qui demeure stable en dessous d'un nombre de Rayleigh critique. La stabilite de 

cet etat a ete etudiee numeriquement sur la base de la theorie de stabilite lineaire. 

La figure (6.8) illustre les resultats obtenus pour la longueur d'onde critique kc et 

la frequence d'oscillation pi en fonction du rapport des rayons de l'espace annulaire 

77, pour Le = 1.5 et 10. Les resultats sont valides tant pour le cas de la double 

diffusion (a = 0) que de la convection induite par l'effet Soret (a = 1 ). On observe 
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Figure 6.8 Variation de la quantite Ro = RT^(Le — 1 + a) en fonction du rapport 
des rayons r\ pour iV = —1, Le = 1.5 et 10, a = 0 et 1 
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que pour rj = 1 (cavite rectangulaire) on obtient kc = 2.504 et pi — 0 (naissance 

de la convection stationnaire), en accord avec les resultats de Mamou et al. (1998). 

Cependant, pour rj < 1, il est clair que la naissance de la convection est oscillante 

( Pi 7̂  0) e t dependante du nombre de Lewis. 

La figure (6.9) illustre les resultats obtenus pour le nombre de Rayleigh 

supercritique (RQ = RT^(Le — 1 + a)) en fonction de rj pour Le = 1.5 et 10. Pour 

le cas d'une cavite rectangulaire (rj — 1) on obtient R0 = 105.34 , independamment 

du nombre de Lewis, en accord avec les resultats de (Mamou et al. (1998). 

La Figure 6.10 illustre le diagramme de bifurcation ipmax, la fonction de courant 

maximum dans la cavite, versus le nombre de Rayleigh thermique RT, pour Le = 

10, r\ = 0.5 et a = 0. Pour cette situation le nombre de Rayleigh supercritique 

est R^ = 12.16 . Cependant les resultats numeriques indiquent que la convection 

est possible en dessous de cette valeur. Ceci est du au fait que pour ce type de 

situation la convection sous critique est possible (Mamou et al. (1998)). Done, des 

resultats numeriques ont ete obtenus jusqu'a la valeur R^Q = 11.69. En dessous 

de cette valeur l'etat de repos est predit par les resultats numeriques. Une zone 

d'ecoulement oscillant existe dans la region 12.4 < RT < 13.8. Dependant des 

conditions, initiales utilisees avec le code numerique (etat convectif ou etat de 

repos), le phenomene d'hysteresis indique par les fleches dans la figure 6.10, est 

obtenu. 
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Figure 6.10 Variation de la fonction de courant maximum ipmax en fonction du 
nombre de Rayleigh RT pour Le = 10, rj = 0.5 et a = 0 
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CONCLUSION 

Dans cette these de doctorat nous avons presente une etude des transferts de chaleur 

et de masse par convection naturelle en milieux poreux et fluide. La configuration 

geometrique du modele physique considere est une cavite cylindrique concentrique 

soumise a des conditions aux frontieres verticales thermiques et solutales de type 

Neumann (flux constants de chaleur et de concentration) et Dirichlet (temperature 

et concentration constantes imposes), alors que les surfaces horizontales sont 

maintenues adiabatiques. 

Grace a l'approximation de Boussinesq, on a etabli un modele mathematique 

decrivant l'ecoulement et les transferts de chaleur et de masse. En premier lieu, et 

pour resoudre les equations regissantes dans leurs integrites et avoir des resultats 

precis sur les transferts thermiques et solutales, la methode numerique basee sur la 

technique des differences flnies a ete adoptee pour le cas ou notre cavite est remplie 

d,un milieu poreux. D'autre part, pour le cas fluide, c'est l'approche des volumes 

de controle qui a ete utilisee. En deuxieme lieu, et afin d'avoir un apergu general 

et une description qualitative de la convection naturelle dans la cavite consideree, 

nous avons developpe une solution analytique du probleme valable dans le cas de 

cavites elancees soumises a des flux constants de chaleur et de masse, et ceci en 

se basant essentiellement sur le concept de l'ecoulement parallele. Par la suite, et 

pour le cas ou les forces de flotabilite (forces de volumes) sont de meme intensite 

mais de sens contraire, nous avons etudie l'instabilite du regime conductif et celui 

de l'ecoulement parallele par la methode des elements finis. 

Ces solutions ont conduit a plusieurs resultats illustrant l'influence des parametres 

de controle (le nombre de Rayleigh thermique RT, le rapport des forces volumiques 

N, le nombre de Lewis Le, le coefficient a et le rapport des rayons rj) sur les nombres 
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de Nusselt Nu et de Sherwood Sh ainsi que sur l'intensite de fonction de courant 

V>. En general nous avons constate que nos solutions analytiques et numeriques 

sont en parfait accord, et que les evolutions de l'ecoulement et des transferts de 

chaleur et de masse en fonction des parametres de controle, sont qualitativement 

identiques pour les milieux fluides et poreux. 

Pour des conditions aux limites de type Neumann appliquees a une cavite poreuse, 

il a ete demontre numeriquement que l'ecoulement au sein de la cavite est parallele, 

en accord avec le modele et les resultats analytiques proposes. Des approximations 

simplifiees de Nu et Sh ont ete derivees pour decrire les transferts de chaleur et 

de masse. Aussi, en regime de couche limite, des correlations pour les taux de 

transfert de chaleur et de masse ont ete obtenues. Selon le signe du rapport des 

forces de volume, deux types d'ecoulement convectif ont ete consideres, a savoir 

la convection cooperante et la convection opposee. Dans le regime intermediate 

dans lequel les forces de volume sont opposees et de meme ordre de grandeur, les 

resultats analytiques et numeriques indiquent que les evolutions de la structure de 

l'ecoulement et des transferts de chaleur et de masse sont completement differentes 

de celles observees dans le cas des forces cooperantes. Ainsi, il a ete observe 

que la transition du regime solutal vers le regime thermique se produit avec un 

renversement brusque du sens de la rotation de l'ecoulement convectif a une valeur 

de N qui depend des autres parametres de controle. Cependant la transition 

du regime thermique vers le regime solutal se produit d'une fagon graduelle et 

le renversement de l'ecoulement convectif est caracterise par la formation d'une 

structure multicellulaire. Dans la zone de transition, la multiplicite de solutions 

a ete demontree et Peffet d'hysteresis a ete observe. Dans le cas ou les forces 

de volume sont egales et opposees, les resultats montrent l'existence d'un nombre 

de Rayleigh critique caracterisant le seuil de convection. Pour le cas de la cavite 

rectangulaire, il est bien connu que les instablites peuvent etre stationnaires ou 
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oscillatoires, selon les valeurs du nombre de Lewis Le, de la porosite normalisee e 

et de la constante a (convection doublement diffusive ou induite par effet Soret). 

Nos resultats ont demontre que pour un cylindre vertical concentrique (77 < 1), 

les instabilites auront toujours lieu en mode oscillatoire a un nombre de Rayleigh 

critique de Hopf {R^*1). Pour la convection en cavite elancee (A » 1), nous 

avons realise une etude d'instabilite lineaire afin d'analyser le comportement de 

l'ecoulement parallele permanent etabli. Nous avons trouve que des bifurcations 

de Hopf sont possibles a un nombre de Rayleigh (RTc ) qui depend du nombre 

de Lewis Le, du rapport 77, de e et de a. Pour le cas poreux, nous avons etudie 

les conditions de separation optimales en fonction des parametres du probleme. 

Nous avons constate que le coefficient de separation optimal est invariant face 

au nombre de Lewis et au rapport des forces de volumes. Cependant, il depend 

fortement du nombre de Rayleigh et du rapport des rayons. Ces resultats indiquent 

que la geometrie cylindrique influence grandement les capacite de separation des 

solutions bin aires. 

Enfin, la necessite de comprendre convenablement la convection naturelle telle 

que rencontrees dans la pratique, prouve que la resolution des problemes de la 

thermodiffusion et effet Soret est une orientation tout a fait prometteuse. Cette 

voie, represente alors une grande ouverture vers toute une autre serie de possibilites 

a exploiter telles que l'application d'autres conditions aux limites (chauffage 

conjuge, local..) et tenir compte des effets d'un champ magnetique, d'un chauffage 

interne, de la rotation du cylindre interne ainsi que des vibrations et de la variation 

de la gravite. Les objectifs importants, sur lesquels il conviendra sans doute de 

porter des efforts prioritaires, sont: la verification des resultats obtenus par voie 

experimentale, la modification des codes numeriques pour tenir compte des effets 

tridimensionnels et la prise en consideration des variations des proprietes physiques 

du fluide (Fluides non-newtonien et milieux anisotropes). 
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