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Toutes les grandes actions et toutes les grandes pensées ont un commencement
dérisoire. Les grandes oeuvres naissent souvent au détour d’'une rue dans le tambour
d'un restaurant. Ainsi de U'absurdité. Le monde absurde plus qu'un autre tire sa

noblesse de cette naissance misérable.

- Albert Camus

Rares sont les esprits assez maitres d'eux-mémes pour voir les faiblesses et les folies de

leurs contemporains sans tomber dans les mémes piéges.

- Albert Einstein

ersonne ne peut se sentir héroi a oir été d'abord rejeté par le monde ou
P t se sentir héroique sans avoir été d’'abord t I d

peut-étre sans avoir accompli soi-méme cette exclusion.

- Glenn Gould



-A ma mere et mon pere
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Résumeé

Cette thése développe des outils de caractérisation du mélange dans le cas spéci-

fique, mais sans se limiter aux systemes composés de matériaux granulaires.

Dans un premier temps, la méthode de suivi de particules radioactives (RPT) est
généralisée a des géométries complexes a plus de deux (2) dimensions. La méthode
précédente ne s’appliquait qu’a des géométries cylindriques verticales, le plus souvent
pour I'étude de lits fluidisés ou de réacteurs polyphasiques. L'algorithme numérique
est présenté en détails et appliqué au cas d'un mélangeur a dimension supérieure a
trois (3). A partir de ces données, des outils basés sur la théorie du chaos sont appli-
qués, suivant les travaux majeurs effectués par Ottino (1989). On y montre en parti-
culier comment calculer les dimensions, entropies et exposants de Lyapunov a partir
de '’hypothese ergodique appliquée aux mesures lagrangiennes obtenues a I'aide de

laRPT.

Les éléments issus de la théorie du chaos ne suffisent pas a dériver des courbes
de mélange permettant d’obtenir des temps de mélange macroscopiques en raison
des échelles différentes (spatiales et temporelles) a partir desquelles s’appliquent ces
méthodes. Cette thése présente une approche originale permettant de dériver une
mesure invariante du mélange basée sur deux définitions nouvelles de mélange a

I’échelle macroscopique (i.e. a I'échelle spatiale et temporelle du mélangeur et du



temps de circulation, respectivement). Cette mesure permet, en particulier, de déter-
miner les axes principaux de mélange ainsi que la borne supérieure de la courbe de

mélange, basée sur les mesures d’indices de ségrégation proposées par Danckwerts

(1952).

Les matériaux granulaires opposent beaucoup de difficultés aux méthodes de me-
sure basées sur le suivi de particules. Ceci provient du fait que ces systémes sont sen-
sibles a la différence entre les propriétés des particules, cette différence se reflétant
en une ségrégation sélective. Le systéme devient donc non-ergodique et contrevient
a ’hypothese fondamentale a la base de la méthode de RPT. Cette thése propose une
alternative originale permettant de contourner cette limitation. Plut6t que de suivre
une seule particule, comme le fait la RPT, nous développons une méthode suivant
un groupe de particules. A I'aide d’un algorithme, la concentration de traceurs a tra-
vers I’ensemble du mélangeur peut étre obtenue en fonction du temps d’'une maniere
complétement non-intrusive avec une erreur inférieure a 0.005%. Les temps de mé-
lange radial et axial ainsi que les coefficients de diffusion peuvent étre dérivés a I’aide

de cette technique.

La deuxieéme partie de cette theése discute des modeles basés sur la méthode des
éléments discrets pour la simulation des matériaux granulaires denses en régime d’écou-
lement. Nous proposons une discussion sur la vérification et la validation de ce mo-
déle en comparant les résultats obtenus lors d’'une décharge de silo avec des résultats
publiés dans la littérature. Nous mettons en évidence que les géométries de trémies
avec différents angles de décharge présentent une sensibilité sélective aux coefficients
de friction mur-particules et particules-particules. Nous montrons aussi que le débit
de sortie est trés sensible aux coefficients de friction. Nous proposons également une

analyse de I'effet du pas de temps utilisé pour I'intégration sur la précision des simu-
Yy P p P g p



lations, et plus particulierement, nous montrons que l’erreur se répercute également
dans la prédiction des temps de mélange et des temps de circulation.

Finalement, cette thése propose un modele basé sur les chaines de Markov dis-
crétes pour la simulation, mais principalement pour 'analyse du mélange dans des
systemes granulaires. En particulier, nous montrons qu'il existe une chaine de Mar-
kov qui peut représenter le mélange dans un systéme ergodique et que la matrice de
transition reliée a cette chaine de Markov peut étre utilisée pour quantifier le mélange.
Le vecteur propre associé a la valeur propre maximale de cette matrice représente
I'état invariant, ou I'état mélangé du systéme. La seconde valeur propre maximale re-
présente le taux de convergence géométrique de cette chaine vers I'état invariant. On
montre également que I'’entropie de Kolmogorov-Sinai et ’entropie de Ruelle, qui sont
les bornes inférieures et supérieures de la somme des exposants de Lyapunov, sont ob-

tenues a I'aide de cette matrice, suivant les travaux de Gaspard (1998).



Abstract

This thesis develops fundamental tools for the characterization of mixing in the

case of, without being limited to, granular flows.

The first chapter presents a method based on radioactive particle tracking (RPT)
and this chapter generalizes this approach to complex systems of more than two (2)
dimensions. Details of the theoretical approach and the algorithm are presented. The
nature of the signal obtain enables a thorough analysis of the particle trajectories by
recursing to chaos theory and Lagrangian turbulence (Ottino, 1989). We also present
the details related to the computation of attractor dimensions, entropies and Lyapu-
nov exponents by assuming that ergodicity as a fundamental hypothesis to extrapolate

the Lagrangian measurements to the entire class of particles.

Elements from chaos theory however fail in providing mixing curves at the ma-
croscopic scale (for both time and space). Current approaches for the calculation of
the intensity of segregation are based on Danckwerts (1952). These indexes have ma-
jor issues related to the invariance of the measure. This research presents two (2)
new definitions for mixing for granular materials and a new measure is developed by
using principal component analysis and provides an invariant measure of mixing with
strong connection with space and properties of the particles. The derived measure is

also found to be an upper bound of the mixing curve.
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As a result from the presence of segregation in dense granular flows, conventio-
nal particle tracking methods are not very suitable for investigation of mixing systems
dealing with large particle size distributions. This is due to the fact that the system is no
longer ergodic as per classes of particle size are driven into specific subregions of the
domain and remain trapped. This research developped a new approach which relies
on a cluster of radioactive particles. These particles have the same particle size distri-
bution as the inert particles in the system, which makes this approach more suitable
for dense granular assemblies. As a result, the concentration of radioactive tracer in-
troduced initially across the system can be precisely monitored with an error less than

0.005% in weight.

Second part of the thesis is oriented on mathematical models and simulation me-
thods for mixing of dense granular systems. It discusses aspects of the verification
and validation of the models using a conventional benchmark, the discharge of silos
and hoppers. An important result shows that there is a selective sensitivity upon the
particle-particle and particle-wall friction coefficient. These parameters were found to
have the most sensitivity on the model. We also investigate the effect of the time step
on the velocity profiles, granular temperature profiles and mixing curves. We conclude
that the minimum time step derived from the Hertz contact law yields in wrong simu-
lations results, even at a macroscopic scale, like the circulation time and the rate of

decay of the mixing curve.

Finally, this thesis proposes a new model based on Markov chain theory to simu-
late mixing of granular particles. This approach is similar to that of the mapping func-
tions. However, by using the Markov chain formalism, some important characteristics
of mixing can be derived directly from the transition matrix. As a result, we show that

the invariant state of the system (or well-mixed state) can be obtain from the eigenvec-
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tors of the Hamiltonian. The rate of mixing and the mixing time can be obtained from
the second largest eigenvalue. Also, upper and lower bound for the sum of Lyapunov
exponents are obtained from the K-S and Ruelle entropies that can be extracted from

the operator (Gaspard, 1998).
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Contexte

Les matériaux granulaires sont présents dans plusieurs sphéres de notre environ-
nement et dans une multitude de procédés industriels. D’'un point de vue physique,
ces matériaux présentent une complexité étonnante du fait qu’ils sont composés de
plusieurs composantes et que I'ensemble de ces constituants conferent au matériau
ses propriétés spécifiques. D’un point de vue théorique, les fluides étant des matériaux
continus, il est possible de capturer la physique des écoulements par la résolution
des équations de Navier-Stokes combinés a une équation de continuité et un modele
rhéologique. 1l en est toutefois autrement pour les écoulements particulaires denses
pour lesquels il n'existe pas d’équations du type Navier-Stokes, bien que certaines
formes modifiées de cette équations, basées sur les théories cinétiques, puissent étre
appliquées dans le cas d’écoulements a faible concentration en particules (Savage et

Jeffrey, 1981; Jenkins et Savage, 1983; Lun et al., 1984; Dufty, 2000).

De plus, les écoulements particulaires denses présentent des caractéristiques spé-



cifiques a certains états de la matiére :

Solide : Tout comme les solides, les particules ont des propriétés de dureté, d’élasti-

cité et ont un coefficient de frottement spécifique. De plus, lorsqu’on applique
une force sur un assemblage de particules, il y a création d'un réseau de con-
traintes a I'intérieur de I'assemblage. Ces forces s’alignent, comme dans des so-

lides, le long de chaines caractéristiques.

Liquide: Comme les fluides, les matériaux granulaires peuvent s’écouler. Néanmoins,

Gaz:

contrairement a ceux-ci, la téte hydrostatique dans un silo atteint une valeur
qui, au-dela d'une certaine hauteur, devient indépendante de la hauteur totale
de solide dans le silo. C’est pour cette raison, par exemple, que le sable est utilisé

dans un sablier pour marquer le temps.

Tout comme les gaz, les matériaux granulaires peuvent étre comprimés. Toute-
fois, contrairement aux gaz, les collisions sont inélastiques et font apparaitre des
phénomenes d’agglomération diis aux pertes d’énergie du systéme. Ainsi, |'état
stable d'un tel arrangement de particule tend a former un agglomérat de parti-
cules immobiles, ce qui est bien différent de I'état d'un gaz parfait. Ceci provient
du fait que la température affecte le mouvement des atomes d’'un gaz, mais n'a
aucun impact sur le mouvemenet d'une particule, trop grosse pour que cette
force thermique, appelée le mouvement Brownien, ait un effet significatif sur

son mouvement.



1.2 Motivation de la these

1.2.1 Mesure et validation

Par cette complexité, il en résulte que les matériaux granulaires sont difficiles a ca-
ractériser, a mesurer et a décrire. Difficiles a caractériser puisque les propriétés d’'une
seule particule ne peut servir a caractériser 'ensemble des particules et, par exten-
sion, le comportement de celui-ci. Ainsi, pour représenter un ensemble de particules,
on recourt donc généralement a des distributions de propriétés (e.g. tailles, densité,
sphéricité) ainsi qu’a des méthodes de mesures de propriétés basés sur le comporte-
ment d'un ensemble de particules. C’est pourquoi d’ailleurs, une des difficultés spé-
cifiques liée a la caractérisation des matériaux granulaires touche la préparation des
échantillons. Il y a donc une attention particuliere a donner aux échantillons avant de
prendre la mesure afin de s’assurer de la reproductibilité de celle-ci. Il y a également
des questions a poser quant a la signification physique des propriétés mesurées ainsi
qu’au lien existant entre les propriétés de I'ensemble des particules (échantillon) et

les propriétés des particules prises individuellement.

Ensuite, ce sont des matériaux difficiles a mesurer, entre autre, en raison de leur
opacité. En effet, il est difficile, par exemple, de mesurer les champs de vitesse de ces
matériaux en écoulements avec des techniques traditionnelles visuelles développées
et appliquées pour les écoulements de fluides translucides. Finalement, ces matériaux
sont difficiles a décrire puisqu'’il s’agit d’'un ensemble discret. Pour avoir une descrip-
tion du comportement de 'ensemble des particules, le modeéle doit étre intégrer tous
les éléments présents (i.e. toutes les particules). Il en résulte donc que la complexité
du modéle mathématique de méme que sa résolution augmente avec le nombre de

particules.



Plusieurs difficultés proviennent de cette description locale. Par exemple, ces mo-
déles utilisent le coefficient de friction entre les particules comme parameétre d’entrée.
Toutefois, le frottement interparticulaire est généralement caractérisé a I'aide de cel-
lules de frottement. Plusieurs doutes quant a la validité de cette méthode de caracté-
risation du coefficient de frottement commencent a émerger apres que les modeles
eurent montré que cette approche surestime généralement le véritable coefficient de
frottement. La difficulté ici vient a faire le lien entre une description locale d'un phé-
nomene et une mesure globale de 'effet de ce parametre : développer des méthodes
de caractérisation des parameétres basées sur des tests qui présentent une sensibilité
significative des parametres sur la mesure choisie. Certes, le coefficient de frottement
a un impact sur les résultats obtenus en cellules de frottement d’'une maniére relative.
1l est toutefois difficile d’en extraire la véritable valeur de ce coefficient.

Le groupe de recherche dans lequel ce projet s'intégre a développé des modeles
discrets pour la simulation des écoulements granulaires de méme que des outils de
mesure expérimentaux pour les écoulements granulaires. Néanmoins, les modeles
sont complexes et n'ont fait I'objet d’aucune investigation sérieuse quant a la vali-
dité des résultats. Cette problématique n’'est pas unique au groupe d’ici, mais a tous
les groupes travaillant sur ces modeéles. La difficulté premiere provient de la difficulté

liée a la mesure des systéemes expérimentaux avec les méthodes classiques.

1.2.2 Le mélange

Généralement, sauf pour les matieres premieres, les matériaux granulaires sont ra-
rement commercialisés a I'état purs. En effet, il existe généralement plus d'un consti-
tuant dans les produits granulaires solides. Par exemple, une formulation pharma-

ceutique peut contenir plusieurs composants granulaires dont, un agent actif, une



matrice de remplissage, un colorant, des saveurs, des désintégrants, des liants, des
surfactants. Il y a donc plusieurs ingrédients qui doivent étre mélangés de maniére a

ce que chacun des comprimés aient le dosage requis par la formulation.

Néanmoins, cette étape de mélange est parfois difficile en raison du phénomene
de ségrégation. Ainsi, il n'est pas rare de rencontrer des formulations dans lesquelles
des ingrédients de granulométrie ou de densité différente se séparent completement
du mélange durant, par example, le transport entre le mélangeur et la presse. Il est
donc fondamental de pouvoir quantifier la tendance des matériaux granulaires a se
séparer, de comprendre dans quelles conditions ces matériaux sont plus sensibles a la
ségrégation et, comme obijectif final, contrdler cette ségrégation par le design du mé-
langeur et la mise au point des formulations. Pour atteindre ces objectifs, il est crucial
d’avoir des outils de caractérisation de méme que des outils théoriques et de modéli-

sation pour tenter de cibler certains parametres importants.

Tel que rapporté récemment, I'étude des écoulements granulaires tri-dimensionnels
est un domaine en émergence, en lien avec le développement de techniques non-
intrusives pour I’observation des structures et des propriétés de ces écoulements (Sun-
daresan et al., 2003; Ottino et Khakhar, 2001). Ceci se fait en lien avec le dévelop-
pements des modeles permettant de simuler les écoulements granulaires. En effet,
la nature opaque des matériaux granulaires requiert le développement de nouveaux
outils, les techniques utilisées pour I'étude des fluides semi-transparents n’'étant au-
cunement applicables dans ce cas-ci. Il est donc difficile de comparer des données
expérimentales sur les écoulements granulaires avec des données numeériques. Le va-
lidation des simulations de mélange granulaire est donc un sujet peu abordé pour des

raisons techniques.

Néanmoins, les techniques non-intrusives radioactives (RPT) ont montré leur po-



tentiel extraordinaire dans1’étude des écoulements polyphasiques en lits fluidisés (Roy
etal., 1994; Cassanello et al., 1995; Larachi et al., 1996; Kiared et al., 1997; Larachi et al.,
1995a; Cassanello et al., 1996, 1999; Limtrakul et al., 2005). Récemment, une technique
basée sur une méthode de suivi de particules radioactives par émission de positron
(PEPT) a été appliquée avec succes sur certains mélangeurs modeles (Kuo et al., 2005;
Forrest et al., 2003; Hiseman et al., 2002; Laurent et Bridgwater, 2000) et certaines me-

sures effectuées par RPT dans un cylindre rotatif (Sherritt et al., 2003).

1.3 Objectif principal de la these

L'objectif de la these est en lien avec la nécessité de voir pour comprendrel opéra-
tion de mélange impliquant des matériaux granulaires. L'objectif principal de ce tra-
vail vise a développer une approche pour valider les résultats de simulations lagran-

giennes. A cet objectif se greffe une série d’objectifs spécifiques :

1. Développer des techniques de caractérisation expérimentale des écoulements

et du mélange en milieux granulaires denses;

2. Dériver des outils de mesure du mélange et du chaos a partir de données expé-

rimentales et numériques;
3. Quantifier la précision numérique de la méthode des éléments discrets (DEM) ;

4. Etablir des approches de modélisation du mélange de matériaux granulaires

moins coflteux en calcul.



1.4 Structure de la theése

La these présentée vise a répondre a certaines questions ouvertes couvrant trois

secteurs du mélange des matériaux granulaires.

1.4.1 Développement de méthodes expérimentales

Il existe peu de techniques actuellement disponibles pour suivre le mélange en
ligne, de maniére non-intrusive, de matériaux granulaires. Les techniques de PEPT
sont coliteuses et ne s’appliquent que dans le cas de mélangeurs a faibles volumes (i.e.
moins de 0.5L). D’autre part, les techniques de RPT sont inapplicables a des géomé-
tries autres que cylindriques et verticales (e.g. lits fluidisés cylindriques). Cette thése
présente deux techniques expérimentales nouvelles pour I'étude du mélange en continu,
notamment en généralisant la méthode actuelle de la RPT et en développant une mé-

thode macroscopique (BRPT).

1.4.2 Développement d’'une mesure de mélange

La littérature des cinquantes derniéres années étudie le mélange des poudres prin-
cipalement par!’entremise de techniques intrusives ayant pour base commune!’échan-
tillonage. Ainsi, des indices de mélange ont été développés suivant ces techniques ex-
périmentales (dont notamment l'indice de ségrégation) et basés sur la variance de la
concentration dans N échantillons prélevés. Ces techniques ont le défaut d’étre fonc-
tion de N (plus N est élevé, plus la mesure est bonne), et d’étre basées sur la concen-
tration. Toutefois, I'évolution de la concentration dépend de la condition initiale du
systeme (profil axial ou radial initial de concentration) et donc meéne a des conclu-

sions difficilement généralisables quant aux temps de mélange. Par exemple, dans un



mélangeur cylindrique, sila poudre est disposée avec un profil radial de concentration
initial, le temps de mélange est court bien que le systéme se mélange trés peu axiale-
ment. Ceci est sans compter I'effet de ’échantillonage lui-méme et on ne compte plus
le nombre de publications qui discutent de cet effet sans, malheureusement, proposer
d’alternatives robustes. De plus, elle ne donne aucune information quant aux direc-
tions principales de mélange. Cette thése emprunte des outils d’analyse du mélange
basés sur la théorie du chaos largement utilisée en mélange de fluides. Pour complé-
ter, une toute nouvelle mesure invariante du mélange est développée et deux nou-
velles définitions sont introduites, qui donnent, du coup, les directions principales de
mélange et les bornes supérieures de courbes de mélange en utilisant une méthode

non-intrusive.

1.4.3 Modélisation des écoulements granulaires

AT’heure actuelle, trois approches de modélisation existent, soient les modeles la-
grangiens, les modeles eulériens et les modeles stochastiques. L'expertise du groupe
de recherche étant basée sur les modeles discrets (DEM), nous allons centrer notre
discussion sur les modeles lagrangiens. Il n’existe a I’heure actuelle aucune discussion
quant a 'effet de I'erreur numérique des modeles lagrangiens sur la dynamique gra-
nulaire obtenue et, plus spécifiquement, sur les courbes de mélange. Cette thése vise
arépondre a certaines questions quant a I’erreur d’intégration, en permettant de trou-
ver une relation entre cette erreur et les parametres du modéle (par I'entremise d’'une
analyse dimensionnelle) et présente une discussion sur I'effet de certains parametres
sur les profils de vitesse et temps de vidange dans des trémies et silos.

Enfin, une nouvelle génération de modeles stochastiques, combinés a un modele

lagrangien, est développée. Cette génération de modeéles est basée sur la théorie des



chaines de Markov et une analyse exhaustive du mélange des particules est dévelop-

pée en lien avec les propriétés de I'opérateur construit.
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Chapitre 2

Généralisation de la méthode de RPT

aux systemes complexes

2.1 Contexte

T Lutilisation de méthodes vélocimétriques nucléaires pour étudier le mélange
granulaire dans les mélangeurs industriels est relativement nouveau et la majorité
des travaux ont été effectués a 'aide de la méthode a émission de positron (PEPT),
suivant les travaux originaux de Field et al. (1991). Durant la derniére décennie, les
études utilisant la PEPT ont été nombreuses et ont touché a toute une variété de mé-
langeurs dontle ploughshare‘ (Broadbent et al., 1993; Jones et Bridgwater, 1998; Forrest

et al., 2003), le planétaire (Hiseman et al., 2002), le mélangeur a pale simple (Laurent et

Bridgwater, 2000) et le mélangeur a cisaillement (Kuo et al., 2004). Des travaux récents

Ce chapitre a été, en majeure partie, publié dans J. Doucet, E Bertrand and J. Chaouki, An extended
radioactive particle tracking method for systems with irregular moving boundaries, Powder Technology,

Volume 181, No. 2, 6 Février 2008, Pages 195-204 (doi :10.1016/j.powtec.2006.12.019)
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ont appliqué avec succes cette technique afin d’obtenir le champ de vitesse dans un
ppliq q p

mélangeur en V ayant différents niveaux de remplissage (Kuo et al., 2005).

Le mode de fonctionnement de la RPT est relativement simple. Le systeme de
détection consiste en un réseau de 8 a 16 détecteurs a l'iodure de sodium dopé au
tallium (Nal-Tl) qui dénombrent les désintégrations provenant d'une source avec un
taux d’échantillonnage spécifique (typiquement 5 a 10 ms). Ce systéme a I'avantage
principal d’étre relativement abordable en terme de cofits en plus d’étre compact en
comparaison avec le systéme de PEPT qui utilise de coliteuses et imposantes caméras.
Ainsi, il rend possible I'investigation de systémes aux dimensions relativement impor-
tantes puisque les détecteurs peuvent étre disposés individuellement autour de I'équi-
pement. Ceci explique pourquoila majorité de la littérature utilisant cette méthode est
orientée vers |'étude de réacteurs polyphasiques (Cassanello et al., 1995; Larachi et al.,

1996; Limtrakul et al., 2005).

Durant les dernieres années, plusieurs travaux ont porté sur 'amélioration de la
résolution et la sensibilité de la RPT soit en améliorant le plan d’expérience (Roy et al.,
2002), soit en modifiant certains parameétres de 1’expérience comme le choix de I'iso-
tope pour le traceur (Godfroy et al., 1997; Roy et al., 2002). Jusqu’a maintenant, la re-
construction des trajectoires lagrangiennes d'un traceur avec les mesures obtenues
par les détecteurs (faisant référence au probleme d’inversion) a été effectuée exac-
tement dans le cas de domaines a formes cylindriques, ce qui permet de considérer
I'anisotropie géométrique induite par les frontiéres, référant ici aux travaux de Lara-
chi et al. (1994, 1995b). La qualité de I'inversion dépend essentiellement de la préci-
sion avec laquelle cette anisotropie et I'angle solide avec chaque détecteur sont calcu-
lés. Dans le cas de géométries irrégulieres, i.e. n’ayant pas une expression analytique

pour représenter les frontiéres et soumises a une cinématique inconnue a priori, au-
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cun travail n’a été fait quant a la résolution du probléme inverse. Ceci limite de facon
majeure I'étendue de I'applicabilité de cette approche originale a quelques familles de
réacteurs chimiques et réservoirs. Dans le cas de mélangeurs de poudres, ceci consti-
tue une limitation principale, tel qu’illustré par la seule étude utilisant la RPT sur un

four cylindrique (Sherritt et al., 2003).

La majorité des mélangeurs utilisés dans l'industrie sont de facture complexe tel
que, par exemple, le mélangeur en V et une variété de mélangeurs a retournement qui
sont actuellement difficiles a étudier de fagon expérimentale en utilisant la technique
de RPT. De plus, ces systémes présentent une cinématique complexe pour laquelle les
techniques de reconstruction actuelles sont inadaptées. Une approche simpliste vise-
rait a déplacer le réseau de détecteurs avec le mélangeur dans le référentiel lagrangien.
Malheureusement, d'un point de vue mécanique, cette solution est difficile a réaliser
et la sensibilité des détecteurs aux vibrations détériorerait assurément la qualité de
la mesure et d’autant la qualité des trajectoires obtenues. A ce titre, il est question,
dans ce chapitre, de développer une approche théorique permettant de généraliser la

méthode a des systémes a géométrie complexe soumis a un mouvement irrégulier.

2.2 Modele théorique

Lalgorithme de la RPT vise a trouver la position x(x, y, z) d'un traceur dans un en-
semble compact V c R3 a l'aide de 'ensemble des mesures @ = {®;};—; n obtenues a
partir de N détecteurs au temps ¢. La plus récente génération d’algorithme de recons-
truction repose sur la résolution d’'un probléme de minimisation entre les événements
mesurés et un modéle phénoménologique rigoureux proposé par Beam et al. (1978)

et appliqué ensuite par Larachi et al. (1994). Ce modéele relie la position d'un émetteur



13

Time series of
the tracer

position :
— Analysis
xy2) 4

Nal Detectors

A

f Position
Nal Detectors
reconstruction
< -t
==

LA N ¥ High speed
Amplifier/ counters
Discriminator

FI1G. 2.1 - Application originale de la RPT pour I'étude des réacteurs polyphasiques. La

méthode permet de visualiser le champ de vitesse dans différents systémes opaques.

au nombre d’événements enregistrés par un détecteur cylindrique disposé n'importe
ol dans I'espace. Un schéma typique d’'une expérience de RPT est présenté a la fi-
gure 2.1. Les détecteurs mesurent différents niveaux de radiation en fonction de leur
position par rapport a la source. En utilisant un modéle approprié qui sera présenté
en détail dans la section suivante, la position exacte du traceur peut étre obtenue. La
complexité de ce modele a fait I'objet de nombreuses discussions, mais son évaluation

est rendue relativement simple par I'utilisation d'une méthode de Monte-Carlo.

2.2.1 Le modéele phénoménologique

La position du traceur est représentée par les coordonnées cartésiennes x(x, y, z) €
V qui est une application f~!: RN*! — V tel que f~1(®;,®,... Dy, 1) = x(£). La fonc-
tion qui relie le nombre d’événements enregistrés par un détecteur i a la position du

traceur dans le domaine est donnée par (Knoll, 2000) :

TvROE (%, 1)
1+ TVROE;(x, 1)

Q;(x,1) = 2.1)

Dans cette expression, T estla période d’échantillonage (s), T est le temps mort du
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détecteur (s), R est I'activité de la source (Beq), v est le nombre de photons émis par
désintégration, ¢ est le ratio photopeak-to-total et ¢;(x, t) est I'efficacité du détecteur
i par rapport a la position x. Dans notre cas, puisque les frontiéres du domaine se

déplacent en fonction de ¢, I'efficacité devient dépendante du temps.

2.2.2 Calcul de Pefficacité

Le défi majeur de 'approche consiste a calculer la valeur exacte de I'efficacité dans

'Eq.2.1.

Définition 2.1. Soit un détecteur k et une source rayonnante positionnée en x. Leffica-

cité (X, 1) est donnée par :

-dA
$k(x, 1) :ﬁipd(r, Hps(r, z‘)(r ) (2.2)

i3
oiir est le vecteur venant dex et pointant en direction de la surface du détecteur, dA est
le vecteur normal a un élément d'aire a la surface du détecteur et Q) est l'angle solide

sous-tendu par le rayonnement.

Les fonctions p4(r, ) et p;(r, ) sont les fonctions de probabilités d'interaction avec
le détecteur et la phase solide respectivement. Elles proviennent de l'intégrale curvi-

ligne de Beer-Lambert :

o(t)
/ —pa(9)ds = In(1-pa(r, 1), (2.3)
0

o(t)
/ —Us(s)ds
0

ol o(t) et £(t) sont les distances parcourues dans le détecteur et dans la phase solide

In{ps(r, ), (2.4)

respectivement. Ces distances dépendent du temps puisque les frontiéres du domaine
se déplacent (c.f. figure 2.2). Les parametres u; et ug sont les coefficients d’atténua-

tion linéaires de la phase solide et du cristal de Nal respectivement. Le champ scalaire
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FIG. 2.2 — Ilustration du mélangeur en V utilisé dans ce travail. Selon la position an-

gulaire du mélangeur, le rayon gamma peut interférer avec l'interface ou la frontiére.

d’atténuation est considéré comme homogeéne et isotrope dans la phase solide. Né-
anmoins, advenant une source d’information supplémentaire sur la distribution de la
phase solide (e.g. par tomographie), I'intégrale de Beer-Lambert pourrait étre évaluée
plus précisément. Nous reviendrons a cet aspect dans la section 2.4.1. Pour |'atténua-
tion du cristal, il s’agit d'une propriété spécifique du détecteur. Sa valeur dépend de
I'énergie d’émission des photons. Une corrélation pour les cristaux de Nal peut étre
trouvée dans Snyder et Gyorey (1965).

Une approche numérique basée sur une méthode Monte-Carlo a été proposée
pour calculer quasi exactement 'Eq. 2.2 (Beam et al., 1978). Cette méthode consiste
a générer un nombre fini de directions a l'intérieur de I'angle solide et ainsi calculer
exactement la valeur de 7 et 0. Pour chaque direction aléatoire, une fonction poids Q;

est évaluée correspondant a la valeur de I'angle solide.

Théoréme 1. Soit @, l'angle maximal sous-tendu par un cylindre de rayon r et une

source ponctuelle située a une distance orthogonale d. Les angles maximum et mini-
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mum sous-tendus le long de l'axe du cylindre sont respectivement Bmqyx €t Pmin. La

valeur de l'angle solide Q) est alors :

a
Q= ;";x (cos Bmin—cos ,Bmax) (2.5)

Démonstration. Laire d’'une section infinitésimale d’'une sphére en coordonnées sphé-

riques a une distance r de son origine est :
dA=r?sinfdpda. 2.6)

Ainsi, I'aire A d’une fraction de sphére sous-tendue par @ nin, Cmax, Bmin» Pmax €St

donnée par :
Emax Bmax
A =/ / r? sin fdfda 2.7)
—&max min
Par définition de I’angle solide, nous avons :
Q - L [™ / o i BdBda 2.8)
4712 J _ape d Bonin
a
= ;n];zx (Cosﬂmin "Cosﬁmax) 2.9)

|

La méthode de Monte-Carlo consiste a générer un nombre N de trajectoires en
sélectionnant un doublet {a?, BV} € [~@max, Amax] X [BY; ) Bigyl. Posons deux vec-
teurs de nombres aléatoires {y, w: y¥, w? € [0,1],i = 1...N}. Alors, d’aprés la méthode
de Beam et al. (1978), nous calculons un certain ¥ = @4, (2 )((i) —1). De méme, nous
obtenons la valeur par ) = arccos (cos By, —w?(cos By, —cos ,B(m”ax)). Le vecteur
aléatoire prend alors la direction A = (sin 8 sina'?, sin B9 cosa?, —cos B9). Les
valeurs de /3% , €t ﬂgf,)ux sont calculées géométriquement et plus de détails peuvent

étre trouvés dans Beam et al. (1978).
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Corrolaire 2.1. Soit un doublet{a'?, B9} € [-@max, Amax] X [ﬁ%n, () 1. Alors, angle

solide ); est donné par :

a . .
Q;= —;";x (cos pY). —cos ,Bg,’}ax) (2.10)

Ceci découle directement du théoréme 1. A I'aide du corolaire2.1, la méthode Monte-
Carlo pour le calcul de V'efficacité du détecteur k prend la forme suivante :

N N S .
Skt ) = lim aﬁigl,gie Heli(] — gmHaT1), (2.11)

Ceci représente un angle solide pondéré par la probabilité de détection dans la direc-
tion d’émission. En pratique, la valeur de N est finie. Selon les études précédentes, le
nombre de directions requises pour atteindre une précision suffisante est de 'ordre
de 1000 (Larachi et al., 1994; Godfroy et al., 1997), ce qui est également conforme aux

observations faites dans le cadre de ce travail.

2.2.3 Généralisation aux systemes a frontiéres irrégulieéres

Le probléme a ce point-ci de notre travail consiste a calculer la valeur exacte de ¢(t)
qui revient a calculer le point d’intersection entre le vecteur aléatoire A € R® provenant
de x et'interface de la phase solide. Avec la technique actuelle, ce point d’intersection

est calculé en résolvant la forme quadratique suivante :

x%+ y2 =r?, (2.12)

ol (x,y,2) = A +x et r est le rayon du cylindre. Malheureusement, dans le cas plus
général de géométries complexes, il n'existe pas nécessairement d’expressions ana-
lytiques, semblable a I'Eq. 2.12 pour la forme de la frontiere du domaine a partir de
laquelle la valeur de ¢ peut étre déterminée. L'idée proposée est de représenter le do-

maine V par un ensemble de noeuds P; € V qui forment un maillage irrégulier de type
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P,. La frontiere 0V < V est représentée par une tessellation de surface en utilisant les
noeuds en périphérie de V. Ainsi, pour chaque noeud P; € V, l'intersection avec le
maillage de surface est calculée pour chacune des directions. Il s’agit d’'un probléme
classique en infographie et le défi consiste a rendre cette opération performante. Le
point d’'intersection P d’'un vecteur unitaire A provenant de X et un plan 7y avec un

vecteur normal n et tel que P € 7 peut étre déterminé en résolvant :
(P-Pg)-n=0. (2.13)

Considérons un triangle T,, supporté par trois noeuds {Py, P;,P»} € 0V et une base
de vecteurs b = {b;,b,,n} qui supportent le triangle avec b; = P; — Py, by, =P, — Py et

n=b; xb,.SiB= [blT , sz nT7T le point d’intersection P peut €tre exprimé par :
P-Py, =kB. (2.14)

Pour un vecteur quelconque k € R?, les conditions nécessaires pour que P € Ty, sont
que |kl <1 et k € R3 (Dhatt et Touzot, c1981). La valeur de (1) est calculée par ¢ =
[P —x||. Afin de diminuer les temps de calcul, une liste dynamique utilisant les tes-
sellations est construite afin de déterminer les triangles qui sont le plus susceptibles
d’étre intersectés par les rayons émis a l'intérieur de I'angle solide le long de A. En ef-
fet, pour une position quelconque dans le domaine, les directions aléatoires sont né-
cessairement comprises a l'intérieur de I’angle solide (par construction). Conséquem-
ment, les points d’intersection seront compris dans une sous région continue S c V.
Comme premiére approximation, S est construit en supposant un cone d'ouverture

a. Un triangle T € S s'il existe au moins un noeud de T dans S. Plus précisément :
d;-A=cosa, (2.15)

ou é; est le vecteur unitaire provenant de x et pointant en direction de P;. Si pour

une direction aléatoire en particulier aucun triangle n'est trouvé dans S, tous les tri-
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angles non testés de 0V seront testés. Afin d’augmenter la performance, ce triangle
sera ajouté a la liste. Dans le cas d'un domaine en mouvement, la position relative
de l'interface change en fonction du temps et affecte directement l'efficacité par un
changement de distance parcourue dans la phase solide et dans le détecteur (figure
2.2). Afin de tenir compte de la cinématique spécifique du domaine, les noeuds sont
déplacés suivant une combinaison de rotations et de translations afin de représenter
le plus fidélement le déplacement réel du domaine.

Dans le cas de systeme avec frontieres en mouvement, la présence d’une interface
gaz solide a un impact majeur sur le calcul de I'efficacité puisque I'atténuation de I'air
est négligeable par rapport a celle de la phase solide. En effet, le calcul de ¢ en utili-
sant la procédure décrite plus haut, qui consiste en la longueur totale parcourue dans
le domaine V, peut mener, dans certains cas, a une surestimation de I'intégrale Eq.
2.4 et ainsi mener a une fausse valeur de I'efficacité. C’est pourquoi l'effet de 'inter-
face devient plus important lorsque le traceur approche celle-ci ou se retrouve dans la

phase gaz (i.e. au dessus de l'interface). Cet aspect sera abordé dans la section 2.4.1.

2.2.4 Reconstruction des trajectoires lagrangiennes

Avant le début de I'expérience, le traceur est positionné dans n positions spéci-
fiques connues {Xx}r-1 n afin de calibrer le signal obtenu par les discriminateurs (voir
figure 2.1). L'activité de la source R, le temps mort du détecteur 7 et le coefficient d’at-
ténuation de la phase solide p¢ sont obtenus au moyen d’une régression non linéaire

pour chaque détecteur j :

min

n <I>j(xk)—<l>;.” 2
) (2.16)
R,t,usk:l

()] b (Xk) + (D;n
ol @ (xg) est le nombre d’événements associés ala position x et <I>;." est la valeur me-

surée. Les différences dans les valeurs de ces parametres pour chaque détecteur pro-
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viennent essentiellement des réglages particuliers des amplificateurs/discriminateurs.
Dans le cas de yg,ceci peut provenir de I'anisotropie de la phase solide. Pour un sys-
teme donné, un dictionnaire de comptes est généré et utilisé afin d’associer a chaque
noeud, a 'aide d'un modele, un ensemble d’événements qui devrait étre enregistré
par chaque détecteur (au moyen de I'Eq. 2.1). Ensuite, étant donné un ensemble de

mesures, 'algorithme cherche le noeud P; € V tel que:

2

mi . (2.17)

N ((D;n —(I)j(Pi)
n
PiEVj=1

@;?1+(Dj(Pi)

En utilisant un maillage, I’algorithme raffine la recherche en recherchant dans tous les

tétraheédres T, contenant le noeud P; la position x, qui minimise I'erreur :

N
min

" — D (x,)\?
i) (2.18)
xpeTDj:l

O+ D (xp)

Lavaleur des comptes en x; est obtenue par interpolation linéaire en utilisant la valeur

aux noeuds de la tessellation correspondante.

2.3 Protocole expérimental

Dans cette section, nous allons présenter 'approche expérimentale utilisée afin

d’appliquer et valider la méthode proposée.

2.3.1 Matériel

La méthode développée dans la section précédente a été appliquée sur un mélan-
geur en V de type Patterson-Kelley 16 quarts rempli avec 40% v/v de billes de verre
de 3 mm de diametre (2500 g/L) tel que présenté a la figure 2.3. La rotation du mé-

langeur est assurée par un moteur DC couplé a un engrenage 50 :1. Huit détecteurs
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a scintillation (NaI-Tl) de 76mmx 76mm (Teledyne Isotope S1212-1) sont fixés autour
du systeme avec des supports en aluminium. La distance de saturation est déterminée
pour chacun des détecteurs lorsque les comptes enregistrés commencent a décroitre
au fur et a mesure que la source est éloignée. Chaque détecteur est relié a un tube a
scintillation et le signal est amplifié par un amplificateur/discriminateur ORTEC ACE

(925-Scint). La période d’échantillonnage pour I'expérience est fixée a 7.0 ms.

Le domaine est décomposé en 46 404 tétraedres formés par 13 067 noeuds avec
une taille de maille inférieure a 5 mm. La surface est approximée par 3 634 triangles,
ce qui correspond a une taille de maille maximale de 1.5 cm. Afin de représenter la
rotation du mélangeur, une discrétisation de 5° a été jugée adéquate afin de mainte-
nir la précision désirée en utilisant une interpolation avec un polynéme de Lagrange
du second degré. Le programme a été parallélisé en utilisant la librairie de commu-
nication MPI et a été exécuté sur 8 processeurs AMD OPTERON 246 (2.0 GHz) d’'une
grappe de calcul IBM a 64 processeurs. Le temps de calcul requis pour la génération
d’'un dictionnaire pour 72 positions angulaires, 8 détecteurs et le maillage décrit plus
haut est de 7.5 heures. La reconstruction de 6 heures d’expériences requiert environ

30 minutes.

Lisotope utilisé pour la fabrication du traceur est du scandium 46 avec une activité
initiale d’environ 125 uCi, qui émet des rayons gamma a des énergies de 889 et 1120
keV. Dans le modele, ces deux rayons gamma sont considérés comme identiques avec
une énergie d’émission moyenne de 1005 keV. Environ 5 mg d’oxyde de scandium ont
été insérés dans une bille de verre et scellés, ce qui a mené a la formation d'une bille
de verre similaire aux autres dans le mélangeur. Le traceur a été activé durant 5 jours
dans le réacteur nucléaire Slowpoke de I'Ecole Polytechnique de Montréal. Le traceur

a été utilisé 5 jours apres son activation afin de permettre aux autres isotopes présents
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~<—— Calibration port

FIG. 2.3 - Dimensions du mélangeur en V étudié dans ce travail.

(tel que le sodium 24) de disparaitre. Des traces d’isotopes radioactifs autres que le

scandium 46 n'ont pas été détectées.

2.3.2 Calibration

Pour la calibration, le traceur a été introduit dans 12 positions axiales situées dans
6 ports en aluminium situés sur le couvercle du mélangeur (figure 2.3) pour un to-
tal de 72 points de calibration. Ces ports sont également distribués dans chaque tube
du mélangeur en V, ce qui permet d’introduire une tige de Plexiglass dans chacun de
ceux-ci afin de positionner le traceur dans des positions connues. Pour chaque po-
sition de calibration, les événements sont enregistrés durant 7.5 secondes. Les tubes
d’aluminium préviennent la tige de Plexiglass de tout mouvement indésirable durant
la mesure. Finalement, I'Eq. 2.16 est résolue en utilisant 1’algorithme CONMIN pour la
minimisation avec contrainte (Vanderplaats, 1978). Lerreur relative sur la régression
pour chacun des points de calibration est gaussienne avec une moyenne nulle et un
écart type de 2.5%, ce qui signifie que le modele explique avec bonne précision les

données expérimentales.
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300 300

00 100 200 100 200
a) Angular position (deg) Angular position (deg)

FIG. 2.4 — Effet de I'interface sur les comptes mesurés. La ligne pleine représente le si-
gnal mesuré et la ligne avec points représente la prédiction de notre modele. Résultats

obtenus pour différents niveaux de remplissage : a) 0% b) 40%.

2.4 Résultats et analyse

2.4.1 Effetdelinterface

La présence d'une interface dans le systéme affecte significativement le signal me-
suré par les détecteurs. En effet, selon la position du traceur, une distance plus ou
moins grande est franchie dans la phase solide, affectant d’autant I'atténuation au
sens de Beer-Lambert (voir figure 2.2). C’est pourquoi une bonne connaissance de
I'interface et de sa dynamique est requise afin d’effectuer une reconstruction précise.
La stratégie proposée afin de considérer la présence de I'interface est basée sur la pro-
cédure de calibration. La surface est approximée par un plan mobile. Sa position et
son orientation sont déterminées en modifiant la formulation du probléme de mi-
nimisation de I'Eq. 2.16. Dans ce travail, deux nouvelles variables sont ajoutées, soit
I'orientation angulaire § du vecteur normal dans le plan xy, et la coordonnée yp d’'un

point du plan. En d’autres termes, le probléme prend la forme suivante :

2

n (cbj(xk) -or
(2.19)

. m

min
R:Txﬂsﬁ»J’O k=1
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Il s’agit d'une mesure indirecte de la position de l'interface en utilisant la calibration.
Suite al’observation visuelle d'un mélangeur en Ven mouvement, il a été convenu que
'orientation de l'interface demeure sensiblement constante sur une révolution com-
plete, la valeur de 8 étant proche de celle de I'angle de talus du matériau (~ 30°). Ainsi,
la valeur de 8 peut étre déterminée en utilisant 'Eq. 2.19. La valeur de y(¢) est obte-
nue de la méme maniére en résolvant le méme probleme a ¢ = 0 pour obtenir y,. De
la méme fagon, une observation attentive du mouvement de l'interface a révélé une
dynamique simple qui se traduit par une translation le long du champ gravitationnel,
i.e.’axe y dans le probléme. Ainsi, le mouvement d’un point dans le plan représentant

I'interface peut étre approché par :
y(8) = yo + asin® wt, (2.20)

ol w est la vitesse angulaire du mélangeur (rad/s) et a est 'amplitude du mouvement
périodique. Afin d’'illustrer I'effet de I'interface, un traceur a été fixé a une extrémité
d’un point de calibration (voir figure 2.3) et soumis a 10 rotations avec deux différents
niveaux de remplissage. Lorsque le mélangeur est initialement vide, il n'y a pas d’inter-
férence avec la phase solide et I'interface, ce qui géneére un signal périodique. Lorsque
le mélangeur est complétement rempli, le signal est 1égérement affecté par I'atténua-
tion provenant de la phase solide selon la position du traceur par rapport au détecteur.
Entre ces cas limites, la présence d’une interface affecte le nombre d’événements me-
surés. Ceci est observé sur la figure 2.5 qui montre un profil du nombre d’événements
le long de la coupe A-A (voir figure 2.3) avec un niveau de remplissage de 40% durant
une révolution compleéte.

D’abord, la figure 2.4a présente les comptes en fonction de la position angulaire
du mélangeur en V lorsqu'’il est vide. On peut observer que le modele prédit avec une

bonne précision le nombre d’événements enregistrés par le détecteur. Puisqu’il n'y a
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pas d’atténuation avec un niveau de remplissage nul, ceci indique que le modéle pour
le calcul de la variation d’angle solide provenant du déplacement du traceur est bien
implanté. Ensuite, tel que présenté a la figure 2.4b, qui correspond a un remplissage de
40%, la phase solide et la position de I'interface influencent le niveau d’atténuation,
ce qui crée des interactions non négligeables entre les photons émis et les particules,
de sorte qu'une réduction du signal est percue. Conséquemment, afin de positionner
avec précision le traceur dans le domaine, le modéle doit pouvoir connaitre la position
de l'interface. On peut conclure a partir des résultats de la figure 2.4 que I'approche
proposée est fiable pour prédire le nombre d’événements enregistrés pour toutes les
positions du traceur dans le domaine.

La technique de RPT proposée repose donc sur une connaissance a priori de la
position et de la forme de I'interface dans le domaine. Dans le cas d'un mélangeur
en V, trois parametres (3p,0, a) sont utilisés a cette fin. Cette méthode pourrait étre
étendue a d’autres mélangeurs ou géométries, mais pourrait nécessiter davantage de
parametres pour décrire correctement la dynamique de l'interface. Il ne fait aussi au-
cun doute que le champ scalaire de densité dans le domaine provenant, par exemple,
de techniques tomographiques, pourrait faciliter grandement I'obtention de ces para-

metres.

2.4.2 Validation

La technique de RPT généralisée est validée dans quatre différentes situations.

D’abord, la trajectoire d'un traceur en mouvement dans un lit fluidisé a été recons-
truite et comparée a des résultats obtenus par la méthode originale. Les solutions ob-
tenues avec les différentes techniques sont similaires et les quelques différences sont

liées aux critéres de convergence et aux choix des algorithmes d’optimisation. Ensuite,
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Counts

FIG. 2.5 - Profil du nombre de comptes le long de la tranche A-A du mélangeur en 'V a
partir du détecteur 1 montrant la forte anisotropie induite par I'interface : a) 6 = 0, b)

6=mn/2,c)0=mn,d)08=3n/2.

la position des 72 points de calibration a été reconstruite avec une bonne précision
(en moyenne une erreur de 1.5 mm sur la position de la particule). Le troisieme cas
consiste a placer un traceur dans un port de calibration et a initier la rotation du sys-
teme vide a des vitesses entre 20 et 60 rpm. Un résultat typique a 20 rpm est présenté
aux figures 2.6a et 2.6b, montrant la composante x de la position de méme que de
la vitesse. Des résultats similaires sont obtenus pour les composantes y et z. Aucune

perte de précision n’a été détectée a des vitesses plus élevées.

La quatrieme validation est similaire a la troisieme sauf que, dans ce cas-ci, le ni-
veau de remplissage a été fixé a 40% afin de représenter les conditions expérimentales.
Dans ce cas, I'effet de l'interface joue un role majeur, le traceur étant libre de s’y re-
trouver lors d'une révolution complete. Les résultats correspondants, présentés aux
figures 2.6¢ et 2.6d, montrent également une bonne compatibilité entre la position
réelle du traceur et la position obtenue avec la méthode, bien que I'erreur entre celles-
ci soit supérieure au cas impliquant le mélangeur vide. Ceci est particuliérement vrai
lorsque le traceur sort et entre dans la phase solide (i.e. au temps 2.5-5.5 s) qui est lié
al'interface. Une autre source d’erreur est 'hypothése que l'interface est plane, ce qui

est en fait une approximation. Néanmoins, nous devons observer que les troisieme et
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FIG. 2.6 — Validation avec un traceur fixe dans un mélangeur en V vide a 20 rpm. La
ligne en tirets représente la position réelle et la ligne pleine représente la position ob-
tenue par RPT. (a)-(b) : La position (cm) et la vitesse (cm/s) dans le mélangeur vide.
(c)-(d) : La position (cm) et la vitesse (cm/s) avec un niveau de remplissage de 40%

v/v).

quatrieéme validations sont des cas extrémes puisqu’en pratique, le traceur ne sera pas
maintenu fixe dans le domaine, mais sera plutét en mouvement avec 'ensemble des
autres particules, ayant pour effet que le traceur ne sortira pas de I'interface aussi bru-
talement. Afin de compléter cette discussion, et afin de mieux comprendre pourquoi
les erreurs sont maximales lorsque le traceur est hors du lit de particules, une analyse

de sensibilité, tel que détaillée par Godfroy et al. (1997) est présentée.
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2.4.3 Analyse de sensibilité

Définition 2.2. La sensibilité S d’'une fonction ¢ par rapport a une variable x est définie

par

SK)=——= . (2.21)
X

Dans notre cas, ceci représente le changement du nombre d’événements enregis-
trés lorsque le traceur subit un infinitésimal déplacement dx. Suivant les travaux de
Roy et al. (2002), dans le cas d'un arrangement comportant N détecteurs, la sensibilité

globale St est donnée par

N (0ln®;\?
S2(x) = ’) : 2.
T(x) lzzl( o (2.22)
Aussi, la résolution R(x) est donnée par
R(x) = . (2.23)
S(x)V®

Cette valeur est reliée a la précision de la reconstruction. Plus la sensibilité est élevée,
meilleure est la résolution. La figure 2.7 présente le profil de sensibilité St le long de la
coupe A— A. On voit alors que la sensibilité est plus faible lorsque le traceur est hors de
la phase solide. La résolution sera alors plus grande dans ce cas. Ainsi, la précision de
reconstruction est plus élevée lorsque le traceur est dans la phase solide, une situation

réelle en pratique.

2.4.4 Champ de vitesses moyennes

Le champ de vitesses moyennes est obtenu en moyennant les vitesses instantanées
du traceur dans tout le domaine. Un signal typique obtenu par la RPT est présenté a
la figure 2.8. A chaque pas de temps, le traceur est localisé dans un maillage et la vi-

tesse moyenne dans chaque maille pour toute la série de données est calculée. Un
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FIG. 2.7 — Profil de sensibilité S7(%/cm™1) le long de la coupe A-A du mélangeur en V
af=0,b)8=n/2,c)0=n,d) 8 =31/2.
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FIG. 2.8 — Signal typique obtenu montrant les coordonnées x, y, et z durant 4096

points de mesure avec une période d’échantillonnage de 7 ms
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FIG. 2.9 - Champs de vitesses moyennes typiques obtenus apres reconstruction des
trajectoires. (a)-(b) : Position angulaire 8 € [0°, 5°] (cm/s). (c)-(d) : Position angulaire

0 €[177.5° 182.5°] (cm/s).

maillage grossier a été utilisé afin d’augmenter le nombre d’occurrences par maille.
La figure 2.9 montre le champ de vitesses moyennes pour différentes positions angu-
laires. Ceci représente la vitesse moyenne sur un intervalle de +5°. En particulier, une
avalanche de particules est clairement visible sur les figures 2.9a et 2.9¢, ces particules
ayant une vitesse relativement plus élevée. Une attention particuliere a la figure 2.9
révele que, méme si 'interface est considérée comme plane, par hypotheése lors de la
reconstruction, sa position ainsi que sa forme semblent néanmoins conformes aux
observations visuelles. Tel que relevé précédemment, I'interface réelle est une combi-

naison de deux plans qui se rejoignent le long de 'axe de symétrie du mélangeur en V.
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La raison pour laquelle la reconstruction retrouve la forme originale sans égard a ’hy-
pothese du plan, vient du fait que, lorsque le probléeme de minimisation de 'Eq. 2.17 et
I'Eq. 2.18 est résolu, plus d'importance est accordée aux détecteurs a faibles comptes,
ce qui vient du dénominateur. Par exemple, lorsque le traceur est pres de l'interface,
plus d'importance est donnée aux détecteurs derriere cette interface, puisqu’une dis-
tance supérieure est parcourue dans la phase solide, ce qui mene 2 un nombre infé-
rieur de comptes. Conséquemment, puisque le signal mesuré dans ce cas est moins
affecté par la forme et la position de l'interface, |'erreur résultant de 'approximation

du plan pour cette interface est faible.

2.5 Conclusion du chapitre

Dans ce chapitre, nous avons développé une méthode généralisée de RPT afin de
résoudre le probléme inverse dans le cas de systémes avec frontiéres mobiles irré-
guliéres. Cette méthode généralisée, basée sur la méthode de Monte-Carlo originale
(Larachi et al., 1994), utilise un maillage irrégulier pour représenter la géométrie du
domaine. Cette approche rend possible 'étude de I'écoulement dans des systemes
avec des géométries complexes (e.g. mélangeur tdte, mélangeur en V) en obtenant la

trajectoire lagrangienne d’un traceur radioactif en mouvement dans I’écoulement.

Cette méthode de RPT a d’abord été présentée en détail. Quatre différentes va-
lidations ont ensuite été présentées sous différentes conditions opératoires afin de
déterminer la robustesse et la fiabilité de la technique. Une analyse de sensibilité a
également été faite afin d’expliquer I'effet de l'interface sur la précision de la recons-
truction. Cette méthode a finalement été appliquée avec succes sur un mélangeur en

V afin de générer les champs de vitesses moyennes.
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Dans les chapitres suivants, nous allons présenter les analyses plus avancées qu'il
est possible d’effectuer sur les trajectoires lagrangiennes afin, en particulier, d’extraire
des propriétés macroscopiques de mélange ainsi que les caractéristiques de la dyna-

mique chaotique de ’écoulement.
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Chapitre 3

Application de la théorie du chaos en

mélange granulaire

3.1 Contexte

 Dans le cadre du chapitre précédent, nous nous sommes dotés d’un outil de me-
sure qui nous permet d’obtenir 'ensemble des trajectoires lagrangiennes denses dans
un espace compact que nous allons noter par Q. Nous allons dire que ces trajectoires
sont une mesure de I'écoulement ¢(x, t) sur Q. Les propriétés de ¢(x, t) sur cet espace
sont facilement accessibles lorsque nous avons une série de données dans le temps
qui permettent de suivre I’évolution du systeme. C’est I'objectif du présent chapitre
d’introduire les concepts fondamentaux requis pour I'analyse d’une série de données

finies, disons {xj, X, ..., X;»} qui représentent la position d'une particule en fonction

fCe chapitre a été, en partie, publié dans J. Doucet, E Bertrand and J. Chaouki, Experimental charac-
terization of the chaotic dynamics of cohesionless particles : application to a V-blender, Granular Matter,

(2008) volume 10, p. 133-138. (doi :10.1007/s10035-007-0075-x)



34

du temps.

Dans un premier temps, nous allons introduire 'important théoreme ergodique
qui permet de développer une panoplie de propriétés d'un écoulement ¢(<2, ¢) sur la
foi de la mesure d'une seule trajectoire. Nous allons ensuite rappeler les définitions
de Devaney (1988) au sujet du chaos déterministe. Certaines propriétés de séries de
données seront ensuite présentées.

La derniére section de ce chapitre présente les résultats de validation des mé-
thodes proposées. Nous allons appliquer les algorithmes de Grassberger et Procaccia
(1983b) sur une famille de systemes dynamiques connus dont les propriétés chao-
tiques sont connues. Ceci permettra de valider I'implantation numérique avant de

I'appliquer sur une véritable série de données.

3.2 Introduction

Dans ce chapitre, et quelques chapitres subséquents, nous allons utiliser la no-
tion de mesure et d’espace de probabilité. Un espace de probabilité, noté par le triplet
(X,98,u) définit un ensemble de variables X sur un sous-ensemble d’espaces mesu-
rables 9 doté d’'une mesure u telle que (%) = 1. On dit que p est une mesure de
probabilité. Nous allons aussi utiliser des fonctions f € LP(Q) ouI’ensemble L?(Q2) est
I'ensemble des fonctions Lebesgue intégrables sur un espace mesurable Q. Ces no-

tions reviendront successivement dans les chapitres suivants.

3.3 Lethéoréme ergodique

Ce théoreme est a la base de notre approche expérimentale. En effet, la méthode

de RPT développée au chapitre 2 permet d’obtenir une série de données qui consiste
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en la position d'un seul traceur en fonction du temps, i.e. une série {x;, x2, ..., Xm}
ol la dimension m de la série de données dépend du temps d’observation du sys-
teme. Autrement dit, si le systéme est observé a une période T, alors le temps total ¢
d’observation d’une série de dimension m est t = mT. Le théoréme ergodique stipule
alors qu’alalimite, 'observation d'une seule trajectoire d’'un systéme pendant une pé-
riode infinie est équivalente a observer toutes les trajectoires sur un espace compact
Q c R3. En d’autres termes, on considére un espace de probabilité (X, 98, W, e L! ()

et T: X — X une transformation préservant la mesure. Alors si T est ergodique :

1 n-1
lim = Y ¢(T*x) = / ddw 3.1)

n—-ocon k=0

pour tout x.

3.4 Définition de chaos

Plusieurs travaux en mélange réféerent aux travaux de Ottino (1989) lorsque 'on
traite de la notion de chaos en fluide. En effet, la majorité des travaux en fluide adoptent
une approche systématique de caractérisation de la dynamique chaotique afin d’ob-
tenir de I'information sur l'efficacité de mélange dans les écoulements laminaires de
méme que sur la structure méme de 1'écoulement (Ottino, 1989; Franjione et Ottino,
1987; Heniche et al., 2005a). Néanmoins, ce n’est que récemment que l'intérét s’est
porté vers I'application de cette approche aux écoulements particulaires, notamment
par les travaux importants de Khakhar et al. (1999).

Une condition nécessaire a la présence de chaos au sens de Devaney (1988) réside
dans la sensibilité d'un écoulement ¢ (x, ), sur un espace compact 2, a ses conditions
initiales xy. Nous allons présenter ici la définition stricte de sensibilité aux conditions

initiales.
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Définition 3.1. Soit un ensemble compact Q2 < R" invariant sous l'écoulement ¢(x, t)
(i.e. (Q, 1) c Q pour tout t = 0). L'écoulement ¢(x, t) est dit sensible aux conditions
initiales sur Q s'il existe un € > 0 tel que pour tout x € Q, et tout voisinage U de x, il

existe uny € U pour tout t > 0 tel que |p(x, 1) —P(y, 1) > €.

Autrement dit, pour tout point x € Q, il existe (au moins) un point arbitrairement
proche dans Q qui diverge de x. A partir de cette définition, une définition plus géné-

rale d’'un espace chaotique est proposée.

Définition 3.2, L'ensemble compact Q2 est dit chaotique si : a) p(x,t) a une sensibilité
aux conditions initiales sur C, b) ¢p(x, t) est topologiquement transitif sur 2, c) les or-

bites périodiques de ¢(x, t) sont denses dans Q).

Cette définition requiert la transitivité topologique et une couverture dense de I'es-
pace par les trajectoires périodiques. La transitivité topologique indique que tout voi-
sinage dans I'espace d’'un systéme chaotique est éventuellement visité par une tra-
jectoire d'un point placé dans un autre voisinage. La troisieme condition signifie que
I'ensemble des orbites périodiques dans Q est tel qu’entre n'importe quels points ar-
bitrairement voisins dans (), il existe une autre trajectoire qui est aussi dans Q. Pour le
reste de 'analyse, nous allons poser que les conditions nécessaires sont remplies, i.e.
que les trajectoires sont denses et que I'écoulement est transitif dans I'espace.

Tel qu’indiqué précédemment, ce n'est que récemment que la présence du chaos
en mélange granulaire est apparue par les travaux de Khakhar et al. (1999). La majorité
des travaux ont été effectués sur des mélangeurs sphériques et cubiques par Gilchrist
(2003); Gilchrist et Ottino (2003). En particulier, ils ont identifié que le mélange dans
les mélangeurs sphériques est faible en raison du fait que les lignes d’écoulement ne

s'intersectent pas et que I'étirement d'un élément de volume est linéaire, ce qui est une
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caractéristique de systemes non chaotiques (Jain, 2004; Ottino, 1989). En appliquant
une vitesse angulaire avec oscillations périodiques ou en créant des systemes de mé-
lange avec frontiéres irréguliéres, I'émergence de chaos a pu étre observée (Khakhar
etal., 1999).

La présence abondante d’équipements de mélange dans l'industrie n'a pas su mo-
tiver autant d’intérét dans I'étude du chaos comme point de départ pour une quan-
tification de la dynamique de mélange. En effet, la majorité des travaux impliquant
la caractérisation de la dynamique chaotique des systémes particulaires ont été effec-
tués dans des réacteurs polyphasés, dont particulierement en lits fluidisés (Cassanello
et al., 1995; Kiared et al., 1997; Larachi et al., 1996; Limtrakul et al., 2005; Larachi et al.,
1995a; Cassanello et al., 1996, 1999; Roy et al., 1994; Hay et al., 1995) et dans les co-

lonnes a bulles (Hay et al., 1996).

3.5 Mesure du chaos par analyse des signaux

Dans cette section, nous allons introduire plusieurs concepts propres a la théorie
du chaos qui servent a définir une mesure de la dynamique du systéeme. Soit 'espace
de probabilité (X, 98, u), une série de données et un champ X, lequel associe pour

chaque 7 € N une valeur X (n).

Définition 3.3. La série X(n) est dite stationnaire s'il existe une mesure de probabilité
i dansRF si pour tout opérateur g : R* — R, nous avons :
1 N-1
dug= lim — X(@@), ., X(i+k-1 3.2
/nglik N—»oong(’)g(() ( ) 3.2)
Le terme de droite dans Eq. 3.2 représente I'espérance del'opérateur g. En d’autres

termes, une série est dite stationnaire si sa moyenne est constante dans le temps.
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3.5.1 Dimension delattracteur

Il est relativement commun que les expériences et simulations de systémes dyna-
miques révelent un régime transitoire suivi d'un régime asymptotique. Conséquem-
ment, il devient naturel qu'un point f(x, f) qui représente le systeme se situe sur un
bassin attractif. Il est toutefois reconnu que plusieurs systemes dissipatifs non liné-
aires n'approchent pas d’états stationnaires de maniére asymptotique, mais tendent
plut6t vers des attracteurs étranges autour desquels le mouvement est chaotique (Grass-
berger et Procaccia, 1983c; Eckmann et Ruelle, 1985). D’apres Eckmann et Ruelle (1985),
il existe différents types d’attracteurs tels que a) les points fixes, b) les orbites attrac-
tives, c) les attracteurs quasi-périodiques et d) les attracteurs étranges (e.g. Henon,
Feigenbaum). Ce qui est proposé dans ce travail est de pousser davantage la caracté-
risation des attracteurs présents dans les systemes de mélange dans des situations de
mélange plus complexes. En effet, bien que les sections de Poincaré soient une ap-
proche commune et relativement simple pour effectuer la caractérisation des trajec-
toires, elles ne révelent qu'une partie des informations de I’évolution des trajectoires.

Nous allons ici introduire cette définition de Eckmann et Ruelle (1985) d’un attracteur.

Définition 3.4. Un attracteur est un ensemble d’états invariants sous une dynamique
que les états voisins d’'un bassin d’'attraction approchent asymptotiquement au cours de

l'évolution du systeme.

La dimension d’un attracteur est le premier niveau d’information atteignable pour
caractériser ses propriétés. Plusieurs dimensions existent, soit basées sur une mé-
trique (e.g. capacité et dimension de Hausdorff) ou sur les dimensions probabilis-
tiques (e.g. capacité-{, dimension-9). Les définitions détaillées de ces derniéres peuvent

étre trouvées dans la revue remarquable de Farmer et al. (1983). Les travaux précé-
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dents de Cassanello et al. (1999, 1995) ont prété une attention particuliere a la me-
sure de la dimension de Hausdorff dans les réacteurs polyphasés afin de démontrer la
présence de chaos dans ces systeémes, tel que le suggéraient les travaux de Daw et al.
(1990); Daw et Halow (1992). Afin de pouvoir caractériser la dimension des attracteurs
présents, 'algorithme de Grassberger et Procaccia (1983b) a été utilisé afin d’obtenir
cette mesure a partir d'une série de données reliant la position d’un traceur au cours

du temps dans un espace.

Dans notre cas, nous désirons obtenir la corrélation de la distance entre différentes
positions formant une suite {x;};=1..n dans un espace compact Q2. Pour ce faire, I'ap-
proche consiste a construire un vecteur de plongement X = {Xj, X,...Xps}. Chaque
élément est donné par le m-tuplet X; = {x;, X;+J,..., Xi+(m-1)7} ou m est dit la dimen-
sion de plongement et J est la période. Ainsi, X est un vecteur contenant M entrées
de m-tuplets avec M = N — (m —1)]. Cette méthode de plongement par délais a été
proposée par Takens (1981) et il est démontré que cette transformation est difféomor-

phique par le théoréme de plongement. Dans le cas d’une trajectoire dans R3, une
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généralisation peut étre effectuée. Par exemple, si nous avons la suite de N positions :

X1, Y1, %1

X2, Y2, %2

XN, YN» ZN;

alors, nous construirons la séquence suivante :

{x}z{xl’ Y1, 21, X2, Y2, 225 -y XN, YN» ZN}y (303)

de sorte que chaque m-tuplet sera donné par X; = {X;, Xi+,..., Xi+(m-1)}. Le plonge-
ment aura alors M entrées telque M =3N - (m-1)].

Ce travail de plongement est nécessaire pour la simple raison que le nombre de
dimension de I'écoulement (et non de 'espace Q) est inconnu. Par exemple, bien que
le systéeme a 1'étude supporte 3 dimensions (i.e. x, y, z), 'écoulement peut présenter
plus (ou moins) de dimensions. Ceci est le cas dans les écoulements avec conditions
frontieéres périodiques pour lesquels la variable de temps est absolument nécessaire
pour décrire I'écoulement. Ainsi, afin d’étudier correctement le systeme, il faut étre en
mesure d'utiliser des coordonnées représentant les points de I'écoulement dans suffi-
samment de dimensions pour pouvoir permettre sa caractérisation. Avec le théoreme
de Takens (1981) et en utilisant la méthode des délais, il est donc possible de générer
autant de dimensions a partir d'une série de données.

Posons H(x) la fonction de Heaviside'. Alors, la fonction de corrélation C(¢) pour

un plongement de dimension m devient (Sprott, 2003) :

2 N N
CEe)=———— H(e—-r;j 3.4
(€) NN-1) ]'Z’=1i—_-§_’;1 (e—rij) 3.4)

fi.e. H(e,r) =1sir <e, 0 sinon.
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avec r;;j = | X; — X;||. Pour les besoins de I'analyse, nous allons supposer que Q2 forme

un espace de Lebesgue avec la norme L () qui prend alors la forme :

m
2 2
1X:i — Xj1° = Y (Xisvtk-1) — Xivtk—1)7) (3.5)
k=1
Cette fonction C(e) est en fait le nombre de points a l'intérieur d'un cercle de rayon
€ normalisé, de telle facon a ce que C(¢) = 1 lorsque € est suffisamment grand pour
inclure tous les points de I'espace. Afin de déterminer la dimension de corrélation v,

nous posons, tel que proposé originalement par Grassberger et Procaccia (1983a), que

cette double somme suit une loi donnée par :
Cle) ~€¥ (3.6)

Tel que largement discutée dans la littérature, cette valeur de v est une approxima-
tion de la véritable mesure de la dimension de Hausdorff D de I'attracteur tel que
v < D. En effet, il y a autant de maniéres de calculer une dimension d’un attracteur,
mais aucune ne peut véritablement prétendre mesurer la véritable dimension de l'at-
tracteur (Sprott, 2003). Néanmoins, la représentation physique de cette dimension est
le nombre de modes actifs dans le systéme ou encore le nombre de degrés de liber-
tés (Theiler, 1986) et constitue une des mesures les plus communes pour caractériser
'étrangeté des attracteurs (Farmer et al., 1983; Grassberger et Procaccia, 1983a). En
suivant les définitions acceptées (Farmer et al., 1983; Eckmann et Ruelle, 1985; Grass-

berger et Procaccia, 1983a), la dimension généralisée est définie de la facon suivante :

Définition 3.5. La dimension de corrélation généralisée est définie par :

v = lim 2.C© 3.7)
T e=0 dlne ° )

En pratique, il est facile de voir que la dimension de corrélation v peut étre obtenue

en tracant In(C(e)) versus In(e) et alors la pente de la droite est v. Dans le cas ol la
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série de données est finie de dimension N, la valeur de € ne peut étre inférieure a la
plus petite des N? distances dans I’espace prolongé. Cet aspect spécifique est traité en
détail par Theiler (1986). Dans le contexte de ce travail, nous allons poser '’hypothese
que la série de données couvre une période de temps d'observation suffisante, i.e.
la plus longue période du systéme est au moins inférieure au temps d’observation.
Le choix de la dimension de plongement m est préférablement choisie telle que m =

2D+ 1 (Takens, 1981).

3.5.2 Exposant caractéristique

Un aspect important des systémes dynamiques repose sur I'étude de I'évolution de
la distance entre deux points initialement infiniment voisins (figure 3.2). En d’autres
termes, il est important de définir les propriétés de stabilité d'une orbite sur un attrac-
teur. Pour ce faire, considérons un systeme avec m dimensions dans I’espace de phase
I'. Au temps £ =0, le systéme est en X dans I'espace. Le systéme évolue dans le temps
suivant un écoulement ¢(xy, f). Si les conditions initiales sont perturbées infinitési-
malement par §xy, le systéme évolue alors suivant une trajectoire infinitésimalement

différente soit ¢ + 0¢p spécifiée par :
dp(Xo, 1) = M() - 0Xo, (3.8)
ol la matrice M(#) est la matrice jacobienne de la transformation ¢ évaluée en xy.

Définition 3.6. Les indices de Lyapunov A; sont les taux de croissance d’'une perturba-

tion moyenne 6xy donnés par :
Ai = tlif&ln|ﬂi(t)|» (3.9)

ol u; est la i°™€ valeur propre de M(t).
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¢(xo + dx0,t)

(620 — 0)

FIG. 3.2 - Deux particules initialement infiniment voisines suivront deux évolutions
distinctes selon le niveau de chaos présent dans le systéme. Le taux de séparation ex-

ponentiel des trajectoires est donné par I'exposant de Lyapunov.

Il existe deux approches courantes pour le calcul de I'exposant maximal de Lyapu-
nov. La premiere consiste a rechercher dans la série de données, deux points tres voi-
sins et leurs trajectoires sont suivies jusqu’a ce que cette distance devienne tres grande
(algorithme de Wolf). Tel que discuté par Sprott (2003), cet algorithme assume, mais
ne vérifie pas la divergence exponentielle et ne peut alors pas distinguer le chaos du
bruit de la mesure. Afin de surpasser cette limitation, une méthode alternative a été
proposée. Le point le plus proche X; de chaque point X,, du plongement de dimen-
sion m est d’abord cherché (Rosenstein et al., 1993). Le taux logarithmique moyen de

séparation de ces deux points pour les k itérations suivantes est ensuite donné par :

1 N-k

> logl X;—g = Xn-il® (3.10)

L=
K AN-—k-m+1) =,

La valeur de I'indice de Lyapunov maximal est ensuite calculée par :

dLy
A= W’ (3.11)

pour des valeurs intermédiaires de k. Tel que discuté dans les références citées précé-
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demment, de petites valeurs de k doivent étre ignorées puisque les points n'ont pas eu
suffisamment de temps pour s'aligner le long des directions d’expansion maximales
et certaines erreurs numériques (e.g. arrondis et bruit) peuvent brouiller la mesure
de la séparation. D’un autre coté, de grandes valeurs de k doivent étre aussi ignorées
puisque la séparation entre les particules atteint ultimement la dimension de I'attrac-

teur.

3.5.3 Entropie de Kolmogorov

Une quantité intéressante pour les systemes chaotiques réfere au taux de perte de
prédictibilité. Lentropie de Kolmogorov-Sinai décrit le taux maximal auquel le sys-
teme produit de I'information sur ses trajectoires dans 1’espace de phase (de Wijn,
2005). Son inverse constitue une approximation du temps en de¢a duquel une pré-
diction raisonnable demeure envisageable. La perte d’information dans les systémes
chaotiques provient de la divergence exponentielle de trajectoires infiniment voisines.

Considérons un systeme dynamique avec v degrés de liberté. Supposons que 'es-
pace de phase de dimension v est partitionné en boites de dimensions €”. Supposons
qu’il existe un attracteur dans I'espace de phase et que la trajectoire x(z) est dans le
bassin d’attraction. Les états du systéme sont alors mesurés a intervalles de temps 7.
Soit p(iy, i, ..., ig) la probabilité d’avoir x(¢ = 7) dans la boite i1, x(¢ = 27) dans la boite
iy, ..., et X(f = d7) dans la boite i;. Lentropie de Kolmogorov est alors définie par :

d

1
K=-1m — ) pli,...in) Inp(iy,..., in). (3.12)
d—-%o dT n=1

Des valeurs positives de I'entropie indiquent une évolution chaotique, des valeurs in-
finies indiquent une évolution complétement aléatoire et une valeur nulle indique un

systeme ordonné (Grassberger et Procaccia, 1983b; Cassanello et al., 1995). D’un point
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de vue analytique, il est relativement facile d’estimer la valeur de K a partir des équa-
tions décrivant I’évolution de la distance entre deux points infiniment voisins. Pour ce
faire, nous allons maintenant introduire la fonction de corrélation C(d,¢) avec d € Z*
et d < N donnée par:

2 N-d N-d

C(d,€) = N-dN=d=D J; inZH H(e-rij(d) (3.13)

ou la valeur de r; ;(d) est donnée par (Grassberger et Procaccia, 1983b) :

d-1 z
rij(d) =( llXi+k—Xj+kI|2) (3.14)
k=0

Ainsi, par définition, la valeur de Kj, correspondant a I'entropie métrique, est donnée

par:

1 ,
lim In—c @9

Tm=%  C(d+1,€)

K= (3.15)

En pratique, cette limite est calculée en tragant In C(d, €) en fonction de In(¢) pour une
série de valeurs de dimensions d croissantes. Une série de droites avec une pente v est
obtenue avec un déplacement de exp(—d7Kj), ou T est le temps de séparation entre
les points (typiquement le pas de temps). Cette méthode est présentée en détail dans
(Grassberger et Procaccia, 1983b) et appliquée sur des systemes réels dans (Cassanello
et al., 1995). En pratique, la valeur de d ne devrait pas étre trop grande afin d’éviter de
dégrader les résultats en raison de la dispersion des données (Sprott, 2003). Lentro-
pie K; (Eq. 3.12) est une borne inférieure pour la somme des exposants de Lyapunov

positifs.

3.5.4 Sections de Poincaré

Les travaux qui ont touché la caractérisation des sections de Poincaré en mélange

granulaire proviennent essentiellement de Ottino et collaborateurs. Il s’agit d'une ex-
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F1G. 3.3 - Différentes sections de Poincaré pour géométries avec différentes excentri-

cités. Tiré de Khakhar et al. 1999.

tension des travaux entrepris dans le domaine du mélange chaotique de fluides (Ot-
tino, 1989). En supposant que le systeme dynamique est déterministe, il existe une

regle qui régit la dynamique, bien qu’elle puisse étre complexe et non linéaire.

Définition 3.7. Soit {z], 2, ..., 2} un ensemble d’intersections de trajectoires avec une

surface transversale I'. Lapplication de Poincaré est Uapplication g : T — T telle que

Zp+1 = P(2n).

Une discussion détaillée sur le choix approprié de la section I' est présentée dans
(Sprott, 2003; Wiggins, 1992, 1990). Cette méthode permet d’étudier le systeme dy-
namique en lui retirant une dimension. Dans le cas d'un écoulement périodique, il
est naturel de prendre une section a une période constante afin de générer une pro-
jection stroboscopique. Ceci représente ce qui serait vu si une lampe stroboscopique
synchronisée illuminait la trajectoire a la fréquence voulue. Un exemple typique est
présenté a la Fig. 3.3 ot la section de Poincaré est calculée pour différentes géomeé-

tries.
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3.6 Vérification de I'implantation

Dans cette section nous allons appliquer les méthodes numériques proposées afin
de calculer les propriétés d’attracteurs étranges connus. Pour ce faire, nous allons étu-
dier les attracteurs simples (Logistic map, Henon map, Tinkerball map, Burger’s map)
de méme que des attracteurs de systémes différentiels dissipatifs relativement plus
complexes dont I'oscillateur de van der Pol, I'attracteur de Lorentz et I’attracteur de

Réssler.

3.6.1 Présentation des systemes étudiés

Nous allons ici introduire les attracteurs qui feront I'objet de I'étude en utilisant
I'approche introduite dans les sections précédentes. Ces systemes sont tirés de Sprott
(2003). La figure 3.4 présente la structure des attracteurs de Lorentz et de Rossler.

TAB. 3.1 - Systemes chaotiques étudiés

Systéme Equations Conditions initiales
Transformation logistique X,;) = AX,(1 - X},) A=4et Xy=0.1.
Transformation Xn+1=1-aX2+bY, a=14,b=0.3
de Henon Yne1 = Xpn Xp=0etYy;=0.9.
x=0(y—x) 0=10,r=28,b=8/3
Lorentz y=—xz+rx-y Xp =0, yo=-0.01
Z=xy-bz Zp=9
X=-y-z a=b=02,¢c=5.7
Rossler y=x+ay X=-9y=0
z=b+z(x-¢c) Z0=0

Suite a la page suivante
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Systtme Equations Conditions initiales

Altracteur de Lorentz Attracteur de Rossler
T T T T

o N N o ©
T T T T

(a) {b)
FIG. 3.4 — Exemple de deux attracteurs faisant I'objet de la validation. (a) Une projec-
tion dans le plan x — y de I'attracteur de Lorentz. (b) Une projection dans le plan x — z

de I'attracteur de Rossler.

3.6.2 Dimension de I’attracteur

Dans un premier temps, nous allons calculer la dimension des attracteurs a I'aide
de I'Eq. 3.7. Un exemple de la relation entre la dimension € et la fonction de corréla-
tion C(e) est présenté a la figure 3.5. La pente de la droite de régression est calculée
et les résultats sont présentés au tableau 3.2. Nos essais ont été faits avec 1 000 000
de points. Pour les systemes dynamiques (i.e. Lorentz et Rossler), nous avons échan-
tillonné a intervalles de 0.01 et 0.001 seconde respectivement. Les résultats obtenus
concordent bien avec les résultats obtenus par Sprott (2003) et ceci permet de vérifier

notre implantation pour le calcul de la dimension fractale de I’attracteur.
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Corrélation de l'attracteur de Lorentz ) Corrélation de I'attracteur de Rossler
s 10 . ——
2 . 100+
10 .
» B .
- 107 .

) . =
O .4 g

10 o .

oI s
’ 10°
0% L7
: : 1078 - - + e

10" 0" 10" 10" 10° 107 107" 10°

(a) (b)
FIG. 3.5 — Fonction de corrélation en fonction de la dimension €. (a) Les résultats ob-
tenus pour 'attracteur de Lorentz et (b) les résultats pour l'attracteur de Rossler. La

tendance log-linéaire est clairement observée.

3.6.3 Indice de Lyapunov maximal

Nous allons maintenant appliquer les Egs. 3.10 et 3.11 sur les mémes séries de
données obtenues en 3.6.2. Pour le Henon map, nous allons employer un plongement
de dimension m = 2 tel que suggéré par Sprott (2003); Rosenstein et al. (1993). Dans
le cas des autres attracteurs de dimension supérieure (i.e. Lorentz et Rossler), nous
allons utiliser un plongement de dimension m = 3. La période choisie est J = 1 tel
que discuté aussi par Rosenstein et al. (1993). La valeur de J qui permet de minimiser
I'erreur avec la véritable valeur est celle qui permet de diminuer la valeur de la fonction
d’autocorrélation d'un facteur 1 - 1/e. Ce résultat, bien qu’empirique, a été vérifié par
Rosenstein et al. (1993) dans le cas des attracteurs qui nous intéressent. Les résultats
obtenus sont résumés au tableau 3.3. Un exemple de la courbe obtenue de Ly (k) est
présenté a la figure 3.6. On y voit clairement la relation linéaire. De plus, la pente de
cette droite est la valeur de l'indice de Lyapunov maximal. Une discussion compléete

au sujet du choix de la dimension de plongement m ainsi que sur le nombre de points



50

TAB. 3.2 - Dimensions des attracteurs obtenus par notre implantation et comparaison

avec la littérature

Ce travail Sprott Erreur

Attracteur
v N m J v N m J (%)

Logistic 0.9536 1x10° 1 1| 1.0(exact) 4157923 1 1 4.6
Henon 1.212 1x10% 2 1]1.220+£0.036 3337922 2 1 0.65
Lorentz  2.092 1x10®° 3 1] 2.068+0.086 2678976 3 1 1.2

Rossler 1.855 1x10% 3 1| 1.991+0.065 3196115 3 1 6.8

requis est présentée dans Rosenstein et al. (1993).

Indice de Lyapunov pour Henon Map Indice de Lyapunov pour Lorentz
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FIG. 3.6 — Courbe de Li(k) en fonction de k. La pente de la droite est la valeur de
I'indice de Lyapunov maximal A,. (a) Pour I'attracteur de Henon, (b) pour l'attracteur

de Lorentz.

3.6.4 Entropie

De maniere similaire, nous allons appliquer la méthode de Grassberger et Pro-
caccia (1983b) sur le Henon map afin de valider les résultats obtenus (les conditions

d’analyse sont les mémes, i.e. m = 2 et J = 1). Un exemple de la courbe obtenue pour
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TAB. 3.3 — Indices de Lyapunov maximaux

Ce travail Sprott Variation
Attracteur
M N M N (%)
LogisticMap 0.693 3.2x10* In2 (exact) 0.02
HenonMap 042 3.2x10* 042 3.2x104 0.0
Lorentz 0.882 5.0x10* 09056 1.0x10° 3.0

TAB. 3.4 — Entropie métrique pour différents attracteurs

Ce travail (Grassberger et Procaccia, 1983b) Variation

Attracteur
K N K N (%)

HenonMap 0.338 15000 | 0.325 £ 0.02 15000 4.0%

différentes valeurs de d est présenté a la Fig. 3.7. Le tableau 3.4 présente les résultats

obtenus et ceux de la littérature.

3.7 Application a deux systemes de mélange a retourne-
ment

Afin de montrer I'intérét de I'approche proposée, nous considérons deux systémes
completement différents, un mélangeur en V de 16 quarts (50% de remplissage v/v) et
un mélangeur cylindrique (diameétre interne de 29 cm, longueur de 29 cm. avec 20% de
remplissage v/v). La raison du choix de ces deux systémes est que dans le premier cas
(mélangeur en V), une périodicité temporelle apparait dans I'écoulement d a I'asy-
métrie angulaire de la géométrie, alors que dans le cas du cylindre, I'écoulement est
stationnaire et contient environ deux dimensions actives (Ottino, 1989; Khakhar et al.,

1999). Le matériel utilisé consiste en des billes de verre (3 mm de diameétre) dans le
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Entropie métrique K1
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FIG. 3.7 — (a) Entropie de Kolmogorov calculée a différentes valeurs de d. (b) Valeur de

la fonction de corrélation pour différentes valeurs de 4.

mélangeur en V et de particules de lactose-avicel (d5p=780 ym) dans le cylindre. La
granulométrie du lactose-avicel a été analysée avec un analyseur de tailles de parti-

cules Sympatec et les résultats sont présentés a la figure 3.8.

3.8 Résultats et discussion

La dimension de l'attracteur caractérisant I’écoulement des particules dans le mé-
langeur en V et dans le mélangeur cylindrique est d’abord calculée en utilisant I'équa-
tion 3.7. Le graphique de la fonction de corrélation pour différentes valeurs de € est
ensuite présenté a la figure 3.9. Ces fonctions de corrélation sont calculées en utilisant
N =1283000 points et un délai J = 1. Des valeurs différentes de ] n’'ont pas semblé af-
fecter les résultats obtenus. La période d’échantillonage du signal est de 7 ms. Tel que
montré au tableau 3.5, une pente de 3.78 et 2.82, associée au mélangeur en V et au
mélangeur cylindrique respectivement, est obtenue avec m = 15 lorsque € tend vers 0,
i.e. dans la région ou € < 0.1. Cette pente semble converger vers une asymptote pour

des valeurs croissantes de m, tel qu’attendu par la littérature. La présence de deux
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FIG. 3.8 - Clichés microscopiques (SEM) des particules sphéronisées lactose-avicel

utilisées dans le cylindre. a) 50X, b)500X, c¢) Distribution granulométrique des parti-

cules utilisées.
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C(e)

(a)

0.00t

0.1

F1G. 3.9 — Fonction de corrélation pour différentes valeurs de ¢ montrant un compor-

tement log-linéaire pour différentes valeurs de m dans a) le mélangeur en Vet b) le

cylindre.

TAB. 3.5 - Valeurs de v pour des valeurs croissantes de m.

m v (mélangeur en V10RPM) v (Cylindre 20RPM)
3 2,77 2.22
7 3.34 2.37
9 3.73 2.75
15 3.78 2.82

plateaux dans le cas du mélangeur en V peut étre attribué a 'existence de deux at-

tracteurs. Le tableau 3.5 présente les valeurs de v pour des valeurs croissantes de m.

Une valeur non entiére de v suggere la présence de mélange chaotique. Néanmoins,

ce critere issu de la théorie est difficile a interpréter en pratique puisque la mesure

contient probablement une incertitude ainsi qu'un bruit difficile a identifier. La pré-

sence de chaos sera, a ce titre, davantage mise en évidence par le calcul de I'indice de

Lyapunov.
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FIG. 3.10 — Evolution de L pour des valeurs croissantes de k avec deux valeurs de m
pour a) le mélangeur en Vet b) le cylindre. L'indice de Lyapunov est donné par la pente

de la partie linéaire de la courbe.
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Le graphe de L en fonction de k pour le mélangeur en V et le cylindre est présenté
ala figure 3.10. La présence d'une zone linéaire est une signature du chaos, signifiant
que la distance entre les trajectoires dans I'espace a dimension m croit de facon expo-
nentielle (Sprott, 2003). La valeur de I'exposant de Lyapunov maximal dans les deux
cas est de 0.16s7! et 0.47s~! pour le mélangeur en V et le cylindre respectivement. Des
valeurs inférieures de cet indice dans le cas du mélangeur en V peuvent s’expliquer par
la différence dans le niveau de remplissage, la littérature s’entendant sur le fait qu'un
niveau de remplissage plus élevé augmente significativement le temps de mélange
dans ce type de géométrie (Lemieux et al., 2007). Des valeurs positives confirment que
I’écoulement présente des structures chaotiques. De plus, a partir de la figure 3.10, il
est possible d’observer que la valeur de I'indice de Lyapunov maximal est indépen-

dante de la dimension m, tel que prévu par Sprott (2003).

3.9 Conclusion du chapitre

Dans ce chapitre, nous avons présenté les différents outils empruntés de I'analyse
des systémes dynamiques pour déterminer des propriétés de mélange de systemes
particulaires dans des géométries spécifiques. Une vérification de notre implantation
a d’abord été effectuée sur des systémes dont les parametres sont documentés. Nous
avons ensuite utilisé ces outils sur les mesures non intrusives obtenues par la méthode
développée au chapitre 2 (RPT). En particulier, deux systemes modeles, soit le mélan-
geur en'V et le mélangeur cylindrique, ont été étudiés avec cette approche, permettant
de mettre en lumiere les capacités de notre approche expérimentale sur des systémes
a quelques dimensions (e.g. le mélangeur cylindrique) et sur des systémes a plus de

trois dimensions (e.g. le mélangeur en V). Les résultats obtenus confirment que cette
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approche puissante d’analyse des écoulements peut étre utilisée pour quantifier 1’effet
de plusieurs parameétres d’opération sur les performances des équipements étudiés.
11 est néanmoins difficile de ramener les résultats obtenus a partir des métriques
définies par'analyse du chaos a des valeurs plus communes de mélange tel que I'écart-
type relatif (RSD) et la covariance en fluide (COV), qui permet de quantifier la distri-
bution de mélange par rapport a une concentration par exemple. Ou encore, il est
difficile de déterminer s'il existe des axes spécifiques le long desquels le mélange est
plus performant que d’autres. Autrement dit, I'information obtenue a partir de I'ana-
lyse présentée ici est le reflet de ce qui se passe localement dans le systéme et ne refléte
que trés peu ce qui se passe a une autre échelle de caractérisation. C’est pourquoi le
chapitre suivant s’attarde a cette question en permettant de définir, a partir de me-
sures locales issues de la RPT, une métrique invariante de mélange qui caractérise
I’homogénéité du mélange des particules dans un espace quelconque, ainsi que les

axes principaux de transport.
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Chapitre 4

Définition d’'une mesure pour le

mélange granulaire

4.1 Contexte

"Une des questions centrales & ce moment de la these est de déterminer une ap-
proche permettant de quantifier le mélange en utilisant une mesure lagrangienne (ou
locale) de I'écoulement. Ceci est motivé par le fait que nous avons une mesure locale
des trajectoires d'une seule particule via I'utilisation de la RPT ou de solutions de mo-
déles numériques (c.f. chapitre 2-3). Lhypothése a la base de ce chapitre provient de
I'observation suivante. Lorsqu’on définit un systeme comme étant mélangé, on le dit

mélangé par rapport a la situation initiale et par rapport a la disposition spatiale des

TCe chapitre a été soumis intégralement pour publication dans J. Doucet, E Bertrand and J.
Chaouki, A measure of mixing from Lagrangian tracking using principal component analysis, Chemi-
cal Engineering Research and Design. Transactions of the Institution of Chemical Engineers : Part A.,

Soumis.
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composants. Par exemple, on verse des ingrédients dans une trémie, disons un cy-
lindre pour I'instant, et '’objectif aprés 'opération de mélange est que les ingrédients
soient uniformément répartis dans I'espace compris a I'intérieur de la trémie. Il y a
donc un aspect important lié a 'espace. D’un point de vue théorique, ceci revient a
mesurer la corrélation entre la position des particules dans I’espace et leur position a

un autre moment, disons la situation initiale, dans le systeme.

Maintenant, reprenons 1’exemple avec une trémie non symétrique. La différence
avec le cas précédent est frappante. Supposons que la géométrie soit un cube avec des
arétes de longueur L. Regardons une tranche de ce cube dans le plan cartésien x — y.
Nous aurons alors —L/2 < x < L/2 et de méme pour —L/2 < y < L/2. Supposons que
nous calculons la corrélation entre la position des particules dans cette zone avec leur
position initiale dans cette méme zone. Nous aurons alors des valeurs de x et y pour
les particules qui seront comprises entre —L/2 et L/2. Maintenant, supposons que le
systéme est soumis a une rotation de 45 degrés. Les valeurs possible de x et y sont
maintenant différentes puisque —v/3/4L < x < v/3/4L et de méme pour y. Ainsi, de
maniére absolue, la corrélation mesurée a cet instant ne pourra pas étre comparée a
celle calculée au temps précédent puisque le référentiel introduit un biais. Le moyen
de se sortir de cette impasse consiste a redéfinir le systeme de coordonnées pour tou-

jours garder une mesure invariante. Cette approche fait I'objet du présent chapitre.

Les approches généralement employées pour la quantification du mélange reposent
sur des méthodes expérimentales basées sur les statistiques spatiales. L'état d'un sys-
téme est dit mélangé lorsque, et nous le verrons plus tard dans ce chapitre, la variance
d’une distribution de concentrations parmi les échantillons prélevés tend vers zéro.
Parmi les techniques disponibles pour faire ce genre d’analyse, on peut noter les mé-

thodes utilisant des traceurs colorés. Dans ce genre d’applications, les teintures sont
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généralement sensibles au changement de pH de sorte qu’'un petit volume de solu-
tion, pour lequel le pH a été abaissé, est introduit dans un systéme a 'aide d'une se-
ringue. Pendant que le traceur se disperse et se distribue dans le systéme, la couleur
de la solution change et l'intensité de la coloration se relie a la concentration du tra-
ceur dans différentes régions du systeme (Delaplace et al., 2004; Cabaret et al., 2007).
D’autres techniques existent basées sur la fluorescence (Pineault et Cloutier, 1972), la
thermographie (Lee et Yianneskis, 1997) ou différentes techniques tomographiques,

telles que colligées dans I'article de Chaouki et al. (1997).

Dans les systemes opaques, dont les systémes granulaires font partie, les méthodes
basées sur I’analyse optique ne peuvent pas étre appliquées directement, simplement
parce que le systeme ne peut étre observé au-dela de quelques millimetres de la paroi
transparente (généralement faite de plastique ou de verre). Pour palier a cette diffi-
culté, particulierement dans les systemes solide-solide, le mélange est échantillonné
et la variance de la concentration de chacune des phases dans les échantillons est cal-
culée et prise pour une mesure de mélange (Moakher et al., 2000; Lemieux et al., 2006,
2007). Cette approche répandue a de nombreux détracteurs. D’abord, durant I'échan-
tillonnage, le systéme est perturbé plus ou moins fortement, selon le type d’échantillo-
neur utilisé, tel que discuté par Brone et al. (1998) et Muzzio et al. (2003). En fait, ceci
est inhérent a toutes les méthodes intrusives de par leur nature. D’autre part, et c’est
probablement le point majeur, cette mesure ne se relie a aucune dimension spatiale,
de sorte qu'’il n’est pas possible de déterminer, par exemple, des directions principales

de mélange.

Les limitations liées aux approches d’échantillonnage ont mené au développe-
ment de nombreuses méthodes non-intrusives basées sur le suivi lagrangien de parti-

cules marquées. Ces techniques sont dites lagrangiennes au sens ou elles fournissent
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les trajectoires suivies par un (ou plusieurs) traceur en écoulement dans le systeme.
Plusieurs méthodes expérimentales lagrangiennes existent telle que la PIV (particle
image velocimetry) qui s’applique généralement aux surfaces en écoulement puisque
reliée a du traitement optique d'image. Il y a aussi des approches utilisant le radiomar-
quage dont la PEPT (positron emission particle tracking) et1a RPT (radioactive particle

tracking).

Plusieurs techniques existent pour quantifier le mélange dont celles liées au chaos
et a la turbulence lagrangienne (Ottino, 1989; Meier et al., 2007). Ces approches, bien
que locales, permettent de mettre en évidence de nombreuses structures inhérentes
au mélange dont les étirements, le nombre de dimensions, I'entropie et la présence
d’instabilités dont certains points homocliniques et hétérocliniques. Toutefois, et c’est
leur limite principale, ces approches ne permettent pas généralement de générer des
courbes de mélange typiques permettant de déterminer un temps de mélange, dii au
fait qu’elles étudient la dynamique de mélange a des échelles différentes (a la fois tem-

porelles et spatiales).

Ce chapitre présente une approche simple qui permet d’obtenir une mesure in-
variante de mélange basée sur des mesures lagrangiennes de 1'écoulement. En par-
ticulier, nous allons montrer qu'’il est possible d’extraire les composantes principales
du mélange. Ces composantes permettent ensuite de déterminer les directions le long
desquelles le mélange est plus rapide et plus lent, en plus d’obtenir une borne supé-
rieure de la courbe de mélange. Cette borne équivaut a mesurer le niveau de mélange

dans la pire direction.
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4.2 Mesures de mélange

Les définitions classiques développées en mélange de fluides font généralement
appel au concept d’homogénéité d'un champ de concentration dans un certain es-
pace R (Wiggins et Ottino, 2004). En effet, considérons une transformation lisse S qui
caractérise le mélange dans R. On suppose que S préserve la mesure tel que pour tout
AcR,onapu(A) = u(S(A)). Considérons une sous-région B c R qui contient un traceur
coloré pour lequel le volume est donné par la mesure p(B). En posant que la fraction
fw estle nombre de points dans W, le nombre de traceurs originalement dans B qui se
retrouvent dans une seconde région W < R apres n applications de la transformation
S est donné par p(S"(B) M W). Ceci représente donc le nombre de points qui étaient
dans B et qui ont été advectés par S: B — R mais qui se retrouvent dans la sous région

W. La fraction fi a cet instant est alors donnée par :

u(S*(BYNW)
= (4.1)
fw W)
et, a la limite, nous aurons
p(S*(B)YNW)  u(B)
= — = u(B). (4.2)
="y “um "
en posant que y(R) = 1. On a par définition
uB) = /deIJ (4.3)
pw) = / fwdu (4.4)
Ainsi, en partant de I'expression 4.2, on obtient
/fs"(B)nwd# - /de#/fwd# —0 (4.5)

lorsque n — oco.
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Parmi les approches traditionnelles de caractérisation du mélange, il est commun
de suivre I'évolution de la corrélation d'un champ scalaire de concentration en utili-
sant une certaine fonction de corrélation. Ainsi, de maniére plus générale, pour une
classe d’observables (e.g. concentration, vitesse, positions) f et g, la fonction de cor-

rélation a l'itération n, notée C,(f, g) est donnée par :

Cn(f,g)=/g(f08"")du—/gdu/fdu, (4.6)

qui fournit une mesure du taux de décroissance d’une classe d’observables dans le sys-
téme. En particulier, on peut penser au cas ol f = fp représente le nombre de points
qui sont dans un sous-espace quelconque B c R et g = fiy représente le nombre de
points dans une sous-région W < R. En supposant que les traceurs sont tous initialle-
ment dans B, 2 la limite, si le systéme est ergodique’, on peut s’attendre a ce que, si le
systéme est mélangé, alors la concentration est la méme pour tout W < R et est égale
au rapport du volume de B sur le volume de R. Ainsi, en suivant Wiggins et Ottino
(2004) a la limite nous aurons Cy(f, g) = 0 en vertu de Eq. 4.5.

En lien avec cette définition générale, Danckwerts (1952) a introduit I'intensité de
ségrégation I qui est une mesure de la variance de la concentration d’'une espece B
dans une autre espéce pure A (Paul et al., 2003). En pratique, puisqu'il est difficile
d’obtenir une mesure de la concentration en chacun des points de R, plusieurs échan-
tillons sont sous-tirés de R et on calcule cette variance en prenant une somme qui
s’écrit sous la forme de I'estimateur non-biaisé de I'indice de ségrégation :

Y H(Cp-C)?
ca-0

4.7)

ot Cp, est la concentration dans I'échantillon p, C est la moyenne de concentration

et N est le nombre d’échantillons. De récents travaux ont introduit de nombreuses

fqui est une condition nécessaire, mais non suffisante pour avoir du mélange
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méthodes pour le calcul de cet indice de ségrégation. Par exemple Cleary et al. (1998)
et Metcalfe et al. (1995), calculent le controide normalisé d'une distribution de couleur
de plusieurs traceurs. Le systeme est dit mélangé lorsque le centroide de chacune des
distributions coincide. D’une maniere similaire, Asmar et al. (2002) introduit un indice
généralisé dans un lit vibrant qui correspond a la moyenne de la coordonnée axiale des
centres de particules d’'un type particulier divisée par la moyenne de cette coordonnée
calculée sur toutes les particules.

Parmi les mesures disponibles de mélange al'échelle macroscopique, dontl'indice
de ségrégation est le principal utilisé, plusieurs caractéristiques peuvent rapidement

devenir limitantes :

1. Invariance du référentiel : une mesure de mélange devrait étre indépendante du
référentiel utilisé pour représenter le systéme. Le systéeme devrait étre regardé
d’un point de vue tel que le systéme semble toujours le mieux (ou le pire) en
terme de mélange. En particulier, il devrait aussi étre invariant sous rotation,

translation, symétrie et homothétie.

2. Invariance de la taille d’échantillon : le calcul deI'indice de ségrégation I dépend
du nombre d'échantillons prélevés N ainsi que le nombre de traceurs dans cha-
cun des échantillons. Un résultat connu est que le comportement asymptotique
de l'intensité de ségrégation dépend du nombre de particules dans I'échantillon

(Lemieux et al., 2006).

3. Observable lié al’espace : I'observable considéré pour quantifier le mélange de-
vrait tenir compte d'une facon ou d'une autre de la position des traceurs dans
I'espace afin de pouvoir déterminer des directions de corrélation et identifier

des axes principaux de mélange.

4. Observable lié aux propriétés : le mélange doit pouvoir étre quantifié par rapport
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a certaines propriétés dont la couleur, la température, 1a taille des traceurs, etc.
Par exemple, dans le cas des systémes granulaires polydisperses, le mélange par

rapport a la taille ou la densité des particules est d'un intérét certain.

5. Bornes : la mesure doit étre bornée supérieurement et inférieurement.

4.3 Définition de mélange

Nous allons ici introduire notre définition de mélange que nous réutiliserons dans
le cadre de cette thése. Considérons que la position d'une particule j a un certain
temps ¢ est donnée par le vecteur X’ (j) = (x}(j), x5(j), x3(j)) et que sa position initiale
(i.e. 2 £ = 0) est donnée par Xo(j) = (x) (j), x5 (j), x2(j)). Une particule j suit donc une

trajectoire lisse {x?(j)};>0. Nous allons alors introduire la définition suivante :

Définition 4.1. Soit une mesure de probabilité P et un espace mesurable R < R3. Soit
x'())eRetx°(i)) e R la position d’'une particule i au temps t et au temps initial res-

pectivement. Alors le systéme est dit mélangé au sens restreint si pour touti =1, ..., N :

P (D))} = Pxt (i) (4.8)

Cette définition stipule que le mélange est établi par rapport a une classe d’ob-
servables liés au champ x’, i.e. la distribution initiale des particules dans le systéme.
En fait, si des particules sont distribuées d’une certaine facon au départ, on s’attend,
apres I'opération de mélange, que toutes les particules soient complétement déloca-
lisées, de maniere a ce qu'il n'y ait aucune corrélation entre leur position originale et
leur position finale. Néanmoins, il ne s’agit pas d’'un mélange aléatoire au sens large,
i.e. par rapport a toutes les caractéristiques des particules. En effet, il se peut que les

particules soient mélangées au sens restreint, mais qu’elles s’organisent par rapport
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FIG. 4.1 - Les particules se retrouvent mélangées par rapport a la couleur mais s’or-

Situation initiale

ganisent en fonction de leur taille (mélange au sens restreint. Chaque classe de parti-

cules se déplace dans des zones précises en fonction de leur taille.

a leur taille (e.g. mécanismes de ségrégation). Il existera alors une forte corrélation
entre la taille et la position des particules (voir figure 4.1). Pour éviter la confusion,
nous allons introduire une autre définition plus large introduisant une seconde classe

d’observables.

Définition 4.2. Soit une mesure de probabilité & sur un espace mesurable R et U =
{uy, up, ... up} U'ensemble des propriétés des particules tel que uy(q) représente la k-ieme
propriété de la particule g € V. Un systéme est dit aléatoirement mélangé au sens large

sipourtouti=1,.., NetxeR:

P HIX ), wi (i), g (i), o un ()} = P} (4.9)

On remarque alors que si ’équation 4.9 est non vérifiée, on retrouve la condition

de mélange au sens restreint.
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4.4 Développement de la mesure

Le probléme vise a trouver la direction @ qui nous retourne le coefficient de cor-
rélation maximal entre le champ x et la distribution initiale x°. Autrement dit, on
cherche la direction a selon laquelle il faut regarder le systéme pour voir le plus de
corrélation entre la position initiale des particules et leur position au temps ¢. Il s’agit
donc de tourner le systtme de maniére a toujours le regarder dans la méme direc-
tion. Ceci permettra de rendre la métrique invariante sous des transformations qui ne
mélangent pas (e.g. rotation, translation, homothétie, symétrie). Pour ce faire, nous

notons & = (@3, az, @3) le vecteur unitaire le long de cette direction.

4.4.1 Casdu mélange au sens restreint (MSR)

Considérons d’abord le cas de mélange au sens restreint. Introduisons la notation

suivante :
1y
Ex]l = =) xl@®, (4.10)
NiS
02, = ! ix’(i) ~ E[x)1? (4.11)
x; - N"_ 1 i=1 l ! ’ )

qui représente I'espérance (moyenne) et 'estimateur non-biaisé de la variance de la
[-ieme composante de la position des N traceurs dans le systéme au temps ¢ respec-

tivement. Introduisons maintenant

Xt (1) XID) XA XD

X!(2) X[ X3 Xi@)
Xt = =(xLxLxh)=| ' 2 y (4.12)

X' (N) XHN) XY XE(N)
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1

X[ ()=
O'xlt

(x] (i) - EIx}1) (4.13)

pouri=1,2,..Netl=1,23. Le terme de I'Eq. 4.13 a une moyenne nulle et une va-

riance de 1. La composante principale de X’ (i) au temps ¢ est alors donnée par
A =X ()aT, (4.14)
qui permet de calculer le vecteur de corrélation
GL = (p(A",XY), p(A,XD), p(A",XD), (4.15)

ol

pX,Y)=

E[(X-E[XD(Y - E[Y]] (4.16)
Ox0y

dénote le coefficient de corrélation entre la variable X et Y. Le vecteur G/, représente

la corrélation entre la projection le long de « de la position des particules au temps ¢

et leur position initiale.

L'étape suivante consiste a trouver le vecteur unitaire « tel que |G, || est maximal

et introduire la mesure de mélange au sens restreint

/1
Buws = 35up IGE112. (4.17)
a

Siles composantes du champ sont indépendantes, i.e. sila dimension de I’écoulement
est supérieure ou égale a la dimension dim(R), alors on peut montrer que E[Af] =1 et

ue o a: = 0 par construction. Il s’ensuit alors que
A

2

3 3 1
Y pALxhr =Y E[(A"-EIADX) - EXID)]
1=1 1=1\0A0x0
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En utilisant le fait que E{A’] = 1 et g 5: = 0, on trouve alors :

P
(

[ a)X}] E[(X* @ )X]]
E [( Z amXe, )XO (;anx;)x‘;’

i (amanE [XLX0) E[XLXY)),

m,n=1

|
Mo

£ 2
Gl

T
A

I
Mw

2
-EIADX —E[x?l)])

~
Il
—

Il
Me
try

o~
1]
—

It
M

~
Il
—

1l
M)

I
—

qui peut s’écrire sous la forme matricielle suivante
IGLI* = aMaT, (4.18)

ouM =CCT, et

Cij = E [xIx]). (4.19)

L'équation 4.18 et 'indépendance des variables impliquent que M est symétrique dé-
finie positive, ce qui implique que ses valeurs propres sont toutes réelles et positives.
Le probléme 4.17 vise a maximiser Eq. 4.18 sujet a la contrainte d’unicité ||a| = 1. Ceci
peut étre fait en introduisant un multiplicateur de Lagrange A, et en cherchant I'opti-

mum du lagrangien associé
r_A_
Lia,A) =aMa” — E(aa -1). (4.20)

Afin d’assurer un maximum, la solution de ce probleme doit satisfaire

oL 0L
= 0,

— — , 4,21
oa oa? <0 (4.21)
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ce qui meéne au probléme suivant

aM-Aa® =0, (4.22)

qui est un probleéme aux valeurs propres. Ceci signifie que A est une valeur propre de
M et la question est de déterminer son vecteur propre associé qui correspond au vec-
teur recherché a. Si nous notons par # = {w;, wy, w3} 'ensemble des vecteurs propres

unitaires de M associés aux valeurs propres réelles A1 = A, = 13 > 0, puisque ® € # " :

2
[

sup aMa®
a

sup |G,
[24
_ T
= supw/Mw,
¢
_ T
= supAywew,
l
_ 2
= supAslwell
l

= AL

Puisque A; > 0, alors selon I'Eq. 4.20, en utilisant la condition de 'Eq. 4.21, 'optimum
est un maximum de L. Conséquemment, la direction le long de laquelle la corrélation
entre le champ x’ et x° est la plus forte est donnée par a = w1, et la valeur de I'indice

de mélange au sens faible est donnée par

_ A
Bws= 3 (4.23)

Cette valeur représente, par construction, une borne supérieure de la corrélation.
Il est aussi possible de suivre I'évolution de la corrélation le long de directions définies
comme, par exemple, les axes du référentiel cartésien, en choisissant @ = i, j ou k).

Ceci peut ainsi fournir de I'information sur les taux de mélange le long de ces axes.
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4.4.2 Généralisation au cas du mélange au sens large (MSL)

Nous généralisons maintenant cette approche a une autre classe d’observables qui
inclut cette fois un lien avec les propriétés des traceurs qui forment un ensemble % =
{uy, Uy, ... up}. Toujours en posant, sans perte de généralité, la dimension du systéme a

3, nous posons les nouvelles variables liées aux propriétés

1
X0, ()= — (D) - Elugl), k=12, .., K, (4.24)

Ug

et définissons la mesure de mélange au sens large par

1
Bss = \/ TR Sup IGLIZ, (4.25)
a
ol
G, = (p(AL X)), p(A",XD), p(A"XS, ..., p(AL, XS, 1)), (4.26)
avec
A = (X, XE,XE) - e (4.27)
1 21 433

11 est possible d’écrire |G|l de maniere explicite tel que décrit pour la mesure de mé-

lange au sens faible par

IGEI> = Y p(A"X))?
p

2
1
_ El A — BIATIX® — ETXC
> (Uzax% |- Ao E[x,,l)])
3+K

- EIE[(X’aT)X%]E[(XtaT)X%]
- Erl oot lipes

3+K 3 )
)

= 2
p=lmn

1 (ama,,E [xfnx‘},] E [xgx‘;,
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a la différence que, dans ce cas-ci, p=1,...,3+ K et m,n = 1, ...,3. Il en résulte alors

que le probléme peut s’écrire sous la forme matricielle (Eq. 4.18)
IG,I? = aMaT,

avec M = CCT et

Cij = EX;X]] | (4.28)

pour i =1,..,,3 et j =1,..,3+ K. La direction le long de laquelle la corrélation est
maximale entre les positions (x{,x;,xg) etl’ensemble des positions initiales et les pro-
priétés X!, X!, X}, ..., X3, ;) est donnée par le vecteur propre associé 4 la valeur propre

maximale de M. La mesure de mélange au sens large est alors donnée par

Bss = V 37K (4.29)

4.5 Application aux mélangeurs modeles

Afin de compléter le chapitre, nous proposons de revisiter les données expérimen-
tales présentées dans la section 3.7 et de déterminer la valeur des métriques dévelop-

pées dans ce chapitre.

4.5.1 Mélange de particules monodisperses avec RPT

Afin d'illustrer 'approche proposée, nous appliquons la mesure de mélange au
sens faible sur des données de RPT dans un mélangeur cylindrique (diameétre interne
de 29cm et longueur de 29cm, 20% v/v de remplissage) et en V (16 qt. symétrique,
50% v/v de remplissage). La raison qui justifie ce choix est que le mélangeur en V pré-
sente une périodicité temporelle alors que le mélangeur cylindrique n’a qu’autour de

2 dimensions actives dans le systeme (Ottino, 1989; Khakhar et al., 1999). Le matériel
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choisi pour I'expérience consiste en des billes de verre de 3 mm de diameétre (mélan-
geur en V) et une formulation lactose-avicel (d5p=780um) dans le mélangeur cylin-

drique.

La définition 4.1 comporte une hypothése quant a la connaissance de la position
des particules dans le systéme. En effet, nous devons connaitre la position exacte d’'un
ensemble de particules dans le mélangeur pour lequel la corrélation entre la position
au temps ¢ et la position initiale est calculée. Il est possible de générer un ensemble
de particules a partir de 'observation de la trajectoire d’'une seule particule a 'aide
de la RPT. Généralement, ceci est possible lorsque '’hypothése ergodique est vérifiée
(c.f. section 3.3). La propriété d'un systéme ergodique est alors utilisée, a savoir que
la moyenne temporelle d'une trajectoire dans un espace compact est équivalente a la
moyenne des trajectoires de toute la population de particules dans le méme espace.
Donc, en observant une particule se déplacer pendant une longue période de temps,

ceci est équivalent a observer le déplacement de toutes les particules, en moyenne.

A partir de cette propriété, il est donc possible de générer un ensemble de parti-
cules virtuelles a partir de I'observation d’une seule particule au fil du temps. Deux
procédures sont généralement employées, telles que présentées a la figure 4.4. Dans
le cas de la figure 4.4a, un volume de contrdle V est considéré. Chaque fois que la
particule passe par le volume de contrdle, ce point d’entrée est considéré comme le
point de départ d’'une nouvelle trajectoire de particule. Cette méthode a le principal
désavantage de générer des trajectoires de longueurs différentes,du fait que la parti-
cule peut croiser plusieurs fois le volume en question durant un court intervalle de
temps et ne plus y entrer avant une longue période. Afin de palier a cette limite, une
autre méthode est utilisée, telle que présentée a la figure 4.4b. Cette technique génere

des trajectoires indépendantes d’une longueur constante et finie. Ceci est effectué en
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FIG. 4.4 - Deux méthodes pour la construction de particules virtuelles a partir d’'une
seule trajectoire de particule. a) La méthode du volume de controle, b) Méthode des

trajectoires a longueur constante.

divisant la série temporelle en N différentes trajectoires d’'une longueur fixe T. Il en ré-
sulte alors un ensemble de N trajectoires indépendantes de longueur T représentant,
de maniere virtuelle, I’écoulement de N particules. Lindépendence des trajectoires
dans le dernier cas est mis en évidence par le calcul de la mesure de mélange. En effet,
si les trajectoires sont indépendantes, alors la mesure de mélange diminue puisque
cette mesure est une mesure de la corrélation entre les différentes trajectoires. Une
fois que cet ensemble de particules virtuelles est généré, il est alors possible de cal-
culer la métrique de mélange développé plus haut directement tel que nous le ferons
dans la section suivante.

La figure 4.2 présente I'évolution de la borne supérieure de mélange 5. A par-
tir de ces courbes, il est possible d’observer que les mécanismes de mélange dans ces
deux systemes souffrent du faible taux de transfert de masse axial, ce qui confirme
aussi les observations relevées dans la littérature (Lemieux et al., 2007; Moakher et al.,

2000; Alexander et al., 2003, 2005). Cette limitation axiale est clairement mise en évi-
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FIG. 4.5 - Effet du nombre de particules considérées pour le calcul de la courbe de

mélange radial.

dence en tragant I'évolution de la composante axiale de la corrélation, tel que pré-
senté a la figure 4.3. Le nombre de traceurs considérés dans le calcul ne semble pas
affecter les résultats, tel que présenté a la figure 4.5. Lapparente périodicité de la me-
sure semble dlie 3 un artéfact géométrique. Pour éliminer cet artéfact, la mesure pour-
rait étre observée apres chaque période caractéristique (ou période) sans pour autant
perdre d’information sur I'évolution du mélange, puisque c’est le mélange par unité

de temps caractéristique qui nous intéresse.

4.5.2 Mélange de particules bidisperses avec la DEM

Un deuxiéme cas est étudié afin de mettre en évidence la capacité de la définition
et la mesure de mélange au sens large fs. Pour ce faire, un mélange de particules
de deux tailles (1.5 et 3.0 mm de diameétre) est étudié. Les particules sont soumises
a une rotation dans un cylindre d'un diametre de 15 cm et d’'une longueur de 15 cm
(sans condition frontiére périodique). La vitesse angulaire est de 10RPM. Ce systeme

de mélange a ratio de taille 1 :2 est connu pour mener a la formation de patrons de sé-
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grégation stables a la fois dans la direction radiale (Rapaport, 2007; Meier et al., 2007)
et axiale (Hill et al., 1999; Ottino et Khakhar, 2000). Les mesures f,,; et Bss sont ap-
pliquées systématiquement sur le systéme en prenant soin de ne conserver que 2 va-
riables indépendantes (qui sont respectivement r et z, soit les directions radiales et
axiales) puisque ce systéme posséde moins de 3 dimensions actives tel que discuté
dans la section précédente. La figure 4.6 présente 1'évolution de ces deux mesures en
fonction du temps.

Le phénomeéne de ségrégation est clairement visible sur la courbe B puisqu’il
s’agit de la seule mesure qui permet de considérer cette propriété. Cette courbe méne
a une asymptote puisque la différence de taille crée une ségrégation et promeut une
organisation particulaire tel que révélé a la figure 4.7. Les figures 4.7(a)-(b) présentent
les patrons axial et radial de mélange avec une fonction couleur indépendante de la
taille, ce qui permet de visualiser le mélange au sens faible (i.e. sans égard a des pro-
priétés). Les figure 4.7(c)-(d) quant a elles présentent les profils de mélange avec une
fonction couleur qui dépend de la taille. On peut relever la présence de la ségrégation

par taille et qui est mise en évidence par la valeur de I'asymptote sur la courbe f;.

4.5.3 Mélange de fluides dans un Kenics

Parmi les définitions établies, le mélange au sens faible peut aussi s’appliquer au
cas de fluides tel que le mélange dans un mélangeur statique Kenics, tel que présenté
par Avalosse et Crochet (1997) et Heniche et al. (2005b). Le champ de vitesse est cal-
culé en utilisant une méthode d’éléments finis. A partir du champ de vitesse obtenu,
des particules libres sont advectées le long des lignes de courant, en négligeant I'effet
des particules sur le champ de la partie fluide, en utilisant une méthode de calcul de

trajectoires élément par élément, tel que présenté par Heniche et Tanguy (2006). Les
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FIG. 4.6 - Evolution du mélange au sens restreint 8,5 et au sens large Ss;.
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FIG. 4.7 - (a)-(b) : Profils axial et radial de la fonction couleur indépendante de la taille
qui permet de représenter le mélange au sens faible. (c)-(d) Fonction couleur iden-
tifiant la taille des particules qui révele une claire corrélation entre la répartition des

particules et leur taille.
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F1G. 4.8 — Sections de Poincaré dans le mélangeur Kenics. (a) Distribution initiale, (b)
N=2, (c) N=4, (d) N=6. (Données gracieusement rendues disponibles par Dr. M. Heniche

et Pr. P A. Tanguy)

sections de Poincaré a la sortie de certaines unités de mélange sont présentés a la fi-
gure 4.8(a)-(d). La mesure ,,; est calculée en utilisant chacune des 6749 trajectoires
qui croisent le plan de Poincaré. L'évolution de 3, est ensuite présentée a la figure
4.9. On peut remarquer que la valeur de f,,; décroit géométriquement. Le calcul du
vecteur e a la sortie de chacune des unités du mélangeur révele en fait que la corré-
lation change de direction apres chacune des unités, alternant ainsi de haut en bas et

de droite a gauche.

4.6 Conclusion du chapitre

Ce chapitre a permis de développer une métrique invariante pour le suivi du mé-
lange dans un systeme basé sur une définition formelle. Le mélange au sens faible
souligne 1’évolution de la corrélation entre un observable lié au champ de la posi-
tion initiale des particules et leur position au temps ¢. Le mélange au sens restreint
ne peut pas capturer les mécanismes de ségrégation puisqu’il ne tient pas compte des

propriétés des particules. Pour cette raison, une définition plus stricte, le mélange au
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sens large, permet d’incorporer une composante liée a ces aspects. Par construction,
les mesﬁres sont invariantes par rapport au systéme de coordonnées et a plusieurs
opérations de rotation, symétrie, homothétie et translation. Il s’ensuit que la direction
de corrélation maximale se trouve a étre la direction selon laquelle le mélange est le
plus pauvre.

Pour illustrer le potentiel de ces mesures, trois cas différents ont été investigués
avec des spécificités particulieres, deux exemples basés sur des données numériques,
un autre sur des données expérimentales. Cette approche a démontré son attrait par le
fait qu’elle contribue a fournir une borne supérieure de n'importe quelle autre courbe

de mélange.
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Chapitre 5

Extension de la RPT aux poudres fines

5.1 Contexte

t Pour clore cette premiére partie de la thése, nous nous interrogeons sur une nou-
velle voie pour I'étude du mélange dans les systémes granulaires. Les méthodes clas-
siques de suivi de particules radioactives permettent, tel qu’il a été révélé dans les cha-
pitres précédents, d’obtenir d'innombrables informations au sujet de I'écoulement
des particules dans plusieurs types de géométries et conformations. Ces techniques,
nous l’avons vu, sont basées sur le suivi d'une seule particule radioactive qui, en théo-
rie, posse¢de les mémes caractéristiques que les autres particules qui composent le
systéme étudié. Ces approches ont I'avantage d’étre non intrusives et précises. Ces
techniques ont également fait I'objet de plusieurs améliorations depuis les derniéres

années, menant a des technologies fiables qui permettent d’étudier des écoulements

'Ce chapitre fait partie d’un article en préparation pour soumission dans J. Doucet, O. Dubé, J.
Bouffard, E Bertrand and J. Chaouki, A new bulk radioactive particle tracking method, AIChE Journal,

En préparation.
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(d) (e) (f)
FIG. 5.1 — Les matériaux de tailles différentes se séparent sous I'action de la rotation
dans un mélangeur cylindrique. La ségrégation axiale apparait dés les premieres rota-
tions, mais les patron définitifs (tels que ceux présentés ici) apparaissent apres environ
100 rotations. Les particules jaunes, blanches et bleues ont des diameétres respectifs de

200, 500 et 700 microns environ.

complexes (Roy et al., 2002; Degaleesan et al., 2002; Doucet et al., 2005).

Toutefois, malgré ces avancées techniques, ces méthodes demeurent difficiles a
utiliser pour comparer de fagon quantitative I’écoulement dans des systemes granu-
laires denses. Ceci provient essentiellement du fait que ces systémes sont tres sen-
sibles a la ségrégation par différence de taille (S-) et de densité (D-), tel que relevé par
Hill et al. (1999) et Khakhar et al. (1999), et expérimentalement dans notre laboratoire
(figure 5.1). Il y a donc apparition de patrons de ségrégation axial et radial de sorte
que les particules plus petites suivent des trajectoires différentes de celles des grosses

particules, et similairement pour les particules ayant une densité plus élevée. Il en ré-
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sulte alors des zones de matériel (ou bandes) dans lesquelles certaines classes de par-
ticules sont confinées. Il s’agit alors des caractéristiques d'un systéme non-ergodique,
signifiant qu'il existe des sous-ensembles fermés qui ne communiquent pas entre eux
(non-transitifs). Cet effet est clairement mis en évidence 2 la figure 5.2. Dans cette fi-
gure, le champ de vitesse semble conforme aux résultats attendus, mais le diagramme
d’occurence nous révele que le traceur ne se déplace pas de maniere égale dans tous
les endroits du systéme, ce qui remet en question la notion d’ergodicité. Ce phéno-

mene a aussi été révélé par Ingram et al. (2005).

L'idée a la base de ce chapitre vise a utiliser un ensemble de particules ayant la
méme distribution granulométrique et les mémes propriétés que les autres particules
dans le systéme. Ainsi, plutét que d’utiliser une seule particule comme dans le cas
de la RPT et la PEPT, 'approche proposée vise a mettre plusieurs particules radio-
actives dans le systeme et de suivre la dispersion de ces particules dans I'espace en
fonction du temps. Cette approche propose de reconstituer, non pas un ensemble de
trajectoires (comme ce qui est le cas des techniques velocimétriques), mais plutét un

champs scalaire de concentration.

5.2 Méthodologie proposée

Cette hypothése d’ergodicité, tel que discuté précédemment, est fondamentale a
la RPT et & la PEPT puisque la trajectoire d’'une seule particule au cours d’une période
suffisamment longue est utilisée pour générer le champ global anticipé par la popu-
lation totale de particules. En raison de la perte d’ergodicité dans le systéeme lié a la
présence de ségrégation, nous croyons que cette hypothése nécessite d’étre étudiée

notamment pour les raisons suivantes :
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FIG. 5.2 — Mesures RPT d’un cylindre en rotation a 20 RPM. (a) Champ de vitesse. (b)

Champ d’occurence.

1. Le traceur doit étre dopé avec un isotope spécifique (généralement le scandium
ou l'or) qui, en conséquence, change ses propriétés physiques (e.g. densité, ru-
gosité, propriétés de surface). De plus, le traceur doit étre activé dans un ré-
acteur nucléaire et, pour éviter toute désintégration, il doit étre enrobé d’'une
couche de polymere thermodurcissable. Il devient alors difficile de contrdler a
la fois la densité, la taille, la sphéricité et la friction a la surface du traceur et le

rendre exactement similaire aux autres particules inertes.

2. Afin de pouvoir localiser correctement le traceur dans le systéme, une activité
minimale de 200 uCi est nécessaire. ‘Puisque cette activité est proportionnelle a
la masse de la particule, le temps d’activation augmente avec l'inverse du cube
du diametre de la particule étudiée, de sorte qu’en pratique, une limite infé-

rieure de taille de particule de 200 um de diametre est difficile a franchir.

Ce chapitre présente une nouvelle technique de suivi de particules radioactives

(BRPT) qui permet d’obtenir d’'importantes informations au sujet de la dynamique
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de mélange de particules sans les limitations de la méthode classique. Elle s’applique
aisément aux particules d'un diametre inférieur a 100 ym et la méthode employée
pour la fabrication des traceurs les rend exactement identiques aux particules inertes.
Contrairement a la technique classique ol une seule particule est suivie, un ensemble
de particules avec sa distribution caractéristique de propriétés (taille, densité, sphé-
ricité, etc...) est suivi, ce qui permet d’obtenir une information davantage représenta-
tive de la réalité des poudres étudiées qui, dans les faits, suivent une distribution de

propriétés plutdt que d’avoir des propriété uniques.

5.3 Laméthode BRPT (Bulk Radioactive Particle Tracking)

L'idée derriére la BRPT est de suivre 1'évolution d'un ensemble de particules, ori-
ginalement injectées a la maniere d’un Dirac, en fonction du temps. Sous l'influence
de I’écoulement, les particules localisées seront ainsi soumises a la convection et a la
diffusion inhérente au systeme étudié. L'idée est similaire a 1'utilisation d’un traceur

coloré dans les systémes liquides transparents et comporte les mémes limitations :
1. L'écoulement doit étre topologiquement transitif dans le domaine étudié.

2. Laposition initiale de I'injection de particules a une influence directe sur les dy-
namiques de mélange. On comprend clairement qu'un ensemble de particules
disposées dans une zone a fort cisaillement sera plus rapidement dispersé dans

le systéme que si les particules sont injectées dans une zone plutot inerte.

3. La méthode ne donne qu'une mesure globale du mélange et des temps de sé-
jour sans fournir I'information liée aux champs de vitesses et de fluctations de

vitesses.
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L'originalité de la méthode consiste a utiliser un rayonnement gamma, rayonne-
ment différent du rayonnement optique, ce dernier étant inutilisable dans le cas de
systemes opaques, afin d’obtenir de fagon précise 1'évolution du mélange et de I'ho-
mogénéité dans un systéme granulaire. De plus, grice a un protocole simple qui sera
présenté dans la section 5.4.1, elle permet de radiomarquer n'importe quelle formu-
lation de poudres et n’altere aucunement les propriétés de la poudre radiomarquée. 11
s’agit donc d’'une méthode non-intrusive avec un marqueur qui posséde exactement

les mémes propriétés que le systeme étudié.

5.3.1 Dispersion radiale

Deux mécanismes sont présents dans le systeme étudié (i.e. un mélangeur cylin-
drique), tel que discuté par Khakhar et al. (1999) et Sherritt et al. (2003). Le mélange
radial est principalement lié a I’advection causée par la rotation du systeme. Le mé-
lange axial, en revanche, est principalement lié a la vibration des particules, créant
ainsi de la diffusion. A I'aide de la BRPT, le signal enregistré monire un signal pério-
dique clair immédiatement apres I'introduction du traceur radiomarqué. Ainsi, sous
'effet de la rotation, les particules vont se disperser et ainsi les pics d’intensité vont
se dissiper au fur et & mesure pour atteindre, a 1’état de mélange radial, une valeur

plateau.

Pour analyser ces courbes, on recourt a la théorie des distributions de temps de
séjour (RTD), largement employée. Ainsi pour un pic quelconque 7 issu d’'un signal
Q(1), nous introduisons

Q1)

E()y= 47—
ftin-i-l Q(t)dt

(6.1)



88

Définissons maintenant les quantités

In+l

Tp = / tE()dt, (5.2)
In
t+n+1

ol = / (t—1,)2E(n)dt, (5.3)
ty

ol ¢, est le temps correspondant a la n-iéme valeur minimale du signal et, de maniere
similaire, £, estle temps correspondant a la (n + 1)-ieme valeur minimale du signal.
Posons Ac?(n) donné par:

Aaf, = oi - ‘7%;-1» (5.4)

qui correspond a la dispersion radiale effectuée entre ¢, et t,.;.

5.3.2 Dispersion axiale

De maniére similaire, il est possible de capturer la dispersion axiale a 1'aide du si-
gnal. Lintérét ici provient du fait que le mécanisme de mélange radial est largement
plus rapide que le mécanisme de dispersion axiale, ce qui permet de poser ’hypo-
thése que chaque tranche radiale le long du mélangeur est parfaitement mélangée.

Considéronsl’équation de convection et diffusion pour la conservation de la matiere :

dt ~ ?oz Foaz2’

(5.5)
olt C = C(z,1) est la concentration qui dépend de la position axiale z. D, est le co-
efficient de diffusion le long de cette direction. Dans un mélangeur cylindrique hori-
zontal, la vitesse axiale est nulle, de sorte que v, = 0 et le nombre de Peclet axial est
voisin de 0. En pratique, ce Peclet est non-nul en raison des effets de parois. En vertu
de cette simplification, il est alors possible de simplifier I'’équation de conservation
pour obtenir
dc __ 0°C

— =Dy, 5.6
dt “ 922 (5.6)
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Afin de relier le signal mesuré par les détecteurs a un transfert de matiere, il est néces-
saire de déterminer la relation entre le niveau de radiation mesuré et la concentration
de traceur présent dans une section spécifique. La demi-vie de I'isotope pouvant étre
parfois de I'ordre du temps de I'expérience, il est nécessaire de retirer cette contribu-
tion du signal en utilisant un témoin contenant le méme isotope. On peut poser alors

que la radiation est donnée par le produit de deux fonctions

®M(z, 1) A(z, tyexp(—71), (5.7)

®°(1)

Agexp(-71), (5.8)

ol 7 est le taux de décroissance de la source, ®°(z), ™ (z, t) sont les comptes enregis-
trés a partir du témoin et a partir d'une section transversale centrée en z au temps ¢,
respectivement. Introduisons le rapport de radiation

d™(z,1) _ Alz, 1)
() Ay

Wiz, t) = (5.9)

Ce rapport permet donc d’enlever la contribution liée a la désactivation de la source
au signal. Il faut maintenant trouver une relation entre le signal mesuré par les dé-
tecteurs et la concentration réelle des traceurs radioactifs dans chacune des bandes
axiales. Pour ce faire, on pose que la concentration de traceurs dans une section est

proportionnelle a la radiation totale R(z, f) émanant de cette bande. Ainsi, on aura

R(z,1) = kC(z, 1), (5.10)

pour k > 0. Pour déterminer le terme R(z, f) qui est la radiation totale émanant d’'une
bande centrée en z, il faut résoudre un probléeme similaire au probléme présenté au
chapitre 2. La différence dans ce cas est que nous cherchons la radiation totale d’'une

série de bandes en fonction des mesures enregistrées par tous les détecteurs. Pour ce
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FIG. 5.3 — Schéma représentant le calcul de la radiation mesurée par chacun des dé-
tecteurs. Dans un premier temps, I'efficacité ¢;; entre une bande i et un détecteur j
est calculée. La radiation totale (ou le rapport de radiation) mesurée par le détecteur

Jj est alors la somme de toutes les contributions provenant de chacune des bandes i.

faire, on applique alors les équations de base en se rappelant que la radiation enregis-

trée par un détecteur a scintillation i est donnée par

TvR(z, t)p&;(z, 1)
1+1vRp;é(z, 1)
TvkiC(z, )PEi(z, 1)

o1+ k;C(z, Dpé;(z, 1)’ (6.12)

q)i (z, 1)

(6.11)

ou T est la période d’échantillonnage, R(z, t) I'activité totale de la bande localisée en
z au temps £, ¢ le ratio du discriminateur, 7 le temps mort du détecteur et ¢;(z, t) est
I'efficacité de la bande centrée en z par le détecteur i au temps ¢. Puisque les réglages
de chacun des détecteurs peut étre différent au niveau du discriminateur, une valeur
de k; est spécifique a chacun de ces détecteurs et doit étre déterminée en procédant
a une calibration. Considérons maintenant N détecteurs disposés autour du systéme

étudié (voir figure 5.3). Il est possible ensuite de discrétiser le volume V de ce systéme
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en N sections transversales S; pour i = 1, ..., N, pour lesquelles I'activité totale R;(z, t)
est inconnue. Dénotons par ¢;; I'efficacité liée a la région S; par rapport au détec-
teur j. Cette efficacité est calculée en utilisant le programme développé au chapitre
2. Dans un premier temps, la section i est décomposée en M points sur lesquels une
simulation Monte-Carlo est effectuée. Lefficacité de la bande est alors la moyenne de
I'efficacité calculée sur les M points inclus dans cette bande.

Par la suite, nous écrivons que v;(f) est la contribution relative de la bande i ala
mesure enregistrée par le détecteur j au temps £. S’en suit donc que la mesure totale

enregistrée par le détecteur j est la somme des contributions de toutes les bandes, soit

N
(ZIOEDRHGE (5.13)
i=1

Par expansion et en utilisant le rapport de radiation, on trouve que

N Tvk;C()$E (D)
(H=A / ,
vi() lzzl 1+ 1vk;C()PE; ()

(5.14)

avec A > 0 et C(i), la concentration de traceurs dans la bande i. Il se trouve alors que

les valeurs de C(i) sont obtenues en résolvant ce probléme pour tout j.

5.3.3 Analyse de la concentration par échantillonage radioactif

Tel que présenté a la section précédente, nous pouvons retrouver la radiation aisé-
ment en supposant que la concentration en actif radiomarqué est proportionnelle au
rapport de radiation R(z, f). Afin de déterminer cette constante de proportionnalité
k > 0, une série d’'échantillons standard est produite avec différentes concentrations
de traceurs radiomarqués. Ces échantillons utilisent des particules de méme activité
que le témoin dont I'activité est suivie en permanence par un détecteur dédié (voir fi-

gure 5.7). Une courbe d’étalonnage est ensuite créée (figure 5.4) pour une activité no-
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FIG. 5.4 — Evolution de ¥ en fonction de la concentration massique de traceurs radio-

marqués dans un échantillon standard.

minale spécifique. Cette courbe présente le rapport de la radiation lue dans I'échan-
tillon (100 g) sur la radiation du contrdle (masse totale de 1’échantillon controle fixe

de 2 g) afin de normaliser les résultats.

5.4 Matériel et méthode

5.4.1 Fabrication du traceur

Des particules de 200 microns sont fabriquées a I'aide d’'un procédé de rotogra-
nulation. Des particules de 750 microns sont fabriquées avec un procédé d’extrusion-
sphéronisation. La formulation dans les deux cas est constituée de 40% massique de
lactose, 40% massique d’avicel PH101 et 20% massique de NaCl. Le sel de table est uti-

lisé afin d’introduire des ions Na qui formeront I'isotope Na-24 aprés activation dans
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le réacteur Slowpoke. Les distributions de tailles de ces deux classes de particules sont
présentées a la figure 5.5. Les clichés SEM montrent clairement la présence de NaCl a
la surface (figure 5.6). La distribution granulométrique est également trés peu affectée
par le processus d’irradiation en raison des procédés de fabrication qui rendent les

particules trés denses.

50— : :, —

—&— bulk part. 1
—&— bulk part. 2
—&— bulk part. 3
—&— rad. tracer 1
—6— rad. tracer 2
—o— rad. tracer 3

40 1

30 7

20 -

Density distribution (%m)

100 1000

Particle size (um)

F1G. 5.5 - Distribution de tailles de particules pour les particules de 200 et 750 microns

avant (bulk part.) et apres (rad. tracer) irradiation.

5.4.2 Activation du traceur

Les particules sont introduites dans un réacteur Slowpoke pour une durée de 7
minutes. Chaque échantillon introduit a une masse de 2.0 ou 4.0 grammes. Le premier
échantillon est utilisé comme témoin et le second contient la poudre qui sera insérée
dans le systeme de mélange étudié. Lactivité totale initiale de chacun des échantillons
est d’environ 2.25 MBeq/g. La période d’activation est fixée afin de minimiser le temps
de séjour des traceurs dans le réacteur et ainsi minimiser leur détérioration au contact
des radiations et de la chaleur.

Lors de I'activation, deux isotopes (demi-vie) sont majoritairement formés, soit le

sodium 24 (15h) et le chlore 38 (37 min). Les échantillons ont été utilisés trois heures
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FIG. 5.6 —Images SEM des particules de (a)-(b) 200 microns et (c)-(d) 750 microns. On

y apercoit les cristaux de NaCl a la surfaces des particules.

apres l'activation afin de permettre au chlore 38 de se désintégrer complétement. Des
traces d’autres isotopes sont présentes, mais négligeables. Le sodium 24 émet deux

rayons gamma d’intensités distinctes, soit 1369 keV et 2754 keV.

5.4.3 Systéme d’acquisition

Le systéme d’acquisition de données utilisé pour la BRPT consiste en 7 cartes a
comptage rapide (A-B Compact Logics 4 channels) opérées par un automate Allen-
Bradley Compact Logics (L35E). L'acquisition est effectuée en temps réel par RSView32.

L'acquisition est ininterrompue durant toute ’expérience, ce qui est possible en rai-
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FIG. 5.7 — Montage typique pour la BRPT.

son du nouveau montage construit durant cette thése. Un total de 5 détecteurs a cris-
tal d'iodure de sodium (Nal-T1) de 2.5 pouces de diameétre est utilisé et connecté a une
base photomultiplicatrice (Ortec model 276). Un amplificateur/discriminateur (Ortec

ACE Mate model 925) permet la discrimination des rayons gamma enregistrés.

Tel que présenté sur la figure 5.7, un détecteur de scintillation enregistre I'évolu-

tion de la radiation dans un échantillon témoin. Afin de permettre la validation des
mesures, différents échantillons seront extraits manuellement afin de déterminer leur
concentration en isotopes radioactifs a I'aide d’'une méthode d’extraction similaire a

celle de Lemieux et al. (2007).
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5.5 Résultats et discussion

5.5.1 Meélange radial

Pour appliquer la méthode, nous étudions deux systémes composés de particules
de 200 et 750 microns, respectivement, dans un mélangeur cylindrique (I.D. 30cm,
longueur 30cm). La vitesse de rotation est de 15 RPM. Dans chacun des cas, 4.00 grammes
de traceurs radioactifs sont introduits dans le centre du cylindre. Tel que discuté pré-
cédemment, ces traceurs ont les mémes propriétés que les particules inertes. La fi-
gure 5.8 présente I'évolution du signal immédiatement apres l'injection. Il est aussi
possible de calculer la dispersion en utilisant 'Eq. 5.4 & partir des deux courbes pré-
sentées. Les résultats sont présentés au tableau 5.1. On peut alors observer que la dis-
persion dans le cas des particules de 750 microns est plus faible que la dispersion dans

le cas des particules de 200 microns.

TAB. 5.1 - Coefficients de dispersion calculés pour les particules de 200 et 750 microns

415 RPM.
Parametre 1 2 3 4 5 6
Ty (5) 0920 1.05 108 1.07 1.14 1.23
200 pym on(x10%) 498 548 585 594 637 706
Aoy, (x103) - 228 204 103 230 304
Ty () 1.01 1.03 1.06 0.86 0.89 0.85
750 um on(x10%) 416 432 473 401 438 434
Aoy (x10%) - 116 192 - 176 -

En calculant le coefficient de décroissance de la courbe ainsi que la période du si-

gnal, il est possible d’obtenir un modele de décroissance basé sur la fonction suivante
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FIG. 5.8 — Evolution du signal dans un mélangeur cylindrique 4 15RPM dans la direc-

tion radiale pour (a) les particules de 750 microns, (b) les particules de 200 microns.
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f()=kieMcos (ZT” t). (5.15)

Les résultats obtenus pour les deux systémes étudiés sont présentés au tableau 5.2.
Les résultats démontrent clairement que le systéme se mélange davantage dans le cas
impliquant les particules de 200 microns en observant le produit adimensionnel T
qui représente le taux de décroissance par période caractéristique. On remarque éga-
lement que les valeurs de 7, calculées au tableau 5.1 correspondent a la moitié de la

période calculée au tableau 5.2, ce qui est attendu par la définition de 7.

TAB. 5.2 — Parameétres de décroissance du modele de mélange.

Systtme A(s™) T() ki TA

200pm  0.264 2.09 0.036 0.55

750 ym  0.185 192 0.137 0.35

5.5.2 Meé€lange axial et profils de concentration

Dans le cas axial, le signal est observé sur une longue période puisqu’il est connu
que ce mécanisme est largement dominé par la diffusion qui s’opére sur une échelle
de temps plus grande. Tel que présenté a la section 5.3.2, la mesure est effectuée du-
rant toute I'opération de mélange. D’abord une courbe standard est construite afin de
relier lIa concentration en traceurs radioactifs et . Cette courbe est construite en uti-
lisant 100.00 g de matériel auquel nous ajoutons une quantité spécifique de particules
radioactives. Cette courbe de calibration a été présentée a la figure 5.4. Cette courbe
est ensuite utilisée afin de déterminer la concentration en traceurs radioactifs dans

chacun des échantillons prélevés dans les sections transversales du mélangeur.
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La méthode souffrent présentement de problémes liés a I'algorithme d’optimisa-
tion (steepest descent) permettant de trouver les valeurs de C(i) en fonction des me-
sures de radioactivité en utilisant 'Eq. 5.14. 1l est donc impératif de poursuivre les
travaux sur la résolution du probléme en utilisant un algorithme d’optimisation plus
performant qui permet de continuer la recherche d’optimum global au probleme.
En particulier, le fait que le gradient soit faible le long de certaines direction rend la

convergence difficile pour I’algorithme présentement utilisé.

5.5.3 Mesures par échantillonnage radioactif

Lesrésultats de concentration utilisant une méthode d’échantillonnage suivi d'une
analyse par radiation sont présentés au tableau 5.3. On y remarque la méme tendance
que dans le cas de I'analyse du mélange radial soit que les plus grosses particules se
mélangent moins bien que les particules plus petites. En effet, la valeur de RSD me-
surée dans le cas des petites particules est de 1.16% alors qu’il est de 7.02% dans le
cas des grosses particules. Ces mesures ont été effectuées apres 24 heures de mélange
dans le tambour rotatif a 15 rpm. La figure 5.9 présente les mesures obtenues pour les

différents réplicats.

5.6 Conclusion du chapitre

Ce chapitre a développé une méthode originale pour I'’étude du mélange dans les
systémes granulaires denses. Cette technique n’est pas exclusive aux systémes gra-
nulaires et s’applique a tout type d’écoulements monophasiques et polyphasiques.
Nous avons développé la théorie requise pour pouvoir extraire les informations sur

le mélange radial et axial. Nous avons montré qu’a partir du modele de radiation, il
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TAB. 5.3 — Concentration (% massique) dans différentes bandes axiales d'un cylindre

rotatif a 15 rpm.

Bande 750 microns 200 microns
1 0.115 0.133
2 0.107 0.134
3 0.106 0.135
4 0.107 0.135
5 0.109 0.133
Vraie dose 0.112 0.130
RSD 7.02% 1.16%

est possible d’obtenir le profil de radiation le long du systéme. Certains problémes de
convergence ont été identifiés pour la résolution des profils axials de concentration.
Néanmoins, la théorie relative au probleme a été présentée de méme que les para-

metres (dont le coefficient de diffusion) pouvant étre obtenus a I’aide de ces profils.

Un des résultats importants de cette méthode est qu’il n’existe aucune limite de
taille et que les traceurs employés pour I'expérience ont exactement les mémes pro-
priétés que les poudres inertes. Ce résultat aura des répercussions majeures dans le
domaine des poudres puisqu’il permet maintenant d’étudier une classe de particules

utilisées dans I'industrie pharmaceutique, alimentaire et pétrochimique.

FInalement, une méthode de mesure de concentration utilisant des échantillons
prélevés a été appliquée en utilisant les principes d’analyse par activation neutro-
nique. La précision obtenue au niveau de la concentration en traceurs radioactifs
est de loin supérieure a celle obtenue a I'aide d’autres méthodes de mesure non-

intrusives telles que la spectroscopie NIR, I'effusivité, les rayons X ou la RMN. En effet,
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FI1G. 5.9 — Profils de concentration dans un cylindre rotatif. Les mesures ont été prises

en triplicata et sont présentées sur le graphique pour chacune des tailles de particules

étudiées. La taille des échantillons est de 100.00 g.

nous avons présentés des résultats qui montrent que la précision atteinte est de I'ordre

de 0.005% massique en valeur absolue par rapport a la concentration réelle.
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Chapitre 6

Vers une vérification et validation de la

méthode des éléments discrets

6.1 Contexte

t Alors que la partie précédente s'intéressait davantage aux aspects expérimen-
taux touchant la mesure du taux de mélange de matériaux granulaires, cette partie
s'intéresse d’abord aux aspects de modélisation et de simulation. Afin d’amorcer cette
deuxiéme partie de la thése, nous proposons une discussion plus spécifique sur les
aspects de convergence et d’erreurs liées aux modeles dits discrets (Discrete element
methods ou DEM) qui sont des modeles de plus en plus utilisés pour la simulation

d’écoulements granulaires. En fait, ces modéles étant relativement nouveaus, il existe

*Ce chapitre et le chapitre suivant ont inspiré la rédaction d’un article sur I'utilisation de la méthode
des éléments discrets pour 'étude du mélange dans M. Lemieux, G. Léonard, J. Doucet, L.-A. Leclaire,
E Viens, E Bertrand and J. Chaouki, Large-scale numerical investigation of solids mixing in a V-blender
using the discrete element method, Powder Technology, Volume 181, Issue 2, 6 February 2008, Pages

205-216 (doi :10.1016/j.powtec.2006.12.009)
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une littérature peu abondante s’intéressant aux aspects de vérification et de validation

qui sont les sujets touchés par ce chapitre.

En effet, il est important d’effectuer une vérification du modele implanté avant
d’entreprendre une recherche visant a en caractériser les aspects plus fondamentaux.
Une difficulté inhérente liée a cet exercice est qu'il est seulement possible de démon-
trer qu'un modele est dysfonctionnel, et non qu’il est correct, puisqu'un nombre fini
de tests ne peut pas vérifier et valider tous les aspects du modéle qui contiennent en-
core des erreurs (Grace et Taghipour, 2004). Trop souvent, les conclusions au sujet de
la validation d’'un modele dans les cas de mélange reposent principalement sur des
accords entre les courbes d’écart-type relatif (RSD) (Moakher et al., 2000; Arratia et al.,
2006), sans méme porter d’attention aux différentes quantités reliées a la dynamique
particulaire. Tel que discuté précédemment (c.f. chapitre 4), cet indice est trés grossier
et ne permet de dégager qu'une mesure tres globale du mouvement des particules.
Dans certains cas, des auteurs s’attaquent a des problemes présentant davantage de
difficultés, principalement en ajoutant d’autres lois d’interaction entre les particules,
telles que des liens cohésifs, sans s’étre d’abord intéressés a vérifier la validité de leur

modele dans des cas plus simples (Alexander et al., 2006; Amarouchene et al., 2001).

On peut alors se demander ce qu’il adviendrait d'une conclusion au sujet des as-
pects de convergence concernant un modéle mal implanté. En effet, il devient diffi-
cile de déterminer si la divergence de la solution par rapport a la solution physique
est due au modele lui-méme (erreur de modélisation), d'une erreur d’implantation ou
d’erreurs liées a la méthode numérique. Ainsi, avant d’attaquer le chapitre suivant qui
vise a déterminer les conditions de convergence du modéle, ce chapitre vise d’abord
a appliquer la DEM a un systéme expérimental bénéficiant de données récentes, ce

systeme faisant référence a 'écoulement de particules dans des silos et des trémies
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avec différents angles d’écoulement. Ceci a pour principaux objectifs de :
1. Vérifier la qualité de I'implantation du modele,

2. Vérifier les résultats obtenus avec ceux d’autres groupes de recherche dans un

cas similaire,

3. Valider le modele dans une situation particuliére et ainsi augmenter la confiance

dans les résultats obtenus.

Afin d’entamer cette partie de la thése, nous allons d’abord présenter le modele de
la DEM en détail pour ensuite présenter les systémes qui seront étudiés dans le cadre

de notre programme de vérification et de validation.

6.2 Lemodele

Le modele utilisé est basé sur la méthode originale proposée par Cundall et Strack

(1979) et prend la forme de contacts normaux et tangentiels entre une paire de parti-

culesi,j:
ii 3 1
F] = ku0in;;—vnb62v, (6.1)
F,/ = —ulF;]lk, (5—t) ~ YV (6.2)
t

oun;; =r;;/|rj;ll, r estle vecteur entre le centre de la particule i et le point de contact
avec la particule j, v, et v, sont les composantes normales et tangentielles de la vitesse
relative entre les particules i et j respectivement. Le vecteur de déformation tangen-

tielle 6 ; entre ces mémes particules est donné par :

Ie
6t=min( / vi(£)at, 8y mar—t|, 6.3)
0 vl

o1 £ est la durée de vie du contact et §,, est le vecteur de déformation normale entre

les particules en contact. La déformation maximale tangentielle §; 4 est donnée
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par:

2—v
6t,max=H(2_2V)6n (6.4)

Le critére de friction de Coulomb ||F;|| < p|F,| survient naturellement lorsque 6; =

0t mayx- Les constantes ky, k; et vy sont données par :

4
kn = g\/R*E*, (6.5)
) B
k, = 1-(1— ! ) (6.6)
6t,max
1
V1-6:16;, 2
Y = —ct(em,-uann 6t Lmax |- 6.7)
t,max

ol B est une constante. Dans notre cas, nous utilisons 8 = 1, bien que d’autres modéles
utilisent = 1/2. Le module de Young équivalent est donné par 1/E* = (1 - v%)/ E +
(1- v%)/ E, et de méme pour le rayon équivalent donné par 1/R* = 1/R; + 1/R,. Dans
ces expressions, m; est la masse de la particule. Un bilan de force et de moment est
ensuite appliqué sur chacune des particules et les équations suivantes sont ensuite
résolues afin de trouver la position de ces particules en fonction du temps. Ainsi, pour

chaque particule i :

dzxi

, _ T
mi—s = ]Z#(Fn +F), 6.8)
=t = jzﬁr,-jx(F’,{+F’tf)+<:s,-j, 6.9)

ol I; et w; sont le moment d’inertie et le vecteur de vitesse angulaire de la particule
i respectivement. S est le moment lié au frottement de roulement (Zhou et al., 1999).
Dans notre cas, ce terme prend la forme de S = -y, ||Fflj lw;/llw;ll. Le parameétre u,
est appelé coefficient de frottement par roulement. Ce systeme d’équations est ré-
solu a I'aide de la méthode Half-Step Leapfrog Verlet proposée par O’Sullivan et Bray

(2004); Fraige et Langston (2004) comme étant plus stable pour la DEM.
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6.3 Lessystémes al'étude

Plusieurs travaux portent sur la vidange de silos et de trémies dans lesquels cer-
taines données expérimentales et numériques sont présentes (Goda et Ebert, 2005;
Choi et al., 2005; Hemph et al., 2006; Zhu et Yu, 2006; Hirshfeld et Rapaport, 2001).
Larticle de Choi et al. (2005) présente les profils de vitesse dans différentes sections
du silo et des trémies de méme que les courbes d’isovitesse dans un plan transversal.
Une étude visant a déterminer une corrélation reliant I'ouverture de la fente W au bas
du silo au débit total est également proposée. Cette corrélation pour le débit Q est

similaire a celle proposée originalement par Beverloo et al. (1961) :
Qo (W—kd)*, (6.10)

ol d est le diametre des particules, k et a sont des constantes. La corrélation de Bever-
loo et al. (1961) suggere k = 1.4 et a = 2.5 dans le cas de silos cylindriques. Choi et al.
(2005), quant a eux, ont montré que dans le cas de silos rectangulaires, la corrélation
prend pluto6t les parametres @ = 1.48 — 1.50 et k = 0.94 — 1.00. Ces variations dans les
parametres sont justifiées par le fait que les mesures utilisées dans ce travail sont indi-
rectes, les débits ne sont pas mesurés directement, mais plutdt déduits des profils de
vitesses moyennes obtenus par vélocimétrie utilisant une caméra haute vitesse. Plu-
sieurs réserves doivent étre émises au sujet de ces résultats. Nous y reviendrons plus
tard dans ce chapitre. Les silos et trémies a I'étude dans ce chapitre sont présentés a
la figure 6.1, leur angle d’ouverture 6 étant respectivement de 0, 30, 45 et 60 degrés.
Ils ont une profondeur D = 2.5 cm, une largeur L = 20 cm. Deux tailles d’ouvertures
de fentes sont étudiées, respectivement W = 18.0 mm et W = 24.0 mm afin de véri-
fier la corrélation de I'Eq. (6.10). Pour le silo, une troisieéme taille d’ouverture W = 10.0

mm est également étudiée afin de vérifier la corrélation proposée. Les parametres du
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FIG. 6.1 - Silo et trémies étudiés dans ce chapitre. De gauche a droite : le silo, les tré-

mies (30, 45 et 60 degrés d’ouverture).

modele utilisés pour ces simulations sont présentés au tableau 6.1. Les parametres
de dissipation ont été déterminés afin d’obtenir un coefficient de restitution normal
de e = 0.88 tel qu’utilisé dans Rycroft et al. (2006); Landry et al. (2003). De méme, il
s’agit d'une valeur correcte pour la restitution des billes de verre. Les calculs ont été

effectués en utilisant 10 processeurs en parallele.

6.4 Résultats et analyse

6.4.1 Champs de vitesses moyennes

Les champs de vitesses moyennes lors de la vidange des silos et trémies sont pré-
sentés. Les particules sont d’abord déposées dans les géométries afin qu’elles sédi-
mentent et forment une structure aléatoire. Cette sédimentation prend environ 1 se-

conde de simulation. Ensuite, les trappes sous les géométries sont retirées afin de per-



TAB. 6.1 — Parametres pour le modele utilisé.
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Parametre Symbole  Valeur  Unités
Coefficient de frottement particule-particule ~ pp 0.5

Coefficient de frottement particule-mur Huw,p 0.5

Masse volumique I 1500 kg/m3
Diametre des particules r 3.0 mm
Nombre de Poisson v 0.2

Constante de dissipation normale Cn 0.03

Constante de dissipation tangentielle ct 0.03

Module de Young E 4.87 MPa
Frottement de roulement Hr 2.5x107° m
Pas de temps h 1.0x 1078 s
Nombre de processeurs 10

Nombre de particules 55 000
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mettre aux particules de s’écouler par 'orifice.

Convention 1. Les champs mayens présentés, sauf indications contraires, sont calculés :
- En considérant une épaisseur de matériel équivalent a deux diametres de parti-
cules 6,/d =2),
— En observant le systeme 2 secondes aprés U'ouverture de la trappe,

— Durant une période de 5 secondes (300 points d'écriture).

Cette convention provient du fait que la méthode expérimentale utilisée dans Choi
et al. (2005) mesure principalement le champ de vitesse qui interfere avec la paroi et
nous assumons que la méthode expérimentale ne tient pas compte du mouvement
des particules a une distance supérieure a 2 diameétres de particules. Nous présente-
rons également I'impact d'une telle erreur de mesure sur le profil réel de vitesse.

La figure 6.2 présente les profils de vitesses moyennes obtenus dans le silo avec des
ouvertures W = 16 mm et 24 mm. Les figures 6.3, 6.4 et 6.5 présentent ces mémes pro-
fils pour les trémies. La relation entre le débit et 'ouverture de la fente est présentée a
la figure 6.6. On voit bien que le débit suit la corrélation proposée avec a = 1.59 (R? =
1.00). Ceci est différent de I'’exposant proposé par Choi et al. (2005) @ = 1.48—1.50 avec
un écart de 6.0%. Dans la limite des résultats de Choi et al. (2005) (i.e. W/d -1 = 8)",
ceci équivaut a une surestimation du débit de 20.5%. Le tableau 6.2 présente un ré-
sumé des résultats obtenus pour le silo et les trémies. Afin de permettre une com-
paraison avec les résultats de Choi et al. (2005), la vitesse moyenne v* est également

présentée. Cette vitesse moyenne est calculée par :

1 (L
v*(y)z—/ v(x,y)dx, (6.11)
L Jo

TChoi et al. utilise comme critére de corrélation la valeur de W/d-1. C’est pourquoi cette valeur est

utilisée pour fins de comparaisons.
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Vitesse (d/s}
PR

25 —e— H=8d

Qe HE204

30 ——-¥-—— Cholstai. (Exp)
—-—&-—-  Chal stal. (Exp)

40 -30 -20 -10 L 10 20 30 40

(a) (b)

Vitesse (d/s)
H

-40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40

{c) (d)
FI1G. 6.2 -Silo 8 = 0°. (a)-(b) Vitesses dans les sections a H/d =9 et H/d =29 et courbes

d'isovitesse verticale pour W = 16 mm. (c)-(d) W =24 mm.

ol v(x, y) est le profil de vitesse verticale (i.e. la composante dans la direction de la

gravité) a la hauteur H = y. Puisqu’il y a conservation de matiére, nous avons
Q=px,y,2v"(y) (6.12)

pour tout yp < ¥ < ¥max. Dans notre travail, nous avons calculé v* a la hauteur y/d =
29 afin d’éviter de mesurer les fluctuations liées a la fente de décharge pour des va-
leurs de y plus faibles. Les vitesses moyennes expérimentales, v;,, sont quant a elles
calculées a I'aide de la corrélation v}, = 0.63(W/d - 1)"*® dans le cas du silo 8 = 0°.

Pour les autres géométries, elles sont obtenues, lorsque disponibles, de la figure 6b de
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Vitesse (d/s)

0 O H =290
——-%———  Chol et al. {(Exp}
— A~ Choletal. (Exp}

-40 30 =20 -10 L 0 20 30 40

(a) (b)

Vitesse (d/s)
8

-40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40

(c) (d)
Fi1G. 6.3 — Trémie 8 = 30°. (a)-(b) Vitesses dans les sections 4 H/d =9 et H/d =29 et

courbes d’isovitesse verticale pour W = 18 mm. (¢)-(d) W =24 mm.

Choi et al. (2005).

L'épaisseur de matériel § , = 2d dans la direction z considérée pour le calcul de la
vitesse moyenne v* a un effet considérable i€ a la présence d’un profil de vitesse dans
la direction z, i.e. v(x,y) = v(x,y,z). Dans le cas de la trémie 68 = 60° et W/d = 24, la
figure 6.7 montre clairement cet effet (profil & x/d=0). Ce profil est dt a la présence
de parois. Il est intéressant de remarquer que ce profil adopte une forme relativement
plane a une distance supérieure a 2 diameétres de particules pour toutes les hauteurs
de silo. Ceci laisse donc croire, a la lumiere des résultats numériques, que la méthode

expérimentale de Choi et al. (2005) mesure incorrectement le profil de vitesse des par-
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Xid

(© (d)
FI1G. 6.4 — Trémie 0 = 45°. (a)-(b) Vitesses dans les sections a H/d =9 et H/d =29 et

courbes d’isovitesse verticale pour W = 18 mm. (c)-(d) W =24 mm.

ticules et que le choix d’utiliser 6 ./ d = 2 pour le calcul des profils de vitesse est justifié
pour fins de comparaisons. L'écart plus important entre les résultats expérimentaux

de Choi et al. (2005) est relié au choix des parametres et fait I'objet de la section 6.4.3.

Dans les simulations, la vidange du silo et des trémies entraine la formation d’'une
pile due a I'accumulation des particules. La figure 6.8 présente deux exemples de ces
piles. Deux angles de repos peuvent étre mesurés : 'angle de la pile et 'angle de la
surface libre dans la trémie lors de 1a décharge. L’angle de la pile est de 8 =28° + 1° et

I'angle de la surface libre est environ 8 =29° +1°.
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Vitesse (d/s)
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Vitesse (d/s)
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{c) (d)
FiG. 6.5 - Trémie 8 = 60°. (a)-(b) Vitesses dans les sections 2 H/d =9 et H/d =29 et

courbes d’isovitesse verticale pour W = 18 mm. (c)-(d) W =24 mm.

6.4.2 Vérification avec Rycroft et al. (2006)

Dans I'article de Rycroft et al. (2006), un silo avec des dimensions différentes est
utilisé. Le silo a une largeur L = 15 cm, une épaisseur de 2.4 cm. L'orifice au fond du silo
n’est pas une fente rectangulaire, mais un trou circulaire d’'un diametre de 2.4 cm. Les
parametres de la simulation sont identiques a ceux présentés au tableau 6.1 sauf pour
la valeur de la dureté. Puisque leur modele est légérement différent, (i.e. la force de
contact normal est donnée par —k,d ‘%5?/ 2y, nous avons utilisé une valeur du module
de Young qui se rapproche le plus de la valeur de ky, = 2 x 10°mg/d. De méme, afin de

conserver la méme valeur du coefficient de restitution, le parameétre ¢, a été ajusté a
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FIG. 6.6 — (a) Débit massique a la sortie du silo (8 = 0) en fonction de I'ouverture de la

fente W. (b) v* en fonction de I'angle de la trémie.
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FIG. 6.7 — Profil de vitesses moyennes (composante verticale) dans une section trans-

versale (x/d=0) dans la trémie 0 = 60° et W=24mm.
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(a) (b) {c) (d) (e) £)
FIG. 6.8 - (a)-(c) Evolution de la vidange du silo 8 = 0° et W=24 mm. (a) t=1.68 s, (b)
t=3.35s, (c) t=5.01 s, (d)-(f) Vidange de la trémie 8 = 60° et W=24 mm : (d) t=1.68 s (e)

t=3.35s, (f) t=5.01s.



TAB. 6.2 ~ Débits obtenus pour chaque silo et trémie.

7] W/d  Qpem (kg/s) | vhg,, (d/s) v;‘xp (d/s) Erreur (%)
0° 33 0.0229 1.46 2.16 -32.4
5.3 0.0678 4.75 5.45 -12.8
8.0 0.1501 11.1 11.2° -0.9
30° 6.0 0.0870 6.20 7.4 -16.2
8.0 0.1486 10.6 - -
45° 6.0 0.0951 6.71 7.9 -15.1
8.0 0.1597 11.4 - -
60° 6.0 0.1120 8.05 9.3 -13.4
8.0 0.1855 13.4 - -

 Résultats obtenus 4 I'aide de la corrélation Choi et al. (2005).

la valeur présentée au tableau 6.1.
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Le débit trouvé par Rycroft et al. (2006) est de 4440 particules par seconde. Le dé-

bit obtenu dans notre simulation est de 3894 particules par seconde (écart de -11.1

%). Les profils de vitesses obtenus sont présentés a la figure 6.9. Les vitesses sont 1é-

gérement plus faibles dans le cas de nos simulations (erreur maximale de -10%), mais

particulierement dans la zone haute du silo. Prés de 'ouverture, les profils sont tres si-

milaires. Néanmoins, ces différences dans les vitesses entrainent nécessairement une

évolution différente du déplacement du solide, tel que présenté a la figure 6.10 ou1 les

bandes colorées se déplacent moins vite dans notre cas.

Plusieurs hypothéses sont étudiées pour déterminer la cause de cet écart, dont

notamment la différence dans le pas de temps utilisé. Dans Rycroft et al. (2006), une

valeur de h = 1.75 x 107 est utilisée alors qu'elle est de & = 1.0 x 10~° dans ce travail.
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F1G. 6.9 — Comparaison avec les résultats de Rycroft et al. (2006)

Nous montrerons dans le chapitre suivant qu'il n’y a pas de différences significatives

entre un pas de temps de & = 1.0x107%s et i = 1.75x 1078 en ce qui concerne les profils

de vitesses.

6.4.3 Effet du coefficient de friction

Dans cette section, nous nous demandons si le coefficient de friction interparti-
culaire pp,, et celui avec les parois py,, jouent un role dans I'écart obtenu avec les
résultats expérimentaux présentés a la section 6.4.1. En effet, il n'y a pas d’'informa-
tion au sujet des propriétés des billes de verre utilisées dans Choi et al. (2005), mais
une discussion avec les auteurs nous permet de croire que le coefficient de frottement
peut étre inférieur a 0.5, tel que relevé dans la littérature. Dans I'article de Li et al.

(2005), le coefficient de frottement verre-verre a été déterminé afin de 1'utiliser avec la
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Ce travail

t=1.05s t=21s t=3.15s t=4.20s

FIG. 6.10 - Vidange du silo. Comparaison avec les résultats de Rycroft et al. (2006).
Puisque les vitesses sont plus faibles dans notre cas, les bandes se déplacent plus len-

tement.
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DEM. Nous utiliserons la valeur expérimentale qu’ils ont trouvée, p = 0.1545. Néan-
moins, il existe une vaste littérature de simulations numériques utilisant la DEM avec
des billes de verre qui utilisent des coefficients de frottement différents 0.1 < p£ < 0.8,
sans toutefois spécifier la source expérimentale de ces données, ni la méthodologie
expérimentale permettant d’obtenir celle-ci. On peut s’en convaincre en référant, par
exemple a (Zhou et al., 1999; Masson et Martinez, 2000; Rycroft et al., 2006; Hirshfeld
et Rapaport, 2001; Sanad et al., 2001; Hemph et al., 2006; Goda et Ebert, 2005; Sudah,
2001; Moakher et al., 2000; Lemieux et al., 2006; Bertrand et al., 2005). Dans Li et al.
(2005), une cellule de frottement permet de mesurer la force de frottement avec diffé-
rentes charges. Dans le cas du verre, une plaque de verre faite du méme matériel que
celui composant les particules recouvre une des surfaces alors que des particules de

verre sont fixées sur I’autre surface.

On peut souligner au passage que la valeur du coefficient de friction obtenue a
I'aide de cellules de frottement semble généralement surestimée. En utilisant diffé-
rentes valeurs de coefficients de friction dans le modéle de DEM, on peut reproduire
les résultats expérimentaux dans les cas de décharge de silo par exemple, mais en uti-
lisant des valeurs du coefficient de friction plus faibles que celles mesurées par les cel-
lules de friction. Lhypothése émise a ce sujet est que les cellules de friction mesurent
un coefficient de friction lié a I'assemblage plut6t qu’aux particules. Il faut donc étre
prudent lors de I'utilisation de ces cellules pour obtenir les parametres physiques d'un

systeme granulaire.

Dans un premier cas (A), nous avons fixé u,,, = up » = 0.1545. Les figures 6.11-
6.14 présentent les résultats obtenus. Le profil de vitesse est nettement plus pres des
résultats expérimentaux obtenus pas Choi et al. (2005) dans le cas du silo et de la tré-

mie 8 = 30°. Néanmoins, le tableau 6.2 montre que les valeurs de v* s’éloignent da-
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vantage de ces résultats pour les valeurs de 8 = 45° — 60°. Nous pensons que ceci est
da aux effets de parois qui sont plus importants dans ces conditions et que, en rai-
son de la faible valeur du coefficient de frottement paroi-particules u,, ,, ces derniers
pourraient avoir un role significatif dans cet écart pour les valeurs élevées de 6. Ceci
est aussi motivé par le fait que le profil de vitesse s'écarte davantage dans la zone de
contraction ol les parois interferent particulierement avec le champ de vitesse. On
observe cette interaction sur les courbes d’isovitesses et particulierement pour les va-

leurs de 8@ = 30° et @ = 60°.

Pour nous en convaincre, nous avons étudié un deuxiéme cas (B) ol nous avons
fixé pp,p = 0.1545 et py,p = 0.5. Nous observons que si les prédictions de v* (tableau
6.2) s'améliorent, il en est autrement pour les profils de vitesse. En fait, une diminution
de la valeur de uy,, semble refermer le profil de vitesse (c.f. Figures 6.11-6.14). Né-
anmoins, les valeurs maximales des profils ne concordent que moyennement. Nous

pouvons donc conclure que :

1. Les coefficients de friction yy,, et yp, p jouent un role déterminant dans la forme
du profil de vitesse dans le silo et les trémies : en augmentant ces parametres,

les vitesses moyennes diminuent.

2. Le modele est sensible a ces parametres. Toutefois, ne disposant pas de données
expérimentales précises, leur choix peut devenir difficile. De plus, ces coeffi-
cients sont-ils stationnaires, isotropes ? Suivent-ils une distribution ? Il est donc
difficile de déterminer le véritable lien physique entre ces parametres et la dyna-
mique des particules, principalement en raison d'un manque de connaissance

du parametre.
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FIG. 6.11 - Silo 8 = 0° pour les cas (A) et (B). (a) Vitesses dans les sections a H/d =9 et

H/d =29. (b) Courbes d’isovitesse verticale pour W = 16 mm (cas A).
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FIG. 6.12 — Trémie 8 = 30° pour les cas (A) et (B). (a) Vitesses dans les sections a H/d =

9et H/d =29. (b) Courbes d’isovitesse verticale pour W = 18 mm (cas A).



122

o
-10
g2
hoA
3 =1
£
>
30 H>8d (A)
O H = 28d (A}
——-#-——  Choletal (Exp)
-0 —-—a—-- Chal st al. (Exp)
— - — H=0d(®)
——O—— H=20d(8)
50 v
40 30 20 -0 [ 10 2 30 40
x/d
(a) (b)

FIG. 6.13 — Trémie 8 = 45° pour les cas (A) et (B). (a) Vitesses dans les sections a H/d =

9 et H/d = 29. (b) Courbes d’isovitesse verticale pour W = 18 mm (cas A).
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FIG. 6.14 — Trémie 8 = 60° pour les cas (A) et (B). (a) Vitesses dans les sections a H/d =

9 et H/d =29. (b) Courbes d’isovitesse verticale pour W = 18 mm (cas A).



TAB. 6.3 — Débits obtenus pour chaque trémie dans les cas (A) et (B).

6 W/d Cas | vyg,, (d/s) Vpr (d/s)  Erreur (%)

0° 53 A 5.94 5.45 +9.0
5.3 B 5.23 5.45 -4,0
80 B 11.2F

30° 6.0 A 8.02 7.4 +8.4
6.0 B 6.96 7.4 -5.9
8.0 B

45° 6.0 A 9.15 7.9 +15.8
6.0 B 7.66 79 -3.0
8.0 B - - -

60° 6.0 A 11.3 9.3 +21.5
6.0 B 9.3 9.3 0.0
8.0 B 14.8 - - -

t Résultats obtenus a 'aide de la corrélation Choi et al. (2005).
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6.5 Conclusion du chapitre

Dans ce chapitre, nous avons présenté le modéle théorique a la base de la méthode
des éléments discrets tel qu'’il est actuellement implanté dans le code que nous utili-
sons. Deux aspects fondamentaux ont été abordés. D’abord une vérification avec les
résultats numériques obtenus par Rycroft et al. (2006) visant a nous assurer de la vali-
dité, dans la limite des cas étudiés, de I'implantation du modéle. Cette vérification ne
permet pas de déterminer si le modéle est valide, mais permet d’établir qu’il se com-
pare trés correctement aux autres codes de calcul actuellement disponibles dans le
domaine.

D’autre part, nous avons entamé une procédure de validation visant a confron-
ter les résultats numériques obtenus avec la DEM avec ceux obtenus expérimentale-
ment dans des conditions exactement similaires géométriquement. Les parametres
des particules et certaines propriétés physiques n'étant pas disponibles, une gamme
de parametres a été utilisée afin de déterminer s’il est possible de retrouver les résul-
tats expérimentaux avec une combinaison appropriée. Cette analyse nous a menés
aux observations suivantes :

— Il existe une combinaison de parametres qui permettent de retrouver les résul-

tats expérimentaux (profils de vitesses moyennes),

— Il existe une forte sensibilité du modéele aux coefficients de frottement (paroi-

particule, particule-particule),

- Les différentes géométries de trémies et silo permettent d’isoler I'effet des coef-

ficients de frottement particule-particule et particule-parois.
La derniére observation permet de considérer la possibilité d’établir une méthodolo-
gie de mesure, utilisant différentes formes de trémies et silos, permettant de mesurer

in situ les coefficients de frottement particule-particule et particule-paroi, qui sont si
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difficiles a obtenir par d’autres moyens, et qui ont un impact significatif sur les résul-
tats. Dans le prochain chapitre, nous allons, en particulier, montrer que ce parametre
est particulierement sensible puisqu’il fait partie des variables véritablement indé-
pendantes du systéme, ce qui n'est pas le cas de la masse volumique, du coefficient

de dissipation et du module de Young par exemple.
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Chapitre 7

Analyse d’erreur et analyse

dimensionelle

7.1 Contexte

T Le choix d'un pas de temps approprié pour les simulations utilisant la DEM est
une question que treés peu de travaux ont traitée. Pendant que la plupart des articles
soutiennent qu'il existe un pas de temps au-dela duquel la solution diverge absolu-
ment en raison de la nature explicite de la méthode, nous n’avons aucune indication
sur la précision et la consistance des solutions obtenues avec des pas de temps rela-
tivement élevés. Cette question est cruciale pour plusieurs raisons, dont une raison
pratique voulant que la majorité des travaux publiés a ce jour impliquant la DEM uti-

lisent le pas de temps le plus élevé possible afin de réduire au maximum le temps re-

tCe chapitre a été publié en partie dans J. Doucet, J. Maille, E Bertrand and J. Chaouki, Effect of
time integration error on accuracy of granular mixing simulations with the discrete element method,

Compte-rendu de conférence de Partec 2007, Nurenberg, Allemagne, Avril 2007.
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quis pour obtenir la solution et ainsi réduire I'effort de calcul. Dans ce chapitre, nous
allons montrer que cette stratégie est inconsistante et qu’elle meéne a des erreurs sur
plusieurs aspects de I'écoulement obtenu, méme a 1'échelle macroscopique du mé-
lange. En particulier, nous allons montrer que le pas de temps affecte les champs de
vitesses moyennes et de fluctuations, la période d’autocorrélation et la courbe de mé-
lange. De méme, des résultats précédents ont montré que les erreurs de modélisa-
tion, d’intégration et les erreurs d’arrondis jouent un rdle majeur sur le mélange de
fluides en affectant les temps de circulation (Souvaliotis et al., 1995). Ce chapitre vise
a présenter des résultats originaux qui démontrent la sensibilité de plusieurs caracté-
ristiques au pas de temps dans le contexte de simulations impliquant des matériaux

granulaires.

En comparaison avec la littérature du mélange liquide, trés peu d’articles pro-
posent une discussion sur I'erreur d’intégration de la DEM, le probléme étant princi-
palement lié au fait qu’il n’existe pas de solution analytique pour un systéme a plu-
sieurs corps en mouvement avec laquelle la solution numérique peut étre compa-
rée. 1l devient alors difficile de quantifier le niveau de précision de la méthode. Dans
O’Sullivan et Bray (2004), des instabilités numériques sont observées dans un systéeme
composé de particules en compression. De maniére similaire, dans Fraige et Langston
(2004), des collisions binaires sont simulées et le niveau de précision de différents al-
gorithmes d’intégration est déterminé en comparant les trajectoires numériques et
analytiques. Néanmoins, ces travaux présentent des données qui montrent que la dy-
namique locale est affectée par le pas de temps (ce que I'on est en mesure de croire
intuitivement), mais il est difficile d’utiliser ces résultats pour déterminer si cette er-
reur locale a un impact significatif sur le comportement macroscopique. Récemment,

Hemph et al. (2006); Zhu et Yu (2006) soutenaient dans un congres que, sur la base du
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débit massique a la sortie d'un silo, la solution obtenue était trés peu sensible au pas
de temps. Dans ce chapitre, nous allons montrer qu’au contraire, au-dela d’un certain
seuil de pas de temps, la solution obtenue dans ce contexte est complétement incon-
sistante et que, bien au-dela du débit massique, les champs de vitesse et de fluctuation

sont fortement affectés.

7.2 Vidange d’un silo

Afin d'illustrer I'effet du pas de temps sur ’écoulement granulaire, nous allons
d’abord étudier un cas de vidange d’un silo présenté au chapitre précédent. Les di-
mensions du silo sont rigoureusement identiques a celles présentées dans Rycroft
et al. (2006). Ceci permettra également de comparer nos résultats aux leurs. Les pro-
priétés des particules sont présentées au tableau 6.1 et sont encore une fois similaire a
celles présentées dans Rycroft et al. (2006). La figure 7.2 présente les profils de vitesse
verticale moyenne a différentes hauteurs (y) le long du silo. Ces profils sont calculés a
partir de la solution obtenue avec différents pas de temps. Cette vitesse, notée v*(y),

est précisément calculée par :

1 (L
v*(y):z/ vy(x,y)dx, (7.1)
0

ou L est la largeur du silo et vy(x, y) est la composante selon y (descendante) de
la vitesse moyenne. Le graphe de v*(y) est présenté a la figure 7.1. A partir de ces ré-
sultats, il apparait clair que la solution est affectée par le pas de temps. De plus, la
solution converge vers des valeurs stables pour des pas de temps décroissants. Cette
figure montre également que 1'écoulement pres de 'orifice (qui est un moyen com-
mun pour calculer le débit massique hors du silo) est sensible au pas de temps. Pour

h=1.00x10"7,1.00 x 1075, 1.00 x 1072, 2.50 x 107>, 5.00 x 1075, le débit (particule/s)
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F1G. 7.1 - Vitesse descendante moyenne v*(y) en fonction de la hauteur du silo y/d

pour différentes valeurs de pas de temps.

est 3894, 3912, 3933, 3928, 3710 respectivement.

A partir des figures 7.2(a)-7.2(b), nous pouvons observer que les résultats obtenus
dans Rycroft et al. (2006) avec un pas de temps de h = 2.5 x 1075 et sont en accord

avec nos résultats.

Considérons les vitesses instantanées des particules données par v(x, y) = v(x, y) +

Vv/(x,y), ol V est la vitesse moyenne et v’ est la fluctuation par rapport a la vitesse
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FIG. 7.2 — Haut : effet du pas de temps £ sur le profil de vitesse moyenne descendante

a différentes hauteurs dans le silo : (a) y/d=9; (b) y/d=29. Bas : Effet sur les profils de
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moyenne. La température granulaire définie par (Smith, 2001)
T (x, ) = (v2(x, 1)), (7.2)

correspond a la variance des vitesses. Plusieurs autres définitions existent en intro-
duisant un facteur multiplicatif devant le terme (Smith, 2001). Les figures 7.2(c)-7.2(d)
révelent qu’'une valeur inappropriée du pas de temps (i.e. trop grande) augmente la
température granulaire, particuli¢rement dans les régions a faible gradient de vitesse
(faible nombre de Savage)'. De plus, les fluctuations sont corrélées avec le module de
la force de contact agissant sur les particules. Plus la pression est élevée, plus les fluc-
tuations semblent amplifiées. Ceci provient de la nature inconditionnellement stable
de l'algorithme d’intégration qui permet a la solution d’osciller quand les termes de
contact deviennent trop grands dans les équations 6.8-6.9. En fait, dans I'algorithme

HSLV présentée par O’Sullivan et Bray (2004)%, la vitesse au temps ¢ + h est donnée

par:
(t+ﬁ) = (t—ﬁ)+a(t)h (7.3)
Vv 2 - Vv 2 » ¢
x(t+h) = x(t)+v(t+§) h, (7.4)
Ry 1
v(t+h) = v(t+ E)+§a(t)h, (7.5)

ol a(t) est le terme d’accélération a(r) = E(t)/m, ol F(1) est le vecteur de force totale

*Le nombre de Savage est défini par Sa= , ol p, d, pr sont la masse volumique, le dia-

pd*(duldy)?
pr

meétre et la contrainte normale respectivement. Il est possible d’approximer la contrainte normale dans

un assemblage de particules par pr = (1-¢)pg H, avec ¢ la fraction de vide et H la hauteur de I'assem-

blage de particules.
*Cette forme HSLV n’est pas la véritable forme HSLV puisqu’elle ne contient pas de terme de pré-

diction. Cette appellation a été néanmoins introduite et utilisée par O’Sullivan et Bray (2004) et nous

allons nous référer a cette forme pour le reste de ce chapitre
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agissant sur la particule au temps t. A partir des Egs. 7.3-7.4, le calcul v(f) devient du
premier ordre par rapport a h.

Afin de fournir une discussion sur I'effet du pas de temps & sur le profil de fluc-
tuations de vitesse, nous allons supposer que la force totale qui agit sur la particule
est proportionnelle a la téte hydrostatique ou pression a une hauteur y donnée par
pr o (1-¢)pg(H—-y), ou H estla hauteur totale de solide et ¢ la fraction de vide dans
I’assemblage de particules. Supposons maintenant que la position de la particule os-
cille autour d’un point fixe. Ceci implique alors que v(t+ h) = —v(t) et v(t + h/2) =0
puisque la vitesse change de signe entre ¢ et ¢ + h. Puisque le schéma est d’ordre 1
alors la vitesse a ¢ + h/2 est nulle. Ainsi, selon 'Eq. 7.5, nous obtenons —2v(f) = a(t)h.
Maintenant fixons la période d’oscillation a 25, qui signifie que la particule oscille
d’une vitesse a l’autre, d’'une itération a I’autre.

Posons maintenant que la vitesse d'une particule en oscillation est donnée par par
v(t) = kPhcos(3t) out k > 0. On peut remarquer que I'amplitude de I'oscillation est
linéaire selon # et que la vitesse change de signe sur une période correspondant a h
tel que fixé plus haut. De plus, si on calcule la variance de la vitesse, nous obtenons la

température granulaire

h x

WAy = (kPh)sz COS:(%) ar (7.6)
i dt

= K(H-y)?H, 7.7)

avec K > 0. Ceci signifie que la variance varie comme le carré de (H - y) et h. Ce com-
portement est mis en évidence par les figures 7.2(c) et 7.2(d) ot il est évident que dans
I'intervalle 5.0 x 10735 > h > 1.0 x 107° s, la température granulaire suit un comporte-
ment en h? dans la zone statique. La température granulaire présente aussi, dans cette

région, le comportement en (H — y)? pour les cas y/d = 9 et 29, ce qui correspond a
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(H-y)/d =111 et 91 respectivement. On voit en fait que le rapport des températures
granulaires pour une valeur constante de x/d est environ 1.2 — 1.6 alors que le ratio

des valeurs de (H — y)? est 1.49.

Nous pouvons aussi nous demander si les instabilités peuvent aussi étre causées
par le bilan angulaire ainsi que par la composante tangentielle de la force. A partir de
I'Eq. 6.9, en raison du produit vectoriel, seule la composante tangentielle de la force
contribue au bilan angulaire. Nous savons que la norme de la force tangentielle est né-
cessairement plus faible que celle de la force normale en raison du critére de Coulomb
(puisque F; = uFy, pour u < 1). En supposant que la vitesse angulaire de la particule
contient aussi un terme de fluctuation ', nous nous attendons a ce que le produit w'r,
qui représente la fluctuation de vitesse angulaire a la surface de la particule, soit plus
faible que dans la direction normale. Finalement, puisque ces termes s’additionnent
dans le bilan total de force pour la particule (par les Egs. 6.8-6.9), il est difficile de dé-
terminer leur niveau de contribution individuelle. Néanmoins, puisque chacun des
termes est proportionnel aux forces normales, nous pouvons aisément conclure que
la force totale suit également une tendance selon 42 et (H — y)? tel que présenté plus

haut.

7.3 Application a un mélangeur cylindrique

En guise d’illustration, nous étudions l'effet du pas de temps sur le mélange de
particules dans un mélangeur cylindrique (diametre interne de 30cm, longueur de 15
cm). Le systéme est rempli avec un mélange 50% bidisperse de particules de 1.5 et 3.0
mm de diametre. Le mélangeur est rempli a moitié du volume utile (83820 particules).

Tel que relevé précédemment, les profils de vitesse moyenne et de fluctuations (figure
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FIG. 7.3 — Effet du pas de temps & sur le champ de vitesse (d/s) : (a) h = 5.0 x 1073 s,

b)h=1.0x10"2s,(c) h=2.0x10"%s, (d) h=1.0x10Fs.

7.3) présentent des instabilités caractéristiques (i.e. déplacement des lignes d’écoule-
ment, modification des vitesses) pour des pas de temps élevés et semblent converger

pour des valeurs faibles.

Au niveau macroscopique, les courbes de mélange montrent une transition claire
sur la période d’autocorrélation’ (en suivant la corrélation G, avec a = ie tf) de méme
que sur le taux de mélange. La figure 7.4 présente la fonction de corrélation le long des
axes du repére. On peut donc voir clairement qu'une augmentation du pas de temps

affecte le comportement macroscopique des particules, en particulier en altérant la

Voir chapitre 4.
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période d’autocorrélation du systéme.

Dans la direction radiale, il est connu que le mélange est essentiellement lié a la
périodicité des conditions frontieres (Ottino, 1989; Ottino et Khakhar, 2000). Néan-
moins, dans la direction axiale, 'absence de périodicité met en lumiére le caractére
diffusif du mélange. Ce phénomene est en soi plus complexe a prédire correctement a
'aide de la DEM puisqu'’il provient des fluctuations particulaires. Puisque nous avons
montré que le pas de temps affecte I'historique de déformation des contacts et agit di-
rectement sur le profil de fluctuations, nous nous attendons a ce que, a partir de I'Eq.
7.7, le mélange diffusif soit plus difficile a décrire et soit plus sensible au pas de temps.
Cette sensibilité est observée a la figure 7.4(b) ou l'erreur sur la corrélation axiale per-
siste méme pour h = 2.5 x 10755, alors que dans la direction radiale (figure 7.4(a)), la

corrélation semble avoir atteint une valeur constante.
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7.4 Analyse dimensionnelle

Avant de conclure ce chapitre, nous proposons une analyse de I'équation de mou-
vement rattachée a chacune des particules afin d'y extraire les parametres importants.
Nous désirons déterminer le nombre de variables indépendantes dans I’équation et
quel est 'impact de ces variables sur le terme d’erreur d’'intégration. Il s’agit donc
de raisonner sur 'équation adimensionnelle plutdt que sur la forme utilisée jusqu'a
maintenant. Dans un premier cas, nous allons considérer le cas d’'une collision nor-

male simple entre une particule et une paroi.

7.4.1 Collision simple

Pour commencer, considérons une déformation unidimensionnelle d'une parti-
cule sphérique sur une surface plane. Posons § comme étant la norme de cette dé-
formation (normale) et x la position de la particule de telle sorte que § = r — x pour
0 < x < r. En nous basant sur les équations constitutives précédentes, la force totale

subie par la particule au point de contact est donnée par :

m% = k6% + 76ﬁ8 -mg (7.8)

ol a, >0, k, est la constante d’élasticité, v est la vitesse de la particule, y est le coef-
ficient d’amortissement et 6 est la vitesse de déformation. Puisque la surface est im-
mobile, la vitesse de déformation devient simplement 6 = v. Définissons les variables

adimensionnelles suivantes :

(7.9)

S| >
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ou r est le rayon de la particule (longueur caractéristique) et v, est la vitesse caracté-

ristique du systéme. En réarrangeant les termes, Eq. 7.8 devient :

dav " v
E;——A6ﬁ17—36“+C=0, (7.10)

ol A, B et C correspondent aux groupes adimensionnels suivants :

A 3 _ Y (7.11)
~ dmpuygr2h’ ’
3 k
B = ——"—, (7.12)
47 pvgre=@
c = £ (7.13)
v

Dés maintenant, il est possible d’observer la présence du nombre de Froude (Fr)
dans le groupe C. Leffet du nombre de Froude dans |’écoulement de matériaux granu-
laires a été le sujet de nombreuses études, particulierement pour la mise a I’échelle de
cylindres rotatifs (Ding et al., 2001). Nous allons maintenant développer les relations

dans le cas de collisions multiples a plusieurs dimensions.

7.4.2 Cas a collisions multiples

L'argument pour généraliser I'analyse a des particules sphériques de méme taille
ayant plusieurs contacts provient de I'observation que la force totale exercée sur une
particule est, en fait, le résultat de plusieurs forces agissant indépendamment a dif-
férents points de contact sur la particule. De facon plus générale, si la particule a N

contacts sur sa surface, la force totale est donnée par :
N
F=) f; (7.14)
i=1

ou f; sont les forces a chacun des points de contact i. Nous avons montré a la section

précédente que ces forces peuvent s'écrire en fonction des groupes adimensionnels.
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La différence provient du fait que les déformations sur la particule en chaque point
de contact ne sont pas nécessairement les mémes. Nous ferons I'hypothése que cette
déformation est relativement similaire pour tous les contacts sur une méme parti-
cule. Cette hypothese est raisonnable pour plusieurs raisons, notamment dans le cas
d’écoulements particulaires denses oi1 les contacts sont dominants, et aussi parce que
la particule est considérée comme étant en équilibre donc que les forces de cisaille-
ment et les forces normales s’équilibrent a la surface de la particule.

Les déformations et taux de déformation du contact entre deux particules p et gq
sont donnés par & y; = Xp — X4 €t § 55 = v, — v respectivement. Notons par ny, le vec-
teur unitaire normal a la surface de la particule p au point de contact entre la particule
p et g. Du point de vue de la particule p, la force de contact peut alors s’écrire :

dvp @ p
m”ﬁ = (knlxp —Xg|”" +yxXp — X4/ |Vp —vql)npq - mpg (7.15)
En utilisant les mémes variables adimensionnelles que précédemment, nous obte-
nons:
d‘V’P v v a v v 1B, v -
W: AlXp —X4|” + BlXp —X4|"|Vp — V4| | npq — CB. (7.16)
avec g le vecteur unitaire dans la direction de la gravité. Puisque ceci est vrai pour p,
ceci est aussi vrai pour q.
Maintenant que nous avons traité la collision entre deux particules, nous devons
montrer que ceci tient est aussi dans le cas de plusieurs contacts entre plusieurs parti-

cules ayant les mémes propriétés. Posons U comme 'ensemble des particules g ayant

un contact avec p. En combinant Eq. 7.14 et Eq.7.16, nous obtenons

B ¥ (A% %1%+ Bl &y 1P — gl mpg — C (7.17)
P Xp —Xgq Xp —Xgl" [V ~ Vgl |npg — Cg, .
t qgeU
qeU qeU




139

Les groupes adimensionnels décrits plus haut sont clairement mis en évidence (dans

I’hypothese ou les propriétés sont similaires pour toutes les particules g € U).

7.4.3 Composante tangentielle : effet du coefficient de friction

Une question persiste a ce point en ce qui a trait a la composante tangentielle de la
force. Nous n’avons qu'a démontrer que cette force est aussi une fonction des groupes
adimensionnels présentés plus haut. Ceci relativement simple puisque le critére de
Coulomb stipule que la composante tangentielle au point de contact entre la particule
p et la particule g, notée f;,q, est donnée par :

£, = uifpgin,, (7.19)

ol ntq est le vecteur unitaire dans le plan normal a n,4. Puisque np,4 est unitaire, la

norme de f,, est donnée directement par Eq. 7.15 de sorte que :
f,q=H (knlxp —Xg|* +yIxp —Xq1P v —vql) n,, (7.20)

Cette équation meéne aux groupes adimensionnels présentés plus haut. Ainsi, I'équa-

tion de mouvement en forme adimensionnelle finale est donnée par :

av
p v 3 1
rrll A Ky —X4" (pg + pm,,)
qeU
+ BY I%p—XglPIVp —Vglnpg + pny,) - Cg. (7.21)
qey

Une remarque peut étre formulée. I'analyse montre que les parametres individuels du
modele n’ont pas de lien unique avec la solution de I'équation. En effet, les variables

indépendantes du systéme sont les groupes A, B, C et u.
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7.5 Erreur numérique : cas simple

En ayant dérivé les équations adimensionnelles du mouvement, nous allons tirer
profit de ces équations adimensionnelles pour en déterminer les bornes supérieures

de I'erreur numérique en fonction des différents groupes adimensionnels.

7.5.1 Borne supérieure pour 'erreur

Supposons un cas purement élastique (y = 0) et pour lequel une loi de contact
linéaire est adoptée (a = 1 et § = 0 dans I'Eq. 7.10). Etudions le mouvement d’une par-
ticule en chute libre lors d’une collision avec une surface plane. L'équation de mouve-

ment prend alors la forme suivante :

=K & (7.22)
m m

Posons w = \/k,/m. La trajectoire de la particule avec x'(0) = 0 et x(0) = 0 est donc
donnée par:

x(0) = 2= (coswr-1). (7.23)
kn

pour 0 < t < 7/w. Le terme d’erreur lié a l'utilisation d'une approximation de Taylor
d’ordre 1 est
h

% (0), (7.24)

Ryi(h) = o

pour 0 < ¢ < t. On connait la valeur de x' puisque la solution est connue et est donnée

par:

X' () = ——r% (coswt—1)— ::;. (7.25)

On trouve alors une borne maximale pour le terme d’erreur

IRL()| < Cy |%| h. (7.26)
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pour C; > 0. Il est clair que ce terme ne dépend pas de k,. Maintenant supposons que

la particule a aussi une vitesse initiale x'(0) = vy. Nous avons alors :

Vo . g
x(t) = —sinwt+ = (coswt—1). (7.27)
w k

Le terme d’erreur prend alors la forme suivante :

\Ri(B) < Cg‘wvo+—&|h, (7.28)
m
< G \/%v0+% h (7.29)

avec Cy > 0. En supposant maintenant que la méthode est d’ordre 2, nous pouvons

développer le terme suivant :

Ry(W)| = Cs ﬁvwﬁ\/ﬁ
m m m

Afin de relier le terme d’erreur aux parametres véritablement indépendants (i.e. les

K. (7.30)

groupes adimensionnels développés plus haut), nous allons utiliser I'équation adi-

mensionnelle. Celle-ci s’écrit :
¥'(Hh=-Bx-C (7.31)
pour laquelle la solution analytique avec X'(0) = 1 et X(0) = 0 est donnée par :

t = - sinvEis © -
x(t)—\/Esm\/EHB(cosx/Et 1). (7.32)

Les bornes d’erreurs peuvent alors étre obtenues de la méme manieére et on trouve :

IRy (h)|

IA

C, |\/§ + c| h (7.33)

A

Ry (h)| < C5|B+C\/l_3|h2 (7.34)

pour Cy, C5 > 0.
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FIG. 7.5 — (a) Evolution €, en fonction de k2. (b) Evolution de €, en fonction de k. En

légende, valeurs de k, utilisées.
7.5.2 Résultats

Nous avons simulé le contact d'une particule sur une surface plane avec une vi-
tesse initiale vy et sans gravité (C = 0). La méthode d’intégration utilisée est le schéma
HSLV de O’Sullivan et Bray (2004). Nous avons étudié I'effet du pas de temps sur la
solution obtenue et calculé 'erreur entre la solution obtenue avec le pas de temps le
plus faible et les autres solutions. Cette erreur est calculée par:

I ECRREAQIES . _ sl - viide
Ot“|x1(t)|dt Ot”|v1(t)|dt

(7.35)

X

ol xp (1) et vu(t) correspondent a la solution avec le pas de temps k et x;(t) et v1(1),
la solution obtenue avec le plus petit pas de temps. Afin de vérifier la validité des Eqgs.
7.29-7.30, nous avons calculé le terme d’erreur en fonction de h avec différentes va-
leurs de k.

La figure 7.5 présente |'évolution du terme d’erreur ¢, et €, en fonction du pas

de temps employé et pour différentes valeurs de k,. On remarque que €, = O(h?) et
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FIG. 7.6 — (a) Pente de I’erreur de ¢, en fonction de k,. (b) Pente de €, en fonction de

Vkn.

€y = O(h) conformément a Eq. 7.30.

Si on se fie a ces expressions, la pente est fonction de k. Nous pouvons également
vérifier I'ordre de la pente par rapport a ce parametre. A cet effet, la figure 7.6 présente
les pentes des droites obtenues a la figure 7.5 en fonction de k, (en posant C = 0). On
observe, tel que prévu par les Egs. 7.29 et 7.30 que la pente de |'erreur sur la position

x(t) varie selon k, et la pente de I'erreur sur la vitesse varie en fonction de v/ k.

7.5.3 HSLV vs Euler

Pour terminer ce chapitre, nous proposons de vérifier 'effet du schéma d’intégra-

tion sur les résultats obtenus. Pour ce faire, nous proposons d’utiliser la méthode de

Euler qui est une méthode d’ordre 1.

x(t+h) x(8) +v(t)h, (7.36)

v(t+ h)

v(t) +a(t)h. (7.37)
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Erreur x
Erreur v

FIG. 7.7 - (a) Evolution ¢, en fonction de &. (b) Evolution de €, en fonction de k. En

légende, valeurs de k,, utilisées.

On observe la tendance anticipée, i.e. les termes d’erreur ¢, et €, varient linéairement
selon h. Ces résultats pour différentes valeurs de k, sont présentés a la figure 7.7. La
pente varie, dans les deux cas, linéairement selon v/k,,, tel qu’anticipé. On remarque
aussi qu’avec cette méthode, pour un pas de temps identique, l'erreur est systémati-
quement plus élevée d’au moins 2 ordres de grandeur. Il convient donc d’utiliser la
méthode HSLV pour gagner un ordre sur le terme d’erreur de la position x(¢) et aussi
pour réduire, en valeur absolue, la norme de cette erreur. Ceci est en accord avec les

résultats présentés dans Fraige et Langston (2004).

7.6 Conclusion du chapitre

Ce chapitre a présenté la premiere étude visant a déterminer la précision des simu-
lations d’écoulement et de mélange de particules utilisant la méthode des éléments

discrets. L'effet du pas de temps sur I'erreur de troncature a été présenté. En particu-
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lier, 'existence d’une solution stable n’est pas une condition nécessaire pour qu’elle
soit exacte. Nous avons montré que la dynamique locale de la déformation est affectée
par le pas de temps et que cette erreur se répercute aussi au niveau macroscopique,
tant au niveau des champs de vitesses et de fluctuations moyennes que sur les quan-
tités dynamiques telles que les temps d’autocorrélation et de mélange. Un résultat
important montre que cette erreur est controlée et que la solution est consistante : la
solution converge pour des pas de temps de plus en plus petits.

Une analyse dimensionnelle de I’équation de mouvement nous a permis de mettre
en évidence certaines caractéristiques de ce systéme d’équations. Les variables indé-
pendantes de ce systeme sont le coefficient de frottement y, et les groupes adimen-
sionnels suivants :

Y kn _rg

A= B= =
2-p’ 2.2-a’ 2°
puvré=p pvir V3

Nous avons pu également, a I’aide de cette forme adimensionnelle, déterminer la véri-
table relation entre les groupes adimensionnels et la borne supérieure de I'erreur nu-
mérique liée a la troncature. Pour le schéma d’intégration basés sur le HSLV de O’Sul-

livan et Bray (2004), ces bornes respectives prennent la forme suivante :

A

BB < Cs j\/E+ C| h (7.38)

IRy (h)|

IA

Cs |B +CvVB | K2 (7.39)

Ces bornes sont en accord avec les résultats obtenus et démontrent la consistance de

la solution par rapport au pas de temps.
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Chapitre 8

Modélisation du mélange granulaire

par chaines de Markov

8.1 Contexte

TLes méthodes actuelles de simulation de mélange de matériaux granulaires sont
basées sur des méthodes d’éléments discrets, reconnues pour étre particulierement
prohibitives en termes de ressources de calcul nécessaires pour simuler des cas méme
simples. Ces modeles ont subi d’'importants développements puisque de récents tra-
vaux expérimentaux commencent a montrer leur capacité a prédire plusieurs proprié-
tés macroscopiques telles que la mesure de la dynamique de mélange, le moment an-
gulaire qui agit sur la géométrie de méme que les champs moyens de vitesse (Kuo

et al., 2002; Sudah et al., 2005; Lemieux et al., 2006). Néanmoins, les ressources de

Ce chapitre a été publié en entier dans J. Doucet, N. Hudon, E Bertrand and J. Chaouki, Modeling
of the mixing of monodisperse particles using a stationary DEM-based Markov process, Computers and

Chemical Engineering, In press. (doi:10.1016/j.compchemeng.2007.06.017)
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calcul nécessaires pour la simulation de systémes particulaires de taille industrielle
rendent cette approche moins attrayante et motivent le développement d’approches

de modélisation hybrides ou complémentaires.

Une telle approche de modélisation est basée sur I'utilisation d'un processus mar-
kovien, laquelle a rarement été utilisée pour I'analyse et la modélisation du mélange
granulaire. En effet, une introduction héative de ces modeles par Chen et Fan (1972)
pour la simulation de I'écoulement dans des mélangeurs statiques a démontré que
des résultats trés satisfaisants pouvaient étre obtenus et que le temps de mélange pou-
vait étre facilement prédit par ce modele. Plus récemment, un modele similaire a été
appliqué sur un mélangeur a bascule dont le mélange axial et radial a pu étre disso-
cié et simulé indépendamment (Aoun-Habbache et al., 2002). Toutefois, en raison de
la difficulté liée a la construction d’'une matrice de transition robuste, résultat des li-
mitations expérimentales, plusieurs hypothéses simplificatrices ont dii étre faites en
imposant, par exemple, la distance au-dela de laquelle des états deviennent inacces-
sibles, ou encore en construisant les probabilités de transitions sur la foi de deux de-
grés de liberté. Malgré ces hypotheses, des résultats impressionnants ont permis de
conclure qu'une chaine de Markov constitue une avenue intéressante pour la modéli-

sation du mélange granulaire (Berthiaux et al., 2005).

Lobjectif de ce chapitre est d’introduire une nouvelle stratégie de modélisation
et d’analyse dans le contexte du mélange de particules monodisperses. La méthode
proposée est basée sur 'hypothése que I'écoulement et le mélange de particules mo-
nodisperses peuvent étre modélisés par une chaine de Markov stationnaire, i.e. par
une matrice de transition (opérateur linéaire) indépendante du temps. Lopérateur
est construit directement en mesurant les transitions entre différents états accessibles

d’un espace d’état fini S en utilisant les résultats obtenus par quelques itérations de
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la DEM. Une hypothése similaire a été posée dans les travaux de Chen et Fan (1972),
Aoun-Habbache et al. (2002) et Chou et al. (1977). Notons que quelques travaux ont
utilisé les chaines de Markov non stationnaires pour décrire I'écoulement de parti-
cules monodisperses ou polydisperses (Chou et al., 1977; Rippie et Chou, 1978). Nous
pouvons également mentionner au passage que la majorité des simulations d’écoule-
ments particulaires impliquant la DEM ont touché des systemes monodisperses (Ber-
trand et al., 2005). Malgré cet état de fait, les nombreux travaux reliés a ces résultats ont
permis, bien qu’étant limités a une petite classe de systémes particulaires, de mieux
comprendre certains mécanismes de mélange dans différentes géométries et confor-
mations. Lapproche proposée a |’avantage d’étre peu intensive en terme de calculs et
implique des outils d’analyse issus de la théorie des opérateurs markoviens (c.f. cha-

pitre 9).

Le chapitre est divisé de la maniére suivante. D’abord, une bréve définition d'un
processus markovien est présentée. Puis la procédure pour la construction de la chaine
de Markov en utilisant un champ vectoriel correspondant a la position d'une popula-
tion de particules obtenue par DEM est ensuite décrite en détail. Par la suite, I'ap-
proche proposée est appliquée sur une mélangeur cylindrique contenant des parti-
cules sphériques de méme diametre. Finalement, |'effet de certains parametres de la
méthode sur la solution obtenue est ensuite investigué, en particulier I'effet du pas de
temps du processus, du nombre d’états dans I'espace d’état, de méme que le temps
d’apprentissage, ce dernier étant le temps de simulation DEM requis pour la construc-
tion de la matrice de transition. Ce chapitre montre, en particulier, que dans certaines
conditions, la dynamique de mélange d'un systéme comportant un grand nombre de
degrés de liberté peut étre prédite avec une bonne précision par une transformation

linéaire prenant la forme d’un processus de Markov.
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8.2 Définition d’'un processus de Markov

Soit un espace de probabilité [], un espace d’états fini S = {1,2..., N} a N dimen-
sions, un processus stochastique { X} ,en €t une mesure invariante de probabilité 2.

Le processus stochastique est dit markovien si
P{Xn+11Xny Xn-1 .oy Xo} = P{Xn}. (8.1)

En d’autres termes, une évolution markovienne X;,,; dépend uniquement de I'état
actuel du systéme a l'itération n, soit X, (Chung, 1967). Par construction, la probabilité
P{Xo = j} =1pour un j € S lorsque X démarre dans I'état j. Plus généralement, la
probabilité de transition a partir de 1'état j vers I'état i apres n itération, soit p” (il j),
est définie par

p"(il)) = P{Xp = jlXn-1= i}, (8.2)

pour tout i, j € S. Dans ce chapitre, nous posons que le processus est stationnaire, i.e.
que les probabilités de transitions sont indépendantes de n, de sorte que p"(i|j) =
p(ilj). Considérons maintenant un vecteur d’état de dimension N apres [ itérations,

= [, pi(2), ...u1(N)] de sorte que chacun des éléments s’écrit
w1 Q) =2P{X; =i}, Vie§0=<l<(n+1). (8.3)
La propriété des chaines de Markov nous permet d’écrire ensuite que

n
Ln+1(in+1) = polio) [T pUklik-1), (8.4)
k=1

ot {ig, i1, ..y in, in+1} € S"*2 représente une séquence d’événements jusqu’a l'itération
n + 1. Par définition, la matrice de transition P, définie par P;; = p(j|i), posséde les
propriétés suivantes :

Pijz0, Y Pjj=1, VjeS. (8.5)

ieS
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En utilisant la matrice de transition, on peut réécrire le probleme Eq.8.4 sous la forme

matricielle

Un = oP”. (8.6)

8.2.1 Construction du processus de Markov

D’apres I'Eq. 8.6, la construction du processus de Markov implique la détermi-
nation des valeurs contenues dans la matrice de transition P. Dans ce travail, nous
proposons d’utiliser quelques itérations de simulations DEM pour prédire la position
d’une particule dans le domaine et définir cette matrice de transition. Le modeéle de
DEM utilisé dans ce travail est une variante du modele ressort-amortisseur de Cun-
dall et Strack (1979) et est décrit en détail dans Lemieux et al. (2006). L'utilisation de
résultats de DEM est en aucun cas restrictif. Les entrées de la matrice peuvent éga-
lement étre déterminées expérimentalement, par échantillonnage (e.g. dans Chen et
Fan (1972); Berthiaux et al. (2005)) ou encore par des méthodes non-intrusives.

Considérons une décomposition du domaine Q2 en N tetraedres formant ainsi les
N états de S. Un exemple typique de maillage est présenté a la figure 8.1. Aprés chaque
période 7 dans la simulation DEM, chaque particule originalement dans un état i est
suivie afin de déterminer le nouvel état qui la contient. Afin d’y parvenir, le nombre

total de particules dans I'état i € S au temps ¢ est d’abord calculé par

Np
@G, 0 =Y ¢y, 1), 8.7)
p=1

ou Ny, est le nombre total de particules dans Q2 et ¢, (i, £) est une fonction indicatrice

qui retourne 1 sila particule p est dans'état i au temps ¢ et 0 sinon. La probabilité de
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FIG. 8.1 - Décomposition type pour I'espace d’état S.

transition de I'état i vers I'état j, P;;, est alors obtenue par

1 NLT Np . .
Pij = N o o) pgl Gp Uy tnPp (i, tn-1), (8.8)

avec t, = nt et T = Nyrt. Dans ces expressions, T représente le temps d'apprentissage
pour la construction de la matrice de transition, i.e. le temps durant lequel la simu-
lation DEM a été observée pour évaluer les probabilités de transitions, et Nyt est le
nombre d’intervalles de temps 7 requis pour le processus d’apprentissage. La matrice
de transition est construite lorsque les conditions d’écoulement en régime permanent

sont atteintes.

Dans le reste de ce chapitre, la précision de la méthode hybride DEM-processus de
Markov (DEM-MPM) sera déterminée au moyen du cylindre rotatif, tel qu’utilisé dans
les chapitres précédents. En particulier, I'effet du pas de temps 7, du nombre d’états

N et du temps d’apprentissage T seront investigués.
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(a) (b)
FIG. 8.2 - (a) Distribution initiale de particules dans le systtme de mélange. (b)
Champs de vitesses moyennes et lignes de courant en régime permanent (la légende

présente la norme de la vitesse moyenne dans le plan radial (m/5)).

8.2.2 Application au mélange granulaire

Considérons un systeme de mélange contenant, pour les besoins de la cause, des
particules bleues et rouges ayant toutes les autres propriétés identiques (tailles, sphé-
ricité, dureté, etc..). Supposons une fonction indicatrice de couleurs C(p), p = 1,..., Np,
qui permet d’identifier la couleur de la particule p. Dans ce cas, sans perte de généra-
lité, cette fonction prend les valeurs 1 ou 0 correspondant aux couleurs bleu et rouge,
respectivement. Soit une distribution initiale de couleur dont un exemple est présenté
alafigure 8.2(a). Nous proposons de calculer la position successive des particules dans
le mélangeur en fonction du temps en utilisant le processus de Markov présenté a la

section précédente.

Pour fins de comparaison, la solution obtenue a I'aide de la DEM est calquée sur

I'espace S et la fraction de matériel coloré est calculé dans chaque état. L'écart-type
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relatif (RSD) de la fraction de couleur distribuée sur I'espace S est ainsi pris comme
une mesure de I'évolution du mélange dans le systéme. Cet indice est obtenu en cal-
culant d’abord la variance o2 de la fraction de particules d'un type de couleur (e.g.

rouge) dans chaque étatde S:

1
2 =2
o =——§ (x; - Xx)°, (8.9)
N-1£% Y

ou x; est la fraction de particules rouges dans I'état j et X est la fraction totale de

particules rouges dans Q. La RSD est alors donnée par :

RSD=—. (8.10)

w9

Il est bien connu que la borne inférieure de la RSD est la valeur de I'écart-type relatif

”M, (8.11)
m

oll m est le nombre de particules dans chaque état (tel que discuté au chapitre 4). Dans

d’un mélange aléatoire :

RSD, =

1|

le cas étudié dans ce travail (voir section 8.3), m n'est pas nécessairement constant
dans tous les états, de sorte que 'Eq. 8.11 ne peut pas étre utilisée pour évaluer RSD,.
Comme alternative, cette valeur a été approximée en calculant numériquement la va-
leur de la RSD de 100 mélanges aléatoires dans S en utilisant I'Eq. 8.9 et I'Eq. 8.10, qui
donnent une valeur de RSD, de 0.37 £ 0.02. Pour éviter de faire face & des valeurs non
entieres de particules dans les états en itérant directement le processus de Markov,
ce qui rendrait impossible la comparaison des courbes de RSD obtenues par la DEM
et le processus de Markov, une méthode de Monte-Carlo a été utilisée afin de dépla-
cer chaque particule d’'un état a I'autre au moyen de la matrice de transition P. Plus

précisément, 'état contenant la particule p a l'itération n + 1, en considérant que la
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particule est dans I'état i a I'itération r, correspond au plus petit j € S tel que :

j
x(p) =Y Py, (8.12)
k=1

ol y(p) est un nombre aléatoire uniforme entre 0 et 1. Afin d’étudier I'évolution du
mélange au-dela du temps d’apprentissage T, 'opérateur peut étre appliqué succes-
sivement pour un nombre d’itérations N, qui correspond a un temps de simulation

de Ty = NifT.

8.3 Résultats et discussion

La méthode proposée est appliquée a un systéme de mélange comprenant 48000
particules de 2 mm de diametre dans un tambour rotatif de 10 cm de diametre et
d’une longueur de 9 cm avec une rotation de 10 RPM. Ces caractéristiques ménent a
un nombre de Froude (Fr=w?r/g, avec w et r la vitesse angulaire et le rayon du cylindre
rotatif respectivement) dans I'ordre de 102 ce qui est caractéristique des écoulements
en mode de roulement’ (Mellmann, 2001). Le domaine de calcul est divisé en N cel-
lules correspondant a chaque état du systéme. N varie de 72 4 5595, et une discussion
sur ce parametre suivra.

Les calculs impliquant la DEM ont été effectués sur une grappe utilisant 8 pro-
cesseurs Intel Xeon 3.6 GHz. Les calculs impliquant la DEM-MPM ont été effectués
en série. Les parameétres importants relatifs au probleme décrit sont présentés au ta-
bleau 8.1. La simulation impliquant la DEM-MPM requiert entre 1 a 10 minutes de
temps CPU pour effectuer 8 révolutions du cylindre, la variabilité étant diie au nombre

d’état considéré dans le probléme. Les particules sont originalement au repos dans le

Rolling regime
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domaine et la matrice de transition est calculée apres I'atteinte d'un régime pseudo-
permanent (i.e. stabilité du champ de vitesse). Les autres parametres de la simulation
DEM, leur connaisance n’étant pas essentielle dans le contexte de ce chapitre, sont si-
milaires a ceux utilisés aux chapitres 6 et 7. La DEM-MPM retourne le nombre de parti-
cules rouges et bleues dans chaque état du systéme a chaque itération, mais ne donne
aucune information quant a la position exacte de la particule a l'intérieur de I'état.
Afin de permettre une visualisation de la distribution de la couleur des particules dans
Q, les particules bleues et rouges sont distribuées de fagon aléatoire conformément a
la fraction calculée a I'intérieur de chaque état, ce qui implique que les particules sont
considérées comme parfaitement mélangées a I'intérieur d'un état (cellule). Ceci dé-
coule directement de ’hypothese de Markov établie au départ.

Leffet du pas de temps, du nombre d’états (ou cellules) et du temps d’apprentis-
sage sur la précision de la solution obtenue par la DEM-MPM est le sujet d’étude des
sections suivantes. Cette comparaison est effectuée en observant les patrons de ségré-
gation et les courbes de RSD obtenues avec la DEM-MPM et celles obtenues avec la

DEM (assimilée a la solution de référence).

8.3.1 Effet du pas de temps du processus de Markov

La figure 8.3 présente les courbes de RSD obtenues en utilisant la DEM et la DEM-
MPM avec N = 1813, Nir = 2 et différentes valeurs de 7. Tel qu'observé, il existe une
valeur de 7 au-dela de laquelle les courbes de RSD obtenues avec la DEM-MPM de-
viennent proches de celles obtenues par la DEM. En effet, ce seuil correspond au
temps caractéristique du systeme (c.f. chapitre 4). Dans le cas qui nous intéresse, cette
valeur est de 4.05 secondes, laquelle est inférieure au temps requis pour compléter une

rotation (6.00 secs. a 10 rpm). Ceci peut étre vu comme la période durant laquelle le
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TAB. 8.1 — Parametres utilisés pour la méthode DEM-MPM

Parametre Valeur Unités

Nombre de particules 48 000 -

Diametre de particules 2.0 mm
Vitesse de rotation 10 RPM
Pas de temps (DEM) 1.5x107° s
T 1/12,1,2,3,4 S
Nit 1-12 itérations
N (taille du maillage) 72 (3.0), 253 (2.0), 1813 (1.0), cellules (cm)

3587 (0.75), 5595 (0.60)

systeme subit la méme opération de maniére successive, a la maniére d’'une transfor-
mation linéaire (matrice de transition) appliquée sur un vecteur (vecteur d’état), tel

qu’illustré a I'Eq. 8.6.

Deux courbes de RSD obtenues avec T = 4s sont présentées a la figure 8.3(b). La
courbe avec cercles blancs correspond a la situation ol la période d’apprentissage
démarre au début de la simulation de DEM, alors que pour la courbe avec triangles,
la phase d’apprentissage démarre a la moitié du temps caractéristique (i.e. 2 sec.). Les
résultats obtenus montrent que, malgré le fait que le processus de Markov ne peut
fournir la position de la particule a I'intérieur de I'intervalle de temps 1mz, (m + 1)7{
pour m € N puisque la chaine est discréte, son application avec une seule matrice de
transition et deux situations initiales distinctes dans le méme intervalle 10, T[ ménent
a des résultats qui se retrouvent dans ’enveloppe des la courbe de RSD obtenue avec

la DEM.

On observe a la figure 8.4 qu'il existe une bonne correspondance qualitative entre
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les résultats obtenus avec DEM-MPM et DEM seul, la prédiction des patrons de mé-
lange étant néanmoins affectée par la valeur du pas de temps 7 utilisée pour la chaine
de Markov. La diffusion numérique inhérente a la DEM-MPM provient du fait que les
particules sont toujours remélangées a I'intérieur d'une cellule a chaque itération du
processus. Ceci provient, tel que discuté plus haut, de la nature sans mémoire du pro-
cessus de Markov, i.e. que la position exacte de la particule a I'intérieur de 'état est

inconnue a tout moment.

8.3.2 Effet du nombre d’états

Leffet du nombre d’états ou cellules sur le niveau de diffusion numérique est dé-
terminé en considérant 5 différentes décompositions du domaine avec des tailles de
maille décroissantes, tel que présentées au tableau 8.1. Pour ces simulations, les para-
metres suivants ont été utilisés 7 = 4s et Ny = 2.

La figure 8.5 présente la distribution de la fonction indicatrice de couleur sur une
section transversale du mélangeur cylindrique apres ¢ = 2, 6, 10 et 14s. Les résultats de
DEM sont présentés a la figure 8.5(q)-8.5(t). Les résultats issus de la méthode DEM-
MPM sont présentés aux figures 8.5(a)-8.5(d), 8.5(e)-8.5(h), 8.5(i)-8.5(1), 8.5(m)-8.5(p)
pour N = 253, 1813, 3587 et 5595 cellules, respectivement. Notons que les distribu-
tions de couleur obtenues avec différentes tailles de cellules ont été projetées sur un
maillage de références (taille de maille de 1.0 cm) afin de conserver la méme valeur
asymptotique de RSD, soit la RSD,=0.37, tel que discuté a la section 8.2.2. Ces figures
révelent que les patrons d’écoulement prédits par la DEM-MPM convergent vers les
patrons obtenus avec la DEM pour des valeurs décroissantes de tailles de maille (aug-
mentation de la dimension de I'espace d’état). Une conclusion similaire peut étre tirée

de la figure 8.6 qui présente les courbes de RSD pour différentes valeurs de N.
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FIG. 8.3 — Comparaison des courbes de RSD obtenues avec la DEM et celles obtenues

avec DEM-MPM avec N=1813, N;r =2 et différentes valeurs de 7.
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FIG. 8.4 - Distribution de particules dans une section centrale du cylindre apres ¢ =

2, 6, 10, 14s, respectivement, pour N = 1813 et Nyr = 2. Figures 8.4(a)-8.4(d), T = 2s;

figures 8.4(e)-8.4(h), T = 4s; figures 8.4(i)-8.4(1), résultats DEM.
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FIG. 8.5 — Distribution des particules dans une section transversale du cylindre apreés
t=2,6,10, 14s. Figures 8.5(a)-8.5(d),8.5(e)-8.5(h), 8.5(i)-8.5(1), 8.5(m) et 8.5(p) sont ob-
tenues avec DEM-MPM (1 = 4s, Ny = 2) et N= 253, 1813, 3587 et 5595 cellules, res-

pectivement. Les figures 8.5(q)-8.5(t) sont obtenues avec la DEM.
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FI1G. 8.6 - Effet du nombre d’états IV sur la précision de la DEM-MPM.
8.3.3 Effet du temps d’apprentissage

Afin d’évaluer 'effet du temps d’apprentissage T = Nyt sur la matrice de tran-
sition P, nous notons par P(Nyr) la matrice obtenue en appliquant I'Eq. 8.8 afin de
calculer chacune de ses entrées. Nous définissons ensuite la différence relative e(Ny7)

entre P(Nz7) et P(Nyr+ 1) par:

IP(Nr) —P(Nrr+ D)1
N = , 8.13
e(N1r) TSR 613

avec
1Pl =) IPyl. (8.14)
ij

Le graphe de € en fonction de Ny pour T = 4s est présenté a la figure 8.7 pour dif-

férentes valeurs de taille de mailles. Ceci confirme que la différence relative décroit
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FIG. 8.7 — Graphe de € en fonction de Nir pour N=5595, 3587 et 1813, et 7 = 4s.

exponentiellement pour des valeurs croissantes de Nir, signifiant que les entrées de
la matrice convergent rapidement a des valeurs constantes.

Tel qu’on peut le voir a la figure 8.7, la différence relative est inférieure pour des
maillages grossiers. Ceci provient du fait qu’il y a un nombre plus élevé de particules
dans des mailles plus grandes, ce qui contribue a stabiliser la matrice plus rapide-
ment puisque chaque état bénificie d'un nombre plus élevé d’échantillons par transi-
tion. En effet, & chaque itération, un nombre de N,/N particules, en moyenne, est
échantillonné par état. La valeur de € pour laquelle il est considéré acceptable de
travailler avec la matrice doit donc étre fixée avec précaution. En effet, méme si la
matrice est stable, nous n’avons aucune information au sujet de I'irréductibilité et de
I'apériodicité, qui sont des conditions suffisantes pour obtenir un processus marko-

vien convergent (Chung, 1967). De plus, nous devons préciser que la stabilisation de
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RSD

Number of iterations

F1G. 8.8 — Effet de N7 sur les courbes de RSD avec 7 = 4s et N = 1813.

la matrice de transition n'est pas suffisante pour garantir des prédictions de mélange
précises. Ceci est mis en évidence avec les résultats obtenus avec les maillages gros-

siers aux figures 8.5(d) et 8.5(p).

Dans le cas du mélangeur étudié dans ce chapitre, la figure 8.8 présente les courbes
de RSD qui semblent insensibles a une augmentation du temps d’apprentissage T, et
montre qu'une seule itération du processus d’apprentissage semble suffisante pour
obtenir des résultats acceptables. Des résultats similaires sont observés (non présen-
tés ici) en utilisant davantage de cellules (i.e. N = 3587 et 5595). La méme conclusion
peut étre tirée en observant les patrons de mélange, tels que ceux présentés a la figure

8.9.
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(a) (b)
(©

F1G. 8.9 — Distribution de la fonction couleur sur une section transversale d’un mé-
langeur cylindrique apres ¢ = 6s avec N = 3587, T = 4s. Figure 8.9(a), Ny = 1; figure

8.9(b), Nrr = 12; figure 8.9(c), résultats DEM.

8.4 Conclusion du chapitre

Lobjectif de ce chapitre est d’introduire un modele de calcul permettant de simu-
ler le mélange de particules monodisperses ayant des propriétés identiques. A ce titre,
un modele utilisant le formalisme des chaines de Markov a été développé. Avec cette
approche, une matrice de transition est construite en utilisant des résultats provenant
de la DEM ou de méthodes non intrusives. Cette matrice est ensuite utilisée successi-
vement sur une distribution initiale de particules afin de déterminer leur distribution
apres un temps donné. Un avantage central de cette méthode réside dans sa simpli-
cité puisque le modéle est linéaire et I'opérateur est relativement facile a construire
lorsque l’on dispose de données de bonne qualité. Les résultats obtenus montrent que
les modeéles stochastiques ont leur place dans I’étude du mélange granulaire puisqu’ils
permettent de réduire significativement les efforts de calculs requis et, par extension,

peuvent permettre I'étude de systemes comportant davantage de particules.

En particulier, plusieurs parametres du modele développé ont été étudiés, notam-
ment le pas de temps, le nombre d’états dans le processus ainsi que le temps d’ap-

prentissage. Les résultats démontrent que la méthode est consistante, la solution ob-
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tenue convergeant effectivement vers les résultats numériques obtenus avec la DEM
lorsque le nombre d’états dans le systeme augmente. Finalement, il a été observé que
le temps d’apprentissage a peu d’effet sur les courbes de mélange obtenues. Néan-
moins, il est difficile d’extrapoler cette observation puisqu’elle concerne un systéme
relativement simple avec peu de dimensions et il serait imprudent de prétendre que
cette caractéristique est commune a tous les types de mélangeurs.

Ce travail s’est restreint au mélange de particules monodisperses et basé sur un
processus markovien stationnaire, mais doit étre vu comme un pas vers la construc-
tion d’outils hybrides avec la DEM pour la simulation du mélange granulaire. Le lien
avec les propriétés de mélange de ces systémes est le sujet du chapitre suivant. Ce
chapitre présente les caractéristiques des chaines markoviennes et leur lien physique

avec le mélange.
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Chapitre 9

Propriétés de mélange des systémes

granulaires markoviens

La dynamique et I'analyse de systémes granulaires sont trés complexes en raison
du nombre élevé de degrés de liberté présents dans ces systemes. A cet effet, il est
bien connu que la DEM, malgré son aspect intuitif, devient rapidement repoussante
en raison de I'effort de calcul énorme requis afin d’obtenir des résultats intéressants.
En effet, tel que discuté au chapitre précédent, ces approches lagrangiennes sont ba-
sées sur la résolution d’équations de mouvement sur chacune des particules présentes
dans le systéme fermé. Ces particules subissent un nombre élevé de collisions entre

elles qui produisent une série de déformations élastiques et dissipatives.

Il a été démontré dans le chapitre précédent que sous certaines conditions, il est
possible de décrire 'opération de mélange de particules par une chaine de Markov
stationnaire a 'aide d'un opérateur P qui agit sur une distribution de particules p,,
dans un espace d’états a N dimensions S. La raison avancée devant le succes de cette

approche est que les trajectoires des particules sont apparemment sans mémoire, de
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sorte que la position d'une particule dans un futur proche ne dépend pas de son histo-
rique de déplacement et que le déterminisme derriere le déplacement des particules
estindépendant du temps. Par contre, cette stationnarité n’est pas toujours vraie puis-
qu'elle dépend du systéme étudié. Il est clair par exemple qu’'un systéme contenant
des particules de tailles différentes se comporte différemment en fonction du temps
puisque des phénomenes transitoires de ségrégation aparaissent. Ainsi, puisque la
concentration des différentes tailles varie en fonction du temps, le déplacement des
particules ne peut étre considéré comme stationnaire. Néanmoins, dans le cas qui
nous intéresse (i.e. un systtme monodisperse stationnaire), nous avons vu qu’il est
possible de construire une chaine de Markov discréte avec un pas de temps spécifique
T.

Lobjectif de ce chapitre est de déterminer des propriétés de mélange directement
a partir de 'opérateur et de les relier a2 des concepts physiques. En effet, puisque I'opé-
rateur P représente I'ensemble des transitions dans le systéme, il est raisonnable de
croire qu'un certain nombre de propriétés peut étre obtenu a partir de cet opérateur.
Le chapitre sera divisé comme suit : certaines définitions seront d’abord introduites,
certains exemples seront ensuite revisités et, finalement, appliqués au cas de mélange

présenté au chapitre précédent.

9.1 Théoréme delalimite des chaines de Markov

Dans cette section, nous discutons de la notion de convergence des distributions
de probabilité vers un point. D’abord, nous allons présenter les concepts d’existence
et d’unicité d'une distribution de probabilité stationnaire & sur un espace d’état S tel

que ||p;— 7l — 0lorsque k — co. Dans un deuxiéme temps, nous allons déterminer la
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valeur minimale de k qui assure que, pour un certain € > 0, nous avons ||, — x| < €. En
d’autres termes, en mettant en évidence les propriétés de convergence de la chaine,
nous faisons 'hypothése que nous pourrons déterminer du méme coup les propriétés
de mélange tels que le temps de mélange et le taux de mélange du systéme. En effet, il
est approprié de croire, a priori, que la distribution invariante de probabilité constitue
I’état mélangé, i.e. la distribution pour laquelle toute transformation de mélange ne
fait que retourner le méme état mélangé (nous verrons que cela est vrai sous certaines
conditions) et que la vitesse a laquelle la distance entre la distribution de probabilité
et cette distribution invariante décroit est reliée a la vitesse de mélange. Nous verrons
que cette décroissance est géométrique et qu’elle est effectivement liée au taux de
mélange du systeme. Le coeur de 'analyse présentée est essentiellement basé sur les

travaux de Rosenthal (1995) et les références s’y trouvant.

9.1.1 Existence et unicité

Introduisons d’abord quelques définitions qui seront utiles pour I'analyse.

Définition 9.1. Une chaine de Markov est dite irréductible (ou non décomposable) si

pour toutes les paires (i, j) € 82, il existe un entier n tel que pE.;.’) > 0.

En d’autres termes, une chaine de Markov est dite irréductible si tous les états
communiquent entre eux, i.e. que 'espace d’état S = {1, 2, ..., N} ne contient pas de
sous-ensembles fermés autres que 'espace S lui-méme, ce qui est lié a la transitivité
topologique introduite au chapitre 3. En pratique, pour de grandes matrices, il devient
relativement difficile de déterminer si la matrice est irréductible ou non. La propriété

suivante sera utile dans ce cas (Varga, 1962).
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Définition 9.2. Une matrice A est dite irréductible si et seulement si il existe une matrice

de permutationT telle que:

TATT =R 9.1)

oit R est triangulaire supérieure.

Dans le cas des chaines de Markoy, il est suffisant de montrer que P est irréductible
pour affirmer que la chaine 'est aussi. Supposons qu’il existe un d > 0 tel que pour
n’'importe quel multiple de d, la probabilité pg’) = 0 si n est un multiple de d et 0 <
pg‘) < 1 dans le cas contraire. Alors, nous disons que la probabilité d’étre dans I’état i

en question est périodique de période d.

Définition 9.3. La période de l'état i est le plus grand nombre d > 0 pour lequel pi.?) > 0.

Une chaine de Markov est dite périodique s'il existe un tel état i de période d;.
Remarque 9.1. Sid; =1 pour touti € S, alors la chaine est dite apériodique.

Les définitions présentées plus haut sont requises afin de déterminer les condi-
tions d’existence et d’unicité d'une distribution invariante de probabilité . En ef-
fet, une condition suffisante pour I'existence et I'unicité de cette distribution est que
la chaine soit irréductible et apériodique (Chung, 1967; Rosenthal, 1995). La chaine
converge alors exponentiellement vers une distribution invariante unique. La pre-
miere condition est évidente si la matrice de transition est irréductible et I'écoule-

ment est transitif. Il est facile de montrer qu’'une matrice stochastique est irréductible.

Le théoréme de Perron-Froebenius stipule que le rayon spectral d’'une matrice irré-
ductible est aussi sa valeur propre maximale Ay = 1 de multiplicité 1. Si, de plus, P est
apériodique, toutes les autres valeurs propres Ax pour k > 0 sont inférieures a 1 en

valeur absolue. Aussi, le vecteur propre associé a A est positif. Il est possible de dé-
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montrer, dans le cas d'une chaine de Markov irréductible et apériodique, que 'unique

distribution invariante est donnée par 7(i) = 1/N pour tout i € S

Définition 9.4. Une chaine de Markov est dite réversible par rapport a la distribution
invariante 7t si n(i)P;j = Pjn(j) pour tout i, j € S. Lorsque la chaine n'est pas réver-

sible, elle est dite irréversible par rapport a 5.

Remarque 9.2. SiP est symétrique, donc double stochastique, la chaine est nécessaire-

ment réversible et P n'a que des valeurs propres réelles.

Sila chaine n'est pas réversible, il est alors nécessaire de calculer le vecteur propre
associé a la valeur propre maximale afin d’obtenir la distribution invariante. Il s’en suit
alors que le vecteur propre gauche u associé a A, est I'unique distribution invariante

de P puisqu'’il est la solution du probléme aux valeurs propres de la forme :

uP = Agu, (9.2)

ol u joue le role de la distribution invariante 5. En effet, puisque Ay = 1, nous obte-

nons la limite de la chaine de Markov donnée par la solution de 7P = 7.

9.1.2 Tauxde convergence et mélange

Un des domaines tres actifs dans le domaine des chaines de Markov touche a I'as-
pect de taux de convergence de . vers la distribution invariante s, i.e. lorsque k — oco.
Il a été démontré que les propriétés de convergence de la matrice de transition P sont
reliées au spectre des valeurs propres de cette matrice de transition (e.g. Diaconis et

Stroock (1991); Rosenthal (1995)). A ce sujet, considérons que les valeurs propres de P
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sont notées, en ordre croissant, par :

1=A=A1=,...2Ay_1 =-1. (9.3)

Le taux de convergence vers la limite de la chaine est égale a la deuxieme plus grande

valeur propre en valeur absolue (SLEM), donnée par (Boyd et al., 2004) :

Au = max IA;l = max{|A1], [An-11} (9.4)

i=l1,...,

Il est possible de montrer que, si P satisfait 1. < 1 et que P est diagonalisable, alors
il existe une constante C > 0 telle que la distance entre la distribution de probabilité
al'itération k et la distribution invariante est bornée supérieurement par (Rosenthal,

1995) :

i =71 = SUp [ (4) (A = C(AF 9.5)

Ce résultat stipule alors que la chaine de Markov converge géométriquement vers
la distribution invariante &. La quantité —In(A.) est alors définie comme le taux de
mélange et T = —In(A.)~! est appelé le temps de mélange. Ce temps correspond au
temps requis par le systéeme pour réduire la distance entre les distributions d’un fac-

teur e = 2.718....

9.2 Chaos et chaines de Markov

La chaine de Markov présentée plus haut représente la dynamique particulaire sur
un ensemble d’états S. Il est possible, en effet, d’ établir une connexion entre les pro-
priétés des chaines de Markov et celles d’'un systéme dynamique déterministe (Gas-

pard, 1998). Toutefois, plusieurs quantités reliées a la dimension sont perdues lors de
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la comparaison due au fait que les propriétés géométriques, propres aux systemes dy-
namiques différentiables, ne peuvent pas étre retrouvées dans une chaine de Markov.
Néanmoins, malgré cette limitation, un intérét particulier sera porté a 'entropie de
Kolmogorov-Sinai (KS) (c.f. chapitre 3) et I'entropie topologique (ou de Ruelle), qui ne
requierent pas la connaissance des exposants de Lyapunov de maniere individuelle
(lesquels sont directement liés a I’aspect géométrique du systeme d’équations diffé-
rentielles). En effet, 'entropie KS est une mesure du taux de perte (ou de gain) d’'in-
formation dans le systéme, selon le signe de la valeur obtenue. Il s’agit, en fait, d’apres
I'inégalité de Ruelle, d'une borne inférieure de la somme des indices de Lyapunov po-
sitifs (Ruelle, 1978). Cette entropie est donc reliée a 'entropie thermodynamique clas-
sique puisqu’elle propose une mesure du taux d’expansion de trajectoires infiniment
voisines dans différentes régions de I'espace (Sprott, 2003). Lentropie topologique, en
revanche, constitue une borne supérieure a la somme des indices de Lyapunov (Balm-
forth et al., 1994).

Considérons maintenant la chaine de Markov telle que présentée jusqu’a mainte-
nant et sa matrice de transition P. Considérons également les vecteurs propres gauche

et droite de P associés a la valeur propre Ay = 1, notés respectivement paru et v
uP=u, Pvl=vl (9.6)

Par définition, nous avons |v|| = |lu]l = 1. En utilisant ces vecteurs propres, il est pos-

sible de construire la matrice suivante :

vj
Wij =Py (—) 9.7)

2

avec les vecteurs invariants suivants :

Uuiv;

$i= (9.8)

u-v
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On peut démontrer que la matrice W est stochastique et invariante par la gauche par
rapport au vecteur £. En se basant sur la définition de 'entropie KS (hks), nous obte-
nons (Gaspard, 1998; Lecomte et al., 2005) :
hxs=— ), &W;;InW;j, (9.9)
i,jes

Remarque 9.3. D'apres la regle de 'Hospital, il s'en suit que
limslns=0, (9.10)
-0

de sorte que I'Eq. 9.9 devient numériquement équivalente a :

hgs=— Z CiW;;lnW;;. (9.11)

i,jes

W;;#0
Il est possible d’observer une similarité avec I'Eq. 3.12 pour les systemes dyna-
miques déterministes. L'entropie topologique h;,p est obtenue, pour sa part, par le

logarithme de la plus grande valeur propre de la matrice de transition topologique W

associée a la sous-chaine de Markov W, i.e. (Balmforth et al., 1994) :

1 if W;;>0
Wij={
0 if W;;=0

9.12)

9.3 Exemples

9.3.1 Exemple simple non trivial

Considérons une chaine de Markov simple représentant une marche aléatoire sur
un groupe Z/(2), i.e. les nombres entiers modulo 2 (Rosenthal, 1995). Ce systéme sim-

ple est caractérisé par deux probabilités de transitions p et g reliées & un mouvement
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vers la gauche ou vers la droite respectivement. La matrice de transition s’écrit de la

fagon suivante :

I-p p
P= (9.13)
q 1l-q
Maintenant, considérons un espace d’état S = {0, 1} et supposons que le systeme
démarre dans I’état 0, la distribution initiale étant donc uo(0) = 1 et (1) = 0. On peut

montrer par récurrence que I'état de la chaine a n'importe quel moment k est donné

par
uk(0)=i+(1— )(l—p—q)’“, 9.14)
1-p p+q
14 k
(1) = +(1- )(1— _g). 9.15)
M b g prql P71

Dans ces expressions, on voit que si |1 — p — g| < 1, alors le vecteur de distribution de

probabilité g, converge lorsque k — oo, ce qui donne

20 =-L— am=-1, 9.16)
ptq p+q
et la distance entre la distribution yu, et la distribution invariante 7 est alors
Iluk—ﬂllz(l— 9 )Il—p—qlk. 9.17)
ptq

Plusieurs remarques peuvent étre formulées. D’abord, la distance décroit géométri-
quement vers zéro si |1 — p— gl < 1. Ensuite, si p = g = 0, la chaine n’est plus irréduc-
tible. Finalement, si p = g = 1, la chaine est périodique de période 2, ce qui signifie
que le systéme alterne entre étre dans I'état 1 et I'état 0 de sorte qu’il n'y a pas de dis-

tribution de probabilité limite lorsque k — oo,

Un peu comme a la maniére d'une fonction périodique f(x) = sin(x) pour laquelle la limite est

indéfinie.
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Assumons maintenant que P est apériodique et irréductible de sorte qu’elle est
diagonalisable. On obtient alors les deux valeurs propres suivantes: Ag = letA; = A, =
1- p - q. En utilisant 'Eq. 9.17, il est clair qu'il est possible de trouver une constante

C>0telleque g, — 7| < C(A0)k, tel que présenté al’Eq. 9.5.

9.3.2 Mélange statique

Un des premiers travaux expérimentaux impliquant P'utilisation des chaines de
Markov est dii a Chen et Fan (1972). Dans cet article, des particules de verre d'un
diametre de 5/32 po. sont utilisées pour étudier le mélange dans un mélangeur sta-
tique. Les particules sont disposées dans un état initial et leur position, apres chaque
élément de mélange, est déterminée. Le mélange est décomposé en 12 états et les
transitions entre ces états sont mesurées expérimentalement en utilisant des traceurs
colorés. Puisque la matrice de transition est fournie dans le travail de Chen et Fan
(1972), nous proposons d’appliquer la théorie présentée a ce systeme de mélange sim-
ple puisqu’il implique un nombre relativement faible d’états.

Les lignes de la matrice sont d’abord normalisées afin d’assurer qu’elle soit sto-
chastique (certaines lignes ne rencontraient pas cette contrainte). Cette matrice est
aussi irréductible selon la définition 9.2. La figure 9.1 présente les valeurs propres de
la matrice dans le plan complexe. Il est clair que la distribution limite ;r n’est pas égale
a 1/N tel que suggéré par les auteurs originalement, principalement parce que les
valeurs ne sont pas toutes égales a 1/ N. Ceci est principalement d( au fait que le pro-
cessus n'est pas irréversible (déf. 9.4).

La figure 9.2 présente I'évolution d’une distribution initiale (i) = 0 pour tout i #7
et u(7) = 1.0 (conformément au travail original de Chen et Fan (1972)). Tel qu’observé,

la distribution g — 7 lorsque k — co. De méme, I'évolution de la distance entre la
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FIG. 9.1 - Spectre des valeurs propres dans le plan complexe obtenu pour la matrice

présentée par Chen et Fan (1972).
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distribution de probabilité et la distribution invariante introduite dans I'Eq. 9.5 révele
que le taux de décroissance est exponentiel, tel que prévu. Sachant que 1. =0.93, on
trouve C = 0.34 > 0, de sorte que la distance est toujours bornée supérieurement. La
figure 9.3 présente I’évolution de la distance mesurée et ’évolution de la borne supé-
rieure C(A,)¥. De plus, le taux de mélange peut étre obtenu par —In A, = 0.072 avec
un temps de mélange correspondant de 14 itérations. Ceci signifie qu’apres 14 itéra-
tions, la distance entre la distribution de probabilité a ce moment et la distribution
invariante a diminué d’un facteur 1/e.

Les entropies de Ruelle et de Kolmogorov sont aussi calculées en utilisant la ma-
trice de transition et la procédure présentée plus haut. Nous obtenons alors ;op =
2.10 qui satisfait le critére h;op < In(dimW) de Gaspard (1998). De plus, hgs = 1.613
indique, pas sa valeur positive, la présence de chaos dans le systeme. Tel qu’attendu,

nous avons bien hgs < hyop.

9.3.3 Mélange dans un cylindre en rotation

Comme exercice final, nous revisitons le cas expérimental présenté dans le cha-
pitre précédent ol une chaine de Markov est construite a partir de résultats obtenus
d’une simulation DEM dans un cylindre en rotation.

La matrice de transition considérée est de dimension N x N avec N = 5918, cor-
respondant au nombre d’états occupés par les particules dans le cylindre. Ce nombre
élevé d’états permet de bien reproduire les résultats originaux produits par la DEM.
Compte tenu de la taille de la matrice, seulement les 6 valeurs propres maximales sont
calculées a I'aide d'une routine pour matrices creuses et sont présentées au tableau
9.1. La distribution invariante correspondante a la valeur propre maximale est aussi

présentée a la figure 9.4.
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FIG. 9.3 - Evolution de la distance entre la distribution de probabilités g, et z. La

figure présente aussi la borne supérieure calculée.
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TAB. 9.1 — Valeurs propres maximales de P.

Valeurs
Ao 1.0000
A1 0.9962
Ay 0.9831
A3 0.9677
Ay 0.9698
A5 0.9697

Un regard attentif au spectre de valeurs propres révele que la SLEM correspond a
une valeur de A, = 0.9962, ce qui confirme que le taux de convergence vers la distri-
bution invariante (ou1]'état mélangé) est donné par —In A, = 0.0038 et que le temps de
meélange correspondant est T = 263 itérations. Finalement, nous complétons I’analyse
en calculant les entropies qui sont oy = 3.717 et hgs = 1.01. Basés sur ces informa-
tions, nous pouvons affirmer que le mélange est plus efficace dans le cas du mélangeur
statique que dans celui du mélangeur cylindrique, le taux de mélange étant supérieur

d’un facteur 20 dans le premier cas.

9.4 Conclusion du chapitre

Dans ce chapitre, nous avons proposé une analyse originale du mélange basé sur
I'observation des propriétés de 1'opérateur P lié au processus de Markov correspon-
dant au systéme. En utilisant des éléments de la théorie des chaines de Markov, un
parallele a été établi entre les propriétés de mélange du systéme (i.e. temps de mé-
lange, taux de mélange, existence d’'un état mélangé) et les propriétés du spectre de

valeurs propres de 'opérateur. D’autres propriétés dynamiques ont pu également étre
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dérivées a partir de la matrice telles que les entropies KS et topologiques. Ces der-
niéres constituent des quantités importantes en mélange puisqu’elles représentent
les bornes supérieures et inférieures a la somme des indices de Lyapunov, respective-

ment.
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Chapitre 10

Conclusion et recommandations

10.1 Conclusion générale

La mesure du mélange dans les matériaux granulaires occupe une place impor-
tante dans les étapes de développement d'un nouveau produit impliquant ces maté-
riaux. Nous avons présenté différents outils permettant de quantifier le niveau de mé-
lange dans les systémes granulaires. Lapproche basée sur les outils de la théorie du
chaos révele d'importantes caractéristiques de la dynamique des particules en mou-
vement en dénombrant le nombre de dimensions actives dans le systeme, le niveau de
sensibilité aux conditions initiales par le calcul des exposants de Lyapunov ainsi que
les entropies dynamiques. Ces analyses ont été effectuées sur des séries de données
obtenues par le développement d’outils de mesure non-intrusifs basés sur le suivi de

particules radioactives.

Certaines limitations quant aux informations fournies par ces différents outils nous
ont menés a nous questionner sur I'existence d’'une mesure invariante a une autre

échelle de temps et d’espace que celles a laquelle s’appliquent les outils de la théorie
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des systémes dynamiques. En particulier, nous avons développé une mesure basée sur
I'analyse par composantes principales et appliquée sur un ensemble d’observables ca-
ractéristiques, soit les positions initiale et instantanée des particules et leurs proprié-
tés. Cette mesure est, par construction, une borne supérieure de la courbe de mélange
puisqu’elle mesure la corrélation dans un repére constitué des directions principales,

ce qui la rend du coup invariante.

Les méthodes basées sur le suivi lagrangien de particules (e.g. RPT) souffrent de
limites importantes dans le contexte du mélange impliquant des particules ol la sé-
grégation se manifeste. Ceci cause en fait 'apparition de zones disjointes a I'intérieur
du systeme de sorte que les particules s’organisent en fonction de leur taille, leur den-
sité et potentiellement d’autres propriétés. Nous avons donc développé une technique
de mesure basée sur un ensemble de particules radioactives (e.g. BRPT) qui permet de
suivre I'évolution du mélange radial et axial dans un mélangeur. Cette approche per-
met de retrouver le profil de concentration en traceurs injectés a I'aide de la mesure
de radioactivité. La grande précision de la méthode sur les mesures de concentration
d’échantillons, i.e. < 0.005% massique, ouvre des avenues inexplorées. En particulier,
son insensibilité a la taille des particules permet maintenant I'étude des poudres fines
de moins de 200 um, ce qui était difficile avec d’autres méthodes lagrangiennes non-

intrusives (i.e. les méthodes vélocimétriques classiques).

La seconde partie de la these explore le domaine de la modélisation du mélange
granulaire dans des régions denses a I'aide de la méthode des éléments discrets (DEM).
Nous discutons en particulier de I'effet du pas de temps sur la précision des simula-
tions et leur impact au niveau macroscopique. Nous montrons que le pas de temps
minimial typique (généralement choisi sur un critére empirique) est trop grand et

mene a des erreurs sytématiques sur les profils de vitesse, de température granulaire
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ainsi que sur les courbes de mélange. Nous dérivons la relation entre la borne supé-
rieure de I'erreur numeérique et les parametres adimensionnels de I'équation de mou-
vement des particules dans le cas de collisions binaires et multiples.

Finalement, afin de fermer la boucle de I'analyse du mélange dans les systemes
granulaires, une approche basée sur la théorie des opérateurs markoviens est déve-
loppée. Un opérateur linéaire, sous la forme d’'une matrice de transition, est construit
et ses caractéristiques, dont la dimension de 'espace d’état, le temps d’apprentissage
ainsi que le pas de temps caractéristique sont largement étudiées. Ensuite, les ou-
tils d’analyse matricielle sont appliqués afin d’extraire des informations sur le temps
de mélange, la présence de zones disjointes, la distribution finale de concentration a
I'état mélangé (point fixe) ainsi que les entropies KS et topologique (Ruelle). Ces entro-
pies sont des mesures des bornes inférieure et supérieure de la somme des exposants

de Lyapunov, respectivement.

10.2 Travaux futurs

Ala suite de cette thése, plusieurs projets de recherche doivent émerger.

1. Le mélange de poudres fines de <200 pm peut maintenant étre étudié a I'aide
d’une méthode non-intrusive (BRPT) avec des particules radioactives identiques
aux particules inertes. On peut penser appliquer cette technique dans plusieurs
autres domaines dont, par exemple :

— Les systemes polyphasiques en général ;
- La granulation : I'insertion de solutions radioactives permettrait de suivre la
dispersion de la phase aqueuse dans différentes sections du granulateur ;

— L'enrobage : une solution d’enrobage activée permettrait de suivre la distri-
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bution d’épaisseur d'enrobage sur toutes les poudres échantillonnées dans
différentes sections de I’enrobeur;

- Les technologies de procédé (PAT) : il n’est pas impossible de penser dévelop-
per des outils de suivi de procédé basés sur la BRPT. La trés grande précision
de la méthode ouvre la porte a tout le domaine de I'instrumentation et du

contrdle des procédés impliquant, en particulier, le mélange des particules.

. Certaines améliorations a la méthode de la BRPT pourraient porter sur la re-
cherche de nouveaux isotopes potentiels pour des formulations ne contenant
pas de sodium. On pourrait penser développer une méthodologie spécifique
pour le suivi d'une molécule représentant un actif pharmaceutique par exemple,
ou certains lubrifiants, dont le stéarate de magnésium. Ce cas est exemplaire

puisque le magnésium, lorsqu’activé, se décompose et forme du Na-24;

. Les outils de caractérisation du mélange développés dans le contexte granulaire,
de pair avec la mesure invariante présentée, pourraient étre appliqués directe-
ment sur différents systémes de mélange afin de caractériser quantitativement

leur performance;

. Le code de simulation de la DEM est miir pour I'introduction de nouvelles fonc-

tionnalités permettant la simulation de cas plus complexes.

Particules non-sphériques: L'écoulement de particules non-sphériques (dans
une région quasi-sphérique), i.e. pour lesquelles la projection demeure gé-
néralement convexe et le facteur de forme est relativement voisin de 1.
Un modele stochastique simple pourrait potentiellement étre développé
et appliqué en conjonction avec une mesure spécifique de non sphéricité.
Ainsi, lors d’'un contact, ce modéle déterminerait la déviation du vecteur

normal par rapport a celui d'une sphere. Ces déviations proviendraient



187

d’une distribution mesurée sur une particule modele. On pourrait penser
valider cette approche avec des cas de collisions binaires simples a 1'aide
de calculs détaillés de déformations de particules non-sphériques par élé-

ments finis.

Cohésion par ponts liquides en régime pendulaire: Ce cas est largement do-
cumenté dans la littérature et pourrait étre implanté systématiquement. Le
probleme provient des capacités de validation. Ce travail a été bien amorcé
dans le cas non-cohésif dans le cadre de cette these. De plus, les capacités
expérimentales ont été augmentées par le développement de la BRPT entre

autres.

5. Le développement de méthodes d’analyse basées sur les fonctions de mapping
en fluide se justifie par la simplicité d’utilisation pour la caractérisation du mé-
lange. Néanmoins, les approches développées en fluide ne considérent par les
propriétés de I'opérateur pour la quantification du mélange, mais plut6t un la-
ché de particules avec différentes conditions initiales. Un travail pourrait étre
fait en vue d’appliquer le formalisme développé dans le cadre de la théorie des
chaines de Markov présenté dans cette thése aux fonctions de mapping. D’autres
cas de mélanges mono ou polyphasiques pourraient aussi étre étudiés et carac-

térisés a I'aide de cette approche.

6. Les travaux présentés au chapitre 6 ont porté sur la sensibilité des résultats de
simulation par rapport aux coefficients de friction mur-particule et particule-
particule dans différentes géométries de silos et trémies. Nous avons également
observé que le coefficient de friction est un parametre sensible pour les profils
de vitesse dans ce genre de systeme, bien que la détermination de ce parametre

est difficile en pratique. Il serait impératif de développer des méthodes de me-
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sure directes ou indirectes de ces parametres afin de bien alimenter le modéle
DEM. Dans le cas des mesures directes, certains travaux ont déja été amorcés
avec le département de génie physique afin de mesurer localement le coefficient
de friction a I'aide d’'un nanoindenteur. Cette avenue est a privilégier puisqu’elle
permet des mesures a I'échelle locale, i.e. au point de contact, du coefficient de
friction entre les particules. Une autre avenue, cette fois a 'aide d’'une mesure
indirecte, consisterait a utiliser des silos et trémies identifiées dans le cadre de
cette these. En mesurant le profil de vitesse et les débits de vidange, on pour-
rait ainsi déterminer les coefficients de friction requis pour obtenir les profils
de vitesse mesurés. On pourrait également considérer des agencements de si-
los/trémies pour obtenir une mesure significative et reproductible de ces coef-

ficients.

. Finalement, la DEM est de plus en plus utilisée pour l'investigation de struc-
tures et |'établissement de modeles empiriques constitutifs. Par exemple, cer-
tains groupes de recherche travaillent a vérifier certaines hypothéses posées pour
le développement de modeéles basés sur les théories cinétiques (e.g. distribution
maxwellienne des vitesses, équipartition de 1'énergie) dans le cas des écoule-
ments a faible densité. Dans d’autres cas, il s’agit d'une approche pour la mesure
de la relation entre le taux de cisaillement et le tenseur de contrainte, un peu a
la maniere de ce qui se fait en fluide. Certains travaux de ce genre émergent,
notamment dans le cas des particules non-sphériques pour lesquelles des rela-
tions contrainte/taux de cisaillement ont été dérivée a partir des modeéles non-
sphériques basés sur la DEM. A ce titre, un résultat intéressant est que, dans des
régimes a faible densité et élastique, les courbes contrainte/taux de cisaillement

sont corrélées avec un certain facteur de forme. Il serait donc possible d’adop-
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ter les modeles sphériques issus des théories cinétiques en utilisant ce facteur
de forme et ainsi retrouver la contrainte subie en fonction du taux de cisaille-
ment. Il serait donc de mise d’envisager une approche eulérienne en orientant
I'usage de la DEM au développement de modeles constitutifs empiriques plus

accessibles pour l'ingénierie d'usage.
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