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RESUME 

Le but de cette etude est de mettre en place une procedure de calcul pour la prediction de 

Fecoulement du sang dans l'artere carotide. En effet, cette partie du corps humain est un 

lieu connu de formation de plaques atheromateuses responsables de nombreux 

problemes vasculaires, et on souhaite evaluer les consequences sur Pecoulement dans 

cette region, de l'utilisation d'une assistance ventriculaire a debit continu. 

L'ecoulement du sang est regi par les equations de Navier-Stokes incompressibles. Ces 

equations sont discretisees par la methode des elements finis. Pour pouvoir utiliser 

l'element P1P1, considere comme instable, il faut stabiliser les equations par les 

methodes SUPG et PSPG, puis ajouter une stabilisation sur la constante 

d'incompressibilite. 

Dans un premier temps, on developpe un estimateur d'erreur a posteriori de type 

Zienkewicz et Zhu, pour evaluer l'erreur en vitesse sur des simulations d'ecoulements. 

Pour etudier l'efficacite de l'estimateur d'erreur, on realise des tests sur des geometries 

2D et 3D pour calculer, dans differentes situations et avec differents elements, le taux de 

convergence de l'estimateur d'erreur a posteriori. Ce taux de convergence correspond a 

la pente de la droite logarithmique representant 1'erreur en fonction de la taille 

caracteristique des elements. Pour pouvoir realiser ces etudes, on developpe un 

programme de raffinement global de maillage en 2D et en 3D. 

L'estimateur d'erreur permet aussi de mettre en place une procedure de subdivision 

adaptative de maillage. En effet, l'erreur estimee sur chaque element est comparee a une 

erreur cible elementaire, tous les elements presentant des erreurs trop importantes sont 

subdivises en quatre triangles pour les maillages 2D ou en huit tetraedres pour les 

maillages 3D. Lors de la subdivision des elements, il faut egalement prendre en compte 

les elements voisins qui doivent aussi etre coupes pour obtenir un maillage conforme. A 
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chaque etape de la subdivision adaptative, 1'erreur cible peut etre fixee de differentes 

manieres : I'utilisateur peut choisir une erreur cible absolue ou une erreur cible relative 

(Verreur cible est definie comme un pourcentage de la norme de la solution), ou encore 

il peut choisir l'erreur totale qu'il souhaite sur le prochain maillage en pourcentage de 

l'erreur sur le maillage precedent (Reduction d'Erreur). On a teste la procedure de 

subdivision adaptative sur differents cas 2D et 3D, afin d'apprecier les apports de cette 

methode par rapport au raffinement global du maillage. On constate alors que les 

parametres optimaux pour le calcul de l'erreur cible varient d'un probleme a un autre. 

Toutes ces techniques sont enfin appliquees au cas de la simulation de l'ecoulement du 

sang dans la bifurcation de la carotide. Apres une revue bibliographique des travaux 

realises sur cette bifurcation, on simule l'ecoulement du sang sur une serie de maillages 

3D homogenes de la carotide. Les resultats obtenus permettent de retrouver 

l'ecoulement observe lors d'etudes experimentales effectuees sur un modele en silicone. 

Certaines zones de la carotide semblent etre plus propices a la formation de plaques: 

elles presentent un faible taux de cisaillement parietal et correspondent a une zone de 

recirculation du sang. On constate qu'en modifiant la repartition de debit entre les 

arteres interne et externe, ces parametres changent de maniere significative pouvant ainsi 

entrainer la formation de plaques dans de nouvelles zones plus etendues, par exemple 

aux environs de la paroi exterieure du debut de l'artere interne. 

Enfin, on applique la procedure de subdivision adaptative au cas de la bifurcation de la 

carotide, en partant d'un maillage grossier de celle-ci. Les methodes de raffinement ne 

permettent cependant pas d'obtenir un maillage optimal pour la carotide, car la 

subdivision d'un tetraedre en huit entraine une forte augmentation du nombre de noeuds. 

En conclusion, les methodes de raffinement local sont efficaces lorsque les gradients de 

vitesse varient suffisamment sur le domaine, ce qui n'est pas le cas dans la bifurcation 

de la carotide. 
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ABSTRACT 

The subject of this master thesis is the numerical simulation of steady incompressible 

viscous flow in the human carotid. This artery and more specifically its bifurcation is a 

well known site of chronic atheromatous plaque formation. These plaques may either 

grow slowly leading to stenosis or may suddenly rupture causing instantaneous 

thrombus formation. In the carotid artery, this last event may yield permanent brain 

damage or death. Steady flow in the carotid artery occurs when the human heart, 

suffering from chronic heart failure, undergoes implantation of a continuous flow 

ventricular assist device. Abnormal wall shear stress, pressure and low washout regions 

may occur, which in turn could trigger plaque formation and growth. 

A PI-PI stabilized SUPG/PSPG/CONT finite element method was used to approximate 

the incompressible Navier-Stokes equations. Blood flows were simulated at Reynolds 

320 for different but plausible outflow conditions corresponding to normal and abnormal 

flow separation at the carotid bifurcation. A sequence of nine grids was used to ascertain 

grid independence with a Zienkiewicz-Zhu a posteriori error estimator. These 

simulations agreed with experimental measurements obtained from fluid flow within a 

silicon model of the carotid. A time-resolved stereoscopic PIV test rig generated these 

experimental flow measurements. 

The Zienkiewicz-Zhu (ZZ) a posteriori error estimator was tested on 2D and 3D simple 

geometries with manufactured solutions. A global mesh refinement was used to generate 

a sequence of imbedded elements to yield a constant ratio of 2 between the old mesh and 

the new one. Our numerical experiment showed that the convergence rate obtained with 

the ZZ estimator agreed very well with the theoretical values for the velocity error 

estimates. These numerical experiments also showed the effect of geometrical 
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singularities on the convergence rate for polygonal domains. This detrimental effect is 

local and reduces the efficiency of the estimator to near wall elements. 

To reduce the number of grid points, an adaptive subdivision process was implemented 

and tested. Coupled with the ZZ error estimator it selects the elements to be subdivided 

thus, in theory, reducing the number of points required to obtain grid independent 

solution. In 2D this technique was used with success on both manufactured and 

numerical solutions. However in 3D, this process was successful only for the 

manufactured solution and unsatisfactory when applied to the carotid flow problem. 
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INTRODUCTION 

La bifurcation de la carotide est depuis quelques annees le sujet de nombreuses etudes. 

En effet, des plaques atheromateuses peuvent s'y developper, provoquant parfois une 

obstruction complete de l'artere amenant le sang du coeur au cerveau. La geometrie de 

l'artere, la periodicite et l'intensite de I'ecoulement sont des facteurs qui influencent la 

distribution de l'intensite du cisaillement parietal, jouant un role dans la formation des 

plaques. Suite a une therapie, toute modification des parametres de I'ecoulement peut 

avoir des consequences benefiques ou negatives. En particulier, si une assistance 

ventriculaire a debit continu est implantee, I'amplitude de I'ecoulement est 

considerablement reduite, ce qui modifie la distribution du cisaillement parietal. 

Le but de cette etude est de mettre en place une procedure de calcul pour la prediction de 

I'ecoulement du sang dans l'artere carotide. Pour atteindre ce but, les objectifs suivants 

ont ete fixes : 

- Mettre en place et evaluer un estimateur d'erreur a posteriori 

- Developper et tester une procedure de subdivision adaptative de maillage 

Effectuer des simulations 3D de I'ecoulement dans la carotide 

Comparer les resultats numeriques a des mesures experimentales 

- Analyser les resultats numeriques pour differentes repartitions de debit 

Le chapitre 1 presente une revue bibliographique des etudes de I'ecoulement dans la 

bifurcation de la carotide. La simulation numerique necessite de faire des choix de 

modelisation: conditions limites, type de fluide..., et des choix numeriques: 

discretisation des equations, type d'elements... Les differents choix possibles sont 

presentes dans ce chapitre, ainsi que les choix finalement retenus pour cette etude. 
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Le chapitre 2 rappelle la formulation faible des equations de Navier-Stokes, et leur 

discretisation par la methode des elements finis. II liste egalement les divers elements 

qui seront utilises au cours de l'etude et explique les methodes de stabilisation des 

equations employees. 

Le chapitre 3 decrit une methode d'estimation d'erreur a posteriori et definit le taux de 

convergence de cet estimateur. Quelques tests de l'estimateur d'erreur sont presentes 

pour des geometries 2D et 3D. Enfin, ce chapitre explique le principe de subdivision 

adaptative du maillage a partir de l'estimation d'erreur et presente differentes methodes 

pour determiner l'erreur cible. 

Le chapitre 4 decrit les algorithmes de subdivision du maillage pour les cas 2D et 3D. 

Ces algorithmes sont testes sur des geometries 2D et 3D, pour valider leur efficacite 

avant de les appliquer au cas de la carotide. 

Le chapitre 5 presente les etudes realisees sur la bifurcation de la carotide. On y decrit 

d'abord la procedure experimentale, puis on presente les resultats des simulations 

numeriques. Ces resultats sont valides par comparaison avec les resultats experimentaux, 

et on peut a nouveau evaluer 1'efficacite de l'estimateur d'erreur. Enfin on applique les 

methodes de subdivision adaptative sur le cas de la simulation de l'ecoulement dans la 

bifurcation de la carotide. 
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CHAPITRE 1 

REVUE BIBLIOGRAPHIQUE SUR LA SIMULATION DE L'ECOULEMENT 

DU SANG DANS LA BIFURCATION DE LA CAROTIDE 

1.1 Historique 

L'artere carotide est situee dans le cou. Elle a pour role d'acheminer le sang du coeur 

vers le cerveau et le visage. On observe la formation de plaques atheromateuses au 

niveau de la bifurcation de la carotide commune, de la carotide interne et de la carotide 

exterae, la formation de plaques atheromateuses. A long terme, ces plaques peuvent 

reduire le debit sanguin au cerveau ou se deloger et provoquer un accident vasculaire 

cerebral. 

L'ecoulement dans la carotide a fait l'objet de nombreuses etudes numeriques et 

experimentales durant ces dernieres decennies, pour confirmer l'influence du 

cisaiUement a la paroi (Wall Shear Stress, WSS) sur la formation de ces plaques 

atheromateuses dans la bifurcation de la carotide. Cette relation avait en effet deja ete 

constatee sur d'autres geometries. 

Les premieres etudes de la bifurcation de la carotide ont ete realisees par Bharadvaj et al 

[1], [2] en 1982 et Ku et Giddens [3] en 1987. D'apres Fobservation des chirurgiens, les 

plaques atheromateuses ont tendance a se former au niveau de l'artere interne de la 

carotide, non loin de la bifurcation. Bharadvaj, Ku et Giddens ont done etudie 

l'ecoulement du sang dans la carotide pour montrer que l'apparition de ces plaques 

pouvait etre liee au taux de cisaiUement sur la paroi. Pour cela, ils ont construit un 
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modele en verre d'une carotide moyenne, dimensionnee a partir de mesures sur des 

patients (par angiographic). 

En visualisant l'ecoulement dans la carotide, ils ont constate la presence d'une zone de 

recirculation pres de la paroi exterieure de l'artere interne. Un ecoulement axial inverse 

leur est apparu comme un facteur possible d'apparition de plaques. Pour vaiider ces 

observations, ils ont procede a des mesures de vitesse par Anemometrie Laser a effet 

Doppler (LDA) a differents endroits dans la carotide. Les taux de cisaillement a la paroi 

ont ete calcules a partir des vitesses mesurees, sous I'hypothese d'un profil de vitesse 

lineaire a proximite de la paroi. 

Ils ont alors verifie que la presence de plaque s'observait ou le WSS (cisaillement a la 

paroi) est bas. De plus, ils ont emis I'hypothese que la formation de plaques pouvait 

egalement etre favorisee par les oscillations de ce WSS au cours du cycle cardiaque, ou 

encore par une forte pression sur la paroi. 

Par la suite, des simulations numeriques ont confirme ces mesures experimentales, 

mentionnons entre autres les resultats importants obtenus par Perktold [4]. 

Generalement, la geometrie etudiee comprend l'artere commune (CCA), une bifurcation 

et deux arteres de sortie : l'artere interne (ICA) et l'artere externe (ECA). L'artere 

interne alimente le cerveau en sang, tandis que l'artere externe alimente le visage. 

Dans cette etude, la geometrie est plus complexe, avec une seconde bifurcation au 

niveau de la sortie externe. 
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Sortie interne 
(ICA ou IC) 

Sorties externes 
(ECA ou EC) 

Entree, artere 
commune (CCA) 

Figure 1.1 Modele de bifurcation de la carotide 

Pour que le modele numerique soit representatif de la realite, certains choix de 

modelisation s'imposent. Les premiers choix concernent: 

- la modelisation du fluide : viscosite, rheologie 

- la modelisation de l'ecoulement: conditions limites (entree, sorties) 

Enfin, il faut egalement choisir les methodes numeriques qui seront utilisees pour les 

simulations. 

1.2 Choix de modelisation 

1.2.1 Viscosite 

1.2.1.1 Fluide Newtonien ou non-Newtonien ? 

Le comportement visqueux d'un fluide peut etre represente par revolution des 

contraintes de cisaillement en fonction du taux de cisaillement: 
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<? = /(/) (1-1) 

Avec : a : la contrainte de cisaillement 

y : le taux de cisaillement 

Le taux de cisaillement est defini comme le second invariant du tenseur de taux de 

deformation D : 

D = ̂ (Vu + VuT) (i.2) 

r = pTr(D2) (i.3) 

Le rapport entre la contrainte et le taux de cisaillement est appelee viscosite dynamique 

U. Un fluide est dit Newtonien lorsque la contrainte de cisaillement est proportionnelle 

au taux de cisaillement. La viscosite dynamique d'un fluide Newtonien est done 

constante. 

Le sang est une suspension de globules rouges et blancs dans une solution aqueuse, le 

plasma [5]. De part sa constitution, le sang est un fluide non-Newtonien, il a un 

comportement rheofluidifiant (« shear thinning »): sa viscosite dynamique diminue 

quand le taux de cisaillement augmente. Ce comportement peut etre visualise en tracant 

revolution de a avec y . 
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Sang: rheo-fluidifiant 

Fluide Newtonien 

•> Y 
Limite du comportement 

Newtonien du sang 

Figure 1.2 Evolution de la contrainte de cisaillement avec le taux de cisaillement 

Le modele newtonien est acceptable pour des ecoulements a haut taux de cisaillement, 

superieur a 100s"1, par exemple pour l'ecoulement du sang dans de grosses arteres. Mais 

ce modele n'est pas valide si le taux de cisaillement est de l'ordre de 0.1 s"1, comme 

c'est le cas dans les petites arteres [6]. II faut alors utiliser un modele non-Newtonien, 

pour lequel la viscosite dynamique depend du taux de cisaillement, permettant ainsi de 

tenir compte du comportement rheofluidifiant du sang. 

II est tout de meme courant d'utiliser un modele de fluide newtonien (viscosite 

constante) pour representer l'ecoulement du sang dans les arteres [7], [8], [9], [10], [11], 

[12], [13]. Dans ce cas, la viscosite du sang est prise egale a sa viscosite limite pour des 

hauts taux de cisaillement. En regie generate, la viscosite dynamique et la masse 

volumique du sang humain a 37°C valent: 

^ = 0.0035 Pa.S 

/7 = 1050kg .m 3 (1.4) 
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Certains auteurs preferent utiliser des modeles de fluides non-Newtoniens. Plusieurs 

modeles ont ete developpes, chacun proposant une meilleure approximation du 

comportement reel du sang pour une plage donnee du taux de cisaillement. Dans la suite, 

le taux de cisaillement est toujours defini par la formule (1.3). 

1.2.1.2 Modele de Casson 

Un des premiers modeles non-Newtoniens developpe est le modele de Casson. Ce 

modele correspond bien a un fluide rheofluidifiant avec une viscosite seuil uo, la 

viscosite dynamique s'exprime de la maniere suivante : 

M n = M»+(#>-#») 
1 + Xy 

(1.5) 

Ce modele est utilise entre autres par Perktold [4], pour reproduire le comportement non 

pas du sang, mais d'un fluide simulant le sang (avec un ratio viscosite/densite egal). II a 

impose les valeurs suivantes pour les differentes constantes du modele : 

ju0 = 0.1315Pa.s 

jUM = 0.03Pa.s 

X = 0.5 

6 = 1.7 

a = 03 

(1.6) 

Cependant, ce modele est valide uniquement pour un taux de cisaillement modere, c'est-

a-dire inferieur a 10s"1 [6]. 
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1.2.1.3 Modele de Carreau-Yasuda 

Le modele de Carreau-Yasuda est tres semblable au modele de Casson : 

M-l 

JU-JU* i+Ur (1.7) 

II a ete utilise par Gijsen [14], qui compare les resultats de ses simulations numeriques 

avec des experiences realisees sur une solution KSCN-X, reproduisant le comportement 

du sang (avec un ratio viscosite/masse volumique egal). II a done ajuste les parametres 

du modele de Carreau-Yasuda pour retrouver les valeurs de viscosite mesurees sur cette 

solution pour differents taux de cisaillement. C'est pourquoi la viscosite limite a haut 

taux de cisaillement ne correspond pas directement a celle du sang : 

//„ = 0.022Pa.s 

//„ = 0.0022Pa.s 

A=0.110.s 

a = 0.644 

n = 0.392 

(1.8) 

1.2.1.4 Modele loi de puissance 

Pour compenser la faiblesse du modele de Casson pour des hauts taux de cisaillement, le 

modele loi de puissance exprime la viscosite comme une puissance du taux de 

cisaillement, voici un exemple de loi de puissance : 

M = K{i0 max r,r0 

(1.9) 

c-n-l + ax\n\ y 
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Stroud [15] a prefere ce modele a celui de Casson. Pour reproduire les donnees 

experimentales dont il dispose, il a choisi: 

/j0 = 0.0035Pa.s 

n = 0.S 

K = \ fl-10> 

flj = 0 

II considere que ce modele est meilleur que le modele de Casson dans les regions 

d'ecoulement separe. II affirme que ce modele permet de mieux capturer les effets 

secondaires du comportement non-Newtonien du sang pour un ecoulement transitoire, 

qui se traduisent par exemple par une legere modification du WSS moyen. Cependant, 

Stroud ne donne pas plus d'informations sur ces effets secondaires, et fait reference a un 

article qui n'est pas plus explicite. 

1.2.1.5 Modele de Herschel-Bulkley 

Tu et Deville [6] proposent d'utiliser le modele de Herschel-Bulkley qui utilise une 

definition plus complexe de la viscosite dynamique en fonction du taux de cisaillement. 

Selon eux ce modele est plus efficace que le modele de Casson pour des faibles valeurs 

du taux de cisaillement. 

m r 

T f • n-\ 

r\ siy>yc 

Y 

r, 

v 

1-1-
c \ r, 

+ K 
c J 

(2-n) + (n-l)^-
Yc 

( • } 
Yc 

V J 

»-i (1.11) 

si/<Yc 

De plus en choisissant les bonnes valeurs pour les parametres, ce modele permet de 

representer au choix un fluide newtonien, un fluide de Bingham, ou encore le modele de 

loi de puissance. Mais Tu et Deville n'utilisent pas cette fonctionnalite dans leur article. 
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1.2.2 Conditions limites 

1.2.2.1 Vitesse d 'entree imposee 

La plupart des auteurs imposent un profil de vitesse particulier en entree de l'artere 

commune de la carotide. Si cette entree est cylindrique, alors il est possible d'appliquer 

un profil parabolique ou de Poiseuille [7], [11], [14]. Ainsi, l'ecoulement est deja 

pleinement developpe. D'autres chercheurs preferent imposer une vitesse uniforme dans 

la direction normale a la section d'entree, et annuler les deux autres composantes de 

vitesse [13], [15]. lis s'assurent par la suite que l'ecoulement devient pleinement 

developpe avant la bifurcation. Mais les etudes se font tres souvent sur des geometries 

plus complexes, le plus souvent issues de mesures sur un ou plusieurs patients. La 

section d'entree n'est alors plus circulaire et le profil d'entree impose est generalement 

issu de mesures in vivo [4], [10]. 

Une fois le profil de vitesse impose en entree, il faut appliquer les conditions aux limites 

en sortie pour les deux arteres interne et externe de la carotide. Une premiere methode 

consiste a imposer une condition limite de type traction nulle sur les deux arteres de 

sortie [7], [14], [15]. Dans ce cas, le niveau de pression est fixe en sortie. II est 

egalement possible d'imposer directement la pression en sortie, la pression aux noeuds 

du plan de sortie sont alors definies egales aux valeurs de pression du plan interieur 

adjacent. C'est la solution choisie par Younis [13], pour son modele resolu par la 

methode des volumes finis. Cependant cette methode revient a imposer un gradient de 

pression nul a la sortie, et on peut se demander si l'ecoulement obtenu est bien physique 

car cela revient a arreter l'ecoulement au plan de sortie dans les arteres interne et 

externe. Une autre solution consiste a imposer un profil de vitesse pleinement developpe 

en sortie de l'artere externe, et une condition de traction nulle pour l'artere interne [10], 

[11]. De cette maniere le ratio de debit entre les deux arteres de sortie est facilement 

controle (voir section 1.2.3). 
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1.2.2.2 Pression d'entree imposee 

Plutot que d'imposer un profil de vitesse en entree, on peut choisir d'imposer un profil 

de pression [9]. En sortie, on impose alors des profils de vitesse pour les deux arteres 

interne et exterae. 

1.2.2.3 Profits dependant du temps 

Dans le cas d'un calcul stationnaire, le profil de vitesse ou de pression impose est 

unique. Mais dans le cas de simulations transitoires, il faut imposer revolution 

temporelle du profil. 

Les profils imposes en entree doivent alors dependre du temps. La plupart des auteurs 

recuperent des profils issus de mesures in vivo (Doppler) afm de reproduire des 

conditions physiologiques [4], [7], [8], [9], [11], [13], [15]. 

Le nombre de Womersley est un nombre adimensionnel permettant de decrire 

1'importance des forces de viscosite. II est tres utile dans le cas de simulations 

transitoires. II est defini par : 

a=Lff <'-12' 
Avec : L : une longueur de reference (par exemple le rayon de l'artere) 

p : la densite du fluide 

u : la viscosite dynamique du fluide 

co : la pulsation 

Ce nombre de Womersley permet de reconstruire, a partir d'une vitesse moyenne, un 

profil d'ecoulement laminaire pulse periodique pleinement developpe dans une 

geometrie proche de celle d'un tube circulaire. Ce profil s'ecrit sous la forme d'une 
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somme d'harmoniques faisant intervenir la fonction de Bessel et le nombre de 

Womersley. Dans le cas d'un tube circulaire de diametre D, ces harmoniques valent 

[16]: 

un(r,t) = Re' 

- 2r 

AJT 
plitn 

J, i2a-
V D) 

V •'o \i
2a) 

exp 2K 
int 

(1.13) 

Avec : Re : la partie reelle 

An : Amplitude calculee a partir d'une vitesse moyenne u(t) 

Jo: Fonction de Bessel 

D : diametre du tube (D=2L) 

T : periode de Fecoulement (T=27ico) 

Ce profil peut etre utilise sur une geometrie plus complexe comme celle de I'artere 

commune. Perktold impose un profil d'entree physiologique calcule avec un nombre de 

Womersley de 4,8. Le nombre de Womersley du profil utilise par Stroud vaut 5. 

Moyle [17] a choisi d'etudier 1'influence de l'utilisation de conditions limites 

simplifiees. A la place d'un profil d'entree physiologique, il a done impose un profil de 

Womersley, autrement dit le profil d'un ecoulement pleinement developpe dans un tube 

droit, avec seulement le debit qui varie au cours du temps. II a alors constate que 

1' influence de cette simplification est negligeable sur le champ de WSS a la bifurcation. 

II conclut que Finfluence du choix du profil d'entree est mois importante que la 

precision de la geometrie, et qu'il est done plus judicieux de passer du temps a obtenir 

une geometrie precise, plutot qu'a mesurer les trois composantes de vitesse en entree. 
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1.2.3 Ratio de debits 

L'un des principaux enjeux des simulations numeriques est de connaitre le ratio des 

debits dans chacune des arteres de sortie. Une premiere approche possible consiste a 

calculer ce ratio lors de la simulation en n'imposant aucun profil de vitesse en sortie 

[13], [18]. 

Mais generalement le ratio est impose pour la simulation, a partir de mesures 

experimentales sur des patients. II suffit par exemple d'imposer un profil de vitesse en 

entree, et d'imposer en sortie de l'artere externe un profil dont le debit est une fraction 

du debit d'entree [4], [7], [10], [11], [17], [19]. Le ratio est ainsi fixe. II est aussi 

possible d'imposer des profils de vitesse dans les deux arteres de sorties [9], [20]. 

De nombreux auteurs definissent un ratio de debit constant ICA:ECA entre les arteres 

interne et externe [20], [21]. Une valeur classique qu'on retrouve dans differentes etudes 

est 56:44 [7], [11]. 

Mais des mesures experimentales par IRM sur des patients ont montre que ce ratio varie 

au cours du cycle cardiaque [22]. Certains auteurs ont alors recupere la variation de ce 

debit grace a des mesures in vivo (Doppler ou IRM) pour faire varier le ratio au cours du 

cycle cardiaque sur leurs simulations numeriques transitoires [9], [19]. La valeur 

moyenne du ratio ICA:ECA sur le cycle cardiaque vaut alors environ 75:25. 
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Tableau 1.1 Ratios de debit rencontres dans la litterature 

Auteurs 

Bharadvaj et al 

Ku and Giddens 

Moore etal 

Zhao et al 

Glor et al 

Augst et al 

Marshall et al 

Annees 

1982 

1987 

1998, 2003 

2000 

2002 

2003 

2004 

Constante / Moyenne 

Moyenne 

Moyenne 

Constante 

Moyenne 

Constante 

Constante 

Moyenne 

% de debit 

Interne 

70 

70 

56 

75 

70 

48 

70 

Externe 

30 

30 

44 

25 

30 

52 

26 

1.3 Choix numeriques 

1.3.1 Methode de resolution 

La discretisation des equations de Navier-Stokes peut se faire grace a la methode des 

volumes finis [9], [13], ou bien par la methode des elements finis de Galerkin [4], [8], 

[14]. La matrice assemblee peut etre preconditionnee par la decomposition incomplete 

LU [12], [14], si une methode iterative de type Gradient Conjugue est utilisee. Les 

termes convectifs sont linearises par la methode des iterations de Picard [4], [8], [12], ou 

la methode de Newton-Raphson [14]. 

1.3.2 Discretisation spatiale 

On retrouve une grande diversite de maillage et de types d'elements dans les 

publications. Perktold et Botnar utilisent des elements briques a huit noeuds [4], [8], avec 

des fonctions d'interpolation trilineaires pour la vitesse, et une pression constante par 

element. II est egalement possible d'utiliser des tetraedres, aussi bien quadratiques a dix 



16 

noeuds [7], [10], [11], que de type Pl-Pl avec bulle [12] ou sans bulle. Enfin, Gijsen 

preconise quant a lui I'utilisation de I'element Crouzeix-Raviart [14], sans preciser 

lequel. 

Le maillage doit etre plus dense au niveau des parois ainsi qu'au niveau de la bifurcation 

[15]. Le nombre de noeuds utilises pour le modele de la carotide varie enormement d'une 

etude a 1'autre. II varie de 686 noeuds dans l'etude d'Urquiza [12] a 300 000 noeuds pour 

le modele de Tambasco [11]. Ce dernier utilise un algorithme de raffmement adaptatif 

du maillage. Enfin, dans le cas d'une etude de l'interaction fluide-solide entre le sang et 

les parois de la carotide, le domaine d'etude se deforme avec les parois, le maillage peut 

alors etre deplace en utilisant les equations de Laplace [12]. 

1.3.3 Discretisation temporelle 

Dans le cas de calculs transitoires, la simulation est realisee sur des cycles correspondant 

au cycle cardiaque. La duree de ce cycle varie entre 0,74s [15] et 0,8s [12]. Pour 

simplifier, cette periode peut aussi etre normalised [4]. Chaque cycle est divise en un 

certain nombre d'increments de temps, dont la duree peut etre fixe [10], [11], ou bien 

peut varier durant le cycle [4], [15]. Par exemple, Stroud [15] utilise des increments de 

temps plus courts au moment d'accelerations ou decelerations rapides. 

Tambasco et Steinman [10], [11] simulent tout d'abord deux cycles entiers avant de 

recuperer des resultats, pour s'affranchir de leur solution initiale correspondant a des 

vitesses nulles partout. Stroud choisit de simuler trois cycles cardiaques afin de verifier 

que l'ecoulement est parfaitement periodique. 
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1.4 Validation des resultats 

Parmi les auteurs cites precedemment, seul Younis [13] explique avoir quantifie les 

erreurs numeriques associees au maillage. Pour cela, il a estime la distribution de 

l'erreur pour un parametre de l'ecoulement (vitesse, effort sur la paroi), en exprimant la 

variation de ce parametre dans une direction a l'aide d'un polynome de degre trois. Les 

coefficients de ce polynome sont determines en utilisant a la fois les valeurs du 

parametre et de ses gradients. 

Pour la plupart des etudes realisees, les resultats numeriques sont compares a des 

resultats experimentaux obtenus en parallele grace a des mesures MRI [9], [10], [14], ou 

a des resultats numeriques obtenus auparavant par d'autres equipes [14]. Enfin, Perktold 

[4] compare ses resultats a des etudes numeriques et experimentales, realisees par 

d'autres equipes. 

1.5 Choix pour cette etude 

Le profil de vitesse impose en entree est extrait de mesures PIV sur un modele en 

silicone d'une bifurcation de la carotide. Le debit d'entree utilise pour les mesures 

experimentales et les simulations numeriques correspond au debit moyen sur le cycle 

cardiaque. Aucun ecoulement n'est impose en sortie, mais une force de traction normale 

est imposee dans l'artere de sortie interne. Cette force permet de controler la valeur du 

ratio de debit entre les deux arteres a la bifurcation. 

Dans le cadre de cette etude, seuls des calculs stationnaires seront realises, il n'est done 

pas possible de faire varier le ratio de debit. Mais dans le but de representer differentes 

situations possibles, les simulations sont realisees pour differents ratios de debit: 

- ICA : ECA = 30 : 70 

- ICA : ECA = 40 : 60 
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- ICA : ECA = 50 : 50 

- ICA : ECA = 60 : 40 

- ICA : ECA = 70 : 30 

Pour cette etude, le sang sera represente par un fluide Newtonien. En effet, la geometrie 

de la carotide peut se rapprocher d'une conduite cylindrique, et le taux de cisaiUement 

au rayon r dans une conduite cylindrique de rayon Ro s'ecrit: 

r = —^r (i.i4) 

Avec : Q : le debit 

Le rayon moyen Ro de I'artere commune de la carotide est calcule comme le rayon d'un 

cercle de meme aire que l'aire de la section d'entree de la carotide. Le debit d'entree et 

le rayon de I'artere commune valent: 

Q = 4915,1 mm3 , s1 (1.15) 

R^ » 2,158 mm (1.16) 

Finalement, on peut estimer le taux de cisaiUement a la paroi pour une telle artere : 

f~623s'1 (1.17) 

Les arteres en aval de la bifurcation sont toutes de tailles similaires. Par exemple, dans 

I'artere interne, a la sortie du modele, le rayon moyen vaut: 

R0 » 2,158 mm (1.18) 

Les debits dans I'artere interne pour les deux cas extremes de repartition de debit (30:70 

et 70:30) valent 1474,5 nW.s"1 et 3440,6 mm .s" . Le taux de cisaiUement vaut alors : 

'y * 408 s"1 si ICA : ECA = 30 : 70 
(1.19) 

7 « 953 s"1 si I C A : ECA = 7 0 : 30 
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Ces taux de cisaillement sont superieurs au taux critique de 100s"1, on reste done dans la 

limite de validite du modele de fluide Newtonien. Ce modele sera done suffisant pour 

representer recoulement global dans la carotide. Seul le cisaillement au voisinage du 

point de stagnation de recoulement sur la bifurcation pourrait necessiter I'utilisation 

d'un modele non-Newtonien, mais cela fera l'objet d'une autre etude. 

La resolution des equations de Navier-Stokes se fait par la methode des elements finis, 

grace a EF5, un code maison developpe a l'Ecole Polytechnique de Montreal. Ces 

equations sont discretisees par la methode de Galerkin. Le maillage de la carotide est 

constitue de tetraedres a quatre noeuds. L'erreur de la solution sera estimee grace a un 

estimateur d'erreur a posteriori de type Zienkiewicz-Zhu. Un algorithme de raffinement 

local du maillage sera applique sur la carotide afin de raffiner le maillage dans les zones 

presentant les plus forts gradients de vitesse et done les plus fortes erreurs. 
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CHAPITRE 2 

EQUATIONS DE NAVIER-STOKES ET STABILISATION 

2.1 Equations de Navier-Stokes 

2.1.1 Formulation generate 

L'etude de l'ecoulement du sang dans la carotide se fait sous Phypothese d'un 

ecoulement incompressible et laminaire. De plus, on a vu dans le chapitre precedent que 

dans le cadre de l'etude de l'ecoulement dans la bifurcation de la carotide qui 

correspond a de larges arteres, on peut representer le comportement du sang par un 

modele Newtonien. Les equations de Navier-Stokes se resument done a l'equation de 

conservation de la quantite de mouvement et a l'equation de continuite (ou conservation 

de la masse): 

p— + p{u-V)u = V-(j + f 
ct (/-I) 

V-u = 0 

Avec : u : le champ de vitesse 

p : la densite du fluide 

a : le tenseur des contraintes 

f: les forces volumiques s'appliquant sur le fluide (termes sources) 

Le tenseur des contraintes s'ecrit de la facon suivante : 

cr = -pI + fj{Vu + VTu) (2.2) 

Avec : p : la pression 

I : le tenseur metrique 

|i : la viscosite dynamique du fluide 
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Dans le cas de simulations stationnaires, le terme dependant du temps disparait de 

1'equation de conservation de la quantite de mouvement. 

II est necessaire de definir les espaces suivants : 

Z 2 ( n ) = {v|J v2d£l <oo\ 

Hl ( Q ) = {VEL2 ( Q ) | V V G L2 (Q)} (2.3) 

H\ (Q.) = {veHx ( f i t ) |v(r) = 0} 

Avec : T : une partie de la frontiere du domaine Q. 

Generalement pour les equations de Navier-Stokes, l'espace des solutions admissibles en 

pression est l'espace des solutions de carre sommable L2(Q), tandis que les solutions en 

vitesse appartiennent a l'espace de Hilbert H1
0(Q). Ces espaces de solution entrainent 

des choix particuliers pour la definition des normes en vitesse et en pression (voir 

Chapitre 3). De plus, le choix de ces espaces a des consequences : 

Sur le choix des elements servant a la resolution de ces equations par la methode 

des elements finis : les elements doivent respecter la condition de Babuska-

Brezzi (voir section 2.3). 

Sur la construction polynomiale de 1'approximation numerique de la solution : la 

vitesse est continue sur un element et d'un element a l'autre, tandis que la 

pression est continue sur un element mais peut etre discontinue d'un element a 

l'autre. 
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2.1.2 Forme faible 

La forme faible des equations de Navier-Stokes est obtenue par la methode de Galerkin. 

Les equations (2.1) sont d'abord multipliees par des fonctions tests et integrees sur le 

domaine Q. 

u-\p— + p(u • V)u-S/•<j\dQ=\ u-fdQ. 
JQ \ dt j JQ 

-f pV-udQ = 0 
(2.4) 

Avec : u : la fonction test de la vitesse 

p : la fonction test de la pression 

Puis, l'integration par parties du terme contenant le tenseur des contraintes permet 

d'ecrire la premiere equation du systeme (2.4) de la maniere suivante : 

f u-\p— + p(u-V)u\dQ+\ { C T : V W - V - ( ( 7 - M ) W Q = J u-fdQ(2.5) 

Or, le theoreme de la divergence permet d'obtenir : 

J {v-(<T-u)}dQ = j {<j-u)-ndY (2.6) 

Avec : r , : la frontiere du domaine sur laquelle sont appliquees les conditions de 

Neumann 

Finalement, la forme faible des equations de Navier-Stokes est: 

+ I \(7-u)ndT 
(2.7) 

u-\p—+ p(u • V ) M W Q + a:VudD.= \ u-fdQ.+ \ (a-u)ndT 
in { dt j JQ JQ Jr, 

-f pV-udQ = 0 
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Ces equations sont discretisees par la methode des elements finis. En particulier, les 

fonctions d'interpolation en vitesse sont les memes pour les trois directions de l'espace. 

(2.8) 

Nu Nu Nu 

u = ^NjUj v^NjVj w=YuNJ 

7=1 7=1 7=1 

Np 

P = YuMjPj 
7=1 

Avec : Nu : le nombre de fonctions d'interpolation en vitesse 

Np : le nombre de fonctions d'interpolation en pression 

Nj: les fonctions d'interpolation en vitesse 

Mj: les fonctions d'interpolation en pression 

Les fonctions d'interpolation sont des fonctions polynomiales, par exemple les fonctions 

d'interpolation de Lagrange. Leur nombre et leur definition dependront du type 

d'elements choisi, de l'equation a resoudre et de l'espace solution. 

II faut maintenant choisir un echantillon de fonctions tests en vitesse et en pression, pour 

obtenir un systeme d'equations. Ces fonctions tests sont choisies egales aux fonctions 

d'interpolation, c'est la methode dite de Galerkin. 

UJ=NJ vJ=Nj wJ=Nj 
~ (2-9) 
Pi=Mj 
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2.2 Choix des elements 

Dans le cas de simulations 2D, les elements utilises sont des elements triangulaires. En 

3D, il s'agit de tetraedres. Plusieurs types d'elements, avec des nombres differents de 

degres de liberte en vitesse et en pression, ont ete testes. Mais tous les elements utilisent 

les polynomes d'interpolation de Lagrange. 

2.2.1 Polynomes d'interpolation de Lagrange et elements de reference 

Les polynomes d' interpolation de Lagrange sont definis sur le triangle de reference en 

fonction des coordonnees locales. En 2D ces coordonnees locales sont r et s, en 3D r, s 

ett. 

t 

Figure 2.1 Triangle de reference en 2D et tetraedre de reference en 3D 
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2.2.2 Element MINI en 2D 

vitesse pression 

Figure 2.2 Noeuds en vitesse et en pression associes a I'element MINI 

En 2D, le premier element utilise est I'element MINI. Cet element possede en plus de 

ses trois sommets, un noeud bulle situe au centre de I'element. Les quatre noeuds sont 

utilises pour 1'interpolation en vitesse, mais seuls les trois noeuds sommets sont utilises 

pour la pression. La pression est done lineaire sur I'element et continue d'un element a 

l'autre, et la vitesse est lineaire avec un terme supplemental sur la bulle. 

La discretisation de la vitesse et de la pression s'ecrit done : 

u = N\U\ + N2U2 + N3W3 + NJUJ v = N1V1 + N2V2 + N3V3 + N-JV-J 

p = Nlpl + N2p2 + N3p3 

Avec: ui, U2 et U3: les vitesses aux trois noeuds sommets 

U7: la vitesse au noeud bulle 

(2.10) 

Tableau 2.1 Polynomes d'interpolation de Lagrange pour I'element MINI 

N, 

N2 

N3 

N7 

1-r-s 

r 

s 

27 (1-r-s) r s 
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2.2.3 Element Tavlor-Hood en 2D 

vitesse pression 

Figure 2.3 Noeuds en vitesse et en pression associes a l'element Taylor-Hood 

Un autre element utilise en 2D est le Taylor-Hood. La pression est toujours lineaire et 

continue, mais la vitesse est quant a elle quadratique. 

Tableau 2.2 Polynomes d'interpolation de Lagrange pour l'element Taylor-Hood 

Ni 

N2 

N3 

N4 

N5 

N6 

-(l-r-s)[l-2(l-r-s)] 

-r(l-2r) 

-s (l-2s) 

4r(l-r-s) 

4rs 

4s (1-r-s) 
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2.2.4 Element PI-PI en 2D 

3 3 

y \ 2 v ^ 2 
vitesse pression 

Figure 2.4 Nceuds en vitesse et en pression associes a I'element Pl-Pl 2D 

Un troisieme element utilise en 2D est I'element Pl-Pl. II est lineaire en vitesse et en 

pression. Cependant, il ne respecte pas la condition de Babuska-Brezzi (voir section 

2.3), il n'est done pas stable. Pour l'utiliser, les equations seront stabilisees par la 

methode PSPG. 

Malgre cela, cet element est interessant car il est lineaire, il ne necessite done pas de 

calculs de Laplacien, seules les derivees premieres devront etre calculees pour la 

stabilisation (voir section 2.3). 

Tableau 2.3 Polynomes d'interpolation de Lagrange pour I'element Pl-Pl en 2D 

N, 

N2 

N3 

1-r-s 

r 

s 
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2.2.5 Element PI-PI en 3D 

pression 

Figure 2.5 Nceuds en vitesse et en pression associes a I'element Pl-Pl en 3D 

Comme en 2D, I'element Pl-Pl en 3D est lineaire en vitesse et en pression mais 

necessite une stabilisation des equations. 

Tableau 2.4 Polynomes d'interpolation de Lagrange pour I'element Pl-Pl en 3D 

Ni 

N2 

N3 

N4 

1-r-s-t 

r 

s 

t 
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2.3 Stabilisation des equations 

2.3.1 Methodes de stabilisation 

La stabilisation des equations de Navier-Stokes se fait en trois etapes, intervenant 

directement sur les fonctions tests apparaissant dans la forme faible des equations : 

I u-\p— + p(u-V)u\d£l+ \ c r : V W Q = | u-fdQ.+ \ \a-u)-ndT 
J Q { dt ) m in J r ; (2.11) 

-f pv-udn = o 

2.3.1.1 Stabilisation SUPG 

La stabilisation SUPG intervient sur l'equation de conservation de la quantite de 

mouvement. Elle permet de supprimer les oscillations dues aux termes de convection. 

Cette methode de stabilisation consiste a ajouter de la diffusion artificielle dans la 

direction de l'ecoulement seulement. Cet ajout est interprete comme une modification 

des fonctions test [23], [24]. La solution exacte du probleme satisfait toujours la forme 

faible stabilised par SUPG. 

Cette stabilisation n'est pour l'instant implementee que pour l'element Pl-Pl dans cette 

etude, car la theorie a ete developpee a l'origine pour les interpolants lineaires, et des 

fonctions de stabilisation lineaires. Elle peut etre vue comme une modification des 

fonctions tests de la vitesse : 

u =U + TSUPQ(U-'V)U (2.12) 

Avec : U : les fonctions tests initiates (correspondant aux fonctions d'interpolation) 

U : les nouvelles fonctions tests 
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2.3.1.2 Stabilisation PSPG 

La formulation utilisee pour resoudre les equations de Navier-Stokes incompressible est 

la formulation mixte. La pression est alors le multiplicateur de Lagrange de la vitesse et 

est calculee implicitement avec la vitesse. Les inconnues en vitesse et en pression etant 

liees, la stabilite du systeme d'equations depend alors des interpolations choisies, 

autrement dit des nceuds en vitesse et en pression. C'est la condition dite de Babuska-

Brezzi [25] qui determine la stabilite du choix des interpolants de la vitesse et de la 

pression. Si cette condition n'est pas satisfaite, des oscillations peuvent apparaitre ou 

bien le systeme peut s'averer singulier et n'aboutir a aucune solution. 

Pour simplifier, cette condition peut s'enoncer de la maniere suivante [26] : Un element 

fini satisfait la condition de Brezzi si etant donnee une vitesse u continue et 

differentiable sur un domaine R, il est possible de construire une approximation discrete 

Uh telle que u et Uh aient la meme projection de la divergence dans l'espace des 

pressions. Les elements MINI et Taylor-Hood remplissent cette condition et sont done 

stables, mais les elements Pl-Pl quant a eux ne respectent pas la condition de Babuska-

Brezzi. 

La stabilisation PSPG permet d'eliminer les oscillations et de se dispenser de la 

condition de Babuska-Brezzi [25]. Cette methode introduit un nouveau terme dependant 

uniquement de la fonction test du multiplicateur de Lagrange, e'est-a-dire de la pression. 

Elle peut egalement etre interpretee comme une modification des fonctions tests : 

~* ~ 1 ~ 
u =u + TpspQ—V p (2.13) 

P 

Le taux PSPG est generalement choisi identique au taux SUPG, bien que ce ne soit pas 

obligatoire. 
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2.3.1.3 Stabilisation de la contrainte d 'incompressibilite 

Une troisieme stabilisation est utilisee : elle concerne la contrainte d'incompressibilite 

(ou equation de continuite). Elle apparait sous la forme d'un nouveau terme dans la 

forme faible, proportionnel a un nouveau taux appeler^^jyy. Elle s'appuie sur la 

methode des moindres carres [27]. 

rC0Jvr(V-w)/?(V-H)</f t (2.14) J< 
L'ajout de ce terme rend le processus de calcul habituellement plus robuste. 

2.3.1.4 Ecriture de la forme faible stabilisee 

Ces trois stabilisations modifient la forme faible des equations de Navier-Stokes, en 

ajoutant des termes pour la stabilisation de la contrainte d'incompressibilite, ou bien a 

travers la modification des fonctions tests pour les stabilisations SUPG et PSPG. Mais 

en remplacant 1'expression des nouvelles fonctions tests dans la forme faible (2.11), ces 

modifications apparaissent egalement sous la forme de termes supplementaires [27], 

fonctions du residu de 1'equation de conservation de la quantite de mouvement. Les 

fonctions tests restent alors les memes que dans la methode de Galerkin. Les deux 

equations de la forme faible peuvent etre alors etre additionnees pour ne former qu'une 

seule equation : 

f u-\p— + p(u-V)u-f\dQ + f <j:VudQ+ [pVudQ. 
dt 

p— + p(u-y)u-V-a-f\dQ 
dt J 

(2.15) 
p— + p(u-V)u-V <j- f dQ. 

dt + JQ-[TPSPG^P] 

+ \r(jQ^f\V-u)p(W-u)dQ. - I \<j-u)-ndT 
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2.3.2 Definition des fonctions de stabilisation 

Les fonctions TSUPG et TPSPG sont choisies identiques. En ID, a partir d'une equation de 

convection-diffusion [26], il a ete montre que l'expression optimale est: 

TOPT 
h 

2\\u\\ 
coth(Re)-

Re 

Re = 
2 \\u \\h 

(2.16) 

Avec : Re : le nombre de Reynolds local (estime sur l'element) 

h : une longueur caracteristique de la taille de l'element 

v : la viscosite cinematique du fluide 

Cependant on ignore toujours si cette definition de x est optimale en 2D ou en 3D. 

Finalement, on retrouve plusieurs variantes pour la definition de x, il faut principalement 

qu'elles conservent les bonnes valeurs asymptotiques de x quand le nombre de Reynolds 

local tend vers zero ou vers l'infini: 

h 
T^> 

2| u 
quand Re -»<x> 

T —> — quand Re -> 0 
3v 

dr 1 h 

dRe 3 2 d 
quand Re -> 0 

(2.17) 

Une solution possible est done [27], [28]: 

Tl = 
h 

2||w|l 

2 

1 + 
Re^ 

(2.18) 
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Mais cette forme ne respecte pas la pente en zero. Pour corriger cela, il suffit de la 

modifier legerement: 

h T 1 1 2 T2 = 2\\u\ 1 + 
Re^ 

(2.19) 

Une autre facon de definir ce taux est d'utiliser une definition conditionnelle qui permet 

d'avoir le bon comportement asymptotique : 

Re 

?3 = 
h 

2|| ;z avec z = < 
u\\ 

si Re < 3 

1 si Re>3 

Cette expression de x se met done sous la forme d'un produit de 
h 

2 | i / | 

(2.20) 

avec une fonction 

du nombre de Reynolds qu'on appelle x'. Le trace de cette fonction du nombre de 

Reynolds local pour les differentes definitions exposees ci-dessus permet de comparer le 

comportement de ces formulations. 

Figure 2.6 Representation de x' en fonction du nombre de Reynolds 
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Finalement c'est la seconde solution, avec la correction de la pente, qui a ete retenue 

pour la definition des taux SUPG et PSPG. 

1 
TPSPG = TSUPG = i (2-21) 

4 

At2 

4\\uf 
+ — — 

h1 + 9 
16v2 

h4 

Le terme faisant apparaitre le pas de temps At n'est utile que pour des simulations 

transitoires. Dans cette etude ce terme disparait car seuls des calculs stationnaires sont 

realises. 

Pour la stabilisation de la contrainte d'incompressibilite, le x est pris semblable a la 

troisieme solution proposee [27], [28] : 

Re 
h\\ ii TCONT =—\\u\\z avec z = < 

si Re < 3 
3 (2.22) 
1 si Re>3 

2.3.3 Definition de la longueur h 

La maniere la plus simple de definir la longueur h apparaissant dans la definition des 

fonctions de stabilite, est de definir une longueur constante pour chaque element, c'est-

a-dire ne dependant que de la forme de l'element. En ID, il suffit de prendre la longueur 

reelle de l'element. En 2D la longueur h peut par exemple etre definie a partir de l'aire 

de l'element, en la calculant comme la longueur d'un cote du triangle equilateral ayant la 

meme aire. En 3D avec cette meme methode, h est egal a la longueur d'une arete du 

tetraedre equilateral de meme volume. 

Mais il est possible d'utiliser une definition plus complexe de h comme l'ont propose 

Tezduyar et Osawa [27]. Nous avons introduit une modification a leur formule : nous 

utilisons des sommes de termes au carre. Le nouveau h est alors defini par : 
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h 
S 

UGN 
N„ 

(2.23) 

SH-W' 
1=1 

Avec : Nu : le nombre de noeuds en vitesse 

H : les fonctions d'interpolation en vitesse 

Contrairement a la definition utilisee par Tezduyar et Osawa, notre relation n'utilise pas 

la valeur absolue, ce qui facilite l'implementation numerique. Le principal interet de 

cette definition de h est qu'elle depend de 1'orientation du vecteur vitesse. Cette 

formulation est interessante car si I'ecoulement est parallele a l'une des aretes de 

1'element (aussi bien pour les triangles en 2D que pour les tetraedres en 3D), alors la 

longueur huGN sera exactement egale a la longueur de cette arete. 

En 2D, pour un element triangulaire quelconque, il est possible de visualiser la valeur h 

obtenue pour toutes les valeurs possibles de Tangle d'orientation du vecteur vitesse. En 

observant la definition de SUPG, on constate que T va evoluer comme h, autrement dit 

une valeur de h petite entraine un petit x et une valeur de h grande entraine un grand x. 

3 -

2 -

1 

( 

Forme du triangle 

) 1 2 3 4 

Longueur h pour differentes orientations du 
vecteur vitesse 
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2 , 

( 

Forme du triangle 

) 1 2 3 4 

Forme du triangle 

Longueur h pour differentes orientations du 
vecteur Vitesse 

Longueur h pour differentes orientations du 
vecteur Vitesse 

0,98 |_4_hUGN| 
0,79 

Figure 2.7 Variation de IIUGN avec l'orientation du vecteur de vitesse pour deux 

triangles differents 

Le premier exemple correspond a un element simple, ici un triangle rectangle. On voit 

bien que le huGN prend la valeur 2 si Tangle de Tecoulement est nul (ecoulement 

horizontal) et vaut 3 si Tangle de Tecoulement vaut Pi/2 (ecoulement vertical). 

Autrement dit, cela confirme que si Tecoulement est parallele a Tune des aretes du 

triangle, alors la longueur caracteristique huGN est egale a la longueur de T arete. Si la 
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vitesse est nulle, alors cette expression n'est pas calculable, elle est remplacee par la 

premiere definition independante de la solution. 

Dans EF5, deux definitions de la longueur caracteristique sont implementees : celle 

independante de l'ecoulement qui utilise l'aire ou le volume de l'element, et le IIUGN 

presente ci-dessus. On a teste ces deux formulations, et on constate que le huoN permet 

de faire converger des calculs qui ne convergeaient pas avec la premiere definition de h 

independante de l'ecoulement. Cette definition est done plus robuste, e'est pourquoi elle 

a ete choisie pour la suite de l'etude. De plus, l'utilisation de IIUGN rend la solution moins 

sensible a 1'orientation du maillage. 

2.4 Outils numeriques 

Les calculs par elements finis seront realises a l'aide du programme EF5, un code 

maison developpe a l'Ecole Polytechnique de Montreal. L'utilisation d'un code maison, 

programme en C++, permet de controler parfaitement les methodes utilisees et de 

realiser des tests de comparaison entre differentes methodes. Les principales methodes 

numeriques classiques ont ete implementees dans EF5. 

Le solveur utilise est un solveur direct appele PARDISO [29], [30]. 
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CHAPITRE 3 

ESTIMATION D'ERREUR A POSTERIORI 

3.1 Estimation de l'erreur sur la solution numerique 

3.1.1 Utilisation d'une solution approchee 

Afin d'estimer l'erreur de la solution numerique resultant d'un calcul par elements finis, 

on utilise la norme energie pour les vitesses et la norme L2 pour la pression. Ces normes 

sont definies de la maniere suivante : 

HIIQ j u'udQ+\ Vu-VudQ. (3.1) 

^p-pdQ. (3.2) 
1 112 

IP o,n 

Cependant, dans le cas general, on ne connait pas la solution exacte au probleme. L'idee 

est done de calculer une solution approchee de la solution exacte, et d'estimer l'erreur de 

la solution numerique Uh par rapport a cette solution approchee u*. Ainsi, l'estimation de 

l'erreur est donnee par : 

I H U = h - M 1 U <3-3> 
lklli.n=IK ~u 1 L + I K - VM *IL (3-4) 

Le but est d'obtenir la meilleure approximation des derivees de la solution numerique 

aux noeuds du maillage. La solution approchee est done choisie telle que ses valeurs aux 

noeuds soient identiques aux valeurs de la solution numerique. Le gradient de la solution 

approchee est obtenu en projetant le gradient de la solution numerique sur la base 
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polynomiale de la solution numerique. L'estimation de I'erreur s'ecrit alors avec la 

semi-norme1 : 

li,n h •* Hon (3.5) 

Pour calculer le gradient de la solution approchee, on utilise la technique de projection 

locale de Zienkiewicz et Zhu [33], [34]. Les derivees enrichies en un noeud du maillage 

sont calculees en tenant compte uniquement des elements entourant ce noeud, autrement 

dit appartenant a la cellule associee a ce noeud. 

Figure 3.1 Cellule associee a un noeud, pour un element MINI ou Taylor-Hood 

Pour chacune des cellules du maillage, le gradient de la solution approchee s'exprime 

alors a l'aide des termes du triangle de Pascal. Par exemple en 2D, les derivees de u* 

s'expriment de la facon suivante : 

du*(x,y) M 

dx =Hpj(x>y)a*j 

M du*(x,y) v 

dy jfx
 A ,y) 

(3.6) 

(3.7) 

1 L'expression (3.5) est une norme si le probleme est dans H'o(O) OU HVO(^)- Par contre, si la solution est 
dans H'(f2), alors elle est une semi-norme. 
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Les Pj correspondent aux M premiers termes du triangle de Pascal. Pour 1'element 

Taylor-Hood, le nombre M de termes est choisi identique au nombre de termes utilises 

pour 1'interpolation de Uh, autrement dit M vaut 6. Pour 1'element MINI, on a vu que le 

terme bulle est cubique, il est done negligeable par rapport aux autres termes. On choisit 

done de ne pas prendre en compte le nceud bulle, ainsi seuls les trois sommets sont pris 

en compte pour l'estimation de l'erreur et M vaut 3. 

Les coefficients aXj et ayj seront calcules a partir des informations contenues dans les 

elements de la cellule. Deux methodes de moindres carres sont presentees pour calculer 

ces coefficients. La premiere utilise la minimisation d'une fonctionnelle definie par une 

somme discrete. La seconde methode conserve la forme integrate dans la definition de la 

fonctionnelle a minimiser. 

3.1.2 Calcul des coefficients inconnus 

3.1.2.1 Mise en forme de la cellule 

Pour calculer les derivees enrichies, il faudra resoudre des systemes lineaires definis a 

l'aide des coordonnees x et y de points situes dans la cellule. Or, si cette cellule est tres 

eloignee de l'origine du repere, les coordonnees seront tres grandes, ce qui entrainera un 

mauvais conditionnement de la matrice du systeme lineaire a resoudre. 

C'est pourquoi on decide d'utiliser a la place des coordonnees usuelles, des coordonnees 

locales redefinies en fonction de la position et de la taille de la cellule. Pour cela, on 

definit une boite entourant la cellule. On definit xmoy et ymoy les coordonnees du milieu 

de la boite, et Ax et Ay la moitie des dimensions de la boite. Les coordonnees locales 

sont alors calculees de la maniere suivante : 
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Jloc 
y-y moy 

Ay 
(3.9) 

Ainsi, au sein d'une cellule, les coordonnees locales vont de -1 a 1, ce qui permet un 

meilleur conditionnement de la matrice du systeme lineaire a resoudre. La methode 

devient ainsi plus robuste. 

Ax 

'moy 

Ay 

moy 

Figure 3.2 Definition d'une boite entourant la cellule 

Par la suite, pour ne pas surcharger les formules, les coordonnees locales sont 

directement notees x et y. 

3.1.2.2 Methode des moindres carres discrete 

Une premiere methode pour calculer les coefficients aXj (et de la meme maniere ayj), 

consiste a minimiser la fonctionnelle suivante : 

-i2 

1 ^ 
2- ,-=i 

d»^>><\-±PM,yl)a 
dx > i 

(3.10) 
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Les (xi,yi) representent les coordonnees des N points d'echantillonnage utilises pour 

estimer la derivee enrichie en un noeud. Ces points doivent faire partie de la cellule 

considered. 

On exige que la variation de cette fonctionnelle par rapport a chacun des coefficients axj 

soit nulle. Ainsi, on obtient un systeme lineaire qui permet de determiner les coefficients 

aXj, a condition que le nombre de points d'echantillonnage soit egal ou superieur au 

nombre de coefficients a determiner (N>M): 

fiP
r(xityt)P(xiiyl)ax=fiP

r(xl9yi) 
i=0 i=0 

duh{Xi^i) 

dx 
(3.11) 

Le vecteur colonne ax contient les M coefficients a determiner. 

a. 
*x\ 

a xM 

(3.12) 

P(xj,y;) contient les M premiers termes du triangle de Pascal. Par exemple, pour les 

triangles quadratiques, on a M=6 et: 

P(x,y) = \l,x,y,x2,xy,y2~\ (3.13) 

De la multiplication de la transposed de P par P lui-meme, resulte la matrice 

carree suivante: 

PT{x,y)P(x,y) = 

1 

X 

y 
2 

X 

X 

x2 

xy 
3 

X 

y 
xy 

y2 

x2y 

X 

3 
X 

x2y 

x4 

xy 
x2y 

xy2 

x3y 

y 
xy2 

3 

y 
2 2 

x y 
2 2 3 2 2 

xy x y xy x y x y 
2 2 3 2 2 

y xy y x y xy' 

xy 
y4 

(3.14) 
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Pour le choix des points d'echantillonnage, la solution ideale serait de choisir les points 

de convergence optimale, appeies egalement points de Barlow. Cependant, la position de 

ces points est encore inconnue pour les triangles en 2D, ces points n'existent 

probablement meme pas au-dela de une dimension. Zienkiewicz et Zhu recommandent 

alors l'utilisation des points de superconvergence, correspondant au milieu de Pelement 

pour les triangles lineaires, et aux milieux des aretes pour les triangles quadratiques. 

Cependant, le nombre de points d'echantillonnage vaut alors un pour un triangle lineaire 

et trois pour un triangle quadratique. Or, il peut y avoir des noeuds situes sur la frontiere 

du domaine dont la cellule ne contiendra qu'un element. Pour le cas de triangles 

lineaires, le nombre de points d'echantillonnage sera alors egal a trois (N=3), tandis que 

le nombre de coefficients a determiner vaut six (M=6). Le systeme est done indetermine. 

Pour eviter ce probleme, Labbe et Garon [35] proposent d'utiliser a la place les points de 

Gauss, dont la position est deja connue, et qui sont au nombre de six par element. Ainsi, 

un element suffit pour avoir un nombre suffisant de points d'echantillonnage. 

3.1.2,3 Methode des moindres carres integrate 

Dans cette methode, les derivees enrichies sont toujours exprimees sous la forme d'un 

polynome de meme degre que le polynome d'interpolation de la solution numerique. 

Mais la fonctionnelle a minimiser est laissee sous forme integrate : 

du*(x, y) Jt, , x , . 

^ ,y)=YJPj{x,y)aXJ^P*(x,y) ( 3 . 1 5 ) CIX i=\ 

F{a
xl,-,

a
XM) = - \ 

2 
cellule 

duh{x>y) D w x 
-P*[x,y) dx 

- l2 

da (3.16) 
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On souhaite a nouveau annuler la variation de cette fonctionnelle par rapport a chacun 
?fici 

dF 

des M coefficients axj 

ix>y)= J 
uu,xi cellule 

dU^'y)-P*(X,y) 
dx 

dP* 
(x,y)dn = 0 (3.17) 

da 

Or, d'apres la definition de P*, dans l'equation (3.15) 

dP* 

da. 
(x,y) = Pj(x,y) (3.18) 

On obtient le systeme suivant a resoudre : 

J P*(x9y)Pi(xty)dn= J dUh(f,^Pi(x,y)dQ ( 3 . 1 9 ) 

cellule cellule ®X 

De plus, on peut decomposer chacune des deux integrales en une somme d'integrales sur 

les elements de la cellule : 

X | p*(x,y)pl(x,y)<m= X J d-^l^(x,y)dn(320) 
elements mment elements element 
^cellule ecellule 

Pour calculer les integrales sur un element, on utilise la methode d'integration de Gauss. 

Finalement, la methode des moindres carres integrale est la methode qui a ete retenue 

pour I'estimation d'erreur, car il s'agit de la methode la plus robuste. En effet, cette 

methode fonctionne quel que soit le nombre d'elements contenus dans une cellule. 
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3.1.3 Reconstruction de la solution enrichie 

Quelle que soit la methode utilisee pour determiner les coefficients aXj, il faut ensuite 

evaluer cette derivee enrichie aux nceuds du maillage. En effet, on connait desormais une 

expression generique de la derivee reconstruite pour une cellule. II faut done maintenant 

Pinterpoler aux nceuds afin d'y calculer une erreur estimee, pour ensuite obtenir 

l'estimation de l'erreur sur tout le domaine. 

Pour les elements de type MINI, l'erreur est estimee uniquement aux sommets du 

maillage, elle ne Test pas sur les nceuds situes au milieu des elements. Pour les elements 

de type Taylor-Hood, l'erreur est estimee sur tous les nceuds du maillage. 

Cependant, un nceud du maillage peut appartenir a plusieurs cellules. II faut done 

determiner une strategic pour la reconstruction de la solution approchee, ou plutot de sa 

derivee. 

3.1.3.1 Interpolation sur tous les noeuds de la cellule 

Dans un premier temps, la derivee de la solution approchee a ete interpolee sur tous les 

nceuds de la cellule, sauf les nceuds bulles pour les elements MINI. Apres avoir balaye 

toutes les cellules du maillage, pour la plupart des nceuds, plusieurs estimations de la 

derivee enrichie y auront ete calculees. On calcule alors la moyenne arithmetique de ces 

contributions pour avoir la valeur finale de la derivee enrichie en ces noeuds. 

3.1.3.2 Selection des noeuds de reconstruction 

Dans un second temps, on selectionne les nceuds de la cellule sur lesquels la derivee 

enrichie sera interpolee. En effet, on peut supposer que pour un sommet du maillage, la 

cellule pour laquelle l'estimation de la derivee enrichie est la meilleure, est la cellule 
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construite autour du nceud lui-meme. Comme on balaye toutes les cellules du domaine, 

chaque sommet sera le centre d'une cellule. On choisit done que la seule contribution 

apportee a un nceud sommet sera celle de la cellule construite autour de ce noeud. 

Cependant, dans le cas d'elements quadratiques, certains noeuds ne sont pas des noeuds 

sommets, ils sont situes au milieu d'une arete. Alors la derivee enrichie est calculee 

grace aux contributions des cellules associees aux deux sommets situes aux extremites 

de 1'arete sur laquelle est situe le noeud considere. 

Finalement, pour une cellule donnee, une fois les coefficients aXj calcules, la derivee 

enrichie est interpolee au noeud central de la cellule, et aux noeuds situes sur les aretes 

reposant sur le noeud central. 

Sur la Figure 3.3 representant la cellule associee au noeud central noir, 1'interpolation est 

faite uniquement sur les noeuds contenus dans le cercle en pointilles. 

Figure 3.3 Selection des points d'interpolation, pour des elements de type MINI ou 

Taylor-Hood 

Dans le cas d'elements de type MINI, chaque sommet sera done l'objet d'une seule 

interpolation. Dans le cas d'elements de type Taylor-Hood, les noeuds sommets auront 

une seule contribution, tandis que les noeuds situes au milieu d'une arete auront deux 
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contributions. L'estimation finale de la derivee enrichie sera done la moyenne 

arithmetique de ces deux contributions. 

Figure 3.4 Exemple de repartition des interpolations (toutes les cellules ne sont pas 

traitees sur le dessin) 

3.1.4 Taux de convergence de l'estimation d'erreur 

3.1.4.1 Definition du taux de convergence 

La norme de l'erreur globale (sur tout le domaine) peut s'exprimer en fonction d'une 

taille caracteristique des elements [36]. 

e\\ -h1 

\\m 
(3.21) 

De plus, l'erreur globale peut s'exprimer en fonction de l'erreur sur chaque element: 

WW -
II \\m 

I 
1 

k HOT 
V elements k J 

(3.22) 

L'erreur elementaire peut egalement s'exprimer en fonction de la taille de l'element 

considere : 
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» ~ h p 
(3.23) 

Ici, m correspond au type de norme choisie pour exprimer I'erreur. Dans le cas de la 

norme energie H1, utilisee pour exprimer I'erreur en vitesse, m vaut un. Pour la norme 

L2, utilisee pour la pression, m vaut zero. 

Sous l'hypothese de la condition de Babuska-Brezzi (voir section 2.3.1) et en supposant 

que la vitesse et la pression soient suffisamment regulieres, on a pour l'element MINI 

[31 : theoreme 4.21] : 

\\U-U 
\n 

+ \\P-Ph o,n 
< 

u-u h Ho,n 
< 

CA(| |WIU+|HU) 

CA2(||w|U+Win) 
(3.24) 

Pour l'element Taylor-Hood [31 : theoreme 4.26] 

u-u, i,n + 

\\u-u h 110,12 

P-P*\L^Ch2^+\\p\kn) 

<a3(WU+|HU) 
(3.25) 

De meme, pour l'element stabilise, puisqu'on utilise un polynome de degre 1, on obtient 

[31 : theoreme 4.40 et corollaire 4.41] : 

IM - uk I L + \ \ p - p* I L - c h ( l l w" 2 n +Wlii i ) 

\u-u h llo,Q 
< CA 2 ( I | W | | 2 ,O+ |HU) 

(3.26) 

Meme si l'espace des solutions ne respecte pas la condition de Babuska-Brezzi. 

En utilisant les inegalites entre les normes H1 et L2 de la vitesse et ces relations, on en 

deduit les taux de convergence et les normes appropriees pour ces elements. Ces 

resultats sont resumes dans le Tableau 3.1. 

file:////U-U
file:////u-u
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Tableau 3.1 Taux de convergence theoriques pour les differents types d' element 

\\u-u>l,n 

\\P ~ P* IO,Q 

Taux de 
convergence 

MINI 

0(h) 

0(h) 

Pth=l 

TAYLOR-HOOD 

0(h2) 

0(h2) 

Pth=2 

PI-PI STABILISE 

0(h) 

0(h) 

Pth=l 

Ces taux de convergence theoriques sont des optimaux qui ne seront atteints qu'en 

l'absence d'irregular ites geometriques. 

3.1.4.2 Calcul du taux de convergence par rqffinement global du 

maillage 

Pour estimer le taux de convergence de l'erreur pour un probleme donne, il suffit de 

generer un maillage initial, puis de generer une serie de maillages en raffinant a chaque 

etape l'ensemble du maillage. En 2D, chaque element est divise en quatre elements 

identiques, et la taille caracteristique du maillage raffine correspond a la moitie de la 

taille caracteristique du maillage precedent. En 3D, chaque tetraedre est divise en 8 

tetraedres, la encore la taille caracteristique est divisee par deux. Les techniques de 

subdivision en 2D et en 3D sont decrites dans le chapitre suivant. 

Si on represente, sur un graphique logarithmique, l'erreur globale de chaque maillage en 

fonction de sa taille caracteristique, alors on doit obtenir une droite, dont la pente vaut p, 

le taux de convergence. 
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/ \ SUBDIVISION 

•4 • 4 • 

h h/2 

Figure 3.5 Subdivision d'un element 2D en quatre elements 

Figure 3.6 Subdivision d'un element 3D en huit elements 

Cette procedure utilise une subdivision de tous les elements et done un raffinement de 

l'ensemble du maillage, y compris aux endroits ou ce ne serait pas necessaire. Apres 

plusieurs maillages, les temps de calcul deviennent done tres importants, ce qui limite le 

nombre de maillages possibles. C'est pourquoi on observera parfois un taux de 

convergence qui tend vers une valeur limite, sans pour autant Patteindre pour la serie de 

maillages utilisee. 

Cette procedure n'est pas adaptee dans le cas de l'analyse d'un probleme, c'est pourquoi 

il est necessaire de mettre en place une procedure de subdivision adaptative, pour 

raffiner le maillage uniquement aux endroits ou l'erreur est trop importante. 

> 
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3.1.5 Erreur cible 

3.1.5.1 Utilisation de I'erreur cible pour la procedure de subdivision 

adaptative 

II est possible d'estimer I'erreur globale de la solution numerique, mais aussi I'erreur sur 

chaque element. Le programme de subdivision adaptative du maillage presente au 

chapitre suivant utilise une procedure d'equi-repartition de I'erreur sur l'ensemble des 

elements. Pour cela, il est necessaire de definir une erreur cible elementaire. L'erreur de 

chaque element sera ensuite comparee a cette erreur cible elementaire. Si I'erreur d'un 

element est trop importante, alors cet element devra etre subdivise. 

Cependant, contrairement aux methodes de remaillage adaptatif, l'equi-repartition de 

I'erreur ne sera pas atteinte, car les nceuds du maillage ne sont pas deplaces. Au final, le 

but est done d'obtenir pour chaque element une erreur inferieure ou egale a I'erreur cible 

elementaire. L'erreur cible elementaire peut etre reliee a une taille caracteristique cible 

de la meme maniere que pour l'erreur globale reelle : 

-c,k (3.27) 

Comme la procedure utilisee est une procedure d'equi-repartition de l'erreur, cette erreur 

cible elementaire est identique pour tous les elements du maillage et l'erreur cible 

globale peut se calculer ainsi, avec N le nombre d'elements du maillage : 

lkX=V^K4 (3-28) 
On definit alors le ratio de la taille de Pelement sur la taille cible, qui s'exprime en 

fonction du rapport de l'erreur elementaire estimee sur l'erreur elementaire cible : 

l 

K 'eft 
(3.29) 
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En fonction de la valeur de ce ratio, il est possible de determiner si l'element considere 

doit etre subdivise ou non. En theorie, l'element devrait etre coupe si le ratio est 

superieur a un, cependant, on ne souhaite pas decouper inutilement des elements, c'est 

pourquoi on se laisse une marge en fixant un ratio critique legerement superieur a un. 

Pour toute la suite de cette etude, ce ratio critique est fixe a 1,2. 

3.1.5.2 Calcul de I'erreur cible 

II existe trois methodes de subdivision adaptative, qui se distinguent par la maniere de 

fixer I'erreur cible a atteindre. 

Premiere methode : diminution continue de I'erreur (ou Reduction d'Erreur) 

Pour cette premiere methode, I'erreur cible n'est pas fixee, elle varie a chaque etape de 

raffinement. En effet, pour chaque maillage, a Tissue du calcul, I'erreur cible globale est 

calculee comme une fraction de I'erreur globale obtenue. L'erreur cible elementaire est 

alors obtenue en divisant I'erreur cible globale par la racine carree du nombre 

d'elements constituant le maillage, et les elements a subdiviser peuvent etre identifies. 

Avec cette methode, le processus ne s'arrete jamais. En effet, apres avoir atteint I'erreur 

cible a une etape, une nouvelle erreur cible plus petite est redefmie. L'erreur globale de 

la solution diminue done continuellement au fil des iterations. Cette methode est tres 

bien adaptee dans le cas de calculs independants du temps. Cependant, elle est moins 

pratique a utiliser dans le cas de calculs transitoires. 

Deuxieme methode : Erreur cible relative fixee 

Avec cette methode, Tutilisateur fixe une erreur relative cible a atteindre ecr . Cette 
m 

erreur relative cible sert ensuite a calculer l'erreur cible globale pour le prochain 

maillage, en multipliant cette erreur relative cible par la norme de la solution courante : 
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ML (3-3°) 
A partir de cette erreur cible globale, on deduit la valeur de l'erreur cible elementaire, 

puis la liste des elements a subdiviser. 

Finalement, l'utilisation de cette methode permet a l'utilisateur de fixer l'erreur cible 

globale sous la forme d'un pourcentage de la norme de la solution precedente. 

Troisieme methode : Erreur cible absolue fixee 

Cette troisieme methode est semblable a la deuxieme methode, sauf que c'est 

directement rerreur cible globale (absolue) qui est fixee par l'utilisateur, par exemple 

apres un premier calcul permettant d'estimer la norme de la solution. De la meme 

maniere, l'erreur cible elementaire est ensuite calculee a l'aide du nombre d'elements du 

maillage, et il est possible d'etablir la liste des elements a subdiviser lors du prochain 

maillage. 

3.2 Etude du taux de convergence par la methode integrate 

Pour etudier le taux de convergence obtenu par la methode integrate, il faut distinguer 

deux classes de problemes: les solutions manufacturees et les solutions non 

manufacturees. On appelle solution manufacturee un probleme dont on connait la 

solution analytique. Ces problemes sont interessants, car il est alors possible de 

comparer l'erreur estimee de la solution numerique avec son erreur reelle. 

3.2.1 Solutions manufacturees 2D 

Par solution manufacturee, on designe un probleme dont la solution analytique est 

connue et s'exprime de facon continue en fonction des coordonnees du probleme. 

c,r 
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3.2.1.1 Geometries regulieres 

Pour etudier les taux de convergence de solutions manufacturers, on utilise un carre, 

dont les coordonnees x et y vont de 0 a 1. Les maillages utilises sont obtenus en generant 

un quadrillage regulier du carre. Les cotes du carre contiennent respectivement 5, 10, 20, 

40, 80 et 160 elements. La taille caracteristique d'un maillage correspond done a la 

moitie de la taille caracteristique du maillage precedent. 

Figure 3.7 Exemple des deux premiers maillages du domaine carre 

Les series de calculs sont realisees d'abord avec des elements MINI. On devrait obtenir 

un taux de convergence de 1. Puis les memes calculs sont realises avec des elements de 

type Taylor-Hood (TH), pour lesquels on devrait obtenir un taux de convergence de 2. 

Finalement on etudiera un troisieme element, l'element PI-PI stabilise appele plus loin 

STAB. 

Deux problemes sont analyses sur cette geometrie : le probleme de Blasius et le 

probleme de Smith-Hutton. On calcule pour chaque probleme une solution numerique 

avec EF5 pour toute la serie de maillages. Connaissant la solution analytique, I'erreur 

obtenue par la methode integrale est comparee a I'erreur calculee entre la solution 

numerique et la solution analytique. 
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Pour le probleme de Blasius, la composante horizontale de vitesse s'ecrit sous la forme 

[32]: 

UBl ~ U0 

f 
1-exp -ay^, 

u0rj 
(3.31) 

Pour simplifier le probleme, on impose les valeurs suivantes : 

1'amplitude de vitesse uo vaut 1. 

La constante a vaut 1. 

- La viscosite n vaut 0.01. 

Finalement, l'equation (3.31) se simplifie et l'expression de u devient : 

f 
uB1=\- exp 10 

V 

y 
(3.32) 

Pour determiner l'expression de la composante verticale de vitesse v, on utilise 

l'equation de continuite : 

duBi , dvBi = Q 

dx dy 
(3.33) 

Ces expressions de u et v sont imposees aux bornes du domaine comme conditions de 

Dirichlet. De plus, afin de determiner le niveau de pression, on impose une pression 

nulle en un noeud du maillage, car la pression theorique du probleme de Blasius est 

nulle : 

PBI = ° (3-34) 

On resout alors sur ce domaine les equations de Stokes. Les termes sources qui 

apparaitront dans les equations s'obtiennent grace aux formules suivantes : 
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FuBl = ~P 
c 
v 

du du 
u hv— 

dx dy 

(&. 
+ ju 

FvBl = 
dv dv 

u hv— 
dx dy 

~dxT + ~dy1 

2 A 
+ JU 

d2v d2v 
—T + — 5 
dx2 dy2 

(3.35) 

(3.36) 

0.2 0.4 0.6 0.8 

Figure 3.8 Profil de u obtenu pour le probleme de Blasius 

Graphique logarithmique de I'erreur en fonction de la 
taille caracteristique des elements 

3 

LU -2 

—•— Erreur reelle 
• Estimation de I'erreur 

Asymptote 

Petite: 0,95 

Taille caracteristique 

Figure 3.9 Estimation d'erreur (probleme de Blasius), element MINI 
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Figure 3.10 Estimation d'erreur (probleme de Blasius), element Taylor-Hood 

Tableau 3.2 Taux de convergence de l'estimation d'erreur (Blasius) 

Maillage 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

Triangles 

40 

160 

640 

2560 

10240 

40960 

163840 

655360 

Element MINI 

Nb de nceuds 

67 

253 

985 

3889 

15457 

61633 

246145 

983809 

Taux de convergence 

X 

-0,103 

0,153 

0,581 

0,829 

0,918 

0,944 

0,964 

Element Taylor-Hood 

Nb de nceuds 

93 

345 

1329 

5217 

20673 

82305 

328449 

X 

Taux de convergence 

X 

0,589 

1,179 

1,408 

1,665 

1,849 

1,936 

X 

Pour chaque maillage, on calcule un taux de convergence local en tenant uniquement 

compte de l'erreur sur le maillage precedent. En observant revolution de ces taux de 

convergence, on constate qu'on tend vers un taux de 1 pour 1'element MINI et un taux 

de 2 pour l'element Taylor-Hood, ce qui correspond aux taux theoriques attendus pour 
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ces deux types d'elements. Mais ces taux ne sont toujours pas atteints avec pres de 

100 000 noeuds pour l'element MINI. Cependant il ne s'agit pas d'une solution qui peut 

etre approchee par la base polynomiale des elements, contrairement au probleme suivant 

(probleme de Smith-Hutton). De plus, la pression n'est pas parfaitement nulle sur le 

domaine, on obtient une pression uniforme proche de -0,2 pour l'element MINI et 0,002 

pour l'element Taylor-Hood. 

Pour le probleme de Smith-Hutton, les composantes de vitesse sont connues et imposees 

sur les bords du domaine : 

w s / / = 2 j ( 1 - ^ 2 ) (3.37) 

vSH=-2x(\-y2) (3.38) 

De plus, pour le probleme de Smith-Hutton on a : 

PSH = ° (3-39) 

On impose done une pression nulle en un point du domaine. 

On en deduit les termes sources pour les equations de Navier-Stokes : 

FuSH =4juy + p\ - 8 j 2 ( l - x 2 ) x - 2 x ( l - - y 2 j ( 2 - 2 x 2 ) (3.40) 

FvSH =-4jux + p[-Sx2(l-y2)y-2y(l-x2)(2-2y2)] (3.41) 

Pour les elements MINI et Taylor-Hood, on resout les equations de Stokes pour que les 

calculs soient plus rapides. Mais les taux seraient les memes si on resolvait les equations 

de Navier-Stokes. Le meme probleme est ensuite resolu avec l'element STAB, mais 

cette fois-ci avec les equations de Navier-Stokes. 
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Figure 3.11 Vecteurs vitesses pour une solution au probleme de Smith-Hutton 

Graphique logarithmique de I'erreur en fonction de la 
taille caracteristique des elements 

- Erreur reelle 
• Estimation de I'erreur 

-1,4 -1,2 -1 -0,8 -0,4 -0,2 

Taille caracteristique 

-6r6-

-63-

-ft2-
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- 0 T 6 -

-0T8-

-^h2-

Figure 3.12 Estimation d'erreur (probleme de Smith-Hutton), element MINI 
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Figure 3.13 Estimation d'erreur (probleme de Smith-Hutton), element Taylor-Hood 

On constate que I'erreur estimee est tres proche de I'erreur reelle, qui a ete directement 

calculee entre la solution numerique et la solution analytique. De plus, la solution 

numerique en pression est bien nulle sur tout le domaine. 

Tableau 3.3 Taux de convergence de l'estimation d'erreur (Smith-Hutton) 

Maillage 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

Triangles 

50 

200 

800 

3200 

12800 

51200 

Element MINI 

Nb de noeuds 

86 

321 

1241 

4881 

19361 

77121 

Taux de convergence 

X 

1,071 

1,051 

1,030 

1,016 

1,009 

Element Taylor-Hood 

Nb de noeuds 

121 

441 

1681 

6561 

25921 

103041 

Taux de convergence 

X 

1,981 

1,990 

1,995 

1,997 

1,999 

On tend done vers un taux de convergence de 1 pour 1'element MINI et un taux de 

convergence de 2 pour l'element Taylor-Hood. A l'inverse du probleme de Blasius, la 

zone asymptotique est directement atteinte pour le probleme de Smith-Hutton. En effet, 
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la solution analytique, ainsi que les termes sources, sont polynomiaux en x et y. lis 

peuvent done etre efficacement approches par la base polynomiale des elements. 

Les memes simulations sont realisees avec l'element stabilise, mais cette fois-ci en 

resolvant les equations de Navier-Stokes (avec un nombre de Reynolds egal a 1000) et 

non les equations de Stokes. 

Figure 3.14 Estimation d'erreur (probleme de Smith-Hutton), element PI-PI stabilise 
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Tableau 3.4 Taux de convergence de l'estimation d'erreur (Smith-Hutton), element 

PI-PI stabilise 

Maillage 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

Nb de triangles 

50 

200 

800 

3200 

12800 

51200 

Element STAB 

Nb de nceuds 

36 

121 

441 

1681 

6561 

25921 

Taux de convergence 

X 

0,959 

1,002 

1,016 

1,008 

1,003 

On tend done vers un taux de convergence de 1 pour l'element stabilise. 

Finalement, la methode d'estimation d'erreur donne de bons taux de convergence pour 

des solutions manufacturees sur des geometries regulieres. 

3.2.1.2 Geometries non regulieres 

Afin de verifier que les solutions non manufacturees donnent de bons taux de 

convergence quelle que soit la geometrie, on applique le probleme de Smith-Hutton a 

une geometrie non reguliere. 

Cette geometrie represente un canal rectangulaire comprenant deux obstacles ou trous, 

carres puis ronds. Cette geometrie est maillee a l'aide de Comsol, qui permet de 

subdiviser tous les elements du maillage. On creee done une succession de maillages, 

dont la taille caracteristique est divisee par deux a chaque etape. 
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Figure 3.15 Maillage initial du canal avec des trous carres 

Figure 3.16 Maillage initial du canal avec des trous ronds 

On reprend les termes sources calcules precedemment pour le probleme de Smith-

Hutton, et on applique des conditions de Dirichlet (avec les expressions de USH et de VSH) 

sur toutes les frontieres, les bords du canal ainsi que sur les contours des trous. On 

determine egalement le niveau de pression, en imposant une pression nulle sur un noeud 

du maillage (PSH=0). 

Tableau 3.5 Taux de convergence de l'estimation d'erreur pour le probleme de Smith-

Hutton applique au canal avec des trous carres 

Maillage 

1 

2 

3 

4 

5 

Nb de triangles 

260 

1040 

4160 

16640 

66560 

Element MINI 

Nb de noeuds 

421 

1623 

6367 

25215 

100351 

Taux de convergence 

X 

1,010 

1,003 

1,005 

1,004 

Element Taylor-Hood 

Nb de nceuds 

583 

2207 

8575 

33791 

134143 

Taux de convergence 

X 

1,981 

1,989 

1,994 

1,997 
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Tableau 3.6 Taux de convergence de l'estimation d'erreur pour le probleme de Smith-

Hutton applique au canal avec des trous rond 

Maillage 

1 

2 

3 

4 

5 

Nb de triangles 

652 

2608 

10432 

41728 

166912 

Element MINI 

Nb de noeuds 

1024 

40005 

15835 

62967 

251119 

Taux de convergence 

X 

1,004 

0,998 

1,004 

1,004 

Element Taylor-Hood 

Nb de nceuds 

1397 

5403 

21239 

84207 

335327 

Taux de convergence 

X 

1,967 

1,982 

1,991 

1,995 

Quel que soit le type d'element utilise, les taux de convergence tendent bien vers les 

taux theoriques pour les deux geometries (1 pour I'element MINI et 2 pour I'element 

Taylor-Hood). Les singularites geometriques n'ont done pas d'influence sur le taux de 

convergence de l'estimation d'erreur en vitesse, dans le cas de solutions manufacturees. 

En effet, les conditions limites du probleme sont recalculees pour chaque maillage a 

partir de la solution analytique et ne changent done pas d'un maillage a l'autre. 

3.2.1.3 Conclusion sur les solutions manufacturees 

Finalement, quelle que soit la geometrie, une solution manufacturee permet d'obtenir les 

bons taux de convergence pour l'estimation d'erreur par la methode integrate. 

3.2.2 Solutions non manufacturees 2D 

Apres avoir etudie le taux de convergence de l'estimation d'erreur sur des solutions 

manufacturees, on s'interesse a des solutions non manufacturees, afin de se rapprocher 

des situations reelles. Pour cela, on reprend les deux geometries presentees 

precedemment, le canal avec des trous carres et le canal avec des trous ronds. 
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3.2.2.1 Definition du probleme 

On resout sur ces geometries les equations de Stokes. Le cote gauche du domaine 

correspond a l'entree du canal. On impose un profil parabolique de vitesse u en entree. 

La vitesse v est nulle a l'entree. 

A la sortie, sur le cote droit du canal, la vitesse v est nulle mais aucune condition n'est 

imposee sur u. De cette maniere, on impose une condition de traction normale nulle en 

sortie, ce qui permet egalement de determiner le niveau de pression. II n'y a done pas 

besoin d'imposer une pression sur un nceud du domaine. Sur toutes les autres frontieres, 

les deux composantes de la vitesse sont nulles. 

u 
p — — — W W I I i I in li" ipiliillllllllliillllllwWMIWWllWfl—wmiWIWIIIII)lllli''"|ili I ' i . ^ B H M p n H H 

4.016209 0 58741 1.191 1.7946 2.3883 3.0019 

Figure 3.17 Profil de la vitesse axiale u dans le canal avec trous carres 
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0 0.5889 1.1778 1.7667 2.3S56 2.9445 

Figure 3.18 Profil de la vitesse axiale u dans le canal avec trous ronds 

54 068 91914 237.9 383 88 529 86 675 S5 

Figure 3.19 Profil de la pression p dans le canal avec trous carres 

En observant la repartition de la pression sur le canal avec des trous carres, on constate 

huit singularites en pression au niveau des quatre coins de chacun des deux trous carres. 

Or, la pression correspond au multiplicateur de Lagrange des equations de Navier-

Stokes. Done une singularity en pression affecte la vitesse. 
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3.2.2.2 Taux de convergence de I 'estimation d 'erreur 

Tableau 3.7 Taux de convergence de l'estimation d'erreur pour l'ecoulement dans un 

canal avec trous carres 

Maillage 

1 

2 

3 

4 

5 

Nb de triangles 

260 

1040 

4160 

16640 

66560 

Element MINI 

Nb de nceuds 

421 

1623 

6367 

25215 

100351 

Taux de convergence 

X 

0,965 

0,759 

0,666 

0,613 

Element Taylor-Hood 

Nb de noeuds 

583 

2207 

8575 

33791 

134143 

Taux de convergence 

X 

0,644 

0,578 

0,559 

0,552 

Tableau 3.8 Taux de convergence de l'estimation d'erreur pour l'ecoulement dans un 

canal avec trous ronds 

Maillage 

1 

2 

3 

4 

5 

Nb de triangles 

652 

2608 

10432 

41728 

166912 

Element MINI 

Nb de nceuds 

1024 

4005 

15835 

62967 

251119 

Taux de convergence 

X 

0,996 

0,997 

1,002 

1,003 

Element Taylor-Hood 

Nb de nceuds 

1397 

5403 

21239 

84207 

335327 

Taux de convergence 

X 

1,632 

1,595 

1,556 

1,531 

La recuperation de l'erreur est tout d'abord realisee sur l'ensemble du domaine maille. 

On obtient alors des taux de convergence inferieurs aux taux theoriques attendus. En 

effet, pour le canal avec les trous carres, le taux de convergence tend vers 0,6 pour 

l'element MINI (au lieu de 1) et vers un taux de 0,55 pour l'element Taylor-Hood (au 

lieu de 2). Pour le canal avec les trous ronds, le taux de convergence de l'element MINI 

tend vers la valeur attendue 1, tandis que l'element Taylor-Hood tend vers un taux de 

convergence legerement inferieur a celui attendu (1,5). 
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Pour l'element stabilise, on resout les equations de Navier-Stokes, avec un nombre de 

Reynolds qui vaut 400. 

Tableau 3.9 Taux de convergence de l'estimation d'erreur pour l'ecoulement dans un 

canal avec trous carres ou ronds pour l'element Pl-Pl stabilise 

Maillage 

1 

2 

3 

4 

5 

Canal a trous carres 

Triangles 

260 

1040 

4160 

16640 

66560 

Nceuds 

161 

583 

2207 

8575 

33791 

Convergence 

X 

0,573 

0,431 

0,295 

0,624 

Canal a trous ronds 

Triangles 

652 

2608 

10432 

41728 

166912 

Nceuds 

372 

1397 

5403 

21239 

84207 

Convergence 

X 

0,399 

0,685 

0,918 

0,980 

On retrouve pour l'element stabilise les memes resultats que pour l'element MINI: on 

obtient le bon taux de convergence pour le canal avec les trous ronds, mais le taux de 

convergence du canal avec les trous carres est inferieur au taux theorique attendu. Afin 

de verifier que la presence des trous est responsable des mauvais taux de convergence 

obtenus, le domaine est separe en trois sous-domaines, pour separer les zones proches 

des trous du reste du domaine. 

Zones contenant les singularites 

Figure 3.20 Separation du domaine du canal avec trous carres en trois sous-domaines 

Partie principale 
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L'estimation d'erreur est alors realisee sur les trois parties separement. Comme attendu, 

les deux zones contenant les singularites donnent les memes taux de convergence. De 

plus, on constate que les taux de convergence obtenus dans la partie principale tendent 

vers les taux theoriques attendus (1 pour l'element MINI et 2 pour l'element Taylor-

Hood). 

Graphique logarithmique comparant les estimations 
d'erreur dans les differents parties du domaine 

—. . j± 

Taille caracteristique 

Figure 3.21 Erreurs estimees dans le canal avec trous carres, element Taylor-Hood 

Figure 3.22 Erreurs estimees dans le canal avec trous ronds, element Taylor-Hood 
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Tableau 3.10 Taux de convergence des trois parties pour le canal avec trous carres 

Maillage 

1 

2 

3 

4 

5 

Triangles 

800 

3200 

12800 

51200 

204800 

Element MINI 

Partie Principale 

X 

1,033 

1,059 

1,021 

1,009 

Singularites 

X 

0,309 

0,507 

0,542 

0,546 

Element Taylor-Hood 

Partie Principale 

X 

1,857 

2,002 

1,997 

X 

Singularites 

X 

0,481 

0,555 

0,552 

X 

Tableau 3.11 Taux de convergence des trois parties pour le canal avec trous ronds 

Maillage 

1 

2 

3 

4 

5 

Triangles 

706 

2824 

11296 

45184 

180736 

Element MINI 

Partie Principale 

X 

1,005 

1,011 

1,009 

1,006 

Singularites 

X 

0,807 

0,985 

1,000 

1,003 

Element Taylor-Hood 

Partie Principale 

X 

1,950 

1,991 

1,995 

1,997 

Singularites 

X 

1,468 

1,514 

1,510 

1,506 

Les calculs ont egalement ete refaits avec l'element stabilise, pour le canal avec les trous 

carres, en isolant les zones de singularites. Cette fois-ci les equations resolues sont les 

equations de Navier-Stokes avec un nombre de Reynolds valant 400. On retrouve bien le 

taux de 1 dans la partie principale et des mauvais taux dans les zones de singularity. 

L'element stabilise se comporte done comme l'element MINI, en ce qui concerne la 

recuperation de l'erreur. 

Les calculs sur le canal avec des trous carres et des domaines separes ont ete refaits avec 

les elements MINI et Taylor-Hood, en resolvant non plus les equations de Stokes, mais 

bien les equations de Navier-Stokes, avec un nombre de Reynolds valant 400. En ce qui 

concerne l'element MINI, on constate que le calcul converge vers une solution non 

symetrique sur le canal avec des trous carres. En effet, l'element MINI n'est pas adapte 

pour resoudre les equations de Navier-Stokes a cause des termes non lineaires, absents 
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dans l'equation de Stokes. A l'inverse, l'element Taylor-Hood donne des resultats 

satisfaisants du point de vue de la symetrie, et l'etude de la recuperation de 1'erreur 

montre que les taux de convergence sont identiques a ceux obtenus pour les equations de 

Stokes. 

3.2.2.3 Conclusions sur les solutions non manufactures 

Tableau 3.12 Tableau recapitulatif des taux de convergence sur les deux canaux 

Taux theoriques 

Tout le domaine 

Partie principale 

Zones de singularites 

Canal avec trous carres 

MINI 

1 

0,61 

1,01 

0,55 

Taylor-Hood 

2 

0,55 

2 

0,55 

Canal avec trous ronds 

MINI 

1 

1 

1,01 

1 

Taylor-Hood 

2 

1,5 

1,99 

1,51 

La separation en plusieurs parties montre que la methode integrate d'estimation d'erreur 

donne de bons taux de convergence pour des geometries regulieres. Dans le premier cas, 

le cas du canal avec des trous carres, les singularites correspondent aux huit coins des 

deux trous. II s'agit de singularites geometriques, identiques d'un maillage sur l'autre, 

dues a la presence d'angles concaves. Ces singularites affectent le taux de convergence 

pour les deux types d'elements considered. En effet, o n a v u que ces singularites 

geometriques ont cree des singularites de pression qui affectent la vitesse. 

Dans le second cas, le cas du canal avec des trous ronds, 1'erreur sur le taux de 

convergence s'explique par le fait que la geometrie change d'un maillage a l'autre. En 

effet, le cercle est approxime par un polygone, et le nombre d'aretes de ce polygone 

augmente lorsqu'on raffine le maillage. La geometrie change done d'un maillage a 

l'autre. 
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De plus, 1'approximation du cercle par un polygone cree des angles concaves, qui 

affectent le taux de convergence, comme on a montre pour le canal avec les trous carres 

(bien que la valeur de ces angles soit inferieure a celle des angles presents sur les trous 

carres). Enfin, lorsqu'on raffine le maillage, la valeur de ces angles concaves diminue, 

ce qui fait a nouveau varier le taux de convergence. En effet, le raffinement du maillage 

est realise avec Comsol, qui prend en compte la geometrie, autrement dit la courbure des 

deux cercles. Par exemple, dans le cas de l'element MINI dans les zones contenant les 

singularites, pour les premiers maillages, la ou les angles sont les plus importants, le 

taux de convergence vaut environ 0,8. Pour les maillages plus fins, les singularites sont 

plus nombreuses mais moins intenses, on tend alors vers un taux de convergence de 1. 

Finalement, les mauvais taux de convergence obtenus sur tout le domaine du canal avec 

ronds s'expliquent par 1'accumulation de deux phenomenes : la presence d'angles 

concaves, et la modification de la geometrie d'un maillage sur l'autre. 

SUBDIVISION 

Figure 3.23 Modification de la geometrie lors du raffinement du maillage par Comsol 

En conclusion, la methode integrate d'estimation d'erreur permet d'obtenir de bons taux 

de convergence en dehors des zones contenant des singularites geometriques pour les 

solutions non manufacturees 

3.2.3 Solution manufacturee 3D 

Apres avoir obtenu de bons resultats avec I'estimation d'erreur en 2D, celle-ci est testee 

en 3D. Pour cela, on construit une nouvelle solution manufacturee inspiree du probleme 

de Smith-Hutton mais en 3D. 
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La geometrie utilisee est un cube centre en (0,0,0) de longueur 2. Chacune des trois 

coordonnees va done de -1 a 1. Le maillage initial est un maillage structure constitue de 

tetraedres, les maillages suivants sont obtenus grace au programme de raffmement 

global 3D. Les tetraedres sont done coupes en 8 a chaque etape, la taille caracteristique 

du maillage est done divisee par 2. 

Figure 3.24 Maillage initial du cube 

Les series de calculs sont realisees avec les elements lineaires PI-PI stabilises. Le taux 

de convergence theorique de cet element vaut 1. La solution au probleme de Smith-

Hutton etendu au 3D s'ecrit: 

usmo =2yz(\-x2) (3.42) 

v W 3 0 = 2 x z ( l - j 2 ) (3.43) 

WSH3D =-2xy(l-z2) (3.44) 

PsmD=Q (3-45) 
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Ces vitesses sont imposees comme conditions de Dirichlet sur le bord du domaine. Pour 

fixer le niveau de pression a zero, une pression nulle est imposee en un point du 

maillage. 

On en deduit les termes sources pour les equations de Navier-Stokes : 

FuSH3D = 4juyz + p(l-x2)[-Sxy2z2 +4xz2(l-y2)-Sxy2(l-z2)](3A6) 

FvSH3D = 4juxz + p[\- y2 )[-Sx2yz2 + 4yz2 (l - x 1 ) -%x2y(\ - z2)](3.47) 

FwsmD =-8/ /xy + / ? ( l - z 2 ) [ - 3 2 x 2 / ^ - 8 / ^ ( l - ^ 2 ) - 8 x 2 z ( l - j 2 ) ] (3.48) 

On resout les equations de Navier-Stokes stabilisees, le nombre de Reynolds vaut 1000. 

Figure 3.25 Vecteurs vitesses pour une solution au probleme de Smith-Hutton 3D 
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Figure 3.26 Estimation d'erreur pour le probleme de Smith-Hutton 3D 

On constate que l'erreur estimee est a nouveau tres proche de l'erreur reelle, qui a ete 

directement calculee entre la solution numerique et la solution analytique. 

Tableau 3.13 Taux de convergence de l'estimation d'erreur (Smith-Hutton 3D) 

Maillage 

1 

2 

3 

4 

5 

Nb de tetraedres 

192 

1536 

12 288 

98 304 

786 432 

Element P1-P1 

Nb de noeuds 

63 

365 

2457 

17 969 

137 313 

Taux de convergence 

X 

0,787 

0,899 

0,883 

0,843 

On tend done vers un taux de convergence de 0,85 ce qui inferieur au taux theorique 

valant 1. Des efforts ont ete faits pour identifier un probleme quelconque qui affecterait 

ce taux. Par exemple, on a augmente le nombre de points de Gauss utilises pour la 

methode d'integration de Gauss. Mais a date, aucune explication n'a ete trouvee et 0,85 

reste le meilleur taux que nous avons pu obtenir. 



76 

CHAPITRE 4 

SUBDIVISION ADAPTATIVE DE MAILLAGE 

4.1 Raffinement de maillage 

La taille des elements est un choix essentiel pour obtenir une bonne solution. En effet, 

plus un maillage sera fin, plus I'erreur sur la solution sera faible. Ce lien entre la taille du 

maillage et I'erreur sur la solution a ete mis en evidence au chapitre precedent lors de 

l'etude du taux de convergence de I'erreur sur la vitesse. Pour realiser cette etude, il a 

fallu utiliser des series de maillages de plus en plus fins. C'est pourquoi on a developpe 

un programme de raffinement global de maillage, dont le fonctionnement est presente 

dans ce chapitre. 

Mais en regie generate, la solution d'un probleme presente des zones de forts gradients 

de vitesse et des zones a faibles gradients de vitesse. L'erreur sera plus importante dans 

les zones a forts gradients de vitesse. L'ideal sera done d'avoir un maillage plus fin dans 

ces zones pour diminuer I'erreur sur la solution, tout en gardant un maillage plus 

grassier dans les zones a faibles gradients de vitesse. En effet, en raffmant tout le 

maillage, on est certain de reduire I'erreur, mais les temps de calcul augmentent 

enormement. II est done preferable d'eviter de raffiner les zones ou I'erreur est deja 

faible. 

On a done developpe un processus de subdivision adaptative de maillage afin de ne 

raffiner le maillage que dans les zones presentant des erreurs importantes. 
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4.1.1 Methode de raffinement de maillage 

Le raffinement local d'un maillage en fonction de l'erreur sur les elements peut se faire 

de differentes manieres : 

- Le maillage peut etre entierement refait, en controlant la densite d'elements dans les 

differentes zones du domaine geometrique: il n'y a aucun lien entre le nouveau 

maillage et l'ancien maillage. 

- L'ancien maillage est conserve et seuls certains de ses elements sont raffines : c'est 

la subdivision adaptative. 

Apres avoir realise une simulation sur l'ancien maillage, et obtenu un nouveau maillage 

raffine localement, la meme simulation sera refaite sur le nouveau maillage. Done, il 

sera interessant d'interpoler la premiere solution sur le nouveau maillage, pour 

constituer une solution initiale proche de la solution finale voulue. Ainsi, la convergence 

du second calcul sera facilitee. 

Or, si le nouveau maillage est directement issu de l'ancien maillage, comme c'est le cas 

avec la subdivision adaptative, la solution aux nceuds deja existants sera exacte et seuls 

les nceuds supplementaires issus du raffinement de certains elements pourront avoir des 

erreurs d'interpolation. Tandis que si le nouveau maillage est totalement independant de 

l'ancien, tous ses nceuds pourront avoir des erreurs d'interpolation. 

C'est pourquoi la methode qui a frnalement ete selectionnee est la methode de 

subdivision adaptative. De plus, si on veut realiser des simulations transitoires avec 

readaptation de maillage, il sera egalement interessant de pouvoir facilement et plus 

efficacement interpoler la solution de l'etape de temps precedente pour constituer une 

solution de depart pour le calcul de l'etape de temps suivante. 
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Deux programmes de raffinement ont done ete developpes. Le premier raffine tous les 

elements et est utilise pour etudier Pinfluence de la taille de l'element sur I'erreur de la 

solution (chapitre precedent). Le second raffine uniquement certains elements et sera 

integre au processus de subdivision adaptative. 

Ces programmes ont d'abord ete construits et testes sur des geometries 2D, car les 

maillages sont plus faciles a visualiser et les simulations moins couteuses en temps de 

calcul. Mais l'objectif etait ensuite d'appliquer ces methodes aux geometries 3D. Or, en 

3D nous n'utilisons que l'element lineaire Pl-Pl. Done en 2D ces programmes n'ont ete 

ecrits que pour l'element lineaire Pl-Pl. Les elements seront done uniquement definis 

par leurs sommets. Les maillages lus par le programme EF5 utilisent une connectivite de 

type Elements vers Sommets. Autrement dit, on dispose des informations suivantes : 

les coordonnees de tous les nceuds du maillage (uniquement des sommets pour des 

elements lineaires) 

- pour chaque element du domaine, les numeros de ses sommets (3 en 2D et 4 en 3D) 

- pour chaque elements du bord, les numeros de ses nceuds (2 en 2D et 3 en 3D) 

L'ordre d'enumeration des sommets est important, car il determine l'orientation de 

l'element. Les maillages lus par EF5 doivent etre numerates de la facon suivante : 

Figure 4.1 Numerotation des elements et des elements du bord en 2D 
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Figure 4.2 Numerotation des elements en 3D 

En 3D, les elements du bord sont des triangles definis par leurs trois sommets. Dans 

l'exemple ci-dessus, la face de devant s'ecrit: 2-4-3. 

4.1.2 Raffmement global 

Le premier programme de raffmement subdivise tous les elements du maillage de la 

maniere suivante : 

SUBDIVISION 

h h/2 

Figure 4.3 Principe de subdivision d'un element en 2D 
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Figure 4.4 Tetraedre subdivise en huit tetraedres fils 

En 3D, les tetraedres issus de la subdivision du tetraedre 1-2-3-4 sont definis par : 

1-5-7-10 , 2-6-5-8 , 3-7-6-9 , 9-10-8-4 , 8-6-10-9, 5-6-10-8, 5-6-7-10, 7-10-6-9 

En 2D, les elements fils ainsi obtenus sont identiques et possedent les memes 

proportions que l'element pere dont ils sont issus. Ainsi, si l'element pere avait des 

proportions satisfaisantes (valeur des angles par exemple), alors les elements fils seront 

aussi satisfaisants. En 3D, seuls quatre des tetraedres conservent les proportions du pere. 

4.1.2.1 Raffinement global 2D 

La principale difficulte de ce programme est de creer un nceud au milieu de chaque arete 

du maillage, sans considerer deux fois la meme arete. 

La premiere etape consiste a construire une connectivite de type Sommets vers 

Elements : pour chaque sommet, on veut connaitre la liste des elements auxquels ce 

sommet appartient. Pour cela, il faut construire deux tableaux : 
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Le premier tableau, appele Compte, possede autant de lignes que le maillage initial 

possede de noeuds (nombre de sommets du maillage). La premiere colonne contient pour 

chaque sommet (pour chaque ligne du tableau) le nombre de triangles s'appuyant sur ce 

nceud. 

Le second tableau, appele Triangles, constitue d'une seule colonne, contient la liste des 

triangles lies au sommet 1, puis la liste des triangles lies au sommet 2,... 

La seconde colonne du tableau Compte contient le numero de la premiere ligne du 

tableau Triangles correspondant aux triangles associes a ce sommet. 

Triangles 

CD 

E 
E o 
CO 

CD 

•a 
-Q 

c 
II 
co 
0 
c 
g> 
CD 

•O 
n 
Z 

Compte 

Triangles 
} associes au 

sommet 1 

Triangles 
associes au 
sommet 2 

Figure 4.5 Creation d'une connectivite inverse, Sommets vers Elements 
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La construction de ces deux tableaux facilite l'etape suivante : la construction d'un 

tableau Aretes contenant toutes les aretes du maillage. Chaque ligne de ce tableau 

contiendra les informations relatives a une arete du maillage, sans doublons. Les deux 

premieres colonnes contiennent les numeros des deux nosuds extremite de I'arete 

(donnes dans l'ordre croissant). Les troisieme et quatrieme colonnes contiennent les 

coordonnees du milieu de I'arete, calculees a partir des coordonnees des deux 

extremites. Les colonnes suivantes pourront contenir les solutions interpolees en ces 

nosuds milieux (vitesse et pression). 

Pour construire ce tableau, il faut boucler sur l'ensemble des sommets du maillage. En 

considerant un sommet S, grace aux tableaux Compte et Triangles, les triangles 

associes a ce sommet sont connus. Pour chacun de ces triangles, les deux aretes 

constitutes du sommet S et de chacun des deux autres sommets SI et S2, peuvent etre 

ajoutees au tableau Aretes. Pour eviter d'ajouter deux fois la meme arete, I'arete S-Sl 

(ou S-S2) est ajoutee uniquement si le numero de S est plus petit que celui de SI (ou 

S2). Dans ce cas, cette arete est ajoutee au moment de l'etude du sommet S, mais elle ne 

le sera pas au moment d'etudier SI. A l'inverse, si le numero de S est plus grand que 

celui de SI, elle n'est pas ajoutee maintenant, mais elle aura deja ete ajoutee au moment 

d'etudier SI. 

Cependant, une arete peut appartenir a deux triangles differents et dans ce cas sera 

trouvee deux fois au moment de l'etude de S. Pour ne pas inscrire deux fois une arete 

dans le tableau Aretes, il faut done tester, au moment d'ajouter une nouvelle arete, si 

celle-ci n'est pas deja inscrite. La methode de construction fait qu'il suffit de tester les 

dernieres aretes ajoutees, uniquement celles ajoutees au moment de l'etude de S. 

Lorsque toutes les aretes ont ete ajoutees une seule fois, les noeuds supplementaires qui 

seront crees au milieu de chacune d'elles seront numerotes a la suite des noeuds deja 
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presents dans I'ancien maillage. Ce numero peut par exemple etre stocke dans une autre 

colonne du tableau Aretes. 

Pour construire les nouveaux triangles, il suffit de boucler sur les triangles de I'ancien 

maillage. Chaque triangle doit etre remplace par ses quatre triangles fils en prenant soin 

de respecter l'ordre de numerotation des sommets. Connaissant les numeros de deux 

nceuds partageant une arete de I'ancien maillage, il suffit de rechercher dans le tableau 

Aretes, pour retrouver le numero du nouveau nceud situe au milieu de 1'arete. Cette 

recherche est facilitee par le fait que les sommets sont donnes dans l'ordre croissant. 

Pour l'ecriture des elements du bord, la procedure est la meme. Chaque element de bord 

du maillage initial est remplace par ses deux « moities », en retrouvant le numero du 

noeud central dans le tableau Aretes. 

Parallelement a l'ecriture du nouveau maillage, on peut construire une solution initiale 

interpolee sur le nouveau maillage, en reprenant les solutions aux sommets de I'ancien 

maillage, et les solutions interpolees au milieu des aretes. 

4.1.2.2 Rafflnement global 3D 

Pour raffmer integralement un maillage de tetraedres, on a a nouveau besoin de la 

connectivite inverse « Sommets vers Elements », pour ensuite dresser la liste de toutes 

les aretes du maillage. La methode de construction de la connectivite inverse et du 

tableau Aretes est identique a celle utilisee en 2D. 

Pour la construction des nouveaux tetraedres, il suffit de parcourir la liste des tetraedres 

du maillage initial et remplacer chacun de ces tetraedres par ses huit tetraedres fils. 

L'ecriture des elements du bord est identique a l'ecriture des nouveaux triangles dans la 

procedure 2D. 
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4.1.3 Principe de la subdivision adaptative 

CD 

•2 

CD 

CD 

s 
s 

( \ 
Mailleur 

v. ) 

Maillage initial 
V 

=> 

f \ 

Solveur 
v. J 

Solution numerique 
V 

Estimateur 
d'erreur 

V 

Liste des elements 
a subdiviser 

Programme 
de raffinement 

Figure 4.6 Principe du processus de subdivision adaptative 

Un logiciel fournit le maillage initial qui servira au premier calcul par elements finis. Ce 

maillage respecte la geometrie donnee, supposee polygonale. A partir de ce maillage, le 

solveur, ici EF5, calcule une solution numerique. 

Le module d'estimation d'erreur fournit une approximation de 1'erreur de chaque 

element du maillage. Le but est d'obtenir une equi-repartition de I'erreur sur tous les 

elements du maillage. On se fixe done une erreur cible par element. Les differentes 

methodes possibles pour determiner I'erreur cible elementaire sont presentees dans le 

chapitre precedent. L'erreur de chaque element est ensuite comparee a cette erreur cible, 

si son erreur est trop importante, alors 1'element doit etre coupe. On obtient ainsi une 

liste des elements a subdiviser. A partir de cette liste, le programme de raffinement local 
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du maillage genere un nouveau maillage, sur lequel on refait le calcul de la solution 

numerique. On reitere ce procede jusqu'a ce l'obtention d'une erreur satisfaisante. 

Dans ce programme, on n'a pas acces a la geometrie initiale. On suppose done que la 

geometrie etudiee est polygonale. Ainsi, si le maillage initial respecte la geometrie, alors 

le maillage raffine la respectera aussi. Cette hypothese n'est pas trop contraignante, car 

le modele geometrique de la carotide qui sera utilise provient de mesures IRM sur un 

patient et est done polygonale. 

4.1.4 Raffmement local 

La strategic employee pour le raffmement local est sensiblement la meme pour les cas 

2D et 3D. Au depart, on dispose d'un tableau dont la taille est egale au nombre 

d'elements du maillage initial. Pour chaque element du maillage, la valeur 

correspondante dans le tableau est un si 1' element doit etre coupe et zero sinon. Ce 

tableau est construit au moment du calcul de 1'erreur. 

4.1.4.1 Raffmement local 2D 

Ces programmes etant developpes pour l'element lineaire Pl-Pl, le maillage initial est 

constitue de triangles a trois nceuds seulement (les trois sommets). Comme dans le cas 

du raffinement global, les triangles devant etre subdivises seront remplaces par quatre 

triangles fils qui auront le meme aspect que le triangle initial. Cependant, un triangle 

voisin d'un triangle subdivise aura un nceud au milieu d'une de ses aretes, ce qui rend le 

maillage non conforme. Ces nceuds en trop sont parfois appeles « hanging nodes » [37]. 

Pour resoudre ce probleme, ce triangle devra done aussi etre decoupe. Par exemple, dans 

le cas ou un seul element doit etre subdivise en quatre elements, les triangles voisins 

seront coupes en deux. 
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W 
Figure 4.7 Propagation de la coupe d'un element 2D a ses voisins 

Mais si un triangle ne doit pas etre subdivise mais partage des aretes avec plus d'un 

triangle qui doivent etre subdivises, alors ce triangle peut etre amene a etre coupe en 

plus de deux elements. 

Afin de determiner la coupe que devra subir chaque triangle du maillage initial, on 

commence par construire une connectivite « Sommet vers Element» pour connaitre tous 

les elements s'appuyant sur un noeud (voir Raffinement global). 

Grace a cela, on construit un tableau Aretes, dont chaque ligne contiendra des 

informations sur une arete du maillage. Toutes les aretes du maillage doivent etre 

ajoutees a ce tableau. Le tableau Aretes contiendra les informations suivantes : 

Colonnes 1 et 2 : les deux nceuds extremites donnes dans l'ordre croissant 

- Colonne 3 : le nombre de triangles s'appuyant sur cette arete (un ou deux) 

- Colonne 4 : 1 si 1'arete doit etre coupee, 0 sinon 

- Colonnes 5 et 6 : les numeros des deux triangles partageant cette arete (la colonne 6 

pourra rester vide s'il s'agit d'une arete frontiere) 

Pour construire ce tableau, il suffit de parcourir 1'ensemble des noeuds du maillage : pour 

chaque noeud n, on recupere les triangles s'appuyant dessus grace a la connectivite 

inverse. On recherche alors les aretes de ce triangle dont une des extremites correspond a 
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n. Si on appelle m I'autre extremite de I'arete, cette arete ne pourra etre ajoutee que si on 

a n<m. Dans le cas inverse, I'arete sera ajoutee au moment d'etudier le nceud m. Cela 

permet d'eviter d'ajouter plusieurs fois la meme arete au tableau. 

Si on est dans le cas n<m : 

Si I'arete n'est pas encore presente dans le tableau Aretes, alors on l'ajoute a la 

ligne suivante. La colonne 3 est initialisee a un et le triangle dans lequel on a trouve 

I'arete est ajoute dans la colonne 5. Si ce triangle doit etre subdivise, alors la 

colonne 4 est initialisee a 1, sinon elle est initialisee a 0. 

- Si I'arete est deja presente dans le tableau Aretes, alors il faut retrouver la ligne la 

contenant. La colonne 3 de cette ligne passe alors de 1 a 2, car on vient de trouver le 

second triangle partageant cette arete. Ce second triangle est done ajoute dans la 

colonne 6. Si le premier triangle s'appuyant sur cette arete ne devait pas etre coupe, 

done si la colonne 4 contient le chiffre zero, alors il faut regarder si le nouveau 

triangle doit etre coupe. Si e'est le cas, alors la valeur de la colonne 4 passe de 0 a 1. 

Une fois le tableau Aretes construit, on connait exactement toutes les aretes du maillage, 

et on sait pour chaque arete si elle doit etre coupee, autrement dit s'il faudra ajouter un 

nouveau nceud sur son milieu. 

II faut maintenant determiner le type de coupe que devra subir chaque triangle. Pour 

cela, on va regarder parmi ses trois aretes lesquelles doivent etre coupees. Le type de 

coupe dependra du nombre d'aretes coupees : 

- Coupe 0 : Si aucune arete ne doit etre coupee, alors le triangle n'est pas coupe. 

- Coupe 1 : Si les trois aretes doivent etre coupees, alors le triangle est coupe en 4. 

- Coupe 2 : Si une seule arete du triangle doit etre coupee, alors le triangle est coupe 

en 2. 

- Coupe 3 : Si deux aretes doivent etre coupees, alors le triangle est coupe en 3. 
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i = > 

Figure 4.8 Coupe 1 d'un element 2D 

Figure 4.9 Coupe 2 d'un element 2D 

Figure 4.10 Coupe 3 d'un element 2D : deux possibilites de coupe 
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On construit un second tableau Bilan dont chaque ligne corresponds a un triangle du 

maillage initial. Le numero de la ligne correspondra au numero du triangle concerne. Ce 

tableau Bilan contient les informations suivantes : 

- Colonnes 1 a 3 : les aretes coupees du triangle (toutes les colonnes ne seront pas 

forcement remplies, dependamment du nombre d'aretes coupees du triangle) 

- Colonne 4 : le nombre d'aretes coupees du triangle 

- Colonne 5 : le type de coupe du triangle 

Pour remplir ce tableau, il suffit de parcourir toutes les lignes du tableau Aretes 

precedemment construit. Pour chaque arete A, si celle-ci doit etre coupee (colonne 4 du 

tableau Aretes), alors on regarde les triangles s'appuyant sur cette arete (colonnes 5 et 6 

du tableau Aretes). Pour chacun de ces triangles, l'arete A est ajoutee a la ligne 

correspondante du tableau Bilan, dans la premiere colonne vide parmi les colonnes 1 a 

3. La valeur de la colonne 4 est augmentee de 1. Une fois parcourues toutes les aretes du 

maillage, on connait done le nombre d'aretes coupees de chaque triangle. On en deduit 

done le type de coupe qu'il devra subir (colonne 5). 

II est maintenant possible d'ecrire le nouveau maillage. Pour l'ecriture des points, il faut 

d'abord reprendre tous les points deja presents dans le maillage, et ajouter les noeuds aux 

milieux des aretes coupees. Pour cela, on construit un tableau d'entier NouveauxNoeuds 

contenant autant de lignes qu'il y a d'aretes dans le maillage. Ce tableau contiendra s'il 

y a lieu le numero du nouveau noeud qui sera cree au milieu de l'arete. Si l'arete ne doit 

pas etre coupe, aucun numero ne sera inscrit dans le tableau. La numerotation des 

nouveaux noeuds commence a la suite des sommets deja presents dans le maillage initial. 

En parallele, on construit un autre tableau NouvellesCoordonnees, qui contiendra cette 

fois-ci des nombres flottants, qu'on remplira au fur et a mesure avec les coordonnees des 

nouveaux noeuds, calculees en moyennant les coordonnees des deux extremites de 

l'arete. II peut aussi contenir les solutions interpolees en ce noeud (vitesse et pression). 

Au final, ce tableau contiendra autant de lignes qu'il y aura de nouveaux noeuds, et 
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permettra d'ecrire les coordonnees des nouveaux noeuds a la suite de celles des anciens 

noeuds. 

Pour l'ecriture des elements, on parcourt tous les elements du maillage initial. Pour 

chaque element, on connait le type de coupe qu'il devra subir (colonne 5 du tableau 

Bilan). II suffit done de le remplacer par le nombre adequat de triangles fils, en prenant 

garde au sens de numerotation des sommets. Pour connaitre le numero des noeuds 

supplementaires, il suffit d'identifier les aretes coupees (colonnes 1 a 3 de Bilan) et de 

retrouver le numero du nouveau noeud grace au tableau NouveauxNoeuds. 

Enfin, pour l'ecriture des aretes frontieres, on utilise un procede identique : pour chaque 

arete frontiere du maillage initial, la colonne 4 du tableau Aretes permet de savoir si 

l'arete doit etre coupee. Si oui, alors le numero du nouveau est recupere grace au tableau 

NouveauxNoeuds et l'arete est remplacee par deux nouvelles aretes. 

Parallelement a l'ecriture du nouveau maillage, on peut construire une solution initiale 

interpolee sur le nouveau maillage, en reprenant les solutions aux sommets de l'ancien 

maillage, et les solutions interpolees au milieu des aretes coupees. 

4.1.4.2 Rafflnement local 3D 

En 3D, la methodologie utilisee pour le raffinement local est tres semblable a celle 

utilisee en 2D. Apres avoir construit une connectivity inverse «Sommets vers 

Elements », toutes les aretes du maillage sont listees dans un tableau Aretes. Cependant, 

il est impossible de connaitre le nombre de tetraedres s'appuyant sur une arete. Le 

tableau Aretes pourra done contenir plus de colonnes. 

Un tableau Bilan est ensuite construit comme dans le cas 2D, mis a part le fait qu'un 

tetraedre possede 6 et non 3 aretes. Ce tableau permet de savoir quelles aretes du 
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tetraedre seront coupees. Mais contrairement au 2D, il est difficile en 3D de prendre en 

compte toutes les configurations possibles (nombre d'aretes coupees et disposition de 

ces aretes). En effet, il existe 56 configurations differentes [37]. Pour simplifier, nous 

avons selectionne seulement cinq configurations qui seront prises en compte : 

- Coupe 0 : Si aucune arete ne doit etre coupee, alors le tetraedre n'est pas coupe. 

Coupe 1 : Si les six aretes doivent etre coupees, alors le tetraedre est coupe en 8. 

Coupe 2 : Si deux ou trois aretes appartenant a une meme face doivent etre coupees, 

alors le tetraedre est coupe en 4. 

Coupe 3 : Si une seule arete doit etre coupee, alors le tetraedre est coupe en 2. 

Figure 4.11 Six aretes coupees : coupe 1 de Pelement 3D 

Figure 4.12 Trois aretes coupees sur une meme face : coupe 2 de l'element 3D 
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Figure 4.13 Deux aretes coupees sur une meme face : coupe 2 de l'element 3D 

Figure 4.14 Une seule arete coupee : coupe 3 de l'element 3D 

Dans tous les autres cas, le tetraedre sera coupe integralement (coupe 1 en 8 tetraedres). 

Ce sera le cas : 

Si deux ou trois aretes n'appartenant pas a une meme face doivent etre coupees. 

- Si quatre ou cinq aretes doivent etre coupees. 

Dans certains cas, la coupe devra done se propager et il faudra couper des aretes 

supplementaires. En effet, ce sera le cas si le tetraedre doit subir une coupe de type 1, 

mais possede moins de six aretes coupees : il faudra ajouter les nceuds manquants. Ce 

sera egalement le cas lorsqu'un tetraedre devra subir une coupe de type 2 avec 

uniquement deux aretes deja coupees : il faudra aussi couper la txoisieme arete. Mais le 

fait de couper de nouvelles aretes pourra changer la configuration des tetraedres voisins, 
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qui devront peut-etre a leur tour changer de type de coupe. Par exemple, si un tetraedre 

possede initialement trois aretes coupees sur une meme face, il doit done subir une 

coupe de type 2. Mais si un de ses voisins necessite de couper des aretes 

supplementaires, alors le premier tetraedre pourra eventuellement passer de trois a 

quatre aretes coupees. II devra alors subir une coupe de type 1, et il faudra de nouveau 

couper de nouvelles aretes, ce qui propage le probleme aux voisins. 

Pour resoudre ce probleme, le tableau Bilan est mis a jour jusqu'a ce qu'il n'y ait plus 

de cas de propagation. L'algorithme est le suivant: 

- Initialisation du tableau Bilan : les types de coupe sont determines d'apres le 

nombre initial d'aretes coupees. 

Initialisation d'une liste Revision contenant tous les elements du maillage. 

Mise a jour du tableau Bilan : 

Tant que la liste Revision n'est pas vide, faire : 

Tous les elements de la liste Revision sont parcourus dans l'ordre 

croissant: si la coupe se propage, les nouvelles aretes sont coupees 

(modification de la colonne 4 du tableau Aretes) et ajoutees sur la ligne 

de tous les tetraedres la partageant. Les tetraedres ainsi modifies sont 

ajoutes a une nouvelle liste Revision (videe au debut de la boucle). lis 

n'y sont ajoutes que s'ils ont deja ete etudies lors de cette boucle. 

Finalement, l'algorithme s'arrete lorsque aucune propagation n'a ete detectee a la fin 

d'une boucle (la liste Revision est vide). Le type de coupe que devra subir chaque 

tetraedre est alors definitif. 
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L'ecriture des points se fait comme dans le cas du raffinement local 2D. Pour la 

construction des elements, il suffit de parcourir tous les tetraedres du maillage initial. 

Connaissant le type de coupe (tableau Bilan), le tetraedre doit etre remplace par le 

nombre adequat de tetraedres fils. Les numeros des nouveaux nceuds sont connus grace 

au tableau NouveauxNoeuds comme en 2D. 

Les elements frontieres dans le cas d'un maillage 3D sont des triangles. Comme dans ce 

programme les maillages sont uniquement constitues de tetraedres a 4 noeuds, les 

elements frontieres sont des triangles a trois noeuds. Finalement, l'ecriture des ces 

triangles se fait de facon identique a l'ecriture des elements du raffinement local 2D. 

Connaissant les noeuds constituant un triangle frontiere, il est possible de savoir 

lesquelles de ses aretes sont coupees en deux. Selon ce nombre, le triangle sera coupe en 

4 triangles, en 2 triangles ou restera entier. II ne pourra pas etre coupe en 3 triangles 

compte tenu des decoupes de tetraedres existantes. 

En raisonnant sur le nombre d'aretes coupees, on est sur que le raffinement des triangles 

du bord est compatible avec le raffinement des tetraedres du domaine. 

Ce programme de raffinement local 3D pourrait etre ameliore en traitant plus de 

configurations d'aretes coupees, afin de limiter la propagation du raffinement. Mais ces 

ameliorations ne seront pas traitees lors de cette etude. 
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4.2 Test du raffinement local 2D 

Avant de l'appliquer a des geometries 3D, le principe de subdivision adaptative a ete 

teste sur des problemes 2D, car la visualisation des maillages est plus facile. De plus, le 

programme de subdivision developpe ici a pu etre compare en 2D au programme de 

subdivision propose par Comsol qui utilise des techniques similaires. Ces techniques ne 

sont malheureusement pas disponibles en 3D, car Comsol ne peut pas subdiviser un 

tetraedre en huit, il ne peut que le couper en deux mais perd alors la qualite du tetraedre 

pere. 

Pour identifier les elements a subdiviser, l'erreur de la solution est estimee en utilisant la 

methode integrate, autrement dit en minimisant la fonctionnelle sous forme integrate. 

4.2.1 Presentation du premier probleme 

Le premier test de raffinement local 2D est realise sur une solution manufactured, proche 

du probleme de Smith-Hutton, mais avec des puissances superieures (a l'ordre 9). Le 

domaine de calcul est un carre centre en (0,0), avec des cotes de longueur 2. Les 

simulations sont realisees sur des elements PI-PI stabilises, avec un nombre de 

Reynolds valant 1000. 

UsH9=2y*(1-*9) (4-1) 

vSH9=-2xs(\-y9) (4.2) 

PSH9 = 0 (4-3) 

Cette solution a ete choisie car les gradients de vitesse sont principalement concentres au 

voisinage des coins et des bords. Ainsi, le maillage obtenu devrait etre beaucoup plus fm 

dans ces zones. 
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Time-D Surface; Velocity field [m/s] Height: Velocity field [m/s] Deformation: Velocity field [m/s] 

Figure 4.15 Probleme de Smith-Hutton a l'ordre 9 : norme de la vitesse 

Le maillage initial a ete construit avec Comsol puis traduit pour EF5, il s'agit d'un 

maillage non structure, relativement grossier. II contient 61 noeuds et 100 elements. 

Afin d'apprecier la qualite des elements, les maillages sont parfois representes grace a 

Comsol, y compris les maillages raffmes par EF5. En effet, Comsol permet de colorer 

les elements en fonction de leur qualite. La qualite d'un element prend en compte son 

aspect geometrique. Comsol la calcule de la maniere suivante pour un triangle : 

4y/3A 

Avec : q : qualite du triangle 

A : aire du triangle 

hi, h.2 et li3: longueurs des trois cotes du triangle 

(4.4) 
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Figure 4.16 Maillage initial a 100 elements du carre 

4.2.2 Comparaison du raffinement local de EF5 et de Comsol 

La simulation a d'abord ete realisee avec EF5, la methode de raffinement local 

employee est une reduction d'erreur de 70%, avec un ratio critique de 1,2 (voir la partie 

traitant l'estimation d'erreur). Autrement dit, 1'erreur cible totale vaut 70% de I'erreur 

totale estimee. On en deduit une erreur cible elementaire en divisant I'erreur cible totale 

par la racine carree du nombre d'elements du maillage. Chaque element dont le ratio 

erreur estimee sur erreur cible elementaire est superieur a 1,2 est subdivise en 4 

elements. 

Avec ces criteres, 40 elements sur les 100 doivent etre subdivises. En theorie, le nombre 

d'elements du maillage raffine doit done valoir 220 : 

N = 100 + 40x3 = 220 (4.5) 

Mais par propagation du raffinement d'autres elements devront etre decoupes en quatre, 

trois ou deux elements. Au final, le maillage raffine contient 252 elements et 145 noeuds. 
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La meme simulation est realisee avec le logiciel Comsol, qui propose deux methodes de 

decoupage des elements. La premiere methode coupe les elements sur le cote le plus 

long, tandis que la seconde methode decoupe l'element de facon reguliere, c'est-a-dire 

en quatre elements qui auront le meme aspect que l'element pere. La seconde methode 

est utilisee car le decoupage est alors identique a celui de EF5. Pour la selection des 

elements a subdiviser, Comsol propose trois methodes: 

1) L'utilisateur peut determiner l'augmentation du nombre d'elements qu'il 

souhaite entre le maillage initial et le maillage raffine, ainsi il est possible de 

controler le nombre d'elements final. 

2) L'utilisateur peut indiquer une fraction de l'erreur elementaire la plus grande. 

Tous les elements dont l'erreur est superieure a cette fraction de l'erreur la plus 

grande seront subdivises. 

3) L'utilisateur peut choisir la proportion d'elements qui sera subdivisee. 

On utilise d'abord la premiere methode proposee par Comsol, en fixant une 

augmentation de 252% du nombre d'elements, afin d'obtenir un maillage de 252 

elements. En realite le maillage ainsi construit contient 325 elements et 184 nceuds. 

Figure 4.17 Comparaison du maillage EF5 (gauche) avec le maillage Comsol obtenu 

par la methode 1 (droite) 
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On constate que le maillage Comsol (325 elements) est beaucoup plus fin que le 

maillage EF5 (252 elements). En effet, cette methode de raffinement utilisee par 

Comsol autorise deux etapes de subdivision des elements. Ainsi un element comportant 

une erreur trop importante pourra etre subdivise en plus de quatre elements, comme 

c'est le cas dans le coin superieur droit, ce qui est impossible dans EF5. Les deux 

maillages ne sont done pas comparables, car le maillage Comsol realise en fait plusieurs 

etapes de raffinement. 

Le raffinement adaptatif avec Comsol a done ete refait en utilisant la troisieme methode 

qui n'autorise qu'un raffinement de chaque element. Comme EF5 a detecte 40 elements 

a subdiviser, le parametre a ete fixe a 0,4 pour que 40 % des elements (soit 40 elements) 

soient raffines. De par la methode employee dans EF5, les 40 elements selectionnes 

etaient ceux dont Perreur etait la plus importante. On peut done esperer que Comsol 

retrouve les memes 40 elements a subdiviser, en supposant que 1'erreur estimee de 

chaque element soit proche de 1'erreur estimee par EF5. Le maillage obtenu contient 

273 elements et 156 nceuds. 

Figure 4.18 Comparaison du maillage EF5 (gauche) avec le maillage Comsol obtenu 

par la methode 3 (droite) 
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Ces deux maillages contiennent un nombre d'elements comparable (273 pour Comsol et 

252 pour EF5). Les zones raffinees sont sensiblement les memes sur les deux maillages, 

et dans les deux cas le centre du carre n'a pas ete raffine. D'un point de vue qualite des 

elements, on constate que la qualite moyenne des elements est semblable pour les deux 

maillages, mais le maillage obtenu par EF5 possede quelques elements de qualite tres 

faible. 

En comparant les deux maillages Comsol (Figure 4.17 et Figure 4.18), on constate 

qu'ils sont quasiment identiques. En effet, seul le coin en haut a droite est different car 

il est raffine deux fois lors de l'utilisation de la premiere methode. 

Finalement, l'algorithme programme dans EF5 donne des resultats semblables a ceux 

obtenus avec Comsol. 

4.2.3 Serie de raffinements locaux avec EF5 

On realise ensuite une serie de raffinements locaux avec EF5. La methode de 

raffinement local employee est toujours une reduction d'erreur de 70%, avec un ratio 

critique de 1,2. Cette serie de raffinement local est comparee avec ce qu'on obtient si on 

decoupe a chaque etape tous les elements. 
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Figure 4.19 Cinq etapes de raffinement global (Smith-Hutton a l'ordre 9) 
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Figure 4.20 Sept etapes de raffmement local (Smith-Hutton a l'ordre 9) 

Afin d'apprecier I'avantage du raffinement local, on represente sur un graphique 

logarithmique I'erreur estimee de la solution a chaque etape de raffinement, dans le cas 

d'un raffinement global et de trois series de raffinement local, a 20%, 50% et 70%. La 
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valeur du pourcentage correspond a la maniere de fixer I'erreur cible globale, celle-ci 

vaut ce pourcentage de l'erreur sur le maillage precedent. Ainsi, en choisissant 20%, 

plus d'elements seront subdivises, tandis qu'avec 70% seuls quelques elements seront 

subdivises. Les series de raffinement sont poursuivies jusqu'a obtenir une erreur totale 

inferieure a 1. 

Raffinement de maillage 
10 -. —. — , 
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a ^ 
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m \-+- Raffinement global 
j - ± - Raffinement local 70% 
\-m- Raffinement local 50% 
! « • - Raffinement local 20% 

0,1 -l 1 I : 1 1 
10 100 1000 10000 100000 

Nombre de noeuds 

Figure 4.21 Comparaison des erreurs obtenues (Smith-Hutton a l'ordre 9) 

On constate sur ce graphique que le raffinement global est moins efficace que le 

raffinement local: son taux de convergence est plus bas. Pour illustrer ce point, on peut 

comparer les derniers calculs de chaque serie. Par exemple, le dernier calcul realise par 

la methode de raffinement global a permis d'obtenir une erreur de 0,765 avec un 

maillage constitue de 12 961 noeuds. Le dernier calcul de la serie correspondant au 

pourcentage de 70% a donne une erreur valant 0,736 done proche de celle obtenue par 

raffinement global, mais avec seulement 10 707 noeuds. Concernant la serie obtenue en 

fixant le pourcentage a 50%, le dernier calcul a permis d'obtenir une erreur egale a 0,683 

done plus petite encore que les deux precedentes, avec encore moins de noeuds (9 178). 

Finalement le raffinement global peut etre considere comme moins efficace dans ce cas. 

^ 
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Parmi les trois series de raffmement local, la plus efficace est celle realisee avec un 

pourcentage de 50%, c'est elle qui presente la plus forte pente sur le graphique. En effet, 

en choisissant un taux inferieur, plus d'elements sont subdivises, mais certains elements 

sont alors subdivises inutilement. A 1'inverse, en choisissant un pourcentage superieur, 

le nombre d'elements subdivises est insuffisant pour reduire efficacement l'erreur. 

Finalement entre ces quatre series, la methode qui parait la plus efficace est la reduction 

d'erreur avec une erreur cible valant 50% de l'erreur sur le maillage precedent. Mais le 

pourcentage optimal peut varier d'un probleme a un autre, selon la quantite d'elements a 

subdiviser en priorite. 

Le calcul realise sur le premier maillage a necessite une montee en Reynolds pour 

converger vers la solution. Ensuite a chaque etape de raffmement local, la solution 

precedente a ete interpolee sur le nouveau maillage, comme explique precedemment. 

Mais contrairement a ce qui etait attendu, lors des premieres etapes, le calcul n'a pas 

converge du premier coup grace a cette solution initiale. II a necessite a nouveau une 

montee en Reynolds, meme si le fait de disposer d'une solution initiale a quand meme 

facilite la convergence. Ce probleme s'est attenue lorsque les maillages son devenus plus 

fins, et les deux derniers resultats ont pu etre obtenus sans effectuer de nouvelles 

montees en Reynolds (en imposant directement le nombre de Reynolds voulu). 

Mais ces constations concernent uniquement des simulations realisees avec l'element 

PI-PI et ne sont done valides que pour cet element. 

4.2.4 Raffmement local sur une geometrie 2D plus complexe 

Une fois validee la qualite des resultats obtenus par le processus de subdivision 

adaptative, on voudrait savoir comment se comporte ce processus sur une geometrie 

rappelant la forme de la carotide, avec une bifurcation. 
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L'ajout de chanfreins sur la geometrie permet d'attenuer les angles et ainsi de limiter les 

discontinuites en pression. 

Un profil de vitesse parabolique est impose sur la face d'entree. Sur la sortie superieure, 

on applique une force de traction normaleo.n—Fit. Une condition de traction nulle est 

imposee sur la sortie superieure. 

h=1 

Entree: 
profil parabolique 

Sortie superieure: 
traction normale F 

Sortie inferieure: 
traction nulle 

Figure 4.22 Geometrie de la carotide 2D, maillage initial et conditions limites 

En imposant differentes valeurs de force normale sur la sortie superieure, on obtient 

differents ratios de debit entre les deux sorties. On constate que la relation liant la 

repartition de debit a la force normale est lineaire. On peut done en deduire la valeur de 

Fn a imposer pour obtenir une repartition de debit donnee. Pour l'etude de raffinement, 

le ratio de debit voulu est 50:50, e'est-a-dire que la moitie du debit d'entree sort dans la 

sortie superieure, I'autre moitie dans la sortie inferieure. Pour chaque maillage, la force 

Fn a imposer pour obtenir cette repartition est calculee en determinant les coefficients de 

la relation lineaire liant la repartition de debit a la force normale. 
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De cette maniere, il est possible d'obtenir une suite de maillage de plus en plus raffine. 

La methode de raffinement qui a d'abord ete testee est la methode de reduction d'erreur, 

en faisant varier la valeur du pourcentage representant quelle fraction de I'erreur initiale 

on souhaite obtenir avec le maillage raffine. Pour differentes valeurs de ce pourcentage, 

I'erreur estimee pour chaque maillage de la serie est representee sur un graphique 

commun en fonction du nombre de noeuds du maillage. 

I 

0,1 

Series de maillage par reduction d'erreur 

-*-EzzRE100 

-M- Ezz RE70 

- ± - Ezz RE50 

- • - Ezz RE00 

m4r |m5| 

100 1000 10000 

Nombre de noeuds 
100000 

Figure 4.23 Estimation d'erreur sur la carotide 2D (raffinee par Reduction d'Erreur) 

Les differentes courbes representees correspondent a quatre techniques de subdivision 

adaptative: 

RE 100: Erreur cible = Erreur precedente 

RE70: Erreur cible = 70% de I'erreur precedente 

RE50: Erreur cible = 50% de I'erreur precedente 

RE00: Erreur cible = 0 (Raffinement de tout le maillage) 

Pour la serie « Ezz RE100 », I'erreur cible est fixee egale a I'erreur precedente, mais 

cela ne signifie pas qu'aucun element ne sera subdivise. En effet, la methode de 
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subdivision adaptative est basee sur le principe d'equi-repartition de l'erreur. Ainsi, tous 

elements presentant une erreur superieure a l'erreur cible elementaire (avec un ratio 

critique de 1,2) sera subdivise. Au final, l'erreur sur le maillage obtenu sera done plus 

petite que 1'erreur precedente. 

La serie « Ezz RE00 » correspond a une erreur cible nulle (le pourcentage vaut zero), 

tous les elements sont alors subdivises, ce qui correspond a un raffinement global du 

maillage a chaque etape. On constate que cette serie est moins efficace que les trois 

autres : son taux de convergence est plus faible. Autrement dit, pour atteindre une erreur 

donnee, il faudra un plus grand nombre de noeuds qu'avec un raffinement local. On avait 

abouti a la meme conclusion dans le cas du probleme de Smith-Hutton a l'ordre 9. 

Parmi les trois autres courbes, on constate que les droites sont quasiment superposees. 

Cela signifie que les trois methodes ont la meme efficacite, le meme taux de 

convergence : il faudra le meme nombre de noeuds pour atteindre une erreur donnee. 

Contrairement au cas de Smith-Hutton d'ordre 9 sur un carre, aucune serie ne se 

distingue vraiment. Cependant, la serie obtenue en visant une erreur cible valant 50% de 

l'erreur du maillage precedent, est plus rapide que la serie a 100% : pour atteindre une 

erreur semblable, il a fallu realiser 4 maillages pour la serie a 50%, contre 7 maillages 

pour la serie a 100%. 

Finalement, la valeur du pourcentage de definition de l'erreur cible ne modifie que 

legerement l'efficacite de la methode pour ce probleme, mais une valeur plus faible de 

ce pourcentage permet d'atteindre plus rapidement une erreur donnee, avec moins 

d'etapes de raffinement. 

En effet, les elements presentant une erreur elementaire largement superieure a la 

moyenne seront coupes quel que soit le pourcentage choisi. Si l'erreur ne varie pas 

enormement sur la geometrie, on peut supposer que les elements fils obtenus par cette 
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subdivision auront une erreur elementaire proche de 1'erreur des elements non 

subdivises. Or, en demandant un pourcentage plus faible, plus d'elements sont 

subdivises. Les elements supplementaires qui sont subdivises pour la serie a 50% par 

exemple, seront probablement subdivises a l'etape suivante pour la serie a 100%. 

Imposer un pourcentage plus faible permet done d'accelerer le processus en subdivisant 

plus d'elements a chaque etape. 

Mais ce raisonnement ne fonctionne que si la distribution de 1'erreur sur le domaine est 

assez homogene, ce qui est le cas pour la carotide 2D, mais ce n'etait pas le cas pour le 

probleme de Smith-Hutton a l'ordre 9, ou le milieu du carre n'avait pas besoin d'etre 

subdivise. C'est pourquoi dans ce premier probleme, le pourcentage choisi pour la 

reduction de 1'erreur avait une plus forte influence sur le taux de convergence. 

On souhaite maintenant comparer 1'erreur cible qui a servi a determiner le nombre 

d'elements a subdiviser, a l'erreur reelle obtenue sur le maillage raffine. Pour cela, on 

simule Pecoulement sur le premier maillage de la carotide, et on raffine ce maillage en 

faisant varier la valeur du coefficient de reduction d'erreur. Le nombre d'elements 

subdivises sera plus grand lorsque le pourcentage de l'erreur initiale demandee sera plus 

petit (erreur cible plus petite). Pour chaque maillage raffine obtenu, la simulation est 

refaite et l'erreur est estimee sur le nouveau maillage. 
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Erreur cible vs Erreur obtenue 
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Figure 4.24 Comparaison de I'erreur obtenue sur le maillage raffine avec I'erreur 

cible (par Reduction d'Erreur) 

Ce graphique (Figure 4.24) represente I'erreur cible et I'erreur obtenue sur le maillage 

raffine, exprimees en pourcentage de I'erreur sur le maillage initial, en fonction du 

nombre d'elements subdivises. Cependant il faut garder en memoire que pour 

determiner si un element doit etre subdivise, le ratio de I'erreur de cet element sur 

I'erreur cible elementaire est compare a un ratio critique egal a 1,2. S'il est superieur a 

ce ratio critique, alors il est subdivise. Comme ce ratio critique est superieur a un, 

certains elements ne seront pas divises meme si leur erreur est superieure a I'erreur cible 

elementaire. Finalement I'erreur obtenue sur le nouveau maillage est superieure a ce 

qu'elle aurait pu etre avec un ratio critique egal a un. 

En demandant un pourcentage d'erreur de 100%, on ne demande pas une reduction 

d'erreur, mais la methode de selection des elements a subdiviser fait que les elements 

presentant les erreurs les plus importantes sont quand meme subdivises (si leur erreur est 

plus importante que I'erreur moyenne multipliee par le critere 1,2). Ce phenomene est du 

a la recherche de l'equi-repartition de I'erreur. Dans ce cas, plus de 17% des elements 

sont subdivises. 
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Finalement, on constate que I'erreur obtenue sur le maillage raffine vaut environ 70% de 

I'erreur initiale quelle que soit le pourcentage d'erreur demandee (de 0% a 100%). La 

variation de I'erreur est tres inferieure a la variation attendue. En effet, certains elements 

possedent des erreurs elementaires bien plus grandes que les autres et leur subdivision 

suffit a diminuer I'erreur d'environ 20%. Ces elements sont subdivises quel que soit le 

pourcentage demande, y compris pour un pourcentage de 100%. Les elements 

supplementaires qui sont subdivises lorsque I'erreur cible est plus faible (pourcentage 

plus faible), ne diminuent pas I'erreur de maniere significative. 

Finalement, il ne semble pas utile de demander un pourcentage tres faible car cela 

entrainera la decoupe inutile d'elements dont I'erreur n'est pas si importante. 

En reprenant cette serie de calculs realises a partir du maillage initial de la carotide 2D, 

on souhaite comparer le nombre d'elements du maillage raffine avec le nombre 

d'elements theorique. Le nombre theorique est calcule en multipliant par 4 le nombre 

d'elements subdivises et en ajoutant le nombre d'elements subdivises. Ainsi, on ne 

prend pas en compte les triangles divises en deux ou en trois a cause de leurs voisins. 
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Figure 4.25 Etude de la propagation de la subdivision des elements 
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Lorsque l'erreur cible est tres faible, quasiment tous les elements doivent etre 

subdivises. Dans ce cas, seuls quelques elements ne sont pas subdivises integralement et 

done l'ecart entre le nombre theorique et le nombre reel d'elements est negligeable. Cet 

ecart augmente lorsque le nombre d'elements subdivises diminue. En effet, si moins 

d'elements doivent etre subdivises, ceux-ci peuvent se retrouver isoles et alors tous leurs 

voisins devront subir une coupe en deux ou trois triangles pour conserver un maillage 

conforme. 

A chaque etape de raffmement, la solution a ete interpolee sur le nouveau maillage pour 

constituer une solution initiale au calcul suivant. Contrairement au cas du probleme de 

Smith-Hutton d'ordre 9,1'interpolation s'est revelee tres efficace, et dans la majorite des 

cas, les solutions initiales permettaient de converger en quelques iterations, sans avoir 

recours a la montee en Reynolds. 

En comparant les sequences de maillage obtenues avec les differentes methodes de 

raffinement, on constate que contrairement au raffmement global pour lequel la 

repartition initiale d'elements est conservee, le raffinement local mene a un maillage 

heterogene, plus dense au niveau de la bifurcation, des surfaces d'entree et de sortie. A 

l'inverse le maillage a ete moins raffine juste en amont de la bifurcation, ainsi qu'en aval 

sur le cote exterieur des deux arteres de sortie. 

Cependant, les trois methodes de raffinement testees convergent vers des maillages 

assez semblables. II n'y a pas de difference majeure dans la distribution des elements. 

Seul le nombre de maillages necessaires pour converger vers une erreur semblable 

differe. Afin d'identifier plus facilement les zones ou le raffinement etait le plus 

necessaire, la sequence de maillages obtenue par un reduction de 1'erreur avec un 

pourcentage de 100% est representee ci-dessous. En effet, avec cette methode, grace au 

principe de subdivision adaptative, seuls les elements presentant des erreurs elementaires 

largement au-dessus de la moyenne sont subdivises. 
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Figure 4.26 Sequence de maillages par raffmement local de la carotide 2D (Reduction 

d'Erreur, parametre=100%) 
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4.3 Test du raffinement local 3D 

4.3.1 Presentation du probleme 

Pour etudier le raffinement local en 3D, on veut comme en 2D un probleme dont on 

connait la solution et dont on sait quelles zones ont besoin d'etre raffinee en priorite. 

On choisit done de tester les techniques de raffinement 3D sur un probleme de type 

Smith-Hutton a l'ordre 10. Le domaine de calcul est un cube centre en (0,0,0) dont les 

cotes sont de longueur 2. Les simulations sont realisees avec l'element Pl-Pl stabilise, 

avec un nombre de Reynolds de 1000. Les forces volumiques sont calculees et ajoutees 

aux equations de Navier-Stokes. 

La solution analytique du probleme s'ecrit: 

9 9 / 1 10 \ 
UsHlDordrelO = 7 Z [^ ~ * j (4.6) 

VSHlDordrelO=x9z9{l-y10) (4.7) 

WSH3Dordrel0 = ^ V (l " ^ ) (4.8) 

PsHSDordrelO = " (4-9) 

Le premier maillage qui servira de maillage de depart est un maillage structure et 

homogene, identique au premier maillage utilise dans le chapitre precedent pour le 

probleme de Smith-Hutton a l'ordre 2. II est constitue de 63 nceuds et 192 elements. 

Cette solution analytique presente des forts gradients au voisinage des aretes et des faces 

du cube. Ainsi, les maillages obtenus par les methodes de raffinement local devraient 

etre raffines dans ces zones. 
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4.3.2 Raffinement local par Reduction d'Erreur 

La methode de Reduction d'Erreur a ete utilisee sur ce probleme en faisant varier la 

definition de l'erreur cible: 

RE100: Erreurcible = Erreur precedente 

RE70 

RE50 

REOO 

Erreur cible = 70% de 1'erreur precedente 

Erreur cible = 50% de l'erreur precedente 

Erreur cible = 0 (Raffinement de tout le maillage) 

Les erreurs obtenues pour les differentes series de maillage sont representees en fonction 

du nombre de noeuds sur un graphique logarithmique. 
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Figure 4.27 Erreurs estimees pour le probleme de Smith-Hutton 3D a I'ordre 10 

En observant ce graphique, on constate que le raffinement global du maillage est moins 

efficace (serie REOO). Parmi les autres series de maillage, la courbe « Ezz RE 100 » est 

celle presentant la plus forte pente pour les premiers maillages, mais la courbe « Ezz 

RE70 » se revele plus efficace (pente plus importante) pour les maillages plus denses. 
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C'est fmalement cette serie qui est la plus efficace, elle a ete obtenue en fixant I'erreur 

cible a 70% de I'erreur precedente a chaque etape de raffmement. 

Sur les tests realises sur le probleme de Smith-Hutton 2D a l'ordre 9, la serie la plus 

efficace etait celle a 50%. La definition optimale de I'erreur cible en fonction de I'erreur 

precedente depend done d'un probleme a un autre. 

4.3.3 Serie de maillages raffines 

La serie de maillages obtenue par la methode la plus efficace (70%) est representee ci-

dessous. Seule l'enveloppe (les elements du bord du cube) est representee, mais ces 

elements nous donnent une indication de la densite du maillage a l'interieur du cube. Le 

maillage est bien raffine aux environ des aretes du cube. De plus, ce test a permis de 

montrer l'interet d'utiliser une methode de raffmement local en 3D, plutot que de 

raffmer tout le maillage a chaque etape. 
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Figure 4.28 Sequence de maillages par raffinement local du cube pour le probleme de 

Smith-Hutton 3D a I'ordrelO (Reduction d'Erreur, parametre=70%) 
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CHAPITRE 5 

SIMULATION DE L'ECOULEMENT DU SANG DANS LA CAROTIDE 

5.1 Assistance ventriculaire 

L'insuffisance cardiaque est un syndrome clinique resultant d'une modification 

structurale ou fonctionnelle du cceur, qui altere le fonctionnement du ventricule. Les 

consequences humaines et economiques de l'insuffisance cardiaque ont ete evaluees 

aux Etats-Unis [38], montrant une augmentation du nombre de patients atteints de cette 

maladie. Avec 550 000 nouveaux cas detectes chaque annee, on decompte environ 4,7 

millions d'Americains souffrant d'insuffisance cardiaque (300 000 au Canada) [39]. Aux 

Etats-Unis, 500 millions de dollars US sont depenses chaque annee pour couvrir les 

medicaments contre l'insuffisance cardiaque. L'insuffisance cardiaque touche autant les 

hommes que les femmes, mais concerne plus particulierement les personnes agees : pres 

de 1% des personnes de plus de 65 ans souffrent de cette maladie. 

La transplantation d'un nouveau cceur est a ce jour le seul traitement chirurgical utilise 

comme traitement defmitif contre l'insuffisance cardiaque [40]. Cependant, cette 

possibility est restreinte par le nombre de donneurs d'organe, plus faible encore chez les 

personnes agees. Aux Etats-Unis, entre 50 000 et 70 000 patients pourraient beneficier 

d'une transplantation cardiaque, mais seulement 3 000 cceurs sont disponibles dans le 

monde. Ce manque de donneurs a entraine le developpement rapide de dispositifs 

mecaniques pour aider ou remplacer le coeur. On retrouve tout d'abord le coeur 

mecanique (Total Artificial Heart) qui remplace totalement le muscle cardiaque. Celui-ci 

est alors completement explante. Par contre si le muscle cardiaque est partiellement 

fonctionnel, celui-ci peut etre supporte dans sa fonction par un dispositif d'assistance 
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(pompe) nomme assistance ventriculaire gauche (LVAD = Left Ventricular Assist 

Device). Cette alternative est preferable dans une perspective de rehabilitation du muscle 

cardiaque et egalement pour reduire les risques de mortalite dus a une defaillance du 

dispositif. L'assistance ventriculaire est desormais reconnue comme un traitement 

efficace pour les personnes se remettant d'une attaque cardiaque, ou en attente d'une 

transplantation. Le REMATCH (Randomized Evaluation of Mechanical Assistance in 

the Treatment of Congestive Heart Failure) a confirme fin 2001 l'efficacite de ce 

systeme a long terme sur des patients qui ne sont pas candidats a la transplantation, 

montrant que ces patients beneficiaient grace a ce systeme d'une meilleure qualite de vie 

et d'une plus longue esperance de vie [41]. 

Figure 5.1 Exemple de dispositif d'assistance ventriculaire 

II existe deux types de pompes cardiaques permettant une assistance ventriculaire: 

- Les pompes a debit continu (non-pulse) [42] 

- Les pompes a debit pulse 

Dans cette etude on s'interesse aux consequences de l'utilisation d'une assistance 

ventriculaire a debit continu sur l'ecoulement du sang dans la bifurcation de la carotide. 

Les consequences deja connues sont les suivantes : 
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- L'ecoulement du sang se fait a debit continu dans tout le corps du patient, et 

done dans I'artere carotide (le patient n'a plus de pouls). 

- II n'y a plus de compliance des arteres (celle-ci etait due au debit pulse du sang), 

on peut done utiliser un modele a parois rigides pour les simulations numeriques. 

Finalement, la geometrie de I'artere carotide humaine, et plus particulierement de la 

bifurcation, est parfaitement adaptee a un ecoulement sanguin pulse. On peut done se 

demander si cette geometrie est toujours adaptee dans le cas d'un ecoulement a debit 

continu, et si non, quels sont les risques lies a l'utilisation d'une pompe a debit continu. 

5.2 Geometrie de la bifurcation de la carotide 

Contrairement aux differentes etudes deja realisees sur la bifurcation de la carotide, 

celle-ci est realisee sur une geometrie comprenant deux bifurcations. La geometrie 

provient de mesures IRM sur un patient realisees par M. Thiriet et I'lNRIA. Le modele 

numerique est done strictement identique a celui utilise pour les mesures experimentales. 

Sortie interne 
(ICA ou IC) 

Sorties externes 
(ECA ou EC) 

Entree, artere 
commune (CCA) 

Figure 5.2 Modele de bifurcation de la carotide utilise pour les mesures 

experimentales et les simulations numeriques 
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5.3 Resultats experimentaux 

5.3.1 Dispositif experimental 

Les donnees de reference de la carotide proviennent de mesures IRM sur la personne 

ay ant servie au modele de carotide. Le debit Q impose en entree correspond au debit 

moyen mesure sur un cycle cardiaque. On a egalement mesure I'aire de la section 

d'entree A de l'artere commune et les caracteristiques du sang humain a 37°C : sa masse 

volumique p et sa viscosite dynamique |x. 

A partir de ces donnees, on definit une longueur L et une vitesse U de reference : 

u=Q 
(5.1) 

Etant donnees ces valeurs de reference et les caracteristiques du fluide, on peut calculer 

le nombre de Reynolds : 

pUL 
Re 320 (5.2) 

P 

^alifiirf' 

Figure 5.3 Modele de carotide en silicone 
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Une reproduction de la carotide a ete fabriquee en silicone a l'echelle 3:1. Pour 

retrouver le nombre de Reynolds calcule a partir des donnees de reference, le sang 

humain a 37°C est remplace par un melange d'eau et de glycerine (40%-60% en masse) 

a25°C. 

Tableau 5.1 Valeurs caracteristiques de reference et experimentales 

DONNEES DE REFERENCE 
Mesures 

A * 2 U 0 _ 6 m 2 

Q ^ . I O ' W 1 

Sang humain a 37°C 

p«1050kg.m" 3 

H« 0,0035 Pa.s 

Echelles de longueur et de vitesse 

L=VX « 0,0046 m 

U=-^Lo,24m.s _ 1 

A 
Nombre de Reynolds 

R e = p U L * 3 2 0 

DISPOSITIF EXPERIMENTAL 
Mesures 

A*189.10"6m2 

Melange eau - glycerine a 25°C 

p «1151 kg.m 

Li * 0,0088 Pa.s 
r 

Echelles de longueur et de vitesse 
L = V A * 0,014 m 

U=-S*0,18m.s" 1 

A 
Nombre de Reynolds 

R e - p U L * 3 2 0 

Le dispositif experimental permet egalement de controler la repartition du debit entre les 

differentes arteres de la carotide. Ainsi, il sera possible de comparer les resultats 

experimentaux aux resultats numeriques pour des repartitions identiques de debit. 

5.3.2 Mesures PIV 

Les profils de vitesse sont calcules par PIV (Particle Image Velocimetry): un laser a 

double impulsion, dont le faisceau est ouvert par une lentille cylindrique, vient eclairer 
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une tranche de la carotide appelee nappe laser. Le liquide utilise pour les experiences est 

transparent, mais il contient des particules phosphorescentes lorsqu'elles sont eclairees 

par un laser. Une camera permet d'enregistrer des images de ces particules situees sur la 

tranche eclairee par le laser. L'utilisation d'un laser a double impulsion permet de 

recuperer des images de Pecoulement a deux instants separes par un court intervalle de 

temps At. II suffit alors d'observer le deplacement des particules pendant ce At pour en 

deduire la vitesse de l'ecoulement [43]. 

Mais la densite de particules est trop importante pour les identifier facilement d'une 

image a l'autre. Les images sont done divisees en fenetres d'interrogation. Le but est de 

reconnaitre dans une fenetre d'interrogation de l'image a t+At, la disposition des 

particules de la meme fenetre a l'instant t. La PIV repose sur l'hypothese que toutes les 

particules d'une fenetre d'interrogation se deplacent a la meme vitesse et dans la meme 

direction. Ainsi la disposition des particules est supposee rester inchangee entre les deux 

images. L'ensemble des particules se sera deplace, et ce deplacement permettra 

d'obtenir la vitesse moyenne des particules de cette fenetre. 

Fenetre a t Fenetre a t + At 

Figure 5.4 Comparaison des fenetres d'acquisition aux deux instants 

Pour identifier les particules d'une image a l'autre, les fenetres d'interrogation sont 

correlees. La detection du pic de correlation permet de determiner le deplacement moyen 

des particules. Le calcul direct de la fonction de correlation dans le domaine temporel est 

trop couteux, celui-ci est done effectue dans le domaine spectral. 
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Disposant du deplacement moyen des particules d'une fenetre d'interrogation et de 

I'ecart de temps entre les deux photographies, on peut calculer un vecteur vitesse pour 

chaque fenetre d'interrogation et ainsi construire un champ de vitesse. 

Auto-correlation Cross-correlation 

Figure 5.5 Principe de fonctionnement des mesures PIV 

L'avantage de la PIV est de permettre la mesure de la vitesse sur toute une region de 

I'ecoulement, contrairement a l'anemometrie laser a effet Doppler (LDA) qui ne permet 

de mesurer la vitesse qu'en un point. 

5.3.3 Resultats 

Ces mesures permettent d'obtenir le profil de I'ecoulement du sang dans la carotide. Les 

resultats seront visualises plus tard et ils seront alors compares aux resultats numeriques. 
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5.4 Simulation numerique 

5.4.1 Choix de modelisation 

Pour la simulation numerique, le sang est represente par un fluide incompressible et 

Newtonien. L'ecoulement est suppose laminaire et on considere des parois rigides. Le 

code EF5 utilise des equations de Navier-Stokes normalisees. Les caracteristiques du 

fluide sont done entierement representees par son nombre de Reynolds. Pour 

correspondre aux mesures et au dispositif experimental, les simulations sont realisees 

avec un nombre de Reynolds proche de 320. 

Les simulations realisees sont des simulations stationnaires, done en regime permanent. 

Le ratio de debit entre les deux arteres de sortie (IC/EC) ne peut done pas varier au 

cours du temps. Cependant, dans le cas de l'utilisation d'une pompe cardiaque a debit 

continu, l'ecoulement est non-pulse, done le ratio de debit entre les deux arteres est 

constant. Mais on peut se demander quelle est la repartition de debit dans cette situation, 

si elle correspond par exemple a la repartition moyenne d'un ecoulement pulse. Les 

simulations sont alors faites pour differents ratios afm de comparer les resultats obtenus : 

- IC/EC = 30/70 

- IC/EC = 40/60 

- IC/EC = 50/50 

- IC/EC = 60/40 

- IC/EC = 70/30 

En entree, le profil impose sur la surface d'entree est une interpolation des mesures PIV 

a 1' entree du modele de carotide, ainsi on a exactement le meme ecoulement d'entree 

pour les simulations experimentales et numeriques. Les vitesses sont nulles aux parois. 

Aucune condition de Dirichlet n'est imposee en sortie. Sur la sortie externe est appliquee 

une condition de traction nulle, tandis que sur la sortie interne, une force de traction est 
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imposee dans la direction normale a la paroi. La valeur de cette force va determiner le 

ratio de debit. 

o.n = Fn 
Sortie interne 

(ICA) 

0 .n=O 
Sorties externes (ECA) 

Figure 5.6 Geometrie de la bifurcation de la carotide et conditions limites 

Initialement, revolution du ratio de debit en fonction de la force de traction est 

inconnue. Plusieurs simulations sont done realisees pour differentes valeurs de la force 

de traction. Les debits dans toutes les arteres de sortie sont mesures par le code EF5 pour 

chaque force de traction testee. Or, il s'avere que la relation qui lie la force de traction 

appliquee sur l'artere de sortie interne et le debit dans cette artere est lineaire. La bonne 

valeur de la force de traction peut done etre calculee pour chaque ratio de debit voulu, 

grace a une regression lineaire des valeurs mesurees. 

5.4.2 Premiere serie de calculs 

5.4.2.1 Serie de maillages 
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Dans un premier temps, une serie de neuf maillages relativement homogenes a ete 

realisee avec le logiciel Comsol, avec un nombre de nceuds allant de 103 397 a 471 633 

nceuds. Pour chaque maillage, I'ecoulement a ete simule avec differentes valeurs de 

forces normales afin d'obtenir la relation lineaire liant la repartition de debit a la valeur 

de la force de traction appliquee sur l'artere de sortie interne. Une fois cette relation 

connue, I'ecoulement est a nouveau simule avec les valeurs de forces de traction 

permettant d'obtenir les ratios de debit voulus. 

Tableau 5.2 Taille des problemes pour les neuf maillages de la premiere serie 

Maillage 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

Nb de nceuds 

103397 

148236 

211166 

253783 

305259 

328399 

347180 

412222 

471633 

Nb d'elements 

587472 

851310 

1225023 

1478983 

1785885 

1924702 

2032478 

2420967 

2682296 

Nb d'inconnues 

346865 

504765 

729662 

882493 

1067322 

1150657 

1215032 

1450312 

1703133 

Memoire en Gigas 

4.4 

7.1 

11.0 

14.4 

18.3 

20.0 

21.4 

26.9 

33.1 



127 

Figure 5.7 Visualisation de la densite des maillages de la carotide 

5.4.2.2 Estimation d'erreur 

Dans la section traitant l'estimation d'erreur, deux methodes ont ete developpees : la 

methode discrete et la methode integrale. Les premiers tests d'estimation d'erreur ont ete 

realises avec la methode integrale, mais dans ce cas les deux methodes vont etre testees 

pour comparer leurs resultats. 

Lors des tests realises sur les taux de convergence pour des problemes simples, le taux 

de convergence pouvait etre visualise sur un graphique logarithmique representant 

l'erreur en fonction de la taille caracteristique du maillage. Cette taille caracteristique 

etait facile a calculer car elle etait divisee par deux a chaque etape de raffmement global 

du maillage. 
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Cependant, dans le cas de la carotide, les maillages sont independants et on ne peut pas 

facilement estimer une taille caracteristique pour chaque maillage. On utilise alors une 

approximation de la loi de Reddy [36]: 

(5.3) 

Avec : N : le nombre de nceuds du maillage 

La taille caracteristique h est done approchee par I'inverse de la racine cubique du 

nombre de noeuds du maillage. 

Pour les deux methodes d'estimation d'erreur (methodes discretes et integrales), la 

reconstruction est faite seulement sur une selection de nceuds, et non sur tous les nceuds 

de la cellule (voir chapitre 3). 

Estimation d'erreur pour la repartition IC/EC =70/30 

•IC/EC=70/30 Discrete 

• IC/EC=70/30 Integrate 

-1,9 -1,85 -1,8 -1,75 
log(1/N)/3 

-1,7 
-0T8-

-1,65 

Figure 5.8 Erreurs estimees sur la carotide pour un ratio normal de debit 

IC/EC=70/30 
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Figure 5.9 Erreurs estimees sur la carotide pour un ratio anormal de debit 

IC/EC=30/70 

Finalement, on observe uniquement un decalage de I'erreur entre les deux methodes 

discrete et integrate, on aura done les memes taux de convergence. Le choix d'une de 

ces methodes peut done se faire de maniere arbitraire. La methode finalement retenue est 

la methode des moindres carres integrate, car elle se revele etre plus robuste (voir 

section 3.1.2.3). 

Les taux de convergence de l'estimateur d'erreur valent environ 0,67 dans le cas d'un 

ratio anormal de debit IC/EC=30/70, et environ 0,75 dans le cas d'un ratio normal de 

debit IC/EC=70/30. Les taux sont a nouveau inferieurs au taux de convergence theorique 

de 1'element stabilise PI-PI en 3D. 

5.4.2.3 Validation des resultats numeriques 

Dans un premier temps, les resultats obtenus grace a cette serie de calculs numeriques 

sur la carotide sont compares aux resultats experimentaux. 
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Figure 5.10 Comparaison des profils de vitesse de la simulation numerique sur le 

premier maillage, avec les resultats experimentaux (ratio 50/50) 

Figure 5.11 Comparaison des profils de vitesse de la simulation numerique sur le 

huitieme maillage, avec les resultats experimentaux (ratio 50/50) 

Les deux images ci-dessus presentent a droite les mesures PIV sur l'ecoulement avec un 

ratio de debit de 50/50 entre les arteres interne et externe, et a gauche les resultats 
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numeriques obtenus pour ce meme ratio, sur le premier puis le huitieme maillage de la 

serie. Les geometries sont identiques et les plans de representation sont situes aux 

memes endroits. Pour analyser les resultats presentes sur ces deux images, il faut done 

comparer tranche a tranche les profils d'ecoulement obtenus par PIV et par simulation 

numerique. 

On constate sur le premier maillage des differences dans le profil d'ecoulement des la 

deuxieme tranche de la carotide commune. Sur la premiere tranche, il est logique de 

retrouver des ecoulements semblables car le profil d'entree impose pour la simulation 

numerique est identique au profil d'entree experimental. Les differences s'accentuent au 

niveau de la bifurcation, et en aval de la bifurcation les ecoulements ne sont plus du tout 

comparables. 

Sur le huitieme maillage, on obtient de meilleurs resultats, les profils d'ecoulement 

obtenus numeriquement sont semblables aux profils experimentaux dans toute l'artere 

commune. Les resultats sont legerement moins satisfaisants au niveau de la bifurcation 

et en aval de celle-ci. Cependant, on constate qu'un maillage plus fin permet de mieux 

capter l'ecoulement. D'un point de vue qualitatif, les profils d'ecoulement numeriques 

correspondent aux resultats experimentaux, ce qui permet de valider les simulations 

numeriques. Ceux-ci captent bien le comportement du fluide dans la carotide. 

Cependant il reste quelques imperfections d'un point de vue quantitatif. Ces 

imperfections peuvent etre causees par differents facteurs, par exemple : 

- Le maillage n'est peut-etre pas assez fin au niveau de la bifurcation. 

- II peut y avoir une legere variation de Tangle d'entree de l'ecoulement entre les 

simulations numeriques et experimentales. 

- L'indice de refraction du liquide a ete ajuste a celui de la silicone, pour eviter les 

erreurs lors de 1'acquisition d'image par les cameras, mais 1' imprecision de ce 

reglage peut entrainer une imperfection des resultats. 
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- Pour la recuperation du champ de vitesse au niveau de la bifurcation et en aval, 

la quantite de silicone traversee pour l'acquisition d'image est plus grande. 

L'imprecision due au facteur precedent est done amplifiee quand on s'eloigne de 

1'entree de la carotide commune, ce qui peut expliquer que les resultats 

coincident moins quand on s'eloigne de cette entree. 

5.4.2.4 Analyse des resultats numeriques 

IC/EC=70/30 

Figure 5.12 Comparaison des profils de vitesse obtenus sur le huitieme maillage pour 

differentes valeurs du ratio de debit. 

Les repartitions IC/EC de 70/30 et 50/50 sont des representations physiologiquement 

normales, tandis que la derniere repartition 30/70 est anormale. Cependant, cette 

derniere repartition pourrait correspondre a une obstruction partielle de l'artere. Elle est 

done egalement interessante a observer. Toutes ces simulations ont ete faites avec le 

meme nombre de Reynolds. En amont de la bifurcation les profils de vitesse sont 

semblables pour les trois repartitions de debit. Changer le ratio de debit IC/EC ne 

modifie done l'ecoulement qu'a partir de la bifurcation. En observant les profils de 

vitesse dans les deux arteres interne et externe en aval de la bifurcation, on constate bien 
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une vitesse plus elevee dans I'artere interne pour la repartition 70/30, et a l'inverse une 

vitesse plus elevee dans I'artere externe pour la repartition 30/70. 

Les zones a risque pour la formation de plaques sont identifiables par deux 

caracteristiques de l'ecoulement dans ces zones [3]: 

- Un faible taux de cisaillement a la paroi (faible WSS). 

- Une « recirculation » du sang dans ces zones : la recirculation est defrnie au sens 

large du terme, on considere qu'il y a recirculation du sang lorsque celui-ci ne 

suit pas la direction privilegiee de l'ecoulement. 

On souhaite identifier les zones presentant de faibles WSS ou une recirculation du sang 

pour identifier les zones a risque dans cette carotide. En effet, en reperant des 

maintenant les zones a surveiller, on facilite les prochaines etudes qui seront realisees 

sur l'ecoulement transitoire du sang dans la carotide. On s'interesse dans cette etude 

uniquement a la premiere bifurcation. 

La Figure 5.13 presente les valeurs du rotationnel de la vitesse, proportionnel au WSS. 

Autrement dit, les valeurs presentees correspondent a un WSS adimensionne. 

IC/EC=70/30 

Figure 5.13 Comparaison des taux de cisaillement a la paroi (WSS) adimensionnes, 

obtenus sur le huitieme maillage pour differentes valeurs du ratio de debit 
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On constate tout d'abord un taux de cisaillement eleve au niveau du point de stagnation. 

Le taux de cisaillement a ce point augmente lorsque plus de debit passe par les arteres 

externes. A l'entree de la carotide commune, on observe la presence d'une zone a faible 

taux de cisaillement. Mais la zone presentant le plus faible taux de cisaillement parietal 

est la paroi exterieure de l'artere interne juste en aval de la bifurcation. 

Pour verifier si cette zone coincide avec une zone de recirculation, on choisit de 

visualiser les isosurfaces du domaine presentant une vitesse w dans la direction z 

inferieure ou egale a w=-0,003. En effet, la direction z correspond a la direction 

privilegiee de l'ecoulement dans la carotide commune jusqu'a la bifurcation. Cependant 

il ne faut pas tenir compte de ce critere dans les arteres loin en aval de la bifurcation car 

la direction z n'est alors plus la direction privilegiee de l'ecoulement. Cette valeur 

critique de w a ete choisie car elle permettait d'identifier un plus grand nombre de zones 

pouvant correspondre a une recirculation du sang. 

Figure 5.14 Identification des zones de recirculation (isosurfaces w<-0,003) sur le 

huitieme maillage 
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On observe tout d'abord une zone de recirculation s'etendant du point de stagnation a la 

paroi exterieure de I'artere interne. Une surface plus etendue signifie que le sang 

s'ecoulant dans le sens inverse de la direction principale de l'ecoulement, a une vitesse 

encore plus elevee. Or, on constate que plus le debit dans I'artere externe est grand, plus 

la surface representee s'etend dans I'artere interne. Ce phenomene s'explique par le fait 

que le debit dans I'artere interne est alors moins fort, ce qui est plus propice a la 

formation de recirculation. De plus la paroi exterieure de 1'artere interne est egalement 

une zone presentant un faible taux de cisaillement parietal, elle devient done une zone a 

risque pour la formation de plaques. On constate egalement qu'un ecoulement anormal 

avec une repartition IC:EC=30:70 est encore plus propice a la formation de plaques. 

II y a aussi une autre zone de recirculation dans I'artere commune, identique pour les 

trois repartitions. On constate enfin la presence d'une petite zone de recirculation juste a 

1'entree de la carotide commune pour les trois repartitions de debit. En realite cette 

recirculation n'est pas physiologique et s'explique par la methode utilisee pour imposer 

le profil de vitesse en entree. En effet, la Figure 5.15 exagere la forme de l'entree de la 

carotide commune sur le modele. Le fait d'imposer un profil de vitesse non nul sur la 

surface d'entree tout en imposant une vitesse nulle aux parois cree des zones de 

recirculation autour de la surface d'entree. 

Vitesse nulle 

Zones de 
« recirculation » 

Figure 5.15 Zones de recirculation artificiellement creees a l'entree de la carotide 

commune 

* Profil d'entree 
impose 
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Pour verifier que ces zones correspondent bien a une recirculation du sang, on visualise 

quelques lignes de courant au niveau de la bifurcation pour les trois repartitions de debit. 

IC EC 

Figure 5.16 Representation des lignes de courant au niveau de la bifurcation pour un 

ratio IC/EC = 70/30 

IC EC 

Figure 5.17 Representation des lignes de courant au niveau de la bifurcation pour un 

ratio IC/EC = 50/50 
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IC EC 

Figure 5.18 Representation des lignes de courant au niveau de la bifurcation pour un 

ratio IC/EC = 30/70 

Sur les figures : Figure 5.16, Figure 5.17 et Figure 5.18, on retrouve bien les zones de 

recirculation qui avaient ete identifiees avec les isosurfaces aux environs de la 

bifurcation. Dans le cas d'un ratio IC/EC = 70/30, on retrouve une legere recirculation 

du sang an amont de la bifurcation, plutot du cote de I'artere externe. Mais ces zones 

presentent des forts taux de cisaillement parietal. Dans le cas d'un ratio IC/EC = 50/50, 

la recirculation est situee aux environs de la paroi exterieure de I'artere interne. Enfin 

dans le cas d'un ratio anormal IC/EC = 30/70, on observe une zone de recirculation 

encore plus etendue a l'entree de I'artere interne, encore moins de debit s'ecoule 

finalement dans I'artere interne. Or cette zone correspond justement au plus faible taux 

de cisaillement parietal, les conditions necessaires a la formation de plaques sont alors 

reunies. 

Dans le cas d'une repartition normale de debit, environ 70% du debit de I'artere 

commune s'ecoule dans I'artere interne. La geometrie de la bifurcation de la carotide est 

done adaptee a I'ecoulement d'une plus grande quantite de sang dans I'artere interne. Or 

lorsqu'on impose un debit plus bas dans I'artere interne et done plus fort dans I'artere 
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externe, on constate que le sang s'ecoule d'abord en direction de I'artere interne, puis 

change brutalement de direction pour s'ecouler dans I'artere externe. Cette brusque 

modification de la direction de l'ecoulement est a l'origine de ce qu'on a appele 

recirculation. Finalement, on peut en conclure qu'une alteration de la repartition du debit 

peut avoir des consequences importantes sur la direction de l'ecoulement du sang, creant 

des zones propices a la formation de plaques. 

On a enfin represents la distribution de pression sur la paroi pour les trois repartitions de 

debit. On considere ici une pression adimensionnelle. Le niveau de pression est fixe a 

zero au meme point pour les trois simulations, les graphiques sont done comparables. 

L'echelle utilisee pour representer ces pressions va de -3,5 a 2. En realite, les pressions 

aux extremites des arteres de la sortie externe sont inferieures a -3,5. Cependant, cette 

echelle a ete choisie afin de mieux capter les variations de pression dans le reste du 

domaine qui nous interesse plus. 

IC/EC=70/30 

IC/EC=50/50 

IC/EC=30/70 

l.3E> 
-D.3E 
-I ,B£ 
-3 .S0 

Figure 5.19 Distribution de pression sur les parois de la carotide 
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Les profils de pression dans l'artere commune sont semblables pour les trois repartitions 

de debit considerees. Des differences apparaissent aux environs de la bifurcation. En 

effet, la variation de la pression dans une artere est plus importante lorsque le debit y est 

plus eleve. De plus, on constate evidemment dans les trois cas une forte pression sur la 

paroi au niveau de point de stagnation. Cette pression est encore plus forte dans le cas de 

la repartition anormale de debit IC/EC = 30/70. On peut alors se demander si cette forte 

pression, combinee avec un fort taux de cisaillement parietal (voir Figure 5.13) ne 

pourrait pas entrainer a long terme une rupture de la paroi, ou la formation d'un 

anevrisme. 

5.4.3 Deuxieme serie de calculs 

Apres cette premiere serie de calculs, le principe de subdivision a ete applique au 

probleme de la carotide. Pour cela, un maillage initial a ete construit avec Comsol, plus 

grossier que les maillages precedents. Ce maillage initial contient 13 923 noeuds. 

Plusieurs techniques de raffinement local ont ete utilisees. Mais seule la methode 

integrate d'estimation d'erreur a ete retenue. L'estimation de l'erreur sur la solution 

presentant une repartition de debit 50:50 entre les sorties interne et externe, sert de point 

de depart pour chaque etape de raffinement. 

5.4.3.1 Erreur Absolue Cible 

Dans un premier temps, une Erreur Absolue Cible a ete fixee pour la subdivision du 

maillage. Le but etant de comparer les maillages obtenus avec la premiere serie de 

calculs, l'erreur absolue cible qui a ete fixee est l'erreur obtenue sur le neuvieme et 

dernier maillage de la premiere serie de maillages. 

L'erreur cible (7,48086) etant beaucoup plus petite que l'erreur de depart (11,7949), 

beaucoup d'elements sont subdivises. Le maillage a pu etre subdivise seulement deux 
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fois, car le quatrieme maillage obtenu est constitue de 1 997 958 noeuds. Or, le solveur 

direct Pardiso ne fonctionne plus au-dela de 450 000 noeuds. 

5.4.3.2 Reduction d'erreur 

Afin de ralentir le raffinement du maillage pour garder un nombre raisonnable de noeuds, 

on utilise a nouveau la methode de reduction d'erreur. Dans un premier temps, I'erreur 

cible a ete fixee egale a 50% de I'erreur sur le maillage precedent. Mais trop d'elements 

etaient coupes et on retrouvait le meme probleme qu'en fixant une erreur cible absolue : 

le troisieme maillage comportait trop de noeuds, on ne disposait done que de deux 

maillages. 

L'erreur cible a done ete fixee egale a 100% de I'erreur precedente, afin de construire 

des maillages intermediaires. Autrement dit, on ne recherche pas une reduction de 

I'erreur, mais une equi-repartition de I'erreur en subdivisant les elements ayant une 

erreur largement superieure a la moyenne. Par cette methode, on obtient une serie de 

trois maillages, avant d'atteindre la limite du solveur. 

5.4.3.3 Comparaison des erreurs 

Les erreurs obtenues sur les differents maillages par les methodes d'Erreur Absolue 

Cible et Reduction d'Erreur sont visualisees sur un graphique logarithmique. Pour 

comparer ces resultats a ceux de la premiere serie, on recupere les erreurs obtenues sur 

les maillages de la premiere serie sur les simulations avec un ratio de debit de 50 :50, 

avec la meme methode d'estimation d'erreur (methode integrate). 
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Simulations sur le modele 3D de la carotide 
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Figure 5.20 Erreurs estimees sur la carotide 3D pour les differentes series de maillage 

On constate que les techniques de raffinement ne permettent pas d'obtenir des erreurs 

plus petites que la premiere serie de maillage avec le meme nombre de nceuds. En effet, 

lorsqu'un tetraedre est subdivise en huit tetraedres, l'erreur diminue mais le nombre de 

nceuds augmente beaucoup. Finalement, on obtient rapidement un nombre de noeuds 

important, sans pour autant avoir reduit considerablement l'erreur. 

Dans le cas du probleme de Smith-Hutton 3D a l'ordre 10, les methodes de raffinement 

local s'etaient revelees efficaces, car les aretes du cube necessitaient une densite de 

maillage beaucoup plus forte que le milieu du cube. Dans le cas de la carotide, la 

difference de densite necessaire est moins prononcee, et les zones raffinees sont 

finalement trop raffinees. 

En conclusion, les techniques de raffinement local 3D sont beaucoup plus delicates a 

utiliser qu'en 2D, car elles entrainent une augmentation rapide du nombre de nceuds. II 

est difficile avec ces methodes d'obtenir des maillages raffines dans les zones presentant 

des erreurs trop importantes, mais formes d'un nombre raisonnable de nceuds. 
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5.4.3.4 Observation des maillages raffines 

L'observation des series de maillage obtenues par les deux techniques de raffinement 

local va nous permettre de localiser les zones necessitant plus d'elements. Pour identifier 

ces zones, on observe le maillage surfacique de la frontiere, car les arteres n'etant pas 

tres larges, un raffinement d'une zone volumique se traduit generalement par le 

raffinement de la frontiere surfacique la plus proche. 

La methode d'Erreur Absolue Cible a cree des maillages plus fins que la methode de 

Reduction d'Erreur, subdivisant plus d'elements. Sur les exemples qui suivent, les 

maillages sont done toujours plus raffines avec la methode d'Erreur Absolue Cible. La 

comparaison des maillages avec les deux techniques permet done d'identifier les zones 

devant absolument etre raffinees, e'est-a-dire les zones qui sont raffinees avec les deux 

techniques, et les zones pouvant etre raffinees pour encore diminuer Perreur, e'est-a-dire 

les zones uniquement raffinees avec la methode d'Erreur Absolue Cible. 

m 
Figure 5.21 Raffinement local de la carotide au niveau de la section d'entree 
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Figure 5.22 Raffinement local de la carotide au niveau de la bifurcation 

On constate done que la section d'entree du maillage initial n'est pas assez fmement 

discretisee et doit done etre raffinee. On peut supposer qu'il en est de meme pour les 

sections de sortie. De plus, le maillage initial doit etre raffine autour de la premiere 

bifurcation, au niveau du point de stagnation. En amont de la bifurcation, le maillage n'a 

pas besoin d'etre raffine, de meme qu'au niveau des parois externes des deux arteres en 

aval de la bifurcation. Les conclusions tirees de I'observation de la premiere bifurcation 

peuvent etre etendues au cas de la seconde bifurcation. 

Finalement, meme si on n'a pas reussi a obtenir un maillage raffine localement donnant 

de meilleurs resultats, ces observations nous donnent des informations sur les zones 

necessitant un maillage plus fin. 
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CONCLUSION 

Cette etude reposait sur la resolution des equations de Navier-Stokes pour simuler 

l'ecoulement du sang dans la bifurcation de la carotide. Les simulations numeriques ont 

ete realisees avec un code maison par elements finis, sur des maillages non-structures de 

triangles en 2D et de tetraedres en 3D. 

Un des objectifs de ce memoire etait de mettre en place un estimateur d'erreur a 

posteriori de type Zienkewicz et Zhu. Pour analyser l'efficacite de 1'estimateur d'erreur, 

on a calcule son taux de convergence pour chaque cas-test. Le taux de convergence 

correspond a la pente du graphique logarithmique representant l'erreur de la solution en 

fonction de la taille caracteristique du maillage. Cet estimateur a ete teste sur differentes 

geometries et avec divers elements. Pour chaque element, il est possible de calculer le 

taux de convergence theorique de 1'estimateur d'erreur : 

- 1'element MINI en 2D : Taux theorique = 1 

- 1'element Taylor-Hood en 2D : Taux theorique = 2 

- l'element stabilise Pl-Pl en 2D et en 3D : Taux theorique = 1 

Pour mener a bien les tests numeriques, on a utilise un programme de raffinement global 

du maillage. Lors du raffinement d'un maillage, les triangles sont divises en quatre en 

2D, ou les tetraedres sont divises en huit en 3D. Ainsi la taille caracteristique des 

maillages est divisee par deux a chaque etape de raffinement. Les series de maillages 

ainsi obtenues permettent d'etudier les taux de convergence de l'estimateur d'erreur. 

Les differents tests menes sur des geometries 2D ont permis de constater que les 

solutions manufacturees, autrement dit dont on connait la solution analytique, permettent 

d'obtenir le taux de convergence theorique de chaque element, quelle que soit la 
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geometrie du domaine, meme en presence d'irregularites geometriques. De plus, les 

erreurs estimees correspondent aux erreurs reelles calculees grace a la solution 

analytique. 

A l'inverse, dans le cas de solutions non manufactures, la presence d'irregularites 

geometriques affecte le taux de convergence de l'estimateur d'erreur, pour les elements 

MINI et stabilise Pl-Pl, mais surtout pour l'element Taylor-Hood. 

En 3D, on a dans un premier temps teste une solution manufacture sur un domaine ne 

presentant pas d'irregularites geometriques, avec l'element stabilise Pl-Pl. Les erreurs 

obtenues sont proches des erreurs reelles, mais le taux de convergence obtenu vaut 0,85. 

II est done inferieur au taux theorique de l'element Pl-Pl 3D. 

La methode utilisee pour estimer I'erreur permet de recuperer I'erreur de la solution sur 

chaque element du maillage. Grace a cela, on a pu mettre en place un processus de 

subdivision adaptative, visant a raffmer le maillage uniquement dans les zones 

presentant des erreurs plus importantes. A partir de la solution sur un maillage, on fixe 

une erreur cible a obtenir sur le prochain maillage. Cette erreur cible peut etre fixee de 

trois facons : 

- Elle peut etre definie comme un pourcentage de I'erreur sur le maillage 

precedent: e'est la Reduction d'Erreur. 

- Elle peut etre arbitrairement choisie par l'utilisateur. 

- Elle peut etre calculee comme un pourcentage de la norme de la solution 

precedente. 

Une fois I'erreur cible totale determinee, on calcule une erreur cible par element. 

L'erreur estimee sur chaque element est comparee a cette erreur cible elementaire. Si 

I'erreur d'un element est superieure a l'erreur cible, alors cet element est subdivise, en 

quatre en 2D ou en huit en 3D. 



146 

On a teste ces techniques de raffinement local du maillage sur un probleme de Smith-

Hutton 2D modifie, sur un domaine carre. En modifiant le probleme classique, on a 

concentre les gradients de vitesse sur les bords du domaine. Or les zones a fort gradient 

de vitesse sont aussi les zones a forte erreur. Ainsi, on s'attend a ce que le processus de 

subdivision adaptative converge vers un maillage tres dense sur les bords du carre et tres 

grossier au centre. 

On a teste la methode de Reduction d'Erreur sur ce probleme, en faisant varier le 

pourcentage servant a la definition de I'erreur cible totale. On a bien obtenu un maillage 

raffme sur les bords. De plus, en observant revolution de 1'erreur de la solution par 

rapport au nombre de noeuds du maillage, on constate que la subdivision adaptative 

permet d'atteindre des erreurs plus basses avec moins de nceuds, en comparaison avec 

des maillages homogenes. 

Ces techniques de raffinement local 2D ont egalement ete testees sur une geometrie 2D 

plus complexe rappelant la forme d'une bifurcation de la carotide. Ainsi, on a pu 

observer que le maillage avait ete raffine au niveau du point de stagnation, et des 

surfaces d'entree et de sortie. A l'inverse, le maillage n'avait ete raffine ni en amont de 

la bifurcation, ni en aval sur les parois exterieures des deux arteres de sortie. 

Enfin, pour tester l'efftcacite de ce processus de subdivision adaptative en 3D, on a 

simule un probleme de Smith-Hutton sur un cube, en le modifiant pour a nouveau 

concentrer les gradients de vitesse au niveau des aretes du cube. La Reduction d'Erreur 

se revele etre plus efficace qu'un raffinement global du maillage menant a une serie de 

maillages homogenes. Les maillages obtenus sont bien raffines au niveau des aretes du 

cube. 



147 

Sur les differents tests realises, on constate que la valeur optimale du pourcentage a 

utiliser pour calculer l'erreur cible avec la methode de Reduction d'Erreur depend du 

probleme considere. 

Finalement, apres avoir etudie les differentes publications sur la simulation de 

l'ecoulement du sang dans la bifurcation de la carotide, on a pu faire les choix de 

modelisation et les choix numeriques necessaires a cette etude. L'ecoulement est simule 

uniquement en stationnaire dans cette etude, mais dans le cas d'une pompe cardiaque a 

debit continu l'ecoulement du sang est effectivement non-pulse. Le sang est considere 

comme non-Newtonien compte tenu des dimensions de l'artere de la carotide. 

Dans un premier temps, on a realise des simulations sur une serie de maillages 

homogenes de plus en plus fins. On n'a trouve aucune publication presentant la 

repartition de debit entre les deux arteres de sortie sous l'utilisation d'une pompe a debit 

continu. On a done teste plusieurs repartitions de debit, deux normales (IC/EC=70/30 et 

IC/EC=50/50) et une anormale (IC/EC=30/70). Les resultats obtenus sont compares a 

des resultats experimentaux obtenus par PIV sur le meme modele de la carotide, avec les 

memes repartitions de debit. 

Les erreurs sur les simulations numeriques ont ete estimees grace aux differentes 

techniques mises en place. Les taux de convergence obtenus valent environ 0,7. lis sont 

de nouveau inferieurs au taux theorique de l'element PI-PI stabilise 3D. En comparant 

les resultats numeriques avec les mesures experimentales, on retrouve qualitativement le 

meme comportement de l'ecoulement. Les differences quantitatives s'expliquent par 

diverses sources d'imprecision dans le dispositif experimental et les choix de 

modelisation pour les simulations numeriques. 

Les zones les plus propices a la formation de plaques atheromateuses sont celles qui 

presentent un faible taux de cisaillement parietal et qui correspondent a une zone de 
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recirculation du sang. Or on observe principalement un faible taux de cisaillement 

parietal sur la paroi exterieure du debut de I'artere interne. En etudiant les zones de 

recirculation dans la carotide, on constate que la repartition du debit joue un role 

important au niveau de la bifurcation. En effet, pour une repartition de debit normale 

(IC/EC=70/30), on observe une legere recirculation au niveau du point de stagnation, 

mais cette zone possede egalement un fort taux de cisaillement parietal. Lorsque plus de 

debit passe dans I'artere externe (IC/EC=50/50), on observe la formation d'une zone de 

recirculation a I'entree de I'artere interne (zone a faible taux de cisaillement parietal), et 

cette zone s'elargit dans le cas d'une repartition anormale de debit (IC/EO30/70). 

Finalement, une alteration du ratio de debit peut creer toutes les conditions necessaires a 

la formation de plaques dans I'artere interne de la carotide. 

Le processus de subdivision adaptative a enfin ete applique au probleme de la carotide, 

mais sans aboutir a des resultats satisfaisants. En effet, en 3D, le raffinement local d'une 

zone augmente fortement le nombre de nceuds et done le nombre d'inconnues a 

resoudre. Finalement on n'a pas pu obtenir un maillage raffme localement donnant de 

meilleurs resultats que les maillages homogenes. 
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RECOMMANDATIONS 

Voici quelques recommandations pour les travaux a mener dans le futur : 

1) Dans la continuity des travaux presentes dans ce memoire, il serait interessant de 

realiser des simulations transitoires sur la carotide, afm de comparer l'ecoulement 

a debit continu, obtenu lors de cette etude, a un ecoulement physiologique variant 

au cours du cycle cardiaque. On a deja identifie les zones a risque pour la 

formation de plaques atheromateuses, ce qui permet de savoir quelles zones 

devront etre le plus etudiees lors des simulations transitoires. 

2) Pour l'instant seul Felement Pl-Pl est utilise en 3D. Cependant cet element n'est 

pas tres efficace pour le processus de subdivision adaptative du maillage. En effet, 

l'utilisation d'un element lineaire necessite au final un maillage tres dense partout. 

Or, dans l'artere commune de la carotide, le profil de l'ecoulement est proche d'un 

profit parabolique, done de degre 2 en vitesse. L'utilisation d'un element P2-P1 

(stabilise ou non) permettrait done d'obtenir des erreurs minimes dans cette zone. 

L'artere commune n'aurait ainsi pas besoin d'etre raffinee, et la subdivision 

adaptative entrainerait le raffinement du maillage uniquement dans les zones a 

forts gradients de vitesse. 

3) Pour limiter la propagation de la subdivision des elements, il est possible d'etoffer 

le programme de raffinement local 3D en considerant plus de configurations pour 

la position des nceuds supplementaires au milieu des aretes. De plus, il serait 

interessant de garder en memoire les etapes de raffinement d'un maillage, dans le 

but d'introduire de nouvelles coupes. En 2D, on pourrait par exemple passer de 

deux triangles fils (issus de la division du triangle pere en deux) a quatre triangles 

(subdivision complete du triangle pere initial), afin de reduire le nombre 

d'elements de moindre qualite et limiter la propagation inutile de la subdivision. 
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4) II serait interessant de comparer le processus de subdivision adaptative aux autres 

techniques d'adaptation de maillage. On pourrait par exemple le comparer au 

programme de remaillage adaptatif developpe a 1'INRIA par Paul-Louis George et 

Pascal Jean Frey. Ce programme s'applique uniquement a des elements lineaires, 

mais il consiste en un remaillage total du domaine. De plus, le maillage est etire 

dans le sens de l'ecoulement, a partir du calcul des gradients de vitesse. Dans le 

cas de la carotide, on sait que le profil de vitesse varie peu dans l'artere commune. 

Ainsi un programme de ce type permettrait d'obtenir un maillage grossier dans la 

direction de l'ecoulement et plus fin dans les directions perpendiculaires. 

5) II faudrait egalement ameliorer les outils de visualisation des resultats. En effet, 

dans un contexte biomedical, il serait interessant de disposer de techniques simples 

et efficaces pour visualiser les lignes de courant par exemple. 

6) Enfin, la taille des calculs est limitee par les capacites du solveur direct Pardiso qui 

fonctionne pourtant sur une architecture en 64 bits. En effet, l'adressage des entiers 

ne se fait qu'en 32 bits, ce qui explique pourquoi on ne peut depasser 450 000 

noeuds pour nos maillages. Une solution possible serait d'utiliser un solveur iteratif 

sur une architecture en 64 bits. 
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ANNEXES 

ANNEXE 1 

INTERPOLATION D'UNE SOLUTION SUR UN MAILLAGE INDEPENDANT 

Si on dispose d'une solution sur un maillage 1, il peut etre interessant d'interpoler cette 

solution sur un autre maillage 2 de la meme geometric Cette solution interpolee peut par 

exemple constituer une solution initiale ideale pour un calcul sur le deuxieme maillage. 

Lorsque le maillage 2 est issu du maillage 1 par subdivision de plusieurs ou de tous les 

elements, on a vu qu'il etait facile de construire une solution interpolee sur le maillage 

raffine. En effet, le maillage 2 est alors constitue des sommets du maillage 1, et de 

nceuds supplementaires situes au milieu d'aretes du maillage 1. Pour les sommets qui 

etaient deja presents sur le maillage 1, il suffit de recuperer les valeurs de la solution 1 

en ces nceuds. Pour les autres noeuds situes au milieu d'une arete, la solution interpolee 

sera la moyenne des solutions aux deux noeuds extremites de l'arete. Le calcul de cette 

moyenne se fait aisement au cours du programme de subdivision. 

Mais si les deux maillages sont totalement independants, il n'existe pas de methode 

simple et efficace pour obtenir une solution interpolee. II faut trouver 1'element du 

maillage 1 a l'interieur duquel se situerait le point sur lequel on veut interpoler la 

solution. Une fois cet element identifie, la solution interpolee au point peut etre obtenue 

en calculant la moyenne ponderee des solutions aux sommets de l'element. 

La methode la plus simple serait done pour chaque noeud du nouveau maillage, de tester 

tous les elements du maillage 1 pour trouver celui contenant le noeud. Cette methode 

fonctionne, mais elle est tres couteuse en temps de calcul. 
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La methode qui a ete choisie ici passe par la construction d'un arbre N-tree du maillage 

1. Dans le cas d'un maillage 2D, il s'agit d'un Quadtree, et dans le cas d'un maillage 3D, 

d'un Octree. La methode est decrite dans le cas 3D, pour une interpolation en 2D, 

l'algorithme a utiliser est le meme. 

A.1 Comment savoir si un point P est a l'interieur d'un element E? 

Pour savoir si un point P de coordonnees xp, yp et zp, est situe a l'interieur de 1'element 

E, il faut calculer les coordonnees reduites de ce point P dans 1'element en question. 

Autrement dit, il faut trouver les fonctions d'interpolation Ni, N2, N3 et N4 solutions de : 

Xp 

yp 
Zp 

1 

Xi X7 X-i XA 

y\ yi y?, ^4 

zx z2 z3 z4 

1 1 1 1 

Nx 

N2 

N3 

N4. 

(6.1) 

Avec : xi,...z4 : les coordonnees x, y et z des quatre sommets de 1'element E 

xP,.. .zP : les coordonnees x, y et z du point P 

Pour chacune des fonctions d'interpolation Nk, il faut ensuite calculer : 

Mk=min(Nk,l-Nk) (6.2) 

En theorie, le point P est situe a l'interieur du tetraedre E si pour tout k, Mk est inferieur 

ou egal a zero. En pratique, par prudence on choisit un epsilon petit et on teste si Mk<-e. 
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A.2 Construction de l'arbre Octree 

Le but est de decouper le domaine geometrique en blocs parallelepipediques (cubes), et 

de regrouper les nceuds du maillage 1 dans ces blocs. On se fixe une limite de 8 nceuds 

par cube. 

Au depart, on construit le premier bloc qui doit contenir tous les nceuds du maillage. 

Pour cela, on calcule les coordonnees minimales et maximales de l'ensemble des nceuds 

du maillage. Le premier cube est defini legerement plus grand (on definit un epsilon de 

precision). On va ensuite inserer les nceuds du maillage 1 dans ce cube. Lorsqu'on 

atteindra le nombre limite de 8 nceuds, c'est-a-dire a l'insertion du 9e nceud, le cube sera 

decoupe en 8 cubes : le cube est coupe en deux dans les trois dimensions. Les nceuds 

vont ensuite etre inseres dans le cube fils le contenant. Si un de ces cubes se remplit (s'il 

atteint 8 nceuds), il sera a son tour coupe en 8 cubes, et ainsi de suite jusqu'a ce que tous 

les nceuds soient inseres. 

Pour construire l'arbre Octree du maillage 1, on va remplir petit a petit un tableau qui 

contiendra les informations suivantes [44]: 

Colonnes 1 a 8 : Nceuds contenus dans le bloc (ou numero des blocs fils si le bloc 

est decoupe) 

- Colonne 9 : Place du cube dans son cube pere (vide pour le premier cube) 

- Colonne 10 : Numero du cube pere 

- Colonne 11 : Nombre de nceuds dans le cube, -1 pour les cubes coupes en 8 

- Colonne 12 : Coordonnee x minimale du cube (xmi„) 

- Colonne 13 : xmax 

- Colonne 14 : y ^ 

- Colonne 15 : ymax 

Colonne 16 : Zmin 

- Colonne 17 : zmax 
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Pour tester si un nouveau noeud de coordonnees x, y et z est contenu dans un cube, il 

suffit de comparer ses coordonnees aux coordonnees minimales et maximales du cube. 

Algorithme de construction de I 'Octree 

Boucle sur les noeuds du maillage 1 

Boucle sur les cubes 

Si le point est a l'interieur du cube : 

Si le cube a ete coupe (-1 dans la colonne 11) 

On reprend 1'algorithme a partir du premier cube fils (colonne 1) 

Sinon 

Le noeud doit etre insere dans ce cube. 

Si ce cube contient moins de 8 noeuds : 

Le nouveau noeud est ajoute a ce cube, et le nombre de 

noeuds (colonne 11) augmente de 1. 

Si ce cube contient deja 8 noeuds : 

Le cube est decoupe et 8 nouveaux cubes sont crees a la 

suite du tableau. On impose la valeur -1 dans la colonne 

11 du cube trouve et on indique dans les 8 premieres 

colonnes les numeros des lignes qui contiendront ses 

cubes fils. Les 8 noeuds deja presents sont repartis dans les 

cubes fils. L'algorithme reprend au premier des 8 

nouveaux fils. 

Cet algorithme a ete teste sur deux langages differents : Matlab et C++. La construction 

de 1'Octree s'est revelee etre tres rapide dans les deux cas. 

Finalement, le tableau de 1'Octree contient tout l'historique de la fabrication de 1'Octree. 

On y trouve les cubes constituant le decoupage final de I'espace geometrique, mais aussi 
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les cubes intermediaires qui ont ete coupes. Pour chaque cube du decoupage final, on 

connait le nombre de nceuds du maillage 1 qui s'y trouvent, les numeros de ces noeuds, 

les dimensions du cube, et le cube pere dont il est issu. 

Pour illustrer le fonctionnement de ce programme, il a ete teste sur une geometrie simple 

ayant une forme rappelant un haltere. Un maillage grossier est construit sur cette 

geometrie, puis raffine en plusieurs etapes (raffmement global). Pour chaque maillage, 

l'arbre Octree des points du maillage est calcule. Le premier cube qui delimitera 

l'espace represente sera toujours le parallelepipede englobant tout l'haltere. La Figure 

A.l represente le maillage et les arbres Octree obtenus pour ce maillage et les deux 

maillages issus de deux raffinements successifs. Les cubes noirs contiennent 7 ou 8 

noeuds, les cubes bleus 5 ou 6 noeuds, les cubes rouges 3 ou 4 noeuds et enfin les cubes 

jaunes 1 ou 2 noeuds. Les cubes ne contenant aucun noeud ne sont pas representes. Ainsi 

les renfoncements observes sur cette geometrie doivent pouvoir etre visibles sur l'arbre 

Octree, car aucun noeud ne devrait se trouver dans ces zones. 

Figure A.1 Exemple d'arbres Octree realises sur une serie de maillages 
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On constate que si le maillage est trop grossier, ce n'est pas possible de reconnaitre la 

geometrie initiale. En effet, sur la premiere figure, le renfoncement qui devrait etre vide 

de noeuds est occupe par deux cubes contenant quelques noeuds, tous places au bord du 

cube. Mais en raffinant le maillage, les cubes sont divises, leur taille est en moyenne 

plus petite, la discretisation est done plus precise. Les espaces sans noeuds sont alors 

occupes par des cubes ne contenant aucun noeud, done invisibles sur la representation. 

A.3 Interpolation en un point P 

Pour interpoler la solution sur tout le maillage 2, chaque noeud du maillage 2 va etre 

traite l'un apres l'autre, pour calculer sa solution interpolee. Une fois developpe le 

processus d'interpolation en un point P quelconque du domaine, il suffit done de 

l'utiliser pour tous les noeuds du maillage 2. 

On cherche done a interpoler la solution sur un point P du domaine. Pour cela, il faut 

trouver l'element du maillage 1 a l'interieur duquel se trouve le point P. 

On commence par chercher dans quel cube du decoupage en Octree du maillage 1 se 

situe le point P. Ainsi, on pourra trouver les elements qui sont proches de ce noeud, et 

done plus susceptibles de le contenir. 

Alsorithme de recherche du cube contenant le point P 

II faut parcourir le tableau Octree de l'arbre du maillage 1, en commencant par le 

premier cube (premiere ligne du tableau). Si le point n'est pas a l'interieur de ce cube, 

on passe au cube suivant. Si le point est a l'interieur de ce cube, on regarde si ce cube a 

ete coupe. Si oui, alors on reprend ralgorithme au premier de ses fils. Sinon, 

ralgorithme est termine, on a trouve le cube de l'Octree final contenant P. 



164 

Identification des elements voisins du point 

Une fois ce cube identifie, on dresse la liste des nceuds du maillage 1 presents dans ce 

cube. Ces noeuds constituent la base de depart pour la recherche de I'element. On 

cherche ensuite tous les elements s'appuyant sur un de ces nceuds. Pour cela il faut 

disposer d'une connectivite nceud vers element du maillage 1. Celle-ci peut etre 

construite de la meme maniere que pour 1'algorithme de raffmement de maillage. Une 

fois obtenue la liste de ces elements, on les teste un par un pour savoir si le point se situe 

a l'interieur. 

II peut arriver qu'aucun de ces elements ne soit le bon. Dans ce cas, on elargit les 

recherches aux elements voisins (element de la « couronne »). Pour cela, on dresse la 

liste des noeuds sommets des elements deja testes, en excluant les noeuds qui etaient 

initialement dans le cube. A partir de ces nouveaux noeuds, on liste les elements qui s'y 

appuient, sans les elements deja testes. Ces elements seront les nouveaux elements a 

tester. Si le point n'est contenu par aucun de ces elements, alors on peut supposer que le 

noeud est a l'exterieur de l'enveloppe convexe du maillage 1. 

Interpolation de la solution au point 

Une fois trouve I'element contenant le point P, il faut interpoler la solution en ce point. 

Pour cela, on reprend les fonctions d'interpolation Nk presentees ci-dessus. La solution 

de P est donnee par : 

(6.3) 

UP 

VP 

Wp 

Pp 

Ui 

Vi 
wx 

P\ 

u2 

v2 
w2 

Pi 

u3 

v3 

w3 

P3 

u4 

v4 
w4 

A 

Nx 

N2 

N3 

N4 
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Avec : Up, Vp, Wp et Pp : les solutions en vitesse et pression au nceud P 

Ui, Vi, Wi et Pi : les solutions au nceud 1 (idem pour les nceuds 2, 3 et 4) 

Ni, N2, N3 et N4 : les fonctions d'interpolation 

A.4 Cas particuliers et remarques 

Si le cube ou se situe le point ne contient aucun nceud, alors on remonte au cube pere de 

ce cube, et on cherche parmi les fils de ce cube pere, un cube contenant au moins un 

noeud. Ce nouveau cube et le cube trouve initialement resultant du decoupage d'un 

meme cube, le point de ne sera pas situe trop loin de ce nouveau cube. 

Si le point est a l'exterieur de l'enveloppe convexe du maillage 1, alors on ne trouvera 

aucun element du maillage 1 le contenant. Mais les solutions peuvent etre extrapolees a 

partir de 1'element le plus proche. On a alors deux possibilites : 

Soit on impose des vitesses nulles et on extrapole uniquement la pression, car 

comme il s'agit en general d'une paroi, la vitesse doit y etre nulle. 

- Soit on extrapole toutes les solutions (vitesse et pression) et la condition limite de 

vitesse nulle a la paroi ecrasera cette valeur extrapolee si besoin. 

Pour determiner quel element est le plus proche du point, il faut se fixer une norme de 

distance entre un point et un tetraedre. La distance choisie dans cet algorithme est egale 

a la distance entre le point P et le centre de gravite de 1'element. 

En testant cet algorithme, on remarque que l'etape de creation de l'arbre Octree du 

premier maillage est tres rapide. L'etape prenant le plus de temps est 1'interpolation de la 

solution sur le second maillage. De plus, lorsqu'un point du second maillage est situe a 

l'exterieur du domaine geometrique defini par le premier maillage, alors 1'extrapolation 

de la solution sur ce point est tres couteuse, car il faut parcourir tous les elements du 

premier maillage pour identifier 1'element le plus proche de ce point 
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La limite du nombre de noeuds par cube a ete fixee a 8 noeuds. Si on augmente ce chiffre, 

alors l'arbre Octree contiendra au final moins de blocs, et sa construction sera done plus 

rapide. Mais lorsqu'on voudra interpoler la solution en un point P, on trouvera un plus 

grand nombre de noeuds voisins a P et on aura done un plus grand nombre d'elements a 

tester. 

Lorsque le maillage n'est pas assez fin, on a vu que l'Octree etait beaucoup moins 

precis. De plus, un point P ou on souhaite interpoler la solution pourra se trouver dans 

un cube de grande taille dont les noeuds sont finalement tres espaces du point P, par 

exemple separes de P par un trou dans la geometrie (comme le renfoncement de 

l'haltere). La recherche de l'element contenant P sera alors plus difficile. Finalement, cet 

algorithme de recherche est done plus efficace quand le maillage est relativement fin. 


