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RESUME

Le but de cette étude est de mettre en place une procédure de calcul pour la prédiction de
I’écoulement du sang dans I’artére carotide. En effet, cette partie du corps humain est un
lieu conmu de formation de plaques athéromateuses responsables de nombreux
problémes vasculaires, et on souhaite évaluer les conséquences sur 1’écoulement dans

cette région, de ’utilisation d’une assistance ventriculaire a débit continu.

L’écoulement du sang est régi par les équations de Navier-Stokes incompressibles. Ces
équations sont discrétisées par la méthode des éléments finis. Pour pouvoir utiliser
I’élément P1P1, considéré comme instable, il faut stabiliser les équations par les
méthodes SUPG et PSPG, puis ajouter une stabilisation sur la constante

d’incompressibilité.

Dans un premier temps, on développe un estimateur d’erreur a posteriori de type
Zienkewicz et Zhu, pour évaluer I’erreur en vitesse sur des simulations d’écoulements.
Pour étudier I'efficacité de I’estimateur d’erreur, on réalise des tests sur des géométries
2D et 3D pour calculer, dans différentes situations et avec différents éléments, le taux de
convergence de I’estimateur d’erreur a posteriori. Ce taux de convergence correspond a
la pente de la droite logarithmique représentant I’erreur en fonction de la taille
caractéristique des éléments. Pour pouvoir réaliser ces études, on développe un

programme de raffinement global de maillage en 2D et en 3D.

L’estimateur d’erreur permet aussi de mettre en place une procédure de subdivision
adaptative de maillage. En effet, I’erreur estimée sur chaque élément est comparée a une
erreur cible élémentaire, tous les éléments présentant des erreurs trop importantes sont
subdivisés en quatre triangles pour les maillages 2D ou en huit tétraédres pour les
maillages 3D. Lors de la subdivision des éléments, il faut également prendre en compte

les éléments voisins qui doivent aussi €tre coupés pour obtenir un maillage conforme. A
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chaque étape de la subdivision adaptative, 1’erreur cible peut étre fixée de différentes
maniéres : 1’utilisateur peut choisir une erreur cible absolue ou une erreur cible relative
(Uerreur cible est définie comme un pourcentage de la norme de la solution), ou encore
il peut choisir ’erreur totale qu’il souhaite sur le prochain maillage en pourcentage de
I’erreur sur le maillage précédent (Réduction d’Erreur). On a testé la procédure de
subdivision adaptative sur différents cas 2D et 3D, afin d’apprécier les apports de cette
méthode par rapport au raffinement global du maillage. On constate alors que les

paramétres optimaux pour le calcul de I’erreur cible varient d’un probléme a un autre.

Toutes ces techniques sont enfin appliquées au cas de la simulation de 1’écoulement du
sang dans la bifurcation de la carotide. Aprés une revue bibliographique des travaux
réalisés sur cette bifurcation, on simule I’écoulement du sang sur une série de maillages
3D homogénes de la carotide. Les résultats obtenus permettent de retrouver
I’écoulement observé lors d’études expérimentales effectuées sur un modéle en silicone.
Certaines zones de la carotide semblent étre plus propices a la formation de plaques :
elles présentent un faible taux de cisaillement pariétal et correspondent a une zone de
recirculation du sang. On constate qu’en modifiant la répartition de débit entre les
artéres interne et externe, ces parameétres changent de maniére significative pouvant ainsi
entrainer la formation de plaques dans de nouvelles zones plus étendues, par exemple

aux environs de la paroi extérieure du début de 1’artere interne.

Enfin, on applique la procédure de subdivision adaptative au cas de la bifurcation de la
carotide, en partant d’un maillage grossier de celle-ci. Les méthodes de raffinement ne
permettent cependant pas d’obtenir un maillage optimal pour la carotide, car la
subdivision d’un tétraédre en huit entraine une forte augmentation du nombre de nceuds.
En conclusion, les méthodes de raffinement local sont efficaces lorsque les gradients de
vitesse varient suffisamment sur le domaine, ce qui n’est pas le cas dans la bifurcation

de la carotide.
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ABSTRACT

The subject of this master thesis is the numerical simulation of steady incompressible
viscous flow in the human carotid. This artery and more specifically its bifurcation is a
well known site of chronic atheromatous plaque formation. These plaques may either
grow slowly leading to stenosis or may suddenly rupture causing instantaneous
thrombus formation. In the carotid artery, this last event may yield permanent brain
damage or death. Steady flow in the carotid artery occurs when the human heart,
suffering from chronic heart failure, undergoes implantation of a continuous flow
ventricular assist device. Abnormal wall shear stress, pressure and low washout regions

may occur, which in turn could trigger plaque formation and growth.

A P1-P1 stabilized SUPG/PSPG/CONT finite element method was used to approximate
the incompressible Navier-Stokes equations. Blood flows were simulated at Reynolds
320 for different but plausible outflow conditions corresponding to normal and abnormal
flow separation at the carotid bifurcation. A sequence of nine grids was used to ascertain
grid independence with a Zienkiewicz-Zhu a posteriori error estimator. These
simulations agreed with experimental measurements obtained from fluid flow within a
silicon model of the carotid. A time-resolved stereoscopic PIV test rig generated these

experimental flow measurements.

The Zienkiewicz-Zhu (ZZ) a posteriori error estimator was tested on 2D and 3D simple
geometries with manufactured solutions. A global mesh refinement was used to generate
a sequence of imbedded elements to yield a constant ratio of 2 between the old mesh and
the new one. Our numerical experiment showed that the convergence rate obtained with
the ZZ estimator agreed very well with the theoretical values for the velocity error

estimates. These numerical experiments also showed the effect of geometrical
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singularities on the convergence rate for polygonal domains. This detrimental effect is

local and reduces the efficiency of the estimator to near wall elements.

To reduce the number of grid points, an adaptive subdivision process was implemented
and tested. Coupled with the ZZ error estimator it selects the elements to be subdivided
thus, in theory, reducing the number of points required to obtain grid independent
solution. In 2D this technique was used with success on both manufactured and
numerical solutions. However in 3D, this process was successful only for the

manufactured solution and unsatisfactory when applied to the carotid flow problem.



X

TABLES DES MATIERES
REMERCIEMENTS ....o.ouoevuisunssasssessecsssssesssassesssssssssssssasssnssssssssssssasssassssssassssssssssens v
RESUME.......ooooetesrensesrsesessesnssssssssssesssssssesssssassssssessssssessesssesnassasssssssssssessssssssssssssasssssses \Y
ABSTRACT wuueeersrncnsessessessssssssmssssssssssssssssssnssssnssassssssassassassssssassasssessessassessessanss \% 1
TABLES DES MATIERES.... cessesasss st ssssnesasssa s s s s saes s esEeres IX
LISTE DES TABLEAUX ..cu.coucuiuneeesecssesssessessesssossssssmessesssssssssssssssasssssessssssasssesses XII
LISTE DES SIGLES ET ABREVIATIONS ......coovvenmurnssessssssseasssasssessssssesssssesass XVII
LISTE DES ANNEXES .oovesssevrvessassrsesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssmssssssssssssss XXI
INTRODUCTION.....ccuemurrsernsssessssssssssessscssesssossesssssssessessesssssssasssssssessssssnssssassssssssssanses 1

CHAPITRE 1 REVUE BIBLIOGRAPHIQUE SUR LA SIMULATION DE
L’ECOULEMENT DU SANG DANS LA BIFURCATION DE LA CAROTIDE ....3

1.1 HISTORIQUE .....oooimiiiiiiieieceiee ettt es e abe et es e e e s e e enneaneaneas 3
1.2 CHOIX DE MODELISATION .......ccuiiiiiiiuiiieieeeiieeteeseeesenseseeseseeneanseesesneeseeneansensenee 5
L.2.1 VISCOSIE ..ot ae e essa e e e esaeenneenns 5
1.2.2  Conditions IMILES ..........cooiiiiiiiiiiiii et 11
1.2.3 Ratiode débits..........cocoooiiiiieicieeeeeee e 14
1.3 CHOIX NUMERIQUES....... . ettt et et eeee e e e eaae s enae e nnaan 15
1.3.1 Meéthode de réSolution..............c.ccooieiiiiiieiiieee e 15
1.3.2  Discrétisation SPatiale ..................ccoocoioiiioiiiieiicieeeeeee e 15
1.3.3 Discrétisation temporelle .....................cooooiiiiiiiiii e 16
1.4  VALIDATION DES RESULTATS ...ttt ettt et e e e e e e e 17
1.5  CHOIX POUR CETTE ETUDE .......ooitiiiiiiiiieiieie ettt ettt oo 17
CHAPITRE 2 EQUATIONS DE NAVIER-STOKES ET STABILISATION......... 20

2.1  EQUATIONS DE NAVIER-STOKES ......oooeoeeeteee e eeeeeeeeeeeeesess s e s seeeeeeeeeeene 20



2.1.1 Formulation générale ..................cooooiiiiiiiii e 20
2.1.2 Forme faible .......coooiiiiiii s 22
2.2 CHOIXDES ELEMENTS ......ooiiiiiiiiiiiiee ettt ettt ettt ee e e ee e 24
2.2.1 Polynémes d’interpolation de Lagrange et éléments de référence............... 24
2.2.2 EIEment MINT @0 2D ..o 25
22.3 Elément Taylor-Hood en 2D ............coocooiiioooiooeeeeeeeeeeeeee 26
224 EIEMent P1-P1 en 2D .o..ooooiiooiocieeee e 27
2.2.5 EIEMent P1-P1en 3D .......oooooieceeeeeeeeeeeeee oo 28
2.3 STABILISATION DES EQUATIONS .....c..oouiitiritiiinitetieiteitenteieneeieseceseeee e see e e eees 29
2.3.1 Méthodes de stabilisation................cccooiiiiiiiiiiiii e 29
2.3.2 Définition des fonctions de stabilisation .................cccoooeiiiiniiiiiii 32
2.3.3 Définitionde la longueur h ... 34
24 OUTILS NUMERIQUES ..ottt e et e e s e s e naeaeeaeeens 37
CHAPITRE 3 ESTIMATION D’ERREUR A POSTERIORI ......covvssssssssnssnssssssssen 38
3.1 ESTIMATION DE L’ERREUR SUR LA SOLUTION NUMERIQUE ............ccccceooeiiia.n. 38
3.1.1 Utilisation d’une solution approchée .........................ocoooiiiiii, 38
3.1.2 Calcul des coefficients iNCONMUS ..............ocoeuiiirioiieeniiee e 40
3.1.3 Reconstruction de la solution enrichi€..................ccoeirieireieniiienieeeiieene. 45
3.1.4 Taux de convergence de I’estimation d’€rreur...............ccccceeceeeereierieenennen 47
315 EIrur Cible.......ooioiieiieie e 51
3.2 ETUDE DU TAUX DE CONVERGENCE PAR LA METHODE INTEGRALE.................... 53
3.2.1 Solutions manufacturées 2D ..............coooiiiiiiiii 53
3.2.2 Solutions non manufacturées 2D ...............cooveiiriieiii e 64
3.2.3 Solution manufacturée 3D ..........c..ccoiiiieiiiiii e 72
CHAPITRE 4 SUBDIVISION ADAPTATIVE DE MAILLAGE.....uccinninseicansens 76
4.1 RAFFINEMENT DE MAILLAGE.......ccucteiiiiitiinieeiceitee e eieeeeaeeeesnee e eaeenine e 76
4.1.1 Meéthode de raffinement de maillage..............coccooviiiiiiiniiec e 77

4.1.2 Raffinement global.............ccooiiiiiiii e 79



xi

4.1.3 Principe de la subdivision adaptative.................cccooooeiiiiiiieeiieeeeeeee 84
4.1.4 Raffinementlocal...............cooooiiiiiiii e 85
42 TEST DU RAFFINEMENT LOCAL 2D ..o, 95
42.1 Présentation du premier probléme ................c.coooiiiiiiiiiii 95
422 Comparaison du raffinement local de EF5 et de Comsol ........................... 97
4.2.3 Série de raffinements locaux avec EFS5 ..o 100
4.2.4 Raffinement local sur une géométrie 2D plus complexe.............cccco......... 103
43 TEST DU RAFFINEMENT LOCAL 3D oot 113
43.1 Présentation du probléme................ccooooiiiiiiiiiiiiic e 113
4.3.2 Raffinement local par Réduction d’Erreur.................cocoooiiiiiiininiiee 114
4.3.3 Série de maillages raffiné€s...............ocoooiiiiiiiiii s 115

CHAPITRE 5 SIMULATION DE L’ECOULEMENT DU SANG DANS LA

CAROTIDE ......ciiieerrrircssresesesescssscsssesssassssssssssssssssssssssssssssssnane 117
5.1 ASSISTANCE VENTRICULAIRE ..ottt 117
52 GEOMETRIE DE LA BIFURCATION DE LA CAROTIDE ... 119
53 RESULTATS EXPERIMENTAUX ..ot 120

5.3.1 Dispositif expérimental..............c.occoeeiiiiiiiiiiiiiei e 120
5.3.2  MeESUTES PV ..o e ettt ee e e e e 121
5.3.3  RESUIALS ... e ettt 123
54 SIMULATION NUMERIQUE ..ottt oot ee e eeee e e ae e e e eeneaeeanns 124
5.4.1 Choix de MOdEIISAtION ....ooooi i eeeaeen 124
542 Premi€re SErie de CalCULS ... ..o e 125
5.4.3 Deuxieme SETIE e CAlCULS ...ouriiiie et eeeeeeeeeee e e e eeeeeeeeaeeeseereeeeeeaeens 139

CONCLUSION. .o ccrseesssssererssosessassssesssssassssssssssssssssssssssssssssssssssasssassossssssssssssnssssssassnssssss 144

RECOMMANDATIONS . ..t tteeteeceiereeseesesesessssesssssessssssssenssssessssssssssssssosssssssssssssassssssess 149

REFERENCES ....oveeeeneeeeesscaesesssesssnsssssnssmasssssssssasssssssssssssssssssssssssssssassnssessssassssssass 151

ANNEXES ... iintiininitinniintestiessinssssiessesssssssssssssssssssssesssessansssssasssaasssssssssasssassssessase 158




Tableau 1.1
Tableau 2.1
Tableau 2.2
Tableau 2.3
Tableau 2.4
Tableau 3.1
Tableau 3.2
Tableau 3.3
Tableau 3.4

Tableau 3.5

Tableau 3.6

Tableau 3.7

Tableau 3.8

Tableau 3.9

Tableau 3.10

Tableau 3.11

Tableau 3.12

Tableau 3.13
Tableau 5.1
Tableau 5.2

xii

LISTE DES TABLEAUX
Ratios de débit rencontrés dans la littérature ..................ccoooeiiiiinne 15
Polyndmes d’interpolation de Lagrange pour I’élément MINI................ 25

Polynémes d’interpolation de Lagrange pour I’élément Taylor-Hood....26
Polynomes d’interpolation de Lagrange pour I’élément P1-P1 en 2D ....27
Polyndmes d’interpolation de Lagrange pour I’élément P1-P1 en 3D ....28
Taux de convergence théoriques pour les différents types d’élément .....49
Taux de convergence de 1’estimation d’erreur (Blasius) ......................... 57
Taux de convergence de I’estimation d’erreur (Smith-Hutton)............... 60
Taux de convergence de 1’estimation d’erreur (Smith-Hutton), élément
PI-P1 StabiliS€.........ccooiiiiieeiiit et 62
Taux de convergence de 1’estimation d’erreur pour le probléme de Smith-
Hutton appliqué au canal avec des trous carrés ...............ccccooeeeveirnnn. 63
Taux de convergence de I’estimation d’erreur pour le probléme de Smith-
Hutton appliqué au canal avec des trous rond.................c..coooooiiiini. 64
Taux de convergence de I’estimation d’erreur pour I’écoulement dans un
CaNal AVEC tTOUS CAITES ........ooouieiiiiiiiieii et ea e e 67
Taux de convergence de 1’estimation d’erreur pour I’écoulement dans un
canal avec trous TONAS ..........cocceiieiieiiieeece et eee 67
Taux de convergence de I’estimation d’erreur pour I’écoulement dans un
canal avec trous carrés ou ronds pour I’élément P1-P1 stabilisé ............. 68
Taux de convergence des trois parties pour le canal avec trous carrés....70

Taux de convergence des trois parties pour le canal avec trous ronds.....70

Tableau récapitulatif des taux de convergence sur les deux canaux........ 71
Taux de convergence de ’estimation d’erreur (Smith-Hutton 3D)......... 75
Valeurs caractéristiques de référence et expérimentales....................... 121

Taille des problémes pour les neuf maillages de la premiére série........ 126



Figure 1.1
Figure 1.2
Figure 2.1
Figure 2.2
Figure 2.3
Figure 2.4
Figure 2.5
Figure 2.6
Figure 2.7

Figure 3.1
Figure 3.2
Figure 3.3

Figure 3.4

Figure 3.5
Figure 3.6
Figure 3.7
Figure 3.8
Figure 3.9
Figure 3.10
Figure 3.11
Figure 3.12
Figure 3.13
Figure 3.14

Xiii

LISTE DES FIGURES

Mode¢le de bifurcation de la carotide.................coocoeiieiiiiiiiee e, 5
Evolution de la contrainte de cisaillement avec le taux de cisaillement....7
Triangle de référence en 2D et tétraédre de référence en 3D.................. 24
Nceuds en vitesse et en pression associés a 1’élément MINI.................... 25

Noeuds en vitesse et en pression associés a I’élément Taylor-Hood........26

Nceuds en vitesse et en pression associ€s a I’élément P1-P1 2D ............. 27
Nceuds en vitesse et en pression associés a I’élément P1-P1 en 3D ........ 28
Représentation de t° en fonction du nombre de Reynolds....................... 33

Variation de hygy avec I’orientation du vecteur de vitesse pour deux

triangles différents.................ccoooe i 36
Cellule associée a un nceud, pour un élément MINI ou Taylor-Hood .....39
Définition d’une boite entourant la cellule..............c.cooooiiiiiiiiiiin. 41

Sélection des points d’interpolation, pour des éléments de type MINI ou

Taylor-HOOd............oooiiiiii ittt s 46
Exemple de répartition des interpolations (toutes les cellules ne sont pas

traitées sur le deSSIn) .........ooooovviiiiireii i 47
Subdivision d’un élément 2D en quatre éléments...............ccccccoerevrennnnn. 50
Subdivision d’un élément 3D en huit éléments ...............ccceerveeereeenennnn. 50
Exemple des deux premiers maillages du domaine carré ....................... 54
Profil de u obtenu pour le probléme de Blasius.........c.cocceevniniincnnenn. 56
Estimation d’erreur (probléme de Blasius), élément MINI .................... 56
Estimation d’erreur (probléme de Blasius), élément Taylor-Hood.......... 57
Vecteurs vitesses pour une solution au probléme de Smith-Hutton ........ 59
Estimation d’erreur (probleme de Smith-Hutton), élément MINI ........... 59

Estimation d’erreur (probléme de Smith-Hutton), élément Taylor-Hood60

Estimation d’erreur (probléme de Smith-Hutton), élément P1-P1 stabilisé



Figure 3.15
Figure 3.16
Figure 3.17
Figure 3.18
Figure 3.19
Figure 3.20

Figure 3.21
Figure 3.22
Figure 3.23

Figure 3.24
Figure 3.25
Figure 3.26
Figure 4.1
Figure 4.2
Figure 4.3
Figure 4.4
Figure 4.5
Figure 4.6
Figure 4.7
Figure 4.8
Figure 4.9
Figure 4.10
Figure 4.11
Figure 4.12
Figure 4.13
Figure 4.14
Figure 4.15

Xiv

Maillage initial du canal avec des trous Carrés.............oocoeoirinerinieeeen. 63
Maillage initial du canal avec des trous ronds ..........c...ccccceneniencnicinnces 63
Profil de la vitesse axiale u dans le canal avec trous carrés..................... 65
Profil de la vitesse axiale u dans le canal avec trous ronds...................... 66
Profil de la pression p dans le canal avec trous carrés.............c.ccceenenee. 66

Séparation du domaine du canal avec trous catrés en trois sous-domaines

Erreurs estimées dans le canal avec trous carrés, €lément Taylor-Hood .69
Erreurs estimées dans le canal avec trous ronds, élément Taylor-Hood..69

Modification de la géométrie lors du raffinement du maillage par Comsol

.................................................................................................................. 72
Maillage initial du cube.............ccooiiiiiiiiii e 73
Vecteurs vitesses pour une solution au probléme de Smith-Hutton 3D ..74
Estimation d’erreur pour le probléme de Smith-Hutton 3D ................... 75
Numeérotation des éléments et des éléments duborden 2D.................... 78
Numeérotation des éléments en 3D ...........ccooooiiiiiiiiiiii e 79
Principe de subdivision d’un élémenten 2D.......................... 79
Tétraedre subdivisé en huit tétraédres fils..................ccoooiiniiinn. 80
Création d’une connectivité inverse, Sommets vers Eléments ............... 81
Principe du processus de subdivision adaptative ..................ccccocoveien. 84
Propagation de la coupe d’un élément 2D a ses voisins ...............cco...... 86
Coupe 1 d’un élément 2D ..............ocoeeimiiiniiieeee e 88
Coupe 2d’ unélément 2D ................coooiiiiiieeeeeee e 88
Coupe 3 d’un élément 2D : deux possibilités de coupe...............cococu.... 88
Six arétes coupées : coupe 1 de I’élément 3D ... 91
Trois arétes coupées sur une méme face : coupe 2 de 1’élément 3D........ 91
Deux arétes coupées sur une méme face : coupe 2 de I’élément 3D ....... 92
Une seule aréte coupée : coupe 3de I’élément 3D .............................. 92
Probléme de Smith-Hutton a I’ordre 9 : norme de la vitesse.................... 96



Figure 4.16
Figure 4.17

Figure 4.18

Figure 4.19
Figure 4.20
Figure 4.21
Figure 4.22
Figure 4.23

Figure 4.24

Figure 4.25
Figure 4.26

Figure 4.27
Figure 4.28

Figure 5.1
Figure 5.2

Figure 5.3
Figure 5.4
Figure 5.5
Figure 5.6
Figure 5.7
Figure 5.8

XV

Maillage initial a 100 éléments du carré ...............ccovveiivinnccocrne. 97

Comparaison du maillage EF5 (gauche) avec le maillage Comsol obtenu

par la méthode 1 (droite)..........cooeviirieiiieiiet e 08
Comparaison du maillage EF5 (gauche) avec le maillage Comsol obtenu

par la méthode 3 (Aroite)..........cooveeoerieieiei e 99
Cing étapes de raffinement global (Smith-Hutton a ’ordre 9) .............. 101
Sept étapes de raffinement local (Smith-Hutton a ordre 9)................. 101
Comparaison des erreurs obtenues (Smith-Hutton a 'ordre 9) ............. 102
Géométrie de la carotide 2D, maillage initial et conditions limites....... 104

Estimation d’erreur sur la carotide 2D (raffinée par Réduction d’Erreur)

............................................................................................................... 105
Comparaison de I’erreur obtenue sur le maillage raffiné avec I’erreur

cible (par Réduction d’Erreur) .............cccoooooiiieiieniec e 108
Etude de la propagation de la subdivision des éléments......................... 109

Séquence de maillages par raffinement local de la carotide 2D (Réduction
d’Erreur, parametre=100%0) ............ccoririiiiiieieeeieeee e 112
Erreurs estimées pour le probléme de Smith-Hutton 3D a I’ordre 10....114
Séquence de maillages par raffinement local du cube pour le probléme de
Smith-Hutton 3D a I’ordre10 (Réduction d’Erreur, paramétre=70%)...116
Exemple de dispositif d’assistance ventriculaire ...............ccoccoeeeeeneenen. 118

Modele de bifurcation de la carotide utilisé pour les mesures

expérimentales et les simulations nUMEriques ................cccoocoeeeeeieneenne.. 119
Modele de carotide en Silicone................coovvieieiiieeiieiece e 120
Comparaison des fenétres d’acquisition aux deux instants.................... 122
Principe de fonctionnement des mesures PIV ... 123
Géométrie de la bifurcation de la carotide et conditions limites............ 125
Visualisation de la densité des maillages de la carotide ....................... 127

Erreurs estimées sur la carotide pour un ratio normal de débit

TCTECTTO/30 ...ttt 128



Figure 5.9

Figure 5.10

Figure 5.11

Figure 5.12

Figure 5.13

Figure 5.14

Figure 5.15

Figure 5.16

Figure 5.17

Figure 5.18

Figure 5.19
Figure 5.20

Figure 5.21
Figure 5.22
Figure A.1

XVi

Erreurs estimées sur la carotide pour un ratio anormal de débit
TC/ECT30/T70 ...t e 129
Comparaison des profils de vitesse de la simulation numérique sur le
premier maillage, avec les résultats expérimentaux (ratio 50/50) ......... 130
Comparaison des profils de vitesse de la simulation numérique sur le
huitiéme maillage, avec les résultats expérimentaux (ratio 50/50)........ 130
Comparaison des profils de vitesse obtenus sur le huiti¢me maillage pour
différentes valeurs du ratio de débit.................ccoooieiiiiiiiiie 132
Comparaison des taux de cisaillement a la paroi (WSS) adimensionnés,

obtenus sur le huitiéme maillage pour différentes valeurs du ratio de débit

Identification des zones de recirculation (isosurfaces w<-0,003) sur le
huitiéme mMaTllAge ...........ooooooee oo 134
Zones de recirculation artificiellement créées a ’entrée de la carotide
To70) 01111 111 1 1SR 135

Représentation des lignes de courant au niveau de la bifurcation pour un

1atio IC/EC = 70/30 ..ot 136
Représentation des lignes de courant au niveau de la bifurcation pour un
1atio IC/EC = 50750 ... .ottt s 136
Représentation des lignes de courant au niveau de la bifurcation pour un
1atio IC/EC = 30770t e 137
Distribution de pression sur les parois de la carotide...........c...c............. 138

Erreurs estimées sur la carotide 3D pour les différentes séries de maillage

................................................................................................................ 141
Raffinement local de la carotide au niveau de la section d’entrée.......... 142
Raffinement local de la carotide au niveau de la bifurcation................. 143
Exemple d’arbres Octree réalisés sur une série de maillages ................ 162



ax

CCA

EAC

Cc

Cck

Cer

ECA (ou EC)
EF5

Ck

ERC

f

F

Fusg,, Fvg

Fusy, Fvsg

LISTE DES SIGLES ET ABREVIATIONS

Aire de la section d'entrée du mode¢le de la carotide
Vecteur des coefficients a déterminer pour l'estimation d'erreur
Artére Commune de la Carotide (Commun Carotid Artery)
Tenseur du taux de déformation

Erreur de la solution sur tout le domaine

Erreur absolue cible

Erreur cible sur tout le domaine

Erreur cible élémentaire

Erreur cible relative

Artére Externe de la Carotide (Extern Carotid Artery)
Code maison de calcul par éléments finis

Erreur de la solution sur I'élément k

Erreur relative cible

Forces volumiques (ternes sources)

Fonctionnelle & minimiser

Termes sources pour le probléme de Blasius (2D)

Termes sources pour le probléme de Smith-Hutton (2D)

Fusy, Fvsy, Fwsy Termes sources pour le probléme de Smith-Hutton (3D)

Xvil



hUGN

I
ICA (ou IC)
IRM

L

LDA

PIV

PSPG

Pm

Re
RE

SUPG

Xviii

Taille caractéristique d'un élément

Taille caractéristique dépendante de la direction de I'écoulement
Tenseur métrique

Artere Interne de la Carotide (Intern Carotid Artery)

Imagerie par Résonance Magnétique

Longueur de référence

Anémométrie Laser a effet Doppler (Laser Doppler Anemometry)
Nombre d'éléments du maillage

Nombre de fonctions d'interpolation en pression

Nombre de fonctions d'interpolation en vitesse

Pression du fluide

Fonction test de la pression

Vecteur du triangle de Pascal

Taux de convergence de l'estimation d'erreur

Vélocimétrie par Images de Particules (Particle Image Velocimetry)
Pressure-Stabilizing Petrov-Galerkin
Taux de convergence théorique
Débit d'entrée de la carotide

Nombre de Reynolds

Réduction d'Erreur

Streamwise-Upwind Petrov-Galerkin



Up
Un
UsH, VSH, PSH

USH, VSH, WSH, PSH
\"

WSS

Xlocs Yloes Zloc

Xmoy, Ymoy, Zmoy

Xp, Ypr, Zp

I
At

Ak

X1X

Temps

Vecteur vitesse de I'écoulement

Fonction test de la vitesse

Solution approchée

Composante horizontale de la solution de Blasius

Solution numérique

Solutions manufacturées du probléme de Smith-Hutton (2D)
Solutions manufacturées du probléme de Smith-Hutton (3D)
Vitesse de référence

Taux de cisaillement a la paroi (Wall Shear Stress)
Coordonnées locales

Coordonnées moyennes

Coordonnées d'un point P

Taux de cisaillement

Frontiére du domaine avec conditions de Neumann
Intervalle de temps

Ratio de l'erreur de 1'é1ément k sur 'erreur cible élémentaire
Viscosité dynamique

Viscosité dynamique du sang humain a 37°C

Viscosité cinématique



TSUPG
TPSPG

TCONT

v
Il

I lo,c2

I o

Masse volumique (ou densité)

Tenseur des contraintes

Taux de stabilisation

Taux de stabilisation SUPG
Taux de stabilisation PSPG
Taux de stabilisation de la contrainte d'incompressibilité

Domaine d'étude

Opérateur gradient
Norme

Norme L2

Norme Energie

XX



xxi

LISTE DES ANNEXES

ANNEXE 1 INTERPOLATION DUNE SOLUTION SUR UN MAILLAGE

INDEPENDANT ......ooiimmiriiimtnreesiseseesesesssssssesesess et ssesssessss e sees s seeese 158
Al Comment savoir si un point P est a I’intérieur d’un élément E?..................... 159
A2 Construction de 1’arbre OCtree. ..........oooieiieeiieiieiee e 160
A3 Interpolation en un point P.. ... 163

A4

Cas partiCuliers €t TEMATQUES. ..........coeoveerieereeieeeeie e eeeeveeereeee e eeae e erneeeeas 165



INTRODUCTION

La bifurcation de la carotide est depuis quelques années le sujet de nombreuses études.
En effet, des plaques athéromateuses peuvent s’y développer, provoquant parfois une
obstruction compléte de I’artére amenant le sang du cceur au cerveau. La géométrie de
’artére, la périodicité et 1’intensité de 1’écoulement sont des facteurs qui influencent la
distribution de I’intensité du cisaillement pariétal, jouant un réle dans la formation des
plaques. Suite a une thérapie, toute modification des paramétres de 1’écoulement peut
avoir des conséquences bénéfiques ou négatives. En particulier, si une assistance
ventriculaire a débit continu est implantée, I’amplitude de 1’écoulement est

considérablement réduite, ce qui modifie la distribution du cisaillement pariétal.

Le but de cette étude est de mettre en place une procédure de calcul pour la prédiction de
’écoulement du sang dans I’artére carotide. Pour atteindre ce but, les objectifs suivants
ont été fixés :

- Mettre en place et évaluer un estimateur d’erreur a posteriori

- Développer et tester une procédure de subdivision adaptative de maillage

- Effectuer des simulations 3D de 1’écoulement dans la carotide

- Comparer les résultats numériques a des mesures expérimentales

- Analyser les résultats numériques pour différentes répartitions de débit

Le chapitre 1 présente une revue bibliographique des études de 1’écoulement dans la
bifurcation de la carotide. La simulation numérique nécessite de faire des choix de
modélisation : conditions limites, type de fluide..., et des choix numériques :
discrétisation des équations, type d’éléments... Les différents choix possibles sont

présentés dans ce chapitre, ainsi que les choix finalement retenus pour cette étude.



Le chapitre 2 rappelle la formulation faible des équations de Navier-Stokes, et leur
discrétisation par la méthode des éléments finis. Il liste également les divers éléments
qui seront utilisés au cours de I’étude et explique les méthodes de stabilisation des

équations employées.

Le chapitre 3 décrit une méthode d’estimation d’erreur a posteriori et définit le taux de
convergence de cet estimateur. Quelques tests de 1’estimateur d’erreur sont présentés
pour des géométries 2D et 3D. Enfin, ce chapitre explique le principe de subdivision
adaptative du maillage a partir de 1’estimation d’erreur et présente différentes méthodes

pour déterminer I’erreur cible.

Le chapitre 4 décrit les algorithmes de subdivision du maillage pour les cas 2D et 3D.
Ces algorithmes sont testés sur des géométries 2D et 3D, pour valider leur efficacité

avant de les appliquer au cas de la carotide.

Le chapitre 5 présente les études réalisées sur la bifurcation de la carotide. On y décrit
d’abord la procédure expérimentale, puis on présente les résultats des simulations
numériques. Ces résultats sont validés par comparaison avec les résultats expérimentaux,
et on peut a nouveau évaluer ’efficacité de I’estimateur d’erreur. Enfin on applique les
méthodes de subdivision adaptative sur le cas de la simulation de 1’écoulement dans la

bifurcation de la carotide.



CHAPITRE 1
REVUE BIBLIOGRAPHIQUE SUR LA SIMULATION DE L’ECOULEMENT
DU SANG DANS LA BIFURCATION DE LA CAROTIDE

1.1  Historique

L’artére carotide est située dans le cou. Elle a pour role d’acheminer le sang du cceur
vers le cerveau et le visage. On observe la formation de plaques athéromateuses au
niveau de la bifurcation de la carotide commune, de la carotide interne et de la carotide
externe, la formation de plaques athéromateuses. A long terme, ces plaques peuvent
réduire le débit sanguin au cerveau ou se déloger et provoquer un accident vasculaire

cérébral.

L’écoulement dans la carotide a fait 1’objet de nombreuses études numériques et
expérimentales durant ces derniéres décennies, pour confirmer I’influence du
cisaillement a la paroi (Wall Shear Stress, WSS) sur la formation de ces plaques
athéromateuses dans la bifurcation de la carotide. Cette relation avait en effet déja été

constatée sur d’autres géométries.

Les premiéres études de la bifurcation de la carotide ont été réalisées par Bharadvaj et al
[1], [2] en 1982 et Ku et Giddens [3] en 1987. D’aprés 1’observation des chirurgiens, les
plaques athéromateuses ont tendance a se former au niveau de 1’artére interne de la
carotide, non loin de la bifurcation. Bharadvaj, Ku et Giddens ont donc étudié
I’écoulement du sang dans la carotide pour montrer que ’apparition de ces plaques

pouvait étre liée au taux de cisaillement sur la paroi. Pour cela, ils ont construit un



modele en verre d’une carotide moyenne, dimensionnée a partir de mesures sur des

patients (par angiographie).

En visualisant I’écoulement dans la carotide, ils ont constaté la présence d’une zone de
recirculation prés de la paroi extérieure de ’artére interne. Un écoulement axial inversé
leur est apparu comme un facteur possible d’apparition de plaques. Pour valider ces
observations, ils ont procédé a des mesures de vitesse par Anémométrie Laser a effet
Doppler (LDA) a différents endroits dans la carotide. Les taux de cisaillement a la paroi
ont été calculés a partir des vitesses mesurées, sous I’hypotheése d’un profil de vitesse

linéaire a proximité de la paroi.

IIs ont alors vérifié que la présence de plaque s’observait ou le WSS (cisaillement a la
paroi) est bas. De plus, ils ont émis ’hypothése que la formation de plaques pouvait
également étre favorisée par les oscillations de ce WSS au cours du cycle cardiaque, ou

encore par une forte pression sur la paroi.

Par la suite, des simulations numériques ont confirmé ces mesures expérimentales,
mentionnons entre autres les résultats importants obtenus par Perktold [4].
Généralement, la géométrie étudiée comprend 1’artére commune (CCA), une bifurcation
et deux arteres de sortie : 1'artére interne (ICA) et lartere externe (ECA). L’artére

interne alimente le cerveau en sang, tandis que 1’artére externe alimente le visage.

Dans cette étude, la géométrie est plus complexe, avec une seconde bifurcation au

niveau de la sortie externe.
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Figure 1.1  Mode¢le de bifurcation de la carotide

Pour que le modéle numérique soit représentatif de la réalité, certains choix de
modélisation s’imposent. Les premiers choix concernent :

- la modélisation du fluide : viscosité, rhéologie

- la modélisation de I’écoulement : conditions limites (entrée, sorties)
Enfin, il faut également choisir les méthodes numériques qui seront utilisées pour les

simulations.

1.2 Choix de modélisation

12.1 Viscosité

1.2.1.1 Fluide Newtonien ou non-Newtonien?

Le comportement visqueux d’un fluide peut étre représenté par I’évolution des

contraintes de cisaillement en fonction du taux de cisaillement :



o=f(7) (1.1)
Avec : o : la contrainte de cisaillement

Y : le taux de cisaillement

Le taux de cisaillement est défini comme le second invariant du tenseur de taux de

déformation D :

D:%(Vu+VuT) (1.2)

7=1f2Tr(D2) (1.3)

Le rapport entre la contrainte et le taux de cisaillement est appelée viscosité dynamique
p. Un fluide est dit Newtonien lorsque la contrainte de cisaillement est proportionnelle
au taux de cisaillement. La viscosité dynamique d’un fluide Newtonien est donc

constante.

Le sang est une suspension de globules rouges et blancs dans une solution aqueuse, le
plasma [5]. De part sa constitution, le sang est un fluide non-Newtonien, il a un
comportement rhéofluidifiant (« shear thinning ») : sa viscosité dynamique diminue

quand le taux de cisaillement augmente. Ce comportement peut étre visualisé en tragant

I’évolution de ¢ avec Y .



Sang: rhéo-fluidifiant

-
-~
.

> Y

Limite du comportement
Newtonien du sang

Figure 1.2 Evolution de la contrainte de cisaillement avec le taux de cisaillement

Le modéle newtonien est acceptable pour des écoulements a haut taux de cisaillement,
supérieur a 100s™', par exemple pour I’écoulement du sang dans de grosses artéres. Mais
ce modeéle n’est pas valide si le taux de cisaillement est de 1’ordre de 0.1 s, comme
c’est le cas dans les petites arteres [6]. Il faut alors utiliser un modéle non-Newtonien,
pour lequel la viscosité dynamique dépend du taux de cisaillement, permettant ainsi de

tenir compte du comportement rhéofluidifiant du sang.

Il est tout de méme courant d’utiliser un modéle de fluide newtonien (viscosité
constante) pour représenter 1’écoulement du sang dans les artéres [7], [8], [9], [10], [11],
[12], [13]. Dans ce cas, la viscosité du sang est prise égale a sa viscosité limite pour des
hauts taux de cisaillement. En régle générale, la viscosité dynamique et la masse

volumique du sang humain a 37°C valent:

u, =0.0035 Pa.s

1.4
o =1050 kg.m” (14



N

Certains auteurs préférent utiliser des modeles de fluides non-Newtoniens. Plusieurs
modéles ont été développés, chacun proposant une meilleure approximation du
comportement réel du sang pour une plage donnée du taux de cisaillement. Dans la suite,

le taux de cisaillement est toujours défini par la formule (1.3).
1.2.1.2  Modéle de Casson
Un des premiers modéles non-Newtoniens développé est le modéle de Casson. Ce

modeéle correspond bien a un fluide rhéofluidifiant avec une viscosité seuil po, la

viscosité dynamique s’exprime de la maniére suivante :

o]

Ce modele est utilisé entre autres par Perktold [4], pour reproduire le comportement non

ﬂ(7)=ﬂm+(ﬂo‘ﬂw) (15)

pas du sang, mais d’un fluide simulant le sang (avec un ratio viscosité/densité égal). Il a

imposé les valeurs suivantes pour les différentes constantes du modéle :

U, =0.1315Pa.s

i, =0.03Pa.s
b=1.7
a=03

Cependant, ce modele est valide uniquement pour un taux de cisaillement modéré, c’est-

a-dire inférieur 4 10 s [6].



1.2.1.3 Modeéle de Carreau-Yasuda

Le modéle de Carreau-Yasuda est trés semblable au modéle de Casson :

n-1
M:{H(M}) } W
/’10_/’100

I1 a été utilisé par Gijsen [14], qui compare les résultats de ses simulations numériques
avec des expériences réalisées sur une solution KSCN-X, reproduisant le comportement
du sang (avec un ratio viscosité/masse volumique égal). Il a donc ajusté les paramétres
du modele de Carreau-Yasuda pour retrouver les valeurs de viscosité mesurées sur cette
solution pour différents taux de cisaillement. C’est pourquoi la viscosité limite a haut
taux de cisaillement ne correspond pas directement a celle du sang :

M, =0.022Pa.s

4, =0.0022Pa.s

A=0.110s (1.8)

a =0.644

n=0.392

1.2.1.4  Modéle loi de puissance

Pour compenser la faiblesse du modéle de Casson pour des hauts taux de cisaillement, le
modele loi de puissance exprime la viscosité comme une puissance du taux de

cisaillement, voici un exemple de loi de puissance :

e {57

_ (1.9)
c=n-1+aq, ln(}/j
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Stroud [15] a préféré ce modéle a celui de Casson. Pour reproduire les données

expérimentales dont il dispose, il a choisi :

M, =0.0035Pa.s

n=0.28
K =1 (1.10)
a=0

Il considére que ce modéle est meilleur que le modele de Casson dans les régions
d’écoulement séparé. Il affirme que ce modele permet de mieux capturer les effets
secondaires du comportement non-Newtonien du sang pour un écoulement transitoire,
qui se traduisent par exemple par une légére modification du WSS moyen. Cependant,
Stroud ne donne pas plus d’informations sur ces effets secondaires, et fait référence a un

article qui n’est pas plus explicite.

1.2.1.5  Modéle de Herschel-Bulkley

Tu et Deville [6] proposent d’utiliser le modéle de Herschel-Bulkley qui utilise une
définition plus complexe de la viscosité dynamique en fonction du taux de cisaillement.
Selon eux ce modeéle est plus efficace que le modéle de Casson pour des faibles valeurs

du taux de cisaillement.

rz‘ AN .
%+K(}/) siy2y.
4

77 |= - 1 o (111)
Ty }/ }/ . - .
22— |+K|(2-n)+(n-1)= (}/C) siy<y,
L 7e Ve Ve

De plus en choisissant les bonnes valeurs pour les paramétres, ce modéle permet de
représenter au choix un fluide newtonien, un fluide de Bingham, ou encore le modéle de

loi de puissance. Mais Tu et Deville n’utilisent pas cette fonctionnalité dans leur article.
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122 Conditions limites

1.2.2.1 Vitesse d’entrée imposée

La plupart des auteurs imposent un profil de vitesse particulier en entrée de ’artére
commune de la carotide. Si cette entrée est cylindrique, alors il est possible d’appliquer
un profil parabolique ou de Poiseuille [7], [11], [14]. Ainsi, 1’écoulement est déja
pleinement développ€. D’autres chercheurs préferent imposer une vitesse uniforme dans
la direction normale a la section d’entrée, et annuler les deux autres composantes de
vitesse [13], [15]. Ils s’assurent par la suite que 1’écoulement devient pleinement
développé avant la bifurcation. Mais les études se font trés souvent sur des géométries
plus complexes, le plus souvent issues de mesures sur un ou plusieurs patients. La
section d’entrée n’est alors plus circulaire et le profil d’entrée imposé est généralement

issu de mesures in vivo [4], [10].

Une fois le profil de vitesse imposé en entrée, il faut appliquer les conditions aux limites
en sortie pour les deux artéres interne et externe de la carotide. Une premiére méthode
consiste a imposer une condition limite de type traction nulle sur les deux artéres de
sortie [7], [14], [15]. Dans ce cas, le niveau de pression est fixé en sortie. Il est
également possible d’imposer directement la pression en sortie, la pression aux nceuds
du plan de sortie sont alors définies égales aux valeurs de pression du plan intérieur
adjacent. C’est la solution choisie par Younis [13], pour son mod¢le résolu par la
méthode des volumes finis. Cependant cette méthode revient a imposer un gradient de
pression nul a la sortie, et on peut se demander si I’écoulement obtenu est bien physique
car cela revient a arréter ’écoulement au plan de sortie dans les artéres interne et
externe. Une autre solution consiste a imposer un profil de vitesse pleinement développé
en sortie de I’artére externe, et une condition de traction nulle pour I’artére interne [10],
[11]. De cette maniére le ratio de débit entre les deux artéres de sortie est facilement

controlé (voir section 1.2.3).
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1.2.2.2  Pression d’entrée imposée

Plut6t que d’imposer un profil de vitesse en entrée, on peut choisir d’imposer un profil
de pression [9]. En sortie, on impose alors des profils de vitesse pour les deux artéres

interne et externe.
1.2.2.3  Profils dépendant du temps

Dans le cas d’un calcul stationnaire, le profil de vitesse ou de pression imposé est
unique. Mais dans le cas de simulations transitoires, il faut imposer 1’évolution

temporelle du profil.

Les profils imposés en entrée doivent alors dépendre du temps. La plupart des auteurs
récupérent des profils issus de mesures in vivo (Doppler) afin de reproduire des

conditions physiologiques {4], [7], [8], [9], [11], [13], [15].

Le nombre de Womersley est un nombre adimensionnel permettant de décrire

I’importance des forces de viscosité. Il est trées utile dans le cas de simulations

Joli),
a=L |— 1.12
,, P (1.12)

Avec : L : une longueur de référence (par exemple le rayon de ’artére)

transitoires. Il est défini par :

p : la densité du fluide
u : la viscosité dynamique du fluide

o : la pulsation

Ce nombre de Womersley permet de reconstruire, a partir d’une vitesse moyenne, un
profil d’écoulement laminaire pulsé périodique pleinement développé dans une

géométrie proche de celle d’un tube circulaire. Ce profil s’écrit sous la forme d’une
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somme d’harmoniques faisant intervenir la fonction de Bessel et le nombre de
Womersley. Dans le cas d’un tube circulaire de diamétre D, ces harmoniques valent

[16]:

2 o
Jo|Pa—
AiT "( Dj int
u, (r,t)=Re oo ; -1 exp(ZﬂTJ (1.13)
Jo (1'2a)

Avec:  Re: la partie réelle
A, : Amplitude calculée a partir d’une vitesse moyenne (t)
Jo : Fonction de Bessel
D : diamétre du tube (D=2L)

T : période de I’écoulement (T=27tw)

Ce profil peut étre utilisé sur une géométrie plus complexe comme celle de 1’artére
commune. Perktold impose un profil d’entrée physiologique calculé avec un nombre de

Womersley de 4,8. Le nombre de Womersley du profil utilisé par Stroud vaut 5.

Moyle [17] a choisi d’étudier l'influence de [I’utilisation de conditions limites
simplifiées. A la place d’un profil d’entrée physiologique, il a donc imposé un profil de
Womersley, autrement dit le profil d’un écoulement pleinement développé dans un tube
droit, avec seulement le débit qui varie au cours du temps. Il a alors constaté que
I'influence de cette simplification est négligeable sur le champ de WSS a la bifurcation.
Il conclut que l'influence du choix du profil d’entrée est mois importante que la
précision de la géométrie, et qu’il est donc plus judicieux de passer du temps & obtenir

une géométrie précise, plutdt qu’a mesurer les trois composantes de vitesse en entrée.
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123 Ratio de débits

L’un des principaux enjeux des simulations numériques est de connaitre le ratio des
débits dans chacune des artéres de sortie. Une premiére approche possible consiste a

calculer ce ratio lors de la simulation en n’imposant aucun profil de vitesse en sortie

[13], [18].

Mais généralement le ratio est imposé pour la simulation, & partir de mesures
expérimentales sur des patients. Il suffit par exemple d’imposer un profil de vitesse en
entrée, et d’imposer en sortie de 1’artére externe un profil dont le débit est une fraction
du débit d’entrée [4], [7], [10], [11], [17], [19]. Le ratio est ainsi fixé. Il est aussi

possible d’imposer des profils de vitesse dans les deux artéres de sorties [9], [20].

De nombreux auteurs définissent un ratio de débit constant ICA:ECA entre les artéres
interne et externe [20], [21]. Une valeur classique qu’on retrouve dans différentes études

est 56:44 [7],[11].

Mais des mesures expérimentales par IRM sur des patients ont montré que ce ratio varie
au cours du cycle cardiaque [22]. Certains auteurs ont alors récupéré la variation de ce
débit grace a des mesures in vivo (Doppler ou IRM) pour faire varier le ratio au cours du
cycle cardiaque sur leurs simulations numériques transitoires [9], [19]. La valeur

moyenne du ratio ICA:ECA sur le cycle cardiaque vaut alors environ 75:25.
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Tableau 1.1 Ratios de débit rencontrés dans la littérature

% de débit
Auteurs Années Constante / Moyenne
Interne Externe
Bharadvaj et al 1982 Moyenne 70 30
Ku and Giddens 1987 Moyenne 70 30
Moore et al - 1998, 2003 Constante 56 44
Zhao et al 2000 Moyenne 75 25
Glor et al 2002 Constante 70 30
Augst et al 2003 Constante 48 52
Marshall et al 2004 Moyenne 70 26

1.3 Choix numériques

1.3.1 Méthode de résolution

La discrétisation des équations de Navier-Stokes peut se faire grace a la méthode des
volumes finis [9], [13], ou bien par la méthode des éléments finis de Galerkin [4], [8],
[14]. La matrice assemblée peut étre préconditionnée par la décomposition incompléte
LU [12], [14], st une méthode itérative de type Gradient Conjugué est utilisée. Les
termes convectifs sont linéarisés par la méthode des itérations de Picard [4], [8], [12], ou

la méthode de Newton-Raphson [14].

1.3.2 Discrétisation spatiale

On retrouve une grande diversité de maillage et de types d’éléments dans les
publications. Perktold et Botnar utilisent des éléments briques a huit nceuds [4], [8], avec
des fonctions d’interpolation trilinéaires pour la vitesse, et une pression constante par

élément. Il est également possible d’utiliser des tétraédres, aussi bien quadratiques a dix
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nceuds [7], [10], [11], que de type P1-P1 avec bulle [12] ou sans bulle. Enfin, Gijsen
préconise quant a lui l'utilisation de I’élément Crouzeix-Raviart [14], sans préciser

lequel.

Le maillage doit étre plus dense au niveau des parois ainsi qu’au niveau de la bifurcation
[15]. Le nombre de nceuds utilisés pour le modele de la carotide varie énormément d’une
étude a I’autre. Il varie de 686 nceuds dans 1’étude d’Urquiza [12] & 300 000 nceuds pour
le modele de Tambasco [11]. Ce dernier utilise un algorithme de raffinement adaptatif
du maillage. Enfin, dans le cas d’une étude de ’interaction fluide-solide entre le sang et
les parois de la carotide, le domaine d’étude se déforme avec les parois, le maillage peut

alors étre déplacé en utilisant les équations de Laplace [12].

133 Discrétisation temporelle

Dans le cas de calculs transitoires, la simulation est réalisée sur des cycles correspondant
au cycle cardiaque. La durée de ce cycle varie entre 0,74s [15] et 0,8s [12]. Pour
simplifier, cette période peut aussi étre normalisée [4]. Chaque cycle est divisé en un
certain nombre d’incréments de temps, dont la durée peut étre fixe [10], [11], ou bien
peut varier durant le cycle [4], [15]. Par exemple, Stroud [15] utilise des incréments de

temps plus courts au moment d’accélérations ou décélérations rapides.

Tambasco et Steinman [10], [11] simulent tout d’abord deux cycles entiers avant de
récupérer des résultats, pour s’affranchir de leur solution initiale correspondant a des
vitesses nulles partout. Stroud choisit de simuler trois cycles cardiaques afin de vérifier

que I’écoulement est parfaitement périodique.
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1.4 Validation des résultats

Parmi les auteurs cités précédemment, seul Younis [13] explique avoir quantifié les
erreurs numeériques associées au maillage. Pour cela, il a estimé la distribution de
I’erreur pour un paramétre de 1’écoulement (vitesse, effort sur la paroi), en exprimant la
variation de ce parameétre dans une direction a I’aide d’un polynéme de degré trois. Les
coefficients de ce polynéme sont déterminés en utilisant a la fois les valeurs du

parametre et de ses gradients.

Pour la plupart des études réalisées, les résultats numériques sont comparés a des
résultats expérimentaux obtenus en paralléle grace a des mesures MRI [9], [10], [14], ou
a des résultats numériques obtenus auparavant par d’autres équipes [14]. Enfin, Perktold
[4] compare ses résultats a des études numériques et expérimentales, réalisées par

d’autres équipes.

1.5 Choix pour cette étude

Le profil de vitesse impos¢€ en entrée est extrait de mesures PIV sur un mod¢le en
silicone d’une bifurcation de la carotide. Le débit d’entrée utilisé pour les mesures
expérimentales et les simulations numériques correspond au débit moyen sur le cycle
cardiaque. Aucun écoulement n’est imposé en sortie, mais une force de traction normale
est imposée dans 1’artere de sortie interne. Cette force permet de contrdler la valeur du

ratio de débit entre les deux artéres a la bifurcation.

Dans le cadre de cette €tude, seuls des calculs stationnaires seront réalisés, il n’est donc
pas possible de faire varier le ratio de débit. Mais dans le but de représenter différentes
situations possibles, les simulations sont réalisées pour différents ratios de débit :

- ICA:ECA=30:70

- ICA:ECA=40:60
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- ICA:ECA=50:50
- ICA:ECA=60:40
- ICA:ECA=70:30

Pour cette étude, le sang sera représenté par un fluide Newtonien. En effet, la géométrie
de la carotide peut se rapprocher d’une conduite cylindrique, et le taux de cisaillement
au rayon r dans une conduite cylindrique de rayon Ry s’écrit :

40
7R

7= r (1.14)

Avec : Q : le débit

Le rayon moyen Rq de I’artére commune de la carotide est calculé comme le rayon d’un
cercle de méme aire que ’aire de la section d’entrée de la carotide. Le débit d’entrée et

le rayon de 1’artére commune valent :
0 =49151 mm’.s” (1.15)
R, ~ 2,158 mm (1.16)
Finalement, on peut estimer le taux de cisaillement a la paroi pour une telle artére :

7~ 623" (1.17)

Les arteres en aval de la bifurcation sont toutes de tailles similaires. Par exemple, dans
I’artére interne, a la sortie du modé¢le, le rayon moyen vaut :
R, # 2,158 mm (1.18)

Les débits dans 1’artére interne pour les deux cas extrémes de répartition de débit (30:70

et 70:30) valent 1474,5 mm’.s' et 3440,6 mm’.s'. Le taux de cisaillement vaut alors

7~408s' siICA:ECA=30:70
(1.19)

7~953s' siICA:ECA=70:30
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Ces taux de cisaillement sont supérieurs au taux critique de 100s™, on reste donc dans la
limite de validité du modéle de fluide Newtonien. Ce modéle sera donc suffisant pour
représenter 1’écoulement global dans la carotide. Seul le cisaillement au voisinage du
point de stagnation de 1’écoulement sur la bifurcation pourrait nécessiter 1'utilisation

d’un modéle non-Newtonien, mais cela fera I’objet d’une autre étude.

La résolution des équations de Navier-Stokes se fait par la méthode des éléments finis,
grice a EF5, un code maison développé a I’Ecole Polytechnique de Montréal. Ces
équations sont discrétisées par la méthode de Galerkin. Le maillage de la carotide est
constitué de tétraedres a quatre nceuds. L’erreur de la solution sera estimée grace a un
estimateur d’erreur a posteriori de type Zienkiewicz-Zhu. Un algorithme de raffinement
local du maillage sera appliqué sur la carotide afin de raffiner le maillage dans les zones

présentant les plus forts gradients de vitesse et donc les plus fortes erreurs.
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CHAPITRE 2
EQUATIONS DE NAVIER-STOKES ET STABILISATION

21 Equations de Navier-Stokes

2.1.1 Formulation générale

L’étude de I’écoulement du sang dans la carotide se fait sous I’hypothése d’un
écoulement incompressible et laminaire. De plus, on a vu dans le chapitre précédent que
dans le cadre de I’étude de I’écoulement dans la bifurcation de la carotide qui
correspond a de larges artéres, on peut représenter le comportement du sang par un
modeéle Newtonien. Les équations de Navier-Stokes se résument donc a 1’équation de
conservation de la quantité de mouvement et a I’équation de continuité (ou conservation

de la masse) :

ou
—+pu-Vu=V-o+
Por 7 / @.1)
V.ou=0
Avec : u : le champ de vitesse

p : la densité du fluide
o : le tenseur des contraintes
f : les forces volumiques s’appliquant sur le fluide (termes sources)

Le tenseur des contraintes s’écrit de la fagon suivante :

cr=—pI+,u(Vu+VTu) (2.2)

Avec : p : la pression
I : le tenseur métrique

u : la viscosité dynamique du fluide
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Dans le cas de simulations stationnaires, le terme dépendant du temps disparait de

I’équation de conservation de la quantité¢ de mouvement.

I1 est nécessaire de définir les espaces suivants :

L(Q)= {v JszdQ < oo}

Hl (Q)={VEL2 (Q)lVVELz (Q)} (2.3)
H(l) Q)= {v e H (Q)v(D) = 0}

Avec : I' : une partie de la frontiére du domaine Q

Généralement pour les équations de Navier-Stokes, 1’espace des solutions admissibles en
pression est I’espace des solutions de carré sommable L,(Q2), tandis que les solutions en
vitesse appartiennent a I’espace de Hilbert H'((Q). Ces espaces de solution entrainent
des choix particuliers pour la définition des normes en vitesse et en pression (voir

Chapitre 3). De plus, le choix de ces espaces a des conséquences :

- Sur le choix des éléments servant a la résolution de ces équations par la méthode
des éléments finis : les éléments doivent respecter la condition de Babuska-

Brezzi (voir section 2.3).

- Sur la construction polynomiale de I’approximation numérique de la solution : la
vitesse est continue sur un €lément et d’un élément a l’autre, tandis que la
pression est continue sur un €lément mais peut étre discontinue d’un élément a

I’autre.
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2.1.2  Forme faible

La forme faible des équations de Navier-Stokes est obtenue par la méthode de Galerkin.

Les équations (2.1) sont d’abord multipliées par des fonctions tests et intégrées sur le
domaine Q.

~ | éu ~
J‘Qu-{p5+ plu-Viu-v. O'}dQ=JQu-fdQ
(2.4)
—prv-udQ=0

ISR

Avec : - la fonction test de la vitesse

S

: la fonction test de la pression

Puis, l’intégration par parties du terme contenant le tenseur des contraintes permet

d’écrire la premiére équation du systéme (2.4) de la maniére suivante :

- ou - NP
IQu-{p5?+ o(u -v)u}dQ+jQ{a.vu —v-(a-u)}dg_jgu Q25

Or, le théoreme de la divergence permet d’obtenir :

IQ{V‘(O'-;l)}dQ=jr.(O'-;l)'ndr (2.6)

Avec : i la frontiére du domaine sur laquelle sont appliquées les conditions de

Neumann

Finalement, la forme faible des équations de Navier-Stokes est :

~ ou ~ ~ -
IQu . {p—é; + p(u -V)u}dQ + IQJ.VudQ = IQu - fdQ) + '[Fi (o) ndr

2.7)
| pV-udQ=0
IQp u
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Ces équations sont discrétisées par la méthode des éléments finis. En particulier, les

fonctions d’interpolation en vitesse sont les mémes pour les trois directions de 1’espace.

Nu Nu Nu
u=) Nu; v=) Ny, w=) Nu;
.:1 .:1 -:1
J J J 25)

Np
p=2.M;p;
j=1

Avec : N, : le nombre de fonctions d’interpolation en vitesse
N; : le nombre de fonctions d’interpolation en pression
N; : les fonctions d’interpolation en vitesse

M; : les fonctions d’interpolation en pression

Les fonctions d’interpolation sont des fonctions polynomiales, par exemple les fonctions
d’interpolation de Lagrange. Leur nombre et leur définition dépendront du type

d’éléments choisi, de I’équation a résoudre et de 1’espace solution.

II faut maintenant choisir un échantillon de fonctions tests en vitesse et en pression, pour
obtenir un systéme d’équations. Ces fonctions tests sont choisies égales aux fonctions

d’interpolation, c’est la méthode dite de Galerkin.

uj=Nj v]'=Nj w]'=N]- 09)

pj=M,;
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2.2 Choix des éléments
Dans le cas de simulations 2D, les éléments utilisés sont des éléments triangulaires. En
3D, il s’agit de tétraedres. Plusieurs types d’éléments, avec des nombres différents de
degrés de liberté en vitesse et en pression, ont €té testés. Mais tous les éléments utilisent

les polynémes d’interpolation de Lagrange.

22.1  Polynémes d’interpolation de I.agrange et éléments de référence

Les polynémes d’interpolation de Lagrange sont définis sur le triangle de référence en
fonction des coordonnées locales. En 2D ces coordonnées locales sontrets, en 3D, s

ett.

v
-—

0 1 r

Figure 2.1  Triangle de référence en 2D et tétraedre de référence en 3D
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222  Elément MINI en 2D

3 3
7
[
1 2 1 2
vitesse pression

Figure 2.2  Nceuds en vitesse et en pression associés a 1’élément MINI

En 2D, le premier élément utilisé est 1’élément MINI. Cet élément posséde en plus de
ses trois sommets, un nceud bulle situé au centre de 1’élément. Les quatre nceuds sont
utilisés pour I’interpolation en vitesse, mais seuls les trois nceuds sommets sont utilisés
pour la pression. La pression est donc linéaire sur 1’élément et continue d’un élément a

’autre, et la vitesse est linéaire avec un terme supplémentaire sur la bulle.

La discrétisation de la vitesse et de la pression s’écrit donc :
u =Ny + Nouy + Nyuz + Nqu;  v=Npyj + Novy + N3v3 + Ny,
(2.10)
p=Nip+Nypy + N3p3
Avec: Ui, Uz et us : les vitesses aux trois nceuds sommets

uy : la vitesse au nceud bulle

Tableau 2.1 Polynémes d’interpolation de Lagrange pour 1’élément MINI

N, l-r-s

N, T

N; S

N; | 27 (1-1-s)rs
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223 Elément Taylor-Hood en 2D

vitesse pression

Figure 2.3  Noeuds en vitesse et en pression associés a 1’élément Taylor-Hood

Un autre €élément utilisé en 2D est le Taylor-Hood. La pression est toujours linéaire et

continue, mais la vitesse est quant a elle quadratique.

Tableaun 2.2 Polyndmes d’interpolation de Lagrange pour I’élément Taylor-Hood

N; | -(1-r-s) [1-2 (1-1-5)]

N, -r (1-2r)
N; -s (1-2s)
N4 4r (1-1-s)
N;s 4rs

Ne 4s (1-1-s)
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224  Elément P1-P1 en 2D

vitesse pression

Figure 2.4  Nceuds en vitesse et en pression associés a 1I’élément P1-P1 2D

Un troisiéme ¢élément utilisé en 2D est 1’élément P1-P1. Il est linéaire en vitesse et en
pression. Cependant, il ne respecte pas la condition de Babuska-Brezzi (voir section
2.3), il n’est donc pas stable. Pour I'utiliser, les équations seront stabilisées par la
méthode PSPG.

Malgré cela, cet élément est intéressant car il est linéaire, il ne nécessite donc pas de
calculs de Laplacien, seules les dérivées premiéres devront étre calculées pour la

stabilisation (voir section 2.3).

Tableau 2.3 Polynémes d’interpolation de Lagrange pour 1’élément P1-P1 en 2D

N, I-r-s
N2 T
N3 S
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225 Elément P1-P1 en 3D

vitesse pression

Figure 2.5  Nceuds en vitesse et en pression associés a I’élément P1-P1 en 3D

Comme en 2D, I’élément P1-P1 en 3D est linéaire en vitesse et en pression mais

nécessite une stabilisation des équations.

Tableau 2.4 Polynémes d’interpolation de Lagrange pour 1’élément P1-P1 en 3D

N, I-r-s-t
N, T
N3 S
Ny t
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23 Stabilisation des équations

2.3.1 Méthodes de stabilisation

La stabilisation des équations de Navier-Stokes se fait en trois étapes, intervenant
directement sur les fonctions tests apparaissant dans la forme faible des équations :

jg& -{pgli+ o(u -V)u}dQ + jga;v&dg :jg& fdQ+ .[r. (-2)- ndl

ot (2.11)

—jgf)v udQ =0

2.3.1.1 Stabilisation SUPG

La stabilisation SUPG intervient sur l’équation de conservation de la quantité de
mouvement. Elle permet de supprimer les oscillations dues aux termes de convection.
Cette méthode de stabilisation consiste a ajouter de la diffusion artificielle dans la
direction de I’écoulement seulement. Cet ajout est interprété comme une modification
des fonctions test [23], [24]. La solution exacte du probléme satisfait toujours la forme
faible stabilisée par SUPG.

Cette stabilisation n’est pour I’instant implémentée que pour I’élément P1-P1 dans cette
étude, car la théorie a été développée a ’origine pour les interpolants linéaires, et des
fonctions de stabilisation linéaires. Elle peut étre vue comme une modification des

fonctions tests de la vitesse :

~%

u =u+tsgypg(u-Vu (2.12)

Avec : u : les fonctions tests initiales (correspondant aux fonctions d’interpolation)

~k
u# :les nouvelles fonctions tests
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2312 Stabilisation PSPG

La formulation utilisée pour résoudre les équations de Navier-Stokes incompressible est
la formulation mixte. La pression est alors le multiplicateur de Lagrange de la vitesse et
est calculée implicitement avec la vitesse. Les inconnues en vitesse et en pression étant
liées, la stabilit¢ du systéme d’équations dépend alors des interpolations choisies,
autrement dit des nceuds en vitesse et en pression. C’est la condition dite de Babuska-
Brezzi [25] qui détermine la stabilité du choix des interpolants de la vitesse et de la
pression. Si cette condition n’est pas satisfaite, des oscillations peuvent apparaitre ou

bien le systeme peut s’avérer singulier et n’aboutir a aucune solution.

Pour simplifier, cette condition peut s’énoncer de la maniere suivante [26] : Un élément
fini satisfait la condition de Brezzi si étant donnée une vitesse u continue et
différentiable sur un domaine R, il est possible de construire une approximation discréte
u, telle que u et un aient la méme projection de la divergence dans 1’espace des
pressions. Les éléments MINI et Taylor-Hood remplissent cette condition et sont donc
stables, mais les €éléments P1-P1 quant a eux ne respectent pas la condition de Babuska-

Brezzi.

La stabilisation PSPG permet d’éliminer les oscillations et de se dispenser de la
condition de Babuska-Brezzi [25]. Cette méthode introduit un nouveau terme dépendant
uniquement de la fonction test du multiplicateur de Lagrange, c’est-a-dire de la pression.

Elle peut également étre interprétée comme une modification des fonctions tests :

~%

. 1~
U =u-+ TPSPG—-Vp (2.13)
D

Le taux PSPG est généralement choisi identique au taux SUPG, bien que ce ne soit pas

obligatoire.
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2.3.1.3  Stabilisation de la contrainte d’incompressibilité

Une troisiéme stabilisation est utilisée : elle concerne la contrainte d’incompressibilité
(ou équation de continuité). Elle apparait sous la forme d’un nouveau terme dans la

forme faible, proportionnel a un nouveau taux appelézcopn7 . Elle s’appuie sur la

méthode des moindres carrés [27].
jQrCONT(V-&)p(V-u)dQ (2.14)

L’ajout de ce terme rend le processus de calcul habituellement plus robuste.
2.3.1.4  Ecriture de la forme faible stabilisée

Ces trois stabilisations modifient la forme faible des équations de Navier-Stokes, en
ajoutant des termes pour la stabilisation de la contrainte d’incompressibilité, ou bien a
travers la modification des fonctions tests pour les stabilisations SUPG et PSPG. Mais
en remplacant 1’expression des nouvelles fonctions tests dans la forme faible (2.11), ces
modifications apparaissent également sous la forme de termes supplémentaires [27],
fonctions du résidu de 1’équation de conservation de la quantité de mouvement. Les
fonctions tests restent alors les mémes que dans la méthode de Galerkin. Les deux
équations de la forme faible peuvent étre alors étre additionnées pour ne former qu’une

seule équation :
L;-{p%+p(u~V)u—f}dQ+ La:V&dQ+ szav-udﬂ

1 ~ 1%
+J;2—|:2'SUPGp(u-V)u]-lip—u+p(u-V)u—V-0'——fjldQ
P ot (2.15)

1 ~ 0
+L—[TPSPGVP]‘{Pa_b;ﬂo(”'v)u—v'O'—f]dQ
P

+LrCONT(V-ﬁ)p(V-u)dQ - J-l_.(a-&)-ndl“
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232 Définition des fonctions de stabilisation

Les fonctions tsupg €t Tpspg sont choisies identiques. En 1D, & partir d’une équation de

convection-diffusion [26], il a été montré que I’expression optimale est :

h |
TOPT = ———[coth(Re) — --——:|
2|lul Re
2lul (2.16)

u

Re =
Vv

Avec : Re : le nombre de Reynolds local (estimé sur 1’é1ément)

h : une longueur caractéristique de la taille de 1’élément

v : la viscosité cinématique du fluide

Cependant on ignore toujours si cette définition de t est optimale en 2D ou en 3D.
Finalement, on retrouve plusieurs variantes pour la définition de 7, il faut principalement
qu’elles conservent les bonnes valeurs asymptotiques de t quand le nombre de Reynolds

local tend vers zéro ou vers 1’infini :

T N quand Re >
2l

2

<r—>§— quand Re —0 (2.17)
1%

ﬂel——h-—- quand Re—0
([dRe 3 2|ul

Une solution possible est donc [27], [28] :

_h 1 9
2| |, 1
Re?

7 (2.18)
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Mais cette forme ne respecte pas la pente en zéro. Pour corriger cela, il suffit de la
modifier légérement :

1

. h 1 9
Re2

(2.19)

Une autre fagon de définir ce taux est d’utiliser une définition conditionnelle qui permet

d’avoir le bon comportement asymptotique :

h Re siRe<3
T3 = —i—”—ﬂz avec z=4 3 (2.20)
“ 1 s1i Re>3

Cette expression de T se met donc sous la forme d’un produit de — avec une fonction

2ul
du nombre de Reynolds qu’on appelle 7°. Le tracé de cette fonction du nombre de
Reynolds local pour les différentes définitions exposées ci-dessus permet de comparer le

comportement de ces formulations.

1,2

0,8 : /—

30,6 | — - tau' OPT
- - - -tau'1
0,4 tau' 2
tau' 3
0,2
0 : T i t T T
0 3 6 g Re 12 15 18

Figure 2.6  Représentation de T’ en fonction du nombre de Reynolds
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Finalement c’est la seconde solution, avec la correction de la pente, qui a été retenue

pour la définition des taux SUPG et PSPG.

1
TpSPG = TSUPG = > > (2.21)
4 4l 16v
+ +9.

Ar 2 nt

Le terme faisant apparaitre le pas de temps At n’est utile que pour des simulations

transitoires. Dans cette étude ce terme disparait car seuls des calculs stationnaires sont

réalisés.

Pour la stabilisation de la contrainte d’incompressibilité, le T est pris semblable a la
troisiéme solution proposée [27], [28] :
Re .
h — siRe <3
TCONT =5||u||z avec z=4 3 (2.22)
1 si Re>3

233 Définition de la longueur h

La maniére la plus simple de définir la longueur h apparaissant dans la définition des
fonctions de stabilité, est de définir une longueur constante pour chaque élément, c’est-
a-dire ne dépendant que de la forme de 1’élément. En 1D, il suffit de prendre la longueur
réelle de 1’élément. En 2D la longueur h peut par exemple étre définie a partir de ’aire
de I’élément, en la calculant comme la longueur d’un c6té du triangle équilatéral ayant la
méme aire. En 3D avec cette méme méthode, h est égal a la longueur d’une aréte du

tétra¢dre équilatéral de méme volume.

Mais il est possible d’utiliser une définition plus complexe de h comme I’ont proposé
Tezduyar et Osawa [27]. Nous avons introduit une modification a leur formule : nous

utilisons des sommes de termes au carré. Le nouveau h est alors défini par :
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2

hyGn = (2.23)
Ny U 2
> ™)
i=1
Avec : N, : le nombre de nceuds en vitesse

N : les fonctions d’interpolation en vitesse

Contrairement a la définition utilisée par Tezduyar et Osawa, notre relation n’utilise pas
la valeur absolue, ce qui facilite I’'implémentation numérique. Le principal intérét de
cette définition de h est qu’elle dépend de l’orientation du vecteur vitesse. Cette
formulation est intéressante car si I’écoulement est paralléle a I’une des arétes de
1I’élément (aussi bien pour les triangles en 2D que pour les tétraédres en 3D), alors la

longueur hygn sera exactement égale a la longueur de cette aréte.

En 2D, pour un élément triangulaire quelconque, il est possible de visualiser la valeur h
obtenue pour toutes les valeurs possibles de ’angle d’orientation du vecteur vitesse. En
observant la définition de SUPG, on constate que T va évoluer comme h, autrement dit

une valeur de h petite entraine un petit T et une valeur de h grande entraine un grand T.

Longueur h pour différentes orientations du
vecteur vitesse

Forme du triangle
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Longueur h pour différentes onentations du
vecteur vitesse

1,57
0o

Forme du triangle

Longueur h pour différentes orientations du
vecteur vitesse

Forme du triangle

e

1

4

w ¢

0 2

Figure 2.7  Variation de hygn avec ’orientation du vecteur de vitesse pour deux

triangles différents

Le premier exemple correspond a un élément simple, ici un triangle rectangle. On voit
bien que le hysn prend la valeur 2 si I’angle de 1’écoulement est nul (écoulement
horizontal) et vaut 3 si I’angle de I’écoulement vaut Pi/2 (écoulement vertical).
Autrement dit, cela confirme que si ’écoulement est parallele a ’'une des arétes du

triangle, alors la longueur caractéristique hugn est égale a la longueur de 1’aréte. Si la
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vitesse est nulle, alors cette expression n’est pas calculable, elle est remplacée par la

premiére définition indépendante de la solution.

Dans EF5, deux définitions de la longueur caractéristique sont implémentées : celle
indépendante de ’écoulement qui utilise 1’aire ou le volume de I’élément, et le hyan
présenté ci-dessus. On a testé ces deux formulations, et on constaté que le hugn permet
de faire converger des calculs qui ne convergeaient pas avec la premiére définition de h
indépendante de I’écoulement. Cette définition est donc plus robuste, c’est pourquoi elle
a été choisie pour la suite de I’étude. De plus, I'utilisation de hygn rend la solution moins

sensible a ’orientation du maillage.
2.4  Outils numériques

Les calculs par éléments finis seront réalisés a 1’aide du programme EF5, un code
maison développé a I’Ecole Polytechnique de Montréal. L’utilisation d’un code maison,
programmé en C++, permet de contrdler parfaitement les méthodes utilisées et de
réaliser des tests de comparaison entre différentes méthodes. Les principales méthodes

numériques classiques ont été implémentées dans EFS.

Le solveur utilisé est un solveur direct appelé PARDISO [29], [30].
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CHAPITRE 3
ESTIMATION D’ERREUR A POSTERIORI

3.1 Estimation de ’erreur sur la solution numérique

3.1.1 Utilisation d’une solution approchée

Afin d’estimer 1’erreur de la solution numérique résultant d’un calcul par éléments finis,
on utilise la norme énergie pour les vitesses et la norme L, pour la pression. Ces normes

sont définies de la maniére suivante :

|M&:lﬂwMQ+LWrWMQ 3.1)

I2liq = |, P PdQ (3.2)

Cependant, dans le cas général, on ne connait pas la solution exacte au probléme. L’idée
est donc de calculer une solution approchée de la solution exacte, et d’estimer 1’erreur de
la solution numérique uy, par rapport a cette solution approchée u*. Ainsi, I’estimation de

I’erreur est donnée par :
“8”1,9 = Iluh —u *"1,9 (3.3)

"6”1,9 = ”uh —u *“0,9 +Hvuh —Vu *"0,9 (3.4)

Le but est d’obtenir la meilleure approximation des dérivées de la solution numérique
aux nceuds du maillage. La solution approchée est donc choisie telle que ses valeurs aux
nceuds soient identiques aux valeurs de la solution numérique. Le gradient de la solution

approchée est obtenu en projetant le gradient de la solution numérique sur la base
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polynomiale de la solution numérique. L’estimation de P’erreur s’écrit alors avec la

semi-norme’ :

lell,Q = "V”h —Vu *"0,9 (3.5)

Pour calculer le gradient de la solution approchée, on utilise la technique de projection
locale de Zienkiewicz et Zhu [33], [34]. Les dérivées enrichies en un nceud du maillage
sont calculées en tenant compte uniquement des éléments entourant ce nceud, autrement

dit appartenant a la cellule associée a ce nceud.

Figure 3.1  Cellule associ€e a un nceud, pour un élément MINI ou Taylor-Hood

Pour chacune des cellules du maillage, le gradient de la solution approchée s’exprime
alors a I'aide des termes du triangle de Pascal. Par exemple en 2D, les dérivées de u*

s’expriment de la fagon suivante :

du*(x,y)

# =2 B (xy)ay (3.6)

du*(x,y) ¥

“—75——) =25 (xy)a, 3.7)
34 j=1

! L’expression (3.5) est une norme si le probléme est dans H'o(Q) ou Hlm(Q). Par contre, si 1a solution est
dans H'(Q), alors elle est une semi-norme.
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Les P; correspondent aux M premiers termes du triangle de Pascal. Pour I’élément
Taylor-Hood, le nombre M de termes est choisi identique au nombre de termes utilisés
pour I’interpolation de u;,, autrement dit M vaut 6. Pour I’élément MINI, on a vu que le
terme bulle est cubique, il est donc négligeable par rapport aux autres termes. On choisit
donc de ne pas prendre en compte le nceud bulle, ainsi seuls les trois sommets sont pris

en compte pour I’estimation de 1’erreur et M vaut 3.

Les coefficients ay; et ay; seront calculés a partir des informations contenues dans les
éléments de la cellule. Deux méthodes de moindres carrés sont présentées pour calculer
ces coefficients. La premiére utilise la minimisation d’une fonctionnelle définie par une
somme discrete. La seconde méthode conserve la forme intégrale dans la définition de la

fonctionnelle a minimiser.

31.2 Calcul des coefficients inconnus

3.1.2.1 Mise en forme de la cellule

Pour calculer les dérivées enrichies, il faudra résoudre des systémes linéaires définis a
1’aide des coordonnées x et y de points situés dans la cellule. Or, si cette cellule est treés
éloignée de ’origine du repére, les coordonnées seront trés grandes, ce qui entrainera un

mauvais conditionnement de la matrice du systéme linéaire a résoudre.

C’est pourquoi on décide d’utiliser a la place des coordonnées usuelles, des coordonnées
locales redéfinies en fonction de la position et de la taille de la cellule. Pour cela, on
définit une boite entourant la cellule. On définit Xmoey €t Ymoy l€s coordonnées du milieu
de la boite, et Ax et Ay la moitié des dimensions de la boite. Les coordonnées locales

sont alors calculées de la maniére suivante :

X—X

maoy

Xipe = —Ax—_— (3.8)
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y _____y'—ymoy 3.9
loc Ay ( )

Ainsi, au sein d’une cellule, les coordonnées locales vont de -1 a 1, ce qui permet un
meilleur conditionnement de la matrice du systéme linéaire a résoudre. La méthode

devient ainsi plus robuste.

Ay

Figure 3.2  Définition d’une boite entourant la cellule

Par la suite, pour ne pas surcharger les formules, les coordonnées locales sont

directement notées x et y.
3.1.22 Méthode des moindres carrés discréte

Une premiére méthode pour calculer les coefficients a,; (et de la méme maniére ay;),
consiste a minimiser la fonctionnelle suivante :

2

& duw (%, 5) <
F(axl,...,axM)zgz; h(dx )_ZI})/'(xi’yi)axj (3.10)
[= J:
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Les (xi,yi) représentent les coordonnées des N points d’échantillonnage utilisés pour
estimer la dérivée enrichie en un nceud. Ces points doivent faire partie de la cellule

considérée.

On exige que la variation de cette fonctionnelle par rapport a chacun des coefficients ay;
soit nulle. Ainsi, on obtient un systéme linéaire qui permet de déterminer les coefficients
axj, a condition que le nombre de points d’échantillonnage soit égal ou supérieur au

nombre de coefficients a déterminer (N>M) :

N N d Ly,
ZPT(xl.,yi)P(x,.,y,.)ax=ZPT(xl.,y,-)—ﬂ-(£—;L) (3.11)
i=0 i=0

Le vecteur colonne a, contient les M coefficients a déterminer.

a =\ - (3.12)

axM

P(xi,yi) contient les M premiers termes du triangle de Pascal. Par exemple, pour les

triangles quadratiques, on a M=6 et :

P(x,y)z[l,x,y,xz,xy,yzj (3.13)

De la multiplication de la transposée de P par P lui-méme, résulte la matrice

carrée suivante :

1 x y X xy )y

x x° xy x Xy xf

2 2 2 3

y xy ¥y Xy x* oy

P'(x,y)P(x,y)=
( y) ( y) PRI x2y ¥ x3y x2y2 (3.14)

xy x2y xy2 x3y x2y2 xy3
DA R A 5 A A
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Pour le choix des points d’échantillonnage, la solution idéale serait de choisir les points
de convergence optimale, appelés également points de Barlow. Cependant, la position de
ces points est encore inconnue pour les triangles en 2D, ces points n’existent
probablement méme pas au-dela de une dimension. Zienkiewicz et Zhu recommandent
alors I'utilisation des points de superconvergence, correspondant au milieu de I’élément

pour les triangles linéaires, et aux milieux des arétes pour les triangles quadratiques.

Cependant, le nombre de points d’échantillonnage vaut alors un pour un triangle linéaire
et trois pour un triangle quadratique. Or, il peut y avoir des nceuds situés sur la frontiére
du domaine dont la cellule ne contiendra qu’un élément. Pour le cas de triangles
linéaires, le nombre de points d’échantillonnage sera alors égal a trois (N=3), tandis que

le nombre de coefficients a déterminer vaut six (M=6). Le systéme est donc indéterminé.

Pour éviter ce probléme, Labbé et Garon [35] proposent d’utiliser 4 la place les points de
Gauss, dont la position est déja connue, et qui sont au nombre de six par élément. Ainsi,

un élément suffit pour avoir un nombre suffisant de points d’échantillonnage.
3.1.2.3  Méthode des moindres carrés intégrale

Dans cette méthode, les dérivées enrichies sont toujours exprimées sous la forme d’un
polyndme de méme degré que le polynome d’interpolation de la solution numérique.

Mais la fonctionnelle a minimiser est laissée sous forme intégrale :

d
- ZP X,y)a; =P*(x,y) (3.15)

_1 J- du, (x, )

—P*(x, dQ
o (x,») (3.16)

cellule



44

On souhaite a nouveau annuler la variation de cette fonctionnelle par rapport a chacun

des M coefficients ay:

L (xn)= |

aaxi cellule

OP *

S

du, (x,y)
dx

- (x,»)dQ=0 317

pe

Or, d’aprés la définition de P*, dans 1’équation (3.15) :
oP*
Oa

(x,)=P(x,») (3.18)

xi

On obtient le systéme suivant a résoudre :

I du, (x,y)

[ P*(x.p)R(x.y)dQ= o h(6y)dQ g

cellule cellule

De plus, on peut décomposer chacune des deux intégrales en une somme d’intégrales sur

les éléments de la cellule ;

Z I P*(x,y)P(x,y)dQ = Z _[ MB(%)’)‘ZQ(&zm

éléments glément éléments glément dx
ecellule ecellule

Pour calculer les intégrales sur un élément, on utilise la méthode d’intégration de Gauss.
Finalement, la méthode des moindres carrés intégrale est la méthode qui a été retenue

pour ’estimation d’erreur, car il s’agit de la méthode la plus robuste. En effet, cette

méthode fonctionne quel que soit le nombre d’éléments contenus dans une cellule.
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313 Reconstruction de la solution enrichie

Quelle que soit la méthode utilisée pour déterminer les coefficients a,j, il faut ensuite
évaluer cette dérivée enrichie aux nceuds du maillage. En effet, on connait désormais une
expression générique de la dérivée reconstruite pour une cellule. Il faut donc maintenant
I’interpoler aux nceuds afin d’y calculer une erreur estimée, pour ensuite obtenir

I’estimation de Perreur sur tout le domaine.

Pour les éléments de type MINI, ’erreur est estimée uniquement aux sommets du
maillage, elle ne 1’est pas sur les nceuds situés au milieu des éléments. Pour les éléments

de type Taylor-Hood, I’erreur est estimée sur tous les nceuds du maillage.

Cependant, un nceud du maillage peut appartenir a plusieurs cellules. 11 faut donc
déterminer une stratégie pour la reconstruction de la solution approchée, ou plutét de sa

dérivée.

3.1.3.1  Interpolation sur tous les nceuds de la cellule

Dans un premier temps, la dérivée de la solution approchée a été interpolée sur tous les
nceuds de la cellule, sauf les nceuds bulles pour les éléments MINI. Aprés avoir balayé
toutes les cellules du maillage, pour la plupart des nceuds, plusieurs estimations de la
dérivée enrichie y auront été calculées. On calcule alors la moyenne arithmétique de ces

contributions pour avoir la valeur finale de la dérivée enrichie en ces nceuds.

3.1.32 Sélection des neeuds de reconstruction

Dans un second temps, on sélectionne les nceuds de la cellule sur lesquels la dérivée
enrichie sera interpolée. En effet, on peut supposer que pour un sommet du maillage, la

cellule pour laquelle I’estimation de la dérivée enrichie est la meilleure, est la cellule
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construite autour du nceud lui-méme. Comme on balaye toutes les cellules du domaine,
chaque sommet sera le centre d’une cellule. On choisit donc que la seule contribution

apportée a un nceud sommet sera celle de la cellule construite autour de ce neeud.

Cependant, dans le cas d’éléments quadratiques, certains nceuds ne sont pas des nceuds
sommets, ils sont situés au milieu d’une aréte. Alors la dérivée enrichie est calculée
grace aux contributions des cellules associées aux deux sommets situés aux extrémités

de I’aréte sur laquelle est situé le nceud considéré.

Finalement, pour une cellule donnée, une fois les coefficients a,; calculés, la dérivée
enrichie est interpolée au nceud central de la cellule, et aux neeuds situés sur les arétes

reposant sur le neeud central.

Sur la Figure 3.3 représentant la cellule associée au nceud central noir, I’interpolation est

faite uniquement sur les nceuds contenus dans le cercle en pointillés.

Figure 3.3  Sélection des points d’interpolation, pour des éléments de type MINI ou

Taylor-Hood

Dans le cas d’éléments de type MINI, chaque sommet sera donc 1’objet d’une seule
interpolation. Dans le cas d’éléments de type Taylor-Hood, les nceuds sommets auront

une seule contribution, tandis que les nceuds situés au milieu d’une aréte auront deux
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contributions. L’estimation finale de la dérivée enrichie sera donc la moyenne

arithmétique de ces deux contributions.

Figure 3.4  Exemple de répartition des interpolations (toutes les cellules ne sont pas

traitées sur le dessin)

3.1.4  Taux de convergence de ’estimation d’erreur

3.14.1  Définition du taux de convergence

La norme de I’erreur globale (sur tout le domaine) peut s’exprimer en fonction d’une

taille caractéristique des éléments [36].

"e"m ~ h? (3.21)

De plus, I’erreur globale peut s’exprimer en fonction de I’erreur sur chaque élément :

1
2 )2
.= > lel.) o

éléments k

L’erreur élémentaire peut également s’exprimer en fonction de la taille de 1’élément

considéré :
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"ek ”m ~h” (3.23)

Ici, m correspond au type de norme choisie pour exprimer 1’erreur. Dans le cas de la
norme énergie H', utilisée pour exprimer I’erreur en vitesse, m vaut un. Pour la norme

L,, utilisée pour la pression, m vaut zéro.

Sous I’hypothése de la condition de Babuska-Brezzi (voir section 2.3.1) et en supposant
que la vitesse et la pression soient suffisamment réguliéres, on a pour 1’élément MINI

[31 : théoréme 4.21] :

”u U, ||1,Q + "p P ”0,9 <Ch ("u"“l + ”p”m )

A < O (Iuka + 1l ) o
Pour I’élément Taylor-Hood [31 : théoréme 4.26] :
”u — U, "1,9 + ”p ~ P "0,9 <Ch’ (||u||39 + ”P”m)
(3.25)

"u U, "0,9 <Ch’ (”u”*g + "p"z,n)

De méme, pour I’élément stabilisé, puisqu’on utilise un polynéme de degré 1, on obtient

[31 : théoréme 4.40 et corollaire 4.41] :
"u Uy "1,9 + "p ~ P "o,n <Ch (”u"29 + "p"l,n)

e =4, o < 1 (Mo +] Pl ) (3.26)

Méme si I’espace des solutions ne respecte pas la condition de Babuska-Brezzi.

e o oo 1 : :
En utilisant les inégalités entre les normes H' et L, de la vitesse et ces relations, on en
déduit les taux de convergence et les normes appropriées pour ces éléments. Ces

résultats sont résumés dans le Tableau 3.1.
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Tableau 3.1 Taux de convergence théoriques pour les différents types d’élément

MINI TAYLOR-HOOD | P1-P1 STABILISE
oo =1, O(h) O(h?) O(h)
|p = pil,g O(h) o(?) o(h)
Taux de _ 3 _
convergence par=1 Pt=2 pu=1

Ces taux de convergence théoriques sont des optimaux qui ne seront atteints qu’en

I’absence d’irrégularités géométriques.

3.1.4.2  Calcul du taux de convergence par raffinement global du
maillage

Pour estimer le taux de convergence de I’erreur pour un probléme donné, il suffit de
générer un maillage initial, puis de générer une série de maillages en raffinant a chaque
étape I’ensemble du maillage. En 2D, chaque élément est divisé en quatre éléments
identiques, et la taille caractéristique du maillage raffiné correspond a la moitié de la
taille caractéristique du maillage précédent. En 3D, chaque tétraédre est divisé en 8
tétraédres, 1a encore la taille caractéristique est divisée par deux. Les techniques de

subdivision en 2D et en 3D sont décrites dans le chapitre suivant.

Si on représente, sur un graphique logarithmique, 1’erreur globale de chaque maillage en
fonction de sa taille caractéristique, alors on doit obtenir une droite, dont la pente vaut p,

le taux de convergence.
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SUBDIVISION

h h/2

Figure 3.5  Subdivision d’un élément 2D en quatre éléments

SUBDIVISION AR
8 f

1 3 li H

»

v

Figure 3.6  Subdivision d’un élément 3D en huit éléments

Cette procédure utilise une subdivision de tous les éléments et donc un raffinement de
I’ensemble du maillage, y compris aux endroits ou ce ne serait pas nécessaire. Apres
plusieurs maillages, les temps de calcul deviennent donc trés importants, ce qui limite le
nombre de maillages possibles. C’est pourquoi on observera parfois un taux de
convergence qui tend vers une valeur limite, sans pour autant I’atteindre pour la série de

maillages utilisée.

Cette procédure n’est pas adaptée dans le cas de ’analyse d’un probléme, c’est pourquoi
il est nécessaire de mettre en place une procédure de subdivision adaptative, pour

raffiner le maillage uniquement aux endroits ou I’erreur est trop importante.
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315 Erreur cible

3.1.5.1 Utilisation de !’erreur cible pour la procédure de subdivision

adaptative

I1 est possible d’estimer I’erreur globale de la solution numérique, mais aussi 1’erreur sur
chaque élément. Le programme de subdivision adaptative du maillage présenté au
chapitre suivant utilise une procédure d’équi-répartition de I’erreur sur I’ensemble des
éléments. Pour cela, il est nécessaire de définir une erreur cible élémentaire. L’erreur de
chaque élément sera ensuite comparée a cette erreur cible élémentaire. Si I’erreur d’un

¢lément est trop importante, alors cet élément devra étre subdivisé.

Cependant, contrairement aux méthodes de remaillage adaptatif, 1’équi-répartition de
’erreur ne sera pas atteinte, car les nceuds du maillage ne sont pas déplacés. Au final, le
but est donc d’obtenir pour chaque élément une erreur inférieure ou égale a I’erreur cible
élémentaire. L’erreur cible élémentaire peut étre reliée a une taille caractéristique cible

de la méme maniére que pour I’erreur globale réelle :

€l ~ " (3.27)

Comme la procédure utilisée est une procédure d’équi-répartition de I’erreur, cette erreur
cible élémentaire est identique pour tous les éléments du maillage et I’erreur cible

globale peut se calculer ainsi, avec N le nombre d’éléments du maillage :
=JN

On définit alors le ratio de la taille de 1’élément sur la taille cible, qui s’exprime en

€

Clilm

€.k (3.28)

m

fonction du rapport de ’erreur élémentaire estimée sur ’erreur élémentaire cible :

1
L [l

ec,k

(3.29)

m
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En fonction de la valeur de ce ratio, il est possible de déterminer si I’élément considéré
doit étre subdivisé ou non. En théorie, I’élément devrait €tre coupé si le ratio est
supérieur a un, cependant, on ne souhaite pas découper inutilement des éléments, c’est
pourquoi on se laisse une marge en fixant un ratio critique légérement supérieur a un.

Pour toute la suite de cette étude, ce ratio critique est fixé a 1,2.

3.1.5.2 Calcul de I’erreur cible

11 existe trois méthodes de subdivision adaptative, qui se distinguent par la maniére de

fixer ’erreur cible a atteindre.

Premiere méthode : diminution continue de 1’erreur (ou Réduction d’Erreur)

Pour cette premiere méthode, 1’erreur cible n’est pas fixée, elle varie a chaque étape de
raffinement. En effet, pour chaque maillage, a I’issue du calcul, ’erreur cible globale est
calculée comme une fraction de I’erreur globale obtenue. L’erreur cible élémentaire est
alors obtenue en divisant D’erreur cible globale par la racine carrée du nombre
d’éléments constituant le maillage, et les éléments a subdiviser peuvent étre identifiés.

Avec cette méthode, le processus ne s’arréte jamais. En effet, apres avoir atteint ’erreur
cible a une étape, une nouvelle erreur cible plus petite est redéfinie. L erreur globale de
la solution diminue donc continuellement au fil des itérations. Cette méthode est trés
bien adaptée dans le cas de calculs indépendants du temps. Cependant, elle est moins

pratique a utiliser dans le cas de calculs transitoires.

Deuxiéme méthode : Erreur cible relative fixée

Avec cette méthode, 1’utilisateur fixe une erreur relative cible a atteindre|€, . ., - Cette

erreur relative cible sert ensuite a calculer I’erreur cible globale pour le prochain

maillage, en multipliant cette erreur relative cible par la norme de la solution courante :
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e

c

el [ (3.30)

A partir de cette erreur cible globale, on déduit la valeur de I’erreur cible élémentaire,

m m

puis la liste des éléments a subdiviser.

Finalement, [utilisation de cette méthode permet a 1’utilisateur de fixer ’erreur cible

globale sous la forme d’un pourcentage de la norme de la solution précédente.

Troisiéme méthode : Erreur cible absolue fixée

Cette troisiéme méthode est semblable a la deuxiéme méthode, sauf que c’est
directement 1’erreur cible globale (absolue) qui est fixée par 1’utilisateur, par exemple
aprés un premier calcul permettant d’estimer la norme de la solution. De la méme
maniére, I’erreur cible élémentaire est ensuite calculée a 1’aide du nombre d’éléments du
maillage, et il est possible d’établir la liste des éléments a subdiviser lors du prochain

maillage.

3.2 Etude du taux de convergence par la méthode intégrale

Pour étudier le taux de convergence obtenu par la méthode intégrale, il faut distinguer
deux classes de problémes: les solutions manufacturées et les solutions non
manufacturées. On appelle solution manufacturée un probléme dont on connait la
solution analytique. Ces problémes sont intéressants, car il est alors possible de

comparer 1’erreur estimée de la solution numérique avec son erreur réelle.
3.2.1  Solutions manufacturées 2D

Par solution manufacturée, on désigne un probléme dont la solution analytique est

connue et s’exprime de fagon continue en fonction des coordonnées du probléme.
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3.2.1.1  Géométries régulieres

Pour étudier les taux de convergence de solutions manufacturées, on utilise un carré,
dont les coordonnées x et y vont de 0 a 1. Les maillages utilisés sont obtenus en générant
un quadrillage régulier du carré. Les c6tés du carré contiennent respectivement 5, 10, 20,
40, 80 et 160 éléments. La taille caractéristique d’un maillage correspond donc a la

moitié de la taille caractéristique du maillage précédent.

Figure 3.7  Exemple des deux premiers maillages du domaine carré

Les séries de calculs sont réalisées d’abord avec des éléments MINI. On devrait obtenir
un taux de convergence de 1. Puis les mémes calculs sont réalisés avec des éléments de
type Taylor-Hood (TH), pour lesquels on devrait obtenir un taux de convergence de 2.
Finalement on étudiera un troisiéme €élément, 1’élément P1-P1 stabilisé appelé plus loin

STAB.

Deux problémes sont analysés sur cette géométrie : le probleme de Blasius et le
probléme de Smith-Hutton. On calcule pour chaque probléme une solution numérique
avec EF5 pour toute la série de maillages. Connaissant la solution analytique, I’erreur
obtenue par la méthode intégrale est comparée a I’erreur calculée entre la solution

numérique et la solution analytique.
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Pour le probléme de Blasius, la composante horizontale de vitesse s’écrit sous la forme

[32]:

Uy
Uy =uy| 1-exp| —ay f (3.31)

Pour simplifier le probléme, on impose les valeurs suivantes :
- I’amplitude de vitesse ug vaut 1.
- La constante a vaut 1.

- Laviscosité ) vaut 0.01.

Finalement, I’équation (3.31) se simplifie et I’expression de u devient :

Uup =1-exp (—10—\7—;—) (3.32)

Pour déterminer l’expression de la composante verticale de vitesse v, on utilise
1’équation de continuité :

ou ov

8, YV

ox Oy

=0 (3.33)

Ces expressions de u et v sont imposées aux bornes du domaine comme conditions de
Dirichlet. De plus, afin de déterminer le niveau de pression, on impose une pression
nulle en un nceud du maillage, car la pression théorique du probléme de Blasius est

nulle :

Py =0 (3.34)

On résout alors sur ce domaine les équations de Stokes. Les termes sources qui

apparaitront dans les équations s’obtiennent grace aux formules suivantes :
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L8, ou
Ko & (3.35)

Hl 50 > (3.36)

RN ‘ L SR § R A
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Figure 3.8  Profil de u obtenu pour le probléme de Blasius
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Figure 3.9  Estimation d’erreur (probléme de Blasius), élément MINI



Figure 3.10 Estimation d’erreur (probléme de Blasius), élément Taylor-Hood
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Tableau 3.2 Taux de convergence de I’estimation d’erreur (Blasius)
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Elément MINI Elément Taylor-Hood
lMaiHage Triangles |Nb de nceudsi{Taux de convergence| Nb de nceuds |Taux de convergence
1 40 67 X 93 X
2 160 253 -0,103 345 0,589
3 640 985 0,153 1329 1,179
4 2560 3889 0,581 5217 1,408
5 10240 15457 0,829 20673 1,665
6 40960 61633 0,918 82305 1,849
7 163840 246145 0,944 328449 1,936
8 655360 983809 0,964 X X

Pour chaque maillage, on calcule un taux de convergence local en tenant uniquement

compte de ’erreur sur le maillage précédent. En observant I’évolution de ces taux de

convergence, on constate qu’on tend vers un taux de 1 pour I’élément MINI et un taux

de 2 pour I’élément Taylor-Hood, ce qui correspond aux taux théoriques attendus pour
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ces deux types d’¢éléments. Mais ces taux ne sont toujours pas atteints avec prés de
100 000 nceuds pour I’élément MINI. Cependant il ne s’agit pas d’une solution qui peut
étre approchée par la base polynomiale des éléments, contrairement au probléme suivant
(probleme de Smith-Hutton). De plus, la pression n’est pas parfaitement nulle sur le
domaine, on obtient une pression uniforme proche de -0,2 pour 1’élément MINI et 0,002

pour I’élément Taylor-Hood.

Pour le probléme de Smith-Hutton, les composantes de vitesse sont connues et imposées

sur les bords du domaine :
ug, =2y(1-x*) (3.37)

vey =—2x(1- %) (3.38)

De plus, pour le probléme de Smith-Hutton on a :

Psy =0 (3.39)

On impose donc une pression nulle en un point du domaine.

On en déduit les termes sources pour les équations de Navier-Stokes :

Fug, =4uy+ ,0[—8y2 (1——x2 )x—2x(1—y2)(2—2x2 )] (3.40)

Fvg, = —4,ux+,0[—8x2 (l—yz)y——2y(1—x2)(2—2y2)] (3.41)

Pour les éléments MINI et Taylor-Hood, on résout les équations de Stokes pour que les
calculs soient plus rapides. Mais les taux seraient les mémes si on résolvait les équations
de Navier-Stokes. Le méme probléme est ensuite résolu avec 1’élément STAB, mais

cette fois-ci avec les équations de Navier-Stokes.
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Figure 3.11 Vecteurs vitesses pour une solution au probléme de Smith-Hutton
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Figure 3.12  Estimation d’erreur (probléme de Smith-Hutton), élément MINI
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Graphique logarithmique de I'erreur en fonction de la taille
caractéristique des éléments
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Figure 3.13  Estimation d’erreur (probléme de Smith-Hutton), é1ément Taylor-Hood
On constate que I’erreur estimée est trés proche de Ierreur réelle, qui a ét€ directement
calculée entre la solution numérique et la solution analytique. De plus, la solution

numérique en pression est bien nulle sur tout le domaine.

Tableau 3.3 Taux de convergence de I’estimation d’erreur (Smith-Hutton)

Elément MINI Elément Taylor-Hood
IMaillage Triangles |Nb de nceuds|Taux de convergenceiNb de nceuds| Taux de convergence
1 50 86 X 121 X
2 200 321 1,071 441 1,981
3 800 1241 1,051 1681 1,990
4 3200 4881 1,030 6561 1,995
5 12800 19361 1,016 25921 1,997
6 51200 77121 1,009 103041 1,999

On tend donc vers un taux de convergence de 1 pour ’élément MINI et un taux de
convergence de 2 pour 1’élément Taylor-Hood. A I’inverse du probléme de Blasius, la

zone asymptotique est directement atteinte pour le probléme de Smith-Hutton. En effet,
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la solution analytique, ainsi que les termes sources, sont polynomiaux en x et y. Ils

peuvent donc étre efficacement approchés par la base polynomiale des éléments.

Les mémes simulations sont réalisées avec 1’élément stabilisé, mais cette fois-ci en
résolvant les équations de Navier-Stokes (avec un nombre de Reynolds égal a 1000) et

non les équations de Stokes.

Graphique logarithmique de I'erreur en fonction de la
taille caractéristique des éléments
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Figure 3.14 Estimation d’erreur (probléme de Smith-Hutton), élément P1-P1 stabilisé
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Tableau 3.4 Taux de convergence de I’estimation d’erreur (Smith-Hutton), élément
P1-P1 stabilisé

Elément STAB
IMaillage Nb de triangles|{Nb de nceuds|Taux de convergence
1 50 36 X
2 200 121 0,959
3 800 441 1,002
4 3200 1681 1,016
5 12800 6561 1,008
6 51200 25921 1,003

On tend donc vers un taux de convergence de 1 pour 1’élément stabilis€.

Finalement, la méthode d’estimation d’erreur donne de bons taux de convergence pour

des solutions manufacturées sur des géométries réguliéres.

3.2.1.2  Géomeétries non régulieres

Afin de vérifier que les solutions non manufacturées donnent de bons taux de
convergence quelle que soit la géométrie, on applique le probléme de Smith-Hutton a

une géométrie non réguliere.

Cette géométrie représente un canal rectangulaire comprenant deux obstacles ou trous,
carrés puis ronds. Cette géométrie est maillée a 1’aide de Comsol, qui permet de
subdiviser tous les éléments du maillage. On créée donc une succession de maillages,

dont la taille caractéristique est divisée par deux a chaque étape.



Figure 3.15 Maillage initial du canal avec des trous carrés
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Figure 3.16 Maillage initial du canal avec des trous ronds

On reprend les termes sources calculés précédemment pour le probléme de Smith-

Hutton, et on applique des conditions de Dirichlet (avec les expressions de usy et de vsg)

sur toutes les frontiéres, les bords du canal ainsi que sur les contours des trous. On

détermine également le niveau de pression, en imposant une pression nulle sur un nceud

du maillage (psg=0).

Tableau 3.5 Taux de convergence de 1’estimation d’erreur pour le probléme de Smith-

Hutton appliqué au canal avec des trous carrés

Eiément MINI Elément Taylor-Hood
IMaillage Nb de triangles|Nb de nceuds|Taux de convergence|Nb de nceudsiTaux de convergence
1 260 421 X 583 X
2 1040 1623 1,010 2207 1,981
3 4160 6367 1,003 8575 1,989
4 16640 25215 1,005 33791 1,994
5 66560 100351 1,004 134143 1,997
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Tableau 3.6 Taux de convergence de I’estimation d’erreur pour le probléme de Smith-

Hutton appliqué au canal avec des trous rond

Elément MINI Elément Taylor-Hood
Maillage]Nb de triangles|Nb de nceuds|Taux de convergence| Nb de nceuds [Taux de convergence
1 652 1024 X 1397 X
2 2608 40005 1,004 5403 1,967
3 10432 15835 0,998 21239 1,982
4 41728 62967 1,004 84207 1,991
5 166912 251119 1,004 335327 1,995

Quel que soit le type d’élément utilisé, les taux de convergence tendent bien vers les
taux théoriques pour les deux géométries (1 pour 1’élément MINI et 2 pour 1’élément
Taylor-Hood). Les singularités géométriques n’ont donc pas d’influence sur le taux de
convergence de I’estimation d’erreur en vitesse, dans le cas de solutions manufacturées.
En effet, les conditions limites du probléme sont recalculées pour chaque maillage a

partir de la solution analytique et ne changent donc pas d’un maillage a 1’autre.

3.2.1.3  Conclusion sur les solutions manufacturées

Finalement, quelle que soit la géométrie, une solution manufacturée permet d’obtenir les

bons taux de convergence pour 1’estimation d’erreur par la méthode intégrale.

322 Solutions non manufacturées 2D

Aprés avoir étudié le taux de convergence de I’estimation d’erreur sur des solutions
manufacturées, on s’intéresse a des solutions non manufacturées, afin de se rapprocher
des situations réelles. Pour cela, on reprend les deux géométries présentées

précédemment, le canal avec des trous carrés et le canal avec des trous ronds.
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3.2.2.1  Définition du probleme

On résout sur ces géométries les équations de Stokes. Le coté gauche du domaine
correspond a I’entrée du canal. On impose un profil parabolique de vitesse u en entrée.

La vitesse v est nulle a I’entrée.

A 1la sortie, sur le coté droit du canal, la vitesse v est nulle mais aucune condition n’est
imposée sur u. De cette maniére, on impose une condition de traction normale nulle en
sortie, ce qui permet également de déterminer le niveau de pression. Il n’y a donc pas
besoin d’imposer une pression sur un nceud du domaine. Sur toutes les autres frontieres,

les deux composantes de la vitesse sont nulles.

v

. ; . . R b
-0.016200 0.58741 1.191 17946 2398 30019

Figure 3.17 Profil de la vitesse axiale u dans le canal avec trous carrés
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Figure 3.18 Profil de la vitesse axiale u dans le canal avec trous ronds

p
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Figure 3.19 Profil de la pression p dans le canal avec trous carrés

En observant la répartition de la pression sur le canal avec des trous carrés, on constate
huit singularités en pression au niveau des quatre coins de chacun des deux trous carrés.
Or, la pression correspond au multiplicateur de Lagrange des équations de Navier-

Stokes. Donc une singularité en pression affecte la vitesse.
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Tableau 3.7 Taux de convergence de 1’estimation d’erreur pour 1’écoulement dans un

canal avec trous carrés

Elément MINI Elément Taylor-Hood
IMaillage Nb de triangles|Nb de nceuds|Taux de convergence[Nb de noeuds| Taux de convergence
1 260 421 X 583 X
2 1040 1623 0,965 2207 0,644
3 4160 6367 0,759 8575 0,578
4 16640 25215 0,666 33791 0,559
5 66560 100351 0,613 134143 0,552

Tableau 3.8 Taux de convergence de I’estimation d’erreur pour I’écoulement dans un

canal avec trous ronds

Elément MINI Elément Taylor-Hood
lMaiIIage Nb de triangles|Nb de nceuds{Taux de convergence|Nb de nceuds| Taux de convergence
1 652 1024 X 1397 X
2 2608 4005 0,996 5403 1,632
3 10432 15835 0,997 21239 1,595
4 41728 62967 1,002 84207 1,556
5 166912 251119 1,003 335327 1,531

La récupération de 1’erreur est tout d’abord réalisée sur I’ensemble du domaine maillé.

On obtient alors des taux de convergence inférieurs aux taux théoriques attendus. En

effet, pour le canal avec les trous carrés, le taux de convergence tend vers 0,6 pour

1’élément MINI (au lieu de 1) et vers un taux de 0,55 pour I’élément Taylor-Hood (au

lieu de 2). Pour le canal avec les trous ronds, le taux de convergence de I’élément MINI

tend vers la valeur attendue 1, tandis que 1’élément Taylor-Hood tend vers un taux de

convergence légérement inférieur a celui attendu (1,5).
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Pour 1’élément stabilisé, on résout les équations de Navier-Stokes, avec un nombre de

Reynolds qui vaut 400.

Tableau 3.9 Taux de convergence de I’estimation d’erreur pour 1’écoulement dans un

canal avec trous carrés ou ronds pour I’élément P1-P1 stabilisé

Canal a trous carrés

Canal a trous ronds

Maillage | Triangles Noeuds Convergence | Triangles Noeuds Convergence
1 260 161 X 652 372 X
2 1040 583 0,573 2608 1397 0,399
3 4160 2207 0,431 10432 5403 0,685
4 16640 8575 0,295 41728 21239 0,918
5 66560 33791 0,624 166912 84207 0,980

On retrouve pour I’élément stabilisé les mémes résultats que pour 1’élément MINI : on

obtient le bon taux de convergence pour le canal avec les trous ronds, mais le taux de

convergence du canal avec les trous carrés est inférieur au taux théorique attendu. Afin

de vérifier que la présence des trous est responsable des mauvais taux de convergence

obtenus, le domaine est séparé en trois sous-domaines, pour séparer les zones proches

des trous du reste du domaine.

I Zones contenant les singularités l

S

AN

l Partie principale I

Figure 3.20 Séparation du domaine du canal avec trous carrés en trois sous-domaines
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L’estimation d’erreur est alors réalisée sur les trois parties séparément. Comme attendu,
les deux zones contenant les singularités donnent les mémes taux de convergence. De
plus, on constate que les taux de convergence obtenus dans la partie principale tendent
vers les taux théoriques attendus (1 pour I’élément MINI et 2 pour I’élément Taylor-
Hood).

Graphique logarithmique comparant les estimations
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Figure 3.21 Erreurs estimées dans le canal avec trous carrés, élément Taylor-Hood
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Figure 3.22 Erreurs estimées dans le canal avec trous ronds, élément Taylor-Hood
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Tableau 3.10 Taux de convergence des trois parties pour le canal avec trous carrés

Elément MINI Elément Taylor-Hood
Maillage | Triangles Partie Principale | Singularités Partie Principale | Singularités
1 800 X X X X
2 3200 1,033 0,309 1,857 0,481
3 12800 1,059 0,507 2,002 0,555
4 51200 1,021 0,542 1,997 0,552
5 204800 1,009 0,546 X X

Tableau 3.11 Taux de convergence des trois parties pour le canal avec trous ronds

Elément MINI Elément Taylor-Hood
Maillage | Triangles Partie Principale | Singularités Partie Principale | Singularités
1 706 X X X X
2 2824 1,005 0,807 1,950 1,468
3 11296 1,011 0,985 1,991 1,514
4 45184 1,009 1,000 1,995 1,510
5 180736 1,006 1,003 1,997 1,506

Les calculs ont également été refaits avec 1’élément stabilisé, pour le canal avec les trous
carrés, en isolant les zones de singularités. Cette fois-ci les équations résolues sont les
équations de Navier-Stokes avec un nombre de Reynolds valant 400. On retrouve bien le
taux de 1 dans la partie principale et des mauvais taux dans les zones de singularité.
L’élément stabilisé se comporte donc comme 1’élément MINI, en ce qui concerne la

récupération de I’erreur.

Les calculs sur le canal avec des trous carrés et des domaines séparés ont été refaits avec
les éléments MINI et Taylor-Hood, en résolvant non plus les équations de Stokes, mais
bien les équations de Navier-Stokes, avec un nombre de Reynolds valant 400. En ce qui
concerne 1’élément MINI, on constate que le calcul converge vers une solution non
symétrique sur le canal avec des trous carrés. En effet, I’élément MINI n’est pas adapté

pour résoudre les équations de Navier-Stokes a cause des termes non linéaires, absents
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dans 1’équation de Stokes. A I’inverse, I’élément Taylor-Hood donne des résultats
satisfaisants du point de vue de la symétrie, et I’étude de la récupération de I’erreur
montre que les taux de convergence sont identiques a ceux obtenus pour les équations de
Stokes.

3.2.2.3  Conclusions sur les solutions non manufacturées

Tableau 3.12 Tableau récapitulatif des taux de convergence sur les deux canaux

Canal avec trous carrés Canal avec trous ronds
MINI Taylor-Hood MINI Taylor-Hood
Taux théoriques 1 2 1 2
Tout le domaine 0,61 0,55 1 1,5
Partie principale 1,01 2 1,01 1,99
Zones de singularités 0,55 0,55 1 1,51

La séparation en plusieurs parties montre que la méthode intégrale d’estimation d’erreur
donne de bons taux de convergence pour des géométries réguliéres. Dans le premier cas,
le cas du canal avec des trous carrés, les singularités correspondent aux huit coins des
deux trous. Il s’agit de singularités géométriques, identiques d’un maillage sur I’autre,
dues a la présence d’angles concaves. Ces singularités affectent le taux de convergence
pour les deux types d’éléments considérés. En effet, on a vu que ces singularités

géométriques ont créé des singularités de pression qui affectent la vitesse.

Dans le second cas, le cas du canal avec des trous ronds, I’erreur sur le taux de
convergence s’explique par le fait que la géométrie change d’un maillage a 1’autre. En
effet, le cercle est approximé par un polygone, et le nombre d’arétes de ce polygone
augmente lorsqu’on raffine le maillage. La géométrie change donc d’un maillage a

Pautre.
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De plus, I’approximation du cercle par un polygone crée des angles concaves, qui
affectent le taux de convergence, comme on a montré pour le canal avec les trous carrés
(bien que la valeur de ces angles soit inférieure a celle des angles présents sur les trous
carrés). Enfin, lorsqu’on raffine le maillage, la valeur de ces angles concaves diminue,
ce qui fait & nouveau varier le taux de convergence. En effet, le raffinement du maillage
est réalisé avec Comsol, qui prend en compte la géométrie, autrement dit la courbure des
deux cercles. Par exemple, dans le cas de I’élément MINI dans les zones contenant les
singularités, pour les premiers maillages, 1a ou les angles sont les plus importants, le
taux de convergence vaut environ 0,8. Pour les maillages plus fins, les singularités sont

plus nombreuses mais moins intenses, on tend alors vers un taux de convergence de 1.

Finalement, les mauvais taux de convergence obtenus sur tout le domaine du canal avec
ronds s’expliquent par ’accumulation de deux phénomenes: la présence d’angles

concaves, et la modification de la géométrie d’un maillage sur 1’autre.

SUBDIVISION

Figure 3.23 Modification de la géométrie lors du raffinement du maillage par Comsol
En conclusion, la méthode intégrale d’estimation d’erreur permet d’obtenir de bons taux
de convergence en dehors des zones contenant des singularités géométriques pour les

solutions non manufacturées

3213 Solution manufacturée 3D

Aprés avoir obtenu de bons résultats avec 1’estimation d’erreur en 2D, celle-ci est testée
en 3D. Pour cela, on construit une nouvelle solution manufacturée inspirée du probléme

de Smith-Hutton mais en 3D.
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La géométrie utilisée est un cube centré en (0,0,0) de longueur 2. Chacune des trois
coordonnées va donc de -1 a 1. Le maillage initial est un maillage structuré constitué de
tétracdres, les maillages suivants sont obtenus grice au programme de raffinement
global 3D. Les tétraedres sont donc coupés en 8 a chaque étape, la taille caractéristique

du maillage est donc divisée par 2.

Figure 3.24 Maillage initial du cube

Les séries de calculs sont réalisées avec les éléments linéaires P1-P1 stabilisés. Le taux
de convergence théorique de cet élément vaut 1. La solution au probléme de Smith-

Hutton étendu au 3D s’écrit :

Ugysp = 2yz(1-x°) (3.42)

Vorsn = 2xz(1- %) (3.43)

Werrsp = =2y (1-2%) (3.44)
Psusp =0 (3.45)
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Ces vitesses sont imposées comme conditions de Dirichlet sur le bord du domaine. Pour
fixer le niveau de pression a zéro, une pression nulle est imposée en un point du

maillage.

On en déduit les termes sources pour les équations de Navier-Stokes :

Fug,., =4uyz+ p(l ~x° )|:—8xyzz2 +4xz* (1-y*)-8xp* (1- 22 )] (3.46)
Fvg,., =4uxz+ p(l —y’ )|:—8x2yz2 +4yz* (1-x*) -8x°y(1-2%) | 3.47)

FWg,,, = =-8uxy + p(l -z’ )[—32x2yzz —8yzz(1 —-xz)—8xzz(1—-y2 ):| (3.48)

On résout les équations de Navier-Stokes stabilisées, le nombre de Reynolds vaut 1000.

Figure 3.25 Vecteurs vitesses pour une solution au probléme de Smith-Hutton 3D
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Graphique logarithmique de I'erreur en fonction de la
taille caractéristique des éléments
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Figure 3.26 Estimation d’erreur pour le probléme de Smith-Hutton 3D

On constate que I’erreur estimée est a nouveau trés proche de I’erreur réelle, qui a été

directement calculée entre la solution numérique et la solution analytique.

Tableau 3.13 Taux de convergence de I’estimation d’erreur (Smith-Hutton 3D)

Elément P1-P1
Maillage|Nb de tétraédres|Nb de nosuds|Taux de convergence
1 192 63 X
2 1536 365 0,787
3 12 288 2457 0,899
4 98 304 17 969 0,883
5 786 432 137 313 0,843

On tend donc vers un taux de convergence de 0,85 ce qui inférieur au taux théorique
valant 1. Des efforts ont été faits pour identifier un probléme quelconque qui affecterait
ce taux. Par exemple, on a augmenté le nombre de points de Gauss utilisés pour la
méthode d’intégration de Gauss. Mais a date, aucune explication n’a été trouvée et 0,85

reste le meilleur taux que nous avons pu obtenir.
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CHAPITRE 4
SUBDIVISION ADAPTATIVE DE MAILLAGE

4.1 Raffinement de maillage

La taille des ¢léments est un choix essentiel pour obtenir une bonne solution. En effet,
plus un maillage sera fin, plus ’erreur sur la solution sera faible. Ce lien entre la taille du
maillage et I’erreur sur la solution a été mis en évidence au chapitre précédent lors de
I’étude du taux de convergence de ’erreur sur la vitesse. Pour réaliser cette étude, il a
fallu utiliser des séries de maillages de plus en plus fins. C’est pourquoi on a développé
un programme de raffinement global de maillage, dont le fonctionnement est présenté

dans ce chapitre.

Mais en régle générale, la solution d’un probleme présente des zones de forts gradients
de vitesse et des zones a faibles gradients de vitesse. L’erreur sera plus importante dans
les zones a forts gradients de vitesse. L’idéal sera donc d’avoir un maillage plus fin dans
ces zones pour diminuer ’erreur sur la solution, tout en gardant un maillage plus
grossier dans les zones a faibles gradients de vitesse. En effet, en raffinant tout le
maillage, on est certain de réduire I’erreur, mais les temps de calcul augmentent
énormément. Il est donc préférable d’éviter de raffiner les zones ou I'erreur est déja
faible.

On a donc développé un processus de subdivision adaptative de maillage afin de ne

raffiner le maillage que dans les zones présentant des erreurs importantes.



77

4.1.1  Méthode de raffinement de maillage

Le raffinement local d’un maillage en fonction de I’erreur sur les éléments peut se faire
de différentes manieres :

- Le maillage peut étre entierement refait, en contrdlant la densité d’éléments dans les
différentes zones du domaine géométrique : il n’y a aucun lien entre le nouveau
maillage et I’ancien maillage.

- L’ancien maillage est conservé et seuls certains de ses éléments sont raffinés : c’est

la subdivision adaptative.

Aprés avoir réalisé une simulation sur I’ancien maillage, et obtenu un nouveau maillage
raffiné localement, la méme simulation sera refaite sur le nouveau maillage. Donc, il
sera intéressant d’interpoler la premiere solution sur le nouveau maillage, pour
constituer une solution initiale proche de la solution finale voulue. Ainsi, la convergence

du second calcul sera facilitée.

Or, si le nouveau maillage est directement issu de I’ancien maillage, comme c’est le cas
avec la subdivision adaptative, la solution aux nceuds déja existants sera exacte et seuls
les nceuds supplémentaires issus du raffinement de certains éléments pourront avoir des
erreurs d’interpolation. Tandis que si le nouveau maillage est totalement indépendant de

I’ancien, tous ses nceuds pourront avoir des erreurs d’interpolation.

C’est pourquoi la méthode qui a finalement été sélectionnée est la méthode de
subdivision adaptative. De plus, si on veut réaliser des simulations transitoires avec
réadaptation de maillage, il sera également intéressant de pouvoir facilement et plus
efficacement interpoler la solution de 1’étape de temps précédente pour constituer une

solution de départ pour le calcul de I’étape de temps suivante.
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Deux programmes de raffinement ont donc été développés. Le premier raffine tous les
éléments et est utilisé pour étudier I’influence de la taille de I’élément sur ’erreur de la
solution (chapitre précédent). Le second raffine uniquement certains éléments et sera

intégré au processus de subdivision adaptative.

Ces programmes ont d’abord été construits et testés sur des géométries 2D, car les
maillages sont plus faciles a visualiser et les simulations moins cofiteuses en temps de
calcul. Mais I’objectif était ensuite d’appliquer ces méthodes aux géométries 3D. Or, en
3D nous n’utilisons que 1’élément linéaire P1-P1. Donc en 2D ces programmes n’ont été
écrits que pour I’élément linéaire P1-P1. Les éléments seront donc uniquement définis
par leurs sommets. Les maillages lus par le programme EFS5 utilisent une connectivité de
type Eléments vers Sommets. Autrement dit, on dispose des informations suivantes :

- les coordonnées de tous les nceuds du maillage (uniquement des sommets pour des

éléments linéaires)
- pour chaque élément du domaine, les numéros de ses sommets (3 en 2D et 4 en 3D)

- pour chaque éléments du bord, les numéros de ses nceuds (2 en 2D et 3 en 3D)

L’ordre d’énumération des sommets est important, car il détermine 1’orientation de

I’élément. Les maillages lus par EF5 doivent étre numérotés de la fagon suivante :

v

1 2 Ty

Figure 4.1  Numérotation des éléments et des €léments du bord en 2D
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v

Figure4.2  Numérotation des éléments en 3D

En 3D, les éléments du bord sont des triangles définis par leurs trois sommets. Dans

I’exemple ci-dessus, la face de devant s’écrit : 2-4-3.

4.1.2 Raffinement global

Le premier programme de raffinement subdivise tous les éléments du maillage de la

maniére suivante :

SUBDIVISION

Y " R e 4
< >

h h/2

Figure 4.3  Principe de subdivision d’un élément en 2D
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Figure 4.4  Tétraédre subdivisé en huit tétra¢dres fils

En 3D, les tétraédres issus de la subdivision du tétraédre 1-2-3-4 sont définis par :

1-5-7-10 , 2-6-5-8 , 3-7-6-9 , 9-10-8-4 , 8-6-10-9, 5-6-10-8, 5-6-7-10, 7-10-6-9

En 2D, les éléments fils ainsi obtenus sont identiques et possédent les mémes
proportions que 1’élément pére dont ils sont issus. Ainsi, si I’élément pére avait des
proportions satisfaisantes (valeur des angles par exemple), alors les éléments fils seront

aussi satisfaisants. En 3D, seuls quatre des tétraédres conservent les proportions du pére.
4.1.2.1  Raffinement global 2D

La principale difficulté de ce programme est de créer un nceud au milieu de chaque aréte

du maillage, sans considérer deux fois la méme aréte.

La premiére étape consiste a construire une connectivité de type Sommets vers
Eléments : pour chaque sommet, on veut connaitre la liste des éléments auxquels ce

sommet appartient. Pour cela, il faut construire deux tableaux :
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Le premier tableau, appelé Compte, posséde autant de lignes que le maillage initial
posseéde de nceuds (nombre de sommets du maillage). La premiére colonne contient pour
chaque sommet (pour chaque ligne du tableau) le nombre de triangles s’appuyant sur ce

nceeud.

Le second tableau, appelé Triangles, constitué d’une seule colonne, contient la liste des

triangles liés au sommet 1, puis la liste des triangles liés au sommet 2,...

La seconde colonne du tableau Compte contient le numéro de la premiére ligne du

tableau Triangles correspondant aux triangles associés a ce sommet.

Triangles
\
Triangles
} associés au
sommet 1
Compte
A {
_____"—/”_'> Triangles
‘3 : > associés au
E sommet 2
£ ) .
o]
(/2]
)
©
L0
=
i
/2]
L]
c
2
®
°
L0
Z
v

Figure 4.5  Création d’une connectivité inverse, Sommets vers Eléments
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La construction de ces deux tableaux facilite 1’étape suivante : la construction d’un
tableau Arétes contenant toutes les arétes du maillage. Chaque ligne de ce tableau
contiendra les informations relatives a une aréte du maillage, sans doublons. Les deux
premiéres colonnes contiennent les numéros des deux nceuds extrémité de 1’aréte
(donnés dans I’ordre croissant). Les troisiéme et quatriéme colonnes contiennent les
coordonnées du milieu de I’aréte, calculées a partir des coordonnées des deux
extrémités. Les colonnes suivantes pourront contenir les solutions interpolées en ces

nceuds milieux (vitesse et pression).

Pour construire ce tableau, il faut boucler sur ’ensemble des sommets du maillage. En
considérant un sommet S, grice aux tableaux Compte et Triangles, les triangles
associés a ce sommet sont connus. Pour chacun de ces triangles, les deux arétes
constituées du sommet S et de chacun des deux autres sommets S1 et S2, peuvent étre
ajoutées au tableau Arétes. Pour éviter d’ajouter deux fois la méme aréte, I’aréte S-S1
(ou S-S2) est ajoutée uniquement si le numéro de S est plus petit que celui de S1 (ou
S2). Dans ce cas, cette aréte est ajoutée au moment de 1’étude du sommet S, mais elle ne
le sera pas au moment d’étudier S1. A inverse, si le numéro de S est plus grand que
celui de S1, elle n’est pas ajoutée maintenant, mais elle aura déja été ajoutée au moment

d’étudier S1.

Cependant, une aréte peut appartenir a deux triangles différents et dans ce cas sera
trouvée deux fois au moment de I’étude de S. Pour ne pas inscrire deux fois une aréte
dans le tableau Arétes, il faut donc tester, au moment d’ajouter une nouvelle aréte, si
celle-ci n’est pas déja inscrite. La méthode de construction fait qu’il suffit de tester les

demiéres arétes ajoutées, uniquement celles ajoutées au moment de 1’étude de S.

Lorsque toutes les arétes ont été ajoutées une seule fois, les nceuds supplémentaires qui

seront créés au milieu de chacune d’elles seront numérotés a la suite des nceuds déja
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présents dans 1’ancien maillage. Ce numéro peut par exemple étre stocké dans une autre

colonne du tableau Arétes.

Pour construire les nouveaux triangles, il suffit de boucler sur les triangles de I’ancien
maillage. Chaque triangle doit étre remplacé par ses quatre triangles fils en prenant soin
de respecter ’ordre de numérotation des sommets. Connaissant les numéros de deux
nceeuds partageant une aréte de ’ancien maillage, il suffit de rechercher dans le tableau
Arétes, pour retrouver le numéro du nouveau nceud situé au milieu de I’aréte. Cette

recherche est facilitée par le fait que les sommets sont donnés dans I’ordre croissant.

Pour I’écriture des éléments du bord, la procédure est la méme. Chaque élément de bord
du maillage 1nitial est remplacé par ses deux « moitiés », en retrouvant le numéro du

nozud central dans le tableau Arétes.

Parallélement a 1’écriture du nouveau maillage, on peut construire une solution initiale
interpolée sur le nouveau maillage, en reprenant les solutions aux sommets de ’ancien

maillage, et les solutions interpolées au milieu des arétes.

4.1.2.2  Raffinement global 3D

Pour raffiner intégralement un maillage de tétraédres, on a a nouveau besoin de la
connectivité inverse « Sommets vers Eléments », pour ensuite dresser la liste de toutes
les arétes du maillage. La méthode de construction de la connectivité inverse et du

tableau Arétes est identique a celle utilisée en 2D.

Pour la construction des nouveaux tétraedres, il suffit de parcourir la liste des tétraédres
du maillage initial et remplacer chacun de ces tétraédres par ses huit tétraédres fils.
L’écriture des éléments du bord est identique a I’écriture des nouveaux triangles dans la

procédure 2D.
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4.1.3  Principe de la subdivision adaptative

[ Mailleur J

Maillage initial

[ ~ Solveur ]

Liste des éléments
a subdiviser

% - Solution numérique
3| ,

£ Estimateur

3 y

3 d’erreur

>

3

= |

Programme
de raffinement

Figure 4.6  Principe du processus de subdivision adaptative

Un logiciel fournit le maillage initial qui servira au premier calcul par éléments finis. Ce
maillage respecte la géométrie donnée, supposée polygonale. A partir de ce maillage, le

solveur, ici EF5, calcule une solution numérique.

Le module d’estimation d’erreur fournit une approximation de l’erreur de chaque
élément du maillage. Le but est d’obtenir une équi-répartition de I’erreur sur tous les
éléments du maillage. On se fixe donc une erreur cible par élément. Les différentes
méthodes possibles pour déterminer 1’erreur cible élémentaire sont présentées dans le
chapitre précédent. L’erreur de chaque élément est ensuite comparée a cette erreur cible,
si son erreur est trop importante, alors 1’élément doit étre coupé. On obtient ainsi une

liste des éléments a subdiviser. A partir de cette liste, le programme de raffinement local
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du maillage génére un nouveau maillage, sur lequel on refait le calcul de la solution

numérique. On réitére ce procédé jusqu’a ce ’obtention d’une erreur satisfaisante.

Dans ce programme, on n’a pas accés a la géométrie initiale. On suppose donc que la
géométrie étudiée est polygonale. Ainsi, si le maillage initial respecte la géométrie, alors
le maillage raffiné la respectera aussi. Cette hypothése n’est pas trop contraignante, car
le modéle géométrique de la carotide qui sera utilisé provient de mesures IRM sur un

patient et est donc polygonale.

414  Raffinement local

La stratégie employ€e pour le raffinement local est sensiblement la méme pour les cas
2D et 3D. Au départ, on dispose d’'un tableau dont la taille est égale au nombre
d’éléments du maillage initial. Pour chaque élément du maillage, la valeur
correspondante dans le tableau est un si ’élément doit étre coupé et zéro sinon. Ce

tableau est construit au moment du calcul de Uerreur.

4.14.1  Raffinement local 2D

Ces programmes étant développés pour 1’élément linéaire P1-P1, le maillage initial est
constitué de triangles a trois nceuds seulement (les trois sommets). Comme dans le cas
du raffinement global, les triangles devant étre subdivisés seront remplacés par quatre
triangles fils qui auront le méme aspect que le triangle initial. Cependant, un triangle
voisin d’un triangle subdivisé aura un nceud au milieu d’une de ses arétes, ce qui rend le
maillage non conforme. Ces nceuds en trop sont parfois appelés « hanging nodes » [37].
Pour résoudre ce probléme, ce triangle devra donc aussi étre découpé. Par exemple, dans
le cas ou un seul élément doit étre subdivisé en quatre éléments, les triangles voisins

seront coupés en deux.
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Figure 4.7  Propagation de la coupe d’un élément 2D a ses voisins

Mais si un triangle ne doit pas étre subdivisé mais partage des arétes avec plus d’un

triangle qui doivent étre subdivisés, alors ce triangle peut étre amené a étre coupé en

plus de deux éléments.

Afin de déterminer la coupe que devra subir chaque triangle du maillage initial, on

commence par construire une connectivité « Sommet vers Elément » pour connaitre tous

les éléments s’appuyant sur un nceud (voir Raffinement global).

Grace a cela, on construit un tableau Arétes, dont chaque ligne contiendra des

informations sur une aréte du maillage. Toutes les arétes du maillage doivent étre

ajoutées a ce tableau. Le tableau Arétes contiendra les informations suivantes :

Colonnes 1 et 2 : les deux nceuds extrémités donnés dans 1’ordre croissant

Colonne 3 : le nombre de triangles s’appuyant sur cette aréte (un ou deux)

Colonne 4 : 1 si I’aréte doit étre coupée, O sinon

Colonnes 5 et 6 : les numéros des deux triangles partageant cette aréte (la colonne 6

pourra rester vide s’il s’agit d’une aréte frontiere)

Pour construire ce tableau, il suffit de parcourir I’ensemble des nceuds du maillage : pour

chaque nceud n, on récupere les triangles s’appuyant dessus grice a la connectivité

inverse. On recherche alors les arétes de ce triangle dont une des extrémités correspond a
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n. Si on appelle m I’autre extrémité de 1’aréte, cette aréte ne pourra €tre ajoutée que si on

a n<m. Dans le cas inverse, I’aréte sera ajoutée au moment d’étudier le nceud m. Cela

permet d’éviter d’ajouter plusieurs fois la méme aréte au tableau.

Si on est dans le cas n<m :

Si l’aréte n’est pas encore présente dans le tableau Arétes, alors on 1’ajoute a la
ligne suivante. La colonne 3 est initialisée a un et le triangle dans lequel on a trouvé
’aréte est ajouté dans la colonne 5. Si ce triangle doit étre subdivisé, alors la
colonne 4 est initialis€e a 1, sinon elle est initialisée a 0.

Si I’aréte est déja présente dans le tableau Arétes, alors il faut retrouver la ligne la
contenant. La colonne 3 de cette ligne passe alors de 1 a 2, car on vient de trouver le
second triangle partageant cette aréte. Ce second triangle est donc ajouté dans la
colonne 6. Si le premier triangle s’appuyant sur cette aréte ne devait pas étre coupé,
donc si la colonne 4 contient le chiffre zéro, alors il faut regarder si le nouveau

triangle doit étre coupé. Si c’est le cas, alors la valeur de la colonne 4 passe de 0 a 1.

Une fois le tableau Arétes construit, on connait exactement toutes les arétes du maillage,

et on sait pour chaque aréte si elle doit étre coupée, autrement dit s’il faudra ajouter un

nouveau nceud sur son milieu.

Il faut maintenant déterminer le type de coupe que devra subir chaque triangle. Pour

cela, on va regarder parmi ses trois arétes lesquelles doivent étre coupées. Le type de

coupe dépendra du nombre d’arétes coupées :

Coupe 0 : Si aucune aréte ne doit étre coupée, alors le triangle n’est pas coupé.
Coupe 1 : Si les trois arétes doivent étre coupées, alors le triangle est coupé en 4.
Coupe 2 : Si une seule aréte du triangle doit étre coupée, alors le triangle est coupé
en 2.

Coupe 3 : Si deux arétes doivent étre coup€es, alors le triangle est coupé en 3.



|
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Figure 4.8  Coupe 1 d’un élément 2D

Figure 4.9  Coupe 2 d’un élément 2D

Figure 4.10 Coupe 3 d’un élément 2D : deux possibilités de coupe

88
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On construit un second tableau Bilan dont chaque ligne correspondra a un triangle du

maillage initial. Le numéro de la ligne correspondra au numéro du triangle concerné. Ce

tableau Bilan contient les informations suivantes :

- Colonnes 1a 3 : les arétes coupées du triangle (toutes les colonnes ne seront pas
forcément remplies, dépendamment du nombre d’arétes coupées du triangle)

- Colonne 4 : le nombre d’arétes coupées du triangle

- Colonne 5 : le type de coupe du triangle

Pour remplir ce tableau, il suffit de parcourir toutes les lignes du tableau Arétes
précédemment construit. Pour chaque aréte A, si celle-ci doit étre coupée (colonne 4 du
tableau Arétes), alors on regarde les triangles s’appuyant sur cette aréte (colonnes 5 et 6
du tableau Arétes). Pour chacun de ces triangles, ’aréte A est ajoutée a la ligne
correspondante du tableau Bilan, dans la premiére colonne vide parmi les colonnes 1 a
3. La valeur de la colonne 4 est augmentée de 1. Une fois parcourues toutes les arétes du
maillage, on connait donc le nombre d’arétes coupées de chaque triangle. On en déduit

donc le type de coupe qu’il devra subir (colonne 5).

I1 est maintenant possible d’écrire le nouveau maillage. Pour I’écriture des points, il faut
d’abord reprendre tous les points déja présents dans le maillage, et ajouter les nceuds aux
milieux des arétes coupées. Pour cela, on construit un tableau d’entier NouveauxNoeuds
contenant autant de lignes qu’il y a d’arétes dans le maillage. Ce tableau contiendra s’il
y a lieu le numéro du nouveau nceud qui sera créé au milieu de 1’aréte. Si 1’aréte ne doit
pas €tre coupé, aucun numéro ne sera inscrit dans le tableau. La numérotation des
nouveaux nceuds commence a la suite des sommets déja présents dans le maillage initial.
En parall¢le, on construit un autre tableau NouvellesCoordonnées, qui contiendra cette
fois-ci des nombres flottants, qu’on remplira au fur et & mesure avec les coordonnées des
nouveaux nceuds, calculées en moyennant les coordonnées des deux extrémités de
’aréte. Il peut aussi contenir les solutions interpolées en ce nceud (vitesse et pression).

Au final, ce tableau contiendra autant de lignes qu’il y aura de nouveaux nceuds, et
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permettra d’écrire les coordonnées des nouveaux nceuds a la suite de celles des anciens

neeuds.

Pour I’écriture des éléments, on parcourt tous les éléments du maillage initial. Pour
chaque €lément, on connait le type de coupe qu’il devra subir (colonne 5 du tableau
Bilan). 11 suffit donc de le remplacer par le nombre adéquat de triangles fils, en prenant
garde au sens de numérotation des sommets. Pour connaitre le numéro des nceuds
supplémentaires, il suffit d’identifier les arétes coupées (colonnes 1 a 3 de Bilan) et de

retrouver le numéro du nouveau nceud grace au tableau NouveauxNoeuds.

Enfin, pour I’écriture des arétes frontiéres, on utilise un procédé identique : pour chaque
aréte frontiére du maillage initial, la colonne 4 du tableau Arétes permet de savoir si
1’aréte doit étre coupée. Si oui, alors le numéro du nouveau est récupéré grace au tableau

NouveauxNoeuds et I’aréte est remplacée par deux nouvelles arétes.

Parallélement a ’écriture du nouveau maillage, on peut construire une solution initiale
interpolée sur le nouveau maillage, en reprenant les solutions aux sommets de 1’ancien

maillage, et les solutions interpolées au milieu des arétes coupées.

4.14.2  Raffinement local 3D

En 3D, la méthodologie utilisée pour le raffinement local est trés semblable a celle
utilisée en 2D. Aprés avoir construit une connectivité inverse « Sommets vers
Eléments », toutes les arétes du maillage sont listées dans un tableau Arétes. Cependant,
il est impossible de connaitre le nombre de tétraédres s’appuyant sur une aréte. Le

tableau Arétes pourra donc contenir plus de colonnes.

Un tableau Bilan est ensuite construit comme dans le cas 2D, mis a part le fait qu’un

tétraédre posséde 6 et non 3 arétes. Ce tableau permet de savoir quelles arétes du
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tétracdre seront coupées. Mais contrairement au 2D, il est difficile en 3D de prendre en
compte toutes les configurations possibles (nombre d’arétes coupées et disposition de
ces arétes). En effet, il existe 56 configurations différentes [37]. Pour simplifier, nous
avons sélectionné seulement cinq configurations qui seront prises en compte :

- Coupe 0 : Si aucune aréte ne doit étre coupée, alors le tétra¢dre n’est pas coupé.

- Coupe 1 : Si les six arétes doivent étre coupées, alors le tétraédre est coupé en 8.

- Coupe 2 : Si deux ou trois arétes appartenant a une méme face doivent étre coupées,

alors le tétra¢dre est coupé en 4.

- Coupe 3 : Si une seule aréte doit étre coupée, alors le tétra¢dre est coupé en 2.

S

Figure 4.11 Six arétes coupées : coupe 1 de I’élément 3D
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Figure 4.12 Trois arétes coupées sur une méme face : coupe 2 de I’élément 3D
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Figure 4.13 Deux arétes coupées sur une méme face : coupe 2 de 1’élément 3D

Figure 4.14 Une seule aréte coupée : coupe 3 de I’élément 3D

Dans tous les autres cas, le tétra¢dre sera coupé intégralement (coupe 1 en 8 tétraédres).
Ce serale cas :
- Sideux ou trois arétes n’appartenant pas a une méme face doivent étre coupées.

- Si quatre ou cinq arétes doivent étre coupées.

Dans certains cas, la coupe devra donc se propager et il faudra couper des arétes
supplémentaires. En effet, ce sera le cas si le tétraédre doit subir une coupe de type 1,
mais posséde moins de six arétes coupées : il faudra ajouter les nceuds manquants. Ce
sera également le cas lorsqu’un tétracdre devra subir une coupe de type 2 avec
uniquement deux arétes déja coupées : il faudra aussi couper la troisiéme aréte. Mais le

fait de couper de nouvelles arétes pourra changer la configuration des tétraédres voisins,
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qui devront peut-étre a leur tour changer de type de coupe. Par exemple, si un tétraédre
posséde initialement trois arétes coupées sur une méme face, il doit donc subir une
coupe de type 2. Mais si un de ses voisins nécessite de couper des arétes
supplémentaires, alors le premier tétraédre pourra éventuellement passer de trois a
quatre arétes coupées. 11 devra alors subir une coupe de type 1, et il faudra de nouveau

couper de nouvelles arétes, ce qui propage le probléme aux voisins.

Pour résoudre ce probléme, le tableau Bilan est mis a jour jusqu’a ce qu’il n’y ait plus

de cas de propagation. L algorithme est le suivant :

- Initialisation du tableau Bilan : les types de coupe sont déterminés d’aprés le

nombre initial d’arétes coupées.

- Initialisation d’une liste Révision contenant tous les éléments du maillage.

- Mise a jour du tableau Bilan :
Tant que la liste Révision n’est pas vide, faire :
Tous les éléments de la liste Révision sont parcourus dans 1’ordre
croissant : si la coupe se propage, les nouvelles arétes sont coupées
(modification de la colonne 4 du tableau Arétes) et ajoutées sur la ligne
de tous les tétraédres la partageant. Les tétraedres ainsi modifiés sont
ajoutés a une nouvelle liste Révision (vidée au début de la boucle). Ils

n’y sont ajoutés que s’ils ont déja été étudiés lors de cette boucle.

Finalement, I’algorithme s’arréte lorsque aucune propagation n’a été détectée a la fin
d’une boucle (la liste Révision est vide). Le type de coupe que devra subir chaque

tétraédre est alors définitif.
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L’écriture des points se fait comme dans le cas du raffinement local 2D. Pour la
construction des éléments, il suffit de parcourir tous les tétraedres du maillage initial.
Connaissant le type de coupe (tableau Bilan), le tétraédre doit étre remplacé par le
nombre adéquat de tétraédres fils. Les numéros des nouveaux nceuds sont connus grice

au tableau NouveauxNoeuds comme en 2D.

Les éléments frontiéres dans le cas d’un maillage 3D sont des triangles. Comme dans ce
programme les maillages sont uniquement constitués de tétraédres a 4 nceuds, les
éléments frontiéres sont des triangles a trois nceuds. Finalement, 1’écriture des ces
triangles se fait de fagon identique a I’écriture des éléments du raffinement local 2D.
Connaissant les nceuds constituant un triangle frontiére, il est possible de savoir
lesquelles de ses arétes sont coupées en deux. Selon ce nombre, le triangle sera coupé en
4 triangles, en 2 triangles ou restera entier. Il ne pourra pas étre coupé en 3 triangles

compte tenu des découpes de tétra¢dres existantes.

En raisonnant sur le nombre d’arétes coupées, on est sir que le raffinement des triangles

du bord est compatible avec le raffinement des tétraédres du domaine.

Ce programme de raffinement local 3D pourrait étre amélioré en traitant plus de
configurations d’arétes coupées, afin de limiter la propagation du raffinement. Mais ces

améliorations ne seront pas traitées lors de cette étude.
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4.2 Test du raffinement local 2D

Avant de ’appliquer a des géométries 3D, le principe de subdivision adaptative a été
testé sur des problémes 2D, car la visualisation des maillages est plus facile. De plus, le
programme de subdivision développé ici a pu étre comparé en 2D au programme de
subdivision proposé par Comsol qui utilise des techniques similaires. Ces techniques ne
sont malheureusement pas disponibles en 3D, car Comsol ne peut pas subdiviser un
tétraédre en huit, il ne peut que le couper en deux mais perd alors la qualité du tétraédre

pére.

Pour identifier les éléments a subdiviser, I’erreur de la solution est estimée en utilisant la

méthode intégrale, autrement dit en minimisant la fonctionnelle sous forme intégrale.

42.1 Présentation du premier probléme

Le premier test de raffinement local 2D est réalisé sur une solution manufacturée, proche
du probleme de Smith-Hutton, mais avec des puissances supérieures (a 'ordre 9). Le
domaine de calcul est un carré centré en (0,0), avec des cotés de longueur 2. Les
simulations sont réalisées sur des éléments P1-P1 stabilisés, avec un nombre de

Reynolds valant 1000.

Ugyo = 2)° (l_xg) 4.1)
Vsuo = -2x° (1 - y9) 4.2)
DPsue =0 4.3)

Cette solution a été choisie car les gradients de vitesse sont principalement concentrés au
voisinage des coins et des bords. Ainsi, le maillage obtenu devrait étre beaucoup plus fin

dans ces zones.
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Time=0 Surface; Velocity field [mfs] Height: velocity field [mfs] Deformation: Velocity field {m/s) Max: 5.657
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Figure 4.15 Probléme de Smith-Hutton a I’ordre 9 : norme de la vitesse

Le maillage initial a été construit avec Comsol puis traduit pour EFS5, il s’agit d’un
maillage non structuré, relativement grossier. Il contient 61 nceuds et 100 éléments.
Afin d’apprécier la qualité des €léments, les maillages sont parfois représentés grace a
Comsol, y compris les maillages raffinés par EF5. En effet, Comsol permet de colorer
les éléments en fonction de leur qualité. La qualité d’un élément prend en compte son

aspect géométrique. Comsol la calcule de la maniére suivante pour un triangle :

434

qzﬁ+@+@

(4.4)

Avec : q : qualité du triangle
A : aire du triangle

hy, h; et hs : longueurs des trois cotés du triangle
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Figure 4.16 Maillage initial a 100 éléments du carré

422 Comparaison du raffinement local de EF5 et de Comsol

La simulation a d’abord été réalisée avec EF5, la méthode de raffinement local
employée est une réduction d’erreur de 70%, avec un ratio critique de 1,2 (voir la partie
traitant I’estimation d’erreur). Autrement dit, ’erreur cible totale vaut 70% de I’erreur
totale estimée. On en déduit une erreur cible élémentaire en divisant I’erreur cible totale
par la racine carrée du nombre d’éléments du maillage. Chaque élément dont le ratio
erreur estimée sur erreur cible élémentaire est supérieur a 1,2 est subdivisé en 4

éléments.

Avec ces critéres, 40 éléments sur les 100 doivent étre subdivisés. En théorie, le nombre
d’éléments du maillage raffiné doit donc valoir 220 :

N =100+40x3=220 (4.5)

Mais par propagation du raffinement d’autres éléments devront étre découpés en quatre,

trois ou deux éléments. Au final, le maillage raffiné contient 252 éléments et 145 nceuds.
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La méme simulation est réalisée avec le logiciel Comsol, qui propose deux méthodes de
découpage des éléments. La premiére méthode coupe les €léments sur le coté le plus
long, tandis que la seconde méthode découpe 1’élément de fagon réguliére, c’est-a-dire
en quatre ¢léments qui auront le méme aspect que 1’élément pére. La seconde méthode
est utilisée car le découpage est alors identique a celui de EFS5. Pour la sélection des

éléments a subdiviser, Comsol propose trois méthodes:

1) L’utilisateur peut déterminer 1’augmentation du nombre d’éléments qu’il
souhaite entre le maillage initial et le maillage raffiné, ainsi il est possible de
contrdler le nombre d’éléments final.

2) L’utilisateur peut indiquer une fraction de ’erreur élémentaire la plus grande.
Tous les éléments dont ’erreur est supérieure a cette fraction de I’erreur la plus
grande seront subdivisés.

3) L’utilisateur peut choisir la proportion d’éléments qui sera subdivisée.

On utilise d’abord la premiére méthode proposée par Comsol, en fixant une
augmentation de 252% du nombre d’éléments, afin d’obtenir un maillage de 252

¢léments. En réalité le maillage ainsi construit contient 325 €léments et 184 nceuds.

fe
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Figure 4.17 Comparaison du maillage EF5 (gauche) avec le maillage Comsol obtenu

par la méthode 1 (droite)
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On constate que le maillage Comsol (325 éléments) est beaucoup plus fin que le
maillage EFS5 (252 éléments). En effet, cette méthode de raffinement utilisée par
Comsol autorise deux étapes de subdivision des éléments. Ainsi un élément comportant
une erreur trop importante pourra étre subdivisé en plus de quatre éléments, comme
c’est le cas dans le coin supérieur droit, ce qui est impossible dans EF5. Les deux
maillages ne sont donc pas comparables, car le maillage Comsol réalise en fait plusieurs

étapes de raffinement.

Le raffinement adaptatif avec Comsol a donc été refait en utilisant la troisiéme méthode
qui n’autorise qu’un raffinement de chaque élément. Comme EF5 a détecté 40 éléments
a subdiviser, le paramétre a été fixé a 0,4 pour que 40 % des éléments (soit 40 éléments)
soient raffinés. De par la méthode employée dans EFS5, les 40 éléments sélectionnés
étaient ceux dont 1’erreur était la plus importante. On peut donc espérer que Comsol
retrouve les mémes 40 €léments a subdiviser, en supposant que I’erreur estimée de
chaque élément soit proche de I’erreur estimée par EF5. Le maillage obtenu contient

273 éléments et 156 nceuds.
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Figure 4.18 Comparaison du maillage EF5 (gauche) avec le maillage Comsol obtenu

par la méthode 3 (droite)
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Ces deux maillages contiennent un nombre d’éléments comparable (273 pour Comsol et
252 pour EF5). Les zones raffinées sont sensiblement les mémes sur les deux maillages,
et dans les deux cas le centre du carré n’a pas été raffiné. D’un point de vue qualité des
éléments, on constate que la qualité moyenne des éléments est semblable pour les deux
maillages, mais le maillage obtenu par EF5 posséde quelques éléments de qualité trés

faible.

En comparant les deux maillages Comsol (Figure 4.17 et Figure 4.18), on constate
qu’ils sont quasiment identiques. En effet, seul le coin en haut a droite est différent car

il est raffiné deux fois lors de I'utilisation de la premiére méthode.

Finalement, 1’algorithme programmé dans EF5 donne des résultats semblables a ceux

obtenus avec Comsol.

423 Série de raffinements locaux avec EF5

On réalise ensuite une série de raffinements locaux avec EF5. La méthode de
raffinement local employée est toujours une réduction d’erreur de 70%, avec un ratio
critique de 1,2. Cette série de raffinement local est comparée avec ce qu’on obtient si on

découpe a chaque étape tous les éléments.



— 101

Figure 4.19 Cing étapes

Figure 4.20 Sept étapes de raffinement local (Smith-Hutton a 1’ordre 9)

Afin d’apprécier 1’avantage du raffinement local, on représente sur un graphique
logarithmique 1’erreur estimée de la solution a chaque étape de raffinement, dans le cas

d’un raffinement global et de trois séries de raffinement local, & 20%, 50% et 70%. La
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valeur du pourcentage correspond a la maniére de fixer I’erreur cible globale, celle-ci
vaut ce pourcentage de I’erreur sur le maillage précédent. Ainsi, en choisissant 20%,
plus d’éléments seront subdivisés, tandis qu’avec 70% seuls quelques €éléments seront
subdivisés. Les séries de raffinement sont poursuivies jusqu’a obtenir une erreur totale

inférieure a 1.

Raffinement de maillage

10

Erreur estimée
-

—eo— Raffinement global

—4— Raffinement local 70%
-a— Raffinement local 50%
-|-e= Raffinement local 20%|

0’1 B AR T : ' . :
10 100 1000 10000 100000
Nombre de noeuds

Figure 4.21 Comparaison des erreurs obtenues (Smith-Hutton a 1’ordre 9)

On constate sur ce graphique que le raffinement global est moins efficace que le
raffinement local : son taux de convergence est plus bas. Pour illustrer ce point, on peut
comparer les derniers calculs de chaque série. Par exemple, le dernier calcul réalisé par
la méthode de raffinement global a permis d’obtenir une erreur de 0,765 avec un
maillage constitué de 12 961 nceuds. Le dernier calcul de la série correspondant au
pourcentage de 70% a donné une erreur valant 0,736 donc proche de celle obtenue par
raffinement global, mais avec seulement 10 707 nceuds. Concernant la série obtenue en
fixant le pourcentage a 50%, le dernier calcul a permis d’obtenir une erreur égale a 0,683
donc plus petite encore que les deux précédentes, avec encore moins de nceuds (9 178).

Finalement le raffinement global peut étre considéré comme moins efficace dans ce cas.



103

Parmi les trois séries de raffinement local, la plus efficace est celle réalisée avec un
pourcentage de 50%, c’est elle qui présente la plus forte pente sur le graphique. En effet,
en choisissant un taux inférieur, plus d’éléments sont subdivisés, mais certains éléments
sont alors subdivisés inutilement. A I’inverse, en choisissant un pourcentage supérieut,

le nombre d’éléments subdivisés est insuffisant pour réduire efficacement 1’erreur.

Finalement entre ces quatre séries, la méthode qui parait la plus efficace est la réduction
d’erreur avec une erreur cible valant 50% de I’erreur sur le maillage précédent. Mais le
pourcentage optimal peut varier d’un probléme a un autre, selon la quantité d’éléments a

subdiviser en priorité.

Le calcul réalisé sur le premier maillage a nécessité une montée en Reynolds pour
converger vers la solution. Ensuite a chaque étape de raffinement local, la solution
précédente a été interpolée sur le nouveau maillage, comme expliqué précédemment.
Mais contrairement a ce qui était attendu, lors des premieres étapes, le calcul n’a pas
convergé du premier coup grace a cette solution initiale. Il a nécessité a nouveau une
montée en Reynolds, méme si le fait de disposer d’une solution initiale a quand méme
facilité la convergence. Ce probléme s’est atténué lorsque les maillages son devenus plus
fins, et les deux derniers résultats ont pu €tre obtenus sans effectuer de nouvelles

montées en Reynolds (en imposant directement le nombre de Reynolds voulu).

Mais ces constations concernent uniquement des simulations réalisées avec 1’élément

P1-P1 et ne sont donc valides que pour cet élément.

424 Raffinement local sur une géométrie 2D plus complexe

Une fois validée la qualité des résultats obtenus par le processus de subdivision
adaptative, on voudrait savoir comment s€ comporte ce processus sur une geomeétrie

rappelant la forme de la carotide, avec une bifurcation.



104

L’ajout de chanfreins sur la géométrie permet d’atténuer les angles et ainsi de limiter les

discontinuités en pression.

Un profil de vitesse parabolique est imposé sur la face d’entrée. Sur la sortie supérieure,
on applique une force de traction normale 5.n=Fn . Une condition de traction nulle est

imposée sur la sortie supérieure.

Sortie supérieure:
traction normale F

Entrée:
profil parabolique

h=1

Sortie inférieure:
traction nulle

Figure 4.22 Géométrie de la carotide 2D, maillage initial et conditions limites

En imposant différentes valeurs de force normale sur la sortie supérieure, on obtient
différents ratios de débit entre les deux sorties. On constate que la relation liant la
répartition de débit a la force normale est linéaire. On peut donc en déduire la valeur de
Fn a imposer pour obtenir une répartition de débit donnée. Pour I’étude de raffinement,
le ratio de débit voulu est 50:50, c’est-a-dire que la moitié du débit d’entrée sort dans la
sortie supérieure, ’autre moitié dans la sortie inférieure. Pour chaque maillage, la force
Fn a imposer pour obtenir cette répartition est calculée en déterminant les coefficients de

la relation linéaire liant la répartition de débit a la force normale.
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De cette manicere, il est possible d’obtenir une suite de maillage de plus en plus raffiné.
La méthode de raffinement qui a d’abord été testée est la méthode de réduction d’erreur,
en faisant varier la valeur du pourcentage représentant quelle fraction de I’erreur initiale
on souhaite obtenir avec le maillage raffiné. Pour différentes valeurs de ce pourcentage,
I’erreur estimée pour chaque maillage de la série est représentée sur un graphique

commun en fonction du nombre de nceuds du maillage.

Séries de maillage par réduction d'erreur

]
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Figure 4.23  Estimation d’erreur sur la carotide 2D (raffinée par Réduction d’Erreur)

Les différentes courbes représentées correspondent a quatre techniques de subdivision

adaptative :

RE100: Erreur cible = Erreur précédente

RE70: Erreur cible = 70% de I’erreur précédente
RES0: Erreur cible
REOQO: Erreur cible

I

50% de ’erreur précédente

0 (Raffinement de tout le maillage)

Pour la série « Ezz RE100 », Derreur cible est fixée égale a I’erreur précédente, mais

cela ne signifie pas qu’aucun élément ne sera subdivisé. En effet, la méthode de
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subdivision adaptative est basée sur le principe d’équi-répartition de ’erreur. Ainsi, tous
éléments présentant une erreur supérieure a Derreur cible élémentaire (avec un ratio
critique de 1,2) sera subdivisé. Au final, I’erreur sur le maillage obtenu sera donc plus

petite que I’erreur précédente.

La série « Ezz RE0O » correspond a une erreur cible nulle (le pourcentage vaut zéro),
tous les €éléments sont alors subdivisés, ce qui correspond a un raffinement global du
maillage a chaque étape. On constate que cette série est moins efficace que les trois
autres : son taux de convergence est plus faible. Autrement dit, pour atteindre une erreur
donnée, il faudra un plus grand nombre de nceuds qu’avec un raffinement local. On avait

abouti a la méme conclusion dans le cas du probléme de Smith-Hutton a 1’ordre 9.

Pammi les trois autres courbes, on constate que les droites sont quasiment superposées.
Cela signifie que les trois méthodes ont la méme efficacité, le méme taux de
convergence : il faudra le méme nombre de nceuds pour atteindre une erreur donnée.
Contrairement au cas de Smith-Hutton d’ordre 9 sur un carré, aucune série ne se
distingue vraiment. Cependant, la série obtenue en visant une erreur cible valant 50% de
I’erreur du maillage précédent, est plus rapide que la série a 100% : pour atteindre une
erreur semblable, il a fallu réaliser 4 maillages pour la série a 50%, contre 7 maillages

pour la série a 100%.

Finalement, la valeur du pourcentage de définition de I’erreur cible ne modifie que
légerement 1’efficacité de la méthode pour ce probléme, mais une valeur plus faible de
ce pourcentage permet d’atteindre plus rapidement une erreur donnée, avec moins

d’étapes de raffinement.

En effet, les éléments présentant une erreur élémentaire largement supérieure a la
moyenne seront coupés quel que soit le pourcentage choisi. Si ’erreur ne varie pas

énormément sur la géométrie, on peut supposer que les éléments fils obtenus par cette
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subdivision auront une erreur élémentaire proche de ['erreur des éléments non
subdivisés. Or, en demandant un pourcentage plus faible, plus d’¢éléments sont
subdivisés. Les éléments supplémentaires qui sont subdivisés pour la série a 50% par
exemple, seront probablement subdivisés a 1’étape suivante pour la série a 100%.
Imposer un pourcentage plus faible permet donc d’accélérer le processus en subdivisant

plus d’éléments a chaque étape.

Mais ce raisonnement ne fonctionne que si la distribution de 1’erreur sur le domaine est
assez homogene, ce qui est le cas pour la carotide 2D, mais ce n’était pas le cas pour le
probléme de Smith-Hutton a I’ordre 9, ou le milieu du carré n’avait pas besoin d’étre
subdivisé. C’est pourquoi dans ce premier probléme, le pourcentage choisi pour la

réduction de I’erreur avait une plus forte influence sur le taux de convergence.

On souhaite maintenant comparer ’erreur cible qui a servi a déterminer le nombre
d’éléments a subdiviser, a ’erreur réelle obtenue sur le maillage raffiné. Pour cela, on
simule ’écoulement sur le premier maillage de la carotide, et on raffine ce maillage en
faisant varier la valeur du coefficient de réduction d’erreur. Le nombre d’éléments
subdivisés sera plus grand lorsque le pourcentage de 1’erreur initiale demandée sera plus
petit (erreur cible plus petite). Pour chaque maillage raffiné obtenu, la simulation est

refaite et I’erreur est estimée sur le nouveau maillage.
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Erreur cible vs Erreur obtenue
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Figure 4.24 Comparaison de I’erreur obtenue sur le maillage raffiné avec I’erreur

cible (par Réduction d’Erreur)

Ce graphique (Figure 4.24) représente ’erreur cible et I’erreur obtenue sur le maillage
raffiné, exprimées en pourcentage de I’erreur sur le maillage initial, en fonction du
nombre d’éléments subdivisés. Cependant il faut garder en mémoire que pour
déterminer si un élément doit étre subdivisé, le ratio de I'erreur de cet élément sur
’erreur cible élémentaire est comparé a un ratio critique égal a 1,2. S’il est supérieur a
ce ratio critique, alors il est subdivisé. Comme ce ratio critique est supérieur a un,
certains éléments ne seront pas divisés méme si leur erreur est supérieure a I’erreur cible
¢lémentaire. Finalement 1’erreur obtenue sur le nouveau maillage est supérieure a ce

qu’elle aurait pu étre avec un ratio critique égal a un.

En demandant un pourcentage d’erreur de 100%, on ne demande pas une réduction
d’erreur, mais la méthode de sélection des éléments a subdiviser fait que les éléments
présentant les erreurs les plus importantes sont quand méme subdivisés (si leur erreur est
plus importante que 1’erreur moyenne multipliée par le critére 1,2). Ce phénoméne est dii
a la recherche de I’équi-répartition de I’erreur. Dans ce cas, plus de 17% des éléments

sont subdivisés.
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Finalement, on constate que I’erreur obtenue sur le maillage raffiné vaut environ 70% de
I’erreur initiale quelle que soit le pourcentage d’erreur demandée (de 0% a 100%). La
variation de I’erreur est trés inférieure a la variation attendue. En effet, certains éléments
possédent des erreurs élémentaires bien plus grandes que les autres et leur subdivision
suffit a diminuer ’erreur d’environ 20%. Ces éléments sont subdivisés quel que soit le
pourcentage demandé, y compris pour un pourcentage de 100%. Les éléments
supplémentaires qui sont subdivisés lorsque I’erreur cible est plus faible (pourcentage

plus faible), ne diminuent pas I’erreur de maniére significative.

Finalement, il ne semble pas utile de demander un pourcentage trés faible car cela

entrainera la découpe inutile d’éléments dont I’erreur n’est pas si importante.

En reprenant cette série de calculs réalisés a partir du maillage initial de la carotide 2D,
on souhaite comparer le nombre d’éléments du maillage raffiné avec le nombre
d’éléments théorique. Le nombre théorique est calculé en multipliant par 4 le nombre
d’éléments subdivisés et en ajoutant le nombre d’éléments subdivisés. Ainsi, on ne

prend pas en compte les triangles divisés en deux ou en trois a cause de leurs voisins.

Propagation de la subdivision des éléments
2000

1600 \\
T 1400 - \i‘
1200

—o— Nb éléments théorique
—i— Nb éléments réel

—_
[
o
o

-
o
[=]
o

Nombre d'é¢léments du maillage raffiné

W o ~
600 foo : : ‘

0 20 40 60 ...80 100
Erreur cible en pourcentage de l'erreur initiale

Figure 4.25 Ftude de la propagation de la subdivision des éléments
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Lorsque l’erreur cible est trés faible, quasiment tous les éléments doivent étre
subdivisés. Dans ce cas, seuls quelques éléments ne sont pas subdivisés intégralement et
donc I’écart entre le nombre théorique et le nombre réel d’éléments est négligeable. Cet
écart augmente lorsque le nombre d’éléments subdivisés diminue. En effet, si moins
d’é1éments doivent étre subdivisés, ceux-ci peuvent se retrouver isolés et alors tous leurs

voisins devront subir une coupe en deux ou trois triangles pour conserver un maillage

conforme.

A chaque étape de raffinement, la solution a été interpolée sur le nouveau maillage pour
constituer une solution initiale au calcul suivant. Contrairement au cas du probléme de
Smith-Hutton d’ordre 9, I’interpolation s’est révélée trés efficace, et dans la majorité des
cas, les solutions initiales permettaient de converger en quelques itérations, sans avoir

recours a la montée en Reynolds.

En comparant les séquences de maillage obtenues avec les différentes méthodes de
raffinement, on constate que contrairement au raffinement global pour lequel la
répartition initiale d’éléments est conservée, le raffinement local méne a un maillage
hétérogene, plus dense au niveau de la bifurcation, des surfaces d’entrée et de sortie. A
I’inverse le maillage a été moins raffiné juste en amont de la bifurcation, ainsi qu’en aval

sur le coté extérieur des deux artéres de sortie.

Cependant, les trois méthodes de raffinement testées convergent vers des maillages
assez semblables. Il n’y a pas de différence majeure dans la distribution des €léments.
Seul le nombre de maillages nécessaires pour converger vers une erreur semblable
différe. Afin d’identifier plus facilement les zones ou le raffinement était le plus
nécessaire, la séquence de maillages obtenue par un réduction de I’erreur avec un
pourcentage de 100% est représentée ci-dessous. En effet, avec cette méthode, grace au
principe de subdivision adaptative, seuls les éléments présentant des erreurs élémentaires

largement au-dessus de la moyenne sont subdivisés.
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Figure 4.26 Séquence de maillages par raffinement local de la carotide 2D (Réduction

d’Erreur, paramétre=100%)
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4.3 Test du raffinement local 3D

431 Présentation du probléme

Pour étudier le raffinement local en 3D, on veut comme en 2D un probléme dont on

connait la solution et dont on sait quelles zones ont besoin d’étre raffinée en priorité.

On choisit donc de tester les techniques de raffinement 3D sur un probléme de type
Smith-Hutton a 1’ordre 10. Le domaine de calcul est un cube centré en (0,0,0) dont les
cOtés sont de longueur 2. Les simulations sont réalisées avec 1’élément P1-P1 stabilisé,
avec un nombre de Reynolds de 1000. Les forces volumiques sont calculées et ajoutées

aux équations de Navier-Stokes.

La solution analytique du probléme s’écrit :

Ush3ipordrero = y'z (1 —x" ) (4.6)
Vesporareto = X 2. (1 - ylo) (4.7)
WsH3 Dordreto = -2x°y’ (1 —z! ) (4.8)
Pstr3porarero = 0 (4.9)

Le premier maillage qui servira de maillage de départ est un maillage structuré et
homogene, identique au premier maillage utilis€é dans le chapitre précédent pour le

probleme de Smith-Hutton a 1’ordre 2. Il est constitué de 63 nceuds et 192 éléments.

Cette solution analytique présente des forts gradients au voisinage des arétes et des faces
du cube. Ainsi, les maillages obtenus par les méthodes de raffinement local devraient

étre raffinés dans ces zones.
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Raffinement local par Réduction d’Erreur

114

La méthode de Réduction d’Erreur a été utilisée sur ce probléme en faisant varier la

définition de I’erreur cible:
RE100: Erreur cible
RE70: Erreur cible
RES50: Erreur cible
REOQO: Erreur cible

|

Erreur précédente
70% de I’erreur précédente
50% de I’erreur précédente

0 (Raffinement de tout le maillage)

Les erreurs obtenues pour les différentes séries de maillage sont représentées en fonction

du nombre de nceuds sur un graphique logarithmique.

10

Probléme de Smith-Hutton 3D a I'ordre 10

Erreur estimée

.| —e—EzzRE100

= EzZRE70 |
—A— EzzRE50

| —e—EzZzREOD |.

e

10

100

T

1000 10000
Nombre de noeuds

100000

Figure 4.27 Erreurs estimées pour le probléme de Smith-Hutton 3D a I’ordre 10

En observant ce graphique, on constate que le raffinement global du maillage est moins

efficace (série RE0O). Parmi les autres séries de maillage, la courbe « Ezz RE100 » est

celle présentant la plus forte pente pour les premiers maillages, mais la courbe « Ezz

RE70 » se révéle plus efficace (pente plus importante) pour les maillages plus denses.
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C’est finalement cette série qui est la plus efficace, elle a été obtenue en fixant I’erreur

cible a 70% de I’erreur précédente a chaque étape de raffinement.
Sur les tests réalisés sur le probléme de Smith-Hutton 2D a I’ordre 9, la série la plus
efficace était celle a 50%. La définition optimale de 1’erreur cible en fonction de I’erreur

précédente dépend donc d’un probléme a un autre.

433 Série de maillages raffinés

La série de maillages obtenue par la méthode la plus efficace (70%) est représentée ci-
dessous. Seule 1’enveloppe (les €éléments du bord du cube) est représentée, mais ces
€léments nous donnent une indication de la densité du maillage a I’intérieur du cube. Le
maillage est bien raffiné aux environ des arétes du cube. De plus, ce test a permis de
montrer I’intérét d’utiliser une méthode de raffinement local en 3D, plutét que de

raffiner tout le maillage a chaque étape.
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Figure 4.28 Séquence de maillages par raffinement local du cube pour le probleme de

Smith-Hutton 3D a I’ordre 10 (Réduction d’Erreur, paramétre=70%)
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CHAPITRE 5
SIMULATION DE L’KCOULEMENT DU SANG DANS LA CAROTIDE

5.1 Assistance ventriculaire

L’insuffisance cardiaque est un syndrome clinique résultant d’une modification
structurale ou fonctionnelle du cceur, qui altére le fonctionnement du ventricule. Les
conséquences humaines et économiques de I’insuffisance cardiaque ont été évaluées
aux Etats-Unis [38], montrant une augmentation du nombre de patients atteints de cette
maladie. Avec 550 000 nouveaux cas détectés chaque année, on décompte environ 4,7
millions d’ Américains souffrant d’insuffisance cardiaque (300 000 au Canada) [39]. Aux
Etats-Unis, 500 millions de dollars US sont dépensés chaque année pour couvrir les
médicaments contre I’insuffisance cardiaque. L’insuffisance cardiaque touche autant les
hommes que les femmes, mais concerne plus particuliérement les personnes agées : pres

de 1% des personnes de plus de 65 ans souffrent de cette maladie.

La transplantation d’un nouveau cceur est a ce jour le seul traitement chirurgical utilisé
comme traitement définitif contre D’insuffisance cardiaque [40]. Cependant, cette
possibilité est restreinte par le nombre de donneurs d’organe, plus faible encore chez les
personnes agées. Aux Etats-Unis, entre 50 000 et 70 000 patients pourraient bénéficier
d’une transplantation cardiaque, mais seulement 3 000 cceurs sont disponibles dans le
monde. Ce manque de donneurs a entrainé le développement rapide de dispositifs
mécaniques pour aider ou remplacer le cceur. On retrouve tout d’abord le ceoeur
mécanique (Total Artificial Heart) qui remplace totalement le muscle cardiaque. Celui-ci
est alors complétement explanté. Par contre si le muscle cardiaque est partiellement

fonctionnel, celui-ci peut étre supporté dans sa fonction par un dispositif d’assistance
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(pompe) nommé assistance ventriculaire gauche (LVAD = Left Ventricular Assist
Device). Cette alternative est préférable dans une perspective de réhabilitation du muscle
cardiaque et également pour réduire les risques de mortalité dus a une défaillance du
dispositif. L’assistance ventriculaire est désormais reconnue comme un traitement
efficace pour les personnes se remettant d’une attaque cardiaque, ou en attente d’une
transplantation. Le REMATCH (Randomized Evaluation of Mechanical Assistance in
the Treatment of Congestive Heart Failure) a confirmé fin 2001 I’efficacité de ce
systtme a long terme sur des patients qui ne sont pas candidats a la transplantation,
montrant que ces patients bénéficiaient grace a ce systéme d’une meilleure qualité de vie

et d’une plus longue espérance de vie [41].

Figure 5.1  Exemple de dispositif d’assistance ventriculaire

Il existe deux types de pompes cardiaques permettant une assistance ventriculaire:
- Les pompes a débit continu (non-pulsé) [42]

- Les pompes a débit pulsé

Dans cette étude on s’intéresse aux conséquences de ’utilisation d’une assistance
ventriculaire a débit continu sur I’écoulement du sang dans la bifurcation de la carotide.

Les conséquences déja connues sont les suivantes :
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- L’écoulement du sang se fait a débit continu dans tout le corps du patient, et
donc dans I’artere carotide (le patient n’a plus de pouls).
- Il n’y a plus de compliance des artéres (celle-ci était due au débit pulsé du sang),

on peut donc utiliser un modéele a parois rigides pour les simulations numériques.

Finalement, la géométrie de I’artére carotide humaine, et plus particuliérement de la
bifurcation, est parfaitement adaptée a un écoulement sanguin pulsé. On peut donc se
demander si cette géomeétrie est toujours adaptée dans le cas d’un écoulement a débit

continu, et si non, quels sont les risques liés a I’utilisation d’une pompe a débit continu.

5.2 Géométrie de la bifurcation de la carotide

Contrairement aux différentes études déja réalisées sur la bifurcation de la carotide,
celle-ci est réalisée sur une géométrie comprenant deux bifurcations. La géométrie
provient de mesures IRM sur un patient réalisées par M. Thiriet et 'INRIA. Le modéle

numérique est donc strictement identique a celui utilisé pour les mesures expérimentales.

Sorties externes
(ECA ou EC)

Sortie interne
(ICAou IC)

o

Entrée, artére
_—— commune (CCA)

Figure 5.2  Modele de bifurcation de la carotide utilisé pour les mesures

expérimentales et les simulations numériques
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5.3  Résultats expérimentaux

53.1 Dispositif expérimental

Les données de référence de la carotide proviennent de mesures IRM sur la personne
ayant servie au modéle de carotide. Le débit Q imposé en entrée correspond au débit
moyen mesuré sur un cycle cardiaque. On a également mesuré 1’aire de la section
d’entrée A de I’artére commune et les caractéristiques du sang humain a 37°C : sa masse

volumique p et sa viscosité dynamique L.

A partir de ces données, on définit une longueur L et une vitesse U de référence :

L=+4
=_Q__ (5.1

A

Etant données ces valeurs de référence et les caractéristiques du fluide, on peut calculer

le nombre de Reynolds :

Re=2YL <320 (5.2)

U

Figure 5.3  Modéle de carotide en silicone
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Une reproduction de la carotide a été fabriquée en silicone a I’échelle 3 :1. Pour
retrouver le nombre de Reynolds calculé a partir des données de référence, le sang

humain a 37°C est remplacé par un mélange d’eau et de glycérine (40%-60% en masse)
a25°C.

Tableau 5.1 Valeurs caractéristiques de référence et expérimentales

DONNEES DE REFERENCE | DISPOSITIF EXPERIMENTAL
Mesures Mesures
A~21.10°%m? A~189.10°%m?
Q~5.10°m’s! Q~33,33.10°m31
Sang humain a 37°C Mélange eau — glycérine a 25°C
p~1050 kg.m™> p~1151 kgm™
u~0,0035 Pa.s u = 0,0088 Pa.s

Echelles de longueur et de vitesse

L=VA ~0,0046 m

U=2x 0,24 m.s’!
A

Echelles de longueur et de vitesse

L=vA ~0,014m

-2 0,18 m.s’!
A

Nombre de Reynolds Nombre de Reynolds
Re =Pl < 320 Re=PL <329
o L

Le dispositif expérimental permet également de controler la répartition du débit entre les
différentes artéres de la carotide. Ainsi, il sera possible de comparer les résultats

expérimentaux aux résultats numériques pour des répartitions identiques de débit.

53.2 Mesures PIV

Les profils de vitesse sont calculés par PIV (Particle Image Velocimetry) : un laser a

double impulsion, dont le faisceau est ouvert par une lentille cylindrique, vient éclairer
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une tranche de la carotide appelée nappe laser. Le liquide utilisé pour les expériences est
transparent, mais il contient des particules phosphorescentes lorsqu’elles sont éclairées
par un laser. Une caméra permet d’enregistrer des images de ces particules situées sur la
tranche éclairée par le laser. L’utilisation d’un laser a double impulsion permet de
récupérer des images de 1’écoulement a deux instants séparés par un court intervalle de
temps At. Il suffit alors d’observer le déplacement des particules pendant ce At pour en

déduire la vitesse de I’écoulement [43].

Mais la densité de particules est trop importante pour les identifier facilement d’une
image a 1’autre. Les images sont donc divisées en fenétres d’interrogation. Le but est de
reconnaitre dans une fenétre d’interrogation de I’image a t+At, la disposition des
particules de la méme fenétre a I'instant t. La PIV repose sur ’hypothése que toutes les
particules d’une fenétre d’interrogation se déplacent a la méme vitesse et dans la méme
direction. Ainsi la disposition des particules est supposée rester inchangée entre les deux
images. L’ensemble des particules se sera déplacé, et ce déplacement permettra

d’obtenir la vitesse moyenne des particules de cette fenétre.

o
o
o o e ©
[ ®
® o
. t:d -
d
Fenétre a t Fenétre a t + At

Figure 54  Comparaison des fenétres d’acquisition aux deux instants

Pour identifier les particules d’une image a I’autre, les fenétres d’interrogation sont
corrélées. La détection du pic de corrélation permet de déterminer le déplacement moyen
des particules. Le calcul direct de la fonction de corrélation dans le domaine temporel est

trop couteux, celui-ci est donc effectué dans le domaine spectral.
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Disposant du déplacement moyen des particules d’une fenétre d’interrogation et de
I’écart de temps entre les deux photographies, on peut calculer un vecteur vitesse pour
chaque fenétre d’interrogation et ainsi construire un champ de vitesse.

E image input

Data indowing

Evaluation of
correlation plane

Target
area Multiple

) ~— peak
imaging detection

% Probe
volume

Subpixe!
interpolation
Vector output

# Image frame
from puise 1

Vector map
Interrogation area

-

Correlator

Image frame 2
..—-

Auto-correlation Cross-correlation

Figure 5.5  Principe de fonctionnement des mesures PIV
L’avantage de la PIV est de permettre la mesure de la vitesse sur toute une région de
I’écoulement, contrairement a I’anémométrie laser a effet Doppler (LDA) qui ne permet
de mesurer la vitesse qu’en un point.

533 Résultats

Ces mesures permettent d’obtenir le profil de I’écoulement du sang dans la carotide. Les

résultats seront visualisés plus tard et ils seront alors comparés aux résultats numériques.
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54  Simulation numérique

54.1 Choix de modélisation

Pour la simulation numérique, le sang est représenté par un fluide incompressible et
Newtonien. L’écoulement est supposé laminaire et on considére des parois rigides. Le
code EFS5 utilise des équations de Navier-Stokes normalisées. Les caractéristiques du
fluide sont donc entirement représentées par son nombre de Reynolds. Pour
correspondre aux mesures et au dispositif expérimental, les simulations sont réalisées

avec un nombre de Reynolds proche de 320.

Les simulations réalisées sont des simulations stationnaires, donc en régime permanent.
Le ratio de débit entre les deux artéres de sortie (IC/EC) ne peut donc pas varier au
cours du temps. Cependant, dans le cas de I'utilisation d’une pompe cardiaque a débit
continu, 1’écoulement est non-pulsé, donc le ratio de débit entre les deux artéres est
constant. Mais on peut se demander quelle est la répartition de débit dans cette situation,
si elle correspond par exemple a la répartition moyenne d’un écoulement pulsé. Les
simulations sont alors faites pour différents ratios afin de comparer les résultats obtenus :

- IC/EC=30/70

- IC/EC =40/60

- IC/EC =50/50

- IC/EC=60/40

- IC/EC=70/30

En entrée, le profil imposé sur la surface d’entrée est une interpolation des mesures PIV
a I’entrée du modéle de carotide, ainsi on a exactement le méme écoulement d’entrée
pour les simulations expérimentales et numériques. Les vitesses sont nulles aux parois.
Aucune condition de Dirichlet n’est imposée en sortie. Sur la sortie externe est appliquée

une condition de traction nulle, tandis que sur la sortie interne, une force de traction est
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imposée dans la direction normale a la paroi. La valeur de cette force va déterminer le

ratio de débit.

gn=29_0
Sorties externes (ECA)

on=Fn

Sortie interne
(ICA)

Entrée

Figure 5.6  Géométrie de la bifurcation de la carotide et conditions limites

Initialement, 1’évolution du ratio de débit en fonction de la force de traction est
inconnue. Plusieurs simulations sont donc réalisées pour différentes valeurs de la force
de traction. Les débits dans toutes les artéres de sortie sont mesurés par le code EF5 pour
chaque force de traction testée. Or, il s’avére que la relation qui lie la force de traction
appliquée sur I’artére de sortie interne et le débit dans cette artére est linéaire. La bonne
valeur de la force de traction peut donc étre calculée pour chaque ratio de débit voulu,

grace a une régression linéaire des valeurs mesurées.

542 Premiére série de calculs

54.2.1  Série de maillages
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Dans un premier temps, une série de neuf maillages relativement homogenes a été
réalisée avec le logiciel Comsol, avec un nombre de nceuds allant de 103 397 a 471 633
nceuds. Pour chaque maillage, ’écoulement a été simulé avec différentes valeurs de
forces normales afin d’obtenir la relation linéaire liant la répartition de débit a la valeur
de la force de traction appliquée sur l’artére de sortie interne. Une fois cette relation
connue, 1’écoulement est a nouveau simulé avec les valeurs de forces de traction

permettant d’obtenir les ratios de débit voulus.

Tableau 5.2 Taille des problémes pour les neuf maillages de la premiére série

Maillage] Nb de nceuds Nb d’éléments | Nb d’inconnues | Mémoire en Gigas

1 103397 587472 346865 44

2 148236 851310 504765 7.1

3 211166 1225023 729662 11.0
4 253783 1478983 882493 14.4
5 305259 1785885 1067322 18.3
6 328399 1924702 1150657 20.0
7 347180 2032478 1215032 214
8 412222 2420967 1450312 26.9
9 471633 2682296 1703133 331
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Figure 5.7  Visualisation de la densité des maillages de la carotide

5422 Estimation d’erreur

Dans la section traitant I’estimation d’erreur, deux méthodes ont été développées : la
méthode discréte et la méthode intégrale. Les premiers tests d’estimation d’erreur ont été
réalisés avec la méthode intégrale, mais dans ce cas les deux méthodes vont étre testées

pour comparer leurs résultats.

Lors des tests réalisés sur les taux de convergence pour des problémes simples, le taux
de convergence pouvait étre visualisé sur un graphique logarithmique représentant
I’erreur en fonction de la taille caractéristique du maillage. Cette taille caractéristique
était facile a calculer car elle était divisée par deux a chaque étape de raffinement global

du maillage.
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Cependant, dans le cas de la carotide, les maillages sont indépendants et on ne peut pas
facilement estimer une taille caractéristique pour chaque maillage. On utilise alors une
approximation de la loi de Reddy [36]:

p

1
1\
. ~|(+) o

Avec : N : le nombre de nceuds du maillage

La taille caractéristique h est donc approchée par l'inverse de la racine cubique du

nombre de nceuds du maillage.

Pour les deux méthodes d’estimation d’erreur (méthodes discrétes et intégrales), la
reconstruction est faite seulement sur une sélection de nceuds, et non sur tous les nceuds

de la cellule (voir chapitre 3).

Estimation d'erreur pour la répartition IC/EC=70/30

H-06
A

—e— IC/EC=70/30 Discréte
—a— IC/EC=70/30 Intégrale ’

log(E)

-1,9 -1,85 1,8 1,75 1,7 -1,65
log(1/N)/3

Figure 5.8  Erreurs estimées sur la carotide pour un ratio normal de débit
IC/EC=70/30
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Estimation d'erreur pour la répartition IC/EC=30/70

4.1

~——IC/EC=30/70 Discrete

log(E)

-

[en]
©
Q

D

3

19 1,85 1,8 1,75 A7 1,65
log(1/N)/3

Figure 5.9  Erreurs estimées sur la carotide pour un ratio anormal de débit

IC/EC=30/70

Finalement, on observe uniquement un décalage de 1’erreur entre les deux méthodes
discréte et intégrale, on aura donc les mémes taux de convergence. Le choix d’une de
ces méthodes peut donc se faire de maniére arbitraire. La méthode finalement retenue est
la méthode des moindres carrés intégrale, car elle se révéle étre plus robuste (voir

section 3.1.2.3).

Les taux de convergence de I’estimateur d’erreur valent environ 0,67 dans le cas d’un
ratio anormal de débit IC/EC=30/70, et environ 0,75 dans le cas d’un ratio normal de
débit IC/EC=70/30. Les taux sont a nouveau inférieurs au taux de convergence théorique

de I’élément stabilisé P1-P1 en 3D.
5423 Validation des résultats numériques

Dans un premier temps, les résultats obtenus grace a cette série de calculs numériques

sur la carotide sont comparés aux résultats expérimentaux.
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Figure 5.10 Comparaison des profils de vitesse de la simulation numérique sur le

premier maillage, avec les résultats expérimentaux (ratio 50/50)

Figure 5.11 Comparaison des profils de vitesse de la simulation numérique sur le

huitiéme maillage, avec les résultats expérimentaux (ratio 50/50)

Les deux images ci-dessus présentent a droite les mesures PIV sur I’écoulement avec un

ratio de débit de 50/50 entre les artéres interne et externe, et a gauche les résultats
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numeériques obtenus pour ce méme ratio, sur le premier puis le huitiéme maillage de la
série. Les géométries sont identiques et les plans de représentation sont situés aux
mémes endroits. Pour analyser les résultats présentés sur ces deux images, il faut donc
comparer tranche a tranche les profils d’écoulement obtenus par PIV et par simulation

numérique.

On constate sur le premier maillage des différences dans le profil d’écoulement des la
deuxiéme tranche de la carotide commune. Sur la premiére tranche, il est logique de
retrouver des écoulements semblables car le profil d’entrée imposé pour la simulation
numérique est identique au proﬁl d’entrée expérimental. Les différences s’accentuent au
niveau de la bifurcation, et en aval de la bifurcation les écoulements ne sont plus du tout

comparables.

Sur le huitiéme maillage, on obtient de meilleurs résultats, les profils d’écoulement
obtenus numériquement sont semblables aux profils expérimentaux dans toute 1’artére
commune. Les résultats sont légérement moins satisfaisants au niveau de la bifurcation
et en aval de celle-ci. Cependant, on constate qu’un maillage plus fin permet de mieux
capter I’écoulement. D’un point de vue qualitatif, les profils d’écoulement numériques
correspondent aux résultats expérimentaux, ce qui permet de valider les simulations

numériques. Ceux-ci captent bien le comportement du fluide dans la carotide.

Cependant il reste quelques imperfections d’un point de vue quantitatif. Ces
imperfections peuvent étre causées par différents facteurs, par exemple :
- Le maillage n’est peut-étre pas assez fin au niveau de la bifurcation.
- Il peut y avoir une 1égére variation de 1’angle d’entrée de I’écoulement entre les
simulations numériques et expérimentales.
- L’indice de réfraction du liquide a été ajusté a celui de la silicone, pour éviter les
erreurs lors de 1’acquisition d’image par les caméras, mais 1’imprécision de ce

réglage peut entrainer une imperfection des résultats.
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- Pour la récupération du champ de vitesse au niveau de la bifurcation et en aval,
la quantité de silicone traversée pour 1’acquisition d’image est plus grande.
L’imprécision due au facteur précédent est donc amplifiée quand on s’éloigne de
I’entrée de la carotide commune, ce qui peut expliquer que les résultats

coincident moins quand on s’éloigne de cette entrée.
54.2.4  Analyse des résuitats numériques

IC/EC=70/30

g IC/EC=50/50

IC/EC=30/70

Figure 5.12 Comparaison des profils de vitesse obtenus sur le huitiéme maillage pour

différentes valeurs du ratio de débit.

Les répartitions IC/EC de 70/30 et 50/50 sont des représentations physiologiquement
normales, tandis que la derniére répartition 30/70 est anormale. Cependant, cette
derniére répartition pourrait correspondre a une obstruction partielle de 1’artére. Elle est
donc également intéressante a observer. Toutes ces simulations ont €t€ faites avec le
méme nombre de Reynolds. En amont de la bifurcation les profils de vitesse sont
semblables pour les trois répartitions de débit. Changer le ratio de débit IC/EC ne
modifie donc ’écoulement qu’a partir de la bifurcation. En observant les profils de

vitesse dans les deux artéres interne et externe en aval de la bifurcation, on constate bien
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une vitesse plus élevée dans I’artére interne pour la répartition 70/30, et a I’inverse une

vitesse plus €levée dans 1’artére externe pour la répartition 30/70.

Les zones a risque pour la formation de plaques sont identifiables par deux
caractéristiques de 1’écoulement dans ces zones [3]:

- Un faible taux de cisaillement a la paroi (faible WSS).

- Une «recirculation » du sang dans ces zones : la recirculation est définie au sens
large du terme, on considére qu’il y a recirculation du sang lorsque celui-ci ne
suit pas la direction privilégiée de 1’écoulement.

On souhaite identifier les zones présentant de faibles WSS ou une recirculation du sang
pour identifier les zones a risque dans cette carotide. En effet, en repérant des
maintenant les zones & surveiller, on facilite les prochaines études qui seront réalisées
sur I’écoulement transitoire du sang dans la carotide. On s’intéresse dans cette étude

uniquement a la premiére bifurcation.

La Figure 5.13 présente les valeurs du rotationnel de la vitesse, proportionnel au WSS.

Autrement dit, les valeurs présentées correspondent a un WSS adimensionné.

IC/EC=70/30

IC/EC=50/50

IC/EC=30/70

Figure 5.13 Comparaison des taux de cisaillement a la paroi (WSS) adimensionnés,

obtenus sur le huitiéme maillage pour différentes valeurs du ratio de débit
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On constate tout d’abord un taux de cisaillement élevé au niveau du point de stagnation.
Le taux de cisaillement a ce point augmente lorsque plus de débit passe par les artéres
externes. A I’entrée de la carotide commune, on observe la présence d’une zone a faible
taux de cisaillement. Mais la zone présentant le plus faible taux de cisaillement pariétal

est la paroi extérieure de I’artére interne juste en aval de la bifurcation.

Pour vérifier si cette zone coincide avec une zone de recirculation, on choisit de
visualiser les isosurfaces du domaine présentant une vitesse w dans la direction z
inférieure ou égale a w=-0,003. En effet, la direction z correspond a la direction
privilégiée de 1’écoulement dans la carotide commune jusqu’a la bifurcation. Cependant
il ne faut pas tenir compte de ce critére dans les artéres loin en aval de la bifurcation car
la direction z n’est alors plus la direction privilégiée de I’écoulement. Cette valeur
critique de w a été choisie car elle permettait d’identifier un plus grand nombre de zones

pouvant correspondre a une recirculation du sang.

)}) IC/EC=70/30

‘“"’{, IC/EC=50/50

N

IC/EC=30/70

Figure 5.14 Identification des zones de recirculation (isosurfaces w<-0,003) sur le

huitiéme maillage
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On observe tout d’abord une zone de recirculation s’étendant du point de stagnation a la
paroi extérieure de D’artére interne. Une surface plus étendue signifie que le sang
s’écoulant dans le sens inverse de la direction principale de I’écoulement, a une vitesse
encore plus élevée. Or, on constate que plus le débit dans I’artére exteme est grand, plus
la surface représentée s’étend dans I’artére interne. Ce phénomeéne s’explique par le fait
que le débit dans D’artére interne est alors moins fort, ce qui est plus propice a la
formation de recirculation. De plus la paroi extérieure de I’artére interne est également
une zone présentant un faible taux de cisaillement pariétal, elle devient donc une zone a
risque pour la formation de plaques. On constate également qu’un écoulement anormal

avec une répartition [C:EC=30:70 est encore plus propice a la formation de plaques.

Il y a aussi une autre zone de recirculation dans I’artére commune, identique pour les
trois répartitions. On constate enfin la présence d’une petite zone de recirculation juste a
I’entrée de la carotide commune pour les trois répartitions de débit. En réalité cette
recirculation n’est pas physiologique et s’explique par la méthode utilisée pour imposer
le profil de vitesse en entrée. En effet, la Figure 5.15 exagére la forme de ’entrée de la
carotide commune sur le modéle. Le fait d’imposer un profil de vitesse non nul sur la
surface d’entrée tout en imposant une vitesse nulle aux parois crée des zones de

recirculation autour de la surface d’entrée.

Vitesse nulle

Profil d’entrée
imposé

Zones de
« recirculation »

Figure 5.15  Zones de recirculation artificiellement créées a I’entrée de la carotide

commune
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Pour vérifier que ces zones correspondent bien a une recirculation du sang, on visualise

quelques lignes de courant au niveau de la bifurcation pour les trois répartitions de débit.

Figure S5.16 Représentation des lignes de courant au niveau de la bifurcation pour un

ratio IC/EC = 70/30

Figure 5.17 Représentation des lignes de courant au niveau de la bifurcation pour un

ratio IC/EC = 50/50
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Figure 5.18 Représentation des lignes de courant au niveau de la bifurcation pour un

ratio IC/EC = 30/70

Sur les figures : Figure 5.16, Figure 5.17 et Figure 5.18, on retrouve bien les zones de
recirculation qui avaient été identifiées avec les isosurfaces aux environs de la
bifurcation. Dans le cas d’un ratio IC/EC = 70/30, on retrouve une légére recirculation
du sang an amont de la bifurcation, plutot du c6té de 1’artére externe. Mais ces zones
présentent des forts taux de cisaillement pariétal. Dans le cas d’un ratio IC/EC = 50/50,
la recirculation est située aux environs de la paroi extérieure de 1’artére interne. Enfin
dans le cas d’un ratio anormal IC/EC = 30/70, on observe une zone de recirculation
encore plus étendue a l’entrée de I’artére interne, encore moins de débit s’écoule
finalement dans ’artére interne. Or cette zone correspond justement au plus faible taux
de cisaillement pariétal, les conditions nécessaires a la formation de plaques sont alors

réunies.

Dans le cas d’une répartition normale de débit, environ 70% du débit de l’artére
commune s’écoule dans I’artére interne. La géométrie de la bifurcation de la carotide est
donc adaptée a I’écoulement d’une plus grande quantité de sang dans 1’artére interne. Or

lorsqu’on impose un débit plus bas dans I’artere interne et donc plus fort dans 1’artére
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externe, on constate que le sang s’écoule d’abord en direction de I’artére interne, puis
change brutalement de direction pour s’écouler dans I’artére externe. Cette brusque
modification de la direction de I’écoulement est a 1’origine de ce qu’on a appelé
recirculation. Finalement, on peut en conclure qu’une altération de la répartition du débit
peut avoir des conséquences importantes sur la direction de 1’écoulement du sang, créant

des zones propices a la formation de plaques.

On a enfin représenté la distribution de pression sur la paroi pour les trois répartitions de
débit. On considére ici une pression adimensionnelle. Le niveau de pression est fixé a
zéro au méme point pour les trois simulations, les graphiques sont donc comparables.
L’échelle utilisée pour représenter ces pressions va de -3,5 & 2. En réalité, les pressions
aux extrémités des arteéres de la sortie externe sont inférieures a -3,5. Cependant, cette
échelle a été choisie afin de mieux capter les variations de pression dans le reste du

domaine qui nous intéresse plus.

IC/EC=70/30

IC/EC=50/50

IC/EC=30/70

1,

- <D
.
-3

Figure 5.19 Distribution de pression sur les parois de la carotide

SRRk
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Les profils de pression dans 1’artére commune sont semblables pour les trois répartitions
de débit considérées. Des différences apparaissent aux environs de la bifurcation. En
effet, la variation de la pression dans une artére est plus importante lorsque le débit y est
plus élevé. De plus, on constate évidemment dans les trois cas une forte pression sur la
paroi au niveau de point de stagnation. Cette pression est encore plus forte dans le cas de
la répartition anormale de débit IC/EC = 30/70. On peut alors se demander si cette forte
pression, combinée avec un fort taux de cisaillement pariétal (voir Figure 5.13) ne
pourrait pas entrainer a long terme une rupture de la paroi, ou la formation d’un

anévrisme.

543 Deuxiéme série de calculs

Apres cette premiére série de calculs, le principe de subdivision a été appliqué au
probléme de la carotide. Pour cela, un maillage initial a été construit avec Comsol, plus
grossier que les maillages précédents. Ce maillage initial contient 13 923 nceuds.
Plusieurs techniques de raffinement local ont été utilisées. Mais seule la méthode
intégrale d’estimation d’erreur a été retenue. L’estimation de ’erreur sur la solution
présentant une répartition de débit 50:50 entre les sorties interne et externe, sert de point

de départ pour chaque étape de raffinement.

5431 Erreur Absolue Cible

Dans un premier temps, une Erreur Absolue Cible a été fixée pour la subdivision du
maillage. Le but étant de comparer les maillages obtenus avec la premiere série de
calculs, I’erreur absolue cible qui a été fixée est ’erreur obtenue sur le neuviéme et

dernier maillage de la premiére série de maillages.

L’erreur cible (7,48086) étant beaucoup plus petite que 'erreur de départ (11,7949),

beaucoup d’éléments sont subdivisés. Le maillage a pu étre subdivisé seulement deux
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fois, car le quatriéme maillage obtenu est constitué de 1 997 958 nceuds. Or, le solveur

direct Pardiso ne fonctionne plus au-dela de 450 000 nceuds.

5432 Réduction d’erreur

Afin de ralentir le raffinement du maillage pour garder un nombre raisonnable de nceuds,
on utilise a nouveau la méthode de réduction d’erreur. Dans un premier temps, 1’erreur
cible a été fixée égale a 50% de ’erreur sur le maillage précédent. Mais trop d’éléments
étaient coupés et on retrouvait le méme probléme qu’en fixant une erreur cible absolue :
le troisieme maillage comportait trop de nceuds, on ne disposait donc que de deux

maillages.

L’erreur cible a donc été fixée égale a 100% de 1’erreur précédente, afin de construire
des maillages intermédiaires. Autrement dit, on ne recherche pas une réduction de
I’erreur, mais une €qui-répartition de 1’erreur en subdivisant les éléments ayant une
erreur largement supérieure a la moyenne. Par cette méthode, on obtient une série de

trois maillages, avant d’atteindre la limite du solveur.

5.4.3.3  Comparaison des erreurs

Les erreurs obtenues sur les différents maillages par les méthodes d’Erreur Absolue
Cible et Réduction d’Erreur sont visualisées sur un graphique logarithmique. Pour
comparer ces résultats a ceux de la premiére série, on récupere les erreurs obtenues sur
les maillages de la premiere série sur les simulations avec un ratio de débit de 50 :50,

avec la méme méthode d’estimation d’erreur (méthode intégrale).



141

100 Simulations sur le modéle 3D de la carotide
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Figure 5.20 Erreurs estimées sur la carotide 3D pour les différentes séries de maillage

On constate que les techniques de raffinement ne permettent pas d’obtenir des erreurs
plus petites que la premiére série de maillage avec le méme nombre de nceuds. En effet,
lorsqu’un tétraédre est subdivisé en huit tétraédres, I’erreur diminue mais le nombre de
nceuds augmente beaucoup. Finalement, on obtient rapidement un nombre de nceuds

important, sans pour autant avoir réduit considérablement I’erreur.

Dans le cas du probléme de Smith-Hutton 3D a ’ordre 10, les méthodes de raffinement
local s’étaient révélées efficaces, car les arétes du cube nécessitaient une densité de
maillage beaucoup plus forte que le milieu du cube. Dans le cas de la carotide, la
différence de densité nécessaire est moins prononcée, et les zones raffinées sont

finalement trop raffinées.

En conclusion, les techniques de raffinement local 3D sont beaucoup plus délicates a
utiliser qu’en 2D, car elles entrainent une augmentation rapide du nombre de nceuds. 11
est difficile avec ces méthodes d’obtenir des maillages raffinés dans les zones présentant

des erreurs trop importantes, mais formés d’un nombre raisonnable de nceuds.
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5.4.34  Observation des maillages raffinés

L’observation des séries de maillage obtenues par les deux techniques de raffinement
local va nous permettre de localiser les zones nécessitant plus d’éléments. Pour identifier
ces zones, on observe le maillage surfacique de la frontiére, car les artéres n’étant pas
trés larges, un raffinement d’une zone volumique se traduit généralement par le

raffinement de la frontiére surfacique la plus proche.

La méthode d’Erreur Absolue Cible a créé des maillages plus fins que la méthode de
Réduction d’Erreur, subdivisant plus d’éléments. Sur les exemples qui suivent, les
maillages sont donc toujours plus raffinés avec la méthode d’Erreur Absolue Cible. La
comparaison des maillages avec les deux techniques permet donc d’identifier les zones
devant absolument étre raffinées, c’est-a-dire les zones qui sont raffinées avec les deux
techniques, et les zones pouvant étre raffinées pour encore diminuer |’erreur, ¢’est-a-dire

les zones uniquement raffinées avec la méthode d’Erreur Absolue Cible.

Figure 5.21 Raffinement local de la carotide au niveau de la section d’entrée
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Figure 5.22 Raffinement local de la carotide au niveau de la bifurcation

On constate donc que la section d’entrée du maillage initial n’est pas assez finement
discrétisée et doit donc étre raffinée. On peut supposer qu’il en est de méme pour les
sections de sortie. De plus, le maillage initial doit étre raffiné autour de la premiére
bifurcation, au niveau du point de stagnation. En amont de la bifurcation, le maillage n’a
pas besoin d’étre raffiné, de méme qu’au niveau des parois externes des deux artéres en
aval de la bifurcation. Les conclusions tirées de 1’observation de la premiére bifurcation

peuvent étre étendues au cas de la seconde bifurcation.

Finalement, méme si on n’a pas réussi a obtenir un maillage raffiné localement donnant
de meilleurs résultats, ces observations nous donnent des informations sur les zones

nécessitant un maillage plus fin.
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CONCLUSION

Cette étude reposait sur la résolution des équations de Navier-Stokes pour simuler
I’écoulement du sang dans la bifurcation de la carotide. Les simulations numériques ont
été réalisées avec un code maison par €léments finis, sur des maillages non-structurés de

triangles en 2D et de tétraedres en 3D.

Un des objectifs de ce mémoire était de mettre en place un estimateur d’erreur a
posteriori de type Zienkewicz et Zhu. Pour analyser I’efficacité de 1’estimateur d’erreur,
on a calculé son taux de convergence pour chaque cas-test. Le taux de convergence
correspond a la pente du graphique logarithmique représentant 1’erreur de la solution en
fonction de la taille caractéristique du maillage. Cet estimateur a été testé sur différentes
géométries et avec divers éléments. Pour chaque élément, il est possible de calculer le
taux de convergence théorique de ’estimateur d’erreur :

- I’élément MINI en 2D : Taux théorique = 1

- I’élément Taylor-Hood en 2D : Taux théorique = 2

- I’élément stabilisé P1-P1 en 2D et en 3D : Taux théorique = 1

Pour mener a bien les tests numériques, on a utilisé un programme de raffinement global
du maillage. Lors du raffinement d’un maillage, les triangles sont divisés en quatre en
2D, ou les tétraédres sont divisés en huit en 3D. Ainsi la taille caractéristique des
maillages est divisée par deux a chaque étape de raffinement. Les séries de maillages

ainsi obtenues permettent d’étudier les taux de convergence de 1’estimateur d’erreur.

Les différents tests menés sur des géométries 2D ont permis de constater que les
solutions manufacturées, autrement dit dont on connait la solution analytique, permettent

d’obtenir le taux de convergence théorique de chaque élément, quelle que soit la
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géométrie du domaine, méme en présence d’irrégularités géométriques. De plus, les
erreurs estimées correspondent aux erreurs réelles calculées grice a la solution

analytique.

A TPinverse, dans le cas de solutions non manufacturées, la présence d’irrégularités
géométriques affecte le taux de convergence de 1’estimateur d’erreur, pour les éléments

MINT et stabilisé P1-P1, mais surtout pour 1’élément Taylor-Hood.

En 3D, on a dans un premier temps testé une solution manufacturée sur un domaine ne
présentant pas d’irrégularités géométriques, avec 1’élément stabilisé P1-P1. Les erreurs
obtenues sont proches des erreurs réelles, mais le taux de convergence obtenu vaut 0,85.

11 est donc inférieur au taux théorique de 1’élément P1-P1 3D.

La méthode utilisée pour estimer 1’erreur permet de récupérer ’erreur de la solution sur
chaque élément du maillage. Grice a cela, on a pu mettre en place un processus de
subdivision adaptative, visant a raffiner le maillage uniquement dans les zones
présentant des erreurs plus importantes. A partir de la solution sur un maillage, on fixe
une erreur cible & obtenir sur le prochain maillage. Cette erreur cible peut étre fixée de
trois fagons :

- Elle peut étre définie comme un pourcentage de ’erreur sur le maillage

précédent : c’est la Réduction d’Erreur.
- Elle peut étre arbitrairement choisie par ’utilisateur.
- Elle peut étre calculée comme un pourcentage de la norme de la solution

précédente.

Une fois Derreur cible totale déterminée, on calcule une erreur cible par élément.
L’erreur estimée sur chaque élément est comparée a cette erreur cible élémentaire. Si
I’erreur d’un élément est supérieure a 1’erreur cible, alors cet élément est subdivisé, en

quatre en 2D ou en huit en 3D.
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On a testé ces techniques de raffinement local du maillage sur un probléme de Smith-
Hutton 2D modifié, sur un domaine carré. En modifiant le probléme classique, on a
concentré les gradients de vitesse sur les bords du domaine. Or les zones a fort gradient
de vitesse sont aussi les zones a forte erreur. Ainsi, on s’attend a ce que le processus de
subdivision adaptative converge vers un maillage trés dense sur les bords du carré et trés

grossier au centre.

On a testé la méthode de Réduction d’Erreur sur ce probléme, en faisant varier le
pourcentage servant a la définition de 1’erreur cible totale. On a bien obtenu un maillage
raffiné sur les bords. De plus, en observant 1’évolution de I’erreur de la solution par
rapport au nombre de nceuds du maillage, on constate que la subdivision adaptative
permet d’atteindre des erreurs plus basses avec moins de nceuds, en comparaison avec

des maillages homogeénes.

Ces techniques de raffinement local 2D ont également été testées sur une géométrie 2D
plus complexe rappelant la forme d’une bifurcation de la carotide. Ainsi, on a pu
observer que le maillage avait €t¢ raffiné au niveau du point de stagnation, et des
surfaces d’entrée et de sortie. A I’inverse, le maillage n’avait été raffiné ni en amont de

la bifurcation, ni en aval sur les parois extérieures des deux artéres de sortie.

Enfin, pour tester I’efficacité de ce processus de subdivision adaptative en 3D, on a
simulé un probléme de Smith-Hutton sur un cube, en le modifiant pour & nouveau
concentrer les gradients de vitesse au niveau des arétes du cube. La Réduction d’Erreur
se révele étre plus efficace qu’un raffinement global du maillage menant a une série de
maillages homogenes. Les maillages obtenus sont bien raffinés au niveau des arétes du

cube.



147

Sur les différents tests réalisés, on constate que la valeur optimale du pourcentage a
utiliser pour calculer I’erreur cible avec la méthode de Réduction d’Erreur dépend du

probléme considéré.

Finalement, aprés avoir étudié les différentes publications sur la simulation de
I’écoulement du sang dans la bifurcation de la carotide, on a pu faire les choix de
modélisation et les choix numériques nécessaires a cette étude. L’écoulement est simulé
uniquement en stationnaire dans cette étude, mais dans le cas d’une pompe cardiaque a
débit continu 1’écoulement du sang est effectivement non-pulsé. Le sang est considéré

comme non-Newtonien compte tenu des dimensions de 1’artére de la carotide.

Dans un premier temps, on a réalis¢é des simulations sur une série de maillages
homogénes de plus en plus fins. On n’a trouvé aucune publication présentant la
répartition de débit entre les deux artéres de sortie sous 1’utilisation d’une pompe a débit
continu. On a donc testé plusieurs répartitions de débit, deux normales (IC/EC=70/30 et
IC/EC=50/50) et une anormale (IC/EC=30/70). Les résultats obtenus sont comparés a
des résultats expérimentaux obtenus par PIV sur le méme modeéle de la carotide, avec les

mémes répartitions de débit.

Les erreurs sur les simulations numériques ont été estimées grace aux différentes
techniques mises en place. Les taux de convergence obtenus valent environ 0,7. Ils sont
de nouveau inférieurs au taux théorique de 1’élément P1-P1 stabilisé 3D. En comparant
les résultats numériques avec les mesures expérimentales, on retrouve qualitativement le
méme comportement de 1’écoulement. Les différences quantitatives s’expliquent par
diverses sources d’imprécision dans le dispositif expérimental et les choix de

modélisation pour les simulations numériques.

Les zones les plus propices a la formation de plaques athéromateuses sont celles qui

présentent un faible taux de cisaillement pariétal et qui correspondent a une zone de
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recirculation du sang. Or on observe principalement un faible taux de cisaillement
pariétal sur la paroi extérieure du début de 1’artére interne. En étudiant les zones de
recirculation dans la carotide, on constate que la répartition du débit joue un role
important au niveau de la bifurcation. En effet, pour une répartition de débit normale
(IC/EC=70/30), on observe une légere recirculation au niveau du point de stagnation,
mais cette zone posséde également un fort taux de cisaillement pariétal. Lorsque plus de
débit passe dans ’artére externe (IC/EC=50/50), on observe la formation d’une zone de
recirculation a ’entrée de ’artére interne (zone a faible taux de cisaillement pariétal), et
cette zone s’élargit dans le cas d’une répartition anormale de débit (IC/EC=30/70).
Finalement, une altération du ratio de débit peut créer toutes les conditions nécessaires a

la formation de plaques dans I’artére interne de la carotide.

Le processus de subdivision adaptative a enfin été appliqué au probléme de la carotide,
mais sans aboutir a des résultats satisfaisants. En effet, en 3D, le raffinement local d’une
zone augmente fortement le nombre de nceuds et donc le nombre d’inconnues a
résoudre. Finalement on n’a pas pu obtenir un maillage raffiné localement donnant de

meilleurs résultats que les maillages homogenes.
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RECOMMANDATIONS

Voici quelques recommandations pour les travaux a mener dans le futur :

1)

2)

3)

Dans la continuité des travaux présentés dans ce mémoire, il serait intéressant de
réaliser des simulations transitoires sur la carotide, afin de comparer 1’écoulement
a débit continu, obtenu lors de cette étude, a un écoulement physiologique variant
au cours du cycle cardiaque. On a déja identifié les zones a risque pour la
formation de plaques athéromateuses, ce qui permet de savoir quelles zones

devront étre le plus étudiées lors des simulations transitoires.

Pour I'instant seul I’élément P1-P1 est utilisé en 3D. Cependant cet élément n’est
pas trés efficace pour le processus de subdivision adaptative du maillage. En effet,
’utilisation d’un élément linéaire nécessite au final un maillage trés dense partout.
Or, dans I’artére commune de la carotide, le profil de I’écoulement est proche d’un
profil parabolique, donc de degré 2 en vitesse. L’utilisation d’un élément P2-P1
(stabilisé ou non) permettrait donc d’obtenir des erreurs minimes dans cette zone.
L’artére commune n’aurait ainsi pas besoin d’étre raffinée, et la subdivision
adaptative entrainerait le raffinement du maillage uniquement dans les zones a

forts gradients de vitesse.

Pour limiter la propagation de la subdivision des €léments, il est possible d’étoffer
le programme de raffinement local 3D en considérant plus de configurations pour
la position des nceuds supplémentaires au milieu des arétes. De plus, il serait
intéressant de garder en mémoire les étapes de raffinement d’un maillage, dans le
but d’introduire de nouvelles coupes. En 2D, on pourrait par exemple passer de
deux triangles fils (issus de la division du triangle pére en deux) a quatre triangles
(subdivision compléte du triangle pére initial), afin de réduire le nombre

d’éléments de moindre qualité et limiter la propagation inutile de la subdivision.
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5)

6)
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11 serait intéressant de comparer le processus de subdivision adaptative aux autres
techniques d’adaptation de maillage. On pourrait par exemple le comparer au
programme de remaillage adaptatif développé a I’'INRIA par Paul-Louis George et
Pascal Jean Frey. Ce programme s’applique uniquement a des éléments linéaires,
mais il consiste en un remaillage total du domaine. De plus, le maillage est étiré
dans le sens de 1’écoulement, a partir du calcul des gradients de vitesse. Dans le
cas de la carotide, on sait que le profil de vitesse varie peu dans ’artére commune.
Ainsi un programme de ce type permettrait d’obtenir un maillage grossier dans la

direction de I’écoulement et plus fin dans les directions perpendiculaires.

I1 faudrait également améliorer les outils de visualisation des résultats. En effet,
dans un contexte biomédical, il serait intéressant de disposer de techniques simples

et efficaces pour visualiser les lignes de courant par exemple.

Enfin, la taille des calculs est limitée par les capacités du solveur direct Pardiso qui
fonctionne pourtant sur une architecture en 64 bits. En effet, I’adressage des entiers
ne se fait qu’en 32 bits, ce qui explique pourquoi on ne peut dépasser 450 000
nceuds pour nos maillages. Une solution possible serait d’utiliser un solveur itératif

sur une architecture en 64 bits.
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ANNEXES

ANNEXE 1
INTERPOLATION D’UNE SOLUTION SUR UN MAILLAGE INDEPENDANT

Si on dispose d’une solution sur un maillage 1, 1l peut étre intéressant d’interpoler cette
solution sur un autre maillage 2 de la méme géométrie. Cette solution interpolée peut par

exemple constituer une solution initiale idéale pour un calcul sur le deuxiéme maillage.

Lorsque le maillage 2 est issu du maillage 1 par subdivision de plusieurs ou de tous les
éléments, on a vu qu’il était facile de construire une solution interpolée sur le maillage
raffiné. En effet, le maillage 2 est alors constitué¢ des sommets du maillage 1, et de
nceuds supplémentaires situés au milieu d’arétes du maillage 1. Pour les sommets qui
étaient déja présents sur le maillage 1, 1l suffit de récupérer les valeurs de la solution 1
en ces nceuds. Pour les autres neeuds situés au milieu d’une aréte, la solution interpolée
sera la moyenne des solutions aux deux nceuds extrémités de I’aréte. Le calcul de cette

moyenne se fait aisément au cours du programme de subdivision.

Mais si les deux maillages sont totalement indépendants, il n’existe pas de méthode
simple et efficace pour obtenir une solution interpolée. 1l faut trouver I’élément du
maillage 1 & D'intérieur duquel se situerait le point sur lequel on veut interpoler la
solution. Une fois cet élément identifié, la solution interpolée au point peut étre obtenue

en calculant la moyenne pondérée des solutions aux sommets de 1’élément.

La méthode la plus simple serait donc pour chaque nceud du nouveau maillage, de tester
tous les éléments du maillage 1 pour trouver celui contenant le nceud. Cette méthode

fonctionne, mais elle est trés coliteuse en temps de calcul.
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La méthode qui a été choisie ici passe par la construction d’un arbre N-tree du maillage
1. Dans le cas d’un maillage 2D, il s’agit d’'un Quadtree, et dans le cas d’un maillage 3D,
d’un Octree. La méthode est décrite dans le cas 3D, pour une interpolation en 2D,

1’algorithme & utiliser est le méme.

A.1 Comment savoir si un point P est a I’intérieur d’un élément E?

Pour savoir si un point P de coordonnées xp, yp et zp, est situé a I’intérieur de 1’élément
E, il faut calculer les coordonnées réduites de ce point P dans 1’élément en question.

Autrement dit, il faut trouver les fonctions d’interpolation Ny, N2, N3 et N4 solutions de :

Xp X Xy x3 Xg4 || M
Ypl_|M Y2 v ya|| M2

= , (6.1)
zp| |21z 23 24 || N3
1] |1 1 | 1] _N 4 |
Avec : X1,...24 : les coordonnées X, y et z des quatre sommets de 1’é1ément E
Xp,...Zp . les coordonnées x, y et z du point P
Pour chacune des fonctions d’interpolation Ny, il faut ensuite calculer :
Mk =min(Nk,1—Nk) (6.2)

En théorie, le point P est situé a I’intérieur du tétraédre E si pour tout k, My est inférieur

ou égal a zéro. En pratique, par prudence on choisit un epsilon petit et on teste si My<-¢.
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A2 Construction de ’arbre Octree

Le but est de découper le domaine géométrique en blocs parallélépipédiques (cubes), et
de regrouper les nceuds du maillage 1 dans ces blocs. On se fixe une limite de 8 neeuds

par cube.

Au départ, on construit le premier bloc qui doit contenir tous les nceuds du maillage.
Pour cela, on calcule les coordonnées minimales et maximales de 1’ensemble des nceuds
du maillage. Le premier cube est défini 1égérement plus grand (on définit un epsilon de
précision). On va ensuite insérer les nceuds du maillage 1 dans ce cube. Lorsqu’on
atteindra le nombre limite de 8 nceuds, ¢’est-a-dire a I’insertion du 9° noeud, le cube sera
découpé en 8 cubes : le cube est coupé en deux dans les trois dimensions. Les nceuds
vont ensuite étre insérés dans le cube fils le contenant. Si un de ces cubes se remplit (s’il
atteint 8 nceuds), il sera a son tour coupé en 8 cubes, et ainsi de suite jusqu’a ce que tous

les nceuds soient insérés.

Pour construire I’arbre Octree du maillage 1, on va remplir petit & petit un tableau qui
contiendra les informations suivantes [44]:

- Colonnes 1 a 8 : Nceuds contenus dans le bloc (ou numéro des blocs fils si le bloc

est découpé)

- Colonne 9 : Place du cube dans son cube pére (vide pour le premier cube)

- Colonne 10 : Numéro du cube pére

- Colonne 11 : Nombre de nceuds dans le cube, -1 pour les cubes coupés en 8

- Colonne 12 : Coordonnée x minimale du cube (Xmin)

- Colonne 13 : Xpax

- Colonne 14 : ymin

- Colonne 15 : Ymax

- Colonne 16 : zyin

- Colonne 17 : Zpax
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Pour tester si un nouveau nceud de coordonnées x, y et z est contenu dans un cube, il

suffit de comparer ses coordonnées aux coordonnées minimales et maximales du cube.

Algorithme de construction de ['Octree

Boucle sur les nceuds du maiilage 1
Boucle sur les cubes
Si le point est a 'intérieur du cube :
Si le cube a été coupé (-1 dans la colonne 11)
On reprend I’algorithme a partir du premier cube fils (colonne 1)
Sinon
Le nceud doit étre inséré dans ce cube.
Si ce cube contient moins de 8 nceuds :
Le nouveau nceud est ajouté a ce cube, et le nombre de
nceuds (colonne 11) augmente de 1.
Si ce cube contient déja 8 nceuds :
Le cube est découpé et 8 nouveaux cubes sont créés a la
suite du tableau. On impose la valeur -1 dans la colonne
11 du cube trouvé et on indique dans les 8 premiéres
colonnes les numéros des lignes qui contiendront ses
cubes fils. Les 8 nceuds déja présents sont répartis dans les
cubes fils. L’algorithme reprend au premier des 8

nouveaux fils.

Cet algorithme a été testé sur deux langages différents : Matlab et C++. La construction

de I’Octree s’est révélée étre trés rapide dans les deux cas.

Finalement, le tableau de 1’Octree contient tout 1’historique de la fabrication de I’Octree.

On y trouve les cubes constituant le découpage final de I’espace géométrique, mais aussi
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les cubes intermédiaires qui ont été coupés. Pour chaque cube du découpage final, on
connait le nombre de nceuds du maillage 1 qui s’y trouvent, les numéros de ces nceuds,

les dimensions du cube, et le cube pére dont il est issu.

Pour illustrer le fonctionnement de ce programme, il a été testé sur une géométrie simple
ayant une forme rappelant un haltére. Un maillage grossier est construit sur cette
géométrie, puis raffiné en plusieurs étapes (raffinement global). Pour chaque maillage,
I’arbre Octree des points du maillage est calculé. Le premier cube qui délimitera
I’espace représenté sera toujours le parallélépipede englobant tout 1’haltére. La Figure
A.1 représente le maillage et les arbres Octree obtenus pour ce maillage et les deux
maillages issus de deux raffinements successifs. Les cubes noirs contiennent 7 ou 8
nceuds, les cubes bleus 5 ou 6 nceuds, les cubes rouges 3 ou 4 nceuds et enfin les cubes
jaunes 1 ou 2 nceuds. Les cubes ne contenant aucun nceud ne sont pas représentés. Ainsi
les renfoncements observés sur cette géométrie doivent pouvoir étre visibles sur I’arbre

Octree, car aucun nceud ne devrait se trouver dans ces zones.

Figure A.1  Exemple d’arbres Octree réalisés sur une série de maillages
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On constate que si le maillage est trop grossier, ce n’est pas possible de reconnaitre la
géométrie initiale. En effet, sur la premiére figure, le renfoncement qui devrait étre vide
de nceuds est occupé par deux cubes contenant quelques nceuds, tous placés au bord du
cube. Mais en raffinant le maillage, les cubes sont divisés, leur taille est en moyenne
plus petite, la discrétisation est donc plus précise. Les espaces sans nceuds sont alors

occupés par des cubes ne contenant aucun nceud, donc invisibles sur la représentation.

A3 Interpolation en un point P

Pour interpoler la solution sur tout le maillage 2, chaque nceud du maillage 2 va étre
traité I'un aprés l’autre, pour calculer sa solution interpolée. Une fois développé le
processus d’interpolation en un point P quelconque du domaine, il suffit donc de

I'utiliser pour tous les nceuds du maillage 2.

On cherche donc a interpoler la solution sur un point P du domaine. Pour cela, il faut

trouver 1’élément du maillage 1 a I’intérieur duquel se trouve le point P.
On commence par chercher dans quel cube du découpage en Octree du maillage 1 se
situe le point P. Ainsi, on pourra trouver les éléments qui sont proches de ce nceud, et

donc plus susceptibles de le contenir.

Aloorithme de recherche du cube contenant le point P

Il faut parcourir le tableau Octree de 1’arbre du maillage 1, en commengant par le
premier cube (premiere ligne du tableau). Si le point n’est pas a I’intérieur de ce cube,
on passe au cube suivant. Si le point est a I’intérieur de ce cube, on regarde si ce cube a
été coupé. Si oui, alors on reprend 1’algorithme au premier de ses fils. Sinon,

1’algorithme est terminé, on a trouvé le cube de 1’Octree final contenant P.
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Identification des éléements voisins du point

Une fois ce cube identifié, on dresse la liste des nceuds du maillage 1 présents dans ce
cube. Ces nceuds constituent la base de départ pour la recherche de I’élément. On
cherche ensuite tous les éléments s’appuyant sur un de ces nceuds. Pour cela il faut
disposer d’une connectivité nceud vers élément du maillage 1. Celle-ci peut étre
construite de la méme maniére que pour I’algorithme de raffinement de maillage. Une
fois obtenue la liste de ces €léments, on les teste un par un pour savoir si le point se situe

a ’intérieur.

Il peut arriver qu’aucun de ces €léments ne soit le bon. Dans ce cas, on élargit les
recherches aux éléments voisins (€lément de la « couronne »). Pour cela, on dresse la
liste des nceuds sommets des éléments déja testés, en excluant les nceuds qui étaient
initialement dans le cube. A partir de ces nouveaux nceuds, on liste les éléments qui s’y
appuient, sans les éléments déja testés. Ces éléments seront les nouveaux éléments a
tester. Si le point n’est contenu par aucun de ces éléments, alors on peut supposer que le

nceud est & ’extérieur de ’enveloppe convexe du maillage 1.

Interpolation de la solution au point

Une fois trouvé 1’élément contenant le point P, il faut interpoler la solution en ce point.
Pour cela, on reprend les fonctions d’interpolation Ny présentées ci-dessus. La solution

de P est donnée par :

= - : (6.3)
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Avec : Up, Vp, Wp et Pp : les solutions en vitesse et pression au nceud P
Uy, Vi, Wi et Py : les solutions au nceud 1 (idem pour les nceuds 2, 3 et 4)

Nj, Nz, N3 et Ny : les fonctions d’interpolation

A4 Cas particuliers et remarques

Si le cube ou se situe le point ne contient aucun nceud, alors on remonte au cube peére de
ce cube, et on cherche parmi les fils de ce cube pére, un cube contenant au moins un
nceud. Ce nouveau cube et le cube trouvé initialement résultant du découpage d’un

méme cube, le point de ne sera pas situé trop loin de ce nouveau cube.

Si le point est & I’extérieur de ’enveloppe convexe du maillage 1, alors on ne trouvera
aucun élément du maillage 1 le contenant. Mais les solutions peuvent étre extrapolées a
partir de 1’élément le plus proche. On a alors deux possibilités :
- Soit on impose des vitesses nulles et on extrapole uniquement la pression, car
comme il s’agit en général d’une paroi, la vitesse doit y étre nulle.
- Soit on extrapole toutes les solutions (vitesse et pression) et la condition limite de

vitesse nulle a la paroi écrasera cette valeur extrapolée si besoin.

Pour déterminer quel élément est le plus proche du point, il faut se fixer une norme de
distance entre un point et un tétraédre. La distance choisie dans cet algorithme est égale

a la distance entre le point P et le centre de gravité de 1’élément.

En testant cet algorithme, on remarque que I’étape de création de I’arbre Octree du
premier maillage est trés rapide. L’étape prenant le plus de temps est I’interpolation de la
solution sur le second maillage. De plus, lorsqu’un point du second maillage est situ€ a
I’extérieur du domaine géométrique défini par le premier maillage, alors I’extrapolation
de la solution sur ce point est trés couteuse, car il faut parcourir tous les éléments du

premier maillage pour identifier 1’élément le plus proche de ce point
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La limite du nombre de nceuds par cube a été fixée a 8 nceuds. Si on augmente ce chiffre,
alors I’arbre Octree contiendra au final moins de blocs, et sa construction sera donc plus
rapide. Mais lorsqu’on voudra interpoler la solution en un point P, on trouvera un plus
grand nombre de nceuds voisins a P et on aura donc un plus grand nombre d’éléments a

tester.

Lorsque le maillage n’est pas assez fin, on a vu que I’Octree était beaucoup moins
précis. De plus, un point P ou on souhaite interpoler la solution pourra se trouver dans
un cube de grande taille dont les nceuds sont finalement trés espacés du point P, par
exemple séparés de P par un trou dans la géométrie (comme le renfoncement de
’haltére). La recherche de 1’élément contenant P sera alors plus difficile. Finalement, cet

algorithme de recherche est donc plus efficace quand le maillage est relativement fin.



