
UNIVERSITE DE MONTREAL 

AMORTISSEMENT D'UNE POUTRE PAR TRAITEMENT 

VISCOELASTIQUE CONTRAINT ET ANALYSE DU REGIME 

TRANSITOIRE SUITE A UN IMPACT 

DANIEL GRANGER 

DEPARTEMENT DE GENIE MECANIQUE 

ECOLE POLYTECHNIQUE DE MONTREAL 

MEMOIRE PRESENTE EN VUE DE L'OBTENTION 

DU DIPLOME DE MAITRISE ES SCIENCES APPLIQUEES 

(GENIE MECANIQUE) 

DECEMBRE 2007 

© Daniel Granger, 2007. 



1*1 Library and 
Archives Canada 

Published Heritage 
Branch 

395 Wellington Street 
Ottawa ON K1A0N4 
Canada 

Bibliotheque et 
Archives Canada 

Direction du 
Patrimoine de I'edition 

395, rue Wellington 
Ottawa ON K1A0N4 
Canada 

Your file Votre reference 
ISBN: 978-0-494-36915-9 
Our file Notre reference 
ISBN: 978-0-494-36915-9 

NOTICE: 
The author has granted a non­
exclusive license allowing Library 
and Archives Canada to reproduce, 
publish, archive, preserve, conserve, 
communicate to the public by 
telecommunication or on the Internet, 
loan, distribute and sell theses 
worldwide, for commercial or non­
commercial purposes, in microform, 
paper, electronic and/or any other 
formats. 

AVIS: 
L'auteur a accorde une licence non exclusive 
permettant a la Bibliotheque et Archives 
Canada de reproduire, publier, archiver, 
sauvegarder, conserver, transmettre au public 
par telecommunication ou par Nnternet, preter, 
distribuer et vendre des theses partout dans 
le monde, a des fins commerciales ou autres, 
sur support microforme, papier, electronique 
et/ou autres formats. 

The author retains copyright 
ownership and moral rights in 
this thesis. Neither the thesis 
nor substantial extracts from it 
may be printed or otherwise 
reproduced without the author's 
permission. 

L'auteur conserve la propriete du droit d'auteur 
et des droits moraux qui protege cette these. 
Ni la these ni des extraits substantiels de 
celle-ci ne doivent etre imprimes ou autrement 
reproduits sans son autorisation. 

In compliance with the Canadian 
Privacy Act some supporting 
forms may have been removed 
from this thesis. 

Conformement a la loi canadienne 
sur la protection de la vie privee, 
quelques formulaires secondaires 
ont ete enleves de cette these. 

While these forms may be included 
in the document page count, 
their removal does not represent 
any loss of content from the 
thesis. 

Canada 

Bien que ces formulaires 
aient inclus dans la pagination, 
il n'y aura aucun contenu manquant. 



UNIVERSITE DE MONTREAL 

ECQLE PQLYTECHNIQUE DE MONTREAL 

Ce memoire intitule: 

AMORTISSEMENT D'UNE POUTRE PAR TRAITEMENT 

VTSCOELASTIQUE CONTRAINT ET ANALYSE DU REGIME 

TRANSITOIRE SUITE A UN IMPACT 

presente par: GRANGER Daniel 

en vue de l'obtention du diplome de: Maitrise es sciences appliquees 

a ete dument accepte par le jury d'examen constitue de: 

M. MARCHAND Luc, Ph.D., president 

Mme ROSS Annie. Ph.D., membre et directrice de recherche 

M. HEBERT Alain. Ph.D., membre 



IV 

A Catherine, 

sans qui ce projet n'aurait jamais 

debute et ne se serait jamais termine. 



V 

REMERCIEMENTS 

Je tiens sincerement a remercier ma directrice de recherche Mme Annie Ross. Tout 

au long de ce projet, elle a su m'epauler et me diriger avec brio. Grace a elle, cette 

maitrise aura certes revetu un riche volet scientifique, mais aussi un important 

apprentissage de rigueur et un souci fort developpe d'exactitude. 

Je veux de plus saluer mes collegues qui ont contribue a faire de mon passage a 

la section Mecanique appliquee un moment tres agreable et dynamique. Un merci 

particulier a Jean-Frangois Blais pour ses judicieux conseils. Merci aussi a Christian 

Dupuis avec qui j'ai partage de grandes discussions pedagogiques et philosophiques : 

« Pourquoi les etudiants supposent-ils les cables en compression ? Que voient-ils que 

nous ne saisissions ? » Merci a. tous les autres avec qui l'apero de debut de soiree 

(et parfois de fin d'apres-midi) a toujours ete aussi desalterant! 



RESUME 

VI 

Les effets d'un traitement viscoelastique partiel et contraint sur la reponse ini-

tiale transitoire d'une poutre encastree-libre soumise a un impact sont etudies a 

l'aide d'un modele analytique. Les proprietes du materiau viscoelastique sont de-

pendantes en frequence et le module de cisaillement complexe est modelise par une 

serie de Prony. Les equations du mouvement (EDM) du systeme sont obtenues en 

utilisant les equations de Lagrange. Les forces d'impact utilisees sont caracterisees 

par une montee rapide jusqu'a une valeur maximale d'environ 10 Newtons et une 

decroissance plus lente. Le contact dure environ 2 millisecondes. Les EDM sont 

converties dans le domaine frequentiel en utilisant une transformee de Fourier et 

elles sont resolues pour trouver les deplacements en frequence en utilisant la me-

thode assumed modes. Les deplacements sont reconvertis dans le domaine temporel 

en utilisant la transformee de Fourier inverse. Les frequences naturelles et les re-

ponses transitoires sont validees en utilisant des signaux de force experimentaux. 

Les resultats numeriques obtenus sont en accord avec la litterature et les donnees 

experimentales. Ces dernieres sont obtenues en excitant pres de l'encastrement dif-

ferentes configurations de poutres et de tampons a l'aide d'un marteau d'impact. 

Les deplacements sont mesurees a differents endroits. Quatre parametres sont etu­

dies : la longueur du traitement, la position du traitement, l'epaisseur de la couche 

viscoelastique et l'epaisseur de la couche de contrainte. On en conclut que : (1) plus 

le tampon est long, plus les deplacements transitoires initiaux sont faibles ; (2) plus 

l'epaisseur de la couche de contrainte augmente, plus les deplacements sont faibles 

et (3) moins l'effet de la couche de viscoelastique est important; (4) l'augmentation 

de l'epaisseur de la couche de viscoelastique diminue les amplitudes de deplacement 
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lorsque le tampon est long; (5) la combinaison d'un tampon court et d'une posi­

tion eloignee de l'encastrement peut conduire a des problemes de causalite. II est 

montre que l'ajout de masse n'affecte pas les comportements mentionnes ci-haut. 
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ABSTRACT 

The effects of a viscoelastic partial constrained layer damping (PCLD) treatment 

on the initial transient response of an impacted beam are studied using an analyti­

cal model. The viscoelastic properties of the core are frequency dependent and the 

shear modulus is modelled using a Prony Series. The equations of motion (EOM) 

of the system are obtained using Lagrange's equations. The forces used are charac­

terized by a quick increase up to a maximum value of approximately 10 Newtons 

and a slower decrease until the force disappears. The EOM are converted in the 

frequency domain using Fourier Transform and they are solved for frequency dis­

placements using the assumed modes method. Displacements are then converted 

back in the time domain using an inverse Fourier Transform. The technique is 

validated for natural frequencies and for transient responses using experimental 

impact signals. The numerical results are in good agreement both with open lite­

rature and experimental data. These data are obtained by exciting different beams 

with various PCLD configuration using an impact hammer. The displacements are 

measured over different positions. Four PCLD parameters are studied : the length, 

the placement, the viscoelastic layer thickness and the constraining layer thickness. 

It turns out that (1) the longer is the PCLD, the smaller are the initial transient 

displacements; (2) a thicker constraining layer leads to smaller transverse displa­

cements ; (3) the viscoelastic layer thickness has little effect on the displacements 

when the constraining layer is thick; (4) a thick viscoelastic layer leads to smaller 

displacements if the PCLD is long; (5) combining a short PCLD and a placement 

far from the clamped edge may result in non causal diplacements. It is shown that 

the added mass does not change the above-mentioned behaviors. 
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I N T R O D U C T I O N 

La presence de vibrations est souvent nuisible et peut engendrer de serieux dom-

mages. Depuis longtemps, de nombreux travaux ont porte sur les methodes utilisees 

pour les enrayer. Que ce soit dans le but de minimiser les vibrations de machines-

outils, pour la conception de la suspension des vehicules ou encore pour limiter 

les oscillations de structures soumises a des seismes, 1'amortissement revet une im­

portance capitale sur la duree de vie des infrastructures. II joue de plus un role 

primordial dans le domaine de la sante et de la securite. Parmi les risques encourus 

pour la sante relies aux vibrations, les bruits d'impact s'averent etre d'une grande 

importance. 

Or, plusieurs operations industrielles font intervenir le phenomene d'impact : par 

exemple, l'assemblage de structures par rivetage. Les vibrations qui s'en suivent, 

constituant essentiellement le regime transitoire d'une duree de quelques millise-

condes, produisent un niveau sonore tres eleve auquel sont soumis les travailleurs. 

Malgre leur protection auditive (casques, bouchons), certains d'entre eux deve-

loppent des problemes de surdite partielle ou totale. 

Les normes de sante et de securite au travail evoluent rapidement et sont de plus en 

plus strictes. Alors que quelques annees auparavant, il s'agissait d'un sujet auquel 

on ne pretait que peu d'attention, dans quelques annees, ces memes normes pour-

raient obliger les industries a limiter le niveau sonore de leur entreprise a ce que 

l'oreille peut supporter et ce, sans protection. II est done imperatif de developper 

une technique d'amortissement efficace qui soit applicable directement a la source 

du probleme. 
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En se basant sur le fait que les materiaux viscoelastiques possedent une grande 

capacite de dissipation energetique, l'utilisation de tampons construits a l'aide de 

ces materiaux constitue une solution ingenieuse pour contrer les vibrations qui 

sont responsables de la variation de pression d'air engendrant le bruit. On parle 

de traitement contraint lorsqu'une couche de viscoelastique est installee entre la 

structure a amortir et une couche de contrainte. Lorsque le tampon ne recouvre pas 

la structure en entier, on parle alors d'un traitement partiel contraint. Cependant, 

bien que l'utilisation de ces traitements soit efficace pour amortir les vibrations en 

regime harmonique, leur capacite a amortir le regime transitoire suite a un impact 

demeure meconnue. 

Pour parvenir a determiner l'effet de ces tampons sur l'amortissement du regime 

transitoire, un modele analytique sera presente. Un systeme constitue d'une poutre 

soumise a un impact et sur laquelle est installe un tampon amortissant sera etudie. 

Le modele sera valide a l'aide des resultats experimentaux en regime harmonique 

et en regime transitoire avant d'etre utilise pour mener une etude parametrique sur 

differentes configurations du tampon. La parametrisation en question sera effecuee 

en tenant compte de quatre facteurs : 

1. La longueur du traitement amortissant (tampon viscoelastique) 

2. La position du tampon 

3. L'epaisseur de la couche de viscoelastique 

4. L'epaisseur de la couche de contrainte 

Suite a cette etude, des recommandations seront emises quant a l'utilisation de 

tampons viscoelastiques en regime transitoire. 

Le memoire est constitue de cinq chapitres. Le premier passe en revue la littera-
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ture pertinente a l'elaboration de la theorie et du modele. A la lumiere du premier 

chapitre, le second chapitre presente les orientations et les objectifs propres au pro-

jet, ainsi que la demarche suivie pour y parvenir. Au troisieme chapitre, un article 

est presente. Le modele est developpe et la methode numerique de solution est 

presentee. C'est aussi dans ce chapitre que la validation des resultats est effectuee 

a partir de la litterature et de resultats experimentaux. La derniere partie de ce 

chapitre presente une analyse sommaire de resultats numeriques. C'est cependant 

au chapitre 4 que la majeure partie des resultats obtenus a l'aide du modele sont 

presentes et analyses. Enfin, le dernier chapitre constitue une discussion generale 

sur F ensemble du projet. 
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CHAPITRE 1 

REVUE CRITIQUE DE LA LITTERATURE 

Ce chapitre presente une revue de la litterature pertinente afin de demontrer l'orien-

tation et la place qu'occupe ce travail dans le domaine de l'amortissement de struc­

tures soumises a des impacts. On y retrouve de l'information sur le traitement 

mathematique des poutres et de leurs particularites geometriques. On traite par 

la suite le comportement viscoelastique et les representations dans les domaines 

frequentiel et temporel que Ton peut en avoir. Le comportement des poutres sand­

wich, dont la couclie centrale est constitute ou non de materiau viscoelastique, est 

survole via l'apport de plusieurs auteurs. II est par la suite question de l'liistorique 

et de l'utilisation des traitements partiels contraints, d'abord pour leur utilisation 

en regime harmonique, puis par la suite, en regime transitoire. Enfin, une synthese 

est presentee d'ou se degagent les objectifs exacts de ce travail. 

L'annexe I presente une revue de la litterature complement aire ou sont discutes 

des sujets connexes mais non directement relies aux developpements qui suivront. 

1.1 Les poutres 

L'etude du comportement vibratoire des poutres minces et homogenes constitue 

l'entree en matiere de l'analyse des milieux continus en general. 
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Beam 
axif. 

(a) 

Figure 1.1 - Representation du deplacement de l'axe neutre (a) et du raccourcis-
sement de la projection (b). (Baruh, 1998). 

1.1.1 Geometrie 

La geometrie des poutres joue un role essentiel lors du developpement des equations 

du mouvement. Le raccourcissement de la projection (Shortening of Projection) est 

un volet de la geometrie qui a sucite beaucoup de discussions. La figure 1.1 repre-

sente le comportement de l'axe neutre d'une poutre dans le plan xy : En subissant 

une deformation transversale et une deformation longitudinale, un point A se si-

tuant sur l'axe neutre de la poutre au repos (le long de l'axe x) devient le point A*. 

Alors, 

- s(x, t) = x + e(x, t) correspond a position de A* sur la poutre a partir de x = 0 ; 
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- e(x,t) est la contribution due a l'allongement de la poutre; 

- £(x,t) = x + u(x,t) est la projection de l'axe neutre deforme sur la position 

initiale de l'axe neutre le long de x. 

En considerant un element differentiel tel que presente a la figure 1.1b, du — d£ — dx 

represents le raccourcissement de la projection (Shortening of Projection). Ce nom 

provient du fait que s'il n'y a pas de deformation longitudinale, alors du prend une 

valeur negative et x diminue. 

Selon Sharf, cette notion a ete traitee de plusieurs fagons et semble etre un sujet de 

mesentente entre les auteurs (Sharf, 1995). C'est pourquoi il publia une importante 

revue des methodes utilisees pour caracteriser les effets du raccourcissement de la 

projection sur les vibrations de grandes amplitudes. II a repertories les modeles pour 

quantifier le phenomene, les commentaires qu'ils ont regus et certaines precisions 

ou clarifications concernant leur application. 

Dans le meme ordre d'idee, critiquant le fait que les modeles traditionnels tenaient 

compte des deformations longitudinales mais pas du raccourcissement de la projec­

tion, Radisavljevic et Baruh ont compare l'effet de chacun de ces phenomenes (Ba-

ruh, 1998; Radisavljevic and Baruh, 2001). lis demontrerent que pour une poutre 

mince, la deformation axiale et le raccourcissement de la projection ont un effet 

comparable sur les vibrations et meme que, pour certains cas, le raccourcissement 

de la projection a un effet legerement plus important. Dans le present ouvrage, 

l'approche presentee par Radisavljevic et Baruh sera utilisee. 
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1.1.2 Methodes analytiques 

L'utilisation de methodes classiques comme celle de Newton pour trouver les equa­

tions du mouvement devient rapidement ardue lorsque les systemes se complexi-

fient. C'est pourquoi les poutres peuvent aussi etre etudiees a Faide de methodes de 

mecanique analytique. Celles-ci sont essentiellement basees sur le calcul des ener­

gies cinetique et potentielle du systeme. Les poutres etant des corps deformables, 

l'energie potentielle represente done leur energie de deformation. 

Une fois les energies calculees, le principe etendu de Hamilton peut etre appli­

que, tel que montre, entre autres, par Baruh et par Balachandran (Baruh, 1998; 

Balachandran and Magrab, 2004). Le principe est le suivant : 

5 t T{t) - V(t)dt + I'2 SWdt = 0, (1.1) 

ou T et V sont les energies cinetique et potentielle et ou W est le travail des forces 

exterieures et des forces non conservatrices. II est d'usage de negliger l'inertie en 

rotation car elle est faible par rapport a l'energie de translation. L'equation (1.1) 

mene directement a l'equation du mouvement. Cette methode represente un avan-

tage certain : les conditions aux limites du systeme sont automatiquement incluses 

dans l'equation du mouvement (ce qui est particulierement utile lorsqu'elles sont 

difficilement identifiables). Cependant, l'application de l'equation (1.1) peut s'ave-

rer longue et difficile. 
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1.2 Modele viscoelastique 

Les materiaux presentant a la fois un comportement elastique et un comportement 

visqueux sont dits viscoelastiques. De nombreux ouvrages traitent de la viscoelasti-

cite et des differents modeles qui sont utilises pour la representer (voir entre autres 

(Ferry, 1980)). Cette section traite d'elements de viscoelasticite relies au domaine 

de ramortissement. 

1.2.1 Le module complexe 

L'utilisation du concept de rigidite complexe est une methode grandement repandue 

pour representer le comportement viscoelastique d'un materiau. En particulier, 

le module de cisaillement complexe G* d'un materiau est exprime de la maniere 

suivante : 

G*(u) = Gs(u;)[l+jr)(u;)}, (1.2) 

,M - g , (1.3) 

ou Gs et Gi sont respectivement les modules de restauration et de perte. Le facteur 

de perte constitue la mesure de la capacite amortissante du viscoelastique et est 

represente par r\. Comme l'indiquent les equations (1.2) et (1.3), ces parametres 

sont fonctions de la frequence. Malgre ce fait, de nombreux auteurs ont modelise 

ces proprietes comme etant constantes (voir entre autres (Rikards and Barkanov, 

1992; Cai et al., 2004)). Souvent, ceux qui ont utilise cette hypothese l'ont fait 

en supposant un facteur de perte tres eleve (de l'ordre de r\ = 1). En pratique, 
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toutefois, l'obtention d'un facteur de perte aussi eleve est peu realiste. Certains 

auteurs ont denonce le probleme lie aux proprietes constantes en frequence (Nashif 

et a l , 1985; Chen et a l , 2004). 

Le principal inconvenient de la representation par le module complexe vient du fait 

qu'elle est elaboree sur l'hypothese d'un chargement cyclique du materiau (Wang 

and Wereley, 2002; Vasques et a l , 2006; Moreira and Dias Rodrigues, 2006). Ainsi, 

pour que son utilisation soit valable lors d'une etude transitoire, il faut s'assurer 

qu'une coherence temps-frequence soit respectee. 

1.2.2 Coherence temps-frequence 

Un modele dans le domaine frequentiel sera dit coherent en temps et en frequence 

s'il possede un equivalent temporel qui est physiquement admissible. II existe cer­

tains modeles qui permettent d'obtenir une equivalence temps-frequences. II sera 

ici question des deux modeles les plus repandus1 : le modele GHM et les series de 

Prony. 

1.2.2.1 Le modele GHM 

En 1993, une nouvelle modelisation des materiaux viscoelastiques a ete publiee 

(McTavish a n d Hughes, 1993). Le modele G H M (du nom de ses inventeurs Golla, 

Hughes et McTavish) mene a une representation du comportement viscoelastique 

1Les modeles ADF (Anelastic Displacement Fields) et Fractional Calculus ne sont pas traites 
etant donne le peu d'auteurs qui les ont utilises dans la litterature consultee. II est toutefois 
possible de trouver de l'mformation a leur sujet dans (Lesieutre and Bianchini, 1995) et (Bagley 
and Torvik, 1983). 
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Vlscoelastlc 
Spring 

G(t) 

The "minhoscfilator" mecfiiimcat analogy 

Figure 1.2 - Analogie mecanique du modele GHM. Tiree de (Na et al., 2006) 

comme une somme de mini-oscillateurs et dont la forme dans le domaine de Laplace 

est : 

sG(s) = Gc 
1 + E«fc 

s2 + 2(kuks 

k s2 + 2(kuks + &l 
(1.4) 

ou G°° correspond a la valeur d'equilibre du module de relaxation du materiau 

(G°° — limj^oo Gn(t)), ak est un facteur participate positif, Cfc est le taux d'amor-

tissement et uik est la frequence naturelle cliacun des k mini-oscillateurs. L'analogie 

mecanique de ce modele est representee a la figure 1.2. Le modele GHM a ete repris 

et modifie de maniere a obtenir une meilleure precision numerique (Friswell et al., 

1997). L'avantage de la representation GHM est sa capacite a representer le com-

portement d'un materiau viscoelastique dans le temps, en effectuant la transformee 

de Laplace inverse de l'equation (1.4). De nombreux auteurs ont utilise le modele 

GHM autant dans les modeles par elements finis que pour les representations ana-

lytiques (Lam et al., 1997; Na et al., 2006). Mentionnons par contre la difficulte 

rencontree au moment de determiner les parametres pour la representation d'un 

materiau reel. 
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1.2.2.2 Series de Prony 

Les series de Prony constituent une autre methode pour representer le comporte-

ment des materiaux viscoelastiques. Elles sont composees d'une somme de fonctions 

exponentielles decroissantes de la forme : 

Np Np 

Gfl(*) = G 0 - G ? o X ; ^ + E G o ^ n e ^ , (1.5) 
n = l n—1 

ou Go = lim.t-,0 GR,(t). Les constantes rn sont appelees « retardation time » et les 

parametres gn sont les constantes de Prony. L'avantage de travailler avec cette re­

presentation est de pouvoir se promener aisement du domaine temporel au domaine 

frequentiel et inversement. Ainsi, de l'equation (1.5), on obtiendra la representation 

en frequence en appliquant une transformed de Fourier : 

er = G0-G0Y,9n + Y, Go^TnJu. (i.6) 

A partir de l'equation (1.6), on peut retrouver la forme complexe dont il etait ques­

tion precedemment, en ayant toutefois une equivalence temporelle : Gs = $R(G*) 

et Gi = $s(G*). De nombreuses methodes ont ete presentees pour determiner les 

coefficients necessaires a l'elaboration d'une serie de Prony, trois d'entre elles sont 

repertoriees ici. 

Un algorithme de calcul permettant de determiner les parametres d'une serie de 

Prony a partir de donnees connues dans le domaine frequentiel a ete presente par 

Rogers (Rogers, 1984). De cette fagon, a partir de la rigidite en frequence et de la 

phase, il est possible d'extraire les donnees necessaires a la formation de la serie. 
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Cette methode est particulierement utile lorsque le fabricant fournit l'information 

concernant le comportement en frequence du materiau. 

Plusieurs methodes ont ete proposees afin de determiner les parametres de la serie 

dans le cas ou des tests doivent etre effectues en laboratoire. Notamment, dans 

un memoire technique de la NASA, on propose une methode pour determiner les 

parametres d'une serie a partir d'essais de fluage, de relaxation et de chargement 

en rampe dans le domaine temporel (Chen, 2000). Ces donnees temporelles sont 

soumises a une analyse par regression non-lineaire. Les series de Prony resultantes 

contiennent l'information fournie par le chargement et le dechargement produisant 

ainsi une excellente approximation du comportement du viscoelastique lors d'utili-

sation necessitant une sequence de chargement complexe. Park et Kim, quant a eux, 

ont propose une fagon d'obtenir les parametres lorsque les donnees experimentales 

sont significativement dispersees dans le temps (Park and Kim, 2001). 

1.2.3 Obtent ion des proprietes viscoelastiques 

Comme le mentionnent Slanik et al., les fabricants de materiaux viscoelastiques 

preferent fournir l'information concernant leurs produits dans le domaine temporel 

(Slanik et al., 2000). Afin de determiner les proprietes en frequence des materiaux, 

certaines methodes sont disponibles. Jones a presente une revue de certaines de 

ces methodes dites simples et couramment utilisees (Jones, 1974). P,,r ailleurs, 

l'ASTM specifie dans ses normes une procedure typique pour mesurer les proprietes 

en frequence de materiaux viscoelastiques a l'aide de poutres encastrees-libres de 

differentes configurations (ASTM, 2004). 
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Dans sa monographic, Ferry presente le principe d'equivalence temperature-

frequence qui demeure aujourd'hui la methode de reference pour determiner les 

proprietes mecaniques en frequence des materiaux viscoelastiques (Ferry, 1980). 

Ce principe de superposition repose sur le fait que les domaines frequentiel et tem-

porel sont lies par une variable commune. Ainsi, en connaissant le comportement 

dans un des deux domaines, il est possible de determiner le comportement dans 

l'autre domaine. Cette methode presente le principal avantage d'etendre la couver-

ture frequentielle bien au-dela du domaine couvert par les tests mecaniques. Par 

exemple, l'utilisation d'une DMA (Dynamics Mechanical Analyser) limite les essais 

en frequence sur la plage 0-200 Hz alors que l'utilisation du principe temperature-

frequence permet d'etendre cette couverture jusqu'a plusieurs kiloHertz (Fisher 

et al., 2004) . L'application du principe necessite toutefois — comme son nom l'in-

dique — que les essais experimentaux soient menes dans un environnement ou la 

temperature est rigoureusement controlee. 

Certains materiaux ont ete analyses et leurs proprietes en frequence sont presen­

tees dans la monographic de Nashif (Nashif et al., 1985). Notons cependant que 

les donnees representees sont sous forme de graphiques logarithmiques limitant 

ainsi la precision des informations. De plus, certains de ces materiaux ne sont plus 

aujourd'hui disponibles. 

1.3 Les poutres sandwich 

Depuis longtemps, l'etude des poutres sandwich a ete un sujet de recherche pour 

plusieurs essentiellement a cause de la capacite structurale elevee de ces poutres par 
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rapport a leur poids par unite de longueur. De nombreuses hypotheses utilisees pour 

le traitement des poutres sandwich sont reprises pour les traitements partiels. De 

plus, l'utilisation d'un materiau viscoelastique en guise de traitement amortissant 

contraint est d'abord apparue dans le cas d'une poutre sandwich. 

En 1961, Raville et al. ont publie un article concernant les frequences naturelles 

des poutres sandwich encastrees-encastrees (Raville et al., 1961). Une methode 

analytique y est developpee en utilisant une approche energetique et en supposant 

que le systeme demeure conservatif. Les multiplicateurs de Lagrange sont utilises 

pour satisfaire les conditions aux limites. Les frequences naturelles sont exprimees 

sous la forme d'une serie infinie. Des resultats experimentaux sont presentes et 

corroborent les resultats analytiques obtenus. Cependant, le montage experimental 

utilise ne permettait pas d'obtenir les frequences inferieures (modes 1 a 4). La 

methode est somme toute lourde mathematiquement compte tenu de la presence 

de solutions en serie. 

Ce sont par contre les celebres travaux de Mead et Markus qui marquerent le 

domaine (Mead and Markus, 1969). En effectuant une bilan de forces et de mo­

ments sur un element de poutre, ils ont derive une equation differentielle d'ordre 

6 representant le comportement transversal d'une poutre sandwich dont la couche 

centrale est viscoelastique (figure 1.3). Notons que les axes definis a la figure 1.3a 

seront ceux utilises dans le present travail. Les hypotheses emises a ce moment ont 

constitue la base de nombreux travaux subsequents : 

1. Les trois couches composant le sandwich sont purement elastiques et ne su-

bissent aucune deformation en cisaillement autre que celle de la couche cen­

trale dans le plan xz. Leur comportement est lineaire. 
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Figure 1.3 - (a) Systeme etudie par Mead et Markus (Mead and Markus, 1969) : 
Element de poutre sandwich, (b) Bilan de forces et de moments sur les composantes 
d'un element de poutre sandwich. Tiree de (Lall et al., 1988). 
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2. Les couches exterieures sont considerees comme etant des poutres minces. 

3. L'inertie en rotation et l'inertie longitudinale ne sont pas prises en compte. 

4. Chacune des couches est incompressible selon l'axe z. Le deplacement trans­

versal en un point donne x est done le meme pour chacune des couches. 

5. Le contact entre chacune des couches est parfait. 

Avec le temps, par contre, certains ont emis des reticences relativement a ces hypo­

theses. Notons l'etude publiee par Huang, Reinhall et Shen qui est venue modifier 

le modele original (Huang et al., 1999). En effet, Huang et al. critiquaient le fait que 

le modele presente par Mead et Markus ne satisfaisait que certaines conditions aux 

limites et que dans le cas de plusieurs autres, elles etaient violees ou tout simple-

ment indefinies. lis presenterent de nouvelles conditions aux limites pour satisfaire 

les cas defaillants (figure 1.4). 

Sakiyama et al. presenterent en 1996 une etude sur les vibrations libres des poutres 

sandwich dont la couche centrale pouvait etre elastique ou viscoelastique (dans 

ce dernier cas, le comportement viscoelastique a ete modelise par un module de 

cisaillement complexe, sans egard la coherence temps-frequence) (Sakiyama et al., 

1996; Sakiyama, 1996). Le modele utilise pour l'analyse se base sur les premieres 

etudes menees par Mead et Markus, en effectuant un bilan de forces et des mo­

ments sur un element de poutre. L'equation differentielle representant le systeme 

est par contre solutionnee en utilisant la fonction de Green discrete et mene au cal-

cul des frequences naturelles de la poutre sandwich. De nombreuses comparaisons 

numeriques sont presentees et demontrent que la technique de solution fonctionne 

pour des conditions aux limites particulieres. Une etude est par la suite menee pour 

une variete de conditions aux limites classiques en parametrant le rapport G/E de 
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Figure 1.4 - Modifications apportees au modele de Mead et Markus par Huang et 
al. (a) Conditions aux limites etablies par Mead et Markus (Mead and Markus, 
1969). (b) Conditions aux limites modifiees par Huang et al. (Huang et al., 1999). 
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poutres sandwich symetriques ou G (ou G*) est le module de cisaillement de la 

couche centrale et E est le module d'Young des couches exterieures. 

Casbanska-Placzkiewicz publia une comparaison des vibrations libres de sand­

wiches composes d'une couche centrale viscoelastique (Casbanska-Placzkiewicz, 

2000). Les conditions aux limites utilisees sont celles d'appuis simples et sont appli-

quees aux trois couches du systeme. L'article conclut en stipulant que l'utilisation 

des poutre de Timoshenko en guise de couches exterieures n'est pas justifiee dans 

les cas ou H/L < 0, 3, ou H est l'epaisseur totale du sandwich et L, sa longueur. 

En 2003, Banerjee proposa une methode d'analyse des poutres sandwich syme­

triques en utilisant une matrice de raideur dynamique (Banerjee, 2003). D'abord, 

le principe de Hamilton est utilise et il conduit a l'elaboration de deux equations 

du mouvement couplees pouvant etre combinees de fagon a ne former qu'une seule 

equation differentielle. Cette derniere mene a la formulation de la matrice de rigi-

dite dynamique dont la resolution fournit les frequences naturelles et la forme des 

modes du systeme. Cette methode reste cependant limitee en pratique. En effet, 

elle n'est valable que pour les poutres sandwich dont les couches superieure et infe-

rieure sont identiques. De plus, une des hypotheses de travail consiste a negliger la 

masse de la couche centrale, limit ant ainsi l'effet d'inertie. Des travaux subsequents 

ont par contre remedie a ces lacunes en modelisant a nouveau le systeme sandwich, 

mais cette en fois en modelisant les couches superieure et inferieure du systeme 

comme des poutres de Timoshenko (Banerjee et al., 2006). De plus, la couche cen­

trale s'est vue attribuer une masse ainsi qu'une inertie en rotation et est desormais 

en mesure de reprendre les efforts axiaux. 
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Chen et al. ont propose une nouvelle methode d'analyse des vibrations libres d'une 

poutre sandwich (pouvant etre composee de plusieurs couches) en utilisant une 

combinaison de l'espace d'etat et de la methode de quadrature differentielle2 (Chen 

et al., 2003). Basee sur les theoremes d'elasticite des materiaux, ce developpement 

a l'avantage de ne pas introduire de limite quant a l'epaisseur du systeme. Le 

developpement est par contre effectue en supposant que les couches inferieure et 

superieure du sandwich sont de meme epaisseur. Les resultats obtenus par Chen et 

al. demontrent que leur methode fonctionne3. 

La methode des elements finis pour l'etude des poutres sandwich est grandement 

utilisee. Ahmed publia en 1971 une technique d'analyse par elements finis permet-

tant d'etudier le comportement vibratoire d'une poutre sandwich dont la couche 

centrale est constituted de nid d'abeille elastique. Notons aussi les travaux de Ri-

kards et al. qui modeliserent le comportement vibratoire de poutres et de plaques 

sandwich en regime harmonique (Rikards et al., 1992; Rikards and Barkanov, 1992). 

Bien qu'ils mentionnerent le fait que les proprietes d'un materiau viscoelastique 

doivent varier en frequence, ils n'ont pas applique ce principe en choisissant un 

module de rigidite et un facteur de perte constants. Dans le meme ordre d'idee, 

Barkanov a traite de la difficulte a effectuer une bonne discretisation des struc­

tures par elements finis et a propose une methode pour remedier a la complexite 

du probleme en diminuant la taille des matrices a traiter (Barkanov, 1993). 

2Methode qu'ils nommerent SS-DQM : State Space-Differential Quadrature Method. 
3Notons que, selon Chen et al., lors de l'analyse d'une poutre encastree-libre (DATA-1 (CF), 

Table 3), le mode 6 possede une frequence naturelle de 1682,761 Hz, alors que la valeur de 
comparaison avec Ahmed (Ahmed, 1971) est indiquee comme etant « Result not available or 
presented ». Cependant, lors de notre analyse, a l'instar de celle effectuee par Ahmed, cette 
frequence naturelle n'apparait pas, laissant supposer une erreur numerique dans les travaux de 
Chen et al. La valeur n'apparait pas non plus dans l'analyse de Sakiyama (Sakiyama et al., 1996). 
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Plusieurs methodes ont done ete publiees pour comprendre le comportement des 

poutres sandwich. II est cependant interessant de noter que pour la plupart de 

ces modeles, tres peu de resultats experimentaux sont presentes. La plupart des 

auteurs se contentent de valider les reponses obtenues par leur modele en regime 

harmonique par rapport a d'anciens resultats aussi obtenus analytiquement ou 

numeriquement. II y a de plus un manque important de donnees concernant le 

regime transitoire de vibration. 

1.4 Les traitements partiels contraints 

Les structures sandwich presentees a la section 1.3 sont surtout utilisees comme 

element structural. C'est d'ailleurs la raison pour laquelle les couches centrales dont 

il etait question precedemment sont, dans plusieurs cas, uniquement elastiques. Si 

le but est d'augmenter l'amortissement d'une structure, on parle alors de tampon 

amortissant et le materiau utilise est de type viscoelastique. A part quelques tra-

vaux (voir par exemple (Kim and Kim, 2004) qui traitent de l'optimisation d'un 

traitement non contraint), la majorite des publications recensees portent sur les 

traitements amortissants contraints. Dans l'optique de limiter la masse ajoutee au 

systeme devant etre amorti et dans le but de sauver des couts, l'utilisation d'un 

traitement partiel (i.e. la longueur du tampon amortissant, Lc, est inferieure a la 

longueur de la poutre de base, L, devant etre amortie) a ete envisagee par plusieurs 

auteurs. 

Bien que le tampon amortissant n'ait pas la meme longueur que la poutre de 

base et a moins d'avis contraire, beaucoup d'auteurs ont continue a utiliser les 
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Figure 1.5 - Schema represent ant la poutre etudiee par Lall et al. (Lall et al., 1988). 

hypotheses de Mead et Markus dont il a ete question a la section 1.3. En 1988, Lall, 

Asnani et Nakra ont propose trois methodes differentes (dont deux approximatives 

et une exacte) pour analyser le comportement harmonique d'une poutre soumise 

a un traitement amortissant partiel (figure 1.5), (Lall et a l , 1988). En plus des 

hypotheses emises precedemment, Lall et al. supposent que l'ajout d'un tampon 

n'affecte pas la forme des modes de la poutre de base. Le premier modele propose 

suit la methodologie de Mead et Markus en effectuant des bilans de forces et de 

moments sur des elements du systeme. Le second modele quant a lui est base sur la 

methode de Rayleigh-Ritz. Enfin, la solution exacte proposee est constitute d'une 

combinaison de la theorie des poutres minces pour les endroits non-couverts et 

de la theorie des lamines pour la partie couverte (en imposant des conditions de 

continuity au changement de section). La variation des proprietes du viscoelastique 

dans le domaine frequentiel n'a toutefois pas ete incluse dans ces formulations. Les 

resultats pour differents cas sont presentes selon les trois methodes et compares 
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entre eux. Aucune recommandation n'est emise. 

Marcelin et al. ont fait une analyse par elements finis en supposant que les couches 

constituant le tampon etaient beaucoup plus minces que la poutre de base devant 

etre amortie (Marcelin et al., 1992). Bien qu'ils mentionnent le fait que les pro­

prietes du viscoelastique doivent varier en frequence, les calculs menes tiennent 

compte de proprietes constantes. Dans ces conditions, une methode d'optimisation 

des tampons basee sur la maximisation du facteur de perte du systeme pour un 

mode en particulier est presentee. Une fois le principe d'optimisation etabli, peu de 

calculs numeriques sont effectues. En guise de conclusion generale, Marcelin et al. 

stipulent qu'une couverture complete ne conduit pas necessairement a l'obtention 

d'un meilleur facteur de perte, notamment pour les cas ou le viscoelastique est 

rigide. 

Kung et Singh proposerent une methode pour etudier les vibrations harmoniques 

d'une poutre amortie par un ou plusieurs tampons amortissants (Kung and Singh, 

1998). Leur objectif etait d'integrer dans leur modele les deformations longitudi-

nales, en flexion et en rotation et ce, pour chacune des trois couches (en omettant 

les deformations en cisaillement presentes dans la poutre de base et dans la couche 

de contrainte). Pour y parvenir, ils ont determine les energies cinetique et poten-

tielle du systeme et ils ont applique la methode de Rayleigh-Ritz. Le developpement 

effectue tient compte des differentes conditions aux limites des trois couches. Ils ont 

cependant concentre leurs efforts sur l'etude des poutres minces en etudiant 1'im­

pact d'une discontinuite (« cutoff », selon Faxe x) dans le traitement ainsi que l'effet 

provoque par l'installation de deux tampons amortissant sur la meme structure et 

possedant ou non les memes proprietes. En 2006, Zheng, Tan et Cai publierent une 
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etude concernant l'amortissement de structure par traitement contraint partiel et 

multiple, suivant les traces de Kung et Singh (Zheng et al., 2006). 

Kung et Singh proposerent trois methodes approximatives pour comprendre les vi­

brations de structures amorties par traitement amortissant, faisant suite a leurs pre­

cedents travaux de 1998 (Kung and Singh, 1999). Leur premiere approximation (I) 

repose sur la theorie des poutres d'Euler. La seconde (II) est une simplification 

de la premiere en emettant de nouvelles hypotheses concernant le comportement 

viscoelastique. La troisieme technique (III) est utilisee pour comprendre le compor­

tement de tampons tres courts . Les methodes II et III ont de plus ete generalises 

pour les utiliser sur des tampons de plaques. Les methodes proposees sont dites 

rapides en terme de calculs et servent a effectuer le design de tampon amortissant 

pour un seul mode dans une procedure proposee par les auteurs. lis n'appliquent 

toutefois pas cette procedure. 

L'utilisation des equations de Lagrange afin d'etablir les equations du mouvement 

d'une poutre amortie par un tampon a ete rapportee par Huang et al. et par Cai et 

al. (Huang et al., 1996; Cai et al., 2004). Pour y parvenir, en se basant sur les hy­

potheses presentees par Mead et Markus (Mead and Markus, 1969), les expressions 

concernant les energies potentielle et cinetique sont determinees en fonction des 

deplacements transversaux (w(x,t), qui est le meme pour chacune des couches), 

des deplacements longitudinaux de la poutre de base (ub(x, £)) et des deplacements 

longitudinaux de la couche de contrainte (uc(x,t)). Ces trois deplacements sont 

exprimes par une discretisation selon la methode assumed modes (AM). La me-

thode AM consiste a exprimer un deplacement sous forme d'expansion en serie 

d'un produit de deux fonctions. La premiere fonctioncorrespond a une fonction ad-
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missible dans l'espace. C'est-a-dire une fonction connue qui satisfait les conditions 

aux limites geometriques du systeme etudie. La seconde fonction est un coefficient 

indetermine dans le temps et agit en guise de nouvelle coordonnee generalisee. 

L'utilisation des equations de Lagrange combinee a la methode AM permet de 

satisfaire les conditions aux limites du systeme via la selection des fonctions ad-

missibles (Baruh, 1998). De plus, cette procedure fournit une equation de la forme 

([K] -OJ2[M}) lx\ = IP\ ou [K] et [M] represented les matrices de rigidite et de 

masse, u> est la frequence circulaire, X est le vecteur de deplacements en frequence 

et F est le vecteur de forces generalisees appliquees au systeme. Ce resultat sous 

la forme d'un systeme d'equations algebriques est beaucoup plus facile a travailler 

que le serait un systeme d'equations differentielles comme c'est le cas lorsque le 

principe de Hamilton ou encore un bilan de forces et de moments sont appliques. 

Huang et al. ont propose d'utiliser les discretisations suivantes pour les deplace­

ments transversaux du systeme et pour les deplacements longitudinaux de la poutre 

de base : 

w(x,t) = '£Wi(x)il)i(t), (1.7) 
i 

ub(x,t) = ^2UbJ(x)^bj(t), (1.8) 
i 

ou Wi(x) et Ubj(x) sont les fonctions admissibles associees aux deplacements trans­

versaux et longitudinaux de la poutre de base respectivement, et ou ipi(t) et £bj 

sont les coefficients indetermines. Le deplacement longitudinal de la couche de 

contrainte, quant a lui, est obtenu par un equilibre des forces dans la direction lon-

gitudinale (etant donne riiypothese voulant qu'il n'y ait pas de deformation axiale 
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dans le viscoelastique)4 : 

/ E b h b h v \ d2uh ( hc + hb\dw 
Uc=Ub+{-^r) ~d^~{hv+~T-) te> (L9) 

ou hb, hv et hc represented respectivement les epaisseurs de la poutre de base, de 

la couche de viscoelastique et de la couche de contrainte, Eb correspond au module 

d'Young de la poutre de base et G* est la module de cisaillement complexe du 

viscoelastique tel que defini par l'equation (1.2). 

Les equations (1.7), (1.8) et (1.9) peuvent alors etre introduites dans l'expression 

de l'energie. De plus, Huang et al. utilisent le module complexe variant en frequence 

fourni par Douglas et Yang (Douglas and Yang, 1978)5 

G*v = 1,42 • 105 e0'494'ln{uj/2^ [1 + 1,46j]. (1.10) 

Cai et al., quant a eux, croient que l'utilisation de l'equation (1.9) produit une 

contrainte supplement aire dans le systeme conduisant a une rigidite superieure a la 

realite. lis proposent done d'utiliser avec les equations (1.7) et (1.8) une troisieme 

discretisation de la forme : 

uc(x,t) = Y,Uc,k{x)Zck{t), (l.H) 
k 

o u UCtk(x) est une fonction admissible et £c,k(t) est un coefficient indetermine. 

Les resultats qu'ils presentent concernent des poutres simplement supportees et 

encastrees-libres. Trois types de viscoelastiques sont utilises. lis sont caracterises 

4I1 s'agit de l'equation rapportee dans ces deux references : (Huang et al., 1996; Cai et al., 
2004). II semble cependant qu'elle soit inconsistante sur le plan des unites. 

5I1 sera question de Particle de Douglas et al. a l'annexe I. 
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par leur module de cisaillement complexe : 

- « Soft » = » 0,896 • (1 + 1,46j) MPa 

- « Hard » =>• 9,890 • (1 + 1,46j) MPa 

- « Extremely Hard » ==>• 1 • (1 + 1,46j) GPa 

Ces proprietes ne varient pas en frequence et possedent un facteur de perte tres 

eleve 6. 

Yaman a presente en 2005 une etude harmonique par elements finis ou il a consi-

dere une poutre encastree-libre partiellement amortie par un tampon viscoelastique 

contraint (Yaman, 2005). L'etude etait cependant limitee a un tampon amortissant 

dont l'origine se situait a l'encastrement de la poutre de base. Les proprietes du 

viscoelastique etaient considerees constantes en frequence. De plus, Yaman a emis 

des recommandations concernant l'amortissement du premier mode. En ce sens, il 

stipule que : 

- Pour un rapport hc/hb = 0, 5 et pour hv = 0, 0015 m : 

• La frequence naturelle du systeme augmente en fonction de Lc/L jusqu'a ce 

que Lc/L = 0, 7. A partir de ce point, la frequence naturelle diminue. 

• Le facteur de perte du systeme atteint un valeur maximale a Lc/L = 0,5. 

- L'augmentation de l'epaisseur de la couche viscoelastique (hv/hb e [0 — 1, 2]) fait 

6I1 est ici important de preciser certains points contenus dans Particle de Cai et al. D'abord, 
dans la resolution du systeme, la force utilisee dans le developpement est f(xj,t) = fo5{x — 
Xf)e^x. Cependant, l'excitation appliquee est periodique dans le temps (et non dans l'espace) 
et devrait done s'ecrire / ( x / , i ) = fo5(x — Xj)e^1. De plus, l'equation (25) representant la 
fonction admissible transversale devrait s'ecrire de la fagon suivante : Wi(x) = sin(flix) — 
sinh(/3jx) — 7J [cos(/3ix) — cosh(/?jx)]. Enfin, en ce qui a trait a la fonction admissible d'une 

T 
couche de contrainte libre-libre, l'indice i indique n'est pas juste. En effet, tel qu'indique, le mode 
rigide de la couche n'est pas inclus. II faudrait plutot lire : i — 0,1,2.... Notons de plus que 
certaines coquilles se sont glissees au debut de la section 4 de Particle. Notamment, la masse 
volumique de la poutre de base en aluminium devrait etre 2710 kg/rni et non 2110 kg/m3. A la 
fin de la seconde ligne, on devrait lire pc et non pb. 



27 

en sorte que, pour un rapport constant Lc/L : 

• Le facteur de perte augmente pour atteindre une valeur optimale pour hv/hi, G 

[0,9 — 1] a partir de laquelle un plateau est atteint. 

• La frequence naturelle augmente sans toutefois atteindre de plateau (du moins 

sur la plage etudiee). 

Sur le plan des recommandations, Nashif affirme qu'un traitement surfacique 

contraint devrait etre congu de fagon a ce que la couche de contrainte soit aussi 

rigide que possible, sans toutefois depasser la rigidite de la poutre de base a amortir 

(Nashif et a l , 1985). 

1.5 Regime transitoire 

L'analyse transitoire a ete dans bien des cas le sujet d'etudes par elements finis, 

alors que les modeles analytiques etaient plutot laisses de cote. Contrairement au 

regime harmonique, les analyses menees Font ete en tenant compte des proprietes 

variables en frequence, en utilisant soit le modele GHM ou les series de Prony. 

Nashif et al. presentent une methode d'analyse du domaine temporel d'un systeme 

viscoelastique a un degre de liberte (Nashif et al., 1985). Les proprietes etant de-

finies en fonction de la frequence, ils proposent de solutionner le systeme dans le 

domaine frequentiel. En se basant sur le fait que, pour un materiau reel, la partie 

imaginaire de G* est une fonction impaire alors que la partie reelle de G* est une 

fonction paire, l'utilisation d'une transformee de Fourier inverse pour repasser au 

domaine temporel fournit necessairement une reponse reelle dans le temps. Nashif 

et al. presentent des exemples numeriques de la methode en l'appliquant sur un 
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systeme a un degre de liberte soumis a une Dirac. Cependant, bien que la methode 

semble adequate pour representer le comportement viscoelastique transitoire, elle 

n'est pas generalisee aux systemes plus complexes (sytemes a plusieurs degres de 

liberte ou continus). 

En 1999 et en 2000, des etudes ont ete publiees concernant le regime transitoire par 

elements finis (Barkanov, 1999; Barkanov et al., 2000). Les auteurs proposerent une 

representation complexe des proprietes du viscoelastique qui varient en frequence 

— sans toutefois mentionner si le modele GHM ou une serie de Prony etaient 

utilises. A l'instar de ce qu'avaient presente Nashif et al., la reponse frequentielle 

est obtenue puis est retournee dans le domaine temporel par la transformed inverse 

de Fourier. La caracterisation de 1'amortissement de la structure s'effectue dans 

le domaine temporel en calculant le decrement logarithmique, une fois les modes 

superieurs amortis. La methode est validee sur les resultats theoriques presentes 

par Nashif et al. pour un systeme a un seul degre de liberte. Des calculs ont ete 

menes sur certaines structures dont une poutre sandwich excitee par une impulsion 

rectangulaire. Ces calculs ne sont pas valides avec des donnees experimentales. Les 

reponses temporelles sont montrees, mais aucune analyse n'en est tiree. 

Slanik et al. presenterent en 2000 une etude transitoire par elements finis a l'aide 

du logiciel ABAQUS ou le comportement viscoelastique etait represente par une 

serie de Prony (Slanik et al., 2000). L'algorithme de Rogers a ete utilise. L'analyse 

d'une poutre encastree-libre est menee. Elle est couverte de tampons amortissants 

contraints a une ou plusieurs couches ou encore en demontrant des discontinuites. 

Les resultats numeriques sont compares a des essais experimentaux. L'amortisse-

ment est caracterise par le decrement logarithmique. 
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Maintenant que la revue de la litterature pertinente est completee, il est possible 

de degager les forces et les faiblesses des travaux effectues par differents auteurs. 

Les objectifs de la presente recherche visent a pallier les lacunes des precedents 

travaux, notamment en ce qui a trait aux donnees experimentales et a 1'analyse 

en regime transitoire. Le chapitre 2 presente ces objectifs de recherche ainsi que la 

methodologie employee pour les atteindre. 
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CHAPITRE 2 

DEMARCHE DE L'ENSEMBLE DU PROJET 

A la lumiere des differents travaux presenter au chapitre 1, il est possible de degager 

certains points importants. 

D'abord, notons le manque quasi total de donnees experimentales. Comme men-

tionne, la plupart des auteurs se contentent de valider leur modele en le comparant 

a d'autres auteurs qui Font eux-memes valide a partir de resultats theoriques. 

En ce qui concerne le comportement vicoelastique, beaucoup d'auteurs ayant tra-

vaille avec une poutre amortie par tampon amortissant ont utilise des materiaux 

dont les proprietes ne varient pas en fonction de la frequence. De plus, lorsque cette 

supposition est effectuee, les facteurs de pertes utilises sont tres eleves ce qui ne 

reflete en rien la realite viscoelastique. 

Certains auteurs ont presente des methodes d'optimisation pour l'amortissement 

des vibrations en regime permanent. Cependant, ces methodes sont congues pour 

amortir un seul mode a la fois. Les auteurs qui ont presente des parametres op-

timaux pour la conception d'un tampon l'ont fait en minimisant les vibrations 

du premier mode uniquement. On remarque que personne ne s'est attarde a la 

reduction des vibrations aux modes superieures. 

Enfin, tres peu d'etudes en regime transitoire ont ete menees. Parmi les quelques-

unes repertoriees, on constate qu'elles sont essentiellement basees sur la methode 
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des elements finis et ne traitent pas de l'effet des traitements contraints sur le tout 

debut du regime transitoire. Les travaux de Nashif et al. (Nashif et al., 1985) sont 

parmi les seuls a traiter analytiquement le sujet du domaine temporel pour un 

systeme compose de viscoelastique. Cependant, ils ne traitent que de systemes a 

un seul degre de liberte. 

Par consequent, les objectifs poursuivis dans cette etude sont : 

1. de mettre au point un modele analytique et une methode de solution per-

mettant d'obtenir le mouvement initial transitoire d'une poutre avec tampon 

contraint partiel soumis a un impact; 

2. de valider le modele et la methode de solution a partir de la litterature et de 

donnees experiment ales; 

3. d'etudier l'effet de differents parametres (longueur du traitement, sa position 

et l'epaisseur des differentes couches) sur le regime transitoire initial de vi­

bration — c'est-a-dire les premieres dizaines de millisecondes — responsable 

des bruits d'impact. 

Pour atteindre ces objectifs, l'approche utilisee est la suivante : 

1. Afin de limiter l'etendue de l'etude, les dimensions, le materiau et les condi­

tions aux limites de la poutre de base sont maintenus constants dans tous 

les essais. La poutre de base est encastree a une extremite et libre a l'autre 

extremite, de fagon a pouvoir produire des resultats experimentaux fiables 

aux fins de validation du modele. 

2. Les equations du mouvement d'une poutre encastree-libre avec un tampon 
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partiel contraint seront etablies en utilisant la methode developpee par Cai 

et al. (Cai et al., 2004). Notons que quelques erreurs ont ete detectees dans 

l'ouvrage de Cai et al.. Done, afin d'assurer une certaine rigueur, les equations 

du mouvement sont entierement re-developpees a partir des principes de base. 

3. Dans le but de representer de fagon realiste le materiau viscoelastique uti­

lise, le modele tient compte de proprietes qui varient en frequence et qui 

respectent l'equivalence temps-frequence. Pour ce faire, le module de cisaille-

ment est obtenu par des essais de relaxation dans le temps et sa representation 

frequentielle est calculee par transformee de Fourier. 

4. Pour obtenir la reponse temporelle du systeme poutre-tampon, le methode de 

solution presentee par Nashif et al. (Nashif et al., 1985) est generalised pour 

un systeme a plusieurs degres de liberte. Ainsi, le systeme poutre-tampon est 

discretise en utilisant la methode Assumed Modes et la methode de solution 

generalised permet de determiner la reponse transitoire du systeme suite a un 

impact. 

5. Une premiere phase de validation du modele est faite par la verification des 

frequences naturelles. Le modele est utilise pour obtenir la reponse impul-

sionnelle du systeme. Les frequences naturelles du systeme sont determinees 

a partir du spectre de la reponse impulsionnelle, puis elles sont comparees 

avec les donnees disponibles dans la litterature. Cette validation est realisee 

plusieurs fois, en faisant varier les parametres des tampons. De plus, un mon­

tage experimental avec une excitation harmonique est utilise pour obtenir les 

frequences naturelles des configurations qui seront etudiees ulterieurement. 

Les resultats obtenus grace au modele analytique sont confrontes aux resul-

tats experimentaux. 
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6. Une seconde phase de validation est faite par la verification de la reponse 

transitoire, pour diverses configurations de tampons. Le montage experimen­

tal est reutilise, mais cette fois, la poutre est soumise a un impact controle. 

La force du contact est mesuree et est injectee dans le modele analytique. Les 

deplacements de la poutre calcules grace au modele sont compares a ceux 

mesures experimentalement. 

7. Finalement, le modele analytique est utilise pour determiner l'influence des 

parametres des tampons sur la reponse transitoire initiale. Des simulations 

sont effectuees en faisant varier la longueur du traitement, sa position et 

l'epaisseur des differentes couches. Les deplacements transitoires initiaux sont 

compares les uns aux autres de iaqon a pouvoir conclure sur la capacite 

des traitements amortissants a reduire la reponse transitoire d'une structure 

soumise a un impact. 

Le chapitre 3 traitera des objectifs 1 et 2 en entier et de l'objectif 3, en partie. La 

couverture de ce dernier objectif sera completee au chapitre 4. 
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CHAPITRE 3 

ARTICLE : EFFECTS OF PCLD PARAMETERS ON THE INITIAL 

TRANSIENT RESPONSE OF IMPACTED CANTILEVER BEAMS : 

EXPERIMENTAL AND NUMERICAL RESULTS 

Ce chapitre presente l'article « Effects of PCLD parameters on the initial transient 

response of impacted cantilever beams : Experimental and numerical results » ecrit 

par D. Granger et A. Ross. II a ete soumis pour publication au Journal of Sound 

and Vibration le 28 novembre 2007. 

Cet article constitue une partie importante du travail. D'abord, on y developpe le 

modele analytique utilise puis on en presente la validation. Celle-ci est basee sur 

la litterature existante et sur des donnees experimentales. Une fois que la validite 

est prouvee, certains resultats numeriques sont inclus de maniere a tirer certaines 

conclusions quant a l'effet des differents parametres constituant le tampon amor-

tissant. Bref, cet article satisfait les deux premiers objectifs definis au chapitre 2 et 

traite en partie du troisieme. 

3.1 Abstract 

The effects of PCLDs on the first few milliseconds of the transient vibration of an 

impacted beam is studied using an analytical model. The viscoelastic properties 

of the core are frequency dependent and the shear modulus is modelled using a 
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Prony Series. The equations of motion (EOM) of the system are obtained using 

Lagrange's equations. The EOM are converted in the frequency domain using a 

Fourier Transform and they are solved for frequency displacements using the as­

sumed modes method. They are then converted back in the time domain using 

an inverse Fourier Transform. The technique is validated for natural frequencies 

and for transient responses using experimental impact for signals. The numerical 

results are in good agreement both with open literature and experimental data. 

Four PCLD parameters are studied : the length, the placement, the viscoelastic 

layer thickness and the constraining layer thickness. It turns out that the length of 

the PCLD has the most important effect on the initial transient displacement while 

the viscoelastic layer thickness has little effect. Non causal effects in the model are 

discussed and are mainly induced when the PCLD treatement is poorly effective. 

3.2 Introduction 

Unwanted vibrations may be a source of many problems. For instance, the riveting 

process used in aircraft assembly necessarily induces strong impacts on structures. 

These impacts are likely to produce transient vibrations which are responsible for 

making powerful noise. This is specially true for large and flexible structures that 

may experience severe acoustical radiation. This may cause work-related injuries, 

even when workers benefit from auditory protection equipment. Hence, it is im­

portant to develop a damping treatment which would effectively reduce transient 

vibrations due to impact processes. 

An ingenious way to do so is to apply on the surface of the structure a viscoelastic 
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layer covered by another elastic layer. The elastic layer is called the constraining 

layer and causes the viscoelastic material to experience shear deformation which op­

timizes the energy dissipation in this layer. This kind of passive treatment is called 

Constrained Layer Damping (CLD). However, in order to limit added mass and for 

costs considerations, damping treatments covering an entire structure (CLD) have 

been replaced by partial constrained viscoelastic layer damping (PCLD). Moreover, 

it was shown that CLDs are not necessarily more efficient than PCLDs (Marce-

lin et al., 1992). From a practical point of view, PCLDs can either be applied to 

existing structures or be part of the design process. 

This paper deals with the effects of PCLDs on the transient response of impacted 

beams. There are good reasons to study beams. For instance, the behavior of beams 

is mathematically well known. They have been studied for a long time and they 

are the first step to understand the behavior of more complex structures. Also, it 

is easy to verify theoretical results by means of experiments. 

The harmonic behavior of CLDs and PCLDs has been studied using analytical 

models by many authors. Mead and Markus proposed a model for a sandwich beam 

where the core layer was made of viscoelastic (Mead and Markus, 1969). They 

stated assumptions which have been used in many subsequent works (e.g. (Lall 

et al., 1988; Kung and Singh, 1998; Kung and Singh, 1999)). Kung and Singh 

are among the few authors who presented experimental data (Kung and Singh, 

1998; Kung and Singh, 1999). Huang, Inman and Austin proposed the use of the 

Lagrange's equations to derive the equation of motion of a base beam damped by 

a viscoelastic partial treatment (Huang et al., 1996). They applied the assumed 

modes method to discretize and solve the equation. Cai, Zheng and Liu also used 
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the Lagrange's equations, but instead of deriving the longitudinal motion of the 

constraining layer using force and moment balances, they proposed to use a third 

set of admissible functions (Cai et al., 2004). 

Design considerations of PCLD treatments exist for steady-state harmonic motion 

only. Optimal patch design parameters were studied for the first mode of cantilever 

beams (Yaman, 2005) or the first two modes (Marcelin et al., 1992). Kung and 

Singh proposed an analytical design procedure for PCLD treatment applied to a 

single mode at a time (Kung and Singh, 1999). In all cases, the criterion used for 

optimal damping was a maximum modal loss factor. 

Few transient analyses of viscoelastically damped structures have been conducted 

so far. Nashif, Jones and Henderson proposed a method to study single degree of 

freedom systems submitted to a Dirac impulse (Nashif et al., 1985). The equation 

of motion is converted to the frequency domain using a Fourier Transform and is 

solved for frequency displacements. Then, the displacement is converted back into 

the time domain using an Inverse Fourier Transform. 

However, time analyses have been conducted more often using finite element me­

thods (FEM) rather than analytical models. CLD (Barkanov, 1999; Barkanov et al., 

2000) and PCLD (Slanik et al., 2000) treated cantilever beams were studied, but 

only the damping of the first mode was analysed using the logarithmic decrement 

once the forced transient response was passed and all higher modes were damped. 

Some of the results were compared to experiments (Slanik et al., 2000). 

In view of these works, some conclusions may be drawn. Many authors studied 

beams damped with PCLD treatments using analytical models. In particular, the 
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work done by Cai et al. effectively combines the energy approach and a discretiza­

tion technique to get the equations of motion of the system leading to a common 

form which is easily solvable (Cai et al., 2004). However, much of the work was 

done for harmonic or steady-state response. Finite element models are proposed in 

the literature to understand the time response over a long period whereas impact 

noises are partly due to the initial transient motion. Though some experiments 

are proposed to validate the natural frequencies of systems with PCLDs and their 

steady-state time response, there is a clear lack of experimental data concerning 

the initial forced transient response. 

Finally, the viscoelastic shear properties are frequency dependent (Pritz, 1998). 

Even if frequency independent properties have been used in the past (e.g. (Cai 

et al., 2004; Rikards and Barkanov, 1992)), this assumption received many critics 

because it leads to unrealistic material properties that produce inaccurate frequency 

peaks and non causal response (Nashif et al., 1985; Chen et al., 2004). Moreover, 

the complex modulus approach is based on the assumption of cyclic motion (Wang 

and Wereley, 2002; Moreira and Dias Rodrigues, 2006; Vasques et al., 2006), hence 

it is only valid for transient response calculations if the material shear modulus 

has a real time domain behavior (Pritz, 1998). To do so, two models are widely 

used : the GHM model (McTavish and Hughes, 1993; Friswell et a l , 1997) and the 

Prony Series (Rogers, 1984; Chen, 2000). Both representations ensure frequency 

dependence of materials and accurate behavior representation in the time domain. 

This paper has four goals. (1) To obtain the equations of motion of a beam with a 

PCLD using the method proposed by Cai et al. (Cai et al., 2004). However, a Prony 

Series is used to make sure the viscoelastic behavior will be well suited both in the 
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frequency and time domains. (2) To generalize the method proposed by Nashif et 

al. (Nashif et al., 1985) for solving the equations of motion and to obtain the time 

response of the system submitted to a real impact. (3) To validate the natural 

frequencies and time responses through open literature and experimental results. 

(4) To study the effects of a PCLD on the first few milliseconds of the transient 

displacement, which is responsible for initial transient impact noise. 

3.3 Mode l 

3.3.1 Geometry and displacements 

The system is an impacted beam which is damped by a partial viscoelastic constrai­

ned layer (Fig. 3.1). The base beam has a length L and arbitrary boundary condi­

tions. In the present model, the base beam is cantilevered. The damping treatment 

is composed of two layers and is installed from X\ to x^, where x is the axial coordi­

nate of the beam. Each layer has a thickness hp and a density pp where (3 = b, v or 

c, respectively for the base beam, the viscoelastic layer and the constraining layer. 

The system has a uniform width B. The force is applied at Xf, and x0 indicates the 

location where the response of the system is measured (not shown in Fig. 3.1). Prior 

to developing the model, some assumptions were made. They were taken directly 

from Mead and Markus (Mead and Markus, 1969) and are commonly accepted in 

the open literature. 

1. All displacements are small and occur in the xz plane. 

2. The base beam and the constraining layer are considered purely elastic. Mo-
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Figure 3.1 - Partial constrained viscoelastic layer damping applied to a base beam 
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Figure 3.2 - Deformed element with displacements 
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reover, these two layers are only allowed to experience flexural and axial 

deformations. No shear deformation is taken into account; neither is the ro­

tational inertia. 

3. The central layer is a viscoelastic that can deform linearly. It can experience 

axial and transverse displacements. Shear deformation occurs in the xz plane 

only while the axial, compressive and tensial constraints in this layer are 

neglected due to the fact that the Young's modulus of the viscoelastic is 

very small as compared to the Young's moduli of the base beam and the 

constraining layer. 

4. As stated in Assumption 3, the viscoelastic has a fixed thickness so that, for 

a given position x, the transverse displacement in the z direction is the same 

for the three layers. 

5. In the frequency domain, the viscoelastic shear modulus is described using a 

complex function : 

Cr(u) = G.(u)[l+Mu)], (3.1) 

where Gs(u) and Gi(u) are the storage and loss moduli respectively, r](u) is 

the loss factor and u is the circular frequency. It is important to note that 

the moduli and loss factor are frequency dependent, as shown in Eqs. (3.1) 

and (3.2). 

The system displacements are defined as follow : 

1. w(x,t) is the transverse displacement of the system along the z axis 
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2. Ub(x,t) is the longitudinal displacement of the base beam along the x axis 

3. uc(x, t) is the longitudinal displacement of the constraining layer along the x 

axis 

Here, uc and ub are independent from one another as stated by Cai et al. (Cai et al., 

2004). Fig. 3.2 represents a small element of the system where 71 is the angle of 

the neutral axis of the base and constraining layers with respect to the £-axis, and 

72 accounts for the shear deformation of the viscoelastic layer. 

Noting that for small angles, sin(j) ~ 7, and also that 71 ~ dw/dx, it can be 

shown that 
uc-ub 1 ( hc hb\ dw 

^ = ^r + h-v{
hv+j+j)^x- (3-3) 

Combining the three independent displacements w(x,t), ub(x,t), uc(x,t) and 

Eq. (3.3), it is possible to define all the deformations involved in the model. 

3.3.2 Energies 

We will now analyze the various sources of kinetic and potential energies in the 

system. 

Potential energy in the viscoelastic layer. As stated before, the central layer 

is made of a viscoelastic material characterized by a complex rigidity G*. It is 

assumed that this layer is a shear deformable body so that the potential energy 

involved can only arise from shear in the xz-plane. This deformation is noted as 72 
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and is defined by Eq. (3.3). The potential energy is then 

VV = \G*1IVB [X\ldx. (3.4) 
2 Jxi 

Potential energy in the elastic beams. Both the base beam and the constrai­

ning layer are elastic beams experiencing flexural and longitudinal motions. In such 

beam, the potential energy due to both deformations is (Baruh, 1998) : 

where b and c represent the base beam and the constraining layer respectively; Ea 

is the Young's modulus and Ia is the second moment of the section which, for a 

rectangular section, is Bhz
a/12. The integral limits La represent the length of the 

layer along the rc-axis. 

The total energy of deformation is given by 

V = Vv + Vb + Vc. (3.6) 

Kinetic energy. The kinetic energy of each layer will be mainly composed of the 

transverse motion along the z-axis. The longitudinal and rotational kinetic energy 

will be neglected. Also, it will be assumed that all points on a cross section of the 

beam have the same velocity. The expression will then be 

T = TV+Tb + Tc, (3.7) 
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where 
1 r I f)in\ 

j3 = b, c, v. T"=\p^BLM)dx' 
3.3.3 Discretization 

We now chose a way to discretize the continuous system in order to go on with the 

derivation of the equation of motion. The assumed modes method is used (Huang 

et al., 1996; Baruh, 1998). This method allows us to write the three independent 

displacements defined earlier as functions of time and position. So, using vector 

notation (where the length of the vectors is the number of modes used)1 : 

w(x, t) = £ Wi(x)Mt) = WTiP, (3.8) 
i 

nb 

ub(x,t) = J2 UbAx)ZbJ(t) = Ul£b, (3.9) 
3 

nc 

uc(x,t) = Y,UcA^c,k(t) = UUo (3-10) 

where W(x), Ub(x) and Uc{x) are the admissible functions, i/j(t), ^( t ) and £c(t) 

are the new generalized coordinates and nw, nb and nc are the number of modes 

used respectively for the transverse motion of the system, the longitudinal motion 

of the base beam and the longitudinal motion of the constraining layer. The use 

of a third set of admissible functions to represent the longitudinal displacement uc 

was introduced by Cai et al. (Cai et al., 2004). If n —» oo for each of the different 

displacements, the response is considered to be exact. 

Admissible functions have to satisfy all geometric boundary conditions. Even 

1Vectors are bold typewritten — W instead of W 



45 

though many arbitrary functions could do so, it is convenient to use classical mode 

shapes. In the present model, the mode shapes of a cantilever beam are used for 

w(x,t) and Ub(x,t), and the mode shapes of a free beam are used for uc(x,t), as 

given in 3.7 

Now that the three independent displacements have been discretized, it is pos­

sible to reformulate the potential and kinetic energies developed above. Inserting 

Eqs. (3.8) to (3.10) into Eqs. (3.4) to (3.7) leads to : 

1 -r 
[Mb] + [Mv] + [Mc] </>, (3.11) 

Va = \ea[KaA]^ + ^T[Ka,2}*p, (3.12) 

(3.13) 

where a stands again for b and c and submatrices are presented in 3.8 

It should be noted that the values of submatrices [KV)i] to [Kv$] are complex, where 

the imaginary part accounts for viscoelastic shear dissipation. 

3.3.4 Equations of motion 

The discretization process produced a Ndof = nw + nb + nc degrees of freedom 

system. Since the energies are now expressed in terms of finite sets of generalized 

coordinates (Eqs. (3.11) to (3.13)), the Lagrange's equations constitute a good way 
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to obtain the equations of motion : 

d_ (dL\ _ ^ i = 0 (3 14) 
dt \dqr) dqr 

where r = 1,2,..., N^f, L = T — V is the Lagrangian and Qr represents the 

generalized forces. Using the vector notation introduced above, we get the next 

three sets of equations : 

d_ (8L\ _d£_n 
dt \foj,) ~~d^~Q^ 

= Q&, (3-15) 
d_ (dL\ _ dL_ 

di [dl) ~ Wb 
l(M\_dL = 

Again, because the dissipative characteristics of the system are contained in the 

potential energy term — and in the Lagrangian — the Rayleigh dissipation function 

does not appear in Eq. (3.15). The external force is applied locally on the base beam, 

along the z-axis. It is a function of the x-position and of time and is identified 

as f(x, t) = 6(x — Xf)f(t). The virtual work of this force is 

SW = J2^i(t) f(t)5(x-xf)Wi{x)dx, (3.16) 

where Q^ = J0
L f(t)S(x — Xf)Wi(x)dx is the ith generalized force, so that 

Q„ = f(t)W(x = xf). (3.17) 

Vectors Q^b and Q^c are both null. In their work, Cai et al. used a harmonic force 

to obtain the frequency response of the system (Cai et al., 2004). This is not the 
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case in the present work. Instead, a Dirac function 8(t) is used which leads to the 

impulse response. This way, the natural frequencies of the system can be found. 

This approach is privileged because it is closer to the field of applications we intend 

to analyze. 

Prom Eq. (3.15), we obtain the equations of motion of the entire system 

Qrl, 

0 

0 

> = 

+ 

[Mb + Mc + Mv] [0] [0] V 

[0] [0] [0] <l 

[0] [0] [0] k 
J V 

[#6,2 + ^ 2 + ^ , 6 ] -[Kv,5]T 

-[Kv,5] [KbA + KV:3 

[KvA -[Kv,2] 

[KVA]T 

~[Kv, IT 

[Kc,! + KVtl] 

1> 

>• 

(3.18) 

3.3.5 Solving for transient response 

In order to carry out a transient analysis of the system resulting from a general 

impact excitation, a solution for Eq. (3.18) in time domain is seeked. However, as 

discussed previously, most rigidity terms in Eq. (3.13) are better represented in 

the frequency domain. It is therefore proposed to solve Eq. (3.18) in the frequency 

domain by means of Fourier transform, and to convert the solution back in the 

time domain. To do so, the method presented by Nashif et al. (Nashif et al., 1985) 

for a simple degree of freedom system excited by a Dirac impulse is now extended 

and applied to the Ndof degrees of freedom system2. Applying a Fourier transform 

2Note ne faisant pas partie de l'article : Davantage de details sur cette procedure sont presentes 
a 1'annexe II. 
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to Eq. (3.18) leads to the well known form 

([K)-^[M]) 

' > 

Th 

\ ) 

> — < 

* i 

Q^ 

o > 

0 

(3.19) 

where the overline symbol indicates a Fourier-transformed term which is a function 

of frequency (a;). The generalized stiffness matrix [K] contains frequency dependent 

parameters representing the viscoelastic rigidity (G*) as discussed above. 

Using a Dirac impulse in Eq. (3.17), that is f(t) = S(t), and solving for the gene­

ralized coordinates displacements, we have 

> = K] - u2[M]) 
- l 

W(x = Xf) 

0 

0 

(3.20) 

where the under tilde notation indicates the impulse response. 

It is important to note that in the frequency domain, the real part of G* (the 

storage modulus) is an even function while the imaginary part (the loss modulus) 

is an odd function (Nashif et al., 1985; Pritz, 1998). This is a consequence of 

adequately representing the behavior of a viscoelastic material. That information 

is the key part of the method, because it turns out that each of the generalized 

coordinates frequency response are composed of an even real part and of an odd 

imaginary part. Consequently, applying an inverse Fourier transform to Eq. (3.20), 
T 

'cj 
results in a real time domain vector ^ ib *. 
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Inserting i/? in Eq. (3.8) leads to the transverse impulse response w(x,t). The 

response of the system to a general transverse impact loading h(t) is then obtained 

using a convolution w(x,t) = w(x,t) * h(t). 

However, getting w(x, t) is more straightforward if the convolution theorem is used. 

That way, the generalized coordinate displacements are given by 

1> 

<zb 

V / 

>=F-1 

( 

< 

\ 

5 > • < 

h 

0 

0 

\ 

> 

J 

= T~X K)-oo2[M}) 
- l 

V 

W{x — xj 

0 

0 

> 

> • 1 

J 

h 

0 

0 

\ 

> 

/ 

(3.21) 

where T~x is the inverse Fourier transform operator and (•) is a point-wise multipli­

cation. Inserting Eq. (3.21) in Eq. (3.8) leads to w(x,t). Numerically, this approach 

is less time consuming than using a convolution. 

3.3.6 Numerical computations 

Based on the information carried out in the preceding section, it is possible to com­

pute the transverse response w(x,t) of the system submitted to a general impact. 

To do so, the following steps were implemented using Matlab3 : 

3Note ne faisant pas partie de Particle : L'annexe II presente le code Matlab utilise pour obtenir 
les resultats numeriques. 
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1. The desired time increment At and the number of points of the simulation 

N are fixed so that the total simulation time is Tmax — NAt. 

2. According to the sampling theorem, the sampling frequency is given by fs = 

1/At which has to be at least twice the maximum frequency (in Hz) of the 

signal in order to respect the Nyquist frequency. That is, for the maximum 

circular frequency Q = 7ifs. 

3. The frequency domain [—fi, Q] is discretized using Au; = 2TT/Tmax. 

4. The forcing function h(t) is Fourier transformed using FFT and h is inserted 

in Eq. (3.21). 

5. For any given value of ui over the frequency domain, the mass and stiffness 

matrices are wholly determined in Eq. (3.21). The generalized coordinates 

displacement vector is found by means of linear algebra and IFFT computa­

tions. 

6. Eq. (3.8) is applied. The result represents the transverse time response of the 

system to a general impulse with a time increment At. 

3.3.7 Viscoelastic properties 

To ensure an accurate representation of the core layer both in the frequency and 

time domains, viscoelastic properties are accounted for using Prony Series repre­

sentation with Np terms. Hence, in the frequency domain 

Np Np ^ 

G* = Go - Go ^ 9n + E Tf 7 "^ , (3-22) 
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where rn and gn are the material specific parameters and Go = G(t — 0) is the 

instantaneous relaxation modulus. These parameters are obtained by using stress 

relaxation tests. Recalling that Gs = 3l(G*) and Gi = Q(G*), we get the same form 

as expected from Eq. (3.1). 

3.4 Model validation 

The solution method developed in Section 3.3 to obtain the natural frequencies 

and the time domain analysis is now validated using both open literature and an 

experimental setup. 

3.4.1 Literature validation 

Kung and Singh were among the few authors who published experimental results 

to validate their analytical model (Kung and Singh, 1998). To do so, they proposed 

two different PCLD configurations installed on a cantilever base beam and for which 

different viscoelastic materials were used. The treatments are labelled Patch A and 

Patch B. Properties of these treatments are defined in Tables 3.1 and 3.2, where 

L = 177.8 mm is the length of the base beam. The loss factors used are shown in 

Fig. 3.3. 

The first five natural frequencies are found for the two patches and the results — 

both from the experiments and the model — are presented in Table 3.3 where they 

are compared to the present model. We set the number of modes to nw = 20 and 

Kb = nc = 10. The Dirac impulse is applied at Xf = L and the impulse response is 
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Figure 3.3 - Viscoelastic loss factors for PCLDs A ( ) and B ( ) from Kung 
and Singh (Kung and Singh, 1998) 

Tableau 3.1 - Constant properties of the different layers for the experimental setup 
of Kung and Singh (Kung and Singh, 1998) 

Layer Thickness (mm) Density (kg/m3) Young's modulus (GPa) 
Base 8.29 • 10"3 • L 7350 180 

Constraining 4.43 • 10"3 • L 7720 180 
Viscoelastic 2.86 • 10~4 • L 2000 N/A 

measured at xQ = L. 

The results of the model we are using are in very good agreement both with the ex­

perimental and the theoretical values presented by Kung and Singh. When Patch A 

is applied, each natural frequency obtained falls between the experimental values 

(lower) and the Kung and Singh theoretical values (higher), though they are much 

closer to the theoretical values. When Patch B is applied, a similar behavior is 

Tableau 3.2 - Properties of patches A and B used in the experimental setup of 
Kung and Singh (Kung and Singh, 1998) 

Patch G (MPa) Lc (mm) xx (mm) x2 (mm) 
A 0.25 • [1 + jrfA] 0.14 • L 0.13 • L 0.27 • L 
B 3.00 • [1 + jriB] 0.22 • L 0.59 • L 0.81 • L 
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Tableau 3.3 - Comparison of the natural frequencies (rad/s) obtained experimen­
tally and analytically by Kung and Singh (Kung and Singh, 1998), and numerically 
using the presented model. Numbers in parenthesis are the relative errors as com­
pared to experimental data. 

Patch Mode Kung and Singh (Exp) Kung and Singh Presented 
37.15 

228.23 

617.81 

1206.95 
2006.28 

32.91 
233.53 

654.96 
1250.47 
1996.72 

38.21 (2.86) 

230.35 (0.93) 

625.24 (1.20) 

1221.81 (1.23) 
2054.05 (2.38) 

36.09 (9.68) 
233.53 (0.00) 
650.71 (-0.65) 
1266.40 (1.27) 

2072.09 (3.77) 

38.04 (2.39) 

229.98 (0.77) 

624.40 (1.07) 

1219.60 (1.05) 
2048.90 (2.12) 

35.58 (8.12) 

233.70 (0.07) 
650.63 (-0.66) 
1264.17 (1.10) 

2068.06 (3.57) 

observed, except for modes 2 and 3. In mode 2, Kung and Singh proposed two 

identical values while the presented value is slightly higher. For mode 3, theoretical 

values from both models underestimate the experimental value. Globally the pre­

sented model leads to good results when compared to another theoretical model 

and reported experimental data. 

However, the Kung and Singh experimental setup shows some limitations. First, 

the viscoelastic layer used was very thin (in comparison to the length of the beam, 

hv ~ 0.05 mm). Also, as compared to other layers, this thickness is about 3.5% of 

the base beam and 6.5% of the constraining layer. Second, as shown in Fig. 3.3, the 

viscoelastic material loss factors are frequency dependent. In the frequency domain 

shown, rjfj varies between 0.24 and 0.73, which are common values for viscoelastic 

materials. However, T)A has an initial value slightly below 1 and rapidly increases 

up to 9.5. This is quite a large value which might be explained by the fact that 

material A is very soft (Gs = 0.25 MPa) while material B is relatively stiff and 
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represents common viscoelastics more adequatly . Finally, both patches A and B 

are relatively short treatments (Lc < L/5). 

3.4.2 Experimental setup 

To further validate the actual model, experiments were carried out to obtain the na­

tural frequencies and transient response of a beam with a wide selection of PCLDs. 

The new experimental data complements the ones presently available in the litera­

ture. 

Overall, 15 cantilever beams with different PCLDs were tested. For each configu­

ration, the base beam length and the damping treatment characteristics are listed 

in Table 3.4. Material properties are shown in Tables 3.5 and 3.6. All layers have a 

25.4 mm width. Both the base beam and the viscoelastic layer are 3.175 mm thick 

while the constraining layer is 1.587 mm thick. These are much thicker values than 

those used by Kung and Singh in their experiments. The objective is to show the 

validity of the method for PCLD geometry which could be used in real applications. 

The layers were bonded together using Loctite. The viscoelastic material was the 

Urethane CPA-850 from Rhino Hyde Products. 

The system was submitted to a frequency sweep test. An electromagnet exciter was 

used to force the harmonic transverse motion of the beam. The system response was 

then observed by a Bently Nevada Proximity Transducer System (3300 XL 8 mm). 

Resonant frequencies were identified by detecting the largest amplitude responses. 

For each configuration, the first three natural frequencies were established. They are 

shown in Table 3.7 and they are compared to the present model. For the numerical 
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Tableau 3.4 - Beam specimens. All dimensions in mm. 
Beam 

I 
II 
III 
IV 
V 
VI 
VII 

L 
508 
511 
510 
507 
508 
508 
506 

Lc 

375 
375 
250 
125 
125 
125 
125 

X\ 

15 
68 
78 
140 
195 
242 
297 

£2 

390 
443 
328 
265 
320 
367 
422 

Beam 

VIII 
IX 
X 
XI 
XII 
XIII 

XIV 
XV 

L 
508 
507 
507 
508 
509 
510 
510 
510 

Lc 

76 
76 
76 
76 
26 
26 
26 
26 

X\ 

165 
215 
269 
321 
191 
243 
297 
345 

X2 

241 
291 
345 
397 
217 
269 
323 
371 

Tableau 3.5 - Physical properties of materials. 
Layer Material p (kg/m3) E Go 

Base, Constraint Aluminum 3003 2710 70 GPa — 
Viscoelastic Urethan CPA-850 1124 — 14.1 MPa 

Tableau 3.6 - Prony Series parameters of the viscoelastic layer 
n g r 
1 0.2 0.007 
2 0.63 0.07 
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Tableau 3.7 - Natural Frequencies in Hz for Different Beam Specimens Using Ex­
perimental Setup (Exp) and the Present Model (Model) 

Beam Mode 1 Mode 2 Mode 3 
Exp Model Exp Model Exp Model 

I 
II 
III 
IV 
V 
VI 
VII 
VIII 
IX 
X 
XI 
XII 
XIII 
XIV 
XV 

12.38 
10.19 

11.20 
10.28 

9.83 
9.35 
8.80 
10.17 
9.92 

9.53 
9.19 
10.17 

10.12 
9.87 
9.77 

13.70 

10.03 
11.14 

10.35 

9.78 
9.39 
8.85 
10.19 

9.87 
9.62 

9.23 
10.03 

9.95 
9.87 
9.71 

97.50 

108.60 

74.40 
60.44 

62.85 
63.81 
64.95 
59.33 

60.18 

61.45 
63.19 
61.32 

61.36 
61.79 
63.15 

97.72 
105.84 

74.01 

60.40 

62.87 
64.38 
65.25 
60.00 

60.00 

61.98 

63.58 
60.96 
60.64 
61.52 

62.55 

200.50 

224.50 
186.50 

173.50 

171.70 
178.50 
190.50 
172.92 

176.58 

174.20 
173.12 
174.90 

178.57 
174.31 
172.55 

201.33 

228.23 
185.25 

172.93 

171.25 
179.21 

190.40 
170.46 
175.03 

175.00 

174.36 
173.32 

175.95 
173.16 
171.41 

computation, forcing took place at Xf = 0.04 m, as for the experimental setup and 

the impulse response was recorded at x0 = L. The numbers of modes used were 

nw = 20 and nj, = nc = 10. The natural frequencies are shown to be in very good 

agreement for all beams and modes : the highest differences between the theoretical 

and the experimental values are 1.3 Hz, 2.8 Hz and 3.7 Hz for modes 1, 2 and 3 

respectively. As a comparison, the three first natural frequencies of a 0.51 meter 

long unpadded beam are 10.0 Hz, 62.8 Hz and 175.9 Hz. 

A large range of different patch configurations were studied. It is shown that the 

presented model is suitable to predict the natural frequencies of beams with dif­

ferent PCLD treatments. 
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3.4.3 Transient response validation 

The previous setup is now used to obtain the transient time response resulting from 

an impact. To do so, the system is excited using an impact hammer at a constant 

position Xf = 0.04 m and the response is recorded at different locations x0. The first 

few milliseconds of the time responses are shown as a dashed line in Figs. 3.4 to 3.7. 

The impact force induced by the hammer was recorded so that the real force signal 

could be employed in the theoretical computations. The force signals are shown in 

Figs. 3.4 to 3.7 as thick dash-dot lines. Each impact lasted for approximately 1 ms 

with a maximum amplitude between 7 and 9 N. 

Beams III, V, VI and X were tested experimentally. They represented three different 

PCLD lengths (Beams III, Beams V and VI and Beam X are 250, 125 and 76 mm 

long, respectively) and different PCLD positions for a given Lc (for Beams V and 

VI, they are located at x\ =140 and 195 mm respectively). The number of modes 

used in the numerical computations were nw = 20 and n^ = nc — 10 . The time 

simulations were obtained by fixing At = 50 • 10~6 s and using N = 219 points. The 

numerical results are shown in Figs. 3.4 to 3.7 as solid lines. 

In Figs. 3.4 to 3.7, each pair of frames (a) and (b) represents the response of a 

single beam configuration, measured at two different locations. 

1. The transverse motions are in very good agreement •with experimental data 

for all cases (for different observation points, patch lengths and patch posi­

tions) . 

2. In Fig. 3.4a, the response is measured close to the impact location and starts 
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Figure 3.4 - Transient response of Beam III (Experimental 
) and impact loading (—-—)• (a) XQ = 0.1 (b) XQ — L. 
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quickly after the beginning of the contact. On the opposite, in Fig. 3.4b, the 

response is measured at the free end and the motion is delayed with respect to 

the impact. Hence, wave propagation is well represented by the model since 

the time delay of the motion is respected between two positions. 

3. The numbers of modes used seem to depict the transverse motion quite sa­

tisfactorily. 

Thus, the model is good to predict the transient transverse motion of the system for 

different PCLD lengths and positions. Slight differences between the experimental 

and theoretical data may be explained by various factors. First, the impact locus in 

the theoretical model is a point while in the experiment, this locus is a small surface 

due to the impact hammer head shape. Also, the load applied in the numerical 

computations is perfectly perpendicular to the system. However, in the setup, it 

was not possible to perfectly control its direction. This may have produced oblique 

impacts instead of direct impacts. Finally, from a design point of view, contact 

imperfections between layers could have occurred so that the assumption stating 

that bonding layers are not considered since they have no thickness might have 

been violated in the experimental setup. 

It has been shown both from the literature and from experimental data that the 

present model and solution method are well suited to predict transient motions of 

beams with PCLD treatments. 
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3.5 Numerical results 

The main advantage of having an accurate and validated numerical model is that 

it is possible to conduct many tests without an experimental setup. System para­

meters can be easily modified and their effect on the general response is quickly 

known. In our case, each simulation took about 230 seconds using a 2.66 GHz 

dual core Intel processor and 3.25 Go of RAM. Some numerical results are now 

presented. 

3.5.1 Geometric and physical parameters of the system 

We simulated an aluminum cantilever beam (L = 0.5 m, hb = 3.175 mm, 

B = 25.4 mm) with one PCLD. The system parameters were the length (Lc) and 

the position (xi) of the PCLD, the viscoelastic layer and the constraining layer 

thickness (hv and hc). We used the same materials as we did for the experimental 

validation. The physical properties of each layer are shown in Table 3.5 and the 

Prony Series values for the viscoelastic are presented in Table 3.6. 

3.5.2 Impact load and numerical parameters 

The impacts recorded in Section 3.4 varied somewhat in the experiments. However, 

as shown in Fig. 3.8, if the force is normalized according to its maximum value, 

the different shapes are quite similar : a quick increase up to a maximum value 

and a slower decrease until the force disappears. Therefore, the PCLDs have little 

influence on the shape of the force signal. In order to use the same theoretical force 
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Time (s) 
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Figure 3.8 - Comparison of experimental impact forces. Beam III, x0 = L (—©-
Beam III, x0 = 0.1 (—e—). Beam V, x0 = 0.3 (—e—)• 

for all numerical examples, the impact load was denned as (Heitkamper, 1985) 

F(t) = F0 

+ 

1.1 
1 + A + 2A2 sin (0.97T) 1.5 D(-0AT)4 

1 + 2/A' 
1 + A 

T 

T 

1.5 (3.23) 
e A 

where we used the parameters F0 = 25, A — 1, T = 7vt/F and T = 1 • 10~3. The 

resulting impact is shown in Fig. 3.9. The maximum amplitude (~ 10 N) is similar 

to those in the experiments. Also, the main part of the contact occurred before 

1 ms and the signal practically died out after 2 ms. Fig. 3.10 presents a comparison 

of theoretical and experimental impact shapes. The solid line represents the force 

given by Eq. (3.23). The experimental load recorded in the validation of Beam III 

(Section 3.4) and reprinted from Fig. 3.5a is shown by circle marker. The theoretical 

force is in fairly good agreement with the experimental force in Fig. 3.10. 

We used the same numerical parameters as in Section 3.4 because it was shown that 

these led to good transient responses. The number of modes were set to nw = 20 

and nc — rih — 10. The time increment was At = 50 • 10~6 s and we used N = 219 
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Figure 3.9 - Theoretical impact loading denned by Eq. (3.23) 
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Figure 3.10 - Comparison of theoretical ( , Eq. (3.23)) and real (—e—, Experi­
mental case from Fig. 3.5a) impact shape. 
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simulation points, for a simulation time of approximately 26 s. 

3.5.3 Results and discussion 

Figs. 3.11 to 3.14 show results for cantilever beams with different PCLD configura­

tions. Every case treated is compared to the unpadded beam for which an analytical 

solution is available ((Balachandran and Magrab, 2004)). Each system was excited 

at the free end of the beam and the responses were recorded at the same location. 

Transient responses are shown in Fig. 3.11 for systems with different PCLD lengths, 

in Fig. 3.12 for different viscoelastic layer thicknesses, in Fig. 3.13 for different 

constraining layer thicknesses, and in Fig. 3.14 for different PCDL locations. In 

each case, it can be seen that the transient response is composed of two parts : 

The first part, which lasts for approximately 2 milliseconds, is the forced response 

of the system during the impact; the second part is the free response of the system 

after the impact. In Figs. 3.11 to 3.14, an arrow indicates the time at the end of 

the contact, so that the responses shown to the left of the arrows are the forced 

responses. Remarkably, for a given force signal, the forced behaviour is identical 

for all beams : the unpadded beam and all PCLD padded beams exhibit almost 

identical forced responses. In addition, it was shown from Fig. 3.8 that PCLDs 

have little influence on the impact force itself. Therefore, it can be concluded that 

PCLDs have little effect on the forced response of impacted point of the beam. 

First, the influence of the PCLD length is analyzed. To do so, the viscoelas­

tic layer thickness (hv), the constraining beam thickness (hc) and the position 

(xi, see Fig. 3.1) of PCLD were fixed. The PCLD lengths used were Lc = 
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L/5, 2L/5, 3L/5, 4L/5. The case where Lc = L is avoided because the impact 

has to be applied directly on the base beam and not on the PCLD. Transient res­

ponses of the treated beams are compared to the response of the bare beam (full 

black line). The results are shown in Fig. 3.11. 

We observe that beams with longer treatments have smaller amplitudes than beams 

with shorter treatments. For instance, the third column of Table 3.8 shows the 

relative difference of the amplitude as compared to the bare beam at t = 0.02 s. 

We clearly see that this difference increases with the PCLD length. In the second 

column of Table 3.8, RMS values over the 25 ms are shown. Again, a similar pattern 

is observed : overall, RMS values are higher for shorter PCLDs. 

As mentioned above, the first part of Fig. 3.11 is the forced response where all 

beams are experiencing the same displacement. After that short moment (2 ms), 

the different beams are free to move with different behaviors. The time of separation 

(TOS) will be defined as the moment when the displacement of the treated beam is 

no longer the same as the displacement of the bare beam. A long TOS means that 

the PCLD is slowly effective, while a short TOS implies a quick action. The TOS 

observed in Fig. 3.11 are presented in Table 3.8. It can be seen that a longer PCLD 

yields a shorter TOS. Based on both the TOS and the amplitude, it is clear that 

for x\ — 0, a short PCLD treatment has a relatively poor effect on the response of 

the beam. 

It can be seen that beams with a short PCLD (e.g. Lc = L/5, full gray line, and 

Lc = 2L/5, dashed gray line), the TOS is much longer than the duration of the 

forced response. Longer PCLDs yield shorter TOSs. In particular, the TOS for 
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Figure 3.11 - Transient response for different PCLD lengths. Xf = x0 = L, hv = 
hc = hb/2, x, = 0. Lc = L/5 ( — ) , Lc = 2L/5 ( — ) , Lc = 3L/5 ( ), 
Lc = 4L/5 ( ). Bare beam ( ) 

Tableau 3.8 - Effect of different PCLD lengths over the amplitudes of displacement. 
Lc RMS amplitude (mm) Relative difference TOS (ms) 

over 25 ms at t = 0.02 s (%) 
Bare Beam 

L/5 
2L/5 
3L/5 
4L/5 

2.6 • 10~3 

2.5 • 10-3 

2.3-10-3 

1.9 -10"3 

1.4-10-3 

— 

5.6 
13.0 
29.2 
46.3 

— 

19 
12 
6 
2 

Lc — 4L/5 (dashed black line) is quite similar to the contact duration. 

Fig. 3.12 shows the effect of different viscoelastic layer thicknesses, while the other 

properties were fixed (hc = hb/2, Lc = x\ — L/5). In these cases, the PCLDs seem 

to have a rather constant effect, even for different values of hv. Again, the forced 

response is clearly seen because of all the beams moving together. After the forced 

response, the padded beams are moving in a very similar way. The RMS amplitudes 

for each viscoelastic thickness are shown in Table 3.9. It turns out that the values 

do not vary significantly and, it appears that all PCLDs have a similar effect on 
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Figure 3.12 - Transient response for different viscoelastic thicknesses. Xf = XQ = L, 
hc = hb/2, xi = L/5, Lc = 2L/5. hv = hb/2 ( — ) , hv = 3/i6/4 ( - - - ) , /i„ = /i6 

(— - —), hv = 3ht,/2 ( ). Bare beam ( ). 

Tableau 3.9 - RMS values associated with Fig. 3.12 
hv 

Bare Beam 
hb/2 
Shb/4 

h 
3hb/2 

RMS 
2.6 • 10"3 

2.2 • 1(T3 

2.2 • 10"3 

2.2 • 10"3 

2.1 • 1(T3 

the beam (the RMS amplitude reduction is approximately 15% in all cases). Also, 

the TOS for all configurations occurs approximately at the same time (t « 5 ms) 

and from that point, the transverse motion shapes are quite similar. 

In the case of a variable constraining layer thickness (for x\ — Lc — 2L/5, hv — 

hb/2), the results are shown in Fig. 3.13. Again, the TOS is around 5 ms for all 

PCLDs. However, after TOS, the amplitudes of displacement differ slightly for 

different PCLDs, as can be seen both in Fig. 3.13 and in the RMS values (see 

Table 3.10). 
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Tableau 3.10 - RMS values associated with Fig. 3.13 
h. 

Bare Beam 
V4 
hb/2 
Shb/4 

hb 

RMS 
2.6 • 10~3 

2.3 • 10-3 
2.2 • 10-3 

2.1 • 10-3 

2.0 • 10"3 
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Figure 3.14 - Transient response for different PCLD positions. Xf = XQ — L, 
K = hc = hb/2, Lc = 2L/5. X! = 0 ( — ) , X! = L/5 ( - - - ) , xx = 2L/5 ( ). 
Bare beam ( ). 

Finally, the length of the PCLDs, the viscoelastic thickness and the constraining 

layer thickness were all fixed and the effect of the patch position was studied. For 

the case where Lc = 2L/5, there are three possible values for X\ : 0, L/5 and 2L/5. 

Again, it was not possible to have Lc — 3L/5 because the impact load would have 

occured on the PCLD. The results are plotted on Fig. 3.14. For the three cases, 

the TOS times and RMS values are listed in Table 3.11. Both the amplitudes of 

displacement and TOS are smaller for PCLDs located farther from the clamped 

edge. However, for such position the energy of deformation of the base beam is 

very small as compared to a position near the clamp, meaning that the shear 

deformation 72 which is responsible for the damping should also be small. The fact 

that the amplitude of displacement is smaller when a PCLD is located far from the 

clamped edge is more likely to be caused by an added mass effect than by damping 

itself. 
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Tableau 3.11 - RMS values associated with Fig. 3.14 
Xi 

Bare Beam 
0 

L/5 
2L/5 

RMS 
2.6-KT3 

2.3-lO"3 

2.2 • 1CT3 

1.9 • 10-3 

TOS (ms) 

7 
5 
2 
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3.5.4 Causality 

Fig. 3.15 shows the very beginning of the transverse motions presented in Fig. 3.14. 

The initial displacement of the PCLD with X\ = Lc = 2L/5 is not exactly zero 

as it should be (and as it is for the three other cases). This is a non causal initial 

displacement implying that the system is moving before the impact is applied. 

As discussed in Section 3.2, non causality may occur if the viscoelastic material 

properties are wrongly represented which is not the case here because viscoelastic 

data were found by experiments using a real material. The causality problem in 

Fig. 3.15 comes from the use of the Fourier Transform in the solution. 

The use of a Fourier Transform assumes a time periodic function of period r. Thus, 

the time signal will be repeated every r seconds implying that the values of the 

signal at the end of r equal the values of the signal at the beginning of r. This is 

also true for t < 0. In our case, r — Tmax = NAt. The system is submitted to an 

impact at t = 0, so there is no displacement at this time. However, if the response 

has not completely died out at the end of the simulation time (w(x, t = Tmax) ^ 0), 

then the simulated response w(x, t = 0) is not zero and causality is not respected. 

Fig. 3.16 shows two responses simulated over 0~Tmax seconds for the same PCLD, 

but located at two different positions. Fig. 3.16a represents the case where hv = 

hc — ht/2, Lc — 2L/5 and X\ = 0. The amplitude of displacement completely dies 

out after approximately 2 seconds. Consequently, this signal respects causality (see 

Fig. 3.15). In Fig. 3.16b, the PCLD is located farther from the clamped edge, at 

Xi — 2L/5. There are still important oscillations amplitude (~ 2 • 10~4 m), even 

after 25 seconds of simulation. It is clear that this response will create a non causal 

behavior as depicted in Fig. 3.15. 
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Applying an FFT analysis to the last 5 seconds of the signal presented in Fig. 3.16b, 

we find out that the main frequency component is 9.8 Hz which corresponds to the 

first natural frequency of the PCLD padded beam. Therefore, for this case, the 

non causality of the response is due to the fact that the PCLD is not damping 

the first mode efficiently. In fact, the PCLD is relatively small and is located far 

from the clamped edge where, for the first mode shape of a cantilever beam, there 

is very little energy of deformation. As discussed earlier, this leads to a small 

value for the shear deformation of the viscoelastic layer. This is a problem because 

the viscoelastic has to experience shear deformation to dissipate energy. Without 

deformation, it acts more like a mass without dissipative properties. It should be 

pointed out that the bare beam response is causal although there is no damping, 

because displacements were obtained using a classical analytical solution instead 

of Fourier Transform method. 

The perfect way to get rid of the causality problem is to increase the time of simu­

lation to give the system all the time needed to be completely damped. However, 

this is time consuming and, above all, memory consuming. 

3.6 Conclusion 

The initial transient response of cantilever beams with PCLDs was studied in this 

article. First, the equations of motion of the system were developed using a La-

grangian approach. The viscoelasticity properties of the PCLD damping layer were 

taken into account using Prony Series representation expressed in the frequency 

domain. The equations were solved in the frequency domain (leading at the same 
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Figure 3.16 - Long time transient response for two PCLD positions. Xf — x0 = L, 
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time to the natural frequencies). The responses were converted back in the time 

domain using inverse Fast Fourier Transforms, resulting in the transverse transient 

response of the system due to a general impact force. Both the natural frequencies 

and the transient responses were validated based on literature and experiments. 

It was shown that the presented work is very well suited to represent cantilever 

beams with many different PCLDs configurations, in particular for thin and thick 

viscoelastic layers. 

Some numerical computations were conducted in order to observe the effects of 

the four geometric parameters of the PCLDs (the length, Lc, the position, xi, the 

viscoelastic layer thickness, hv and the constraining layer thickness, hc). Transient 

responses of the padded beams were compared to the unpadded beam ones. With 

these few numerical examples, it seems so far that among the four parameters 

tested (Lc, hv, hc and xi), the PCLD length has the greatest influence on the 

initial transverse displacement of the treated beam. The PCLD position also has 

a great influence on the initial response. However, the constraining layer thickness 

and the viscoelastic layer thickness seem to have a little influence on the initial 

response. 

Nevertheless, a more thorough study has to be made to better understand the ef­

fects of each of these parameters. Also, from the present research, it seems that 

added mass has a major effect on the initial transient response (whereas damping 

is very important to reduce the ringing vibrations). It will be very important to 

understand the influence of the added mass due to PCLD on the transverse displa­

cement reduction as compared to the viscoelastic damping effect. This will be the 

goal of future work. 



77 

3.7 Appendix A — Admissible functions 

i. For the transverse motion w(x,t) of the cantilever system, we use 

Wi = cosh(AjO;) — COS(AJX) — cri[sinh(Ajx) — sin(Ajx)], (3.24) 

% 1 , ..., TlW} 

where 

Oi 
sinh(AjL) — sin(AjL) 
cosh(AjL) + cos(AjL)' 

and \XL = 1.875, \2L = 4.694, A,L = (z - 0.5)TT, i = 3,..., nw. 

ii. For the base beam motion along the x-axis, we use the longitudinal mode 

shapes of a cantilever beam : 

Ubj = sin 
(2j + 1)TTX 

2L 
j = l,...,nb. (3.25) 

hi. Finally, the constraining layer is treated as a free-free beam in the longitudinal 

direction. So the admissible functions are given by 

UCtk = cos 
(k — 1)7TX 

k — 1,. . . , nc. (3.26) 
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3.8 Appendix B - Submatrices terms involved in energy expressions 

[Mb] = pbhhB f WTWdx, (3.27) 
Jo 

[Mv] = pvhvB / WTWdx, (3.28) 

[Mc] = pchcB / WTWdx. (3.29) 
JXt 

[KaA} = EaBha[ UlxUa,xdx, (3.30) 

[Ka,2] = EJaf WT
xxWxxdx. (3.31) 

JLa 

[KvA] = g UT
cUcdx, (3.32) 

fX2 

[Kv,2]=g UT
cUbdx, (3.33) 

Jx\ 
fX2 

[Kv,3]=g UjUbdx, (3.34) 
Jx\ 

'•X2 

[KvA] = dg UlWxdx, (3.35) 
Jx\ 

[Kv,s\ = dg f2 UjWxdx, (3.36) 

fX2 
[Kvfi] = d2g WT

xWxdx, (3.37) 
JX\ 

d=?h±h±h, (3.38) 

9 = -r~- (3-39) 
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C H A P I T R E 4 

RESULTATS NUMERIQUES E T ANALYSES C OM PL E M E NT AIRES 

Au chapitre precedent, un modele analytique representant le comportement d'un 

systeme compose d'une poutre avec traitement amortissant partiel et contraint a 

ete developpe. Ce modele permet d'obtenir la reponse harmonique du systeme et sa 

reponse transitoire suite a un impact. Les resultats obtenus a l'aide du modele ont 

ete confronted a des donnees provenant de la litterature et d'essais experimentaux. II 

a ete demontre que les frequences naturelles et les reponses transitoires initiales sont 

correctement modelisees et done que le modele est valide. A la section 3.5, quelques 

resultats numeriques ont ete presentes dans l'optique d'ouvrir la discussion sur 

rinfluence des differents parametres composant le tampon amortissant. Le present 

chapitre constitue la suite de cette derniere section. On traite d'abord de fagon 

plus detaillee l'effet de la position du traitement (xi) sur l'erreur de causalite. 

Puis on s'interesse a l'effet de la longueur (Lc), de l'epaisseur de la couche de 

viscoelastique (hv) et de l'epaisseur de la couche de contrainte (hc) sur la reponse 

transitoire initiale. De plus, au cours du chapitre, l'effet du a l'ajout de masse sur 

les deplacements initiaux est etudie. 

4.1 Paramet res du systeme et force d ' impact 

Les donnees utilisees a la section 3.5 sont reprises ici. La poutre de base est 

encastree-libre et mesure L = 0.5 m. Les proprietes physiques et mecaniques des 



80 

couches de contrainte et de viscoelastique ainsi que celles de la poutre de base sont 

indiquees aux tableaux 3.5 et 3.6. Encore une fois, les modes utilises dans l'equa-

tion (3.18) sont nw = 20 et n& = nc = 10; ces valeurs ont fourni de bons resultats 

lors de la validation du modele (section 3.4). Le domaine temporel est discretise en 

N = 219 points avec un increment At = 50 • 10 -6 s, constituant une periode totale 

d'environ Tmax — 26 secondes. 

II a aussi ete demontre au chapitre precedent que dans les experiences, la forme 

de l'impact etait relativement constante d'un essai a un autre (figure 3.8). C'est 

pourquoi un impact theorique defini par l'equation (3.23) et presente a la figure 3.9, 

est utilise pour l'obtention de tous les resultats numeriques. 

4.2 Erreur de causalite 

La figure 4.1 represente le regime transitoire initial en fonction de la position du 

tampon amortissant X\ et pour differentes epaisseurs de materiau viscoelastique hv 

pour un tampon court (Lc = L/5), dont la couche de contrainte est mince (hc = 

/ib/4). Les impacts et les observations ont tous lieu a l'extremite libre de la poutre. 

Les differentes courbes sont comparees a la poutre de base sans traitement ( ). 

On remarque que plus le tampon amortissant est eloigne de l'encastrement, plus le 

deplacement inital est important. Les reponses ne sont done pas causales. La pro-

blematique de la causalite a ete traitre a la section 3.5.4. Dans le present chapitre, 

on mesurera l'erreur de causalite en pourcentage de la maniere suivante : 

^ = ^ • 1 0 0 % , (4.1) 
wtheo 
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Figure 4.1 - Effet de la position X\ pour un tampon d'une longueur Lc = L/5 dont 
la couche de contrainte possede une epaisseur hc = hb/A sur la reponse initiale 
transitoire. Poutre nue ( ). x\ — 0 ( ). x\ = L/5 ( ). x\ — 2L/5 (— - —). 
X\ = 3L/5 ( ). (a) hv = hi,/A (mince) (b) hv = hi,/2 (moyenne) (c) hv = hf, 
(epaisse). 
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x10 

Temps (s) 

(c) 

Figure 4.1 - (suite) Poutre nue ( ). x\ = 0 ( ). x\ = L/5 ( ). x\ = 2L/5 
( ). x! = 3L/5( — ) . 

ou u>(£ = 0) est le deplacement initial de la reponse calculee et ou w?fi£Z est l'ampli-

tude maximale du deplacement theorique de la poutre nue sur une periode de 25 ms. 

Dans le cas de la poutre de base utilisee dans les calculs, w™^ = —3.995 • 1CT3 m 

at — 18.2 ms. Les resultats sont montres au tableau 4.1. Si C < 1%, alors on dira 

que la reponse est causale. 

Le tableau 4.1 montre clairement que plus la valeur de x\ augmente, moins la 

Tableau 4.1 - Erreurs de causalite (C, %) de w(L,t) en fonction de la position 
x\ et de l'epaisseur de la couche de viscoelastique hv d'un tampon amortissant. 
Lc = L/5. hc — hb/4. 

x\ hv — hb/4 hv = hb/2 hv = hb 
0 -0,00058 -0,00058 -0,00068 

L/5 -0,03754 0,52560 -0,23777 
2L/5 1,40161 1,07624 5,00575 
3L/5 65,07483 -27,53166 62,57198 



83 

Tableau 4.2 - Erreurs de causalite (C, %) de w(L,t) en fonction de la position 
X\ et de l'epaisseur de la couche de viscoelastique hv d'un tampon amortissant. 
Lc = 2L/5 . 

xi hv = hb/A hv = hb/2 hv = hb 

0 -0,00047 -0,00047 -0,00047 
L/5 -0,00048 -0,00048 -0,00049 

2L/5 -3,45397 4,17981 -0,82595 

causalite est respectee. Lorsque le tampon se trouve pres de l'encastrement, la 

reponse au temps t = 0 est pratiquement nulle. Pour x\ — L/5, deja, une difference 

importante se presente (le rapport entre les valeurs de la seconde ligne du tableau et 

celles de la premiere ligne sont environ de deux ordres de grandeur pour hv = hb/4 

et de trois ordres de grandeurs pour hv = hb/2 et hv = hb). Les cas ou un petit 

tampon est installe pres de l'extremite libre de la poutre sont particulierement 

defaillants. II est aussi clair selon le tableau que l'epaisseur du viscoelastique n'a 

que peu d'effet sur le probleme et meme si le tampon est plus epais, l'amortissement 

induit dans le systeme ne semble pas meilleur pour une position donnee. 

Les figures III.l et III.2 (presentees a l'annexe III) representent les deplacements 

pour des cas ou la longueur du tampon amortissant est plus importante. Les me-

sures de causalite sont presentees aux tableaux 4.2 et 4.3. Dans le cas d'un tampon 

mesurant 2L/5 (tableau 4.2), les reponses sont causales si le tampon est place a 

x\ = 0 ou a x1 = L /5 , alors que pour X\ — 2L/5, elle ne le sont pas. Le tableau 4.3 

fournit les donnees relatives a un tampon de longueur Lc = 3L/5 . En se basant 

sur le critere deflni plus liaut (la reponse est causale si C < 1%, equation (4.1)), 

on constate que dans les deux positions possibles, la causalite est respectee et ce, 

pour toutes les epaisseurs de viscoelastiques. 

On peut done conclure que : 
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Tableau 4.3 - Erreurs de causalite (C, %) de w(L,t) en fonction de la position 
x\ et de l'epaisseur de la couche de viscoelastique hv d'un tampon amortissant. 
Lc = 3L/5. 

xi hv = hb/4 hv = hb/2 hv = hb 

0 -0,00048 -0,00049 -0,00053 
L/5 -0,00048 -0,00047 -0,00050 

1. Plus le tampon est pres de l'encastrement {x\ faible), plus la causalite est 

respectee. 

2. Plus le tampon est petit, plus un probleme de causalite risque de survenir 

quand x\ augmente. 

En revanche, pour une position donnee xi, le role joue par l'epaisseur de la couche 

de viscoelastique n'est pas clair. Par exemple, dans le cas d'un tampon long (Lc = 

3L/5, tableau 4.3), la variation de hv n'influence pas l'erreur de causalite, peu 

importe la position x\. Lorsque le tampon mesure L = 2L/5 (tableau 4.2), encore 

une fois, aucune difference n'est notee si X\ = 0 ou Xi = L/5. Par contre, pour la 

position la plus eloignee x\ = 2L/5, une nette diminution de l'erreur s'opere lorsque 

hv passe de hb/2 a hb, passant de quelques pourcents a moins de 1%. Cependant, 

pour la meme position, le comportement de l'erreur est l'inverse lorsque Lc = L/5 

(tableau 4.1) : C passe d'un peu plus de 1% (hv = hb/A et hv = hb/2) a 5% pour 

hv = hb. Et alors que pour Lc = 2L/5 la causalite etait respectee pour X\ = 0 et 

x\ = L/5, pour Lc = L/5, elle n'est respectee que si le tampon est a x\ — 0. Compte 

tenu de ces informations, on peut uniquement conclure que lorsque le tampon est 

place a l'encastrement, l'innuence de la variation de hv est negligeable. 

II est important de s'attarder a l'effet du a la masse ajoutee par le tampon comme 

tel. Le role de cette augmentation de masse et d'inertie par rapport au probleme 

de causalite doit etre quantifie. La figure 4.2 represente la reponse transitoire de 
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Figure 4.2 - Effet de la position x\ sur la reponse transitoire initiale pour un tampon 
amortissant sans masse dont les caracteristiques sont : Lc = L/5, hc = hb/4 et 
hv = hb/4. Poutre nue ( ). x1 = 0 ( ). xx = L/5 ( ). xx = 2L/5 ( ). 
X! = 3L/5 ( - - - ) . 

poutres amorties a l'aide de tampons courts et positionnes a differents endroits X\. 

Toutefois, la masse de ces tampons a ete supprimee : les valeurs des termes [Mv] 

et [Mc] sont nulles (equation (3.18)). De cette fagon, il est possible d'analyser uni-

quement l'influence de la rigidite du tampon (dont fait partie la rigidite complexe 

du viscoelastique). Encore une fois, on remarque la presence de reponses qui sont 

causales et d'autres qui ne le sont pas, a differents degres. Les valeurs de quanti­

fication de la causalite sont presentees dans le tableau 4.4 pour differentes valeurs 

h„. 

Les tendances observees au tableau 4.4 sont semblables a celle obtenues lorsque la 

masse du tampon etait consideree : l'erreur de causalite augmente avec l'ecart entre 

le tampon et l'encastrement, mais ne depend pas de l'epaisseur du viscoelastique. 

Globalement toutefois, les valeurs montrees dans le tableau 4.4 sont legerement 
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Tableau 4.4 - Erreurs de causalite (C, %) de w(L,t) en fonction de la position x\ 
et de l'epaisseur de la couche de viscoelastique hv d'un tampon amortissant sans 
masse. Lc = L/5. Les valeurs entre parentheses sont les differences entre les valeurs 
du tableau 4.1 (avec masse) et celles du tableau 4.4 (sans masse) 

Xi 

0 
L/5 
2L/5 
3L/5 

hv = /ib/4 
-0,00061 (0,00003) 
-0,12514 (0,08760) 
7,93412 (6,53251) 

142,66406 (77,58923) 

K = hb/2 
-0,00075 (0,00018) 
0,27532 (-0,25029) 
1,67693 (0,60069) 

147,66982 (120,13816) 

hv = hb 
-0,00060 (-0,00008) 
-0,12514 (-0,11263) 
8,00921 (3,00345) 

142,66406 (80,09211) 

superieures a celles du tableau 4.1. Notons que les valeurs donnees entre parentheses 

representent les differences entre les valeurs du tableau 4.1 (avec masse) et celles du 

tableau 4.4 (sans masse). Done, l'ajout de masse limite l'amplitude de vibration, 

ce qui fait en sorte que pour un meme taux d'amortissement, la reponse decrott 

plus rapidement et done la causalite est legerement mieux respectee. Par contre, 

cet effet est faible. 

Dans le cas de tampon plus longs, il n'y a pratiquement aucune difference entre 

les cas avec masse ajoutee et les cas sans masse ajoutee sur le plan de la causalite 

(tableaux 4.5 et 4.6). Pour les positions %\ — 0 et x\ = L/5, il n'y pratiquement 

aucune difference entre les reponses avec et sans masse. Cela est vrai pour les deux 

longueurs de tampon presentees (tableaux 4.5 et 4.6). Pour ce qui est de la position 

X\ = 2L/5, il y a de faibles differences; aucune tendance nette ne peut etre tiree 

par rapport a l'epaisseur du viscoelastique. 

L'influence de la position du tampon est majeure. Un positionnement en bout de 

poutre peut engendrer d'importants problemes de causalite. La figure 4.1a montre 

clairement ce probleme pour le cas ou x\ = 3L/5 ( ). On constate qu'en plus 

de presenter un deplacement initial tres important (quasiment du meme ordre 
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Tableau 4.5 - Erreurs de causalite (C, %) de w(L,t) en fonction de la position x\ 
et de l'epaisseur de la couche de viscoelastique hv d'un tampon amortissant sans 
masse. Lc = 2L/5 m. Les valeurs entre parentheses sont les differences entre les 
valeurs du tableau 4.2 (avec masse) et celles du tableau 4.5 (sans masse) 

xi hv = fefc/4 hv = hb/2 hv = hb 

0 -0,00048 (0,00) -0,00048 (0,00) -0,00048 (0,00) 
L/5 -0,00047 (0,00) -0,00048 (0,00) -0,00048 (0,00) 
2L/5 2,30265 (-1,15) 0,57566 (-3,60) 1,15132 (0,33) 

Tableau 4.6 - Erreurs de causalite (C, %) de w(L, t) en fonction de la position X\ 
et de l'epaisseur de la couche de viscoelastique hv d'un tampon amortissant sans 
masse. Lc = 3L/5 m. Les valeurs entre parentheses sont les differences entre les 
valeurs du tableau 4.3 (avec masse) et celles du tableau 4.6 (sans masse) 

xi hv = hh/A hv = hb/2 hv = hb 

0 -0,00048 (0,00) -0,00048 (0,00) -0,00048 (0,00) 
L/5 -0,00048 (0,00) -0,00048 (0,00) -0,00048 (0,00) 

de grandeur que l'amplitude maximale du signal), le non respect de la causalite 

entraine un comportement completement different de celui des autres poutres. On 

ne peut done pas se fier a la reponse obtenue pour mener une analyse complete. 

On remarque cependant qu'aux alentours de 17 ms, le deplacement de la poutre 

problematique semble rejoindre celui des autres cas. Toujours a la figure 4.1a, la 

courbe representant le cas x\ = 2L/5 (— - —) est aussi non causale, mais l'erreur 

initiale est de beaucoup moindre importance (C = 1,4%, tableau 4.1). Par le 

fait meme, la reponse presente un comportement qui suit la tendance des autres 

courbes des le depart (en moins de 3 ms). Sans en etre sur, il semble done qu'il 

existe un moment a partir duquel une reponse non causale se comporte comme elle 

le devrait. Toutefois, si ce moment existe, il s'agit d'une donnee difficile a obtenir, 

laissant douter de l'utilisation de telles reponses pour comprendre le comportement 

du systeme. 
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On peut done conclure que plus X\ augmente, plus il y a un risque qu'une erreur 

de causalite survienne. Ce risque est encore plus important lorque Lc diminue. 

L'effet d'ajout de masse n'influence que tres peu le probleme. Etant donne qu'il 

est difficile de savoir si une reponse non causale devient au cours du temps une 

source d'information fiable, les prochaines analyses traiteront des cas pour lesquels 

la causalite est automatiquement respectee. Selon les donnees obtenues, la position 

x\ — 0 fournit dans tous les cas un comportement causal, peu importe les autres 

parametres. 

4.3 Influence de la longueur du tampon amortissant (Lc) 

Pour comprendre l'effet de la longueur du tampon amortissant Lc, deux configu­

rations de base sont etudiees. Dans les deux cas, la position du tampon est fixee 

a i i = 0 (pour les raisons evoquees a la section 4.2) et Pepaisseur de la couche de 

contrainte est de hc — hb/4. La couche de viscoelastique aura dans le premier cas 

une epaisseur de hv = hb/2 (moyenne) et dans le second hv = 3hb/2 (epaisse). Les 

deplacements sont represents a la figure 4.3 pour des valeurs de hv = hb/2 et de 

hv — Zhb/2. 

D'emblee, on remarque que plus la longueur du tampon est grande, plus l'amplitude 

du deplacement est faible. Pour un tampon court (Lc = L/5), Failure de la courbe 

est tres similairc a celle de la poutre nue. Les valeurs RMS des deplacements (m) 

presentees au tableau 4.7 corroborent ces affirmations. Dans tous les cas d'ajout de 

tampon, la valeur RMS est plus faible que la valeur de reference (0,0026 pour la 

poutre nue). De plus, la valeur de hv a peu d'importance (figure 4.3a vs figure 4.3b), 
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Figure 4.3 - Deplacement initial pour differentes longueurs de tampons amor-
tissants (hc = hb/4). Poutre nue ( ). Lc = L/5 ( ). Lc = 2L/5 ( ). 
Lc = 3L/5 ( ). Lc = 4L/5 ( - - - ) • (a) hv = hb/2 (figure 3.11). (b) hv = 3hb/2. 
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Tableau 4.7 - Valeurs RMS (m) du emplacement en fonction de la longueur du 
traitement amortissant Lc pour deux epaisseurs de couche viscoelastique. (xi = 0, 
hc = hb/A) 

h» L / 5 2 L / 5 3 L / 5 4 L / 5 

hb/2 0,00259 0,00243 0,00210 0,00172 
Shb/2 0,00259 0,00242 0,00205 0,00164 

sauf dans les cas ou Lc est grand : on voit alors une certaine reduction d'amplitude 

si hv augmente (tableau 4.7) 

On remarque aussi a la figure 4.3 que plus le tampon est long, plus Failure de la 

courbe de deplacement est applatie vers la fin du signal presente. La presence d'un 

long tampon empeche le systeme de retourner rapidement vers sa position d'equi-

libre. Aussi, la longueur du traitement a une influence sur le temps de separation 

des courbes : une poutre traitee avec un tampon plus long se dissocie plus rapide­

ment du comportement de la poutre nue. En fait, plus le traitement est long, plus 

le temps de separation s'approche du temps ou l'impact se termine. Sur les deux 

figures 4.3a et 4.3b, le temps de separation de la courbe representant Lc = 4L/5 

est d'environ 1,6 ms. A cet instant, selon la figure 3.9, l'impact est pratiquement 

termine. 

Comme dans la section 4.2, l'influence de l'ajout de masse est etudie. La figure 4.4 

represente les memes configurations que pour la figure 4.3, a Fexception que les 

masses du viscoelastique et de la couche de contrainte sont retirees. 

Les memes conclusions s'appliquent quant a l'amplitude des deplacements : plus le 

viscoelastiques est long, plus l'amplitude diminue. Les valeurs RMS sont presentees 

au tableau 4.8. En comparant les valeurs des tableaux 4.7 et 4.8, la difference entre 

les cas ou on tient compte de la masse et ceux ou Ton ne tient pas compte de la 
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Figure 4.4 - Deplacement initial pour differentes longueurs de tampons amortis-
sants sans masse (hc = hb/4). Poutre nue ( ). Lc = L/5 ( ). Lc = 2L/5 
(___). Lc = 3L/5 ( ). Lc = 4L/5 ( - - - ) . (a) hv = hb/2. (b) hv = 3^ /2 . 
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Tableau 4.8 - Valeurs RMS du emplacement (m) en fonction de la longueur du 
traitement amortissant Lc pour deux epaisseurs de couche viscoelastique et pour 
un tampon sans masse, (xi = 0, hc = hb/A) 

hv 

hh/2 
3hb/2 

L/5 
0,00259 
0,00259 

2L/5 
0,00243 
0,00242 

3L/5 
0,00213 
0,00210 

4L/5 
0,00195 
0,00189 

masse survient lorsque la taille du tampon amortissant est plus longue. Dans le 

cas d'un viscoelastique d'epaisseur hv = hb/2, par exemple, si le tampon mesure 

Lc — L/5, alors il n'y a aucune difference d'amplitude notoire. Cependant, pour 

un tampon mesurant Lc = 4L/5, la difference est importante : RMSmasse=0,00172 

et RMSsansmasse= 0,00195. Malgre cette difference, les deux valeurs sont toujours 

sous la valeur RMS de la poutre nue (0,0026) prouvant ainsi qu'il y a done bel et 

bien reduction d'amplitude peu importe que la masse soit incluse ou non, mais la 

reduction est plus importante quand la masse est incluse. 

De plus, comme pour les cas ou la masse est consideree, l'ajout d'un long tampon 

fait en sorte que la « remontee » du systeme vers la position d'equilibre est plus 

lente que pour les petits tampons. En ce sens, la figure 4.5 presente le cas d'un 

tampon avec et sans masse (Lc — 4L/5, X\ = 0, hv = 3hb/2, hc = hb/4). On 

remarque que le retrait de la masse du tampon a pour effet, vers la fin du signal 

presente, d'induire une remontee (pente positive) alors que le tampon avec masse 

reste stable (et meme tres legerement descendant). Cependant, Failure des deux 

courbes relativement a leur aplatissement n'est pas modifiee. 

L'influence de la longueur du traitement est importante. Plus le tampon amortis­

sant est long, plus l'amplitude de deplacement est faible. C'est aussi le cas lorsque 

la masse n'est pas consideree, mais la diminution des deplacements est moins consi-



93 

x10 

0 

?-1 
-t—» c 
CD 
E -2 
CD ^ 
O 

_C0 
Q . 

Q - 3 

-4 

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 
Temps (s) 

Figure 4.5 - Comparaison des emplacements initiaux d'une poutre avec tampon et 
avec tampon sans masse (Lc = 4L/5, x1 = 0, hv = 3hb/2, hc = h^/A). Tampon 
avec masse ( ). Tampon sans masse ( ). 

derable. 

4.4 Influence des epaisseurs des couches de viscoelastique (hv) et de 

contrainte (hc) du tampon amortissant 

Maintenant que les influences de la position et de la longueur de la couche de 

contrainte ont ete etudiees, l'effet de l'epaisseur des differentes couches composant 

le tampon amortissant sera analyse en fixant Lc = 4L/5. Pour cette valeur, en se 

basant sur le fait que l'excitation ne peut avoir lieu a un endroit couvert par le 

tampon, la seule position autorisee est X\ = 0 . Les figures 4.6 et 4.7 illustrent 

les reponses transitoires initiales pour des valeurs de hc allant de h^/A a 3h),/2 

respectivement en fonction de l'epaisseur de la couche viscoelastique. Le tableau 4.9 

presente les differentes valeurs RMS pour tous les cas. 

: • > •*• - A ^ , ^ " ^ , • " < 
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Figure 4.6 - Deplacement initial pour differentes epaisseurs de viscoelastique. 
Poutre nue ( ). hv = hb/4 ( ). hv = hb/2 ( ). hv = 3hb/4 ( — - _ ) . 
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Figure 4.6 - (suite) Poutre nue ( ). hv — hb/A ( ). hv — hb/2 ( ). 
hv = 3hb/4 ( ). hv = hb ( ). 
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Tableau 4.9 - Valeurs RMS (m) calculees sur 25 ms et variation maximale pour 
differentes valeurs d'epaisseurs hv et hc (Lc = 4L/5, Xi = 0). 

^ 
hc 

V 4 
/i6/2 

3/i6/4 
hb 

3hb/2 

hb/4 
0,00182 
0,00153 
0,00128 
0,00104 
0,00064 

hb/2 
0,00172 
0,00149 
0,00128 
0,00106 
0,00068 

3V4 
0,00164 
0,00144 
0,00125 
0,00105 
0,00069 

h 
0,00157 
0,00139 
0,00122 
0,00103 
0,00069 

(ARMS)r 

2,5-10-4 

1,4- 10-4 

6,0-10"5 

3,0-10-5 

5,0-10~5 
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D'abord, il est important de noter que plus hc augmente, plus la valeur RMS 

diminue. Ceci est vrai pour toutes les epaisseurs de couches de viscoelastique (ta­

bleau 4.9). C'est done dire que plus la couche de contrainte est epaisse, moins les 

deplacements des poutres sont grands (l'effet de rigidification est important). 

On remarque toutefois qu'a mesure que hc augmente, l'influence de la variation de 

hv devient de plus en plus faible. La derniere colonne du tableau 4.9 indique l'ecart 

maximal entre les valeurs RMS d'une meme ligne. Celles-ci diminuent plus hc aug­

mente, sauf dans le dernier cas ou il y une legere augmentation. Cette augmentation 

coincide avec le moment ou l'epaisseur de la couche de contrainte depasse celle de 

la poutre de base. 

Meme si les valeurs RMS des deplacements (en fonction de hv) pour chaque trai-

tement se stabilise a mesure que hc augmente, il est possible d'observer certains 

points. Lorsque hv augmente, 

- Pour les couches de contrainte minces (hc = /i&/4, hb/2), la valeur RMS diminue 

legerement en fonction de hv. 

- Pour la couche de contrainte moyenne (hc — 3/i&/4), la valeur RMS ne diminue 

presque pas. 

- Pour une couche de contrainte epaisse (hc = hb et hc = 3^ /2) , la valeur RMS 

est a toutes fins pratiques constante. 

Ces variations peuvent etre expliquees en terme de rigidite. Rappelons que la rigi-

dite est fonction du second moment de surface / . Alors I — lb + Ic + md2. Dans 

le cas qui nous interesse, d est directement lie a l'epaisseur de hv. Ainsi, pour hc 

mince, Ic est faible. Par consequent, l'apport de md2 est important a mesure que 

hv augmente. Cependant, a partir d'une certaine epaisseur hc, Ic devient le terme 
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le plus important et camouffle de plus en plus l'effet de l'augmentation de hv. 

La figure 4.6 presente essentiellement les memes informations que la figure 4.7, 

mais en faisant varier l'epaisseur de la couche de contrainte pour une epaisseur de 

viscoelastique donnee. Le tableau 4.9 est toujours valable. 

Ces representations permettent d'abord de commenter le temps de separation. Les 

figures 4.6a a 4.6e permettent d'affirmer que pour une epaisseur fixe hc, le temps 

de separation des courbes par rapport au comportement de la poutre de base nue 

demeure pratiquement le meme. Dans tous les cas, il est legerement sous les 2 ms, 

soit juste apres le contact. Pour la longueur Lc utilisee, l'epaisseur de la couche 

viscoelastique n'a done pas d'influence sur le temps de separation. Dans le cas des 

figures 4.7a a 4.7d, pour une valeur hv fixe, on remarque que le temps de separation 

varie legerement en fonction de l'epaisseur de la couche de contrainte. Le cas ou la 

couche de contrainte est la plus epaisse se dissocie le plus rapidement de la tendance 

alors que les couche de contraintes les plus minces quittent la trajectoire de la 

poutre nue plus tard. Toutefois, cette difference n'est que minime. La figure 4.7a, 

par exemple, presente la premiere separation se produit a t — 1, 25 ms et la derniere 

a t — 1, 75 ms. Done, en 0,5 ms, la separation de tous les cas s'est effectuee. Le 

debut du regime force des courbes est done le meme partout, mais la fin du regime 

force est legerement modifiee en fonction de l'epaisseur hc. Ainsi, contrairement a 

l'epaisseur de la couche de viscoelastique, la variation de l'epaisseur de la couche 

de contrainte influence legerement le temps de separation des courbes. 

La figure III.3 ainsi que le tableau 4.10 presentent les informations relatives aux 

effets des epaisseurs de viscoelastique et de couche de contrainte constituant un 
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Figure 4.7 - Deplacement initial pour differentes epaisseurs de couche de contrainte. 
Poutre nue ( ). hc = hb/A ( -) . hc = hb/2 ( - - ) . hc = 2>hb/A ( ). 
K = K ( - - - ) . hc = 3hb/2 ( ). (a) hv = hb/4. (b) hv = hb/2. (c) hv = 3hb/4. 
(d) hv = hb. 
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Figure 4.7 - (suite) Poutre nue ( ). hc — h^/A ( — ). hc = hb/2 ( ). hc = 
3/i6/4 ( )• hc = hb ( - - - ) . hc = 3hb/2 ( „„). 
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Tableau 4.10 - Valeurs RMS (m) calculees sur 25 ms pour differentes valeurs 
d'epaisseurs hv et hc d'un tampon sans masse (Lc = 4L/5, X\ = 0). 

hv 

hc hb/A hb/2 3hb/A hb (ARMS)ma 

hb/A 0,00199 0,00194 0,00189 0,00183 1.6 • 10~4 

hb/2 0,00174 0,00174 0,00171 0,00167 7.0 • 10"5 

3hb/A 0,00146 0,00150 0,00150 0,00148 4.0 • 10~5 

hb 0,00118 0,00123 0,00124 0,00123 6.0 • 10"5 

3hb/2 0,00078 0,00081 0,00082 0,00082 4.0 • 10~5 

tampon sans masse (Lc = 4L/5, x\ = 0). Comme dans le cas du tableau 4.9, on 

remarque qu'une augmentation de hc entrame une diminution de la valeur RMS 

lorsque hv est fixe. De plus, pour les tampons dont la couche de contrainte est 

epaisse, 1'influence de la couche de viscoelastique devient de moins en moins im-

portante. La derniere colonne du tableau 4.10 presente la difference maximale de 

valeurs RMS pour une meme ligne. Globalement, ARMSmax diminue avec 1'aug­

ment at ion de hc. Encore une fois, lorsque hv augmente : 

- Pour les couches de contrainte minces (hc = hb/A, hb/2), la valeur RMS dimi­

nue. 

- Pour les couches de contrainte moyenne [hc = Shb/A) et epaisses (hc = hb et 

hc — 3hb/2), la valeur RMS est a peu pres constante. 

II s'agit du meme comportement que celui decrit au tableau 4.9. 

Le tableau 4.11 fournit les differences relatives en pourcentage entre les cas des 

tampons avec masse et ceux sans masse. Ces differences sont calculees de la maniere 

suivante : 

ltlVl O Sans masse iilVl Omasse inn M / A n\ 

ms^t
 100%- ( 4 2 » 

Selon ce tableau, les deplacements de poutres traitees avec un tampon sans masse 
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Tableau 4.11 - Differences relatives (%) entre les valeurs RMS pour les tampons 
avec et sans masse. 

K 
hc h/4 hb/2 3/ib/4 hb 

hh/A 9,3 12,5 15,2 16,9 
hb/2 14,0 16,9 18,9 20,5 

3hb/4 14,1 17,3 19,6 21,6 
hb 13,4 15,7 17,6 19,0 

3hb/2 20,8 18,9 19,0 19,4 

sont plus grands que ceux des poutres dont les tampons ont une masse. L'effet du 

a l'ajout de masse est done bien present. Dans le pire des cas, une difference de 

pres de 21% est notee alors qu'au minimum, il y a 9,3% d'ecart. On remarque aussi 

que pour des valeurs de hc allant de hb/A a hb, la difference de deplacements RMS 

augmente en fonction de l'epaisseur de la couche de viscoelastique. Cependant, 

pour le cas ou hc — 3hb/2, la difference est relativement stable (entre 19% et 21%). 

Elle debute a une valeur maximale, passe par un minimum pour hv = hb/2, puis 

remonte. 

Le phenomene est legerement different dans le cas ou hv est fixe et ou hc varie. 

Alors, la difference s'intensifie a mesure que hc augmente de hb/4 a 3hb/2. Par 

contre, pour chacune des colonnes, lorsque hc = hb, la difference diminue puis 

remonte pour la valeur d'epaisseur extreme. 

Toutefois, a l'interieur de la plage d'utilisation pratique habituelle des tampons 

(hv < hb, hc < 3/i{,/4), l'effet de la masse ajoutee augmente avec hv et avec hc. 
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CHAPITRE 5 

DISCUSSION GENERALE 

Modele et validation 

Le modele developpe a la section 3.3 s'avere etre valide, tel que le prouvent les vali­

dations effectuees a la section 3.4. D'abord, en terme de frequences naturelles, l'er-

reur obtenue pour la comparaison avec la fitterature et avec F experimental prouve 

que le regime harmonique peut etre correctement represents. Sur le plan du regime 

transitoire initial, les hypotheses emises pour developper le modele ne sont valables 

que pour le type d'application que nous en avons fait (i.e. structures flexibles et 

minces subissant des deformations elastiques lineaires). 

II est par contre important de noter que la poutre utilisee pour les experiences et 

les calculs numeriques est une structure relativement flexible. Ainsi, les vitesses et 

accelerations qui en decoulent ne sont pas aussi elevees qu'elles pourraient l'etre 

sur une structure d'acier ou une structure dont les appuis sont plus rigides. Avant 

d'utiliser le modele sur des stuctures beaucoup plus rigides, ou les mouvements 

vibratoires seraient plus rapides, de nouvelles validations devraient etre effectuees. 

Dans de tels cas, notamment, l'hypothese concernant la non consideration de l'iner-

tie en rotation serait peut-etre a revoir (hypothese 2, page 39). 

Lors de l'experimentation, un signal de force a ete enregistre pour chacun des es-

sais, ou Xj-=0,04 m. Les mesures de ces sigaux de force ont montre que la forme 
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et l'amplitude de l'impact etaient constants peu importe le traitement amortissant 

qui etait applique (figure 3.8). En se basant sur ces informations, un signal de force 

theorique semblable aux signaux enregistres a ete modelise (equation (3.23), fi­

gure 3.9). Cependant, lors des simulations numeriques, cette meme force theorique 

a ete appliquee en bout de poutre (xj — L). Or, si des mesures d'impacts avaient 

ete menees, la forme enregistree aurait probablement ete legerement differente de 

celles obtenues a la figure 3.8. Consequemment, l'energie fournie au systeme au­

rait ete modifiee et le comportement dynamique n'aurait pas ete exactement celui 

represents lors des precedents calculs. 

Viscoelasticite 

La modelisation du materiau viscoelastique a l'aide d'une serie de Prony a fourni 

de bons resultats. Autant les representations du domaine temporel que celle du 

domaine frequentiel se sont montrees justes. Bien que cela ait fourni des resultats 

coherents, l'utilisation de deux termes seulement dans la serie pourrait etre une 

source d'erreur potentielle, specialement si on s'interessait a des temps superieurs 

a 25 ms. Par exemple, le logiciel d'elements finis ABAQUS utilise par defaut 13 

termes dans l'expression des series de Prony et Slanik et al. (Slanik et al., 2000) 

ont propose d'en utiliser cinq. La caracterisation des proprietes viscoelastiques des 

materiaux demeure une difflculte. 
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Erreur de causalite 

L'utilisation de transformees de Fourier a fourni de bons resultats dans plusieurs 

cas. Cependant, comme il en a ete question aux sections 3.5.4 et 4.2, pour certaines 

configurations, nommement lorsque X\ etait superieur ou egal a L/5 alors que Lc 

diminuait, les deplacements obtenus risquaient de ne pas respecter la causalite. 

II semble a premiere vue que pour un tampon amortissant court positionne de 

plus en plus loin de l'encastrement, la couche viscoelastique ne soit pas excitee en 

cisaillement comme elle le devrait et agit davantage comme une masse ponctuelle. 

Cette avenue constitue une hypothese plausible qui n'a toutefois pas ete approfondie 

dans ce projet. 

Resultats numeriques 

L'etude de l'influence des differents parametres constituant le tampon amortissant 

a ete debutee a la section 3.5.3 puis completee au chapitre 4. Les parametres etudies 

sont la longueur du traitement, l'epaisseur de la couche de contrainte et l'epaisseur 

de la couche de viscoelastique. 

II a ete demontre que plus la longueur du tampon (Lc) augmente, plus l'amplitude 

de deplacement diminue. De plus, lorsque Lc diminue, Failure de la reponse res-

semble a la celle d'une poutre nue. Inversement, si Lc est grand, plus le temps de 

separation de la courbe est petit. En general, les memes observations s'appliquent 

lorsque la masse du tampon est retiree. Dans tous les cas, les valeurs RMS des 

deplacements des poutres avec tampons sont plus faibles que celles des poutres 
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nues. 

Pour ce qui est de l'epaisseur de la couche de contrainte : plus hc est eleve, plus les 

deplacements sont faibles. C'est le cas autant pour les cas ou les tampons ont une 

masse que pour les cas sans masse. 

L'epaisseur de la couche de viscoelastique influence quant a elle la reponse en 

deplacement lorsqu'elle est associee aux deux autres facteurs : 

- L'augment at ion de hv diminue l'amplitude de vibration a mesure que la longueur 

du tampon augmente. Cette augmentation est davantage remarquee lorsque Lc 

a une grande valeur. 

- L'influence du parametre hv est importante lorsque la couche de contrainte est 

mince alors que son role est faible lorsque hc est eleve. 

Globalement, on constate que l'ajout d'un tampon amortissant compose de visco­

elastique diminue l'amplitude de vibration. Pour chacun des parametres, l'ajout de 

masse a un effet allant de « pas significatif » a « legerement significatif ». Lorsque 

l'effet est present, cela se traduit par une diminution des valeurs RMS (qui de-

meurent en tout temps inferieures a la valeur de reference de la poutre nue). 

II est done clair qu'il y a diminution d'amplitude meme sans masse. II est main-

tenant legitime de se poser la question sur l'impact de la raideur ajoutee par le 

tampon. II aurait ete particulierement interessant de faire le meme exercice que 

pour la masse, en etudiant les effets separes de l'ajout de rigidite en s'attardant 

aux modules de perte (Gi) et de restauration (Gs), et consequemment de r\. Ce-

pendant, ces proprietes ont ete obtenues en respectant le principe d'equivalence 

temps-frequence (section 1.2.2) a partir d'un materiau reel (via l'utilisation d'une 
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serie de Prony). Le fait de retirer soit la partie reelle, soir la partie imaginaire 

de G* aurait comme consequence de ne plus representer le comportement reel du 

viscoelastique, allant a l'encontre d'un des objectifs du travail. 

Une solution qui pourrait etre appliquee de maniere a faire varier ces parametres 

serait de « fabriquer » un essai de relaxation dans le domaine temporel qui, une fois 

transforme en frequence, respecter ait les criteres qui seraient pre-etablis (facteur de 

perte, modules de perte et de restauration). Enfin, dans le meme ordre d'idee, il se­

rait d'interet de quantifier l'erreur qui s'ensuit lorsque les proprietes des materiaux 

ne refletent pas un comportement reel (par exemple des proprietes constantes). 

Sur le plan des simulations, notons que les resultats numeriques presentes pro-

viennent d'une excitation et d'une mesure en bout de poutre (xf = Xo = L). La 

reponse a done ete observee en un point ponctuel et des conclusions ont ete tirees. 

Le fait de n'observer qu'un seul point empeche cependant l'obtention de donnees 

concernant la propagation de l'onde de flexion dans la poutre. Comme il a ete 

montre a la section 3.4, le modele est en mesure de representer adequatement cette 

propagation. Des travaux subsequents devraient se pencher sur ce phenomene et 

etudier les effets de variation des differents parametres sur la propagation. 
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CONCLUSION 

Ce projet consist ait a determiner l'effet d'un traitement surfacique partiel et 

contraint sur la reponse transitoire initiale d'une poutre encastree-libre soumise a 

un impact. D'abord, les equations du mouvement du systeme ont ete developpees 

en combinant la methode de discretisation en serie Assumed Modes et les equations 

de Lagrange. De cette fagon, le systeme continu a pu etre represente par un sys­

teme discret a plusieurs degres de liberte. Les proprietes du materiau viscoelastique 

ont ete modelisees en utilisant une serie de Prony dans le domaine frequentiel, de 

sorte que son equivalent temporel etait physiquement admissible. Les equations 

du mouvement ont ete resolues dans le domaine frequentiel fournissant du meme 

coup les frequences naturelles du systeme. Les deplacements en frequences etaient 

alors convertis dans le domaine temporel en utilisant une Tranformee de Fourier 

inverse. Les frequences naturelles et les reponses transitoires obenues a l'aide de 

la methode ont ete validees avec la litterature et avec des donnees experimentales. 

Ces dernieres ont permis de combler un manque certain de donnees dans la litte­

rature concernant le regime transitoire initial. II a ete montre que l'utilisation du 

modele etait valable pour representer le comportement d'une poutre encastree-libre 

avec plusieurs configurations de traitement amortissant (particulierement pour des 

couches viscoelastiques epaisses). 

Une etude numerique visant a determiner 1'influence des differents parametres 

constituant le tampon amortissant a par la suite ete menee. De nombreux cas 

ont ete traites de maniere a apprecier l'effet du positionnement du traitement (xi), 

de sa longueur (Lc), de l'epaisseur de la couche viscoelastique (hv) et celle de la 
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couche de contrainte (hc). 

L'etude nous a permis de constater certains points : 

- Le fait de deplacer le tampon vers l'extremite libre et de diminuer sa longueur 

peut conduire a de grave problemes de causalite, engendrant des resultats nume-

riques aberrants (e.g. presence d'un deplacement avant l'impact). 

- La longueur du traitement joue un role important dans le deplacement initial du 

systeme. Plus celle-ci diminue, plus la reponse se comporte comme celle d'une 

poutre nue. Inversement, plus elle augmente, plus le deplacement initial est faible. 

- Plus l'epaisseur de la couche de contrainte augmente, plus la reponse initiale est 

faible. 

- L'epaisseur de la couche de viscoelastique a de moins en moins d'effet a mesure 

que l'epaisseur de la couche de contrainte augmente. 

- L'influence de l'epaisseur de la couche de viscoelastique ne presente pas de ten­

dance particuliere. Sinon que, pour un traitement long, plus l'epaisseur de la 

couche de viscoelastique augmente, plus les deplacements sont faibles. 

L'effet de masse ajoutee par le traitement amortissant a aussi ete considere. II 

s'avere que le comportement du systeme ne change pratiquement pas lorsque la 

masse du tampon est nulle. La seule difference consiste en une diminution d'am-

plitude des deplacements. 

Ces travaux soulevent de nouvelles questions, notamment sur le probleme de cau­

salite et sur les methodes qui permettraient de l'eviter. II serait aussi pertinent 

de quantifier l'erreur associee a des parametres viscoelastiques qui ne seraient pas 

issus d'un materiau reel. De cette maniere, il serait possible de considerer l'effet 
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de raideur ajoutee par le tampon et d'en qualifier l'influence. La propagation des 

ondes de flexion dans le systeme serait aussi un sujet pour les prochains travaux. 

Enfin, la generalisation du present modele analytique pour representer le compor-

tement de plaques devrait permettre une meilleure comprehension des phenomenes 

d'impact lors de l'assemblage de structures comme une carlingue d'avion et aider 

a developper des solutions pour reduire les bruits. 
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ANNEXE I 

REVUE DE LA LITTERATURE — COMPLEMENT 

Cette annexe constitue un complement a la revue bibliographique presentee au 

chapitre 1. On y retrouve d'abord une section sur le controle actif des vibrations. II 

s'agit d'un volet important du domaine dont il est question dans le present ouvrage 

et un simple survol n'est effectue ici. Une section traitant des critiques qu'ont rec,ues 

les hypotheses emises par Mead et Markus (Mead and Markus, 1969) a aussi ete 

ajoutee. Finalement, une section s'attarde sur certains cas particuliers d'utilisation 

du traitement contraint. 

1.1 Controle actif 

Le controle actif des vibrations a fait l'objet de nombreuses etudes. En 1993, Baz 

et Ro (Baz and Ro, 1993b; Baz and Ro, 1993a) proposerent une methode hybride 

d'amortissement combinant le traitement passif et le traitement actif en remplagant 

la couche de contrainte du traitement passif par une couche de piezoelectrique. 

Depuis ce temps, de nombreux auteurs ont travaille sur la modelisation de ce type de 

systeme. Citons entre autres les travaux sur le plan analytique de Lam et al. (Lam 

et al., 1997), Gao et Shen (Gao and Shen, 1999) et de Cai et al. (Cai et a l , 2006) 

et ceux de Shi et al. (Shi et al., 2001), Lim et al. (Lim et al., 2002), Balamurugan 

et Narayanan (Balamurugan and Narayanan, 2002), Hau et Fung (Hau and Fung, 

2004) qui concernent les elements finis. 



121 

1.2 Un mot sur les hypotheses 

Les hypotheses de Mead et Markus (Mead and Markus, 1969) utilisees par plusieurs 

ont ete remises en cause dans certaines etudes. 

1.2.1 Linearite du viscoelastique 

L'utilisation d'un materiau elastique ou viscoelastique en guise de couche centrale 

d'une construction sandwich comme il etait question plus haut est basee sur l'hy-

pothese que le viscoelastique se comporte de fagon lineaire. II existe cependant 

d'autres modeles qui tiennent compte du fait que le viscoelastique ne se comporte 

pas comme tel mais plutot selon des modeles d'ordre superieur. Citons par exemple 

les travaux de Lee, Xavier et Chew qui utiliserent un modele zig-zag afin de re-

presenter le viscoelastique insere dans une poutre sandwich (Lee et al., 1993). Ce 

modele propose tient compte d'une variation cubique des deplacements axiaux et 

une variation parabolique du cisaillement transversal. Plus recemment, Hu et al. 

ont evalue certains modeles d'ordre superieur et des modeles zig-zag presents dans 

la litterature et qui font intervenir des deplacements nonlineaires du viscoelastique 

(Hu et al., 2006). Chacun de ces modeles presentes differentes relations cinema-

tiques. Des resultats analytiques et numeriques sont presentes et portent sur des 

cas statiques et dynamiques. 

Bhimaraddi s'interessa aussi aux poutres sandwich (Bhimaraddi, 1995). II deve-

loppa un modele basee sur l'hypothese que les contraintes en cisaillement des ma-

teriaux varient lineairement dans la couche centrale et paraboliquement dans les 
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couches exterieures, de fagon a ce que le cisaillement soit nul sur les deux surfaces 

exterieures. Le principe de Hamilton est utilise pour determiner les equations du 

mouvement. Le tout n'est modelise qu'en utilisant trois variables associees a la 

couche de base. C'est ce qui en fait selon l'auteur le plus grand avantage car cela 

limite les coordonnees a traiter, specialement pour les modeles par elements finis. 

1.2.2 Interface 

En 1993, Bai et Sun critiquaient d'une part, le fait que l'hypothese concernant le 

contact parfait entre les couches n'etait pas realiste et, d'autre part, que les modeles 

ne convenaient pas aux materiaux viscoelastiques beaucoup moins rigides que les 

couches de contraintes (Bai and Sun, 1993). Pour corriger ces situations, des dis-

continuites ont ete introduites au niveau des fonctions de deplacements longitudi-

naux de l'interface. De plus, les deformations du viscoelastiques ont ete considerees 

comme etant nonlineaires. Les resultats presentes demontrent que le modele pro­

pose produit de meilleurs resultats concernant les vibrations des modes superieurs. 

1.2.3 Poutre de base et couche de contrainte 

En 1995, Silverman proposa un modele utilisant les poutres de Timoshenko en guise 

de couches exterieures du sandwich et inclut les effets du cisaillement (Silverman, 

1995). II prit aussi en compte l'effet de tension axiale dans la couche centrale. Au-

cune limitation n'a ete imposee quant aux valeurs des rapports de rigidite entre 

les couches externes et la couche centrale, pas plus qu'en ce qui a trait au rapport 

des epaisseurs de ces memes couches (en imposant toutefois que le sandwich etait 
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symetrique). En calculant les energies cinetique et de deformation du systeme, le 

principe de Hamilton a ete applique pour trouver les equations du mouvement. 

Pour la majorite des cas traites, il n'etait pas possible de trouver la solution exacte 

a l'equation du mouvement. Alors, une solution approximative par la methode de 

Galerkin a ete utilisee. Fait interessant, les fonctions admissibles utilisees pour solu-

tionner par cette methode etaient fonction du temps et de deux variables spatiales, 

respectivement dans le sens de l'axe et dans la direction transversale. La conclusion 

principale de l'etude stipule que dans le cas d'une poutre sandwich simplement sup­

ported ou encastree-encastree, l'augmentation de l'epaisseur des couches externes 

ne se traduit pas obligatoirement par une augmentation des frequences naturelles 

comme on serait tente de la croire. 

1.2.4 Compressibilite du viscoelastique 

Certains auteurs ont emis des reticences quant a l'hypothese concernant l'incom-

pressibilite du materiau viscoelastique constituant la couche centrale des poutres 

sandwich. En effet, selon Sisemore, de nombreux articles utilisent l'hypothese de 

Mead et Markus stipulant que E* —>• oo sans se poser la question sur son bien-

fonde (Sisemore and Darvennes, 2002). Ceci signifie done que le cisaillement serait 

le mecanisme predominant de dissipation d'energie. De plus, une telle hypothese 

simplifie les relations geometriques utilisees. L'inclure implique l'ajout d'au moins 

un degre de liberte dans le systeme et complique 1'analyse. 

Douglas et Yang ainsi que Miles et Reinhall ont utilise un modele ou la compres­

sion du viscoelastique est prise en compte (Douglas and Yang, 1978; Miles and 

Reinhall, 1986). Leur analyse autorise alors quatre mouvements : les deplacements 
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transversaux des deux couches externes ainsi que leur deplacement longitudinal 

respectifs (il est important de noter que les conditions aux limites dans ces deux 

cas ne sont appliquees qu'a une seule des deux couches exterieures). Dans le cas de 

Douglas et Yang, l'effet de la compression uniquement a ete pris en compte (i.e. 

G*v —»• 0). Les equations du mouvement ont ete determinees suivant la logique de 

Mead et Markus. lis concluent qu'aux alentours de la frequence de resonance en 

compression, qu'ils appellent « frequence de delamination », o>c, la compression du 

viscoelastique assure une dissipation importante de l'energie. II est important de 

noter que Douglas et Yang ont utilise des proprietes viscoelastiques variables en 

frequences 

Gl = 1,42 • 105 e0'494 • ln^/27T) [1 + 1,46j]. (1.1) 

Quant a eux, Miles et Reinhall se sont servi du principe de Hamilton et ont solu-

tionne les equations du mouvement par la methode de Ritz. Critiquant le fait que 

les developpement de Douglas et Yang ne tenaient compte que de la compression 

du viscoelastique, dans le cas present, les deux modules, E* et G*v ont ete consi-

deres. Cependant, ces proprietes ont ete considerees comme etant constantes en 

frequence. Selon Miles et Reinhall, lorsque le viscoelastique est tres leger et si au 

moins une des couches exterieures est rigide en flexion, alors l'amortissement in-

duit par la compression du viscoelastique peut devenir le mecanisme de dissipation 

principal. 

En 2000, Austin et Inman (Austin and Inman, 2000) ont publie un article mettant 

en garde l'utilisation d'hypotheses trop simplistes pour modeliser le comportement 

vibratoire des poutres traitees par un tampon amortissant partiel. lis presenterent 

un modele par elements finis afin de montrer qu'il ne faut pas toujours negliger la 
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compression du viscoelastique et ce, specialement lorsque la couche de contrainte 

du traitement amortissant est tres rigide alors que la viscoelastique Test beaucoup 

moins. lis ont base leur etude sur le calcul de l'energie de deformation modale. 

En 2002, Sisemore et Darvennes, s'appuyant sur des resultats preliminaries experi-

mentaux ont presente un nouveau modele impliquant la compression de la couche 

centrale viscoelastique (Sisemore et al., 1999; Sisemore and Darvennes, 2002). A 

l'instar de Douglas et Yang dont il etait question plus liaut, les conditions aux 

limites ne sont appliquees qu'a la couche inferieure du sandwich. Les auteurs se 

positionnent contre Fidee de Douglas et Yang a l'effet que la compression du vis­

coelastique n'a d'effet que sur une tres courte plage de frequences autour de la 

frequence de delamination. lis sont toutefois d'accord sur le fait que la compression 

du viscoelastique devient le mode de dissipation predominant uniquement autour 

de UJC. 

Sokolinsky et al. presentment aussi un modele par elements finis ou le viscoelas­

tique etait considere comme etant peu rigide et pouvait subir les effets en compres-

sion(Sokolinsky et al., 2004). lis appliquerent un modele d'ordre superieur et les 

conditions limites etaient appliquees a toutes les couches. Les resultats montrerent 

alors que les couches exterieures pouvaient vibrer independamment et presentaient 

des modes symetriques et antisymetriques. 

Bien que la grande majorite des etudes menees sur les poutres sandwich concernent 

les vibrations transversales, quelques articles traitent des vibrations de telles struc­

tures dans le plan perpendiculaire. C'est le cas de Nayfeh qui considera les vi­

brations des poutres elastique-interface-viscoelastique-interface-elastique dans le 
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plan xy (consistant avec la notation de la figure 1.3a) sur les plans experimental 

et analytique (Nayfeh, 2004). II conclut que les vibrations de ce systeme induites 

dans le plan xy (plane of lamination) peuvent etre une source importante d'amor-

tissement pour les modes inferieurs dans ce meme plan. Nayfeh fait de plus une 

analogie entre ce cas et les vibrations transverses pour lesquelles on tient compte 

de la compression du materiau viscoelastique comme il a ete question plus haut. 

1.3 Variantes et applications 

L'amortissement d'une poutre a l'aide d'un traitement partiel double a ete etudie 

par Chen et Huang ainsi que par Levy et Chen (Chen and Huang, 1999; Levy 

and Chen, 1994). Tandis que la configuration inverse, ou une couche partielle de 

viscoelastique est contrainte entre deux poutres de meme longueur a ete etudiee 

par Park et Choi (Park and Choi, 2004). 

En 1999, Chen et Huang traiterent de l'utilisation de traitement contraint pour 

l'amortissement de coques cylindriques en adoptant les proprietes de Douglas (Chen 

and Huang, 1999). lis ont discute de l'effet de la longueur du traitement, de l'epais-

seur du viscoelastique et de la couche de contrainte. 

En 2001, KiehletJerzak ont presente un bref article concernant l'application d'un 

traitement amortissant contraint dans le but d'amortir les vibrations d'un canon 

de fusil (Kiehl and Jerzak, 2001). En se servant du modele GHM, les equations du 

mouvement sont etablies et solutionnees en passant par un espace d'etat. L'article 

presente montre davantage la methode que l'utilisation que Ton peut en faire. 

Notons d'ailleurs que la validation du modele n'est pas effectuee. 
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En 2005, Hao et Rao presentment un modele analytique d'une poutre amortie par 

un traitement amortissant dont la couche de contrainte, tout comme la couche 

centrale, sont constitutes de materiaux viscoelastiques (Hao and Rao, 2005). Se-

lon les auteurs, un tampon constitue de deux couches de viscoelastiques differents 

possede de meilleures proprietes amortissantes et ce, sur de plus grandes plages de 

temperatures et de frequences. L'avantage certain d'une telle configuration reside 

dans le fait que le tampon est facilement malleable a la chaleur pouvant ainsi se 

mouler facilement a la structure devant etre amortie. lis sont notamment utilises 

dans l'industrie des composants informatiques. 

Yaman publia en 2006 une etude par elements finis concernant le comportement 

d'une poutre encastree-libre dont l'extremite est une masse ponctuelle et sur la-

quelle est installe un tampon amortissant partiel (Yaman, 2006). 
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ANNEXE II 

METHODE NUMERIQUE 

II. 1 Methode de Nashif et generalisation 

Le comportement des materiaux viscoelastiques peut etre represente par une ri-

gidite complexe en fonction de la frequence (sections 1.2.1, 3.3.1). Selon Nashif 

et al. (Nashif et al., 1985), une telle representation implique que les equations du 

mouvement doivent etre ecrites dans le domaine frequentiel. Par exemple, un sys-

teme a un degre de liberte constitue d'une masse m et d'une rigidite complexe 

k*(w) = k(ui){l + jv(u)) et soumis a une impulsion Dirac sera represente par 

Fequation du mouvement 

mx + k*x = F(t)1 (III) 

ou F(t) — S(t). Suite a l'application d'une transformee de Fourier, on obtient le 

deplacement en frequence 

X{UJ) ~ k(u){l+jV(u))-mu*- ( I L 2 ) 
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A partir de l'equation (II.2), il est possible d'obtenir le deplacement temporel du 

systeme, en appliquant une transformed de Fourier inverse. Ainsi, 

1 fOO 

(*) = — / X(u)e^du, 

_ 1 r°° eju}tdu 
~ 27 7-co k(u){\ + j<q(u)) - mtu2' ( I L 3 ) 

= \f ' 
7T Jo 

1 r°° \k(u) — rnu2} cosut + k(u)ri(u) sin art , 
' du. 

[-TOW2 + k(u)]2 + k2(u)rj2(u) 

II est important de remarquer qu'il n'y a aucune partie imaginaire dans l'equa­

tion (II.3). Cela est du au fait que, pour les raisons evoquees a la section 3.3.5, k(u) 

est une fonction paire, alors que r/(u) est une fonction impaire1. Ceci, combine au 

fait que eJu;* = cos(o;t) + jsin(ut), ou cos est une fonction paire et ou sin est une 

fonction impaire, implique que le resultat de l'equation (II.3) est reel. L'obtention 

d'une expression analytiqe comme celle representee par l'equation (II.3) devient 

rapidement ardue lorsque la quantite de degres de liberte augmente. Cependant, le 

principe demeure le meme. Par exemple, pour un systeme a deux degres de liberte 

constitue de deux masses identiques, de deux rigidites complexes et dont une des 

masses subit une impulsion Dirac (figure II. 1), la meme methode peut etre appli-

quee. Ainsi, le deplacement en frequence de la premiere masse peut etre exprime 

en fonction des deux rigidites complexes k\ et /c|, soit : 

Xl{u) = f{k1M, rjwm). (II.4) 
paires impaires 

Suivant le developpement precedent, on obtient le deplacement temporel de la 

^ e c i signifie que k(co) = k(-u) et que t](u}) = —T/(—w) 
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//// '//// 

Figure II. 1 - Systeme viscoelastique a deux degres de liberte. 

premiere masse en effectuant une transformee de Fourier inverse : 

1 f°° 
i(t) = — / X\(u)[cosut +jsinut] dui, 

27T J-oo 
1 r°° (11.5) 

paire impaire 

L'integrale de — oo a +oo d'une fonction impaire etant nulle, le deplacement X\{t) 

est bel et bien reel. Le meme constat est applicable pour X2{t). 

II est possible d'appliquer numeriquement cette procedure a un systeme a plusieurs 

degres de liberte. 
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II.2 Scripts et fonctions Matlab 

Cette section fournit le code produit dans Matlab pour effectuer les calculs nu-

meriques necessaires a l'obtention des resultats numeriques. Chaque sous-section 

correspond a un script ou une fonction utilises (fichier « m »). 

Etant donne la complexite des expressions de fonctions de formes (specialement 

pour les fonctions transversales d'une poutre encastree-libre), notons que le module 

symbolique de Matlab a ete utilise pour certaines operations (notamment dans la 

definition des fonctions de forme comme telles, annexe II.2.6). 



II.2.1 Script initial de simulation 

yt 
% Script de simulation 
% 

clear all 
clc 

% 

% Repertoires: 

% 1. Repertoire_Travail: repertoire ou se retrouvent tous les 

% fichiers du script et le fichier de proprietes de la poutre 
% etudiee. 
% 2. Repertoire_Enregistrement: Repertoire ou seront 
% enregistres les resultats de la simulation. 

Repertoire_Travail = 'J:/.../Script' 
Repertoire_Enregistrement = 'J:/.../RESULTATS/16octobre07J 

% 

% 

% Charger les proprietes de la poutre qui sera etudiee 

cd(Repertoire_Travail); 
Poutre; % Inscrire le nom du script contenant les 

% proprietes du systeme 
% 

% 

% Definitions de 1'etude parametrique: 
% Chaque propriete est definie dans un vecteur dont la longueur 

% est stockee dans la variable Px. 
% Les proprietes etudiees sont les suivantes: 
% A - Longueur du traitement 
% B - Position du traitement (debut & fin) ; fonction de la 
% longueur A et definie plus loin dans les boucles 
% C - Epaisseur du viscoelastique 
% D - Epaisseur de la couche de contrainte 

L_c_liste = [0.1 0.2 0.3 0.4 0.5]; % PROPRIETE A 



h_v_liste = h_b*[l/4 1/2 3/4 1 3/2]; 7. PROPRIETE C 
h_c_liste = h_b*[l/4 1/2 3/4 1 3/2]; 7„ PROPRIETE D 

PA = length(L_c_liste); 
PC = length(h_v_liste); 
PD = length(h_c_liste); 

for PROPRIETE_A = i:PA 

L_c = L_c_liste(PROPRIETE_A); 

x_l_liste = 0:0.1:(L-L_c); % PROPRIETE B 
PB = length(x_l_liste); 

for PROPRIETE_B = 1:PB 
x_l = x_l_liste(PROPRIETE_B); 
x_2 = x_l + L_c; 

for PROPRIETE_C = 1:PC 
h_v = h_v_liste(PROPRIETE_C); 

for PROPRIETE_D = 1:PD 

h_c = h_c_liste(PROPRIETE_D); 

% Creation du nouveau repertoire pour 
% enregistrement de la reponse: 
Id = [num2str(PR0PRIETE_A) '_' ... 
num2str(PR0PRIETE_B) '_' ... 

num2str(PR0PRIETE_C) '_' ... 
num2str(PR0PRIETE_D)]; 

Repertoire_Nouveau = Id; 
mkdir(Repertoire_Enregistrement, ... 
Repertoire_Nouveau); 

tic; % Depart chrono pour le calcul 

disp(['DEBUT ' num2str(PR0PRIETE_A) ... 
num2str(PR0PRIETE_B) ... 

num2str(PR0PRIETE_C) ... 
num2str(PR0PRIETE_D)]) 

dispCCalcul frequentiel') 
Modele; % Appel du modele de 

°/0 resolution en frequences 
Menage_frequentiel; % Supprimer les variables 



A inutiles pour le calcul 

% temporel 

disp('Calcul temporel;); 
reponse_transitoire; °/0 Appel du script 

% calculant la reponse 

% temporelle 

% Enregistrement de 1'information calculee 

% dans le repertoire approprie 

disp('Enregistrement'); 
cd(Repertoire_Enregistrement); ... 

cd(Repertoire_Nouveau); 
save([Id '.mat'], 'y'); 
cd(Repertoire_Travail); 
Menage_temporel; % Supprimer les variables 

'/, inutiles du calcul temporel 

toe % fin du chrono 

disp(['FIN ' num2str(PR0PRIETE_A) ... 
num2str(PR0PRIETE_B) ... 
num2str(PR0PRIETE_C) num2str(PR0PRIETE_D)]) 



II.2.2 Fichier de proprieties du systeme (poutre.m) 

7. Proprietes du montage 
% A etre charge au debut du script principal 

% Proprietes physiques 

L = 0.5; % longueur poutre de base(m) 
B = 0.0254; 7. largeur du systeme (m) 
h_b = 0.003175; % epaisseur poutre de base (m) 

% masses volumiques : base, c. contrainte, viscoelastique (kg/m3) 

rho_b = 2700.0; 

rho_c = 2700.0; 

rho_v = 1124.0; 

% Modules d'Young : base, c. contrainte (Pa) 

E_b = 70e9; 

E_c = 70e9; 

7o coef f. poisson du visco (inutile ds le calcul selon les hyp) 
nu = 0.5; 

7o position sur la poutre ou est appliquee la force (m) 

x_f = L; 

7o Type de montage 
"/, CF = clamped-free 
Montage = 'CF'; 

BConditions_CC = 0; 7. 0: CC libre libre; 
7. 1: CC a les memes conditions limites 
'/, que la poutre de base 

7o Modes utilises 
n_w = 20; °/„ transversaux 
n_b = 10; 7o longitudinaux de la poutre de base 

n_c = 10; 7o longitudinaux de la couche de contrainte 

7o Amplitude de la Dirac 
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f_0 = 1; 

°/„Prony: Parametres de la serie de Prony 

g = [0.2 0.63]; 

t a u = [0.007 0 . 0 7 0 ] ; 
G_inf = 2 .4e6 ; 



II.2.3 Script de calcul en frequence (modele.m) 

% 

% Proprietes de la simulation en frequences 
% 

dt = 5e-5; % pas temporel (s) 
T = 25; % temps max. de simulation (s) 

t = 0:dt:T; % vecteur de temps 

Nt = length(t); 
Fs = 1/dt; 7. freq. max du signal 
Nf = 2~nextpow2(Nt); 
f = Fs/Nf * (0 : Nf/2-1); 7. 1/2 vecteur de frequences (hz) 
omega = 2*pi*f; % Id. (rad/s) 

df = f(2) - f(l); 7. pas freq. (hz) 

domega = df*2*pi; '/, pas freq. (rad/s) 

Choix_Resol = 1 ; % 1 _ Resolution traditionnelle 
% 2 - Utilisation de Cholesky 

Pre_All; 7. APPEL DE SCRIPT: Preallocation des espaces 
'/, memoires pour la formation des matrices de 
7. masse et de rigidite ET definition des 
% variables symboliques 

force_impact; % APPEL DE SCRIPT: Definition de la force 

% reelle d'impact / Le resultat est une 
% fonction dans le domaine frequentiel 

% Declaration des variables utiles aux calculs 
d = h_v + (h_c + h_b)/2; 7, voir annexe, fin chp 3. 
I_b = B*h_b~3/12; 7. sec. moment surface base 
I_c = B*h_c~3/12; % sec. moment surface c.contrainte 

7o Discretisation des limites pour 1' integration numerique 
Discr_int = 0.0001; '/. pas 
L_discr = 0:Discr_int:L; 7. vecteur pour integration de 0 a L 
x_12 = x_l :Discr_int :x_2; 7» vecteur pour integration de xl a x2 

7o Vecteurs de fonctions de forme en fonction de Montage 



% (defini dans le fichier des proprietes de la poutre) 

switch Montage 

case 'SS' °/„ poutre simplement supportee 

Fct_SS 

case 'CF' °L poutre encastree - libre 
Fct_CF 

case 'CCJ % poutre encastree-encastree 

Fct_CC 

case 'CS' % poutre encastree-simpl. supp. 

Fct_CS 

end 

% 

disp(' Fonctions des formes : OK'); 

Matrices_termes_constants; % APPEL DE SCRIPT: Constitution 
% des termes constants des 
% matrices de masse et de rigidite 

dispC Matrices pour integration : OK'); 

dispC Termes pour constitution des matrices : OK'); 

Temp_Force = subs(W, x, x_f); % effectuer l'operation symbolique 

% en dehors de la boucle 

dispO Debut du calcul frequentiel . . . ' ) ; 

for n = 1:length(omega) 

yt 

% utilisation des serie prony: definition des 

% proprietes g et tau a l'interieur du fichier 
% de proprietes Poutre 
% 

G_0 = G_inf/(l-sum(g)); 

G_v = G_0 - G_0*sum(g) + ... 
G_0*sum(i*omega(n)*g.*tau./(l+i*omega(n)*tau)); 

E_v = G_v*3; % Non utilise dans le calcul selon 
% les selon les hypotheses emises 

% 



C = G_v*B/h_v; /„ terme "g" presente en annexe de 
% 1'article (voir fin chp. 3) 

% Calcul des Rigidites fonction de la frequence 

K_ 
K_ 
K_ 
K. 
K. 
K 

_v_ 
v_ 
_v_ 
_v_ 
_v_ 
V 

.6 
_5 
_4 
.3 
.2 
1 

= 

= 

= 

= 

= 

= 

C*Constante_ 
OConstante 
OConstante 
OConstante_ 
OConstante_ 
OConstante 

_K_ 
_K_ 
_K_ 
_K. 
_K. 
K 

_v_ 
_v_ 
_v_ 
_v_ 
_v_ 
V 

_6 
_5 
.4 
.3 
.2 
1 

% Definition des matrices generalisees de Rigidite 

K_b = [K_b_2 zeros(n_w, n_b) zeros(n_w, n_c); ... 
zeros(n_b, n_w) K_b_l zeros(n_b, n_c); ... 
zeros(n_c, n_w) zeros(n_c, n_b) zeros(n_c, n_c)]; 

K_c = [K_c_2 zeros(n_w, n_b) zeros(n_w, n_c); ... 
zeros(n_b, n_w) zeros(n_b, n_b) zeros(n_b, n_c); ... 
zeros(n_c, n_w) zeros(n_c, n_b) K_c_l]; 

K_v = [K_v_6 -(K_v_5).' K_v_4.'; ... 

-K_v_5 K_v_3 -(K_v_2). ' ; ... 

K_v_4 -K_v_2 K_v_l]; 

K = K_b + K_c + K_v; 

% definition de la force qui est fonction de la frequence 
F = [F_impact(n) * Temp_Force; ... 

zeros(n_b, 1); ... 
zeros(n_c, 1)]; 

% resolution du systeme 
Z = (K - (omega(n)~2)*M)\F; % Z est un vecteur qui contient 

7„ les deplacements : 
°/0 1. Transversaux (les n_w premiers 

% pts) 
% 2. Long, de la base (les n_b pts 
7o suivants) 
7o 3. Long, de la CC (les n_c 
7o derniers pts) 
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Z_Matrx(n,:) = Z(l:n_w, 1).'; % Enregistrement des deplacements 

% transversaux uniquement 

if isequal(mod(n, 50000), 0) % indicateur de progression 

disp([num2str(n) ' / ' num2str(Nf/2)]); 
end 

end 

% construction du spectre complet a partir de 1'information 

7. connue / le spectre est pret a etre utilise numeriquement 
7. (ie : construit pour le domaine frequentiel positif uniquement) 
7o Y est une matrice 
Y = [Z_Matrx; conj(flipud(Z_Matrx(2:end, :)))]; 

clear Z Z_Matrx f omega F F_impact; % variables inutiles 



II.2.4 Script de preallocation de la memoire (Pre_All.m) 

% Definitions des variables symboliques 
syms x W U_b U_c; 

% Preallocation des memoires pour les matrices de masses et 
% de rigidite et pour la matrice de reponse frequentielle 

% Matrices de masse - structure 

% M_I = [M_b_l+M_c_l+M_v_l zeros(n_w, n_b) zeros(n_w, n_c); 
% zeros(n_b, n_w) zeros(n_b, n_b) zeros(n_b, n_c); ... 
% zeros(n_c, n_w) zeros(n_c, n_b) zeros(n_c, n_c)]; 

M_b_l = zeros(n_w, n_w); 
M_c_l = zeros(n_w, n_w); 
M_v_l = zeros(n_w, n_w); 

% Matrices de rigidite - structure 

% K_I = [K_b_2+K_c_2+K_v_6 -(K_v_5).' K_v_4.'; ... 
'/. -K_v_5 K_b_l+K_v_3 -(K_v_2).'; ... 
% K_v_4 -K_v_2 K_c_l+K_v_l]; 

K_b_l = zeros(n_b, n_b); 
K_b_2 = zeros(n_w, n_w); 

K_c_l = zeros(n_c, n_c); 
K_c_2 = zeros(n_w, n_w); 

Constante K v 1 
Constante_K_v_2 
Constante K v 3 
Constante K v 4 
Constante K v 5 
Constante_K_v_6 

= 

= 

= 

= 

= 

= 

zeros(n_c, 
zeros(n_c, 
zeros(n_b, 
zeros(n_c, 
zeros(n_b, 
zeros(n_w, 

n c) 
n_b) 
n b) 
n w) 
n w) 
n_w) 

K_v_l = zeros(n_c, n_c); 
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K_v_2 

K_v_3 

K_v_4 
K_v_5 
K_v_6 

= 

= 

= 

= 

= 

zeros(n_c, 
zeros(n_b, 

zeros(n_c, 
zeros(n_b, 
zeros(n_w, 

n_b) 
n_b) 

n_w) 
n_w) 
n_w) 

Z_Matrx = zeros(Nf/2, n_w); 
% 
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II.2.5 Script de definition de la force (force_impact.m) 

yt 
% Force d'impact modelisee a partir de 1'equation 2 de Ross&Ostiguy, 
7. JSV 301 2007 28-42, tiree de la reference 6 du meme article. 
% 

% Parametres de 1'equation (nos parametres pour obtenir quelque chose 
% qui ressemble a 1'experimental) 

Fmax = 25; 

tau = le-3; 
Lambda = 1.0; 

t_contact = 0:dt:3e-3; 

T_force = pi * t_contact / tau; % temps adimensionel pour 

% le calcul de la force ou 
7, t correspond au temps de 
% contact 

% force dans le domaine temporel [application de 1'equation (2)] 
f_impact = -(real(Fmax * ((1.l/(l+Lambda+2*Lambda~2)) .* ... 

(sin(0.97*T_force)).~1.5 .* exp(-(0.4*T_force).~4) + ... 
((l+2/Lambda)/(l+Lambda)) * ... 
(T_force./(T_force+1/Lambda))."1.5 .* ... 
exp(-T_force/Lambda)))); 

% force dans le domaine frequentiel: represente le spectre complet 
% defini uniquement dans le domaine frequentiel positif. ie: deja 
% mis en forme pour le calcul numerique 

F_impact = fft(f_impact, Nf)*dt; 
clear T_force; 
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II.2.6 Script de definition des fonctions de formes d'une poutre encastree-libre 

(Fct_CF.m) 

% Fonctions de formes transverses - Encastree-Libre 
% x est une variable symbolique et consequemment, 
% W, U_b et U_c le sont aussi. 

for k = l:n_w 
beta = (k-0.5)*pi/L; 

gamma = (sinh(beta*L)-sin(beta*L))/(cosh(beta*L)+cos(beta*L)); 

if k == 1 
W(l,l) = cosh(1.875*x/L)-cos(1.875*x/L)-(sinh(1.875)- ... 

sin(1.875))/(cosh(1.875)+cos(1.875))* ... 
(sinh(1.875*x/L)-sin(1.875*x/D); 

elseif k == 2 

W(2,l) = cosh(4.6941*x/L)-cos(4.6941*x/L)-(sinh(4.6941)- ... 
sin(4.6941))/(cosh(4.6941)+cos(4.6941))* . . . 
(sinh(4.6941*x/L)-sin(4.6941*x/L)); 

else 
W(k,l) = cosh(beta*x)-cos(beta*x)- ... 

gamma*(sinh(beta*x)-sin(beta*x)); 
end 

end 

for k = l:n_b 

U_b(k,l) = sin((2*k-l)*pi*x/(2*U); 
end 

if isequal(BConditions_CC, 0) 
for k = 1:n_c 

U_c(k,l) = cos((k-l)*pi*(x)/L_c); 
end 

else 
for k = l:n_c 

U_c(k,l) = sin((2*k-l)*pi*x/(2*L_c)); 



end 

end 

W_x = diff(W, 'x'); 

W_xx = diff(W, 'x', 2) 

U_b_x = diff(U_b, 'x') 

U c x = diff(U c, 'x5) 

'/, derivee de W par rapport a x 
% derivee seconde de W par rapport a x 

% derivcee de U_b par rapport a x 

% derivcee de U_c par rapport a x 
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II.2.7 Script de definition des termes non fonction de la frequence (Ma-

trices_termes_constants. m) 

% Definition des termes non fonction de la frequence 

% Definition des tenseurs u t i l e s a 1'integration 
WW = W*W.'; 
WWx = W_x*W_x.'; 
WWxx = W_xx*W_xx.'; 

UcUc = U_c*U_c.'; 
UbUb = U_b*U_b.'; 
UcUb = U_c*U_b. '; 

UcUcx = U_c_x*U_c_x.'; 

UcxUbx = U_c_x*U_b_x.'; 

UbUbx = U_b_x*U_b_x.'; 

UcW_x = U_c * W_x.'; 
UbW_x = U_b * W_x.'; 

UcxWxx = U_c_x * W_xx.'; 

UbxWxx = U_b_x * W_xx.'; 

% Termes constants des matrices de masse et de rigidite 

for a = l:n_w 

for b = l:n_w 

M_b_l(a,b) = rho_b*h_b*B*integrale(WW(a,b), L_discr, x); 
M_c_l(a,b) = rho_c*h_c*B*integrale(WW(a,b), x_12, x); 
M_v_l(a,b) = rho_v*h_v*B*integrale(WW(a,b), x_12, x); 

K_b_2(a,b) = E_b*I_b*integrale(WWxx(a,b), L_discr, x); 
K_c_2(a,b) = E_c*I_c*integrale(WWxx(a,b), x_12, x); 

Constante_K_v_6(a,b) = (d~2)*integrale(WWx(a,b), x_12, x); 

end 

for b = 1:n b 
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Constante_K_v_5(b,a) = d*integrale(UbW_x(b,a), x_12, x); 

end 

for b = 1:n_c 
Constante_K_v_4(b,a) = d*integrale(UcW_x(b,a), x_12, x); 

end 
end 

7. 
for a = 1:n_b 

for b = l:n_b 
M_b_2(a,b) = rho_b*h_b*B*integrale(UbUb(a,b), L_discr, x); 
K_b_l(a,b) = E_b*h_b*B*integrale(UbUbx(a,b), L_discr, x); 
Constante_K_v_3(a,b) = integrale(UbUb(a,b), x_12, x); 

end 

for b = l:n_c 

Constante_K_v_2(b,a) = integrale(UcUb(b,a), x_12, x); 

end 

end 

for a = 1:n 
for b = 

end 
end 

°/„ % Matrice de masse 
% M_I - Matrice de base, cf Cai et Al 

M_b = [M_b_l zeros(n_w, n_b) zeros(n_w, n_c); ... 

zeros(n_b, n_w) zeros(n_b, n_b) zeros(n_b, n_c); 

zeros(n_c, n_w) zeros(n_c, n_b) zeros(n_c, n_c)]; 

M_c = [M_c_l zeros(n_w, n_b) zeros(n_w, n_c); ... 
zeros(n_b, n_w) zeros(n_b, n_b) zeros(n_b, n_c); 
zeros(n_c, n_w) zeros(n_c, n_b) zeros(n_c, n_c)]; 

M_v = [M_v_l zeros(n_w, n_b) zeros(n_w, n_c); ... 
zeros(n_b, n_w) zeros(n_b, n_b) zeros(n_b, n_c); 

c 
l:n_c 
M_c_2(a,b) = rho_c*h_c*B*integrale(UcUc(a,b), x_12, x); 
K_c_l(a,b) = E_c*h_c*B*integrale(UcUcx(a,b), x_12, x); 
Constante_K_v_l(a,b) = integrale(UcUc(a,b), x_12, x); 
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z e r o s ( n _ c , n_w) z e r o s ( n _ c , n_b) z e r o s ( n _ c , n_c)] ; 

M = M_b + M_c + M_v; 
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II.2.8 Fonction d'integration d'expressions symboliques (integrale.m) 

function In tegra t ion = in tegra le( In tegrande, Domaine_discret, z) 
7. 
7. Par D.Granger - 2007 
'/, Calcule a l'aide la commande trapz l'integrale d'une expression 
7o symbolique, "Integrande", composee d'une variable symbolique, "z", 
7o sur le domaine discretise "Domaine_discret". 
7o La fonction retourne une valeur numerique. 

7o Verifie si 1' integrande contient ou non la variable symbolique "z" 
7o findsym retourne '' s'il n'y a pas de variable symbolique dans 
7. "Integrande" 
Contient_Variable = findsym(Integrande); 

7o Procede a 1'integration: deux cas possibles 
7o 1. integration d'une constante (aucune variable symbolique dans 
°L 1'expression 
7o 2. integration de 1' expression 

if isequal(Contient_Variable, '') 
Integration = double(Integrande)*(Domaine_discret(end)-Domaine_discret(l)); 

else 

f_fun = vectorize(chardntegrande)); 
f_fun = @(x)eval(f_fun); 
Temp = f_fun(Domaine_discret); 

Integration = trapz(Domaine_discret, Temp); 
end 



II.2.9 Script de liberation de la memoire I (menage_frequentiel.m) 

% Destruction des var iab les u t i l i s e e s dans l e calcul f requent ie l et 
°/0 i n u t i l e s pour le calcul temporel. 

c lear L_discr 
c lear M 

clear domaine_frequentiel 

c lear -regexp "Constante 
c lear -regexp ~K 
clear -regexp ~M_ 
clear -regexp ~U 
clear -regexp "WW 
clear -regexp ~W_ 

II.2.10 Script de liberation de la memoire II (menage_temporel.m) 

% Destruction des var iab les u t i l i s e e s dans le calcul temporel et 
% i n u t i l e s pour le calcul f requent ie l . 

c lear freq2time 
clear forcing 
c lear Vect_Fct_Frm 
clear reponse_dirac 
c lear Conv_brute 
c lear reponse_convoluee 



II.2.11 Script de calcul de la reponse transitoire (reponse_transitoire.m) 

7. Calcul de l a reponse t r a n s i t o i r e 
x_0 = 0:0.005:L; % d i s c r e t i s a t i o n de l a longueur de l a poutre 
Nx_0 = length(x_0); 

y_temp = ifft(Y)*Fs ; % obtention de la reponse temporelle 

% a partir de la la reponse frequentielle 

clear Y; '/, variable inutile 

y_temp = y_temp(l:Nt, : ) ; '/, selection des points utiles 
y = zeros(Nt, Nx_0); 

"/, definition d'une matrice contenant les fct de formes 
7. transversales du systeme pour n_w modes etudies 
7o Evaluation des expressions symboliques avec la 
% discretisation x_0 
Matrx_Fct_Frm = zeros(n_w, length(x_0)); 
for b = l:n_w 

f_fun = vectorize(char(W(b))); 

f_fun = @(x)eval(f_fun); 
Matrx_Fct_Frm(b,:) = f_fun(x_0); 

end 

7o Ponderation avec les fct de formes pour chq 
7o position x de la poutre: ce qui fournit la 
7o reponse transitoire a chq point 
for c = l:Nx_0 

y(:,c) = y_temp*Matrx_Fct_Frm(:,c); 

end 

y = y(l: 10001, : ) ; '/, on ne conserve que les 10000 premiers 
7o points constituant une periode de pour 
"L eviter d'enregistrer un signal de 
7o 25 s inutilement 

clear Matrx_Fct_Frm y_temp; 7o variables inutiles 
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A N N E X E III 

F I G U R E S 

Les figures supplement aires mentionnees dans le texte sont presentees dans cette 
annexe. 
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Figure III. 1 - Effet de la position x\ pour un tampon d'une longueur Lc = 2L/5 
dont la couche de contrainte possede une epaisseur hc — hb/A sur la reponse initiale 
transitoire. Poutre nue ( ). x\ = 0 (——). x\ = L /5 (-~~-). x\ = 2L/5 (— - —). 
(a) hv = hb/A (b) hv = /i6/2 (c) hv = hb. 
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Figure III.l - (suite) Poutre nue ( ). xx = 0 ( ). xx = L/5 ( ). xx = 2L/5 
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Figure III.2 - Effet de la position x\ pour un tampon d'une longueur Lc — 3L/5 
dont la couche de contrainte possede une epaisseur hc — hb/4 sur la reponse initiale 
transitoire. Poutre nue ( ). X\ = 0 ( - — ) . x\ = L/5 ( ). (a) hv = hb/A (b) 
hv = hb/2 (c) hv = hb. 
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Figure III. 2 - (suite) Poutre nue ( ). x\ = 0 ( ). x\ = L/5 (--•-) . 
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Figure III.3 - Deplacement initial pour differentes epaisseurs de viscoelastique d'un 
tampon sans masse. Poutre nue ( ). hv = hb/A ( ). hv = hb/2 ( ). 
hv = 3 ^ / 4 ( ). hv = hb ( - - - ) . (a) hc = hb/A. (b) hc = hb/2. (c) hc = 3hb/4. 
(d) hc = hb. (e) hc = 3hb/2. 
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