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RESUME

Dans cette thése, on considére le probléme de planification multi-objective de
trajectoire des manipulateurs robotiques. D’abord, le probléme de planification hors
ligne est étudié. A partir des modéles cinématique et dynamique du robot, et ceux de
I’espace de travail et de la tiche, le probléme est formulé dans le cadre du calcul
variationnel, comme un programme non linéaire sous contraintes. La technique du
Lagrangien augmenté est appliquée a une représentation découplée de la dynamique
du robot afin de résoudre le probléme résultant de commande optimale. Cette étude
est développée pour deux classes de manipulateurs robotiques; les robots sériels
redondants et les robots parall¢les. Les différences principales, par rapport au
probléme de planification de trajectoire, entre les robots sériels et paralleles sont
revues et ’approche proposée tient compte de ces différences. Des simulations
réalisées sur des modeéles de ces robots montrent I’efficacité de cette approche
comparée a celles développées jusqu’a date, notamment les approches utilisant les
méthodes de pénalité ou celles basées uniquement sur la cinématique du robot.

La deuxiéme partie de cette thése concerne le probléme de planification en-ligne
de trajectoire des robots manipulateurs. Pour surpasser la complexité élevée des
approches conventionnelles de commande optimale en boucles ouvertes ou fermées,
nous avons proposé d’utiliser un systtme d’inférence neuro-floue dirigé par les

données (Data-Driven Neuro-Fuzzy Inference System). La ligne directrice de cette
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approche est jalonnée en trois étapes: D’abord, diverses techniques sont utilisées pour
générer hors ligne un ensemble de trajectoires couvrant suffisamment 1’espace de
travail du robot. Ensuite, ces données sont groupées par une technique de groupement
de données appelée ’’Subtractive Clustering’’. Ceci nous permet par la méme,
I’initialisation des paramétres d’un réseau neuro-flou. Dans la 3™ étape, ces
parametres sont optimisés en entrainant le réseau en question. Une fois construit et
optimisé, ce réseau est utilisé dans une phase de généralisation pour la planification
en-ligne de trajectoire, avec une complexité moindre. Des études de simulation et des
comparaisons ont ¢été effectuées pour les différentes techniques et les résultats sont

trés encourageants.

Mots clés: Robots sériels (RSs), Machines cinématiques paralleles (MCPs),
Planification multi-objective de trajectoire, Redondance cinématique, Lagrangien
augmenté, Découplage, Projection, Groupement des données, Réseaux neuro-flous

dirigés par les données.
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ABSTRACT

The multi-objective trajectory-planning problem for robotic manipulators is
considered in this thesis. In the first part, the offline-planning problem is formulated
in a variation calculus framework. Optimised criteria are robot travelling time and
electrical and kinetic energy, and a measure of manipulability to avoid singularities.
The optimisation process is done under several constraints such as actuator limitations
and passing through imposed poses. The resulting constrained non-linear and non-
convex optimal control problem is solved using an augmented Lagrangian with
decoupling technique. This approach has been implemented on two categories of
robotic manipulators; a serial redundant manipulator and a parallel manipulator. The
simulations gave very good results — as compared to only kinematic based planning
and approaches based on penalty methods — in time and energy minimisation and
constraints satisfaction.

The second part considers the online motion planning. Because of the
limitations of conventional techniques, a data-driven neuro-fuzzy approach is
developed. In a prior pre-processing step, a multi-objective trajectory planning is
performed using an offline methodology to generate as many as needed trajectories
covering the workspace and satisfying constraints related to robot kinematics and
dynamics, task and workspace. The obtained dataset is partitioned using a subtractive
clustering algorithm, initializing by the same token, for a data-driven neuro-fuzzy

system parameters. Then, the neuro-fuzzy system is trained and optimized to capture
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the dynamic multi-objective behaviour of the robot. This system allows online motion
planning with lower time consumption in a generalization phase. Simulations on a 3
DOF planar serial redundant manipulator show the robustness and high generalization
capabilities of the proposed system. These results show also its advantages — for time-
energy minimization, redundancy resolution, and singularity avoidance — as compared

to other approaches.

Keywords: Serial Robots (SRs), Parallel Kinematic Machines (PKMs), Multi-
Objective Trajectory Planning, Augmented Lagrangian, Decoupling, Kinematic
Redundancy Resolution, Subtractive Clustering, Data-Driven Neuro-Fuzzy Inference

Systems.
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CHAPITRE 1

INTRODUCTION
1. 1. Généralités
Dans le contexte de concurrence et de compétition mondiales actuelles, et
d’exigences de plus en plus croissantes en performance, flexibilité, agilité et réduction
des coits, les outils de planification de plus en plus rapides et précis deviennent
prépondérants pour le succés des entreprises [1, 2]. La simulation sur ordinateur
constitue un outil puissant et performant pour réduire les coiits en temps, énergie,
matiére premiére, et améliorer les conditions de sécurité de la machine et de
’opérateur humain [3]. En réduisant I’utilisation de prototypes physiques, I’assistance
par ordinateur a permis une avancée considérable de la robotique, que ce soit au
niveau conceptuel, ou bien au niveau opérationnel et exécution propre de la tache. En
effet, durant les deux derni¢res décennies, la robotique a connu des développements
extraordinaires sur les plans matériel et logiciel. Les technologies logicielles de
simulation et de programmation hors ligne, notamment les systémes de commande et
de conception assistée par ordinateur (CAO) ont été I’avant garde des progrés rapides
des réalisations actuelles.
Un systéme de programmation des robots doit tenir compte de trois éléments
principaux, a savoir, les modeles cinématiques et dynamiques du robot, ainsi que le

modéle de 1’espace de travail et les contraintes de la tiche. La Figure 1.1 montre un



diagramme conceptuel d’un systéme de programmation hors-ligne des manipulateurs
robotiques. La modélisation cinématique traite des équations décrivant les variations
des positions, vitesses et accélérations du robot, sans prendre compte les forces et les
couples qui causent le mouvement. La modélisation dynamique permet de considérer
en plus des équations cinématiques, les forces et couples qui sont a 1’origine de ces
mouvements. L’espace de travail est le domaine ou I’ensemble des poses accessibles
par I’effecteur du robot sans singularités ou collisions avec les obstacles. Une tache
peut étre définie par une pose de départ, une pose d’arrivée, et des poses
intermédiaires [4-11]. Un probléme important de programmation des robots est la
planification optimale de trajectoire (POT). Ce probléme peut étre défini suivant
différents niveaux de complexité. Le premier niveau est celui de planification de
chemin. Il consiste a déterminer le chemin le plus court permettant le déplacement de
I’effecteur d’une pose initiale & une pose finale. Ce probleme a été classiquement
identifié par le probleme du déménageur de piano, et a regu un grand intérét des
communautés robotiques et géométrie algorithmique [12, 13]. Le deuxiéme niveau
inclue en plus, les informations sur la vitesse et ’accélération du mouvement tout en
évitant les obstacles et interférences entre les segments du robot. Un troisi¢éme niveau
de complexité est quand I’optimisation de la trajectoire incluse les forces et énergies
nécessaires a son exécution. D’autre part, la POT peut étre effectuée par deux
principales fagons; hors-ligne ou en-ligne. La planification en-ligne est appliquée
quand le robot est en opération et requicre en conséquence des algorithmes de faible

complexité en temps de calcul [14-17]. La planification hors-ligne est réalisée a partir



de modeles du robot, de la tdche et de 1’espace de travail, et ne nécessite pas
d’équipement physique autre qu’un ordinateur. Dans cette thése, on s’intéresse au
développement de stratégies algorithmiques efficaces pour la planification multi-

objectif hors-ligne et en-ligne de trajectoires des manipulateurs robotiques.

1. 2. Position du probléme

Dans cette recherche, deux sous problemes de POT sont étudiés. Le premier est
celui de planification hors-ligne multi-objectif, avec deux applications, une sur les
robots sériels (RSs) et I’autre sur les robots parall¢les, (ou machines cinématiques
paralléles, MCPs). Cette approche est basée sur le modéle dynamique incluant ceux
des actionneurs du robot ainsi que les modeles de 1’espace de travail et contraintes de
la tAche [18-21]. Les critéres d’optimisation sont le temps et I’énergie nécessaires a la
réalisation de la tdche ainsi qu’un indice de manipulabilité pour éviter les singularités.
Les techniques d’optimisation sous contraintes sont explorées pour résoudre le
probléme résulfant de commande optimale non linéaire sous contraintes.

Le deuxiéme sous-probléme est celui de la planification en-ligne de trajectoire.
A cause de la grande complexité des modéles des robots, qui limite toute utilisation
possible des techniques conventionnelles de commande optimale, plusieurs
chercheurs en robotique ont introduit les techniques d’intelligence artificielle (IA)
[22-25]. Dans ce cadre, nous avons congu et réalisé une approche basée sur les
systemes neuro-flous dirigés par les données, de complexité moindre, en vue d’une

mise en ceuvre temps réel.



1. 3. Motivations

La motivation principale de cette recherche est la proposition d’un cadre unifié
de résolution des problémes de planification multi objectif hors-ligne et en-ligne de
trajectoires des manipulateurs robotiques, pouvant inclure diverses sous-problemes,
tel que les modéles cinématiques et dynamiques du robot, des actionneurs, de 1’espace
de travail et des spécifications de la tdche. En deuxiéme lieu, concevoir des
algorithmes adéquats et efficaces, ensuite réaliser des simulations ses techniques

proposées sur des cas de manipulateurs parall¢les et sériels.

1. 4. Autres impacts de la recherche proposée

La POT trouve des applications dans des domaines aussi large que les procédés
de fabrication, intervention en milieu hostiles, exploration spatiale et sous marine. Les
procédures de planification et d’optimisation de trajectoire vont sans doute contribuer
a ’amélioration et augmenter les performances de ces systémes robotiques. La
planification optimale de trajectoire est depuis plus de trois décennies un axe
dynamique de recherches dans le domaine le plus général de la robotique. De la
robotique mobile, tel que les robots de type véhicule, robots marcheurs ou
humanoides, a la robotique sérielle ou paralléle. Il va sans dire que la POT couvre
bien des champs d’application aussi vastes que les véhicules automobiles, les

domaines militaires, les transports aériens, maritimes, etc,...
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CHAPITRE 2

REVUE DE LITTERATURE

Le probléme de planification de mouvement a regu un grand intérét de la part de
la communauté scientifique en général. En robotique, un nombre croissant des
recherches a été enregistré dans les domaines de génération et d’optimisation de

trajectoires des robots dans les deux modes de programmation hors-ligne et en-ligne.

2. 1. Planification hors-ligne de trajectoires des manipulateurs robotiques

On distingue deux écoles principales de POT. La premicre est celle de la CAO
et géométrie algorithmique. Elle consiste a assimiler le robot, 1’espace de travail et la
tiche a une application Windows. On utilise alors des logiciels dédiés de
CAO/CFAO, de graphisme, visualisation, et animation, ainsi que des utilitaires de
modélisation et simulation pour obtenir des trajectoires de grandes précision de
positionnement de I’effecteur dans 1’espace tridimensionnel. Parmi les logiciels les
plus répondus de cette catégorie, on cite CATIA Robotique, IGRID, RobotMaster de
Mastercam, ROBOGUIDE de Fanuc Robotics, e¢ ROBCAD [26-30]. Les résultats
ainsi trouvés peuvent étre améliorés par des commandes optimisant les forces, les
énergies, et le temps d’exécution de la tdche, ou tout autre critere ayant un sens

physique et contribuant & une meilleure performance du robot.



La deuxiéme école de pensée du probléme de POT, qui est complémentaire a la
premicre est celle de la commande optimale [14-17]. Notre projet de recherches
s’inscrit dans le cadre de cette école. Dans ce cas, le probléme consiste a déterminer la
séquence des commandes optimales au sens d’un ou de plusieurs criteres de
performances permettant de déplacer I’effecteur du robot d’une pose initiale a une
pose finale. Dans la littérature, le critére temps minimum a regu un fort engouement
de la communauté robotique. Ceci est justifié pour la raison évidente d’augmentation
de la vitesse de production [31-39]. Globalement, il existe deux approches pour la
POT basées sur la commande optimale. La premi¢re décompose le probleme en deux
sous-problémes. D’abord, la trajectoire est calculée selon une forme paramétrée, telle
qu’une forme de Bésiier, B-Spline, Cycloidal ou polynomiale. Ensuite, on résout le
probléme de commande en temps-minimum qui devient alors indépendant du nombre
de degrés de liberté (DDL) du robot [31-35]. La deuxiéme approche opére en une
seule étape et n’effectue pas de paramétrisation a priori de la trajectoire, mais plutot
calcule directement une trajectoire avec évitement des collisions, tout en optimisant
un indice de performance. Parmi les travaux appartenant & cette catégorie on
mentionne les références [14-15, 37, 38, 39]. Dans [8, 38], on démontre que la
structure de la commande en temps-minimum sans contraintes est soit bang-bang soit
bang - arc singulier - bang. Pour la commande en temps-minimum sous contraintes, il
a été montré dans [34, 35] que la commande optimale est aussi de type bang — arc

singulier - bang. Dans [39], il a été rapporté que toutes les trajectoires en temps-



minimum doivent étre saturées au moins pour un actionneur, en tout temps.
Cependant, I’inconvénient majeur de ces approches de commande en temps-minimum
est la commutation permanente entre les valeurs extrémes des couples moteurs. Une
telle commande, de type tout ou rien, est de nature & accélérer la fatigue du
mécanisme robotique. Un deuxiéme inconvénient est que la poursuite d’une
trajectoire planifiée en temps minimum implique des vibrations importantes au nivaux
des joints articulaires et des saturations permanentes des couples actionneurs [39].
Parmi les remédes proposés a ce probléme, 1’approximation de la trajectoire par des
segments linéaires, avec des choix appropriés des points de commutation [32]. Dans
[15], les auteurs proposent d’inclure la dynamique du robot dans le processus de
génération de trajectoires en utilisant une fonctionnelle coit pondérant le temps de
cycle et I’énergie pour obtenir des trajectoires plus réguliéres comparées a celles
obtenues en temps-minimum. Une autre approche de génération des trajectoires
réguliéres a été proposée dans [5-8]. Cette derniére ne nécessite pas des variations
élevées des couples moteurs aux points de commutation et permet une planification
multi-objectif sous contraintes d’évitement de saturation des actionneurs, des butées
articulaires, des poses singuliéres, des limitations de I’espace de travail, et d’autres
contraintes spécifiques a la tdche. L’ algorithme du Lagrangien augmenté a été utilisé
dans cette approche [40, 41].

La revue de littérature rapportée ci-haut concerne notamment les robots sériels

(ou RSs). Pour les robots a structure cinématique parall¢le (ou MCPs), le probléme de



POT est beaucoup plus difficile et les travaux publiés sont & un état beaucoup moins
avancés, comparativement a leurs prédécesseurs sériels. Plusieurs raisons de ces
difficultés ont été dénombrées. Une premiére raison réside dans les différences
majeures entre ces deux types de machines [18, 42]. Ces différences sont d’abord au
niveau de la structure géométrique. Pour les RSs, I’effecteur est connecté a la base par
une seule chaine mécanique articulée composée de segments actionnés par des
actionneurs montés sur chacun des segments. Pour les MCPs, 1’effecteur est connecté
a la base par un ensemble de chaines cinématiques articulées paralléles. Outre leur
structure, I’autre raison de cette difficulté est le domaine d’application et d’utilisation
de chacune de ces deux catégories de robots. Alors que les RSs sont généralement
utilisés dans des applications tel que I’assemblage, la peinture et le soudage, les MCPs
sont plut6t utilisés dans des applications qui nécessitent une grande précision de
positionnement dans des espaces de travail trés restreints. Les Figures 2.1 et 2.2
montrent des exemples de manipulateurs industriels sériel et parallele. La Figure 2.3
montre un MCP de type simulateur de vol développé par CAE [43, 44]. Une troisi¢me
difficulté majeure du probléme de POT-MCPs est due a la complexité de la
transformation affine "mappings' ou entre I’espace articulaire actionné et 1’espace
Cartésien d’exécution propre de la tiche. L’évitement des poses singuliéres est une
autre question fondamentale qui caractérise ces transformations pour les MCPs, car
tout en étant la transformatrice de mouvements depuis 1’espace articulaire vers

I’espace Cartésien, la matrice Jacobienne est aussi la transformatrice des forces, qui
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causent ces mouvements. A une pose singuliére, cette matrice est mal conditionnée,
avec un déterminant soit égale a zéro ou a ’infini ou encore a une valeur proche de
ces valeurs limites. Physiquement, ceci correspond soit & des poses inatteignables a
cause des limitations des déplacements articulaires, soit a des poses dans lesquelles un
ou plusieurs segment du robot est bloqué [43-48]. Dans ces conditions, le robot
devient incontrdlable (on dit aussi irrésolvable), et 1’application de n’importe quel
couple moteur ne sera 3 méme d’emmener 1’effecteur a la pose désirée. En outre, les
MCPs possédent deux types de singularités supplémentaires par rapport aux RSs.
Tandis que les RSs ont des singularités appelées singularités aux bords, ou
singularités aux frontiéres, les MCPs ont deux autres types de singularités issues de
leurs structures géométriques en chaines cinématiques paralleles [42-45]. Ce
probléme a donné ces deux derniéres décennies a d’importants travaux de recherche
en conception, en personnalisation, en spécialisation ainsi qu’en spécification [42-52].
Les performances dépendantes de 1’architecture du robot, la forte non-linéarité et le
couplage de sa dynamique, ainsi que la difficile question des singularités rendent le
probléme POT-MCP plus difficile comparativement 8 POT-RS. En effet, la plupart
des critéres rapportés jusqu’a date pour la POT-MCP sont essentiellement liés aux
performances cinématiques, au bon conditionnement numérique de la Jacobienne, et
au design de la structure du robot. Parmi ces critéres, on distingue la mesure de
manipulabilité, le nombre condition ou encore [’indice de dextérité du manipulateur

[42-45]. Parmi les travaux publiés sur la POT-MCP, on mentionne ’approche par
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groupement [19] "Clustering” pour isoler et éviter les poses singulicres et les
obstacles. Dans [20], les auteurs ont développé une technique d’évitement des
singularités pour une plate forme de Gough-Stewart (PGS) par reconstruction d’une
trajectoire pré-planifiée dans le voisinage d’une singularité. Dans [21], un algorithme
de planification de trajectoire bien conditionnée entre deux points a été développé
pour les PGSs. Dans [49], 1] a été montré qu’un changement de pose sans singularités
est possible pour les MCPs. Un élément clé 1ié aux hautes performances des MCPs est
sans doute I'inclusion de leurs dynamiques. Une approche variationnelle de POT-
MCP entre deux points de 1’espace de travail a été¢ considérée dans [48]. Cette
approche minimise un critére énergétique, tout en évitant les singularités. Elle est
basée sur les méthodes de pénalité. Ces derni¢res ont cependant des inconvénients
majeurs [40, 41]. Une autre question principale identifiée récemment pour le
probléme de POT-MCP, qui est de grande utilité industrielle, (dans un processus
d’usinage, par exemple) est que pour une trajectoire pré-spécifiée de l’outil, le
systéme de commande doit garantir I’exécution de la tiche dans 1’espace de travail et
cela pour une disposition donné de la plate forme (i.e., tel que la non violation des
limitations physiques du robot). Ce probléme a été considéré dans [51, 52], ou des
méthodologies de design incluant les limitations de I’espace de travail, des couples
moteurs ont été introduites en utilisant des algorithmes itératifs d’optimisation. Dans
ce contexte, la premicre partie de la présente thése constitue une extension de ces

travaux.
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2. 2. Planification en-ligne de trajectoires des manipulateurs robotiques

Pour le probléme de planification en-ligne de trajectoire, ’inconvénient majeur
des approches conventionnelles est leurs grandes gourmandises en de temps de calcul
pour obtenir une solution. Comme les tiches robotiques sont trop exigeantes en
précision et en diversité, I’exécution de ces taches peut étre trés difficile en raison des
couplages et des non linéarités fortes des parametres du modele dynamique tel que les
forces de Coriolis et centrifuges, les paramétres inertiels ainsi que les forces de
frottements et gravitationnelles. L’implémentation d’une commande en temps-
minimum pure avec des limitations sur les couples peut donner des résultats non
satisfaisants. Par exemple, la poursuite directe d’une commande en temps-minimum
implique des vibrations au niveau articulaire et dépassements des couples nominaux
[16]. Pour les RSs, une commande en vitesse définissant une tache secondaire a été
utilisée dans [17], pour modifier en-ligne un profil de vitesse nominale en temps-
minimum, tout en évitant la saturation des actionneurs. Toutefois, ces approches sont
de nature en boucle ouverte, et ne sont pas nécessairement des bons choix pour les
manipulateurs robotiques plutot contrdlés en boucle fermée.

Plusieurs types de commande en boucles fermées ont été proposés pour les
manipulateurs robotiques. Les commandes linéaires par retour d’état a gain fixe ont
été largement implémentées. Cependant, il a été démontré que ce type de commande
ne permet pas d’obtenir de bonnes performances pour des variations importantes de

la charge, et des tAches a grandes vitesses et précisions. Des commandes plus
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élaborées ont été développées récemment. Néanmoins, ces commandes font appel aux
modgles détaillés de la dynamique et cinématique du robot. Evidement, ceci engendre
une complexité considérable en temps de calcul [53-55].

Pour surpasser ces difficultés, plusieurs chercheurs en robotique ont utilisé les
techniques d’intelligence artificielle (IA) qu’on appelle communément ‘Soft
Computing’ a savoir, les algorithmes génétiques, les réseaux de neurones et les
systémes flous. Les algorithmes génétiques sont en application croissante dans les
domaines de planification de mouvement et des systémes de commandes dynamiques
des manipulateurs robotiques [9, 56-57]. Les réseaux de neurones et les systémes
flous constituent probablement les techniques les plus appliquées de !’intelligence
artificielle a la POT des manipulateurs robotiques [22-25]. En outre, ces techniques
ont apporté une valeur ajoutée a plusieurs domaines de I’ingénierie, depuis 1’usinage,

les télécommunications, la reconnaissance de la parole a la biomécanique [58-61].
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Fig. 2. 1. Exemple d’un robot sériel Fig. 2. 2. Exemple d’un robot parall¢le
Séries M16iB de Fanuc Robotic Séries F200iB de Fanuc Robotics
Courtoisie Fanuc obotics (http://www.fanucrobotics.com)

Fig. 2. 3. Exemple d’un robot paralléle, Simulator de vol Séries 500 de CAE
Courtoisie CAE (http://www.cae.com/www2004/Photo_Gallery/civil.shtml)
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CHAPITRE 3

ORGANISATION GENERALE DE LA THESE

3. 1. Objectif général:

L’objectif principal de la présente recherche est le développement de systémes
et stratégies algorithmiques avancés de simulation et de planification multi-objectif
de trajectoires des manipulateurs robotiques. Ces systémes incluent les modeles
cinématique et dynamique du robot, ainsi que les limitations de 1’espace de travail et
les contraintes de la tche. Ceci permet d’améliorer les performances des systémes
robotiques en optimisant 1’interaction du triplet : robot, tiche, et espace de travail. En
effet, une programmation directe du robot physique peut s’avérer fastidieuse et
couteuse. Une mani¢re d’économiser le temps et 1’énergie est de simuler sur
ordinateur les trajectoires du robot pour implémenter plus tard les meilleurs résultats

sur le robot physique.

3. 2. Objectifs spécifiques:
Plus spécifiquement, on s’intéresse dans cette thése au développement des

stratégies algorithmiques appropriées pour chacun de ces sous-problémes de POT.
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Objectifs 1: Formulation et résolution du sous-probléme de planification hors-ligne
multi-objectif de trajectoire des robots, considérant les contraintes d’évitement des
poses singuliéres, des limites des actionneurs, de 1’espace de travail, et de passage par

des poses imposées.

Objectifs 2: Utilisation du systéme de planification développé lors de I’objectif 1
pour réaliser un planificateur en-ligne multi-objectif de trajectoire des robots, avec

une complexité raisonnable.

3. 3. Recherche proposée

D’abord, le probléme de planification hors-ligne est introduit pour un systeme
robotique de type général. Les chapitres 4 et 6 considérent 1’application de cette
approche aux MCPs et aux RSs. Les Figure 3. 1 et 3. 2 montrent des schémas
géométriques de manipulateurs de type RS et MCP. La deuxiéme partic de la
recherche proposée traite du probléme de planification en-ligne de trajectoires des
manipulateurs robotiques redondants. Le choix des manipulateurs redondants est
particuliérement difficile considérant les contraintes relatives aux effets dynamiques
et exigences de la tiche, simultanément a celles de la redondance. Nous avons abordé
ce probléme par une technique de planification en-ligne basée sur les réseaux neuro-
flous dirigés par les données. Les chapitres 5 et 7 développent ’application de cette

approche aux RSs redondants.
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Fig. 3. 1. Géométrie d’un robot sériel Fig. 3. 2. Géométrie d’une MCP
planaire 4 3 DDL (anglesgq;, j=123)

3. 4. Planification hors-ligne de trajectoire
3. 4. 1. Formulation du probléme
A. Modele du robot

Dans cette section, on considére le probléme de planification multi-objectif de
trajectoires pour un manipulateur robotique de type général. Ce probleéme peut étre
énoncé comme suit.

Etant donné le modéle dynamique incluant les paramétres inertiels et couples de
Coriolis et centrifuges de I’effecteur du robot, des chaines cinématiques, ainsi que le

modele des actionneurs [42, 46, 50]:
M(@)q + N@.9)q + Glg) =7 (1)

Ou M(q) décrit la matrice d’inertie, NV(q, q) exprime les forces et couples de
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Coriolis et centrifuge g désigne les positions articulaires du robot, g les vitesses

angulaires, T est le vecteur des couples moteurs.

Cette équation est d’abord mise sous forme discrete par 1’approximation [16, 17]:

h2
Inxn h Inxn - _kI
Xii =|:0 ‘ :|xk +M l(xlk) 2 " |: Ty - [N (X145 X3, )%, + G (X, )] i|(2)
n n hk Inxn

Ou I désigne la matrice identité de dimension nxn, O, la matrice nulle de

nxn

T
dimension nxn, A, le pas d’échantillonnage, et X, = |X;, X,, | I’approximation

discréte de 1’état du robot. Pour une utilisation plus simple, on note le second membre

de I’éq. (2) par f, et on écrit I’eq. (2) sous la forme:

xk+] = fdk (xk’ Tk ’ hk) (3)

Le probléme consiste donc a générer une trajectoire pour tous les composants du
manipulateur partant d’une pose initiale et arrivant a une pose finale spécifiée, tout en
minimisant un indice de performance et satisfaisant diverses contraintes. Certaines de
ces contraintes sont définies dans 1’espace Cartésien, alors que d’autres sont définies

dans I’espace articulaire.
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B. Modéle des contraintes:
Contraintes sur le robot :
=  Limitations sur les positions et vitesses articulaires:
Ces contraintes sont liées aux limitations des variables articulaires, qui sont souvent

fournies par le fabricant. Elles sont exprimées comme suit :

Z={ q.€R": q,..<9,<q,., i=L..n, k=0..N } 4)

=14, eR™: ¢ _<¢.<q__, i=l..n k=0,.,N (5)
k imin ik ima:

Dans les ensembles (4) et (5) ci-dessus, N désigne le nombre d’échantillonnage de la

trajectoire et ¢ et g __sont respectivement les valeurs maximales et minimales des

max
limitations des positions angulaires.
»  Limitations des couples actionneurs:

La non violation des valeurs limites des couples moteurs est un autre élément
principal a prendre en compte dans la planification de mouvement d’un robot. Les
valeurs des forces exigées au niveau articulaire doivent étre vérifiées constamment
afin d’éviter les poses singuliéres, ou tout éventuel dépassement des couples
nominaux. Pour ce faire, la procédure de planification de trajectoire doit étre capable
de déterminer de nouvelles valeurs d’actuation, aussitot que celles-ci s’approchent
des limites. Dans notre approche, on suppose que les couples actionneurs ont des

valeurs nominales (fournies par le fabricant). Analytiquement, ceci est exprimé par un
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ensemble admissible C = R™ des couples moteurs donnés par:

C={t,eR": 1 <1 <71 i=l..,n, k=0,.,N-1 (6)
k

=  Limitations sur les périodes d’échantillonnage:

Les périodes d’échantillonnage sont définies tel que le temps total d’exécution de la

N
tache soit exprimé par T =th , ou A, est le temps séparant deux poses discrétes
k=0

successives k et k+1, k=0,...,N-1. Si on assigne un temps total trés petit pour un

déplacement de 1’effecteur du robot d’un point de départ a un point d’arrivée, il se
peut qu’on ne trouve pas une commande admissible solution du POT, car les
contraintes sur les couples bornent indirectement le temps nécessaire & une trajectoire

[5-7].
En outre, les variables h_doivent étre plus petites que la constante de temps

mécanique du systéme afin d’éviter qu’il soit incontrélable entre deux instants de
commande. Si on dispose des limites maximale et minimale #_, et A, des périodes

d’échantillonnage, on prendra alors les périodes d’échantillonnage comme des

variables de commande qu’on supposera définies dans un domaine admissible H par :

H={h eR": h, <h<h_]| Q)

k ‘min
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Contraintes de la tiche et de ’espace de travail:
Parmi ces contraintes, on distingue:
»  Contraintes d’évitement d’obstacles

Ce probléme constitue en lui-méme un domaine de recherche a part entiére.
Plusieurs études ont été développées pour le résoudre dans le cadre des robots
manipulateur ou mobiles. Dans cette thése, cet aspect du probléme de POT est réduit
a celui d’imposer a P'effecteur du robot de passer a travers un ensemble de poses
imposées. Ceci est exprimé par les contraintes suivantes :
= Contraintes de passage par des poses imposées :

Dans un systéme robotique industriel, 1’utilisateur ou le planificateur de tache
fournie généralement une série de poses dans 1’espace cartésien ou articulaire a
travers lesquelles le manipulateur doit passer. Ces contraintes sont quantifiées par un
ensemble de L poses prédéfinies (p;, R;) par lesquelles I’effecteur du robot doit
passer, ol p; référe 4 la /™ position Cartésienne imposée de ’effecteur, et R; &

I’orientation correspondante (Fig. 3.3). Celles-ci peuvent inclure les poses initiales et

finales. Elles sont représentées par les contraintes égalités suivantes:
i . — — j—
sl (x) - 7-;’assThPl Hp pl ” - 0 (8)

si(x) =eps; — |Vect(R'R)|= 0 I=1,..L 9)
ou (p, R) décrit la pose calculée de I’effecteur, vect(.) le vecteur axial de la matrice

3x3, T, . mesure la tolérance de passage entre p et p;, et eps, mesure la tolérance

sThA
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de passage entre les orientations calculées et imposées R et R, , respectivement. Les
contraintes inégalités mentionnées ci-dessus sont notées sous les formes suivantes :

g (¥)=x,,-0(x),8,(x)=0(x)-x,,, g(t)=1,,-7, g&()=1-1,, (10)
En plus, pour des raisons de simplicité d’écriture, toutes les contraintes inégalités

seront écrites comme g (x,7)<0,j=1,..,J, indifféremment si elles dépendent ou

non des variables d’état, de commande ou des deux. On aurait donc J contraintes
inégalités, 2L contraintes égalités (passages imposés), et 2n contraintes égalités
représentant les équations d’état, avec n composantes décrivant la pose et n autres

composantes décrivant les vitesses cartésiennes et angulaires du robot.

C. Indice de performance:

Globalement, il est possible d’optimiser tout critére ayant un sens physique.
Dans cette thése on s’intéresse a une fonction objectif multicritéres optimisant le
temps et les énergies électriques et cinétiques nécessaires a 1’exécution de la tache,
ainsi qu’une mesure de manipulabilité [62]. Cette dernicre est introduite afin d’éviter
les poses singuli¢res. Comme nous 1’avons mentionné plus haut, I’évitement des
singularités est de premiére importance pour le bon succés d’un systéme de
planification de trajectoire d’un robot. En se basant sur I’indice de performance
relatant la mesure de manipulabilité, 1a fonction suivante d’évitement des singularités

est définie [62] :
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)= 1 11
7 TG (v

Pour le critére temps minimum, il existe deux fagons d’effectuer la commande.
La premiére consiste a appliquer une commande tout ou rien. L’optimisation est alors
effectuée en déterminant le nombre optimum de commutation. La deuxiéme consiste
a déterminer une valeur initiale faisable du pas d’échantillonnage, puis le faire varier

pendant la procédure d’optimisation. Vu la forte non-linéarité de la dynamique et des

contraintes du systéme en question, nous avons opté pour la deuxi¢me. Ainsi, lors de

L , . . [~
I’initialisation, le pas d’échantillonnage est fixé a une valeurh =-2—>

,0u £, 1, et

N sont le temps initial, le temps final, et le nombre de discrétisation. En temps
continu, le probléme de commande optimale peut étre énoncé comme suit :

Parmi toutes les commandes(t, h)eCxH qui permettent de ramener

Ueffecteur du robot d’un point initial a un point final, déterminer celles qui

optimisent [’indice de performance multi-objectif:

t
Min E= | {{‘r(t)UrT ) +1+ %xz OQx'()+8 (x (z))} dt } (12)

t(t)eC ¢
0
t .t €H
0 T
sous les contraintes (3)-(8)
Dans I’indice de performance (11), vet & sont des scalaires positifs pondérant le

crittre temps-minimum et la fonction d’évitement des singularités, alors que

U et Qsont des matrices de dimension nxn symétriques et définies positives qui
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servent de pondération des énergies électrique et cinétique. En temps discret, le
probléme est équivalent a déterminer parmi toute les commandes discretes

(TysesTy_y)s (Byseeeshy, ;) du domaine admissible et permettant de déplacer 1’effecteur

du robot de 1’état initial x; =x; a ’état final xy=x; , celles qui rendent minimum

I’indice de performance discret E,définie par :

N
MinE, = {Z [t Ut] +1, +x,,0x] +d@ (xlk)]hk} (13)
Te k=1
heI(‘:I
SOus xk+1=ﬂk(xk, Tk’ hk)’ k = 0,..., N—l

g, T, h)<0, j=1.]
si(x)=0, i=1,..,2L
Dans (13) les contraintes égalités et inégalités setg font référence aux
contraintes (3) a (7) mentionnées ci-haut. Dans la section suivante, le probléme
résultant de commande optimale non linéaire et non convexe est résolue en
appliquant le principe du maximum de Pontryagin [41]. La determination des
¢tatsadjoints est rendue possible grace au découplage de la dynamique du robot.
Enfin, la technique d’optimisation du Lagrangian augmenté en temps discret est

utilisée pour la résolution numérique du probléme.
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Pose de passage imposée

Tolérance de passage

Fig. 3.3. [llustration du passage de I’effecteur par des poses imposées (positions et
orientations) _ chemin optimal, --- chemin faisable,
xs pose de départ, , xy pose d’arrivée
3. 4. 2. Approche proposée : Lagrangien augmenté avec découplage
A. Lagrangien augmenté (LA):

Une solution numérique itérative est plutot utilisée lors de I’implémentation au
lieu d’une solution analytique. Ceci est dii a la grande non lin€arité et complexité du
probléme considéré. Dans le processus de résolution du probléme posé, 1’algorithme
du Lagrangien augmenté (LLA) est utilisé pour transformer le probléme de commande
sous contrainte en un probléme de commande sans contraintes. Dans cette approche,
le degré de pénalité de violation des contraintes est régulé par des coefficients de
pénalité qu’on adapte a chaque itération. Cet algorithme est basé sur les méthodes de
pénalité quadratique; mais réduit la possibilité de mauvais conditionnement des sous
problémes successifs générés par pénalisation en introduisant explicitement des

multiplicateurs de Lagrange & chaque itération. Ceci permet d’accélérer la
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convergence [40, 41, 63-67]. En outre, alors que le Lagrangien ordinaire est
généralement non convexe en présence de contraintes non convexes (comme c’est le
cas du probléme considéré), il a ét¢ démontré que la fonction LA peut Etre
convexifiée par un choix judicieux du coefficient de pénalité. Dans I’annexe C, on
fournie un bref rappel sur 1’optimisation non lin¢aire avec contraintes par Lagrangien
augmenté et les conditions d’optimalité de Kuhn-Tuker. Cette procédure est décrite
sur la figure 3.4, ou les formules itératives de mise a jour des parametres et variables
sont mentionnées. La procédure part d’une trajectoire initiale faisable déterminée par
un profil de vitesse trapézoidale ou cycloidal, une suite de positions, vitesses, et
accélérations est déterminée. Les couples moteurs correspondants sont alors calculés
a I’aide du modele dynamique inverse (MDI). La premicre étape de la procédure
d’optimisation consiste a calculer la suite des états adjoints de fagon rétrograde.
Ensuite, les valeurs des couples et périodes d’échantillonnage sont déterminés en
utilisant les formules itératives du gradient de la fonction Lagrangien augmenté. Les
couples moteurs et les périodes d’échantillonnage ainsi calculés sont introduits dans
I’équation dynamique discréte (3) pour déterminer le nouvel état du robot. La
trajectoire résultante est testée en vérifiant la satisfaction des contraintes égalité et
inégalité par rapport a des tolérances de faisabilité. Si ce test n’est pas satisfait, une
autre itération interne est effectuée et une nouvelle trajectoire est déterminée jusqu’a
satisfaction de ce test. Quand le test de faisabilité est satisfait, un autre test de
convergence est réalisé avec des tolérances plus serrées. Si les contraintes sont

satisfaites par rapport & un premier niveau de tolérance, alors les valeurs actuelles de
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pénalité sont bonnes en maintenant une trajectoire proche de 1’optimum. Les
paramétres de Lagrange sont mises a jour sans changer les coefficients de pénalité. Si
les valeurs de pénalité ne satisfont pas ce test, alors elles sont réduites, tout en
maintenant les paramétres de Lagrange inchangés. Dans les deux cas, les tolérances
sont réduites pour forcer les itérations suivantes a fournir de meilleures trajectoires en
termes de minimisation de la fonction objectif et de la satisfaction des contraintes.
Pour plus de détails sur ’implémentation du Lagrangien augmenté, le lecteur est
référé aux références [40, 41, 63-67].

La fonction LA transformant le probléme d’optimisation sous contraintes en un

probléme sans contraintes peut s’écrire comme :

N1
L(x,T,h,A,p,0)=E, + kgo {kfﬂ(xk+1 -/, (xk,tk,hk)}+ (14)

IZZ_:hk [2 2 ‘P"S(Gi, si(x,) + Z Cng(p{;, glx, T, h k)):| + ihN \IJFS(GSV , sHOc)

=1 =] i=1

ol fdk(xk,‘rk,hk) est définie par I’équation discréte (3) a I'instant d’échantillonnage £,
N est le nombre total d’échantillonnage, A€ R *"~ désigne 1’état adjoint, obtenue 2

partir des équations adjointes, 6 ,p sont les multiplicateurs de Lagrange associés aux

contraintes égalité et inégalité, pg et p, sont les coefficients de pénalité

correspondant. Les fonctions de pénalité Y, et @, adoptées ici combinent les
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méthodes de pénalité et les méthodes duales. Ceci permet la relaxation des
contraintes inégalités aussitot qu’elles sont satisfaites. Les expressions de ces
fonctions sont données en annexe A, ol on donne u aussi n bref rappel mathématique
des techniques d’optimisation non linéaires sous contraintes

Les conditions d’optimalité de premier ordre de Karush-Kuhn-Tucker stipulent

que pour qu’une trajectoire(x,,T,,#,),....(x,, T, ,n,,) soit solution optimale du
probléme, il doit exister des multiplicateurs de Lagrange positifs (A, p), et des
multiplicateurs de signes quelconques o, et des coefficients de pénalité¢ positifs

1, p tel que:

OLu o OLu o OLu_p OLu_o 0Lu_o OLu_
6xk 0’817,( 0’ th 0, 57»,( O’@pk O, ack O,

6.5(x)=0,p,g(x,7,h)=0, et g(x,7,h)<0 (15)
Le développement de ces conditions nous permet de déterminer les formules

itératives pour résoudre le probléme de commande optimale résultant, en ajustant les

variables de commande, les multiplicateurs de Lagrange, ainsi que les coefficients de
pénalité. La recherche linéaire de la solution optimale (T ,% ) est réalisée tout en

satisfaisant les contraintes (solution faisables) et en optimisant la fonction objectif
(solution utilisable) du domaine admissible des variablestet/. Cependant, dans

I’équation (3), j:ik(xk, 7., i) contient I’inverse de la matrice d’inertie totale M ' (x)de

I’ensemble des éléments composant le manipulateur robotique, ainsi que celles des
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forces de Coriolis et centrifuges associées N(x,, x,). Les expressions décrivant ces

matrices peuvent s’étaler sur plusieurs pages pour certains systémes robotiques.
(C’est le cas par exemple d’une PGS ou MCP de forme générale [7]). Le
développement des conditions d’optimalité de premier ordre et le calcul des états

adjoints %, nécessitent la détermination de I’inverse de ces matrices, ainsi que des

dérivées de ces inverses par rapport aux variables d’état. Ceci engendre une grande

complexité méme en utilisant le calcule symbolique.

B. Lagrangien augmenté avec découplage (LAD):

La difficulté majeure d’évaluation des états adjoints mentionnée ci-dessus ne
peut pas étre résolue par une implantation directe du Lagrangien augmenté. Nous
avons résolu ce probléme en découplant la dynamique du robot, & I’instar des

approches utilisées dans les systémes de commande en boucles fermées [68].

Théoréme:
Sous la condition d’inversibilité de la matrice d’inertie, la loi de commande
définie par :
u=M(x Ww+N(x,x,)x, +G(x,) (16)
permet au robot d’avoir un comportement linéaire découplé avec équation
dynamique:

X, =V )
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ou v est une entrée auxiliaire.
Ce résultat s’en suit simplement en substituant la loi de commande proposée (16)
dans le mod¢le dynamique (2). On obtient
M(x)x,=M(x,)v

Comme M(x)est inversible, alors onax, =v
Ceci permet au robot d’avoir un comportement linéaire découplé décrit par 1’équation
discrete suivante:

x,,=F,x +B,v, :fdlk’(xk Ve, B, (18)

avec F,

h2

I h 1 e
=[ e kI nxn:| et Bdk = 2 Inxn
o hi

Notons que cette formulation réduit énormément les calculs, en nous évitant de
déterminer a chaque itération I’inverse de la matrice d’inertie et ses dérivées par
rapport aux variables d’état. Ceci permet le calcul des états adjointsd,, avec une
grande facilité. Cependant, dans cette formulation la non linéarité est transférée a
I’indice de performance. En effet, dans la formulation découplée, le probléme (13)

devient celui de déterminer les périodes d’échantillonnage et accélérations articulaires

(Bys Byyees By ) s (Pgs ¥,5ee,¥, ), permettant & Ieffecteur du robot de se déplacer d’un

état initial 4 un état final, tout en minimisant la fonction coiit E,, exprimée pour le

probléme découplé comme suit :
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veV k=0
hkeH

E: = Min{ NZ_:1|: [M(xlk )vk + N(xlk’ x2k)x2k + G(xlk)]T

U[M(x,v, + N(x, 0,05, +G(x,)] T4+ % & +3a(x )| A r (19)

sous la contrainte:
xk+1 = f‘df(xk’ vk’ hk )9 k = O,..., N"l

Ainsi que les autres contraintes (3)-(8), qui restent inchangées sauf pour les
contraintes sur les couples moteurs, qui deviennent:

Tmin S M(xlk )vk + N(xlk 4 x2k)x2k + G(xlk) S Tmax (20)

Donc, les contraintes inégalité g, et g, peuvent étre récrite comme:
gf(xk V) = T - [M(xm Wi+ N(X, X,,)%, + G(xlk)]S 0 1)
gf(xk V) = [M(xlk W+ N(x,, x,,)%, +G(x, )] ~ T S0 (22)
Le Lagrangien augmenté associé au probléme découplé est donné par:

N-1
IR(x,v, h, 4,p,06) = Ezlij + I;}{;"Zﬂ (xk+l - fdf(xk’ Vi hk )}+

MN

N-1 L-1
$'h, [

k=0

¥, s (5 )+ 50, 08/ (k) [+ S, (o) 23)

=1 =1 Ps

ou la fonction fP(x;,v,,h,) est définie par I’équation d’état (18) a I’instant discret £, les

autres parameétres de (23) sont définis auparavant. De nouveau, 1’application des

conditions d’optimalité de premier ordre impliquent que pour qu’une trajectoire
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(X4, Vg5 1y )sees (X5 V15 ) SOIt UNe solution au probléme (19), il doit exister des
suites des multiplicateurs de Lagrange positifs (A, p;) , des multiplicateurs de signes

quelconques o, , et des coefficients de pénalité positifs (u, ,p,) tel que les conditions

(15) soient vérifiées pour le probleme découplé. Les états adjoints et les variables

de commande v, /, sont aussi déterminés a partir des conditions nécessaires

d’optimalité. Cette approche de modélisation et de résolution du probléme de
planification hors-ligne de trajectoire a fait 1’objet de deux programmes de
simulation: le premier pour réaliser la POT d’une MCP a deux DDL, le deuxi¢me
pour la POT d’un RS a trois DDL redondants par rapport a la tiche. Dans les
simulations réalisées, 1’emphase était mise sur la planification temps énergie
minimum, sans singularités de trajectoire par Lagrangien augmenté. Les aspects
cinématiques des robot sériels et paralléles étudiés, ont été considérés dans [57, 69].
Le programme de simulation a été codé sous Matlab [70]. Trois critéres sont évalués
dans nos simulations.

1) Evaluer DIimpact des variations des paramétres dynamiques et la
sensibilité du Lagrangien augmenté sur le comportement des trajectoires du robot.

2) A quelle précision versus temps de calcul le Lagrangien augmenté satisfait
le passage par les poses imposées ?

3) Enfin, quel est I’impact du nombre d’itérations internes et externes sur les

performances des trajectoires versus le temps machine de calcul ?
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Lecture des données

Lire les poses initiale et finale, les valeurs initiales des multiplicateurs de Lagrange, limites de 1’espace de travail, couples
moteurs et des périodes d’échantillonnage, nombre d’itérations T , les tolérances faisables et optimales

v

L
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Calculer les états adjoints A, , calculer les gradients V_L® | V hLD Calculer la
) VoK # solution
Calculer la direction de recherche U,=argMin I(x,, v,+vdy}, p, h}) faisable
v - S
Calculer la direction de descente d g s lesentrées: y =y, —vrdy b = h, —v!VL? G910 9
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Fig. 3. 4. Architecture et fonctionnement de 1’algorithme du Lagrangien augmenté
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3. 5. Planification en-ligne de trajectoire
3. 5. 1. Limitations des approches conventionnelles

La deuxiéme partie de cette thése traite de la planification en-ligne multi-
objectif de trajectoire des manipulateurs robotiques. Bien que I’étude développée
s’applique a4 des systémes robotiques & n—DDL, nous I’avons implémenté pour un
robot sériel planaire redondant a 3-DDL (Fig. 3.1).

Les performances des approches conventionnelles de commande des systemes
appliqués a la planification en-ligne de trajectoires des robots se sont avérées
récemment trés limitées. En effet, dans [17] on montre que la poursuite d’une
trajectoire calculée en temps minimum entraine des dépassements des valeurs
nominales des couples, et des vibrations au niveau articulaire. En outre, les
contrbleurs en temps minimum nécessitent un temps énorme de mise en ceuvre et
d’implémentation.

Enfin a cause de leur structure — en boucle ouverte — ces contrdleurs ne sont pas
nécessairement les bons choix pour la planification en-ligne des trajectoires des
robots, qui fonctionnent plutét en boucle fermée. D’autre part, les commandes par
retour d’état linéaire & gain fixe ont été largement utilisées pour la commande des
systémes mécaniques. Cependant, il a ét¢ démontré que ces commandes ont des
limitations sérieuses, qui sont dues notamment a la complexité et fortes non linéarités,
ainsi qu’aux couplages des transformations cinématiques et équations dynamiques

régissant le mouvement du robot. Ces problémes ont permis la découverte de
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plusieurs schémas de commande non linéaires. Parmi ceux qui ont un grand succes en
robotique, citons-en : la méthode ‘Computed Torques’, la commande ‘Backsteeping’,
la commande par linéarisation par bouclage, la méthode de découplage et rejet des
perturbations, et enfin les commandes robustes de type H. [53-55, 71-73].

Enfin a cause de leur structure — en boucle ouverte — ces contrdleurs ne sont pas
nécessairement les bons choix pour la planification en-ligne des trajectoires des
robots, qui fonctionnent plutét en boucle fermée. D’autre part, les commandes par
retour d’état linéaire a gain fixe ont été largement utilisées pour la commande des
systémes mécaniques. Cependant, il a ét¢ démontré que ces commandes ont des
limitations sérieuses, qui sont dues notamment a la complexité et fortes non linéarités,
ainsi qu’aux couplages des transformations cinématiques et équations dynamiques
régissant le mouvement du robot. Ces problemes ont permis la découverte de
plusieurs schémas de commande non linéaires. Parmi ceux qui ont un grand succés en
robotique, citons-en : la méthode ‘Computed Torques’, la commande ‘Backsteeping’,
la commande par linéarisation par bouclage, la méthode de découplage et rejet des
perturbations, et enfin les commandes robustes de type H, [53-55, 71-73].

Encore une fois, ces approches font appel aux modéles dynamiques et
cinématiques détaillés du robot. Ces modéles sont d’une grande complexité pour une
implémentation temps réel. Ces difficultés ont poussé plusieurs chercheurs a utiliser

les techniques d’intelligence artificielle, notamment les systémes flous [74-81].
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3. 5.2. Approche proposée : Réseaux neuro-flous dirigés par les données

Dans la modélisation par les systémes flous, on distingue deux grandes classes :
Les modéles subjectifs sont réalisés a partir d’interrogation d’experts du domaine.
Les modéles objectifs sont construits a base de données entrées/sorties collectée a
partir de mesures expérimentales ou a partir de résultats de simulation basés sur un
modéle mathématique représentatif du probléme. Dans notre étude, la modélisation
objective est utilisée pour résoudre le probléme de planification en-ligne multi-
objectif de trajectoire. Ce modéle consiste en un systéme d’inférence neuro-flou
dirigé par les données (Data-Driven Neuro-Fuzzy Inference System). La ligne
directrice de cette approche consiste a générer par simulation des trajectoires
optimisées au sens d’un ou plusieurs critéres et satisfaisant diverses contraintes (Fig.
3.3). Ces trajectoires sont construites a partir de modéles représentatifs de la
dynamique, cinématique, tiche et espace de travail du robot. Un ensemble de
trajectoires suffisamment important est généré pour couvrir I’espace de travail.
Ensuite, les résultats optimaux sont utilisés pour entrainer et optimiser un systéme

d’inférence neuro-flou. Trois méthodes de génération de trajectoire ont été utilisées.

A. Premiere méthode

Dans la premiére, un résecau de neurone a été construit et optimisé pour
apprendre I’inverse cinématique du manipulateur (Fig. 3. 5). Dans cette méthode,
I’utilisateur introduit la position initiale et finale du point opérationnel de I’effecteur

du robot, en coordonnées cartésiennes a deux dimensions [78]. Ensuite, une phase de
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pré-traitement est effectuée, lors de laquelle une paramétrisation en temps-minimum
de la trajectoire par un profil cycloidal est déterminée dans I’espace articulaire. Les
équations cinématiques des positions; vitesses et accélérations gouvernant le
mouvement du robot sont déduites dans I’espace articulaire et sont ensuite remplacées
dans le MDI du robot pour déterminer les couples moteurs correspondants. La
trajectoire ainsi déterminée servira d’une solution initiale a4 un probléme de
commande en temps-minimum, incluant la redondance cinématique, la dynamique, et
les limitations de ’espace de travail du robot. Le Lagrangien augmenté en temps
discret est utilisé pour la résolution numérique du probléme résultant de commande
optimale non linéaire et non convexe. Ces deux procédures d’initialisation et
d’optimisation sont répétées suffisamment pour couvrir la plus grande partie possible
de I’espace de travail. Une fois I’ensemble des trajectoires en temps-minimum est
construit, il est mis sous forme entrées/sorties avec comme entrées les positions et
vitesses articulaires et comme sorties les couples moteurs associés.

Ces données sont normalisées en vue d’un deuxiéme pré-traitement. Ce dernier
consiste a grouper ces données dans des partitions par application de 1’algorithme de
groupement de données appelé ‘Subtractive Clustering’ [80, 81]. Par la méme, cet
algorithme permet l’initialisation des paramétres des fonctions d’appartenance qui
vont modéliser les variables linguistiques entrées/sorties d’un réseau neuro-flou (Fig.
3. 6). Le nombre d’ensembles flous, donc de régles gouvernant le modéle flou
objectif représentant le comportement des trajectoires du manipulateur en temps-

minimum est aussi déterminé lors de cette initialisation. Le réseau neuro-flou qui est
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ensuite entrainé, raffiné et optimisé est basé sur le mécanisme d’inférence de
Tsukamoto. Aprés apprentissage, ce réseau est utilisé ultérieurement lors d’une phase
de généralisation pour la planification temps-minimum en-ligne de trajectoire du

manipulateur.

B. Deuxieme méthode

La deuxiéme méthode est similaire a la premicre, sauf que le réseau de neurones
utilisé pour la résolution de la cinématique inverse est remplacé par n réseau neuro-
flou. On a remarqué une amélioration substanticlle des performances du réseau

neuro-flou comparées a celles du réseau de neurones [79].

C. Troisieme méthode

Les limitations majeures des deux méthodes précédentes sont liées a la nature
de la tiche considérée, coude haut ou coude bas. Ces limitations sont relaxées dans la
troisiéme méthode, ou la phase de pré-traitement est complétement réalisée hors-ligne
par application de la technique LA développée dans la premiére partie de la theése. LA
Dans cette programmation hors ligne, tout ’espace de travail du robot est considéré.
La redondance cinématique est résolue par la technique de la Jacobienne étendue. Un
critére multi-objectifs incluant, le temps et 1’énergie nécessaires a 1’exécution de la
tache, ainsi qu’une mesure de manipulabilité afin d’éviter les poses singuli¢res du
robot est implanté. De plus, dans le processus d’optimisation plusieurs contraintes

sont prises en compte. Les limitations des actionneurs, les débattements articulaires,
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les périodes d’échantillonnages, ainsi que le passage de ’effecteur du robot par un
ensemble de poses imposées. Un ensemble de 100 trajectoires est généré. Ensuite, a
I'instar des deux approches précédentes, ces données sont normalisées, puis
partitionnées en utilisant 1’algorithme de groupement des données ‘Subtractive
Clustering’. Cette procédure de groupement permet aussi 1’initialisation des
parameétres du systéeme neuro-flou. Ces paramétres sont ensuite optimisés par un
moteur d’inférence de type Tsukamoto (Fig. 3. 7). Les Figures 3.8 illustre le
fonctionnement de la troisiéme méthode, ainsi que ’architecture du réseau proposé.
De méme que la deuxiéme méthode, ce réseau est utilisé aprés apprentissage pour une

planification en-ligne de trajectoire.
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Fig. 3. 5. Utilisation du modéle cinématique directe (MCD)
pour réaliser I’apprentissage de NetIK
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Planification hors-ligne multi-objectif [

Optimiser : le temps, 1’énergie cinétique et
électrique, et 1’évitement des poses singuliéres,
Satisfaire : les limitations des actionneurs,

des positions, vitesses et accélérations articulaires,
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Obtenir : la trajectoire multi-objectif.

Repeter : ce processus pour plusieurs scénarios
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Initialisation de NeFuMOP

Par Subtractive Clustering
Initialiser les paramétres des

variables d’entrées/sorties de
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Fig. 3. 8. Architecture du systéme proposé de planification multi-objectif neuro-flou

3. 6. Présentation des articles

Cette thése est présentée sous forme d’une thése par articles. Les trois articles

de revue réalisés font I’objet des chapitres 4 a 6. Dans la suite du présent chapitre, on

va donner une bréve présentation de chaque article.

3. 7. Présentation de Particle 1: Planification multi-objectif hors-ligne de

trajectoire des machines a cinématiques paralléles

A la suite de 1’étude bibliographique sur le probléme de POT-MCP, nous avons
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constaté que ce probléme n’a pas été suffisamment considéré dans la littérature,
comparativement a son homologue POT-RS. Bien que plusieurs raisons, qu’on a
mentionné au chapitre 2 on justifie cette situation, nous avons tent¢ d’aborder ce
probléme en le formulant dans le cadre du calcul variationnel, comme un probléme de
commande optimale non linéaire sous contraintes. Parce que la période
d’échantillonnage est un élément fondamental, d’abord pour 1’optimisation en temps-
minimumle des trajectoires, ensuite pour permettre un meilleur suivi de ces
trajectoires lors de la commande du robot physique, nous avons pris comme variables
de commande les couples moteurs, ainsi que les périodes d’échantillonnage. L’indice
de performance inclue donc le temps, les énergies cinétique et électrique nécessaire a
I’exécution de la tache, ainsi qu’une fonction d’évitement des poses singuliéres.
Différentes contraintes sont également introduites, telles que les limitations sur
les couples actionneurs, 1’espace de travail, les buttés articulaires, les périodes
d’échantillonnage, ainsi que le passage par des poses (position et orientation)
imposées. L’algorithme du Lagrangien augmenté en temps-discret a été utilisé pour
surmonter les difficultés liées au conditionnement numérique du probléme et aux non
convexités des contraintes. Cet algorithme est implémenté sur une forme découplée
de la dynamique du robot. Ce découplage a permis notamment de faciliter le calcul
des états adjoints résultant de la mise en ceuvre des conditions nécessaires
d’optimalité de premier ordre. L’implémentation de cette approche a été réalisée sur
un modéle d’une MCP a 2-DDL. L’étude cinématique de cette MCP a été rapportée

dans [69]. Dans les simulations réalisées, 1’emphase était mise sur la planification



43

temps énergie minimum, sans singularités de trajectoire par Lagrangien augmenté.
Nous avons mis ’accent sur les éléments suivants : 1) Comparaison des trajectoires

du robot pour différentes valeurs des pondérations 7, U, Q et 8 du temps, des énergies

électrique et cinétique, ainsi que de la fonction d’évitement des singularités. 2)
Evaluation de I’impact des variations des paramétres dynamiques sur le
comportement des trajectoires de la MCP par une étude de sensibilité de 1’algorithme.
3) A quelle précision versus temps de calcul le Lagrangien augmenté satisfait le
passage par les poses imposées ? et enfin, 4) Quel est I’impact du nombre d’itérations
internes et externes, sur les performances de la MCP versus le temps machine de
calcul ?

Ce travail a fait ’objet de travaux préliminaires communiqués dans des conférences
internationales [6, 7]. Une extension de ces travaux a fait 1’objet du premier article de
revue soumis pour publication et accepté sous réserve d’une révision a Robotics and
Computer Integrated Manufacturing [67]. Cet article est donné au chapitre 4.

La structure du chapitre 4 peut étre résumée comme suit :

- Une introduction contenant une revue bibliographique ;

- Une présentation des modeéles cinématique, dynamique et des contraintes relatives
aux limitations des longueurs des vérins, des couples actionneurs, de 1’espace de
travail, et des exigences de la tiche;

- Une formulation du probléme comme un programme nonlinéaire sous contraintes;
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- Une présentation du Lagrangien augmenté, transformant le probléme de commande
optimale sous contraintes en un probléme sans contraintes.
- Une présentation du Lagrangien augmenté implémenté sur un modele dynamique
découplé du robot;
- Une présentation des simulation et comparaisons avec les techniques basées
uniquement sur la cinématique du robot.
- Une interprétation des résultats obtenus et une conclusion générale.
Cet article a été soumis et accepté pour publication sous réserve de quelques
modifications dans a revue : Robotics and Computer Integrated Manufacturing

A. Khoukhi, L. Baron, M. Balazinski: “Constrained Multi-Objective
Trajectory Planning of Parallel Kinematic Machines”, Robotics and Computer

Integrated Manufacturing, 2007.

3. 8. Présentation de Darticle 2 : Réseaux neuro-flous hiérarchiques pour la
planification temps-minimum en-ligne de trajectoire des robots manipulateurs
L’objectif de cette partie de la thése consiste a déterminer un outil efficace de
planification en-ligne de trajectoire pour manipulateurs robotiques. Une étude
bibliographique nous a permis de connaitre la difficulté du probléme et les limites des
approches proposées jusqu'a date. En effet, [utilisation des techniques
conventionnelles de commande des systémes n’est sans doute pas la meilleure
approche du probléme. D’abord les approches simples par retour d’état a gain

constant ne permettent pas une bonne poursuite en-ligne, a cause notamment des
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fortes non linéarités des transformations cinématiques et des couplages dynamiques
du systéme. Ceci a donné lieu a des techniques de commande avancées tel que les
commande Computed Torques, H. et Backsteeping Predictive Control. Cependant,
ces techniques font appel aux modéles détaillés du robot. Ce qui engendre une grande
complexité de calcul pour une implémentation temps réel.

Dans ce cadre nous avons suggéré d’utiliser les réseaux neuro-flous dirigés par
les données. Les trajectoires d’apprentissage sont générées suivant un schéma de
planification hors-ligne en temps-minimum sous contraintes des limites articulaires,
des actionneurs, et périodes d’échantillonnage. Dans cet étude, l’indice de
performance est le temps nécessaire a la réalisation de la trajectoire, sous contraintes
de redondance cinématique et limitations des variables articulaires et couples
moteurs. Ce travail a fait ’objet de travaux préliminaires ayant donné lieu a une
communication publiée dans une conférence internationale [78]. Une extension de ce
travail a été consacrée a un troisiéme article de revue, accepté pour publication sous
réserve de quelques modifications, dans Engineering Applications of Artificial
Intelligence [79]. Cet article fait I’objet du chapitre 6.

La structure du chapitre 6 peut étre résumée comme suit :

- Une introduction contenant une revue bibliographique ;

- Une bréve présentation de 1’approhe proposée,

-Une présentation du modele cinématique et du réseau NeFIK permettant de résoudre

I’inverse cinématique du manipulateur redondant.
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- Une présentation des modéles dynamique et des contraintes relatives aux limites
articulaires, des couples moteurs, de ’espace de travail, et des exigences de la tache;

- Une formulation du probléme comme un programme non linéaire sous contraintes;

- Une solution initiale feasable basée sur un profil cycloidal en temps-minimum est
d’abord introduite. Cette solution satisfait aux conditions aux limites au niveau
articulaire (positions, vitesses, accélérations et jerks angulaires)

- Une présentation du Lagrangien augment¢;

- Une présentation du réseau neuro-flou permettant d’achever ’apprentissage du
comportement du robot réalisant la trajectoire en temps-minimum simulée par
Lagrangien augmenté

- Une présentation des simulation et comparaisons avec les techniques basées
uniquement sur la cinématique du robot.

- Une interprétation des résultats obtenus et une conclusion générale.

Cet article a été soumis et accepté pour publication dans la revue Engineering

Applications of Artificial Intelligence

A. Khoukhi, K. Demirli, L. Baron, M. Balazinski: “Hierarchical Neuro-Fuzzy
Optimal Time Trajectory Planning for Redundant Manipulators”, Engineering

Applications of Artificial Intelligence, 2007.



47

3. 9. Présentation de D’article 3 : Réseaux neuro-flous dirigés par les
données pour la planification multi-objectif en-ligne de trajectoire des
manipulateurs redondants

Le quatriéme article est une extension de l’article précédent ou 1’indice de
performance est généralisé a un critére multi-objectif pour inclure le temps et les
énergies cinétiques et électriques nécessaires a I’exécution de la tache, ainsi qu’une
fonction d’évitement des poses singuliéres.

Dans cet article, I’espace de travail inclue I’ensemble des poses atteignables par
I’effecteur du robot, ce qui constitue une deuxiéme généralisation de 1’article
précédent dans lequel seulement une configuration coude haut ou coude bas ont été
considérées dans les simulations. Les trajectoires d’apprentissage sont réalisées
suivant un schéma de planification hors-ligne optimisant un indice de performance
multi-objectif, incluant le temps, les énergies électrique et cinétique nécessaires a
I’exécution de la tiche, ainsi qu’une fonction d’évitement des configurations
singuliéres. Cette optimisation est effectuée en satisfaisant les limites articulaires, des
actionneurs, et des périodes d’échantillonnage. La redondance cinématique est
résolue tout en évitant les limites articulaires. Dans cette étude, en plus du Lagrangien
augmenté avec découplage de la dynamique, la contrainte d’état final est satisfaite a
chaque itération du programme. Ceci est réalisé par une procédure de re-ajustement
via I’algorithme du gradient projeté sur I’espace tangent a cette contrainte.

Cette étude a fait 1’objet de travaux préliminaires ayant donné lieu a une

communication soumise pour publication a une conférence internationale [85]. Une
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extension de ce travail a permis la réalisation d’un quatriéme article de revue de cette

thése, soumis pour publication dans Control and Intelligent Systems [86].

Cet article fait I’objet du chapitre 7.

La structure du chapitre 7 peut étre résumée comme suit :

- Une revue bibliographique suivie d’une bréve introduction de 1’approche proposée;

- Une présentation des modeles cinématique, dynamique et des contraintes relatives a

la redondance cinématique, aux limitations des couples actionneurs, de I’espace de

travail, et des exigences de la tache;

- Une formulation du probléme comme un programme non-linéaire multi-objectif;

- Une présentation du Lagrangien augmenté en temps discret;

- Une présentation du Lagrangien augmenté implémenté sur un modele dynamique

découplé du robot;

- Une présentation du réseau neuro-flou permettant de réaliser 1’apprentissage du

comportement du robot correspondant aux trajectoires en temps-minimum simulées

par Lagrangien augmentg.

- Une présentation des simulations et comparaisons avec les techniques basées

uniquement sur la cinématique du robot, obtenus ainsi que des performances du

réseau neuro-flou, et enfin une interprétation des résultats et une conclusion générale.

Cet article a été soumis pour publication a la revue Control and Intelligent Systems.
A.Khoukhi, K. Demirli, L. Baron, M. Balazinski: “Data-Driven Neuro-Fuzzy

Multi-Objective Trajectory Planning of Redundant Manipulators”, Submitted to

Control and Intelligent Systems, 2007.
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CHAPITRE 4

Constrained Multi-Objective Trajectory Planning of

Parallel Kinematic Machines
Amar Khoukhi , Luc Baron and Marek Balazinski

Mechanical Engineering Department, Ecole Polytechnique de Montréal,
C.P. 6079, Succ. CV, Montreal QC, Canada H3C 3A7

(amar.khoukhi, luc.baron, marek.balazinski)@polymtl.ca

4. 1. Abstract This paper presents a new approach to multi-objective dynamic
trajectory planning of Parallel Kinematic Machines (PKM) under task, workspace
and manipulator constraints. The robot kinematic and dynamic models, (including
actuators) are first developed. Then the proposed trajectory planning system is
introduced. It minimizes electrical and kinetic energy, robot traveling-time separating
two sampling periods, and maximizes a measure of manipulability allowing
singularity avoidance. Several technological constraints such as actuator, link length,
and workspace limitations, and some task requirements, such as passing through
imposed poses are simultaneously satisfied. The discrete augmented Lagrangian
technique is used to solve the resulting non-linear and non-convex constrained
optimal control problem. A decoupled formulation is proposed in order to cope with

some difficulties arising from dynamic parameters computation. A systematic
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implementation procedure is provided along with some numerical issues. Simulation

results proving the effectiveness of the proposed approach are given and discussed.

Keywords: Parallel Kinematic Machines, Constrained Off-line Programming,
Nonlinear Optimal Control, Time-Energy Trajectory Planning, Augmented

Lagrangian, Decoupling.

4. 2. Nomenclature
B: Reference frame attached to the center of mass of the base

A: Reference frame attached to the center of mass of the end-effector (EE)
4, B : i" attachment point of leg i on body 4 and B
e; : Unit vector along the i joint axis

p=[x y zJ : Position vector of the origin of 4 relative to B in B
“a, : Constant position vector of attachment point 4; in frame 4.
p=[x y 2]": Velocity vector of the origin of 4 relative to B
BR, : Rotation matrix of frame 4 with respect to frame B

x, = q=[pT @ O yI : Position and orientation of 4 in B

s =[p” @ 0 w1 : Time derivatives of xi(f)



51

x,=¢=[p’ ' |": Cartesian and angular velocity of the EE
x =[x x,J: Continuous-time state of the PKM
x;. = [x; %[ : Discrete-time state of the PKM

() : Cartesian force/torques wrench

i=[i b...ikJ : Vector of electric currents

I=[} I, .. : Vector of the link lengths

J : Jacobian matrix of the PKM

M (q), M.(q) : Inertia matrix expressed in joint and Cartesian space

N(q.9), Ne(q,q) : Coriolis and centrifugal force/torque in joint and Cartesian space
Gi(q), G:(q): Gravity force in joint and Cartesian space

M., M. : Actuator inertia matrix and its component

V., V. : Actuator viscous damping coefficient matrix and its component

K, K,: Actuator gain matrix and its component

K : Control law gain matrix

Tx : Joint torque vector produced by the DC motors

F : 6-directional column of the generalized forces

p : Ballscrew pitch
n : Gear ratio

Js . Jm: Ballscrew and motor mass moments of inertia
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bs , bm : Ballscrew and motor viscous damping coefficients

A : Lagrange multipliers associated to state variables

S, : Approximated function of the discretized robot dynamic model

f dD : Approximated function of the discretized robot decoupled dynamics

(p, 0) : Lagrange multipliers related to inequality and equality constraints

(W, @) : Penalty functions associated to inequality and equality constraints

(e, 1) : Penalty coefficients associated to inequality and equality constraints
(g, s) : Generic functions defining inequality and equality constraints

C: Admissible domain of input torques

H : Admissible domain of sampling periods

U, Q : Weight factors associated to electric and kinetic energy criteria

(vy ,8): Weight factors for traveling time and singularity avoidance criteria

@ : Singularity avoidance function

N : Total number of discretizations of the trajectory

Wi, 1, 1 - Cost minimization, equality and inequality constraints feasible tolerances

wr, a1 - Cost minimization, equality and inequality constraints optimal tolerances
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4. 3. Introduction

The design of Parallel Kinematic Machines (PKMs) dates back to the pioneer work
by Gough [1], who established the basic principles of a manipulator in a closed loop
structure. The machine was able to position and orientate an end-effector (EE), such
that to test tire wear and tear. A decade later, Stewart [2] proposed a platform
manipulator for the use as an aircraft simulator. Since then, extensive research efforts
lead to the realization of several robots and machine tools with parallel kinematic
structures [3]. PKMs have two basic advantages over conventional machines of serial
kinematic structures. First, the connection between the base and the EE is made with
several kinematic chains. This results in high structural stiffness and rigidity. Second,
with such structure, it is possible to mount all drives on or near the base. This results
in large payloads capability and low inertia. Indeed, the ratio of payload to the robot
load is usually about 1/10 for serial robots, while only 2 for parallel ones. Despite
these advantages, PKMs are still rare in industry. Among the major reasons for this
gap are the small workspace, complex transformations between joint and Cartesian
space, and singularities as compared to their serial counterparts. These facts lead to a
tremendous amount of research in PKMs design and customization [3]. Another
reason recently identified is the under consideration of the dynamics of these
machines [4]. The mentioned architecture-dependent performance associated with
strong-coupled non-linear dynamics makes the trajectory planning and control system
design for PKMs more difficult, as compared to serial machines. In fact, for serial

robots, there is a plentiful literature published on the topics of offline and online
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programming, from both stand points: computational geometry and kinematics, and
optimal control including robots dynamics [5-8]. For PKMs, a relatively large amount
of literature is devoted to the computational kinematics and workspace optimization
issues. The overwhelm criteria considered for PKMs trajectory planning are
essentially design-oriented. These include singularity avoidance and dexterity
optimization [9-13]. In [14], the authors had developed a clustering scheme to isolate
and avoid singularities and obstacles for a PKM path planning. A kinematic design
and planning method had been described in [15] for a four-bar planar manipulator
mechanism. Another related work was considered in [16], where it had been shown
that a motion planning with singularity-free pose change is possible for PKMs. A
variational approach is reported in [17] for planning a singularity-free minimum-
energy path between two end-points for Gough-Stewart platforms. The approach used
is based on penalty optimization methods. These methods transform the constrained
problem in an unconstrained one by augmenting the objective function with
additional functions that reflect the violation of the constraints. Penalty methods,
however, have several drawbacks [18]. Another major issue for off-line programming
and practical use of PKMs in industry (in a machining process, for example) is that
for a prescribed tool path in the workspace, the control system should guarantee the
prescribed task completion within the workspace, for a given set up of the EE (i.e.,
for which limitations on actuator lengths and physical dimensions are not violated).
This problem has been recently considered in [19, 20], where design methodologies

involving workspace and actuator force limitations were proposed, using iterative
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optimization techniques.

In this context, we consider a new integrated multi-objective dynamic trajectory
planning system for PKMs. Part of this work has been presented in [21-22]. The
proposed approach considers PKM’s dynamics, including actuators models as well as
task and workspace requirements, as a unique entity. It can be encapsulated into two
levels (see Fig. 1): the modeling and approach level, and the simulation and testing
level [7, 23]. The former consists of selecting the appropriate models and control
approaches in order to optimize an overall performance of the robot-task-workspace
interactions. The second level is devoted to coding, testing, and validation. Criteria to
be optimized in this study are traveling time, energy necessary for a task execution
and a measure of manipulability. The optimization procedure is performed within a
proper balance between time and energy minimization, singularity avoidance,
actuators, sampling periods, link lengths and workspace limitations, and task
constraints satisfaction. From a state space representation by a system of differential
equations in the phase plane, the trajectory planning is formulated within a variational
calculus framework. The resulting constrained non-linear programming problem is
solved using an augmented Lagrangian (AL) technique, implemented on a decoupled
dynamics. AL algorithms have proven to be robust and powerful to cope with
difficulties related to none strictly convex constraints [24-27] as compared to
optimization methods employing only penalty. The decoupling technique is
introduced in order to solve some difficult computations in the original non-linear and

coupled formulation. Another advantage of the proposed method is that one might
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introduce several criteria and constraints to satisfy in the trajectory planning process.
Section 2 introduces the kinematic and dynamic models using Euler-Lagrange
formulation, and gives the associated discrete-time state space model. In section 3,
the constrained nonlinear optimal control problem is formulated. In section 4, the
augmented Lagrangian with decoupling technique is developed to solve the resulting
linear and decoupled optimal control problem. In section 5, an implementation on a

case study 2-DOF planar PKM is provided. Finally, section 6 concludes this work.

4. 4. Modeling
4. 4. 1. Kinematic Model

The PKM shown in Fig. 2 represents a full 6-Degrees-Of-Freedom (DOF) motion
of its EE from its articulated motion of its six leg lengths. The pose, i.e., position and
orientation, of the EE, namely, q=[p” @ & w|' can be expressed in frame B by p
the position vector of the origin of frame A4 relative to frame B, and the set of Euler

angles (¢, 6, ) defining the orientation of the EE in frame B, namely, 2R, as used

to uniquely determine the EE orientation. This rotation matrix is given as

cycp—cbsgsy —sycop—cbsgcy sbsg
BR,=(RA9), R(O), RA(v) =| cysP+clcdsy —swsgp+clcgcy —sbed|, (1)
sys¢ cys cl

where ¢ and s stand for the cosine and sine functions, respectively. Clearly, the

orientation of A4 is described with respect to B by a rotation matrix 2R, =[rl L r3],

wherer,, and g, are, respectively, 3x1 unit vectors along the axes of 4
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The velocity of the EE, namely, ¢ :[p }, can be obtained as a function of the time
[0

derivative of q, i.e.,

. I3x3 03x3
. P )
- ;
®
Os.5 R(p,0,y)

where the transformation between the angular velocity @ and the time derivatives of
the Euler angles ¢, 6, and 7 is given as [28, 29]:

0 cop spcl
R(¢9 lg,l//) 0 SQ —CQSQ (3)
1 0 ch

There are two basic problems in kinematic modeling; the forward kinematics is the
determination of the EE motion from a given motion of the leg lengths, while the
inverse kinematics is the determination of the leg lengths motion from a given EE

motion. Below these two kinematic problems are formulated at the velocity level.

4. 4. 1. 1. Inverse Rate Kinematics
The closure of each kinematic loop passing through the origin of A and B, and
through the six attachment points B; on the base and the hip attachment points 4; on

the EE is given as
a=p+°R/a, i=l,.,6, 4)

where “a, is the constant position vector of 4; in A. By differentiating eq. (4) with



respect to time, projecting along the joint axis and grouping in a matrix form, one
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Fig. 4. 1. Overall Off-line Programming Framework of PKMs

Fig. 4. 2. Geometry of a PKM
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gets the inverse kinematic model as:
I1=J"¢ )
where is the actuated leg length velocity, J-'is the inverse Jacobian matrix given

as:

elT (BRA Aal xé€ )T
J' =] : (6)

T Bp 4 T
€ R, “a;xe;)

ande; is a unit vector along the i joint axis.

4.4. 1. 2. Forward Displacement Model

Unlike the inverse kinematic problem, the forward kinematics is more challenging for
general PKMs. The number of solutions depends on the number of configurations the
mechanism can be assembled into, for a given set of link lengths. Equation (5)
representing the inverse kinematic solution cannot be inverted to find ¢ for a given /,
because ¢ does not explicitly occur in (5). Numerical methods are generally used to
solve the forward kinematic problem [28, 29]. In this paper, a Newton method is used

[26].

4.4.2. Dynamic Model
Likewise to kinematic modeling, there are two basic problems in dynamic

modeling [28, 29]: the forward and inverse dynamics. The latter consists to find the
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joint force/torque from a given EE motion. The former is to find the EE motion from
a given joint input force/torque and initial position, velocity and acceleration
conditions. For optimal control and trajectory planning purposes, the dynamic
equations are derived using Euler-Lagrange formalism. In Cartesian space, the

inverse dynamic model is given a canonical form as:
T=M.(9)§+N.(4,9)4+G.(9) ()
where Mc(q) is the inertia matrix, N,(q,9) and G:(q)are the Coriolis and

centrifugal, and gravitational forces, respectively.

4. 4. 2. 1. Actuators Model
It has been shown that actuator dynamics are significant and cannot be neglected

for simulation and control [28]. The dynamic equations of actuators yield:

MJI+V,i+K F=r1, ®)
where
M.=M.l, 6)(6:%1—; (J s+n2J, m)I 66 (9)
n=V016x6=%g- (b +12bm) o (10)
Ka:K0166:LI66 (11)
)X 27Zn X

where the various parameters are described in the nomenclature.
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In order to included actuator’s dynamics, written in joint space, it is necessary to

transform the motion eq. (7) into Cartesian space, using eq. (5) as:

M (I +N,(4,9)4+G,(9)=F (12)
where
Mq)=J"Mq)J, (13)
N, 9)=J"N (9.9~ M (9} d(d"t_l) and (14)
Gi(q)=J"G:(q) (15)

with J being the Jacobian, and F the 6-directional column of the generalized forces.
The combination of egs (8) and (12) gives the dynamic model including the actuators

in joint space as

M, (@) +N,(q.9§+Gi(9)=", (16)

with
M(q)=KJ M ()] +M,, (17)
N @ d)=KJN. @+, KM@ 0 ad 9
Gi(9)=K,JG.(g) (19)

The bars over uppercase boldface letters are used to include both manipulator and
actuator elements. Going back to Cartesian space, the overall PKM dynamic model is

given as
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M.(q)j+N:(q.9)§+G:(g) =1, (20)

with
M(q)=KJ M. (q)+M,J", 21)
N =K N @i+ 0, 7 @) ma @)
G(9)=K,J"G.(q) (23)

It is noteworthy that in the proposed approach one might include contact effort
models. Among such models, there are friction and other application-specific forces.
Such inclusion is very useful in many practical cases as deflashing and screwing, as it
allows avoiding actuator saturation and improving the trajectory planning

performance.

4.4. 2. 2. Discrete-Time Dynamic Model

The approximate state-space discrete-time model of the PKM is deducted from a
state-space form of the continuous-time dynamic model. Without loss of generality
and for the sake of writing simplicity, the time index and the contact forces are

omitted. So, one might write eq. (20) as:

| —-1 = . =
§=M. @), - M. @|Ne@.i)i+G.@) | (24)
By using statex;, and its time derivativex,, i.e., x=[x{ , XJ ]T (defined in the

nomenclature), eq. (24) is transformed as:
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M. (%)%, + Ne (x,,%,)%, +G: (x) =7, (25)
In turns, one might rewrite eq. (25) as follows:

0 o
= [0&6 I6><6 :| X — |:__1 . 6x1 . + |:__16x6 :| Tm (26)
Oss O M. (x)|Nc(x,x,)x, +Gc(x)) M. (x,)

with
M. (%) = KJT(e)M.(x) + M.J(%) (27)
and

N _ T =l d(J—l(xl))
1) = KT, )+ M, ST

) (28)

In order to derive the discrete-time dynamic model of the robot, eq. (25) is written

in the form:
x=Fx—-D(x)+B(x)t 29)
with
0 I 06><l
F = [O6x6 06><6 :| , D(x) — , and
o o le (x) [YV_C (X1, %,)x, + G. (x)
06><6

B(x)=| _-

) { Mcl (xJ (30)

N
Now, let’s define the sampling period #,, such that A, <t<h, _, ,and th =T, with
k=1

T being the total traveling time and the robot state being assumed invariable between

two sampling points k£ and k+1, and defined as:
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x()=x(h), fork=02,.. ,N-1, h <t<h,, 31

The equivalent discrete-time model to (26) is given as [8]:
X n=F;(h)x—D (X ,h )+ BAx.h )T, (32)
where F,, D,, B, are the discrete equivalents to F, D, Bmatrices. The relationships

between these pair of matrices are developed through a first order approximation as:

Fd (hk)de(k+19k): thk :I+Fhk =|:£6x6 hk16><6:| (33)

6x6 I 6x6

D, 1) = [Fylh ~ G, ~ ) (D)

hy

—_ kr — —
=M. (x,)| o &¢ [Nc(xlk,ka)ka +Ge(x,,) ] (34)
hk 16><6
b ﬁ I |
B(xi, h) = [Fy(h ~1)B(x)dt = 2|\ M () (35)
0 i L 66

Hence, the discrete-time state-space dynamic model of the PKM is developed with a
second order of accuracy for the position and one order for the velocity, to finally be

written in the following form:

h2

1., hli, — 3y —_ —
Xpn = - e X "Mcl(xm) 2% [Nc (xlk’ x2k)x2k +G, (x]k)_ Tk] (36)
06><6 Iﬁx6 hklé

%6
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4. 5. Optimal Time-Energy Trajectory Planning Problem
4. 5. 1. Constraints Modeling

Simulating a robotics task requires taking into account several constraints;
structural and geometric constraints, kinematic and dynamic parameter nominal
values, such as limits on link lengths, velocities, accelerations, and nominal torques
supported by the actuators. Some of these constraints are defined in joint space, while

others are in task space.

4. 5. 1. 1. Robots Constraints
" Dynamic state equations: These consists of eq. (36), which is rewritten for

later easy use as:

xk+1=f;1k(xka L7 hk) (3 7)
. Link intermediate length limits:
1<l <l_,withk=02.. ,N,and [l =0, (x) (38)
. Singularity avoidance:

Singularities are particular poses in which the robot becomes uncontrollable.
Therefore, they are crucial for a successful trajectory planning system. The conditions

characterizing singularities are difficult to find analytically for a general PKM, since

an analytical expression for the determinant of J-'is not available. Several studies

had been dealt with the problem and many singularity avoidance algorithms were
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proposed [9-13, 16, 17, 31-33]. A common kinematic performance index related to
singularity avoidance is the manipulability measure [27]. Accordingly, by defining

the manipulability measure as

w(x,) = et (2,07 (3,.)) (39)

The following singularity avoidance function can be used:

@ (Xi)= (40)

1
VAet(J ()T (%)
" Torque limits:

Non-violation of control torque limits is another major issue for trajectory
planning. The required leg forces must continuously be checked for possible violation
of the limits as the manipulator moves close to a singular pose. As soon as any leg
actuator crosses its limit, the optimal planning procedure has to determine an
alternate leg actuation strategy leading to another path on which the actuator
forces/torques would be constrained within the limits. In this paper, the robot torques
is assumed to belong to a compact and bounded set

C c RV, expressed as:

C={t, R, suchthat:t__ <71, <7 k=0,.,N-1 41)
k min k

— “max ?
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. Sampling period limits:
If the overall robot traveling time T is too small, there may be no admissible

solution to the optimal control problem, since the torque constraints bound indirectly
the path traversal time. On the other hand, the sampling period» must be smaller

than the system smallest time mechanical constant in order to prevent the system
from being uncontrollable between two control times. In this paper, a tradeoff is
made through variation of the sampling period within an admissible domain

H defined as:

H ={h, eR*, suchthat: h <h <h, | (42)

4.5. 1. 2. Task and Workspace Constraints

Task and workspace constraints are basically geometric and kinematic, and allow
the determination of the size and shape of the manipulator workspace, which defines
the set of poses that can be reached by the EE without singularity or link interference
[19, 20]. These constraints are expressed by imposing the EE to pass through a set of
specified poses (Fig. 4. 3). These poses are quantified by a set of L pairs (p;, R;) with
p referring to the Cartesian position, and R; to the orientation of the /™ imposed pose

on the EE, such that:
o]~ Ty, =0 (43)

and  [vect(R"R)|-T, 0 (44)

assThl,
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where (p, R ) describes the current computed pose of the EE, while vect(.) is the axial

vector of its 3x 3 matrix argument, and measures the absolute value of the angle of
rotation between R and R, . These constraints represent equality constraints and are

written for simplicity as:

5100 =[p - piFTrussruy =0, 53 = |[vect(R" R - T, = 0> 1=Lod  (45)

The above inequality constraints are written in the following simplified forms:

g, (x)=1,, —0(x)<0,g,(x)=0(x)- [, <0,

g(t)=1,-1<0,g,(z)=7-7,,<0 (46)

For the sake of development simplicity, all inequality constraints will be noted
asg(x, 1, h) <0, j=1,...,4, regardless if they depend only on state, control variables or
both. Hence, we turn up with J= 24 inequality constraints, 2L equality constraints

(imposed passages), and 12 equality constraints representing state dynamics

equations.

4. 5. 2. Performance Index
In general, it is possible to optimize any cost function that has a physical sense. It

can be specified according to task and performance targets. The performance index
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Y Passage tolerance

Fig. 4. 3. Illustration of EE passage through imposed poses (positions and
orientations) optimal path, ---- feasible path, xs Starting pose, , xr Target pose,
considered in this paper, relates simultancously energy consumption, traveling time,
and singularity avoidance. For energy criterion, both electric and kinetic energies are
optimized. For time criterion, there are two basic ways to perform optimization: the

first one assumes a fixed sampling period #» and searches for a minimum number N

of discretisations. This is equivalent to bring the robot from an initial pose x5 to a

final pose x;, within a minimum number N of discretizations. For the unconstrained
case, the time optimal control is basically bang-bang with singularities occurring at
the vicinity of the switching function. In serial robots literature, there are several
publications following this approach [30]. For strongly non-linear and coupled
mechanical systems (like for the PKM at hand), this is simply impractical, even by

using symbolic calculation. The second approach fixes the number of discretisations

N and varies the sampling periods /4, . This is equivalent to bring the robot from an

initial pose x5 to a final pose x;, within a fixed number of steps N while varying
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(minimizing) the sampling periods. In this paper, the number of sampling periods is
guessed from an initial feasible kinematic solution. Then the sampling periods and
the actuator torques are taken as control variables. For singularity avoidance, it is
included through maximization of eq. (40). In continuous-time, the constrained
optimal control problem can be stated as follows:

Among all admissible control sequencest(t) € C and h e H, that allow the robot to

move from an initial state x())=xs5 to a final state x(t;)=Xx,, find those which

minimize the cost functionE :

t

. r T 1 T
E = 'r(%lgc jt {[‘r(t)U‘r O+ L taX, (t)Qx2 H+oé@ (x1 (t))} dt } 47

t ,t eH
0 T

Subject to constraints (37), (38), (41), (42), (43) and (44).

In the optimization criterion (47), C and H represent the set of admissible torques and
the admissible set of sampling periods andU,Q v and O are, respectively, the
weight factors associated to the electric energy, kinetic energy, traveling time and
singularity avoidance. The corresponding discrete-time optimal control problem
consists of finding the optimal sequences (7,,7,,....,T,y_)and(k,,h,,....h,_ ),
allowing the robot to move from an initial state x,=x; to a target state xy = x;,

while minimizing the cost £, :
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N
MinE, ={fjrkUT£+l1 +X, QXA @ (xlk)]hk} 48)
heH k=1
Subject to: Xp= fdk(xk, Th), k=0,.., N-1

gj(xka Tk hk)so 7j=1;--’43 k:O,---; N-1
s(6)=0, i=1.,2L, k=0, N

4. 6. Nonlinear Programming Formulation

4. 6. 1. Augmented Lagrangian Approach

In the course of solving the constrained non-linear multi-objective optimal control
problem in eq. (48), the Augmented Lagrangian (AL) function is used to transform it
into a non-constrained one, where the degree of penalty for violating the constraints is
regulated by penalty parameters. This method was originated independently by
Powell and Hestens [34, 35], and subsequently improved by several authors [24-26].
It basically relies on quadratic penalty methods, but reduces the possibility of ill
conditioning of the sub-problems that are generated with penalization by introducing
explicit Lagrange multipliers estimates at each step into the function to be minimized,
which results in a super linearly convergence iterates. Furthermore, while the
ordinary Lagrangian is generally non convex (in the presence of non convex
constraints like for the considered problem), AL might be convexified to some extent
with a judicious choice of the penalty coefficients [26]. An outline of AL
implementation procedure for the case at hand is given at the end of section 5, and a

flowchart diagram implementation appears in the appendix. The AL function
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transforming the constrained optimal control problem to an unconstrained one is

written as:

L, 1,10 p, 0) = D FTUT A+ 1431 Qt 8 o) 49 MG, CeTi) Jr

k=1 k=0

S [E ¥, (0 s(C0) + . @, (Pl g s hk))} £ S, Ok sHe) (49)

P = = P

where the function j;k(xk,‘rk,h ») is defined by the discrete state eq. (37) at the sampling

time k,Nis the sampling number, Ae R '?Ndesignates the adjoint (or co-state)

obtained from the adjunct equations associated to state equations, o, p are Lagrange
multipliers with appropriate dimensions, associated to equality and inequality
constraints and pg, pare the corresponding penalty coefficients. The penalty
functions adopted here combine penalty and dual methods. This allows relaxation of

the inequality constraints as soon as they are satisfied. Typically, these penalty

functions are defined by:

¥ (a,b)=(a+ Ezib)rb and @, (a,b)= —2—;;{”Max(0, a+ g b)”2_ e } (50)

where a and b refer respectively to Lagrange multipliers and the left hand side of

equality and inequality constraints. The Karush-Kuhn-Tucker first order optimality

necessary conditions require that for (x,,7,,7,,X,,T,,Hy,.cs, Xy, Ty i5hy,) to be
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solution to the problem, there must exist some positive Lagrange multipliers (A, py),

unrestricted sign multiplierseo, , and finite positive penalty coefficients (pg, ps ) such
that:

Oy o Ol o Ola o Olu o Ly o Ol
ox Vo Vg 0 =0 g ~0and

pPigt, T, ) =0,067s(x)=0, g(x, T, h) <0 &23)

The development of these conditions enables us to derive the iterative formulas to
solve the optimal control problem by adjusting control variables, Lagrange
multipliers as well as penalty coefficients. However, in equation (37), fd,,(xk’ T, 1)

_ -l :
contains the inverse of the total inertia matrix M. (x) of the PKM, including struts

and actuators, as well as their Coriolis and centrifugal wrenches Nc(xl,xz). These
might take several pages long to display. In developing the first necessary optimality
conditions and computing the co-states A, one has to determine the inverse of the

mentioned inertia matrix and its derivatives with respect to state variables. This

results in an intractable complexity even by using symbolic calculation.

4.6.2. Constrained Linear-Decoupled Formulation
The major computational difficulty mentioned earlier cannot be solved by performing
with the original non-linear formulation. Instead, it is solved using a linear-decoupled

formulation [36].
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Theorem:
Under the invertibility condition of the inertia matrix, the control law defined in the

Cartesian space as

u=M Ax)v+ N X, x2)%, + éc(xl) (52)
allows the robot to have a linear and decoupled behavior with a dynamic equation:
X, =v (53)
where v is an auxiliary input

This follows simply by substituting the proposed control law (52) into the dynamic

model (20). One gets
M o e, = M Ax;)v

Since M. «x) is invertible, it follows that x, =v
This brings the robot to have the decoupled and linear behavior described by the

following linear dynamic equation written in discrete form as:

Xe = Fyxp + B(h)(v,) = fdf(xk Vs ) (54)
I hl1 ﬁl
With f;jD(xk s vk! hfc ) = [06)(6 6)(6} xk + 2 646 vk
k 6x6  dL6x6

Notice that this formulation reduces drastically the computations, by alleviating us

the calculation at each iteration of the inertia matrix inverse and its derivatives with
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respect to state variables, which results in ease calculation of the co-states. The non-
linearity is however transferred to the objective function.
The decoupled formulation transforms the discrete optimal control problem into

finding optimal sequences of sampling periods and acceleration

inputs (hy, Ay 5o By 1) s (Vg5 V550 V), allowing the robot to move from an initial

state x; -x; to a final state xy -x;, while minimizing the cost function:

2

—1

T
Ef = I\V/IEan M (x, v, + Ne(xy;, X)X +Ge(X, ):| U
hkeH 0

P
il

{Mc(xlk)vk+Nc(x1k,x2k)x2k+éc<xlk)}+11 + xijx2k+6w(xlk)} by ¢ (55)

and satisfying the above mentioned constraints, which mainly remain the same,

except for actuator torques, which become

Toin SMe(x v, + Ne(x,, %5, )%, +Ge(x) <1, (56)

Moreover, inequality constraints g; and g, can be rewritten as:

g;) (X V) =T — I:Mc(xlk Wi+ Ne(xy, X5)%,, +Ge(xy, ):| <0 (57)

gf(xk,vk) = [Mc(xlk)vk + Ne(xy,, X,,)X,, +Gc(x1k)} -7 <0 (58)
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Similarly to the non-decoupled case, the decoupled problem might be written in the

following form:

Min E?
veV
heH
Subject to: X = fd?(xk, Th), k=0,., N-1
2P (X v h) <0, jefl,2,.., ]} (P)

s?(x,)=0, i=1.,2L, k=0,.,N

4.6.3. Augmented Lagrangian for the Decoupled Formulation
Now, mutatis mutandis, the augmented Lagrangian associated to the decoupled

formulation (P) is (after removing bars and ¢ indexes for writing simplicity):

N-1 T
IRCx, v, b, 4,p,0) = ¥ { [ [M(x, v, + N(x,,x,)x,, +G(x,)|'U
[M(xlk )vk + N(xlk’ ka )ka + G(xlk )] + l'1 + x;kaZk + 6 w (xlk) } hk } +

N-1

= £ vl S 83, ot spion +

k=0 = =

=l

Y. @, (bl g . hk))} 3 ¥, (04 5PH6) (59)

where the function j:if(xk,rk,hk) is defined by eq. (54) at time k, Nis the total

sampling number, other parameters appearing in (59) are defined above.

Again, the development of the first order Karush-Kuhn-Tucker optimality
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necessary conditions require that for(x,,v,,n,,X,,v,,h,,....Xy,Vy ,hy,) to be
solution to the problem (P), there must exist some positive Lagrange multipliers

(Mo pu) , unrestricted sign multipliers o,, and finite positive penalty coefficients

p=(pg, ps) such that equations (51) are satisfied for the decoupled formulation.

The co-states A are determined by backward integration of the adjunct state

equation yielding for k=N -1,...,0:

0 [M C(xlk)vk"'N X ka)x2k+éC(x1k):|

N =2 ox
&

U

[M XV, + N (i X i + éc(xlk):| —20x,h, — 8V %@ (X)—

FTh by [Z 3V, ¥, (0 st(xk))] - hk[ivxkcb,,g(pi, 295, vk,hk»} (60)

=l =l

The gradient of the Lagrangian with respect to sampling period variables is

T

thLi =S| Mc(x Jp +NA(x ,x )x +G.(x ) U |:Mc(x1k)vk+NC(xlk: x2k)x2k+éc(x1k):|

P Qut B (xlk)} + 8 S W @) + D0, b gPxer) (6D
=

=1 =l

The gradient of the Lagrangian with respect to acceleration variables is
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Ny y N - T
VoLy =2Mc (6 )UT| Mc(X,)V, + Ne (X, %)% +Ge (%) |B + Z A+

J
by {ZV%‘D% (i 87 (xis visy ))} (62)
j=1
h "
where Z, = |:é6><6 §I6><6j| [xk]+ [ o) I6x6] [vk]’ k=01..N—1
o6 &6 hk 6%6

The development of various related expressions are quite long and not given here.

They are detailed in [37].

4. 6. 4. Implementation Issues

4. 6. 4. 1. Initial Solution

To fasten convergence of AL — although it converges even if it starts from an
unfeasible solution — a kinematic-feasible solution is defined. It is based on a
velocity profile. This solution is divided into three zones, acceleration zone with
duration T7j. In this zone, the actuators are assumed to supply an initial force to
accelerate the EE until the maximum velocity is reached. Then a constant velocity
zone of duration 7, is achieved. Finally a deceleration zone of duration 75= T
finishes the cycle. The initial time discretisation is assumed an equidistant grid for

convenience, i.e.

1~
W=t = L=

k=01,.,N-1 (63)



79

4. 6. 4. 2. Search Direction Update

Because the considered problem is of large-scale type, to solve for the minimization
step at the primal level of AL, a limited-memory Quasi-Newton-like method is used
at each iteration of the optimization process. This method allows the computing of an
approximate Hessian matrix by using only the first derivative information, and
without need to storing of this approximated Hessian matrix. It performs the second
order BFGS (Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shano) search technique. It is briefly

outlined bellow. For more details, the reader is referred to [18]. At the (k+)"

iteration, set a, =v,,, —v, as the update of the control variablev ,p, =V.L,,, — V,L,
the update of the gradient and Hj!'the approximation of the inverse of the Hessian.
The inverse of the approximate Hessian Hj'can be obtained using the BFGS update

formula:

H;' = V,H;V} +%§— with V, =1 - (BaD)/(Bfox,) (64)
k

The following pseudo-code describes the BFGS two-loop iterative procedure used to

compute the search direction H;'V.L, efficiently by using the lastm pairs of (a;, B;):

s V..,

For i=k-1,k-2,...k—m

Y: < aofs/Bla;

s<—s—7iPs;

End (for) (65)
r < (H))'s;

For i=k-m,k-m,...,.k—1

8, < Bir/plo,;
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r < r+(y; —6,)0;;

End (for)

Stop with result H;'V,L, =r

where (H) 'is the initial approximation of the inverse of the Hessian matrix. One can

set it as: (H)'=¢I, with I is the identity matrix of appropriate dimension, and

S = (“1?—1'31(—1)/ (Bi-Br-) -

4. 6. 4. 3. Overall Solution Procedure

A systematic procedure flowchart for the augmented Lagrangian implementation
appears in the appendix. In this procedure, after selecting robot parameters, task
definition, (such as starting, intermediate and final poses), workspace limitations and
simulation parameters (block 1), the kinematic unit defines a feasible solution
satisfying initial and final poses (block 2). Then the inner optimization loop (block 3)
solves for the AL minimization with respect to sampling periods and actuator torques
control variables to give the robot dynamic state. This state is then tested within a
singularity test unit. If singular, the state is recalculated by going back to the inner
optimization loop. If non-singular, a feasibility test is performed. The feasibility is
done by testing the norms of all equality and inequality constraints against given
tolerances. If the feasibility test fails, restart inner optimization unit. Otherwise, if the
feasibility test succeeds, i.c., the current values of penalty are good in maintaining
near-feasibility of iterates, a convergence test is made against optimal tolerances. If

convergence holds, display optimal results and end the program. If non-convergence,
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go further to the dual part of AL (at block 4), to test for constraints satisfaction and
update multipliers, penalty and tolerance parameters. If the constraints are satisfied
with respect to a first tolerance level (judged as good, though not optimal), then the
multipliers are updated without decreasing penalty. If the constraints are violated with
respect to a second tolerance level, then one multiplier values and decreases penalty
to ensure that the next sub-problem will place more emphasis on reducing the
constraints violations. In both cases the tolerances are decreased to force the
subsequent primal iterates to be increasingly accurate solutions of the primal

problem.

4. 7. Simulation Case Study
4.7. 1. Description of the 2-DOF Parallel Manipulator Case Study

A simulation program has been implemented using Matlab [38] to test the proposed
multi-objective trajectory planning approach on a PKM case study reported in [39].
Preliminary results are encouraging. This PKM consists of two degrees of freedom
planar parallel manipulator. The robot kinematic and dynamic models considered
have been developed in [37]. A schematic of the manipulator is depicted in Figure 4.
4, where the base is labeled 1 and the EE is labeled 2. The EE is connected to the
base by two identical legs. Each leg consists of a planar four-bar parallelogram: links
2, 3, 4, and 5 for the first leg and links 2, 6, 7, and 8 for the second leg. Prismatic
actuators actuate the link 3 and 8, respectively. Motions of the EE are achieved by

combination of movements of links 3 and 8 that can be transmitted to the EE by the
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system of the two parallelograms. Due to its structure, the manipulator can position a

rigid body in a 2D space with a constant orientation.

4.7. 2. Kinematic and Dynamic Analysis

As illustrated in Figure 4. 4, a reference frame A4 :(0), x, )" is attached to the EE,
and a reference frame B :(O,x,y) is attached to the robot base, where O' is the
origin of frame A4 and O the origin of B. To characterize the planar four-bar
parallelogram, the chains 4 B, and 4,B, are considered as shown in Figure 4. 4.
Vectors 4, and Az (i=1,2) define the positions of points 4 in frames 4 and B
respectively. Vectors bz (i=1,2) define the position of B; points in frame B. The
geometric parameters of the manipulator are 4B =L (i=1,2), A4A =2rand
B B, =2R

The position of point O' in the fixed frame B is defined by the vector (x, y)" . The

kinematic equations of this manipulator are given by:

J B } _J, B } (66)

where J, and J. are respectively, the 2x2inverse and forward Jacobian matrices of

the manipulator, which can be expressed as
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_ly=xn 0 _|r+x+R y-y
/i { 0 y—yj’ I [x—r+R y—yz} (67)

If J, is non-singular, the Jacobian matrix of the manipulator can be obtained as

_pay _|r+x=-R/y-»n) l|_{Ju Jn
A [t VA I

Accordingly, it is clear that singularity occurs when one of the following cases
holds [12, 13]:

1* case: ‘Jll = 0 and|J:

# 0. This case is known as the type one singularity, and

corresponds to the situation where y=y, or y=),, i.e., the first or the second leg is
parallel to the x-axis.

2" case: |J,‘ = 0 andJx

= 0. This case is known as the type two singularity. It

corresponds to the pose where four bars of the parallelogram in one of the two legs
are parallel to each other. It is analytically expressed by the equality x+r=R for the

first leg when x is positive, and x+R=r for the second leg when x is negative.

3" case: ‘J,‘ = 0 andlJ:] = 0. This corresponds to the type three singularity for

which the two legs are both parallel to the x-axis. This is mainly a design issue as it is

characterized by a geometric parameters condition given by:

L+r=R (69)
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The robot dynamic model in the task space of the PKM is obtained through Lagrange

formalism as follows:

7

L’ % (m, +§m,)+

2
(m, +'§m1 Y +J5)

4 m
[1-1 j| (m, +§ml )+ 2(m, +"3L)(J121 +J221)

J21

8
m, +2m, +§m,

)= X2+ P [ JM/_

(x+r— R)"’/2 (x— r+R)3/2

ST

(¥ +5%)

{yxz—"y')

77 (S +J)+g(m, +m, )}

xy Ju\/_
\/x2+ P || (x+r=R)*"* (x—r+R)3/2
[ 3 -G@5) m, |
|:(x2 +).)2)3/2 +g(ms + 2 ):| (Jll +J21)

|

2
(m, +§ml Yy +J3)

|

o

+ (70)

More details on the derivation of the dynamic model might be found in [37].

Following the streamline developed in previous sections, a discrete-time state-space

model associated to of the state eq. (70) is:

xk+l = l:

I
o

2x2

2x2

hk 12><2

2x2

} M. (xlk)

h2

h 1

2x2

Ao —
P2 Nc(xlkaxzk)xzk+Gc(x1k)-‘rk] (71)
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The optimal control problem consists to minimize criterion (47) subject to dynamic
eq. (71) and equality and inequality constraints (37-44), and the following specific

constraints.

. Workspace limitations:

i S X S Xy s Vi < Vi S Vg fOr k=02, N (72)

" Singularity avoidance:
In our considered case study, the first type singularity constraint might be

expressed by:
‘(Vk‘)ﬁk) (Yk-)b_k)‘ 28, (73)

whereas the second it is given as:

(o +sgn(x)(r-R) ) > &, (74)

g, and ¢, represent small positive tolerances.
The third singularity type concerns mainly the geometric parametersL,r,and R .

These parameters are chosen at the design level, such that the equality L+r=R does
not hold. The required passage poses is reduced to positioning ones, insofar a

constant orientation is assumed during task execution. Typically, one might have:
$()=[p=pi| = Ty, =0 (75)

The augmented Lagrangian and the associated decoupled formulation are obtained
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along with various gradients. These calculations are quite long. The reader is referred

to [37] for further details.

4. 7. 3. Simulation Data and Scenario

The following numeric values are used: The EE mass is mz; =200.0 kg , that of each

leg is m, = 570.5kg, and that of the slider ism: =100kg. The platform radius
187 =0.075m, R=1.2030m and the strut length L =1.9725m . Table. 1 shows the
limits of the workspace, actuator torques and sampling periods. For AL, the following
parameter values had been taken w=0.5, 7=0.5, aw=a,=0.4, PBv=4,=04,
Wo= o= ho=102, w= p=mt=10~, =025, »=1.2, v=0.01, v=0.3. The initial
Lagrange multipliers p,, 6, components are set to zero. The singularity weight
is 0 =1. The maximum value for 6,,,=10**, and the minimum value for&,,,=10.
The scenario consists of a straight line trajectory from an initial Cartesian state
positionx,=—0.7, y=-0.1 to a final positionx; =0.7, y,=-1.6 (in meters). The
initial and final linear and angular velocities are equal to zero.

The maximum velocity is 0.2m/sec and maximum acceleration is 2 m/sec®. The
maximum allocated time for this trajectory is 10 sec. In the presented simulations, the
focus is on time-energy constrained trajectory planning by the augmented

Lagrangian, more kinematic related performance evaluation and design for a similar

case study might be found in [37, 39]. Typically, four objectives are considered:
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. Compare robot trajectories for different values of the weightsU, @, v and §.

" Assess the effects of the dynamic parameters changes on the augmented
Lagrangian sensitivity and on the behavior of the PKM.

. At which precision vs. time consumption, the augmented Lagrangian achieves
passage satisfaction through imposed poses?

. To what extent the number of inner and outer iterations of AL impacts PKM
performance vs. CPU Time?

To start, Figure 4. 5 shows the velocity profile used to initialize the augmented
Lagrangian. Figures 4. 6 and 4. 7 show the simulation results for both initial
kinematic and augmented Lagrangian solutions. In part (a) of these figures, the first
plot from the top shows the displacement along x-axis of the end-effector point of
operation. The second plot shows the displacement along y-axis of the end-effector
point of operation. The third shows the instantaneous values of consumed time to
achieve the trajectory. In part (b), the first and second plots from the top show the
instantaneous variations of joint torques, while the third one shows the instantaneous
values of the consumed energy. It is noteworthy that although the initial solution is
kinematically feasible, when the corresponding torques is computed considering the
dynamic model and forces, one gets shortly torque values outside the admissible
domain resulting in high values for the energy cost. With the augmented Lagrangian,
however, with four inner and 7 outer iterations, the variations of the energy

consumption are increasing smoothly and monotonously. Figure 4. 8 displays the
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Fig. 4. 4. A schematic representation of a planar parallel manipulator
simulation outcomes for the only energy criterion (i.e. the time weight is set to zero,
so the sampling period is kept constant). One gets a 34% faster trajectory with time-
energy criterion (Fig. 4. 7), as compared to a trajectory computed with only minimum
energy criterion (Fig. 4. 8). As for imposed passages through pre-specified poses, the
same scenario as above is simulated, while constraining the EE to pass through the
following positions: (0.0, -1.4), (0.4, -1.1), (0.5, -1.0), all in meters. Figure 4. 9 shows
the trajectory corresponding to passage through imposed poses. With 10 dual
iterations and 7 primal ones, one gets a precision of 7.10”%, which confirms the well-
known constraints satisfaction performance of AL for constrained optimization
problems as compared to its counterparts like penalty methods. Furthermore, we
observe that the proposed variational approach has not only been successful in
finding singularity-free trajectory, but also the obtained trajectories are optimal in
time and energy minimization. To analyze with respect to AL parameters, Table 4. 2.

shows comparison of results for different simulation parameters of AL, where NDisc
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is the number of discretisations, NPrimal is the number of inner optimization loops,

NDual is the number of outer optimization loops, #=) /4, is the total traveling time,
k=1

N
Energy = Zl(rkU‘erZkasz)] 1s the consumed electric and kinetic energy, and APEq
k=1

and APIneq for Achieved Precision for Equality and Inequality constraints
satisfaction, respectively. The values shown for the total traveling time 77, Energy,
and AP correspond to those computed for the last outer iteration.

Table 4. 1. Limits of workspace, actuator torques and sampling periods

Parameter x-coordinate (m) y-coordinate (m) 7, (N) z,(N) A (sec)

max 0.8 -0.720 550 700 0.7
min -0.8 -1.720 -550 =700 0.005

Table 4. 2. Convergence history of Minimum Time-Energy Planning with
Augmented Lagrangian

NDisc NPrimal NDual CPU(sec) tr(sec) Energy(J) APEq APIneq

10 4 7 12.62 9.50 6874.37 3.10° 3.10°
20 4 7 2925 8.01 515628 10° 107
5
5

20 10 3554 731 491039 5.10% 4.10°
30 10 69.83 6.07 401023 2.10° 3.10°

0.25

Ymax 0.2

wit) (misec)
o 2
\Kx\
,.r"",, ]

0.05 /’ \

time (sec)

Fig. 4. 5. Initial solution, trapezoidal velocity profile
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4.7.4. Sensitivity Analysis
The optimal time-energy control considered so far is dependent on the values
of the dynamic parameters of the PKM. As PKMs are strongly non-linear and
coupled mechanical systems, several of these parameters such as inertial parameters

are known only approximately or may change. So, a sensitivity analysis [40] is

necessary to assess how robust the proposed approach to the parameter changes is.
This is performed through varying the value of the EE mass. On Figure 10, it is
shown the AL simulation with modified EE mass as m;;=300.0 kg . One notices that

the needed actuator torques and necessary energy and time to achieve the same task

are higher, especially at the beginning,.
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(a)- Variations of x, y, coordinates of the EE, and sampling periods
(b)- Variations of torquesz ,z, and energy
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4. 8. Conclusions and Discussions

The basic contribution of this paper is the formulation and resolution of the
trajectory-planning problem of parallel kinematic machines using a variational
calculus framework. This is performed by considering robot kinematic and dynamic
models, while optimizing time and energy necessary to achieve the trajectory,
avoiding singularities, and satisfying several constraints related to the robot, task and
workspace. The robot dynamic model includes the EE, struts and actuators models.
The augmented Lagrangian algorithm is used to solve the resulting non-linear and
non convex optimal control problem. This optimization technique is used along with
a decoupled and linearized formulation of the original problem, permitting the
ultimate benefit of easing the computation of the co-states and other variables
necessary to perform optimization. Although it is task and algorithm parameter
settings dependent, the computational time is drastically reduced when the decoupled
and linearized formulation is used. It has been shokwn that the proposed approach
performs better in optimizing traveling time and actuator torques than kinematic only
based schemes. Furthermore, the proposed trajectory planning is robust to dynamic
parameters changes. This in fact is due to the ability of the Augmented Lagrangian to
cope with numerical ill-conditioning problems, as compared to other optimization
techniques like penalty methods. Moreover, a major advantage of this approach is
that one can introduce any type of constraints related to the robot, task or
environment, like obstacles or link interference avoidance, by deriving the

corresponding constraint expressions and adding them naturally in the Lagrangian in
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order to have them included in the trajectory planning system. These issues are now

being incorporated in an ongoing work.
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Appendix: Augmented Lagrangian Algorithm
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Fig. 4. 11. Flowchart for Augmented Lagrangian algorithm function and operation
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5. 1 Abstract - In this paper, the problem of minimum-time trajectory planning is
studied for a three degrees-of-freedom (3-DOF) planar redundant manipulator using a
hierarchical hybrid neuro-fuzzy system'. A first pre-processing step involves two

components. The first component is NeFIK (for Neuro-Fuzzy Inverse Kinematics),

! Preliminary results of this work are published in the Proceedings of NAFIPS 06, June 3-6,
2006, Concordia University, Montreal, Quebec, Canada.
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a neuro-fuzzy network designed to learn and solve the inverse kinematics
problem.The second one is an optimal time control problem involving robot
dynamics and constraints. This latter is solved using an Augmented Lagrangian (AL)
technique. These pre-processing steps allow generating a large dataset of minimum-
time singularity-free trajectories, covering mostly of the robot workspace. Upon this
dataset, an objective neuro-fuzzy inference system is built to learn and capture the
robot minimum time dynamic behavior. Once this system is trained and optimized, it
1s used in a generalization phase to achieve online planning. Simulation results

showing the effectiveness of the proposal are presented and presented.

Key words: Redundant Manipulators, Trajectory Planning, Minimum-Time Control,

Augmented Lagrangian, Subtractive Clustering, Hierarchical Neuro-Fuzzy Systems.

S. 2. Introduction
5.2.1. Related Works

A great advantage of robots is their ability and flexibility to rearrange
themselves for new tasks. However, utilization of robot's flexibility presupposes
effective motion planning. This is aimed at generating trajectories for a specific task,
according to a set of desired performance criteria. The task is usually specified in
terms of end-effector (EE) motion, which results in a geometric path to be followed
according to a given time law. Many researchers had addressed this problem and

several algorithms and performance criteria were proposed [1-4]. The most popular
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performance criterion is the traveling time minimization. This is due for the obvious
reason of production targets. However, the major drawback of this control criterion is
its bang-bang character as it produces non-smooth trajectories. Moreover, tracking a
planned minimum-time trajectory had shown to lead to large joint vibrations, and
overshoot of the nominal torque limits [5, 6]. Furthermore, as robot tasks are
demanding in precision and diversity, these tasks execution might be difficult to
achieve because of the strong non-linearities of the robot dynamics involving
components such as Coriolis and centrifugal wrenches, inertia parameters, and
friction forces [2]. The coupling between robot’s axes makes even more difficult the
design of a trajectory planning or a control system of the robot [2-4]. As a matter of
fact, conventional fixed gain, linear feedback controllers are not capable of
effectively controlling the movements of multi-joint robot manipulators under
different distance, velocity, and load requirements. Through the use of non-linear
feedback, approaches like computed torque and robust Himiy methods provide better
compensation for the dynamic interactions present in various robot motions [7, 8].
Buf, these approaches require complete, non-linear dynamic models describing the
robot manipulator which are difficult to be accurately modeled and implemented in
real-time.

To overcome these difficulties, several researchers have used soft computing
techniques. Genetic algorithms are increasingly applied to motion planning and
dynamic control of robotic systems [9-11]. Neural networks and fuzzy control

perhaps constitute the most applied artificial intelligence fields in control systems of
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industrial manipulators and mobile robots. Compared to conventional controllers, soft
computing based-controllers are capable of tackling highly complex dynamics
without explicit model dependence and identification. Moreover, these artificial
intelligence techniques have added a new dimension to many engineering fields to
study, and have effectively been applied to everything from voice and image
recognition to toasters and automobile transmissions [12-22].

Neural networks are well known for their learning abilities [13, 22]. They are
robust and fault tolerant. However, their lack of interpretability and non use of
linguistic knowledge capabilities, make fuzzy systems a very suitable complements.
Indeed, fuzzy systems are successful in using human skills and thinking processes
within a machine, by acquiring their knowledge from an expert who encodes his
knowledge in a series of IF/THEN rules [20]. However, the problem arises when a
system has many inputs and outputs, obtaining a rule base for such a large system is
often too difficult. This dilemma opened the way to hybrid neuro-fuzzy systems,
which are widely recognized as a remedy for the above mentioned gaps [12-21].

Recently, several methods had been considered for trajectory design and robot
motion planning using neuro-fuzzy techniques [14-17]. Some of theme involves the
use of a conventional control algorithm, e.g., PD or PID in controlling a multi-joint
robot manipulator [15, 23]. The conventional control brings the system close to the
desired state and the neuro-fuzzy learning mechanism then compensates for the
remaining error. Other systems use only learning algorithms to execute the control.

These learning controllers are computationally efficient after training and had been
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shown to have very good generalization capabilities, provided that a large enough

dataset points representing the system’s behaviour is given [13-17].

5. 2.2. Approach Outline

In this context, this paper presents a multi-level neuro-fuzzy system to
minimum-time trajectory planning of a 3-DOF planar redundant manipulator.
Recently, in [24], a data-driven neuro-fuzzy system has been considered to online
motion planning of a mobile robot, where the dataset was generated from real time
measurements. In this paper, the dataset is generated from the outcomes of an offline
planning. The best possible robot trajectories can be obtained through a constrained
optimal control of full, non-linear robot dynamic and kinematic models as well as
workspace limitations and task requirements. Simulated data provide reliable training
and comparison for the neuro-fuzzy system. Furthermore, they allow testing of
specific parameter’s impact on the overall performance, by changing just the
specified parameter, something, which is not possible with a physical robot, (because
they are never two identical situations in the real world!!). The proposed system is
composed of five steps as illustrated in Fig. 5.1.

It starts by reading data related to link lengths and masses, initial and final
points, and limits on actuator torques, joint angles, rates, accelerations and jerks, as
well as task requirements, workspace limitations and simulation parameters. The
second step is NeFIK (standing for Neuro-Fuzzy Inverse Kinematics), a neuro-fuzzy

network built to learn and solve the Inverse Kinematics Problem (IKP). IKP function
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consists of transforming Cartesian coordinates (given within the task space) into joint
coordinates (given in the actuation joint space) of the manipulator. It is trained using
forward kinematics of the robot. This results in converting the initial and target
Cartesian coordinates into joint coordinates. The third step is an initialization unit
defining a feasible solution satisfying boundary constraints in joint angles, velocities,
accelerations and jerks. A cycloidal profile is used to this end (see Appendix A). The
obtained solution is put into the robot’s inverse dynamic model to get the
corresponding torques. In a fourth step, the generated near minimum-time trajectory
outcomes are used to initialize a minimum time control problem under limits on EE
poses, as well as constraints on actuator torques. This problem is discretized and an
augmented Lagrangian (AL) technique is used to solve it. These offline pre-
processing steps are done as many times as possible to cover mostly of the robot
workspace. This yields to an input/output dataset, where the inputs are the three joint
angles and rates, whereas the outputs are the corresponding actuator torques. The fifth
step implements a subtractive clustering algorithm to partition the so-generated
dataset into clusters. By the same token, the generated clusters allow initialisation of
membership function parameters and number of rules of a Tsukamoto neuro-fuzzy
system, named NeFOTC (for Neuro-Fuzzy Optimal Time Controller). The last step
consists of optimizing NeFOTC in order to learn and capture the dynamic minimum-
time behaviour of the robot.

The whole purpose of the proposed approach is that from a pure but

representative model and offline minimum-time trajectory planning outcomes, a
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neuro-fuzzy system can be built. Once the neuro-fuzzy structure (rules number and
premise and consequence membership function parameters) is identified and
optimized, it might be used in a generalization phase to achieve online planning with
reasonable time delays.

In section 5.3, the inverse kinematic problem is considered using the neuro-
fuzzy system NeFIK. Section 5.4 presents the constrained minimum-time control
problem and trajectory generation. In section 5.5, the neuro-fuzzy system NeFOTC is
developed. Section 5.6 presents simulation results, and finally, section 5.7 concludes

the paper.

5. 3. Neuro-Fuzzy Inverse Kinematics

Although this study can be applied to a general n-Degrees-Of-Freedom (DOF)
redundant robot, in this paper, it is only applied to a 3-DOF serial planar redundant
manipulator, as shown in Fig. 5. 2. The problem of finding the joint
coordinates (¢, ¢, q;), from Cartesian coordinates (x,y) is known as the inverse
kinematics problem. The initial and final Cartesian positions of the manipulator are

specified in the task space of the robot.
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————-l Data Reading li Use NeFOTC for on line Flanning

Get Link lengths, Torque limits, Workspace Gret the near minimum time trajectory
limits, Number of discretizations , Sirulation fitting the robot dynamic behavior
parameters, Feasible and optimal tolerances T

: —
——l Offline Pre-Processing & daiaset Generation l— ———' NeFOTC Optimization J—‘

Get optimal membership functions for the inputs
and outputs of NeFOTC.

Train NeFIK to solve for the Inverse Kinematics
> Get Initial Near Minimum Time Joint
Trajectories through a cycloidal profile

» Optimize this trajectory under constraints on e
wotkspace and actuator torques using Augmented NeFOTC Inifialisation
Lagrangian technique, Initialization with Subtractive Clustering

> T oo sl viedoile [ i pumeesof b mbsp Ravions
the inputs and outputs of NeFOTC.

Fig. 5. 1. Overall architecture of the proposed optimal-time
trajectory planning system

The detailed kinematic model is provided in Appendix B. The kinematic redundancy
is solved using a neuro-fuzzy system called NeFIK. The training dataset is obtained

using Forward Kinematics (FK) model of the manipulator given by (Fig. 5.3):

x =1, cos(q )+ L,cos(g, + q») + Lscos(q, + ¢, +q3)

y=1Lsin(q)+ Lsin(g + g )+Lsin(g + g+ q3), (1
where L, is the length of link i of the robot. A set of joint angles(q,, 9,, ;) 1s used to
construct the true(x,y), and thus to get an error on which to apply the back-

propagation algorithm. NeFIK is a multi-layer feedforward adaptive neuro-fuzzy
network. The first layer is a two input layer, characterizing the crisp Cartesian

position values. The last layer is a three output-layer characterizing the corresponding
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crisp joint angles. NeFIK involves three hidden layers. The second one is the
fuzzification layer, which transfers the crisp inputs to linguistic variables, through
sigmoidal transfer functions. The third layer performs fuzzy rules, which applies the
product t-norm to produce the firing strengths of each rule. It is followed by a
normalization layer. The training rule option is the Levenberg-Marquard version of
the gradient back-propagation algorithm. This choice allows speeding up the learning
process substantially with less iterations as compared to standard back-propagation
(e.g. gradient descent). This algorithm for multi-layer networks can be thought of as a
generalization of Least Mean Square (LMS) algorithm; since both use a mean square

error performance index.

5. 4. Off-line minimum-time trajectory generation
In this section, the minimum-time trajectories that will serve for building the
data-driven neuro-fuzzy system are generated, by implementing an AL technique,

according to the architecture shown in Fig. 5. 4.

5.4. 1. Cycloidal Initialization

To fasten convergence of the optimization procedure, an initial solution is
defined through a minimum- time trajectory parameterization. This solution consists
of a kinematic feasible solution satisfying boundary constraints in joint angles,

velocities, accelerations and jerks. It is obtained through a cycloidal profile (see



112

Appendix A). This choice is justified as it allows a near-minimum time smooth

continuous trajectory as compared to a trapezoidal profile.

5. 4. 2. Robot Dynamics and Constraint Models
A. Dynamic Model
The robot dynamics is developed using a Lagrangian formalism, which includes
actuators and friction models [25]. This model allows closed-form expression of joint
rates and accelerations characterizing the motion resulting from joint torques. It can

be expressed as:
D(q)i+V(g,9)q+G(g)+F, (§)=7 )

where 1'=[z'1 2Ty T, ]Tis the joint torques vector produced by the joint actuators,

q=[q1,q2,q3 ]T, 4=[¢i1,q2,t}3 ]’, ii=[i1'1,i1'2,i1'3 ]I are vectors describing joint
positions, rates and accelerations. D(q)is the 3x3 inertia matrix of the manipulator,
V(q,q)is the 3x1 Coriolis and centrifugal wrench, G(q)is the3x1 gravitational
wrench, and F,, (¢) is the3x1 viscous and Coulomb (or dry) friction force.

The linear combination of the two friction models constitutes the joint friction

forceF, _(q), expressed as:

Sfriet
Ffrict = FVq + Fc sgn(q') 3)
F, and F_are, respectively, the viscous and Coulomb friction coefficients. The

derivation of the robot kinematic and dynamic models is presented in Appendix B.
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Fig. 5. 2. Geometry of a 3-dof planar manipulator of joint anglesq,, ;=123

ql’q2’q3’ x’y

Error

NeFIK

D\ Net> D2 Net > 93 Net

Fig. 5. 3. The use of the forward kinematic (FK) to the learning
of the Neuro-Fuzzy Inverse Kinematic (NeFIK) system
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In a discrete form, the inverse dynamic model (2) is approximated as [4, 26-29]:

h2

I, hlI, _ £r

X =|: >3 Tk 3:| x,—D l(xlk) 2 [Vc (X35 X0 )%, + G(x )+ F i (X, )]
03x3 I3><3 hk I3><3

h2
—LISXS

+D7'(x,) | 2 )
th3

x3
where x, =(q,,4,)" =(x,,X,,)" is a 6-dimensional directional column representing

the robot state, composed of joint angles and angular velocity. Equation (4) is re-

written for simplicity as:

X = f;c (xk,Tk’ hk) (5)

B. Associated Constraints

In addition to eq. (5), the following constraints are considered:

= Boundary conditions: These concern the starting and final states x, and x;
Xy = Xg, Xy = X; (6)
. Admissible domain of the sampling periods
H={h, eR", such that h,, <h,<h,,, k=0..N-1] (7)
. Admissible domain of the actuator torques

C ={1'k eR’, such that T, <7, <7, k=0,...,N—1} ®)
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5.5. Non-Linear Programming Formulation
5.5. 1. Performance Index

Although it has been widely used by several authors [1-4, 26-29], time optimal
control of manipulator robots still has a major drawback, namely, its bang-bang
character, producing non-smooth trajectories, which in turn, fastens the mechanical
fatigue of the machine. Moreover, it had been shown that tracking a planned
minimum-time trajectory could lead to large joint vibrations, and overshoot of the
nominal torque limits [5, 6]. Conversely, one of the ultimate objectives of offline
planning is to build dataset trajectories, to be later used for online planning and
control. Therefore, these trajectories must be as smooth as possible. On the other

hand, the sampling periods might be defined such that the overall traveling time

N-1
isT =3 h, , where hk is the EE traveling time between two successive discrete poses
k=0

k andk+1, k=0,.,N-1. The variables h_are first guessed according to the minimum

time cycloidal profile. Then they are taken as control variables, along with the torque

inputs in the optimal control procedure.

5. 5. 2. Augmented Lagrangian (AL)
In discrete-time, the optimal control problem consists of finding the optimal

sequences (T,,T,,...,Ty)and(h,,h,,....h, ), allowing the robot to move from an

initial state x;, = x; to a target state x, = x; , while minimizing the cost function £, :
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Min { E,= [Nh] } ©)

Subject to constraints (5)-(8).

An AL technique is used to solve the resulting constrained non-linear optimal
control problem [26-29, 30, 31]. This technique basically relies on quadratic penalty
methods, but reduces the possibility of ill conditioning of the sub-problems that are
generated with penalization by introducing explicit Lagrange multiplier estimates at

each step into the function to be minimized. The AL function 1s written as:

N N-1
Ll'(x, T) hs )"9 p: 0) = léhk + kZ::o;":H [xk+1 - f;c (xk7 1.k’ hk )] +

M=

hk{i[cbpg (018, (7 ) ¥, (015,20 (10)

0 j=1

=
I

In eq. (10), the function fdk(xk,‘rk,hk) is defined by the discrete state eq. (5) at the

sampling point k, Nis the total sampling number. A e R °~ designates the co-states

obtained from the adjunct equations. cand pare Lagrange multipliers with
appropriate dimensions, related to equality and inequality constraints, noted
respectively as s, and g, and p and p_are the associated penalty coefficients. The

adopted penalty functions combine penalty and dual methods allowing relaxation of

inequality constraints as soon as they are satisfied. These are given by:
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¥ (a,b)=(a+ %b)Tb , @, (@,b)= ZL{HMax(o a+ g b)|| la] } (11)

where a and b refer to Lagrange multipliers and left hand side of equality and
inequality constraints. The Karush-Kuhn-Tucker first order optimality conditions

state that for a trajectory (x,, T, /..., X, Ty 1,,), to be optimal solution to the
problem, there must exists some positive Lagrange multipliers (A, p;), unrestricted

sign multipliers o, , and finite positive penalty coefficients p;and p such that:

OLy o OLu o OLu o OLu _ OLu_( OLu_
axk 0 (3 Tr 0 ahk O 87\.,( 0 apk 0 (3 0, 0,

6 s(x)=0,p, g(x,1,7)=0 and g(x,1,h)<0 (12)

The development of conditions (12) enables one to derive the iterative formulas

to solve the optimal control problem by updating control variables, Lagrange
multipliers and penalty coefficients. In evaluating the co-states, the

functionarctg(c, x,, /(7/2)), =1, 2, 3, is used to approximate the sign function
present in the friction term of the dynamic model, wherec, is a suitable constant. In

AL procedure (Fig. 5. 4), one first has to select a set of data related to robot, task
definition and workspace limitations, as well as AL parameters. Then a kinematic
unit defines a feasible initial solution, through a cycloidal profile, as described in sub-

section 6.3.1. In an inner optimization loop, one first computes the co-states
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backwardly, then solves for AL minimization with respect to sampling periods and
actuator torque control variables. This allows computing the robot state, which is
tested against feasibility tolerances. The test is done on the norms of all equality and
inequality constraints. If the feasibility test fails, restart the inner optimization unit.
Otherwise, if the feasibility test succeeds, i.€., the current values of penalty are good
in maintaining near-feasibility of iterates, and a convergence test is made against
optimal tolerances. If convergence holds, display optimal results and end the
program. If non convergence, go further to the dual part of AL to test for constraints
satisfaction and update multipliers, penalty and tolerance parameters to force the
subsequent primal iterates to be increasingly accurate solutions of the primal

problem.

} Data Reading }_______ —| Kinematic Unite

Get Link lengths, Torque limits, Wotkspace limits, | Cetlnitial Cycloidal Near
Number of discretizations N, Number of iterations T Minimum T%me Joint
Simulation parameters, Feasible and optimal tolerances Space Trajectory

v v

Ves No Inner Optimization Loop

(T Minimization f Projection

Get updated torgues, sampling
petiods, and robot statss

h 4

h 4

v

Ne Convergence

h 4

Stop the program
Feasihility Test
No | Equality & Inequality Constraints
l Yes
Outer Optimization Loop .
Update penalty and Lagrange " No Convergence Test Ves Dls?lay
Multipliers, Tighten tolerances [ Petformance Index IMin ®1  Optimal
Constraints Satisfaction Trajectory

Fig. 5.4 Architecture of the AL system for the
minimum-time trajectory planning problem.
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5. 6. Neuro-Fuzzy Optimal-Time Controller (NeFOTC)

In this section, the neuro-fuzzy system NeFOTC (for Neuro-Fuzzy Optimal-
Time Controller) is developed. This system is an objective adaptive neuro-fuzzy
network, based on Tsukamoto fuzzy inference. It starts with a subtractive clustering
of input-output data. Then the inference parameters are learnt and optimized. Figure

5. 5 shows a schematic representation of NeFOTC learning procedure.

5.6.1 Rule Base and Membership Functions
Let's  define the network inputs byx = [ql, 9,9 49> 4, (L]'
=[x1, Xy, X3, Xy, Xs, xG]T , and the outputs by the torques vectort = [2'1 AN ]T. Consider

the following dataset[(xl,11),...,(xK,rK)]. In NeFOTC, fuzzy rules are defined

according to the following format:
R':If (x is4) and (x,is 4 ) and...and( x is 4 )Then (o, =¢ )and (0,=c} )and (o, =d})

also

R’ If (x is 4/ )and (x, is 4/ ) and...and( x, is 4/ )Then(o, =¢f )and(o,=c{ )and (o, =¢f)

also

RY:If( x; is 4 )and( x, is 4} ) and...and( x; 1s 4¥ )Then (o, =¢" )and( o, =c} )and(o; =c})
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where x, is the input to node i. 4/ is the associated linguistic term. The membership

functions 4 , defining the antecedent parts A’ are Gaussian expressed as:

(xi - aij)z

26y’ } 9

#,(x) = expi-

wherea/and ¥ are the mean and standard deviation of the j™ membership function
associated with the input variable x, and o,are fuzzy sets representing the

consequent part o] of the j™ rule. These are obtained as:

=1, x), fR->[01] (14)

f being a continuous and strong monotone function. For such a function, there always
exists an inverse function /' . A typical choice of such a function would be a logistic

function defined as:

1
f(Z)=re_([;_:)' (15)

where p and o are real numbers affecting the position of the inflection point of f

and its slope. This system might be thought of as a generalization of 0-order Takagi

Sugeno inference, and is known as Tsukamoto inference [21].
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Error
\ Adjustment

Fig. 5. 5. Learning procedure of NeFOTC

5.6.2. NeFOTC Learning Procedure
The learning of NeFOTC is performed in two phases: The first phase is data
pre-processing for structure identification; the second phase is network training and

optimization.

A.  Data partitioning and structure identification

The structure identification phase is to find proper input space fuzzy partitions and
rules with two objectives: 1) minimize the number of rules generated, and 2)
minimize the number of fuzzy sets on the universe of discourse for each input
variable. The definition of membership functions used for fuzzification

and defuzzification of input and output variables plays an important role in the ability
of a neuro-fuzzy controller to learn and generalize [21]. To initialize the premise

membership function parametersa’ and b/ in the antecedent part and the conditional
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parameters p;, o7 in the consequent part of a fuzzy rule R/, a clustering method is

applied. With clustered training points, the network will be very accurate while
dealing with points near the cluster and should breed to the robot familiarity with its
workspace. Another advantage is that it reduces the problem of combinatorial

explosion of rules when the input data has a high dimension (as for the case at hand).

For instance, in our case of 6-input network, if each input variable is represented by
three fuzzy sets, one gets 729 rules. Worse, if a more representative model with five
fuzzy sets for each input variable is taken; one ends up to 15625 rules. It is clearly
impractical to implement a fuzzy system with thousands of rules. This phenomenon
has been identified in the literature as the curse of dimensionality problem [20].
Assume that we don’t have a clear idea on how many clusters there should be for our
input-output dataset so generated from the pre-processing steps. To find the number
of clusters and the cluster centers in the dataset, the subtractive clustering method
introduced in [22], and extended in [32] is implemented. This approach provides a
fast; one-pass algorithm to take input-output training data to generate the objective
fuzzy inference model of the robot dynamic behaviour. The Matlab function [33]

subclust is used to implement this method.

B. NeFOTC Training and Optimization
The optimization phase is a supervised iterative algorithm. At this level,

membership function parameters of the antecedent and consequence parts of fuzzy
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rules are adjusted to minimize an error function aiming at capturing the robot
dynamic behaviour, while achieving a minimum-time trajectory, and satisfying

constraints. This error function is:
K N 3 P kN2
>.22(0(a,.b ,p,,0,)-T,) (16)

while o* is the computed output associated to the k* training dataset entry, =} is the

lth

k™ real (or desired) output corresponding to the /™ joint torque, and N is the number

of rules.

5. 6. 3. NeFOTC Architecture

Likewise to NeFIK, NeFOTC is made up of six layers as shown in Fig. 5. 6.
The function of each layer is discussed below. The first layer is a six input layer,
characterizing the crisp joint angles and rates. The second layer performs the
fuzzification of the crisp inputs into linguistic variables, through Gaussian transfer
functions. The third one is the rule layer, which applies the product t-norm to produce
the firing strengths of each rule. This is followed by a normalization layer, at which
each node calculates the ratio of a rule’s firing strength to the sum of all rules firing
strengths. The fifth layer performs the inversion. The last layer does the aggregation
and deffuzification, where the output is obtained as the summation of all incoming
signals. The used training rule option is again the Levenberg-Marquard version of the

gradient back-propagation algorithm.
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S. 7. Simulation results
5.7. 1. Training Protocol

The robot Kinematic and dynamic parameters are given in Tables 6. 1 and 6. 2.
The forward kinematics and inverse dynamics are used to generate offline optimal
trajectories. As the robot interpolates between sampling points to build the entire path
from a starting to an ending points, it might pass through or near singular poses.
These poses are also referred to as boundary conditions. For instance, the
development of the robot full Jacobian — including the end-effector orientation —
yields to singular poses described byg, =0, or g, =180 degrees. Physically, this
corresponds to the elbow being either completely extended or flexed. Such
discontinuities and singular poses might be avoided by incorporating them as
constraints, including robot dynamics within the offline minimum time trajectory
generation. In our preliminary simulations, this indeterminacy is overcome by
considering the following assumptions: First, the training data are reduced using
either elbow up or elbow down poses. Elbow up is used to generate our training
dataset. A similar dataset could be built for elbow-down pose. Note that the elbow up
pose used for the learning is determined among infinitely many solutions that exist
for each input. Second, because the order in which data points are presented to the
network affects the speed and quality of the learning convergence, the training points

are equally distributed throughout the workspace and sequentially introduced
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5.7. 2. Simulation Results

One hundred trajectories had been achieved from different initial to final 2-
dimentional positions for elbow-up EE poses. Each trajectory is sampled through 20
discretization points. One turns up with 2000 data points to perform the training
dataset. For each trajectory, first NeFIK is applied. Second, the initialization unite
defines the near-minimum time solution in the joint space using the cycloidal
algorithm. Third, the offline optimization procedure gives the optimal time trajectory

associated to the given starting and ending points.
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Table 5. 1. Kinematic and dynamic parameters of the manipulator

Link / Mass (kg) Inertia /;(kg m”) Length L;(m) Fv (Nm Sec/rad) Fc (Nm)
1 10 9.23 1.0 0.7 0.3
2 8 7.5 0.8 0.6 0.5

3 4 5.21 0.45 0.5 0.6

126
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Table 5. 2. Limits of workspace, actuator torques, joint rates
and accelerations and sampling periods

Parameter x(m) y(m) 7, (Nm) 7, (Nm) 73 (Nm) G, (tad/s) § ... (tad/s®) & (sec)
Max 3.0 3.0 40 25 20 2 3 0.1
Min -1.0 0.0 -40 -25 -20 -2 -3 0.001

On all obtained trajectories a subtractive clustering is performed with the following

parameters: The upper acceptance threshold for a data point to be a cluster center
ise=1.0. The lower rejection ratio is¢=0.8. The cluster radius defining the

neighbourhood ranges (or zone of association of a cluster centre in the data space)

isr, =0.9, and the squash parameter is77=0.5. A six-rule Tsukamoto model is

identified for NeFIK, and a 9-rules network characterizes NeFOTC. One notices the
rules number is greater for NeFOTC as compared to NeFIK. This might stem from
the fact that NeFOTC is larger, involving more variables and parameters. Figure 6.7
shows the training performance for NeFIK, which is very good as it reaches a root
mean square error (RMSE) of 10 units in less than 10 epochs. Table 6.3 and Fig. 5.8
show the performance of NeFOTC. One notices the interesting performance of
NeFOTC, getting an error of order of 107 in less than 10 training epochs.

A scenario consists of moving the robot EE from the starting position (1.95, 0.82)
(m), corresponding to the joint position (0°, 30°, 30°) in a straight line to the final
Cartesian position (1.35, 1.3) (m), without considering the orientation. Hence, this

task is performed with a serial 3-DOF planar manipulator that is redundant with
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respect to the given task. Figure 5. 9 shows the position variations for the minimum-
time trajectory generated based on cycloidal parameterization and that generated
including robot dynamics and constraints. Although the Cartesian minimum-time
trajectory is a straight line, it is no longer the case for its corresponding dynamic-
based trajectory. This bias is due to the non-linearity of the dynamic model,
considering gravity forces for example. Figure 5. 10 displays the corresponding joint
angle variations. The joint velocities are zero at initial and final positions and the end-
effector travels through a distance of 0.75 m in 1.4sec. Figure 5. 11 shows joint rates
for this trajectory. Figure 5. 12 shows the torques and time variations with respect to
sampling points. One notices that although kinematically feasible, the cycloidal
parameterized trajectory associated torques — as computed from the robot inverse
dynamics — are fairly high and exceed nominal values.

In order to assess the generalization capabilities of the proposed approach, two tests
had been performed. The first one is made on a trajectory that had been learnt by the
offline AL technique, which consists to move the robot tip along a straight line,
starting from the Cartesian coordinates (0.2, 0.9) (m) corresponding to the joint
position (0°, 15°, 20 to the ending position (0.6, 0.3) (m). Both NeFIK and NeFOTC
were used to achieve the inverse kinematics for the former and get the near minimum
time trajectory for the latter. The actuator torques and sampling period variations can

be obtained from the outcomes ©+ of NeFOTC. The corresponding trajectory and

consumed energy are shown in Figs. 6.13 and 6. 14. These figures show the very
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good generalization capabilities of NeFOTC. A second test is with respect to changes
of some values of entry data. The testing data from Table 6. 3 were disturbed by
adding an amount of 5% for each data point. Table 6. 4 shows the high robustness
capability of NeFOTC.

As for time consumption, NeFIK required 84 seconds to learn the inverse kinematic
solution, whereas NeFOTC required 117 sec to capture the robot dynamic behaviour
associated to the minimum-time trajectory. The CPU time might be greater if the
overall workspace has been considered for both NeFIK, and NeFOTC. Nonetheless,
the reduced workspace assumption to elbow up or down is quite restrictive. This
assumption is relaxed in an ongoing work, by including a resolution redundancy

function in the offline planning procedure.

Table 5. 3. Performance of NeFOTC

RMS Error for 2000 trajectory entries after 10 epochs training
2000 data entries RMS Error

Training data (90%) 0.003771

Testing data (10%) 0.0012857
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Table 5. 4. Performance of NeFOTC, with disturbed testing data, by an amount
of 5% RMS Error after 20 epochs training

2000 data entries RMS Error (after 20 epochs)
Training data (90%) 0.003771
Testing data (10%) 0.0012857

Validation (noised data) (10%) 0.0024150
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5. 8. Conclusion and Discussion

In fuzzy systems literature, there are several studies considering online robot
motion control and planning problems. Some of these studies had been reported and
discussed. The main contribution of this paper is the design of a new system to online
optimal time motion planning. This system involves joint angles, joint rates,
accelerations, jerks, as well as actuator torques and workspace limitations. The
training dataset is performed offline. A first neuro-fuzzy system is trained to solve the
inverse kinematics problem. Then, four pre-processing steps allow setting up the
minimum time trajectory planning, based on a constrained dynamic model. This is
followed by a data-driven neuro-fuzzy system, which is trained to represent and
capture the robot constrained dynamic behavior associated to the minimum time
trajectory problem.

Once the neuro-fuzzy model (rules number and premise and consequence
membership function parameters) is learnt and optimized, a minimum time trajectory
capturing the robot dynamics is obtained for a given started and target points within
elbow-up EE pose. This is provided without the need to re-do all the calculations that
would be necessary with a conventional optimal time control. Simulation results show
that the proposed system has very good learning and generalization capabilities of the
difficult non linear dynamics. This makes it possible for the development of an online
optimal time motion planning system for manipulator robots. As for short trends,

more simulations and experimental tests on a physical robot are being undertaken.
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Another perspective is to develop further the proposed approach to involve multi-

objective online motion planning.
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5.9. Appendix A: Minimum-Time Joint Space Trajectory Parameterization

Let us consider a 3-DOF planar serial manipulator operating in a two dimensional
positioning space as shown in Fig. 5. 2. The robot task is to position its EE without
considering its orientation within a limited workspace and time interval. Moreover,
each robot joint is to produce zero rates and accelerations at the ends of the task. For
that purpose, a cycloidal function is chosen to model the trajectory time ¢ from 0 to an

unknown final travel time T with the normalized time scale s as:

s= 0<t<T, 0<5<1, (Al)

xz
T b
where the cycloidal function is given by:

q(s)=s- #sin Q2rs) (A2)

with its first and second derivatives being given as:
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G(s)=1-cos (27 ) (A3)

g(s)=2xsin 2z s) (A4)

It is noteworthy that the cycloidal motion and its derivatives are defined
within the range (-1, 1). It has zero velocity and acceleration at the ends of the

interval. The initial and final joint angles are given asq’ and ¢”. The motion of joint

Jj attains its maximum velocity at the center of the interval, i.e., s = 0.5, the maximum
being ¢ . =4 (0.5)=2, and hence

2

G =7 (AS)

q; —4q;

Similarly, the acceleration of joint j attains its maximum and minimum values at s =

0.25, and 5= 0.75, the

maximum being G v =9(0.25)=3(0.75)=2x
Hence
.. 2
e =7 |2 4] (A6)

Finally, the jerk of joint j attains its maximum at s = 0.0, and s= 1.0, the maximum
being

G =3 0)=G (=47
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Thus

4’

T3

F I

qj —qj

(G e = (A7)

This motion is constrained by the maximum joint velocities, accelerations and jerks

delivered by the motors, i.e.

qj S q.jMotor 2 qj S quoLor 4 and 'q; S é.]Motor (AS)

Hence, the minimum-time trajectory of joint j is limited by the strongest constraint

among theq ,....» § and ¢, - It is given by:

JMotor

1/3
2lq; -4, 2 Ar*lq" —q'
v (20 [22 g (47 e (A9)
q jMotor q JMotor q J/Motor

The overall minimum-time trajectory (for all of the three joints together) is therefore

obtained by:

Tyn=Max {1}, T, ,T; | (A10)

The resulting minimum-time trajectory characterized by joints position, velocity and

acceleration is given as:

g O=¢'+(a" - ¢ )(TL—zisin(znT#))

Min Min
F 1
T ~ 1 (1 cos2r—"y) (A11)
qF l\iin q] I;Iin
q @)= o 2z sin(2r —)

Min Min

q ()=
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5. 10. Appendix B: Robot kinematic and dynamic models including actuator and

friction models
The robot forward kinematic model at the velocity level expresses the Cartesian

motion rates as function of joint rates. Following equation (1), one has:
. 4,
X .
[ . ] =J| g, (BI)
y .
q,

with J represents the robot Jacobian given by:

J= Jll J12 J13 (B2)
J, J, J

where

J,, =-L sin(qg,) - L,sin(q, +q,)—L,sin(q, +q,+q,)

J, =L cos(q,)+L,cos(g, +q,)+L,cos(q, +q, +q,)

J,=—-L,sin(g, +q,)—L,sin(q, +q,+q,)

J,=L,cos(q, +q,)+L,cos(q, +q, +q,)

J,=-L,sin(q, +q,+q,)

J,=L,cos(q, +q,+q,)

The robot inverse dynamic model is developed using Lagrange formalism as [2, 3]:

D@4+ V4, PG+ G (P+F, (9= (B3)

where the components of the symmetric inertia matrix D, are respectively :



1 1
D,=I +1,+1, g L +m,(L + ZLé +LL,cos(q,))
1
+m, (L +L,+ ZL§ +2L.L, cos(q,) + L, L,cos(q, +q,) + L,L, cos(q,)

1 1
D,=1I +1I, + E[m2 (ELi +LL,cosq,)+ L L,cos(q,)+ L L, cos(q, +q;)
+2L,L, cos(q;))]

1 1
D,=1+ > (E L+ L L, cos(q, +q,)+2L L, cos(q,)

1
D, =1, +1, +Zm2L§ +m, (L +%L§ + L,L, cos(q,))

1 1
D,=1I+ Ems (E L+ L,L cos(q,))

D, =1, +%m3L§

The components of Coriolis and centrifugal wrenches V, are:
C, =—[m,LL,sing, + mL (2L,sing, + L,sin(q, +q,))4,4,

- msLs (Ll Sin(Qz +4, ) + Lz sin 9, )% q3

1 ; ) . )
— E[mleL2 sing, +m,L (2L, sing, + L, sin(q, + g,)14;

-m,L,(L ;sin(q, +q,)+L,sing,)q,q, — 0y m,L,(L, sin(q, +¢q,)+ L, sing, )q32

1 . ) ) ..
C,=— 5[m2L1L2 sing, + m,L,(2L, sing, + L, sin(q, + q,))]q, 4,
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1 ) . .. . . 1 . .y
- Emsz (L, Sm(qz +4q, )+L, Sm(% 4,9, —m,L,L.q,q, — '2'm3 L,L,sin(q,)q,

C, =- %ms L L, sin(q, +q,)q,q, —%mZ,L3 (L, sin(q, +q,) + L, sin(q, 4,4,
— %mg L,L,sin(q,)q,4,
6 =0
B, =—[m,LL,sing, + m, L (2L L,sing, + L L, sin(qg, +q,)))g’ —
[m,L L, sing, +m,(2L L, sin(q,)+ L.L, sin(g, + ¢, )k, 4, —m,L L, sin(q, +q,)d, d,
B, =—m,(LL,sin(q, +q,)+ L,L,sin(q,)q} —m, (L L,sin(q, +q,)+2L,L,sin(q,))q,q,
-m, (L L,sin(q, +q,)+ L,L, sin(q,)q,q, —m,L,L,sing, ¢. —m,L,L, sing.q,q,
On the other hand, each motor i 1s subjected to wrenches defined by:
D.(q)q+V (.9+K.f =1, (B4
Where 7,,and f, are the torque produced by the DC motor, and the force actuating

the link i of the robot. In a matrix form, one has:

D.()q+V,(¢.9+K [ =7, (B5)
. 2 )
With D =DI . =—(, +nJ)I,,,
hp
2 )
VvV, =VI =—(b, +n'b)I,,,and (B6)
np

Ka = KaI3x3 = _£——I3><3
27
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while D_,V, ,K_are respectively, the actuators inertia matrix, the actuator viscous
damping matrix, and actuators gain matrix, D,V ,K represent their respective

elements. f'is the 3-vector of the input forces in the joint space. Now, lets define the

following generalized inertia matrix and Coriolis and centrifugal wrenches.

D(¢)=D.(¢)+D.(9),

V(.9 =V (2. 9)+V.(4:9) (B7)

Then the dynamic model of the robot including friction and actuator models is

thereby obtained by grouping egs. (B3) to (B7) yielding:

D(@)j+V(@q.P4+G@+F, (@)=1 (Bg)

This equation corresponds to the robot inverse dynamics including actuators and

friction models given by eq. (2).
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6. 1. Abstract: In this paper, the problem of multi-objective trajectory planning is
studied for redundant planar serial manipulators using a data-driven hybrid neuro-
fuzzy system. This system has been developed in two major steps. First, an offline
planning is performed to generate a large dataset of multi-criteria trajectories,

covering mostly of the robot workspace. The later is based on a full kinematic and
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dynamic model of the robot, which minimizes time and energy, while avoiding
singularities, and limits on joint angles, rates, accelerations, jerks and torques. An
augmented Lagrangian technique is implemented on a decoupled form of the robot
dynamics in order to solve the resulting non-linear constrained optimal control
problem. Second, the outcomes of this first step are used to build a data-driven neuro-
fuzzy inference system to learn and capture the desired dynamic behavior of the
manipulator. Once this system is trained and optimized, it is used to achieve the
online planning. Simulation results on a 3- degrees of freedom manipulator show the

effectiveness of the proposed approach.

Key words: Redundant Manipulators, Multi-Objective Trajectory Planning, Optimal
Control, Augmented Lagrangian, Subtractive Clustering, Data-Driven Neuro-Fuzzy

Systems.

6. 2. Introduction

6. 2. 1. Related Works

Robot optimal motion planning is a dynamic research area aiming at generating
optimal trajectories for a specific task, according to a set of desired performance
criteria. A feasible planning approach could be satisfactory if required target
performance is not too tight. Otherwise, or when the assigned trajectory is infeasible
due to actuation limits or passing through singular poses, the motion planning

algorithm must be able to generate torques that allow achieving performance criteria,
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while avoiding singularities and satisfying other task-related constraints [1-5]. Many
researchers had addressed this problem [2-6]. The most popular performance criterion
is traveling time minimization. This is due for the obvious reason of production
targets. However, the major drawback of this control criterion is its bang-bang
character as it produces non-smooth trajectories. Moreover, tracking a planned
minimum-time trajectory had shown to lead to large joint vibrations, and overshoot of
the nominal torque limits [6]. Another online motion control algorithm problem is
that the desired trajectory may cause saturation of the speed and/or torques delivered
by the joint actuators in the vicinity of singularities. This might also occur in any
other region of the workspace, due to nonlinear kinematic transformations between
task and joint spaces. This problem is more challenging when the planning is made
under kinematic redundancy conditions.

Furthermore, as robot tasks are demanding in precision and diversity, the coupling
between robot’s axes makes even harder the design of a trajectory planning or a
control system of the robot. As a matter of fact, conventional fixed gain, linear
feedback controllers are not capable of effectively controlling the movements of
multi-joint robot manipulators under different distance, velocity and load
requirements. Through the use of non-linear feedback, approaches like computed
torque and H, methods provide better compensation for the dynamic interactions
present in various robot motions [7, 8]. However, these approaches require complete,
non-linear dynamic models describing the robot manipulator which are difficult to be

accurately modeled and implemented in real-time. Because of these difficulties,
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several researchers have seen soft computing techniques as attractive alternatives. For
example, genetic algorithms are increasingly applied to motion planning and dynamic
control of robotic systems [9-11]. Neural networks and fuzzy control perhaps
constitute the most applied artificial intelligence fields in motion control systems of
industrial manipulators and mobile robots [12-14]. Compared to conventional
controllers, soft computing based-controllers are capable of tackling highly complex
dynamics without explicit model dependence and identification. Moreover, these
artificial intelligence techniques have added a new dimension to many engineering
fields to study, and have effectively been applied to everything from voice and image
recognition to automobile transmission and breaking systems [15-19].

Several methods had been considered for trajectory design and robot motion
planning using neuro-fuzzy techniques [12-14]. Some of theme involves the use of a
conventional control algorithm, e.g., PD or PID in controlling a multi-joint robot
manipulator. The conventional control brings the system close to the desired state and
the neuro-fuzzy learning mechanism then compensates for the remaining error. Other
systems use only learning algorithms to execute the control. These learning
controllers are computationally efficient after training and had been shown to have
very good generalization capabilities, provided that a large enough dataset points
representing the system’s behaviour is given [13, 14]. Within this category of works,
a data-driven neuro-fuzzy system has been introduced recently for mobile robots
online motion planning [20], where the dataset was generated form real time

measurements.



149

6. 2. 2. Proposed Approach

This paper develops a data-driven neuro-fuzzy system to multi-objective trajectory
planning of an n- degrees of freedom (n-DOF) planar serial manipulator. The best
possible manipulator trajectories can be obtained by a constrained optimal control of
the robot non linear kinematic and dynamic models, while optimizing a multi-criteria
performance index and satisfying several constraints relating robot, workspace and
task interactions. Furthermore, simulated data provide reliable training and
comparison for the neuro-fuzzy system and allow testing of a specific parameter’s
impact on the overall performance, by changing only the value of the suitable
parameter. The present work is an extension of a recent work [21], where a data-
driven neuro-fuzzy system had been built based on robot simulation outcomes. The
main limitations in [21] were due essentially to the inverse kinematic solution, as one
had to limit the system’s task to either elbow up or elbow down configuration. In the
present work, the redundancy is exploited to solve the inverse kinematics, while
satisfying a secondary task of avoiding joint limits. Two main parts compose the
proposed approach:

The first one is a dataset building from an offline multi-objective trajectory
planning. This part contains three steps. First, an initialization unit defines a feasible
solution satisfying boundary constraints in joint angles, velocities, accelerations and
jerks. This solution is determined through a cycloidal profile [21, 22]. The obtained
trajectory is put into the robot’s inverse dynamic model to get the corresponding

torques. Second, the generated trajectory outcomes are used to initialize for a multi-
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objective optimal control problem under limits on EE poses, as well as other
constraints such as actuator torque, sampling period limits, and passing through
imposed poses. Third, the resulting optimal control problem is discretized and an
augmented Lagrangian technique is used to solve it. These steps are done as many
times as possible to cover mostly of the robot workspace. The generated trajectories
are gathered in an input/output dataset. The inputs are the EE positions and velocities,
and the outputs are the corresponding joint actuator torques and sampling periods.
The second major part of the proposed approach is an adaptive neuro-fuzzy
system, named NeFuMOP (for Neuro-Fuzzy Multi-Objective Planning). It starts with
a subtractive clustering of the so-generated dataset into clusters. By the same token,
this allows initialisation of membership function parameters and number of rules of a
neuro-fuzzy system. The last step is to optimize NeFuMOP in order to learn and
capture the dynamic multi-objective behaviour of the robot. Figure 6. 1 shows the
overall proposed scheme for online trajectory planning. The whole purpose of the
proposed approach is that from a pure but representative model and offline trajectory
planning outcomes, a neuro-fuzzy system is built. Once the neuro-fuzzy structure
(rules number and premise and consequence membership function parameters) is
identified and optimized, it is used in a generalization phase to achieve online
planning with a reasonable computational complexity. In section II, the multi-
objective offline planning and dataset building procedures are considered. In section
II1, the data-driven neuro-fuzzy system NeFuMOP is developed. Section IV presents

simulation results, and finally, section V concludes the paper.
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6. 3. Offline dataset building

In this section the multi-objective offline trajectory planning is developed. We
consider an n-degrees-of-freedom (DOF) planar serial manipulator operating in a two
dimensional positioning space. The degree of redundancy of the manipulator is then
n-2. All the joints of the manipulator are actuated. The robot task is to position its EE
without considering its orientation within a limited workspace and time interval.
Figure 6. 2 shows an example of a 3 DOF, which serves as a case study to implement

our approach.

6. 3. 1. Kinematic Modelling
The forward kinematics for position displacement might be given for an n-DOF

planar manipulator as:

x(0)=2.L, c0s(q, (1) +...+4, (1) (1)

0 =z]L sin(g, (7) +...+ g, (£)) Q)
At the velocity level, the forward kinematics might be expressed as [4] :
x =Jg, 3)
where q(t)=[q1 ®),q,@®),....q, (t)]T is the joint position vector, x(t)z[x(t), y(t)]T 1S
the position vector of the EE, and J is the robot’s 2x» Jacobian matrix. Since J is row

rectangular, the inverse kinematics is redundant. This redundancy can be used to

solve the inverse kinematics as [5]
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Data Reading Use NeFuMOP for
On-line Planning

Use NeFuMOP to capture
the multi-objective dynamic
behaviour of the robot

Get Link lengths, Torques and Workspace
limits, Number of discretizations, Feasible
and optimal tolerances, and all Simulation T
parameters

NeFuMOP Optimization

A

Offline Pre-Processing &

Optimize membership functions
parameters for the inputs and

Dataset Generation outputs of NeFuMOP.
> Get initial near minimum time
joint space trajectories through a
cycloidal profile
» Optimize the obtained trajectory NeFuMOP Initialisation by

using Augmented Lagrangian with
decoupling and considering;:
Redundancy resolution, singularity

Subtractive Clustering

avoidance, limitations on workspace and e
Initialize parameters of the
actuator torques, ) .

. membership functions for
> Restart this process for several the inputs and outputs of
trajectories to cover mostly of the robot ' p £ rules of
workspace number of rules o

' NeFuMOP.

Fig. 6. 1. Overall proposed multi-objective planning system

g=J'x +(I-J'I)z 4)
where J*is a generalized inverse of J. The pseudo-inverse solution in the first term

of eq. (4) is known to minimize the two-norm of the joint velocity vector. The second

term is called the homogeneous or null-space solution. It has been shown that solving
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(4) using a pseudo-inverse of J sometimes leads the robot to singularities [23]. A
weighted pseudo-inverse by the inertia matrix is used here, allowing dynamic
consistency, i.e,

J5=D-J7(JD-J7)"! 5)
In including joint limits avoidance as a secondary task criterion in redundancy

resolution, z can be as
z=-W(g—q) (6)
. -1
Wlth q = —2_ (qMax + inn) 2 (7)

and W is a weighting matrix to scale the magnitude of the manipulator response to

joint displacement. A typical choice for this matrix is

W = dlag (qMax - inn) (8)

6. 3. 2. Dynamic Modelling
The robot dynamic model is developed with Lagrangian formalism, including

actuators model [1, 2]

D(q)q+V(q,)j+GC(g) =t ©)
where tis the torques vector produced by joint actuators, ¢, ¢, g describe joint
angles, rates and accelerations, D(g)is the inertia matrix, V(q, ¢) represents Coriolis

and centrifugal wrenches, and G(q) is the gravity force vector.
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The discrete-time model might be approximated as [2]

X = dexk + Bdk |:Tk _[Vc (X5 X5 )%y, + G(xlk)] :| (10)
h2
1 h 1 /3
where F,={ ™ *™| B,=|» L (11)
Onxn Inxn h I
k" nxn

and x,=(q,, qk)T =(X;, X»)" 1s the 2n-dimensional robot state. Equation (10) is written

for simplicity as

X =f;c (xk’Tk7hk) (12)

6. 3. 3. Constraints Modeling

In addition to eq. (10), one has the following constraints:

= Sampling period limits Patin < 1S Ao (13)
=  Boundary conditions X, = X5, Xy =X, (14)
=  Actuator torque limits T Min S TS T Max (15)

= Redundancy resolution while avoiding joint limits: This is done using egs. (4)-(5)

as
X = JJISk (xlk)kk + [I - Jék (x,)J, (xlk)]zk (x,0) (16)

with z,=-W (x,, —.;clk) , and
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W = diag(x:) = diag(m—;—xﬂ) (17)

* Imposed passages through intermediate EE poses
”p'pI”—TPassThlp =0,/=1...L, (18)

where p is the current position of the EE, p, is the I" passage point, L is the number
of imposed passages and Tp,s, 1S the passage tolerance. All equality constraints are
written ass ,(x)=0,i=1..,land inequality constraints asg (x,7)<0, j=1..7,

regardless if they depend only on state, control inputs or both.

Fig. 6. 2. Geometry of a 3-dof planar manipulator
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6. 3. 4. Performance Index
In discrete-time, the constrained optimal control problem consists of finding the

optimal sequences (T, T,,..., T, ,)and(#,, h, ..., h, ) , allowing the robot to move

from an initial state x, = xg to a target state xy = x;, while minimizing the cost £,

Min{Ed = [é[rkU‘r: 8@ (x,)h, }} (19)

TEC
heH

where C,H,U |\ and & are, respectively, the set of admissible torques, admissible

sampling periods, electric energy weight, a scalar time weight, and a weight factor

for singularity avoidance, hk is the EE traveling time between two successive discrete

k=1
a singularity avoidance function defined as [5]:

1

20
Jdet(@(x, )7 (x,,)) 0

(2 (xlk) =

The optimization is done under constraints (12)-(18).

6.3.5. Augmented Lagrangian with Decoupling (ALD)

The multi-objective non-linear optimal control problem (19) is solved using an

augmented Lagrangian (AL) technique transforming the constrained problem into a
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non-constrained one, where the degree of penalty for violating the constraints 1s
regulated by penalty parameters [24-26]. It basically relies on quadratic penalty
methods, but reduces the possibility of ill conditioning of the sub-problems that are
generated with penalization by introducing explicit Lagrange multipliers estimates at
each step in the function to be minimized. In developing the first order optimality

conditions and computing the co-states’k, an inverse of the inertia matrix and its

derivatives with respect to state variables are required, resulting in huge calculations.
For this reason, the AL is implemented on a decoupled dynamics of the robot [27].
Theorem: Under the invertibility condition of the inertia matrix, the control law

defined as

u=D(x,v+V(x,x,)x, +G(x,) 21)

allows the robot to have a linear and decoupled behaviour with a dynamic equation:
X, =V (22)

where v is an auxiliary input.

This can be demonstrated by substituting the proposed control law (21) into the

dynamic model (9), one gets D(x,)x, =D(x,)v. Since Dis invertible, it follows

thatx,=v.
This gives the robot a decoupled and linear behavior described by the following
linear discrete-time equation:

X =F,ux, +B,v, = fdj(xk Vs ) (23)
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with F, and B, being given by eq. (11)
Notice that while this dramatically eases the calculation of the co-states, the non-
linearity is transferred to the objective function. The decoupled problem consists then

of finding the optimal sequences of sampling periods and accelerations minimizing

the augmented Lagrangian (ALD) function

N-1
D (X0, ¥, kM 9,06, = Y h{ (+om(x )+
k=0

[D(xlk W, + V(xu, X))+ G(xu )] Ul:D(xu; W, +V(xu, xx)+G(xu )II +

Zkiﬂ[xkﬂ - £ % vish, )} $h|30, (lg, o)+ ¥, Gl =) @
k=0 e :

where fdl:(xk,vk,hk) is defined by the decoupled state eq. (23), N is the total sampling

number, AeR >~ designates the co-states, cand pare Lagrange multipliers with
appropriate dimensions, associated to equality and inequality constraints and p,and
i, are the penalty coefficients. The used penalty functions combine penalty and dual

methods allowing relaxation of inequality constraints as soon as they are satisfied.

These are given by
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¥ (a,b)=(a+ L‘zib)fb ,and @, (a,b)= %ﬂg{lp\dax(o, a+ g b)||2— ||a||2} (25)

The Karush-Kuhn-Tucker first order optimality conditions state that for a

trajectory (x,, v, #gsees Xy, Vy 5 1, ), t0 be optimal solution to the problem, there
must exists some positive Lagrange multipliers (A, p) , unrestricted sign multipliers

o, and finite positive penalty coefficients p = (u;, ) such that:

6,5(x)=0, p;g(x,v,h)=0and g(x,v,h)<0 (26)

The development of the above conditions enables one to derive the iterative
formulas to solve the optimal control problem by updating control variables,
Lagrange multipliers and penalty coefficients. These expressions are quite long and
are not detailed here. In implementing ALD procedure, after initialization through the
cycloidal profile [21], an inner optimization loop solves for the AL minimization with
respect to sampling periods and acceleration variables. One first computes the co-
states backwardly and updates control inputs and states. Then, all equality and
inequality constraints are tested against feasibility tolerances. If non-feasible, go back
to the inner optimization unit. Else, if feasible, do a convergence test for cost

minimization and constraints satisfaction against optimal tolerances. If convergence
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holds, display optimal trajectory and end the program. If non-convergence, go further
to the dual part of AL to update Lagrange multipliers, penalty and tolerance
parameters to force the subsequent primal iterates to be increasingly accurate
solutions to the primal problem. More details on ALD implementation can be found

in [24-26].

6. 4. Data-Driven Neuro-Fuzzy Multi-Objective Online Planning (NeFuMOP)

The outcomes of the offline trajectory planning system developed in the previous
section are used to obtain an input/output dataset on which to build a neuro-fuzzy
system, called NeFuMOP (standing for Neuro-Fuzzy Multi-Objective Online
Planner). This neuro-fuzzy controller is trained to capture the multi-objective
dynamic trajectory behaviour and generate the associated actuator torques and
sampling periods. Schematic representations of NeFuMOP operation and architecture

are depicted in Figs. 6. 3 and 6. 4.

6.4.1. NeFuMOP Structure and Architecture

A. Rule Base and Membership Functions

NeFuMORP is a data-driven neuro-fuzzy system based on Tsukamoto fuzzy inference
mechanism. In this mode of reasoning, the consequence linguistic terms are supposed
to have a continuous strong monotone membership function. The multiple input
multiple output (MIMO) objective fuzzy model consists of four inputs and four

outputs. The inputs are the discrete Cartesian 2-dimentional positions and velocities
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asxd={x,., Vis X, j/,} i=0,.,N. The outputs consist of the joint torques and

sampling periods given asw, = [n1 I ]T , W, = [1: s h, ]T, with 7, being the
vector of joint torques and #, the sampling period at the discrete time i. Consider the
following input/output dataset entries [(xi,, n,),....(x5, ak )]. The fuzzy rules are
defined in the following format:

R':If (x is4) and (x,is 4 ) and ...and (x,is 4, ) Then (o =c}) and (0,=c}) ...and
(0, =c})

Also

R': If (xis4/) and (x,is 4 ) and...and (x,is 4] ) Then (o, =c{) and (o,=c})...and
(0, =c3)

Also

R’ :If (x,is 4) and (x,is 4 ) and...and (x,is 4] ) Then (o, =c /) and (0,=c ! )...and
(0,=c3)

where x, is the input to node /, 4/ is the associated linguistic term. The membership

functions u , defining the fuzzy sets A/ are Gaussian functions given as:
1

4 (x) = expt Giza)y | 4, j=1,..J Q7)
Alj 1 2 (bI )2 H EREREILE) EARRS
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where afand b/ are the mean and standard deviation of the ;™ membership function
of the input variable x, , and ¢/ are fuzzy sets defining the consequence of the 7™ rule,

such that:

¢/ =f"(u,x), fRm-0.1], t=1,..4,j=1,..J (28)

f being a continuous and strong monotone function, such that it has an inverse

function. A typical choice of this function is:

f @)= W s (29)

where p and o are real numbers affecting respectively the position and slope of the

inflection point of /.

B. NeFuMOP Architecture
NeFuMOP is made of six layers (Fig. 6. 4). The function of each layer is explained
below:

In the first layer, each node corresponds to one input variable. They are defined as:

o'(x)=x, i=1.,4 30)
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The role of these nodes is only to pass the crisp input signals to the next layer.
The second layer does the fuzzification of the input data into fuzzy numbers. Each
node is shown as a square, and the Gaussian membership functions defined in

equation (27) specifies the degree to which the given x; satisfies the quantifier 4/,
0; =p, (), LA, j=1.J (31)

The third layer associates a rule to each node, namely,I1, representing the pre-

condition of one fuzzy logic rule. Therefore, each node multiplies the incoming
signals (Product operator is chosen for t-norm). Each node output «; of this layer

represents a rules firing strength, which relates layer 3 to layer 4,

4
ol =a, w1thaj=HyA/(x,), (32)

The fourth layer does the normalization, and is labelled N . The ;™ node calculates

the ratio of the j” rule’s firing strength to the sum of all rules firing strengths:

oj=p; where  =—"—, j=1..,J (33)
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The fifth layer does the inversion. Every node in this layer is a square with an

outcome given by:

o3=pBffe), j=1l.,J (34)

where g, are the normalized firing strengths from layer 4 associated with the 7™ rule,
and f;'is the inverse function describing the consequent patt.

The sixth and last layer acts as an aggregator. The nodes of this layer are
labelledX. At each node, a system output is obtained as the summation of all

incoming signals,

o =z=34,1'() (35)

This inference mechanism is known as Tsukamoto reasoning [16-18].

6. 4. 2. NeFuMOP Learning Procedure

The learning scheme of the objective fuzzy model NeFuMOP is composed of two
steps: structure identification where the rules number and membership function
parameters are initialized, and structure optimization, where these parameters are

optimized.
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A. Structure Identification

At this phase the structure parameters are initialized through partitioning the
input/output dataset into clusters. The purpose of clustering is to identify natural
grouping of data from the generated large data set to produce a concise representation
of the robot’s behavior. This results in initial rules that are more tailored to the input
data. That, with clustered training points, the network is very accurate while dealing
with points near the cluster, and should breed to the objective fuzzy model of the
robot familiarity with its workspace. Assume that we don’t have a clear idea on how
many clusters there should be for the generated offline planning dataset. To find the
number of clusters and the cluster centers, we apply the subtractive clustering
algorithm [28, 29, 30]. This approach provides a fast; one-pass algorithm to take
input-output training data to generate an objective fuzzy inference system that
captures the robot dynamic behaviour. It starts with a normalization of all values in
the dataset to fit in a hypercube unit. Each cluster center may be translated into a
fuzzy rule for identifying a class. The cluster radius indicates the range of its
influence. Specifying a small cluster radius yields many small clusters in the data,
thus resulting in many rules, and vice versa. This procedure allows initialization of

the premise membership function parametersa, , b, and the consequent parameters
p,,o, of a fuzzy ruleR/. The Matlab function subclust is used to initialize and

identify these parameters.
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B. Structure Optimization

The outcomes of structure identification are treated as approximate values for the
membership function parameters. To optimize these parameters, a hybrid algorithm
combining a gradient descent and least square estimate (LSE) is used as discussed in
[17]. The Levenberg-Marquard version of the gradient back-propagation learning rule
1s used to fine-tune the parameters in the hidden layer and the least square method is
used to optimize the output layer parameters. The cost function considered minimizes
the error between the computed outputs by the network and the desired ones relating

the robot dynamic behaviour. It is written as:

4

| R r k2
E;El;(oﬂ(az:bz’pmo-[)_nﬂ) (36)

K 2
o —-a| =

where OF is the computed output from the fuzzy system, #n* is the K™ desired output

associated to the 4#* training and dataset entry J is the number of rules.

Target 7%

Desired inputs \ Outputs

X, XF
—p| NeFuRiOP

Computed outputs OF

ITor

Adjustment &

F 3

Fig. 6. 3. Learning of the Neuro-Fuzzy Multi-Objective Planning (NeFuMOP)
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6. 5. Simulation Results
The considered robot is a 3 revolute serial redundant planar manipulator moving on
the vertical plan shown in Figure 6. 2. The robot numerical values are given in Tables

6.1and 6. 2.

6. 5. 1. Training Protocol

The general training protocol is as follows: In order for the neuro-fuzzy system to
learn mostly of the robot workspace and gets high generalization capabilities, the
training dataset is made of many trajectories from different EE starting and ending
Cartesian positions. This is made possible through the implementation of ALD

technique to solve the non-linear and non-convex optimal control problem.

Because the order in which the points are presented to the network affects the speed
and quality of learning convergence, and since the robot interpolates between
sampling points to build the entire path from a starting to an ending points, this
coverage is made while ensuring singularity avoidance and redundancy resolution.
Moreover, the training points are equally distributed throughout the workspace. One
hundred trajectories had been achieved from different initial to final 2-dimentional
Cartesian positions of the EE. Each trajectory is sampled through 20 discretization

points. Hence, one turns up with 2000 data points to perform the training of

NeFuMOP, with 90% used for training and 10% for testing.
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6. 5. 2. Offline Planning Dataset

In the offline trajectory generation, the simulation objectives are to: 1) minimize
travelling time, instantaneous kinetic and electric energy and maximizes a singularity
avoidance function, during the motion; 2) satisfy several constraints related to limits
on joint angles, rates, accelerations and torques; and 3) resolve redundancy. The
program is coded in Matlab. All trajectories are performed by taking each weight
equals to unity in the performance index.

A task example is to move the tip of the manipulator along a straight line from
(1.95, 0.83) (m) corresponding to joint position (0°, 30°, 30°) to the final Cartesian
position (1.35, 1.35) (m). The maximum allowed time for this trajectory is 3 sec. The
initial pose values are chosen to satisfy a secondary goal, which consists of avoiding
joint limits. Figure 6. 5 shows the displacements along x and y axes. The slight bias
between the desired straight line and the computed path using ALD is due to the non-
linearity of the dynamic model, considering for example gravity effects. In Fig. 6. 6
(a), the plots show the instantaneous variations of consumed time and energy
necessary for both cycloidal and ALD trajectories. The consumed time for ALD after
5 outer and 4 inner iterations, is dramatically less than the initial trajectory done with

the cycloidal profile, an increase of 40% for the cycloidal profile with ¢ = 2sec

Cycloidal

and =1.175sec . Moreover, while the cycloidal profile allows a feasible path,

Multi-objective
the associated energy, computed from the robot inverse dynamics are fairly high and

exceed the nominal values. Figure 6. 6 (b) illustrates a good robustness to parameter
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changes by increasing the value of the third link mass by an amount of 1.75 (Kg).
Figure 6. 7 plots the instantaneous variations of joint torques. Figure 6. 8 shows the
(x, y) coordinate variations while satisfying passage through imposed points (1.7,
0.9), (1.5, 1.0), (1.4, 1.2) (m), (in the Figure, the cycloidal trajectory does not
consider this constraint). Figure 6. 9 shows the consumed energy and traveling time
for the trajectory with passage points.

The second trajectory is a circle with a center (-0.045, 0.75) (m) and radius 0.14
(m). The joint angle variations are shown in Fig 6. 10, and the consumed energy and
traveling time in Fig. 6. 11. On the whole, the computation time is quite long to find
an optimal solution. It took about 13 minutes on a Pentium III, 996 MHz, to get the
performances of Figs 6. 5 and 6. 6 (a). This is due mainly to the high nonlinear robot
dynamics and constraints. However, this is not too jeopardizing, as the purpose at this

level is offline programming.

6. 5. 3. Dataset Clustering

A subtractive clustering algorithm partitions the so-generated input-output dataset.
After several trials, the following subtractive clustering parameters had been set: The
upper acceptance threshold for a data point to be a cluster center is 1.0. The lower
rejection ratio is 0.8. The cluster radius is 0.9, and the squash parameter is 0.5. Figure
6. 12 depicts the membership functions defining the Cartesian x and y position

coordinates and velocities, before and after NeFuMOP training.
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6.5. 4. NeFuMOP Performance

The learning results show good performance with an error of order of 107 in less than
10 training epochs, as illustrated in Fig. 6. 13 and Table 6. 3. NeFuMOP required
213 seconds to learn from the overall 2000 data points the specified trajectory, and
capture the robot dynamic behaviour associated to the multi-objective planned
trajectories. To test the learning and generalization and robustness abilities of
NeFuMOP, a preliminary test is performed with arbitrary small modifications (0.5%)
of each of the 10% testing data points. Table 6. 4 shows the learning performance
achieved by NeFuMOP, with the modified data getting an error in an order of 107
after 40 training epochs, which highlights the good generalization capabilities of
NeFuMOP.

In order to assess the generalization and robustness capabilities of the proposed
system, two tests had been performed. The first one is made on a trajectory that had been
learnt by the ALD offline technique, which consists to move the robot tip along a straight
line, starting from the Cartesian coordinates (0.2, 2) (m) corresponding to the joint position
(00, 15°, 20% to the ending position (0.7, 1.3) (m). The ALD technique was used to achieve
the offline planning. The actuator torques and sampling period variations can be obtained

from the outcomes ©O* of NeFuMOP. The corresponding trajectory and consumed energy

are shown in Figs. 6. 14 and 6. 15. These figures show the very good generalization

capabilities of NeFuMOP.



Table 6. 1. Kinematic and dynamic parameters of the manipulator

Link/ Mass (kg) Inertia /;(kg m’) Length L (m)
1 10 9.23 1.0
2 8 7.5 0.8
3 4 5.21 0.45

Table 6. 2. Limits of workspace, actuator torques, joint rates,
accelerations and sampling periods

Parameter x (m) y (m) 7, Nm) 7, Nm) 73 (Nm) §,,... (rad/s) q Mot (1aA/S%) 7 (sec)

Max 0.9 -1.720 40 25 20 2 3 0.1
Min  -0.9 0.710 -40 25 -20 2 -3 0.005
S BEREE

: e RN =g i
N e | T R R

¢ - R R | T

T UL R SO O O % A S T T S S
2 4 6 8 1012 14 16 18 20 D 2 4 6 8 10 12 14 16 18 X

Sampling points Sampling points

Fig. 6. 5. Displacement along x-axis and y-axis of the EE,
(__desired trajectory, . . _computed trajectory)
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Fig. 6. 12. Membership functions defining x, x,yand y

Table 6. 3. NEFUMOP Performance

2000 Data entries

RMS Error (after 20 epochs)

Training data (90%)

Testing data (10%)

0.004571

0.0002392



TABLE 6.4 NEFUMOP Performance (with disturbed testing data)

2000 Data entries RMS Error (after 40 epochs)
Training data (90%) 0.00591
Testing data (10%) 0.005013857

Validation data (10%) 0.006213857

a.s
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Fig. 6. 14. Instantaneous variations of (x, y) coordinate variations the EE,

(__desired trajectory, . . _computed trajectory)
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6. 6. Conclusions
The main contribution of this paper is a systematic design approach to multi-objective
online motion planning. This system is built upon the outcomes of an offline planning
based on full kinematic and dynamic models of a redundant serial planar manipulator.
The offline planning involves also joint angles, rates, accelerations, and jerks, as well
as workspace and actuator torques limitations, and optimizes travelling time and
energy necessary to achieve a trajectory, while solving redundancy and avoiding
singularities. According to simulation results, the proposed offline planning system is
effective and robust in solving the non-convex and non-linear constrained motion-
planning problem. The multi-objective planning produced singularity-free smooth
trajectories, making them very suitable to design optimal trajectories for online
planning.

The second contribution is an objective neuro-fuzzy model built to achieve online
multi-objective motion planning using the previous offline generated data. A

subtractive clustering method was first used to initialize the structure parameters of an
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objective neuro-fuzzy model. Then the neuro-fuzzy system is trained to represent and
capture the robot constrained multi-objective planning behavior. The main advantages
of this approach is that once the neuro-fuzzy model is learnt and optimized, then a
multi-objective trajectory capturing the robot dynamic behavior might be obtained for
a given starting and ending task points, without the need to re-do all the calculations
that would be necessary with a conventional optimal control.

In our implementation, the cluster center and other subtractive clustering
parameters are chosen on a trial-error basis. This might be improved by selecting
these parameters based on an intelligent search like genetic or simulated annealing
algorithms. Another ongoing work consists of including static obstacle avoidance and
other optimization criteria within the proposed neuro-fuzzy multi-objective trajectory
planning system. Another perspective consists of doing more tests and validation

experiments are also planed on a physical robot.
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CHAPITRE 7

DISCUSSION GENERALE

Dans cette thése, nous avons étudié le probléme de planification multi-objective
de trajectoire des manipulateurs robotiques.

Pour la planification hors-ligne, 1’objectif était de développer une méthode
capable de répondre au besoin d’un modéle complet du systéme pour une meilleure
précision dans 1’exécution de la tiche. Cette méthode doit donc étre capable de tenir
compte des fortes non linéarités des transformations cinématiques et couplages
dynamiques de la structure robotique considérée. En premier lieu, cet objectif est
traité en formulant le probléme dans le cadre du calcul variationnel. Le choix de
I'utilisation de la technique du Lagrangien augmenté se basait sur le fait que le
probléme a résoudre est un probléme de grande taille contenant plusieurs objectifs
contradictoires (tel que minimisation du temps et de l’énergie nécessaires a
I’exécution de la tiche). Aussi, le Lagrangien augmenté (ALD) permet une meilleure
prise en compte de contraintes non convexes (telle que les contraintes relatives aux
équations cinématiques et dynamiques du systéme), comparativement aux autres
techniques proposées dans la littérature. Une implémentation directe de cette méthode
d’optimisation nous a conduit a des calculs trés complexes, non solutionables méme

par utilisation d’un logiciel de calcul symbolique. Ce probleme apparait notamment
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lors du calcul des états adjoints. Ceci nous a emmené a implémenter I’algorithme sur
une dynamique découplée du robot, transférant ainsi la non linéarit¢ a la fonction
objective et rendant facile le calcul des états adjoints. D’autre part, les deux types de
systémes robotiques sur lesquels cette approche a été implémentée sont des systemes
fortement non linéaires, non convexes sujettes & plusieurs contraintes sur les variables
d’état et de commande; a savoir les manipulateurs sériels planaires redondants et les
machines cinématiques parall¢les.

Les performances de 1’approche ALD ont été comparées a celles des approches
utilisées jusqu'a date, notamment les méthodes de planification de trajectoires basées
uniquement sur le modéle cinématique du robot ou les méthodes de planification
monocriteres. L’ ALD est plus performant, a la fois pour les manipulateurs paralleles
et les manipulateurs sériels redondants. Les comparaisons ont montré que ces
performances sont encore plus évidentes lorsqu’on considére des contraintes
supplémentaires issues d’exigences spécifiques de la tache, telle que le passage par
des poses imposées lors du mouvement du robot.

Ceci a été bien illustré aux chapitres 4 et 5. En effet, dans ces deux chapitres,
on a montré que ALD permettait d’obtenir des trajectoires plus régulicres,
minimisant une fonctionnelle multicritéres relatant le temps et 1’énergie nécessaires a
I’exécution de la tiche, ainsi qu’une fonction d’évitement des configurations
singuliéres. En outre, comme les systémes robotiques sont des systémes mécaniques
dans lesquels les paramétres dynamiques, tel que par exemple les paramétres inertiels,

sont susceptibles d’une grande variation lors de I’exécution d’une tiche, une étude de
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sensibilité de I’ALD a été effectuée pour évaluer la robustesse de cette technique en
variant la masse de I’effecteur du robot, tout en maintenant les méme conditions et
paramétres de simulation. Les résultats ont montré une trés bonne robustesse de
I’ALD, en atteignant 1’état final avec une précision de 107*(m).

Néanmoins, le temps de calcul est assez grand, de 1’ordre de 10 minutes pour la
trajectoire et la précision mentionnée ci-dessus. Cependant, ceci demeure acceptable,
car I’objectif a ce niveau la planification hors-ligne.

Comparées aux autres stratégies de planification de trajectoire, par exemple, les
méthodes de commande en temps minimum, cette technique est fortement
souhaitable, car elle permet de réaliser des trajectoires régulieres, répondants a
plusieurs objectifs de production, et satisfaisant diverses contraintes. Elle est
particuliérement souhaitable comme trajectoire de référence pour la synthese d’un
contréleur par retour d’état de type, PD ou PID.

Une autre utilisation possible des résultats de POT ci-dessus, est la génération
d’une base de données qui va servir a I’apprentissage d’un réseau d’inférence neuro-
flou, dirigé par les données (Data-Driven Neuro-Fuzzy Inference Systems), pour la
POT en-ligne des manipulateurs robotiques. Ceci constitue la deuxiéme partie de la
theése.

En effet, comme nous 1’avons mentionné dans notre étude bibliographique, le
probléme de POT en-ligne, est d’une grande complexité, et les approches

conventionnelles de commande optimale en boucles ouvertes ou en boucles fermées
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ne sont pas a méme de le résoudre, a cause notamment des fortes non-linéarités des
modeles cinématiques et dynamiques, ainsi que des contraintes associées.

Pour surmonter ces difficultés, nous avons proposé au chapitre 6 d’utiliser les
systemes d’inférence neuro-flous dirigés par les données.

En premier lieu, cet objectif est résolu partiellement, en restreignant 1’espace
des configurations du manipulateur a une pose coude haut, ou coude bas. D’abord,
un réseau de neurones (NetlK) a été implémenté pour apprendre et résoudre le
probléme cinématique inverse du robot dans I’espace de travail restreint. Bien que des
performances acceptables ont été obtenue, le temps de calcul pour réaliser
I’apprentissage était assez grand, comparé a la deuxiéme approche implémentant un
réseau neuro-flou (NeFIK). Une fois le modele cinématique inverse est résolu, la
deuxiéme étape est celle de génération d’un ensemble suffisamment grand de
trajectoires en temps minimum. Ces trajectoires permettent le déplacement de
I’effecteur du robot de différents points de départ vers différents points d’arrivée,
balayant le plus possible de I’espace de travail (configuration coude haut ou coude
bas). L’ensemble des trajectoires ainsi générées est partitionné par la méthode du
‘Subtractive Clutsering’ pour initialiser la structure du réseau neuro-flon NeFOTC,
qu’on va ensuite optimiser pour apprendre le comportement des trajectoires en temps
minimum du robot. Les performances du réseau développé sont bien intéressantes,
considérant I’erreur des moindre carrées d’apprentissage du réseau, qui est de 1’ordre

de 10 (m) sur les données tests.
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Cependant, deux limitations sérieuses sont a mentionner pour cette approche.
D’abord, elle est limitée a une configuration coude haut ou coude bas du robot.
L’autre limitation est relative a la fonctionnelle colt, qui consideére uniquement la
minimisation du temps d’exécution de la tiche. Pour relaxer ces limitations, au
chapitre 7, nous avons résolu d’abord le probléme de génération des trajectoires hors-
ligne, optimisant une fonctionnelle multi objective comprenant le temps, 1’énergie
ainsi qu’une fonction d’évitement des configurations singulieres. La technique ALD
développée au chapitres 4 et 5 est alors utilisée pour la construction de la base de
données d’apprentissage du réseau neuro-flou (NeFUMOP). La procédure
d’implémentation est la méme que celle du chapitre 6. La redondance cinématique est
prise en compte dans la partie hors ligne de la présente approche. De trés bonnes
performances du réseau NeFUMOP ont été réalisées avec une erreur d’apprentissage
du méme ordre (102 m) de grandeur que le réseau NeFOTC du chapitre 6; d’abord
sur les données test, qui constituent 10% de I’ensemble de la base de données
d’apprentissage. Le deuxi¢éme test sur une trajectoire que nous avons réalisé d’abord
par ALD, et puis introduite au réseau pour tester ces capacités de généralisation. Les
résultats confirment bien ces performances soit au niveau de la précision atteinte, soit

en niveau de la minimisation de la fonction objective.
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CHAPITRE 8

RECOMMENDATIONS

Dans ce chapitre, on va proposer quelques idées et recommandations, pour la
poursuite de la recherche initiée dans cette thése.

Bien que les deux approches développées pour les planification multi-objectives
hors-ligne et en-ligne de trajectoire de manipulateurs robotiques ont donné de bons
résultats, on pense qu’il y a moyen d’amélioration et d’extension de ces approches sur
deux volets. Le premier est sur le plan algorithmique. Le deuxiéme est sur le plan
robotique.

Sur le plan algorithmique, dans I’'implémentation du Lagrangien augmenté, nous
avons utilisé un algorithme de gradient pour la mise a jour des périodes
d’échantillonnage. Une hybridation du Lagrangien augmenté avec un algorithme de
programmation en nombre entier [87] serait fort utile pour déterminer un meilleur
mécanisme d’adaptation du pas d’échantillonnage.

La deuxiéme extension sur le plan algorithmique est relative aux modeles et
hypothéses du probleme de POT hors-ligne considérés. En effet, I’hypothése d’un
modele déterministe de la dynamique et de la cinématique du systéme robotique,
incluant son environnement est quelque peu restrictive pour en étre réellement

représentative du systéme réel. L’introduction des aléas dans les modeles du robot et
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de son environnement nous parait bien souhaitable. Néanmoins, les couplages
dynamiques et les fortes non linéarités des transformations cinématiques et des
contraintes associées font en sorte que les outils disponibles présentement dans la
littérature ne sont a méme de traiter ce probléme. Par exemple 1’application du filtre
de Kalman étendue [88] ou de la commande de type LQG (Linéaire Quadratique
Gaussien) introduit des linéarisations et approximations séveres. Ceci résulte en une
grande perte de I’information et de représentativité par rapport au probléme initial.

Par rapport a la planification en-ligne de trajectoire, nous suggérons deux
extensions possibles. D’abord, des données mesurées par des capteurs incorporés sur
le robot a partir de trajectoires expérimentales peuvent étre ajoutées pour enrichir la
base de données actuelle. Ce qui permettra d’améliorer d’avantage les performances
de la méthode proposée. La deuxiéme extension est par rapport a la procédure de
groupement des données et d’initialisation des parametres du systeme d’inférence
flou. Les paramétres de simulation de cette procédure ont été choisis manuellement
en effectuant plusieurs essais. Un ajustement de ces paramétres au cours de la
procédure de groupement par exemple en utilisant un algorithme génétique ou un
algorithme de recuit simulé pourrait améliorer significativement les performances de
cette procédure.

Sur le plan application robotique; plusieurs extensions du présent travail sont a
souligner. D’abord il serait fort intéressant d’implémenter ces deux approches de
planification sur des robots physiques et puis les intégrer aux systémes de contrdle de

ces robots.
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Une autre perspective souhaitable serai d’inclure une fonction d’évitement
d’obstacles tridimensionnels et une procédure d’évitement des interférences entre les

segments du robot dans les systeme de POT hors-ligne et ligne développés.
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CONCLUSIONS

En somme, les contributions principales de la présente thése peuvent étre
énumérées comme suit :

* L’utilisation du calcul variationnel pour formuler le probléme de
planification de trajectoire des manipulateurs robotiques est un choix adéquat.

*= L’aspect multi-objectif de 1la présente approche a permis une
personnalisation de cet outil de planification en fonction des spécifications de la tiche
a planifier. Ceci est rendu possible grace au choix du ceefficient de pondération
attribué a chaque critére.

* La technique du Lagrangien augmenté en temps discret implémentée sur
une dynamique découplée du systéme a permis de résoudre le programme non
linéaire, non convexe sous contraintes résultant avec un meilleur conditionnement
numérique.

* La formulation du probléme de POT comme un probléme de commande
optimale ou les périodes d’échantillonnage et couples moteurs sont les variables
indépendantes de commande, constitue une nouvelle approche pour la commande en
temps miniumum et commande multi-critére des manipulateurs robotiques. Cette
approche permet aussi la prise en compte de toutes contraintes, par inclusion de son

expression dans le Lagrangien augmenté.
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* Deux implémentations de cette approche ont été considérées sur deux cas de
structures robotiques; les manipulateurs parall¢les et les manipulateurs sériels
redondants. Ces machines sont particulierement complexes, & cause notamment des
problémes des singularités pour la premiere et de la redondance cinématique pour la
deuxiéme Les résultats de simulation ont montré 1’efficacité et la robustesse de cette
approche, considérant I’optimalité du critére et la satisfaction des contraintes,
comparée aux autres approches, tel que les méthodes de pénalité, les méthodes de
commande en temps minimum ou encore les méthodes basées uniquement sur la
cinématique du robot.

La deuxiéme partie de la thése a porté sur la planification en-ligne de
trajectoires des manipulateurs robotiques.
» Nous avons montré que I’approche préconisée des systemes adaptatifs d’inférence
neuro-flou dirigés par les données était une bonne alternative aux approches
conventionnelles, pourvu qu’un ensemble important couvrant suffisamment 1’espace
de travail du robot soit fournie.
= L’utilisation de I’algorithme de groupement de données ‘Subtractive Clustering’
permet de partitionner I’ensemble des trajectoires générées et initialiser au méme
temps les paramétres dun réseau adaptatif d’inférence neuro-flou. Apres
apprentissage et optimisation, ce réseau est utilisé en phase de généralisation pour une
implémentation temps réel. Cette approche hybride s’est avérée bien efficace,

notamment en termes de réduction du nombre de reégles floues, compte tenu du
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nombre de variables d’entrées/sorties du systéme et de la dimension de la base de
données d’apprentissage.
Deux méthodes de conception de réseaux neuro-flous ont été élaborées :

» La premiére conception consiste en deux contrdleurs neuro-flous hiérarchiques
pour la planification temps minimum de trajectoire des robots sériels redondants. Le
premier implémente un réseau neuronal pour résoudre I’inverse cinématique. Le
deuxiéme le réalise par un réseau neuro-flou. Nous avons remarqué que pour les
mémes performances, le temps machine que nécessitait le réseau neuronal était
environ 5 fois plus grand que pour le réseau neuro-flou.

= La deuxiéme conception implémente un réseau neuro-flou pour la planification
en-ligne multi-objective de trajectoire. Lors d’une premicre étape, le programme
développé dans la premiére partic de la these est utilisé pour générer hors-ligne
suffisamment de trajectoires multi-objective, couvrant 1’espace de travail du
manipulateur et satisfaisant plusieurs contraintes, relatives aux performances des
interactions du trio robot, tiche, et espace de travail. La redondance cinématique est
résolue, en évitant les limites articulaires. Les critéres d’optimisation portent sur le
temps et I’énergie nécessaires a la réalisation de tdche. Sur les trajectoires ainsi
générées, le réseau neuro-flou entrainé et optimisé, a montré de bons résultats de

généralisation a la planification en-ligne multi-objective de trajectoires.
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A. 1. Abstract In this paper, a multi-objective trajectory planning system is
developed for redundant manipulators. This system involves kinematic redundancy
resolution, as well as robot dynamics, including actuators model. The kinematic
redundancy is taken into account through a secondary criterion of joint limits

avoidance. The optimization procedure is performed subject to limitations on actuator
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torques and workspace, while passing through imposed poses. The Augmented
Lagrangian with decoupling (ALD) technique is used to solve the resulting
constrained non convex and nonlinear optimal control problem. Furthermore, the
final state constraint is solved using a gradient projection. Simulations on a three
degrees of freedom planar redundant serial manipulator show the effectiveness of the

proposed system.

Key words: Redundant Manipulators, Trajectory Planning, Augmented Lagrangian,

Decoupling, Projection

PLANIFICATION MULTI-OBJECTIVE DE TRAJECTOIRE DES

MANIPULATEURS REDONDANTS PAR LAGRANGIEN AUGMENTE

A. 2. Résumé Dans cet article, nous considérons le probléme de planification multi-
objective de trajectoire des manipulateurs sériels redondants. A partir des modéles
cinématique et dynamique du robot, et ceux de I’espace de travail et de la tiche, le
probléme est formulé dans le cadre du calcul variationnel, comme un programme non
linéaire sous contraintes. La redondance cinématique est résolue en appliquant une
version modifiée de 1’algorithme de la Jacobienne augmentée. La technique du
Lagrangien augmenté est ensuite appliquée a une représentation découplée de la

dynamique du robot afin de résoudre le probléme résultant de commande optimale.
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Des études de simulations montrent ’efficacité de cette approche comparée a celles
développées jusqu’a date, notamment les approches utilisant les méthodes de pénalité

ou celles basées uniquement sur la cinématique du robot.

Mots Clés: Manipulateurs Redondants, Planification de trajectoire, Lagrangien

augmenté, Découplage, Projection

A. 3. Introduction

A great advantage of robots is their ability and flexibility to rearrange
themselves for new tasks. Utilization of robot's flexibility presupposes effective
motion planning. This is aimed at generating trajectories for a specific task, according
to a set of desired performance criteria [1, 2]. The task is usually specified in terms of
a motion of the end-effector (EE), which results in a geometric path to be followed
with a given time law. Moreover, the robot arm is actuated at the joints, thus
requiring control actions to be performed by the joint servos. A feasible planning
could be satisfactory if the required target performance is not too tight. Otherwise,
one must use an optimal (or near optimal) approach, and then test how it is robust to
changes of the dynamic parameters [3, 4]. One of the motion control algorithm
problems is that the desired trajectory may cause saturation of the speed and/or
torques delivered by the joint actuators in the vicinity of singularities. This might
occur in many regions of the workspace, due to nonlinear kinematic transformations

between task and joint spaces. Furthermore, when the assigned trajectory results are
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unfeasible due to actuation limits or passing through singular poses, the motion
planning system must still generates torques that allow achieving the performance
criteria, while avoiding singularities and satisfying other task-related constraints.
Several studies had considered this problem [6-9]. Some of them dealt with kinematic
redundancy resolution, while others included robot dynamics and force optimization
[3-5].

In this paper, the multi-objective trajectory-planning problem is formulated based on
kinematic and dynamic, including actuators models. The cost functional involves
time optimization through sampling period variations and electric energy as well as a
measure of manipulability. The resulting constrained non-convex and nonlinear
optimal control problem is solved using AL technique on a decoupled form of the
robot dynamics. The advantage of using such a technique — as compared to other
optimization methods like penalty methods — is its ability to deal with non
convexities (due mainly to the strong non linear character of the system’s constraints)
and ill conditioning that may occur during the iterative resolution process.
Furthermore, in many applications, such as pick and place or assembly tasks, the final
state attainability constraint is a primary issue. This constraint is achieved through a
gradient projection algorithm [10-11]. After problem modelling and formulation,
simulation results on a three degrees of freedom planar redundant serial manipulator
show very encouraging results as compared to other approaches, namely, minimum-
time control and kinematic-based methods. In section 5.4, the kinematic and dynamic

models are considered as well as other associated constraints. In section 5.5, the
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augmented Lagrangian with decoupling and projection gradient technique is

developed. Section 5.6 provides simulation results, and section 5.7 concludes this

paper.

A. 4. Modeling

A. 4. 1. Kinematic modeling
The forward kinematics problem deals with the determination of the EE motion
from a given motion of the joints [12]. At the velocity level, it is expressed in a vector
form as:
x=Jg (D

where q(t)=[q1 (@), qz(t),...,qn(t)]T is the n-dimensional joint angles vector,

x(1)= [x1 @), x,(t), ....x, (t)]T is the m-dimensional position vector of the EE andJ is

the mxn robot’s Jacobian [12]. Although this study is applicable to a general n-
degrees-of-freedom (DOF) serial manipulator with m-DOF at the Cartesian EE level,
it is implemented on a two dimensional positioning robot.

The inverse kinematics problem is the determination of the joints motion from a
given EE motion. Because J is not a square matrix, a kinematic redundaﬁcy holds for
this inverse kinematics problem. A first approach to utilize redundancy to solve the
inverse kinematics was proposed by Liégeois [7]. In his approach, a gradient

projection is used to devise a general solution expressed as:
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g=3%x +A-J"0z )

where J'is a generalized inverse of J. The pseudo-inverse solution in the first term

of eq. (2) is known to minimize the two-norm of the joint velocity vector, whereas the
second term is called the homogeneous or null-space solution. The later does not
contribute to the EE motion yet determines the minimum-norm solution. However, it
has been shown that rather than driving the robot away from singularities at very high
demands in joint velocities, this solution sometimes leads the robot to singularities
[8]. A weighted pseudo-inverse by the inertia matrix is used here. This allows

dynamic consistency compared to traditional pseudo-inverse. It is given by:

J5=D-J7(ID-J7)! ?3)
In order to include a secondary task criterion within a performance indexr(q), z is

chosen to be

z=xtbVr(q) 4)

where b is a positive real number and Vr(q) the gradient of 7(q) . A positive sign in

eq. (4) indicates that the criterion is to be maximized. A negative sign indicates

minimization. Including joint limits avoidance constraint through redundancy
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resolution might be performed by choosing r(q) =%(q —q) W(g—¢q) with c}being

chosen such that it ensures joint limits avoidance. For example,

-1
q = E(qmax + qmin) (5)

yields 2=-W(g-q), (6)

where W is a positive weighting matrix to scale the magnitude of the manipulator

response to joint displacement. A typical choice for this matrix is

W = dlag (qmax - qmin)

A. 4. 2. Dynamic modelling

The robot dynamic model is developed using a Lagrangian formalism, which
includes actuators model. This model allows closed-form expression of joint rates and
accelerations characterizing the motion resulting from joint torques. It can be

expressed in continuous-time as:

D(9)4+V(q.4)4+G(q) =7 9

where 7 is the nx1joint torques vector produced by the joint actuators, ¢, ¢, ¢ are

vectors describing joint positions, rates and accelerations, D(q)is the
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n x nmanipulator inertia matrix, V(q,q) is the nxn matrix representing Coriolis and
centrifugal wrenches, and G(gq) is thenx1 vector representing gravity forces [12].

Now, following references [2, 3], the discrete-time dynamic model can be

approximated as:

h2

Inxn h Inxn - '_LI

X =|: ¢ :|xk +D7(x,,)| 2 T [[Tk =V (X5 X5 )%y, +G(x1k)] ] (3)
h1

nxn

where x;=(q;, 4, =(xi4s X,,)" is the 2n-dimensional robot state and I is the nxn

identity matrix. Equation (8) is written for simplicity as:

X =fo (X,700,) )]

A. 4. 3. Constraints modeling
In addition to egs. (2)-(9), the following constraints are considered:

Boundary conditions: These concern the starting and final states x, and x,

(10)

X, =X, Xy = X;

" Redundancy resolution ensuring joint limits avoidance: This is achieved using

egs. (2) and (3)

Xy = J;k (x,) X+ I- Jgk (x, ). (x,))z,.(x,) (11)
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with 2, =-W (x, -xu), W = diag("ﬂ;—’-‘-@n—) (12)

where xu, x, and x,_. refer, respectively, to discrete values of joint angles
é’ qmax and qmin
" Admissible domain of the sampling periods: If the overall robot traveling time

N-1
T=7Yh, is too small, there may be no admissible solution to the optimal control
k=0

problem, since the torque constraints bound indirectly the path traversal time. On the
other hand, the sampling period must be smaller than the system smallest time

constant in order to prevent the system from being uncontrollable between two
control times. The determination of the system smallest time constant and the
maximum value of a sampling period is out of the scoop of this paper. It is assumed
that they are available from a prior design are provided by the robot manufacturer. In
this paper, a trade-off is made through variation of the sampling period within an

admissible domain H defined as:
k=0,..,N -1 (13)

. Admissible domain of the actuator torques: Non-violation of control torque

limits is another major issue for trajectory planning. The required leg forces must
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continuously be checked for possible violation of the limits as the manipulator moves
close to a singular pose. As soon as any leg actuator crosses its limit, the optimal
planning procedure has to determine an alternate leg actuation strategy leading to
another path on which the actuator forces would be constrained within the limits. In
this paper, robot torques are assumed to belong to a compact and bounded set

Cc RV, expressed as:

T W ST, ST, , k=0,.,N-1 (14)

. Imposed passage through intermediate EE poses: This consists of a set of two-
dimensional point positions defined as:

Ip- P, Touary =0, 7=1,0L (15)

where p is the current position vector of the EE, p, is the ™ passage point and L is
the number of imposed points and Ty, is the passage tolerance. For the sake of

simplicity, all equality and inequality constraints are written ass ,(x)=0 i=1,..,I
and g (x,7)<0 j=1,..,J, regardless if they depend only on state, control inputs or

both, where I and J denote the numbers of equality and inequality constraints.
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A. 5. Non-Linear Programming Formulation

Several criteria had been proposed, such as traveling time, consumed energy,
obstacle avoidance and manipulability measure [2-6]. The most popular is traveling
time for the obvious reason of production targets. However, the major drawback of
this control criterion is its bang-bang character, producing non-smooth trajectories
exceeding joint speed and/or acceleration limits achievable by the actuators [4]. To
deal with this problem, some authors introduced a virtual time augmenting the actual
time in an effort to track the desired trajectory. In this paper, a multi-objective
planning strategy is implemented.

The discrete-time constrained optimal control problem consists of finding the

optimal sequences(t,, T,,..., T, )and(A,, A, ..., h,_) allowing the robot to move from
an initial state x, =X to a target state xy = x;, while minimizing the multi-objective

performance index E; including energy, traveling time, and a singularity avoidance

function. It is expressed as:

N-1
Min{Ed=[2[‘rkU‘r£+1+8w(x1k)]hk}} (16)
1,eC k=0
heH

where C,H,U | are, respectively, the set of admissible torques, the set of admissible

sampling periods, and electric energy matrix weight, 1 and Oare positive scalars
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that weight sampling time and the singularity avoidance function @ . This singularity

avoidance function is defined as:

1
Vet (x, )7 (x,,))

a7n

o (xlk) =

This optimization problem is performed subject to constraints (9)-(15).

A. 5. 1. Augmented Lagrangian (AL)

The problem (16) is a multi-objective non-linear and non-convex optimal control
problem. It is solved using an Augmented Lagrangian technique, which transforms
the constrained problem into a non-constrained one. The degree of penalty for
violating the constraints is regulated by penalty parameters. This method basically
relies on quadratic penalty methods, but reduces the possibility of ill conditioning of
the sub-problems that are generated with penalization by introducing explicit
Lagrange multipliers estimates at each step into the function to be minimized [10,

11]. The AL function is written as:

N-1
Ll(xa T: h: )"5 p, 6) = Ed+ I;))“i+l|:xk+l - fdk (xk > Vk > hk )} +

N-1

S, {z[cb (01,8, (%, 1,)) + ¥, (0ls5,(x,)] } as)

k=0
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In eq. (18), the function j:ik(xk;rk,hk) is defined by the discrete state eq. (9) at the

sampling point k, Nis the total sampling number A e R °" designates the co-states
obtained from the adjunct equations, cand pare Lagrange multipliers with
appropriate dimensions, associated to equality and inequality constraints and pgand
K, are the corresponding penalty coefficients. The adopted penalty functions combine

penalty and dual methods allowing relaxation of inequality constraints as soon as they

are satisfied. These are given by:
s 2
¥ (a,b)=(a+ %b)Tb , @, (a,b)= —2—;;{“1\4%(0, a+pg b) - ||a||2} (19)

where a and b refer to Lagrange multipliers and left hand side of equality and
inequality constraints. The Karush-Kuhn-Tucker first order optimality conditions [11]

state that for a trajectory (x,,7,,%,,...,X,,T,,,H,,) to be optimal solution to the
problem, there must exists some positive Lagrange multipliers (A, p;) , unrestricted

sign multipliers o, and positive penalty coefficients p;and p_such that:

OLu o OLu o OLu_o OLu_o OLi_o 0L

ax, Vo, an i op, Y de,

ols(x)=0, plg(x, T, /)=0 and g(x,7,h)<0 (20)
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The development of the above conditions enables one to derive the iterative formulas

to solve the optimal control problem by updating control variables, Lagrange

multipliers and penalty coefficients. However, in eq. (9), fdk(xk, 71, /) contains the

inverse of the inertia matrix D' (x, ) and Coriolis and centrifugal wrenches V(x, , x,).

These might be very cumbersome to express. In developing the first order optimality
conditions and computing the co-statesk;, an inverse of the mentioned inertia matrix

and its derivatives with respect to state variables must be computed, resulting in huge

calculations.

A. 5. 2. Augmented Lagrangian with decoupling (ALD)

The computational difficulty mentioned beforehand is solved using a linear-
decoupled formulation [13].
Theorem:  Under the invertibility condition of the inertia matrix, the control law
defined as

u=D(x w+V(x,6x,)x, +G(x,) (21)

allows the robot to have a linear and decoupled behavior with a dynamic equation:

X =v (22)
where v is an auxiliary input.

This can be demonstrated by substituting the proposed control law given by eq. (21)
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into the dynamic model eq. (7). One gets D(x,)x,=D(x,)v, since D(x,)is
invertible, it follows that x, =v

This gives the robot a decoupled linear behavior approximated by the following

discrete linear equation:

Xt =dexk + Bdkvk = fdf (xk s Vi hk ) (23)
h2
1 h 1 i 3
Wlth de =|: nxn k nxn:| , Bdk — 2 Inxn (24)
Onxn Inxn hk Inxn

Notice that while this dramatically eases the calculation of the co-states. The
non-linearity is transferred to the objective function. The decoupled problem consists
then of finding the optimal sequences of sampling periods and

accelerations (4, , A, ,..., h,_) ,(v,, v,,...,v, ), allowing the robot to move from an

initial state x, = x,to a final state x, = x,, while minimizing the cost function E; ,

expressed as:

veV k=0
hkeH

Min{E: - z[ (DG, v, + Vit 2,0, + G T UG, 9, + Vi, 3,05, + G(x,)]

+1+0w(x,,) ] hk} (25)
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Subject to the decoupled dynamic state eq. (22), and the above-mentioned constraints.
The augmented Lagrangian function (ALD) associated to the decoupled problem (25)

is

N-1
L (x,v,h,\,p,0)=E; + gk;ll: xk+l—fd’k’(xk,vk,hk) }

+§hk {é[d)pg (P, g,(x,,t) +¥ (Giasj(xk))] } (26)

with the function S xvihy) being defined by the state of eq (23), and other

parameters appearing in eq. (26) are defined above. Again, the development of the
first order optimality conditions allows deriving iterative formulas for control and
state variables, Lagrange multipliers as well as penalty coefficients. These

expressions are quite long and are not detailed here. The final state constraint

x~ = x, is not included within the penalty procedure, as we have to satisfy it at each

iteration. A re-adjustment is performed with an orthogonal projection on the tangent

space of this constraint, through the application of the descent direction

d =-P VvLi 27
with P, being defined as

P =1,-Q/(Q,Q)"'Q, (28)
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wherel ,is an identity matrix with appropriate dimension and Q, is the projection

matrix on the tangent space of the final state constraint. The re-adjustment process
allows satisfying target attainability with any given &- precision [11]. If other
imposed states are to be satisfied at each iteration, then the re-adjustment procedure
must be extended to these constraints. Figure A. 1 depicts a flowchart diagram of
ALD function and architecture for the multi-objective trajectory-planning problem. In
this procedure, one has to select robot parameters, task definition, (such as starting,
intermediate and target positions), workspace limitations and simulation parameters
(block 1). Then a kinematic unit (block 2) defines a feasible initial solution satisfying
boundary constraints in joint angles, velocities, accelerations and jerks. This solution
is defined through a cycloidal profile. This profile has been chosen as it allows a
near-minimum time smooth continuous trajectory as compared to a trapezoidal
profile [14]. Then an inner optimization loop (block 3) solves for the AL
minimization with respect to sampling periods and acceleration control variables.
One first computes the gradients of the Lagrangian, the co-states backwardly and the
projection matrix and operator. Then a steepest descent is calculated and tested
against a suitable tolerance (block 4). If non-satisfied, one computes new search
directions and updates sampling time and acceleration inputs. Then go back to inner
optimization loop to update gradients and direction descent. When satisfied, one goes
further to test other equality and inequality constraints against feasibility tolerances.

If non-feasible, go back to the inner optimization unit. Else, if feasible, do a
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convergence test for cost minimization and constraints satisfaction against optimal
tolerances. If convergence holds, display optimal trajectory and end the program.
Otherwise, go further to the dual part of AL to test for constraints satisfaction and
update penalty and tolerance parameters. If the constraints are not violated with
respect to first order optimal tolerances then the multipliers are updated without
decreasing penalty. If they are violated, decrease penalty while keeping unchanged
Lagrange multipliers, to ensure that the next sub-problem will place more emphasis
on reducing the constraints violations. In both cases the tolerances are decreased to
force the subsequent primal iterates to be increasingly accurate solutions for the

primal problem.

A. 6. Simulation Results

A three revolute (n=3-DOF) serial manipulator moving on the vertical plan with
a 2-DOF task is considered (Fig.A. 2). The robot kinematic and dynamic parameters
are given in Tables 5. 1 and 5. 2. The simulation objectives are to: 1) minimize
travelling time and instantaneous energy during the motion; 2) resolve the
redundancy and avoid singularities; 3) satisfy several constraints related to limits of
joint angles, rates, accelerations and torques. The first example is to move the tip of
the manipulator along a straight line from the starting position (1.95, 0.82) (m),
corresponding to joint angles (0°, 30°, 30°), to the final position (1.35, 1.3) (m),

without considering the orientation. Hence, this task is performed with a serial 3-DOF
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planar manipulator that is redundant with respect to the given task. The joint
velocities are zero at the starting and ending positions and the EE travels through a
distance of 0.75 m. The multi-objective trajectory is performed by taking each weight
in the performance index equals to unity. The initial pose values are chosen to satisfy
a secondary goal, which consists of avoiding joint limits. Figure A. 3 shows the (x, y)
position variations for the cycloidal minimum-time trajectory and those generated
based on ALD approach including robot dynamics, kinematics and constraints.
Although the cycloidal minimum-time trajectory is a straight line, it is slightly
disturbed in the case of its ALD counterpart. The bias between the two paths is due to
the non-linearity of the dynamic model, considering for example the gravity effects.
Figure A. 4 displays the corresponding joint angle variations. Figure A. 5 shows the
associated instantaneous variations of the consumed electrical and kinetic energy and
sampling periods. One notices the significant and monotonous diminishing of the
consumed energy with the ALD as compared to the cycloidal one. As for traveling
time, after 4 outer and 4 inner ALD iterations, one notices a dramatic reduction

compared to the initial cycloidal trajectory, with ¢ =2sec

Cycloidal

and? =1.237 sec, an increase of 45% for the initial solution. On the other

Muli-objective
hand, although one gets a feasible path with the cycloidal profile, the associated
torques and necessary energy, computed from the robot inverse dynamics are fairly
high and exceed the nominal values. The same trajectory has been performed with

three imposed passage points for the robot EE. Figure A. 6 shows the (x, y)
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coordinate variations while satisfying passage through imposed points (1.7, 0.9), (1.5,
1.0), (1.4, 1.2) (m), (in this Figure, the cycloidal trajectory does not consider this
constraint). Figure A. 7 shows consumed energy and traveling time for the trajectory
with passages. The second trajectory is a second straight line, starting from the joint
position (0°, 15°, 20°% corresponding to the Cartesian coordinates (0.2, 0.9) (m) to the
ending position (0.64, 0.45) (m). The consumed energy and sampling period
variations are shown in Fig. 5. 8. The third trajectory is a circle with a center (-0.045,
0.75) (m) and radius 0.14 (m). The joint angle variations are shown in Fig 5. 9, and
the consumed energy and traveling time are shown in Fig. 5. 10. In order to assess the
sensitivity of the proposed multi-objective trajectory planning to dynamic parameter
changes, the mass of the third link was increased by 1.5 Kg. Figs. A. 11 (a) and (b)
show respectively, the variations of sampling time and consumed energy for the
original and modified third link mass trajectories. Although the necessary energy and
traveling time to perform the modified link mass task grow greater, the achieved
performance is good, as it reaches the position with a precision of order 10 (m). This
highlights the ALD good robustness to parameters changes as illustrated in Fig A. 12.
On the whole, the computation time is quite long. It took about 9 minutes on a
Pentium III, 996 MHz, to simulate and get the performances of the first straight line
trajectory. This is due mainly to the high nonlinear robot dynamics and projection

matrix and operator calculations to satisfy the final state constraint at each iteration.
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Table A. 1. Kinematic and dynamic parameters of the manipulator

Link/ Mass (kg) Inertia I;(kg m%) Length L i(m)

1 8 9.23 1.0
2 4 7.5 0.8
3 2 5.21 0.45

Table A. 2. Limits of workspace, actuator torques, joint rates and
accelerations and sampling periods

Parameter x(m) y(m) 7, (Nm) 7z,(Nm) 73 (Nm) q'iMmor (rad/s) q Motor (rad/s?)  h (sec)

Max 2.5 2.5 40 25 20 2 3 0.1

Min 04  0.20 -40 -25 -20 -2 -3 0.001

A. 7. Conclusion

In this paper, a method for computing a multi-objective trajectory planning is
developed. This method includes joint angles, rates, accelerations, jerks, workspace,
and actuator torques limitations. It is solved through an Augmented Lagrangian on a
decoupled form of the robot dynamics. According to preliminary simulation results,
this approach is effective in solving the non-convex and non-linear constrained
motion-planning problem. The trajectories are smooth and singularity free, a
capability which makes them very suitable for use as reference inputs to a feedback
like PID position controller or as training datasets on which to build an objective

data-driven neuro-fuzzy system for on-line planning and control. As a short trend for
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this work, it is to use the outcomes of such a multi-objective trajectory planning to
build a data-driven neuro-fuzzy control system for on-line planning with reasonable

computational time.
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B. 1. Abstract. This paper deals with a new optimal dynamic trajectory planning
approach for Parallel Kinematic Machines (PKM) under task, workspace, and
manipulator constraints. From kinematic, and dynamic models based on Euler-
Lagrange formalism, we develop a multi-objective trajectory planning, optimizing
electrical energy and robot traveling time and satisfying several technological

constraints such as task requirements, actuator, link length, and workspace
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limitations. A new decoupled formulation is considered in order to cope with the
difficulty of dynamic parameters computation. A systematic implementation

procedure is then given along with simulation results.

B. 2. Introduction

The path planning problem of parallel manipulators is receiving an increasing
interest by the robotics community. Bhattacharya et al. (1998)[1] had developed a
scheme for avoiding singularities of PKM by restructuring a pre-planned path in the
vicinity of a singularity. In (Sen et al., 2003)[2], a variational approach is reported for
planning a singularity-free minimum-energy path between two end-points for Gough-
Stewart platforms. These trajectory planners are however essentially kinematic based
schemes, while others consider only static effects. For weakly coupled mechanical
structures where static forces dominate over inertial ones, and tasks requiring low
velocities, such kinematic approaches like the inverse rate control algorithm (Craig,
2005)[3] can assure satisfactory results. But for strongly non-linear, coupled
mechanical structures, and for high velocity and precision tasks, a proved fact for
serial manipulators is that these approaches fail to give acceptable results
(Vukobratovic et al., 1985)[4], (Khoukhi, 2002)[5]. When the linear speed goes over

1.5m/s at the end-effector, good performance can not be achieved without taking into
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account of the Coriolis and centrifugal forces. So, how do these dynamic parameters
affect the performance of parallel robots?

In this paper, an integrated optimal control system is designed for PKM dynamic
trajectory planning. From a state space representation by a system of differential
equations, the trajectory planning is solved with an optimization procedure by
applying optimal control techniques (Khouhki ez al., 2005)[6]. The robot traveling
time separating two sampling periods is optimized as well as the actuator torques.
This multi-objective aspect allows achieving smooth trajectories satisfying several
technological constraints such as actuator, link length, task, and workspace
limitations. The resulting constrained multi-objective optimal control problem is
solved through the augmented Lagrangean optimization technique (Polak, 1997)[7].
A new decoupling approach is introduced here in order to handle some inextricable
computation issues arising in the original non-decoupled formulation. Section 2
introduces the kinematic and dynamic models of the PKM. Section 3, gives the
discrete time dynamic model. In section 4, the optimal control problem is formulated
in a non-linear programming framework. Section 5 develops the new decoupled
formulation to the control problem, and in section 6 the Augmented Lagrangean
technique is used to solve the resulting linear and decoupled problem. In section 7,

preliminary simulation results are reported. Finally, section 8 concludes this paper.
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B. 3. Kinematic and Dynamic Models
The kinematic and dynamic models are briefly introduced here. The reader is
referred to (Baron et al., 2000)[8], and (Harib ef al., 1997)[9] for the details. From

Fig. B.1, the closure equations are:

a=x+"R, a, (1)

while the inverse rate kinematic model is given by:

I=J"q )

where R, is the rotation matrix describing the orientation of the frame P with respect
to the base frame W, J is the robot Jacobian, /represents the joint coordinates and
q(t)= x(9), y(8), z(), D), At), () constitutes the Cartesian coordinates of P, and the
Euler angles describing the orientation of the platform with respect to the frame W,
The dynamic model of the PKM is derived using Euler-Lagrange formalism
(Angeles 2003)[10], (Harib et al., 1997)[9]. In the operation space this dynamic

equation is given in a canonical form as:

B. 4. Discrete Time Operation Space Dynamic Model

To develop the discrete-time operation space dynamic model, we introduce the

variables:

XO=X@O.X500, with X,(0=9(1), X(1) =4(0) “)
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¥

Fig. B.1. Geometry of a PKM
= M(q)§ + Mg, 9) + G(g) (3)

Hence, the discrete-time state-space dynamic model can be written in the following

form (Khoukhi, 2002)[5]:

2

B I3
[X,,+1]=[’6*6 h"lﬁ*ﬁ] [Xk]—tz"ﬁ*ﬂ[M-l(Xw) [Vt X0+ 6] |+ { 2 ]’M} Mg (5)

Os«s Lo L 6x6 A 6x6

B. 5. Optimal Time-Energy Trajectory Planning Problem
The performance index relates time and energy consumption. The approach

used to solve for time minimization consists to fix the number of discretisations N
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and vary the sampling periods #, . The discrete time optimal control problem consists
in finding the optimal sequences (T, 7g,-..,Tg)s (T} Tf sees Ty Do vons (Thyys Togrens Ty ) @0d
(hy, Py ... by ;) allowing the robot to move from an initial state X, =X, to a given

final state X, = X, , while minimizing the cost:

N-1
C,= %%3{2[(71(1{2'1? +1 +X2kQX2T)hk ]} (6)
e k=0

hem*

where R,Q,and: are respectively electric, and kinetic energy and time level-
headnesses.
This minimization is made subject to dynamic eq. (5) and next equality and inequality
constraints:
= Initial and target state attainability:
Xy =X, Xy =4Xr (7)
» Link intermediate length limits:

I <E<D i=1,..6, and k=1,2,..,N , With B =Ly - Lye =Ounm®) (8)
= Torque limits:

The robot torques is assumed to belong to a compact and bounded set Dws < R?V :

T, min,i

D, = {rk’,., such that:z; , <7, ., <7_..,i€ {1,2,...6}, k = O,...,N—l} 9

=  Sampling period limits:
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If the total traveling time 7 is too small, there may be no admissible solution to the
optimal control problem. On the other hand, h, must be smaller than the system

smallest time constant in order to prevent the system from being uncontrollable
between two control times. A tradeoff is made through bounding the sampling periods

within an admissible domain such that;

D,y ={h,,such that: A, <h <h,,} (10)

B. 6. Constrained Linear-Decoupled Formulation

A major computational difficulty in the right hand side of equation (5) is that it
contains the inverse of the total inertia matrix of the moving platform and the struts as
well as their Coriolis and centrifugal wrenches. These matrices might take several
pages long to display. By performing with the original non linear formulation, when

one computes the co-states j, associated to the dynamic states X, he or she will have

to perform the derivatives of the inverse of this total inertia matrix with respect to
state components. The difficulty of these calculations has motivated a linear-
decoupled formulation similar to that used in decoupled non linear control systems
(Isidori 1995)[11]. This formulation reduces drastically the computations, by

alleviating us performing the mentioned hard calculations.
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Theorem:

Under the invertibility condition of the inertia matrix, the control law defined as:

7 =M(g)v+ Mg, 9) + G(g) (11)

allows the robot to have a linear and decoupled behavior as:

g=v (12)

where vis an auxiliary input.
Proof: See for instance (Isidori 1995)[11].
This brings the robot to have the decoupled and linear behavior described by the

following simple dynamic equation written in discrete form as:

X = ABOX + Bl = f2(Xi Vo By (13)
hy
. Ios Mg, 3
with 120 e hk)={ o m}[xky "l [y,
06><6 16x6 hk16><6

Note that the control inputs for the decoupled problem become the acceleration and

sampling period variables.
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B. 7. Augmented Lagrangian for the Decoupled Formulation
The augmented Lagrangian associated to the decoupled formulation is written

as:
X, v,h, A, 0, B, 7.6, p, 6, 6) = g{[[(M(Xlk)vk +NX, Xp) + GX )R
(MX v, +NX g, XoHGX)]+XE0X, + l]hk}+ fg{ X1 — ];l:(X & Vi hk)} +

N-1 N-1
;Ohk{qn(ak, X, — Xota) + @B Xy — X))+ Zh 0,080, Tam— (MO + N(Xo X)) + G )+

0,710 (MG, + N Xo) + GO el

Nl

Y 110,000 O ~ L) + D, L s OX)+ A (SnXinv—Xi1)} (14)

=0

b

where the function f2(X,z.h,)is defined by the state equation (13), nis the total

number of sampling points,a, feR'™N*, 1,8, p, e R, ceRN are the Lagrange
multipliers. The vector 1eR™ designates the co-states. v, and @, are penalty

functions associated to equality and inequality constraints. For the control

SEQUENCES, Vy,.....Vy_ » iy sy and the corresponding trajectory states X,,....X, to be

optimal solution to the problem, there must exist some positive Lagrange multipliers

P, =3, By Vs> PrsCis6i) s k=0,.,N, (15)
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and a finite positive penalty coefficient x satisfying the first order Karush-Kuhn-

Tucker (KKT) optimality necessary conditions. The development of these conditions
and various related expressions and gradients are quite long and not given here. For
more details, the reader is referred to (Khoukhi et al., 2006)[12].

A systematic procedure for the augmented Lagrangian implementation appears in

the Appendix, where notations Z(X)and I(X)had been generically used to define

equality and inequality constraints. Also, the Lagrange multipliers are divided into
two sets PI and P2 corresponding respectively to equality and inequality constraints.
In this procedure, after selecting robot parameters, task definition, (such as starting
and target poses), workspace limitations and simulation parameters, the kinematic
unit defines a feasible solution satisfying initial and target poses. Then the inner
optimization including energy and time minimization units give a dynamic solution,
from which the states are computed, and tested. If feasible, a further convergence test
is made. If convergence holds, then the program stops and displays the optimal
solution. Otherwise, if the feasibility test fails, restart inner optimization unit. Else, if
the feasibility test succeeds, go further to the dual part of the augmented Lagrangian
and test for constraints satisfaction and update penalty and tolerance parameters.

Then re-iterate until the number of permitted iterations is reached.
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B. 8. Simulation Results

A simulation program has been implemented in Matlab to test the proposed
optimal trajectory planning approach on a case study parallel robot reported in (Liu ef
al 2004)[13], and preliminary results are encouraging. This robot consists of two
degrees of freedom planar parallel manipulator. A schematic of the manipulator is
given in Figure 2. The following numeric values of the parameters are used: The
number of sampling points is 10. The radius is r=75mm, R=1203.0mm and

L=1972.5mm . The mass of the platform ism,(kg)=200, that of each leg is m (kg) =575,
and that of the slider ism,(kg) =60. The maximum velocity is¥,,, =200 (mm/s). The
workspace is defined as: (x e[-800mm,800mm] and ye[-1718.14mm,~718.14mm]). As for
the augmented Lagrangian, the following parameter values had been takenm=0.5,

7=0.5, aw=ay=04, 5=025, =12, w=10%, 0=001, p=g=102,R.=5=04,

v=0.01,0=0.3 .
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Fig. B. 2. A geometric representation of the planar parallel manipulator

The time and energy level-headedness are R=1,, and :=1. The initial
Lagrange multipliers B7=(ay, £, 70, %, 20> 50> 1) A€ set to zero. The trajectory consists of a
straight line from an initial state positionx,=048, y,=—1.48 to a target
position x,=0.15, y,=-0.40 (all in meters). Note that at this level of simulation, the
constraints (8) mentioned in section 4 is not considered. Figures 3 and 4 show the
simulation results for both initial kinematic solution and augmented Lagrangian
solution. The first plots from the top shows the 2-dimension linear displacement of
the platform. The second plots show the consumed time to achieve the trajectory. The

third and fourth plots show the instantaneous variations of the joint torques. While the

last ones show the consumed energy. One notes that although the initial solution is
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cinematically feasible, when the corresponding torques is computed considering the
dynamic model and forces, one gets several times torque values outside the
admissible domain resulting in high values for the cost function. However, with the
augmented lagrangian, the variations of the energy consumption are increasing
smoothly and monotonously. Finally, in terms of CPU processing time, for seven dual
iterations and four inner iterations performed to find a minimum time-energy
trajectory, with a precision of 0.5x10” in target attainability, the total CPU time is of

order of 75sec.

B. 9. Conclusions

In this paper, a new design of optimal multi-objective trajectory planning is
presented. This design involves several criteria and constraints related to a global
performance index integrating the interactions of the robot kinematics, dynamics,
task, and environment requirements. A decoupling formulation had been also
considered in order to tackle several inextricable computational issues. The
augmented Lagrangian algorithm had been used to solve the resulting non linear and
non convex optimal control problem. A major advantage of this approach is that one
can introduce any type of constraints related to robot, task or environment, like
actuators and friction models, obstacles and singularity avoidance by deriving the
corresponding constraint expressions and adding them naturally in the Lagrangian in
order to have them included in the trajectory planning system. Some of these topics

are being developed in an ongoing work.
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ANNEXE C

RAPPELS SUR L’OPTIMISATION NON LINEAIRE AVEC CONTRAINTES

Considérons le probléme d’optimisation non lin€aire avec contraintes suivant :

min f(x)

avee

g (0)<0iel={,2,..,m}
xeR"

(P):

Ou toutes les fonctions f et g, (i €I) sont supposées continues et différentiables, et
I’ensemble des solutions X = {x eR” / g (x)s0,Viel } est supposé non vide. Nous

examinons dans cet annexe les conditions nécessaires et suffisantes d’optimalité de ce

probléme, et passerons en revues les méthodes indirectes (ou duales) de sa résolution.

C. 1. Conditions nécessaires d’optimalité

Les conditions nécessaires d’optimalité du probléme (P)sont étroitement liées avec
I’hypothése de qualification des contraintes (QC)[1-4]. Nous rappelons dans ce
paragraphe d’abord la notion de (QC)et ensuite les conditions necessaires
d’optimalité de Kuhn et Tucker.

On dira que x° € X est un optimum local de(P) si f(x) ne peut décroitre lorsque

x décrit un arc de courbe I (suffisamment régulier) partant de x°et contenu dans
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I’ensemble X des solutions. Un tel arc de courbe I' est dit admissible en x° et sera

défini par une fonction g(R* — R") continliment différentiable du paramétre 6>0 :

(0=, (6).4,(6)....4,(0)] telle que :
(2) $(0)=x",
(b) pour > 0suffisamment petit, ¢(6) € X

On appellera direction admissible en x° tout vecteur

dg, . dg, |
7). (0)} (1)

_90 )| 92
y=—50=|==0),

tangent 3 un arc de courbe ¢(#) admissible en x°, et on notera C,, le céne formé par
I’ensemble des directions admissible en x°, I° ’ensemble des indices des contraintes
saturées x°, ¢’est-a-dire

I'={iel/g, ") =0}, @)

et on définie le cone G défini par:

G=1y/Ve (") y<0 (Viel’)} 3)

Une condition nécessaire pour que y € R” vérifie y € C , est:

Vgl (x)-y<0 Viel®, autrement dit : C,, = G. Cependant, toutes les directions y

vérifiant cette relation ne sont pas nécessairement des directions admissibles.
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L’hypothése de qualification des contraintes consiste donc a supposer que les

conditions Vg; (x")-y<0 (Viel’) sont nécessaires et suffisantes pour que y soit
une direction admissible en x° (ou limite d’une suite convergente de directions

admissibles enx°), soit c/(C,,) =G, avec ¢/ designe la fermeture de ’ensemble C,, .

C. 1. 1. Qualification des contraintes

La vérification directe de ’hypothése (QC) est difficile en pratique. Les résultats
suivants fournissent les conditions suffisantes pour que (QC) soit réalisée :
Pour que (QC) soit vérifiée en tout pointx € X , il suffit que ’une des conditions (a)

ou (b) soit réalisé :

(a) Toutes les fonctions g, sont linéaires;
(b) Toutes les fonctions g, sont convexes et X a un intérieur non
vide.

Pour que (QC) soit vérifiée en un point x° € X, il suffit que
() Les gradients Vg, (x") (i € 1) des contraintes saturées en x° sont

linéairement indépendants (pour g, linéaire ou non linéaire).

C. 1. 2. Conditions nécessaires d’optimalité (Kuhn et Tucker 1951, [1-4]):

Sous I’hypothése de qualification des contraintes, une condition nécessaire pour que
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x” soit un optimum local du probléme (P) est qu’il existe des nombres

A, 20 (i € I) appelés multiplicateurs de Kuhn et Tucker, tel que :

VI(x")+ ) A4, Vg, (x")=0 4)

iel
2,8, (x)=0 (iel) )
Une interprétation géométrique de ce résultat est illustrée sur la Figure C. 1. Dans le

cas ou il existe aussi des contraintes égalités :

h(x)=0, leL={2,.,p} (6)

¥y
{direction
admissible}

 Cag cone des ’
directions admissibled

domaing X

ng):U
Figure C. 1. Ilustration géométrique des conditions d’optimlité de Kuhn-Tucker [2].
Sous (QC) des contraintes, I’ensemble des directions admissibles forme un cone C_,,

intersection des |I OI demi espaces d’équations Vg, (x°).y <0, (Viel’).Pour que x°
soit un optimum local de f'il faut que le vecteur —Vf(x°) fasse un angle obtus avec
chaque direction admissible y. On peut vérifier géométriquement que—Vf(x") doit
s’exprimer comme une combinaison linéaire a coefficient A positifs desVg, (x°),

pouriel’.
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En recrivant ’hypothése de qualification de contraintes : c/(C,,) =G, avec

G, ={y/ye§R" :ng(xo)-ysO(ielo):Vh,T(xO)-y=O(leL)} (7)
et

1°=fi/g, (") =0} ®)

Une condition nécessaire pour que x° soit un optimum local du probléme est alors

qu’il existe des nombres A4, >0(iel)et u (/L) (y, de signe quelconque) tels

que :
/() + AV () + 3 4 Vi (x) =0 ©)
48 (=0 (iel) (10)

C. 2. Conditions suffisantes d’optimalité (points-cols et fonction de Lagrange)
D’abord, comme pour les conditions nécessaires, les principales conditions
suffisantes connues pour que (QC) soit vérifiée pour le probléme avec contraintes
égalités et inégalités sont:

(a) Les fonctions g; (i € I)sont convexes, les fonctions %, (/ € L) sont linéaires et X

est non vide;
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(b) En x° e X les gradientsVg, (x°) (VieI’)etVh (x°)(VIe L’)sont linéairement

indépendants.

Considérons maintenant les conditions suffisantes d’optimalité du probléme(P). Si

I’on associe a chaque contrainte / € / un nombre réel A >0 appelé multiplicateur de

Lagrange, la fonction de Lagrange associée au probléme (P) peut étre définie par :

L(x,A)= f(x)+D g, (x) (11

iel
On dit que (;,Z) est un point-col de L(x,A)si:
L(x,A)<L(x,A) VxeX (12)

L(x, )< L(x,A) VA20 (13)

C’est-a-dire, si x minimise L(x,Z) sur X et Amaximise L(;,/l) sur R”
Soit xe Xet A>0: on démontre que (;,Z) est un point-col pour L(x,A1) si et
seulement si :

L(x,A) = mip L(x,2)
g, (x)<0 (Viel) (14)
lig,(x)=0  (Viel)

et st (;,2) est un point-col de L(x,A)alors x estun optimum global du (P).
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Ce résultat est tres général et peut s’appliquer a n’importe quel programme
mathématique convexe ou non convexe, f et g, différentiables ou non, I’ensemble

X continu ou discret, fini ou dénombrable. Cependant, pour les problémes non

convexes, il peut ne pas exister de point-col.

C. 3. Méthodes directes (primales) d’optimisation avec contraintes

Les méthodes primales d’optimisation non linéaires opérent directement sur le
probleme donné. Elles engendrent une séquence de solutions satisfaisant les
contraintes en assurant une décroissance monotone de la fonction & minimiser. Parmis
ces méthodes, on distingue les méthodes de programmation séquentielles
quadratiques (SQP) et ses pluasieurs variantes (programmation quadratiques
itératives, les méthodes a métrique variables). Ces algorithmes présentent un avantage
de pouvoir fournir une solution approchée qui satisfait les contraintes lors de
’interruption du processus itératif. Cependant, il est généralement difficile d’obtenir
une convergence globale de ces méthodes, et la mise au point d’un tel algorithme est

parfois délicate [2-4].

C. 4. Méthodes indirectes (ou duales) :
C. 4.1. Méthodes de pénalités
Nous rappelons ici les méthodes de pénalités dont les idées sont utilisées dans les

méthodes duales. Le principe général des méthodes de pénalités est simple : pour le
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probléme de la  minimisation d’une fonction  f(x) sous les
contraintes g; (x) <0, (i € I = {1,2,...,m}) , on définit une fonction de pénalisation de la

fagon suivante :

Ve H()= (g (x) (15)
avec
0 gx<0
h(g, = ! 16
(g (x)) {+ © g (1)>0 (16)
et on résout le probléme sans contrainte :
ming(x) = f(x)+ H(x) (17)

Il est évident que l'optimum de ¢(x) ne peut pas étre atteint en un point
n’appartenant pas a I’ensemble de solution X (¢@(x) =+ dans ce cas). D’autre part,
pour tout xe X,H(x)=0 et par conséquentVxe X,@(x)= f(x). Cependant, la

fonction de pénalisation H est, par construction, discontinue, et il en est de méme
deg. On ne peut appliquer directement aucune des méthodes d’optimisation sans
contrainte décrite précédemment.

Pour éviter cette difficulté, la méthode dite des pénalités extérieures remplace la

fonction de pénalisation H par :
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vri H()= ) [max{0g ()T (48)

et on résout a chaque itération le probléme sans contrainte :

ming(x,r) = f(x) +rH(x) (49)

Ou r>0 est appelé le coefficient de pénalité. On voit que lorsque r est choisi
suffisamment grand, le point ;(r) obtenu par minimisation de ¢(x,r)est proche de

I’ensemble des solutions X parce que H (;(r)) doit étre suffisamment faible. Pour

éviter des difficultés numériques, on peut commencer par choisir un coefficient de
pénalité » de valeur pas trop élevée, et puis augmenter r itérativement pour obtenir

une solution.
Dans la méthode précédente, I’optimum x” est approché de ’extérieur de ’ensemble
des solutions X . Dans la méthode dite de pénalité intérieures, I’optimum est approché

par Iintérieur, c’est-a-dire qu’on définit une fonction de pénalisation intérieure par :

B =-2.8, () (50)

Cette fonction vérifie :
(a) B(x)=0. Vxeint(X)
(a) B(x) > +w lorsque x tend vers la frontiére de X ;

(b) Les fonctions g; (i =1,...,m) continues, et B(x) continue sur I’intéricur de X
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Considérons maintenant le probléme sans contrainte :

min y(x,7) = f(x) +1B(x) (51)

ou >0 est le coefficient de pénalité. Supposons que X est fermé, qu’il a un
intérieur non vide, que tout x e X est limite d’une suite de points appartenant a
I’intérieur de X, que f est une fonction continue, et que I'une des deux conditions
suivantes est vérifiée :

(a) f(x)— 40 quand ||x|| —> 400

(b) X est borné

Alors, lorsque le coefficient de pénalité ¢ tend vers 0, on démontre que la suite de
point ;(t) obtenue sur le minimum de w(x,#) admet au moins un point
d’accumulation et tout point d’accumulation de la suite )_C(t) est un optimum (global)
du probléme de minimisation de f(x), et que la quantité t.B(;(t)) tend vers 0.

En supposant que 1’on connaisse une solution de départ x° appartenant a I’intérieur

de I’ensemble des solutions X , on peut donc utiliser une méthode d’optimisation sans
contrainte et diminuer itérativement le coefficient de pénalité pour trouver une
solution du probléme.

Les méthodes de pénalités sont en général des méthodes simples et efficaces pour
obtenir rapidement de bonnes solutions approchées d’un probléme d’optimisation

avec contraintes. Elles fournissent de bonnes approximations des multiplicateurs de
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Kuhn et Tucker. Cependant, elles ne permettent généralement pas d’obtenir une

précision €levée a cause du mauvais conditionnement des fonctions ¢ et  lorsque

les coefficients de pénalités sont trés grands (7) ou tres petits (¢) .

C. 4. 2. Méthodes duales utilisant le Lagrangien ordinaire

Considérons encore le probléme :

min f(x)
avec
g x)<0 iel={2,.,m}

xeR’

(P):

La fonction de Lagrange classique est définie de la fagon suivante :
L(x,2) = f(x)+2 4 g (x) (52)
iel
Nous avons vu que le probléme (P) peut étre résolu si nous pouvons déterminer un
point col de la fonction de Lagrange, c’est-a-dire un couple (;,Z) vérifiant:

L(x,A) = min L(x,2)
g, (x)<0 (Viel) (53)
Aig, (x)=0 (Viel)

Définissons maintenant pour A >0 une fonction w(A4) dite une fonction duale :

o(4) = min{L(x, 1)} (54)



261
et notons le probléme dual de (P) comme suit:

D): {m?x o(A) = max{min L(x, A}
AeR™

Il a été démontré que la recherche d’un point-col du probléme (P), lorsqu’il existe,
peut se faire précisément en résolvant le probléme dual (D). Plus exactement, on a les
propriétés suivantes du probléme dual (D):

1. Pour toutAeR™, la valeur de la fonction dual @w(A) est un minorant de
I’optimum absolu f(x) de(P), si w(A")est la valeur optimale du probléme dual:
VA20:0(A) <a(X)< f(x) (55)

2.  La fonction duale @ est une fonction concave de A, quelque soient les natures

(convexité, continuité, différentiabilité) des fonctions fet g, .

Théoréme de la dualité :

(a) Sile probléme (P) admet un point-col (x*, A )alors, ona:
max(D)=w(Al) = f(x") = min(P) (56)

Autrement dit, la valeur optimale du probléme primal (P) est égale a la valeur

optimale du probléme dual (D).
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(b) Réciproquement, s’il existe x'solution de (P) et A" >0 tels que:
(A) = f(x")alors (P) admet un point-col et (x*,A") est un tel point-col.

3. Pour A eR™ soit :

Y(Z)={yem" / FO)V+Y Aig, (y)=w(1')} (57)

Alors, pour tout yeY (Z) , g(») est un gradient (ou sous-gradient) de @ en A.

4. Soit A >0 une solution optimale du probléme dual. Alors :

(a) Si le probléme (P) admet un point-col, il existe x* solution de (P) tel que
(x",A) soit un point-col (x" est alors solution optimale de (P))

(b) Si le probléme (P) admet un point-col et si L(x,z) admet un minimum
unique en x, soit xe R, alors nécessairement (;,71) est un point-col et x est
solution optimale de (P).

(©) Si on suppose que @ est différentiable en 1 et si x est (I’'unique) minimum
en x de L(x,Z) alors (P) admet un point-col et (;,Z) est un tel point-col.

5. Pour 420 quelconque, notons )_c(ﬂ)eY (A)un minimum en x de la fonction

L(x,A). Alors ;(/1) est optimum globale du probléme perturbé :
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min f(x)

sous les contraintes

g (x)<g (x(A) iel={2,..,m}
xeR"

(P):

Par conséquent, lorsqu’il existe un point-col (en particulier dans le cas convexe) et

que le minimum en x de L(x,A") est unique pour A=A optimum du dual, la

résolution du probléme dual permet d’obtenir une solution optimale du probléme
primal [2-4].

Dans le cas ou il n’existe pas de point-col, la fonction duale @ n’est pas
différentiable a I’optimum, et la résolution du probléme dual permet d’obtenir d’une

part, des solutions approchées du probléme primale (P) et d’autre part, des minorants
de la valeur optimale du probléme primal .
Dans le cas ou les fonctions f et g, ne sont pas convexes, la fonction de Lagrange

L(x,A) n’est pas convexe en x pour A donné. Il est donc difficile d’obtenir le

minimum absolu en x de L(x,A) et on doit se contenter d’un minimum local x ou un

point-col local.

C. 4.3. Méthodes duales utilisant le Lagrangien augmenté
Nous avons vu que les méthodes de pénalités présentent 1’inconvénient d’avoir une
fonction male conditionnée sur laquelle les méthodes de gradients ont une

convergence lente. Les méthodes utilisant la dualité du Lagrangien classique ne
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s’appliquent efficacement qu’au cas des fonctions convexes. Dans le cas des

méthodes duales, si les variables duales A convergent vers 1’optimum A" du probléme

dual, les solutions du probléme primal convergent vers une solution optimale si la

fonction de Lagrange L(x,A) a un minimum unique en x dans le voisinage de 4".

Par opposition aux méthodes précédentes, les méthodes duales utilisant un
Lagrangien augmenté permettent de surmonter en partie les difficultés ci-dessus pour
les problémes non convexes. Leur intérét fondamental est 1’extension des conditions
nécessaires et suffisantes d’optimalité classiques a certaines classes de problémes non
convexes. D’autre part, elles peuvent étre considérées comme une amélioration des
méthodes de pénalités en évitant d’avoir a utiliser des coefficients de pénalité trop
grands.

Nous introduisons d’abord la théorie des Lagrangiens généralisés [2, 5]. Considérons

encore le probléme (P) de minimiser f(x) sous les contraintes g, (x)<0( =1,...,m)
etx € R". On peut étendre la définition de la fonction de Lagrange ordinaire et la
fonction objectif & x e R" et A € R™ de la fagon suivante :

P V(G W IO IR )
—00 A<0

et

f(x) si g, (x)<0, (Viel) (59)
+00

sinon

fx)= {
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On peut écrire alors la relation :

VxeR": maxL(x,A)= £(x) (60)

Puisque la minimisation de 7(x) sur R” est équivalente avec la résolution de (P), on

se ramene donc a la résolution du probléme (appelé probléme primal) :

min max{L(x, 1)} (61)

xeR" AeR™

Posons maintenant en toute généralité un probléme d’optimisation sous la forme :
(P)  minf(x)
Ou X est un espace vectoriel réel, généralement X =R". On définit un Lagrangien
généralisé L de (F) comme suit :
Etant donné un espace vectoriel réel et une fonction réelle Z(x, A) sur X x A, on dit
que Z(x,ﬂ.) est une représentation lagrangienne de (F) si et seulement si :
(a) Z(x, A) est, pour tout x , une fonction concave fermée de A ;
(b) VxeX, f(x)= max L(x,A)

Les éléments de A sont appelés des multiplicateurs de Lagrange généralisés.

Pour chaque A € A fixé, on a les relations :
f@2L(xA) (V) (62)
et

min /(x) 2 min{L(x, 4)} = @(2) (63)
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Ou la fonction duale généralisée 5(2) est définie par :

o) = mi)?{Z(x, )} (64)

On retrouve donc la propriété de minorant de la fonction duale. D’autre part, Z)(/l)
est le minimum d’une collection de fonctions concaves. On en déduit que 5(/1) est

une fonction concave deA. On dit aussi que A" est un multiplicateur de point-col
pour (F) relativement a la fonction de Lagrange Lsi:

min /() = min{Z(x, £)} = o(4) (65)
La détermination d’un multiplicateur de point-col A° peut se faire en résolvant le

probléme dual généralisé :

max o(A) (66)

AeA
Autrement dit, I’existence d’un point-col est une condition nécessaire et suffisante
pour que I’on puisse permuter les opérateurs min et max.

La caractérisation des conditions d’existence de points-col peut s’effectuer également

avec une représentation perturbationnelle généralisée de (7’) :

Etant donné un espace vectoriel réelY, une fonction réelle F(x, y) sur X xY est
appelée une représentation perturbationnelle de (I_’) si et seulement si :

(a) F(x, y) est, pour tout x une fonction convexe fermée de y

(b) VxeX, F(x0)=F(x),
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Le probléme perturbé correspondant a un vecteur ye€Y quelconque est par
définition :

(P) min F(x, y)
Par exemple, on peut choisir pour le probleme (£) : min f(x), g, (x)<0,xeR", la

représentation perturbationnelle, correpondant a la représentation lagrangienne

ordinaire, peut étre donnée de la fagon suivante :

fx) sig()<y, (Viel)

: (67)
+ 00 simon

F(x,y)={

Rockafeller dans [5] a prouvé une relation trés étroite entre les représentations
lagrangiennes et représentations perturbationnelles d’un méme probléme (F), qui

peut s’énoncer comme suit :
Théoréme (Rockafeller 1974) :
Soient Y et A deux espaces vectoriels réels duaux 1'un de ’autre (le produit de

dualité est noté .) , alors :

1. Si F(x, y) est une représentation perturbationnelle de (;’) (avec F convexe

fermé en y , alors on peut en déduire une représentation lagrangienne Z(x, A) par:

L(x,2) = min{F (x, y) + 2.y} (68)
ye
2. Inversement, si Z(x, A) est une représentation lagrangienne de (1_3) (avec L

concave fermée enA ) alors on peut en déduire une représentation perturbationnelle

F(x, y) par:



F(x,y) = max{L(x, )~ 1.y}
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(69)

On peut généraliser alors la notion de fonction de perturbation de la fagon suivante :

Etant donnée une représentation perturbationnelle F(x,y) d’un probléme (P), on

appelle fonction de perturbation généralisée la fonction @ définie par :

VyeY: 6( V)= min(g) = mi}l F(x, V)

On remarque que pour

ona:
®(0) = min(P).
De plus, a partir des fonctions
®(y)=mip F(x,y) et ©(4)=minL(x,A)
et la relation :

L(x,2) = min{F(x,y) + 4.y}
ye

On déduit immédiatement que 6( y)et 5(1) sont liées par :

@(A) = mi;l{a( 1)+ 4.y} < ®(0) = min(P)

(70)

(71)

(72)

(73)

(74)

(75)

Ceci permet de déduire qu’une condition nécessaire et suffisante pour que A° soit un

multiplicateur de point-col est que:

VyeY: @()=d0)-Ly

(76)
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Autrement dit, le graphe de la fonction de perturbation généralisée 5( y) doit

¢galement se situer au dessus d’un hyperplan d’appui en y =0du graphe de 6( ¥).

On peut remarquer que la condition précédente prend la méme forme que dans le cas
des Lagrangiens classiques. Cependant, grace a une construction plus judicieuse du
Lagrangien généralisé, la condition ci-dessus peut étre beaucoup moins stricte. Par
conséquent, le Lagrangien généralisé permet d’élargir considérablement la classe des
problémes possédant un point-col et qui peuvent &étre résolu par les algorithmes
précédent de résolution du probléme dual. Nous donnons dans ce qui suit quelques
exemples de Lagrangien augmentés.

Dans le cas des contraintes d’égalité. Les travaux de Hestenes [6] et,
indépendamment, ceux de Powell [7] ont proposé de résoudre une séquence de

probléme sans contrainte de la forme :

min L(x, 4,7) = f(x) +i,1,. g, (x)+ i[gi () (77)

Ou A est de signe quelconque.
On peut voir que cette méthode présente une amélioration directe des méthodes de
pénalité en évitant d’avoir a utiliser des coefficients de pénalité trop grands. En effet,

a optimum (x*,1"), le gradient en x* de la fonction L(x,1",r) est nul pour toutes

les valeurs de » (car g, (x) =0). Au contraire, le gradient de la fonction de pénalité

extérieure :
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S@+r Yl oF (78)

en x" est égale a Vf(x") (puisque g, (x")=0) donc généralement différent de zéro,
quelle que soit la valeur de ». C’est pourquoi » doit étre choisi trés grand pour
approcher suffisamment x*, avec I’inconvénient que la fonction de pénalité devient
trés mal conditionnée.

Rockafellar [5] a généralisé la fonction de Hestenes et Powell au cas des contraintes

inégalités. L’ obtention du Lagrangien augmenté de Rockafellar peut s’interpréter de

la fagon suivante :

On introduit pour les contraintes inégalités des variables d’écart s, > 0 et on récrit le

probléme sous la forme :

min f(x)
g (x)+s, =0
s; 20

xeR"

(79)

On résout alors a chaque étape le probléme :

xeR” 520

min {f(x)+ Zﬂi (g () +s;,)+ rZ[g,- () +s, 1} (80)
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Ou A est de signe quelconque. On remarque que la minimisation suivant s >0, pour

x fixé, peut se faire explicitement pour chaque s, séparément. En supposant r >0 le

minimum sur s; est atteint :

) ) A
—&; (x)_—‘l‘ 51 &; (x) S -=
5 = 2r i" (81)
0 si g, (x) 2 ——
2r

Le probléme revient alors & minimiser suivant x a chaque étape la fonction :

L(xaﬂ”r) = f(X)+ZG(g, ()C),ﬂi,l") (82)
i=1
Ou
4 A
-4 i r>0et g (x) < -——
1 si r et g, (x) >
68, (D4, =1 48 (D +r1g WP si r>0et g,() > -2 @)
s
A.g;(x) si r=0et A4 20
— o0 si r=0et 4 <0

S

Le Lagrangien augmenté de Rockafellar correspond a la représentation
perturbationnelle :

f@) sig()<y, (YieDety y><s

+0o0 sinon

ﬁ(x,9)={ (84)

Ol = (3,5 Vsrenr Vr8) = (1,8) € ¥ = R™!

La fonction duale généralisée devient :
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MA) = (A, r) = min Lix, A7), (85)

et le probleme dual augmenté associé est :

max @(A,r) (86)

e
Rappelons que la fonction de perturbation ordinaire est définie par :

O(y) =min(P, ) =min{f(x)/g(x) < y} 87)
On a maintenant la fonction de perturbation généralisée :

®($) = min F(x, §) = min F(x, y,s) (88)

D’aprés la définition de £, on a :

si [y "2 ss (89)

Ay A o
d)(y)=cb(y,s)={ 0 .

© sinon
On peut interpréter a3(/i) en terme de @(y):

a”)(/i) =a(A,r)= rrylisn{(i)(y, S)+Ay+rs}= m'"r21 {O(y)+Ay+rst (90)

vy ss

Commer > 0, s doit &tre minimal et vaut donc || y||2 .Onadonc:
&(A) = 3(2,r) =min{®(y)+ Ly +r b} 1)

En supposons y unidimensionnel [2], on a représenté a la Figure C.2 la fonction de

perturbation ordinaire

z=0(y) (92)

Soit y° la valeur de y pour laquelle le minimum de aA)(ﬂ:) est obtenu. On a :
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a(a,r) =00+ Ay +r 7 . (93)
()2 d(Ar)-Ay—r | (94)

et pour y = °
O(°) = d(Ar) -1y ~r [y’ (95)

Ceci montre que la valeur de la fonction duale @(A.r) est I’ordonnée de I’intersection

avec I’axe y = 0d’une parabole d’équation :
z=z°—/1.y—r”y°||2 r>0 (96)

Située partout en dessous de la fonction ®(y) et tangente en y° au graphe de @(y).

N

N O(0)=Min(P)

|
I
i
i
|
i
I
/ i
|
!
¥

0 X

<Y

~Ay-riyl? R

Figure C. 2 : Interprétation géométrique de la méthode du
Lagrangien augment¢ de Rockafellar
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La condition d’existence d’un point-col tel que : @(A.r)=®(0)=min(P) est alors
équivalente & la condition : La fonction de perturbation ordinaire ® admet au point
(¥ =0,®(0)) une fonction de support quadratique concave.

On voit que cette condition peut étre rempli par une classe de fonctions @(y)

beaucoup plus vaste que les fonctions convexes. Les méthodes des Lagrangien
augmentés permettent ainsi d’étendre les conditions nécessaires et suffisantes
d’optimalité classiques a certaines classes des problémes non convexes.

Cependant, il demeure difficile de trouver le minimum absolu de Z(x,/i) , fonction
généralement non convexe enx. C’est pourquoi on doit toujours se contenté d’un
minimum local sur éventuellement un point-col local.
Une autre méthode du Lagrangien augmenté a été décrite dans [8]. Dans le cas des
contraintes d’égalit¢ (6(x)=0). Elle est identique a la fonction de Hestenes et
Powell.
Soit :

L(x,p)= f(x)+pO(x)+c|o) /2 ©7)
Ou p est le multiplicateur de Lagrange de signe quelconque et ¢>0 est le
coefficient de pénalité (ou d’augmentation).
Dans le cas des contraintes d’inégalité (8(x)<0), la fonction de Lagrangien

généralisé est sous la forme suivante :

L,(x, p) = f(x) +{|max(0, p+c.O)| ~ ||| /2c (98)



275

Ou p > Oest le multiplicateur de Lagrange et ¢ > 0 est le coefficient de pénalité.

Nous remarquons d’abord que la formule ci-dessus, est équivalente a la formule de
Rockafellar. En fait, elle a été déduite de la fagon suivante. La dualisation des
contraintes d’inégalité est une généralisation de celle des contraintes d’égalité en

introduisant des variables d’écart ¢ :

L.(x,p) =min /(¥) + pAO) - ) + o) ¢ 2 (99)

Pour résoudre le probleme ci-dessus, on introduit un multiplicateur g >0 et définit

une fonction de Lagrangien classique :

L(x, p.¢,q) = f () + p(6(x) =) +c|6(x) —§||2/2 +q.¢ (100)

On en déduit que :

L.(x, p)=maxmin/(x, p,¢.q) (101)
g2 <

On obtient par des calculs simples une solution explicite

¢ =(p+c-g)fc (102)

et la relation suivante:

L6, p) =max{f (1) +q.0|p—q /2 (103)
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La dérivée de I’expression précédente par rapport & ¢ s’annule lorsque g =p+c.9,

on a donc :
S+ p.0+=|6] si p+c.6>0
L(x,p)= » 2 (104)
f(x)-— si p+c.0L0
2c
Soit :
L,(x,p) = £(x)+ {jmax(0, p + .0 || /2c (105)

En posantp=A, et ¢=2r >0, la formule ci-dessus s’identifie avec le Lagrangien

augmenté de Rockefeller, pour lequel nous avons déja évoqué des propriétés
intéressantes. De plus, Cohen et Zhu [8] ont énoncé le résultat important :

Pour csuffisamment grand tout probléme non convexe admet au moins un point-col.
11 existe d’autres types de Lagrangiens augmentés basés sur 1’idée de combinaison du
Lagrangien classique avec des fonctions de pénalités. Par exemple, le Lagrangien
augmenté présenté dans [9] combine a la fois les méthodes de dualité et les méthodes

de pénalités intérieures et de pénalités extérieures. Il utilise la fonction :

m g (x)]2+/1igi (x) si g(x)=0

Lix, A0 =f()+D.1 Xg (x) S g () <0 (106)
2@ &

avec 120,r>0
Citons aussi I’article de Gould er al. [10], et les références incluses contiennent des

versions encore plus élaborées du Lagrangien augmenté.
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En ce qui concerne les méthodes numériques utilisant la dualité lagrangienne, on peut
citer les algorithmes d’Uzawa et de Arrow-Hurwiez [8]. L’algorithme d’Uzawa
utilise une méthode de gradient classique (de sous-gradient dans le cas non
différentiable) pour résoudre le probléme dual. A chaque étape la fonction de

Lagrange est minimisée. Dans ses grandes lignes, la méthode est la suivante :

Algorithme d’ Uzawa

(a)  Partir d’un point 2° >0
(b) A Ditération ¢ on est au point 4" . Calculer

() = min{ f(x)+ £ g0} = f()+ X g(x") (107)

(c) g(x')=[g, (x")],., est un sous-gradient de au point 4 (le gradient dans le cas
différentiable).
(d)  Définir A*' par:

A" =Proj_,. {4 +p, .g(x")} (108)

Ou p, estle pas de déplacement a I’étape:.

Si test d’arrét vérifié : FIN Sinon faire 7 < #+1 et retourner en (b).
La méthode de Arrow-Hurwiez est trés voisine de la précédente. La différence réside

dans le fait qu’a chaque itération #, on ne recherche pas le minimum en x de la

fonction de Lagrange L(x, A )mais on se contente d’un déplacement suivant un pas
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prédéterminé dans la direction de descente—V L(x",A'). La méthode consiste ainsi

a se déplacer alternativement dans 1’espace des variables primales et dans 1’espace

des variables duales avec des pas prédéterminés.
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