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RESUME

L’objectif principal de ce mémoire est de valider 'utilisation de la méthode des diffé-
rences finies dans la modélisation des cables suspendus & faible fléchissement, notamment
les cébles endommagés par une altération locale de la section. De nombreuses études ont
été menées sur le comportement dynamique des cibles ayant des propriétés constantes
le long de la portée. Cette hypothése est valide &4 ’étape du dimensionnement, les cibles
fabriqués industriellement étant généralement réguliers. Néanmoins, le besoin de suivre
la santé des ouvrages existants, et de connaitre leurs propriétés altérées se fait de plus en

plus sentir & cause du vieillissement globale des infrastructures.

Si plusieurs recherches traitent déja du sujet pour des structures de poutres ou de treillis,
les cables semblent avoir été mis de coté, probablement & cause de leur comportement
complexe, ou leur usage relativement plus restreint. Ce mémoire propose des formula-
tions analytiques et numeériques originales adaptées a I’étude des comportements statique
et dynamique des cébles suspendus sains et endommagés. La validité des résultats de ces
méthodes est évaluée en les comparant & des résultats obtenus par un logiciel cominercial.
La méthode analytique proposée donne des résultats trés concluants pour les cables &
rigidité flexionnelle négligeable. La méthode des différences finies développée donne une
trés bonne précision, tout en conservant une facilité de calcul appréciable. On montre que
pour les cables a rigidité flexionnelle négligeable, la correlation avec les résultats obtenus
d’une maniére analytique est trés bonne. Une étude paramétrique visant & montrer l'in-
fluence des paramétres d’endommagement sur le comportement statique et dynamique
de cébles de différents types est effectuée et plusieurs tendances dans le comportement
sont observées. On démontre ainsi, entre autres, que la proportion d’endommagement et
son étendue ont plus d’influence que la position de la section endommagée. Il est égale-

ment montré que les différents types de cébles étudiés ne réagissent pas de la méme facon.

Par ailleurs, 'utilisation d’une instrumentation sophistiquée telle que les vibrométres a

laser pour évaluer le comportement dynamique des structures est de plus en plus cou-
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rante. La plupart de ces techniques sont basées sur la corrélation entre les fréquences et
les modes propres de la structure d’une part et son état d’endommagement structural
d’autre part. Le recours a ces techniques nécessite I'utilisation de méthodes numériques
de détection d’endommagement robustes. Au mieux de la connaissance de Pauteur, tous
les algorithmes proposés dans la littérature utilisent une formulation basée sur la méthode
des éléments finis. Dans le présent travail, un algorithme basé sur une formulation par
différences finies est développé pour détecter un endommagement éventuel dans les cables
suspendus. La performance de cet algorithme est testée numériquement en l'appliquant a
plusieurs types de cables. Plusieurs hypothéses simplificatrices sont cependant adoptées
et ce travail constitue une premiére étape exploratoire dans le domaine de la détection de
I'endommagement des cibles. En tenant compte de ces hypothéses, il ressort que P'algo-
rithme de détection proposé donne des résultats satisfaisants pour des endommagements
singuliers ou multiples. Néanmoins, méme avec les instruments les plus récents existant,
il apparait difficile d’obtenir suffisamment de mesures pour permettre une bonne perfor-

mance de 'algorithme.
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ABSTRACT

The main objective of this report is to validate the use of finite difference schemes to ana-
lyse the structural behaviour of small-sag suspended cables, either healthy or damaged
by a local loss of rigidity. A large number of studies deal with the dynamic behaviour of
cables assuming constant properties along the cable span. This assumption is accurate at
the design stage, since manufactured cables have generally regular properties. Neverthe-
less, there is a growing need to monitor the structural behaviour of existing structures

and assessing their potential for damage.

If significant research work has investigated damaged beam and truss structures, the
cables attracted less attention because of their complex structural response, and more or
less common usage. This work proposes original theoretical and numerical formulations
adapted to studying static and dynamic behaviours of suspended healthy and damaged
cables. The results obtained are validated by comparing them to those of a commercial
software. The analytical method proposed yield concluding results for cables with ne-
gligible flexural rigidity. The finite difference scheme built is accurate, as well as easy to
implement. It is shown that for cables with negligible flexural rigidity, the correlation with
the results obtained analytically is excellent. A parametric study to assess the influence
of damage parameters on the static and dynamic behaviours of different types of cables
is conducted and several trends are identified. The study shows, for example, that the
depth and the length of the damaged zone of the cable have more influence than damage

position. It is also concluded that the different cables behave differently.

On the other hand, the use of sophisticated instrumentation such as laser vibrometers to
evaluate the dynamic response of structures is more and more common. Most of these
techniques make use of the correlation between frequencies and mode shapes on the one
hand, and the damaged structural state on the other. Recourse to these techniques requires
the use of robust damage detection numerical methods. To the best of author’s knowledge,

the algorithms described in the literature are based on a finite element formulation. In
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the present work, an algorithm based on a finite difference scheme is developed to detect
a potential damage is suspended cables. The performance of this algorithm is tested
numerically by applying it to different types of cables. Many simplifying assumptions
were however adopted and this part of the thesis is a first exploratory step in the the
field of damage detection of suspended cables. Taking into account these assumptions,
it is concluded that the algorithm gives satisfactory results for one or multiple damage
locations. Nevertheless, even with the most precise instruments available, it seems quite
difficult to obtain enough information in situ to allow a satisfactory performance of the

algorithm.
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CHAPITRE 1

INTRODUCTION

1.1 Contexte du projet de recherche

Coincidant avec 'apparition des premiers ordinateurs, le développement des méthodes
numériques a marqué un tournant dans le domaine de la construction avec l'apparition
d’ouvrages de grande ampleur, notamment & base de structures ciblées. Du pont de
singe au Viaduc de Millau, la différence parait immense. Si 1'usage de telles structures
est courant, la complexité de leur comportement n’en demeure pas moins importante.
Nombreux sont les exemples ou la découverte d’un phénomeéne non prévu a conduit dans
le meilleur des cas & la fermeture et & la rectification de 'ouvrage, et dans le pire des
cas a la ruine. On citera simplement en exemple le Millenium Bridge a Londres ou le toit
du Stade Olympique de Montréal, dont les conceptions initiales ont dd étre revues pour
un meilleur fonctionnement. Plus récemment, 'apparition sur les haubans de ponts d’un
phénomeéne appelé excitation par couplage pluie-vent, montre qu’il semble y avoir encore
beaucoup de chemin & accomplir pour parfaire notre connaissance du comportement des

cables.

Outre les phénomeénes non prévus lors de la conception, se pose également aujourd’hui
pour de nombreux ouvrages cables le probléme autrement plus complexe de la surveillance
de leur santé structurale. Car il faut bien 'admettre, ceux qui faisait il y a encore 20 ans
la fierté d’une ville, contribuaient a l’attrait touristique d’une région ou constituaient la
vitrine technologique d’un pays, vieillissent et requiérent maintenant de cotiteuses répara-
tions pour les maintenir en état de fonctionnement sécuritaire. Commment alors s’assurcr
de la bonne santé des ouvrages, comment vérifier que les éléments essentiels ne sont
pas endommagés par l'usure, une utilisation excessive, la corrosion ou autre, provoquant
ainsi des pertes de rigidité et de résistance, quand procéder a des remplacements et en

quelles proportions, sont autant de question auxquelles les ingénieurs ont aujourd’hui



a répondre. Certaines constructions modernes comprennent des instruments installés in
situ permettant de vérifier leur santé structurale en temps réelle. La plupart des ouvrages
nécessitent cependant des interventions d’auscultation ponctuelles & espaces réguliers.
Plusieurs techniques d’Auscultation Non Destructive (AND) peuvent étre utilisées pour
évaluer localement 'endommagement dans une structures. Elles utilisent généralement les
ultrasons, la radiographie, les champs magnétiques ou thermiques. Ces techniques sup-
posent néanmoins la connaissance préalable plus ou moins précise de la position de la
zone endommagée. De surcroit, elles ne sont efficaces que lorsque la zone endommagée
est accessible et peu profonde. Par conséquent, des techniques plutot basées sur I'étude
des vibrations de la structure peuvent s’avérer utiles afin de mieux renseigner sur l'état
global du systéme structural. Méme si de telles méthodes ont prouvé leur performance
dans certains cas, leur fiabilité ne fait toujours pas état d’un consensus général. Ces
techniques sont généralement couplées avec des modéles numériques recalés d’apreés les
résultats expérimentaux. A cet égard, il est important de disposer de formulations suffi-

samment sensibles pour pouvoir rendre compte adéquatement des modifications souvent

faibles des propriétés mécaniques, causées par un endommagement des éléments calculés.

1.2 Problématique

Ce mémoire a pour objectif principal d’étudier le comportement statique et dynamique
de cables suspendues endommagés localement. En premier lieu nous nous poserons la
question de savoir quelles sont les influences des simplifications souvent effectuées dans
le calcul du profil statique des cables. Quelle est par exemple l'importance de la prise
en compte de termes supplémentaires dans la formulation ou de la présence d'un en-
dommagement 7 En deuxiéme lieu, nous nous interrogerons sur la pertinence d’améliorer
la preécision des formulations de calcul dynamique des cables, ainsi que l'influence d’un
endommagement. Est il nécéssaire par exemple de prendre en compte la rigidité flexion-
nelle dans les calculs statiques ou numériques, ou peut on simplement assimiler un cables
a un assemblage de barres? Enfin nous nous demanderons s’il est possible, moyennant

une formulation suffisament précise de détecter a partir de la réponse dynamique d’un
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cable un éventuel défaut dans le céble, représenté par un changement de ses propriétés

mécaniques.

1.3 Objectifs

L’objectif de 'étude est de comparer différentes méthodes de calcul du comportement
dynamique des cables. Cependant, comme les vibrations que nous allons considérer se font
autour d’une position d’équilibre, il nous faudra d’abord déterminer cet équilibre statique.
Nous commencerons donc par étudier plusieurs formulations statiques et tenterons de les
améliorer pour qu’elles prennent en compte les effets que nous souhaitons étudier. A partir
de 13, nous pourrons reprendre la méme démarche, mais avec 1'étude des formulations
dynamiques. Enfin, nous tenterons d’appliquer les formulations que nous aurons développé
pour résoudre le probléme inverse, & savoir la caractérisation de I’état d’un céble & partir

de ses données dynamiques.

1.4 Meéthodologie

Nous commencerons par effectuer une revue de la littérature publiée sur les cables. Nous
chercherons en particulier des méthodes de résolutions analytiques et numériques, que
nous reporterons dans ce mémoire dans le but de les comparer et les améliorer. Nous
chercherons également dans quelles mesures les méthodes sus-décrites sont utilisées en
pratique. Nous comparerons ensuite les méthodes, que nous aurons relevé dans la littéra-
ture afin de mettre en évidence leurs avantages et leurs défauts, puis nous tenterons de les
améliorer en proposant des formulations les généralisant, ou des formulations nouvelles,
d’abord dans le cas statique, puis par la suite dans le cas de I'étude du comportement
dynamique. Nous confrontrons également les méthodes que nous aurons développé afin
de mettre en évidence ameélioration apportée par notre travail. Afin de favoriser la com-
paraison, nous utiliserons dans ce mémoire un nombre limité de cables échantillons censés
couvrir un large éventail d’applications. Enfin dans la derniére partie qui constituera
la formulation du probléme inverse, nous tenterons d’adapter un algorithme de détéction

existant & 'une des méthodes de calcul que nous aurons développé, puis nous en testerons



les capacités avec des exemples numériques.

1.5 Organisation du mémoire

Ce mémoire est organisé en 3 parties distinctes. La premiére consiste en une étude statique,
selon plusieurs modéles et hypothéses des cables sains et endommagés. La deuxiéme partie
reprend les modéles de 'étude statique et les étend au calcul dynamique. La troisiéme

partie, propose enfin un algorithme de détection de 'endommagement dans les céibles.



CHAPITRE 2

REVUE DE LITTERATURE

2.1 Introduction

Ce chapitre a pour objectif de présenter une revue de littérature sur les nombreux travaux
effectués sur Pétude des cables. Etant donné ’ampleur des publications sur le sujet, il nous
est difficile d’en faire une revue exhaustive. Nous avons choisi de ne citer que certains
auteurs dont le travail nous a paru proche de I'objectif recherché dans ce mémoire. La
premiére partie de cette revue cite quelques unes des études théoriques et numériques
traitant du comportement dynamique des cébles. La deuxiéme partie décrit certaines
applications expérimentale des résultats théoriques a des fins d’évaluation de la santé

d’ouvrages existants.

2.2 Bref historique de I’étude du comportement des cables

De nombreuses publications ont traité de la dynamique des cables de maniére analytique.
Les premiers auteurs & s’étre penché sur le sujet sont d’Alembert, Euler, Bernoulli et
Lagrange. Ils ont essayé de comprendre les vibrations des cibles tout en contribuant au
développement du calcul différentiel. Au 19%siécle, les équations dynamiques d’un élément
de céble furent dérivées par Poisson, puis utilisées par Rohrs (1851) et Routh (1868) pour
obtenir respectivement des solutions approchées et exactes des modes propres pour des
petites oscillations dans des cébles inextensibles avec masse uniforme. D’autres études
ont été menées a partir du milieu du 20%et 'effondrement du Pont de Tacoma. Des au-
teurs comme Pugsley (1949) ou Saxon et Cahn (1953), ont cherché des solutious, mais
sans parvenir a reproduire le spectre de la corde tendue a la limite d’un fléchissement,
évanescent. Le modéle développé par Simpson (1966) et Soler (1970) par la suite était
capable de faire la transition entre la corde tendu et le cable flechi, mais ce probléme,

ainsi que celui de la dégénérescence des modes en plan, ne fut réellement résolu que par



Irvine et Caughey (1974), en introduisant 'effet de V’élasticité du cable. En fait, la grande
diversité des applications des cables a amené a ’élaboration de deux théories, I'une pour
les cébles tendus (paraboliques) et 'autre pour les cables laches (grand fléchissement).
Pour les premiers, des solutions analytiques au probléme dynamique existent, la résolu-
tion étant simplifiée par 'approximation parabolique. Pour les autres, une formulation
discrete et des méthodes numériques sont utilisées pour la résolution. Parmis les analyses
non linéaires sur les cables, on citera Leonard et Recker (1972), West et al. (1975), Hen-
ghold et al. (1977), Gambhir et Batchelor (1978), Rosenthal (1981), Fried, (1982) et Zui
et al. (1996).

Plus récemment, et coincidant avec le développent des méthodes numeériques, les diffé-
rences finies et éléments finis ont été utilisés pour I'étude de différents aspects non linéaires
du comportement dynamique. On citera notamment les travaux de Ni et al. (2000) et Wu
et al. (2003) concernant les différences finies et ceux de Ni et al. (2002) et Desai et al.,

(1995) pour les éléments finis.

2.3 Mise en équation du comportement structural des cibles suspendus

La littérature abonde de formulations traitant du comportement statique et dynamique
des cables, comme nous ’avons vu plus haut. L’objectif de ce paragraphe est de présenter
les ingrédients de base régissant le comportement statique et dynamique des cables. La
formulation présentée ici s’inspire fortement de celle proposée par Irvine (1981) pour

décrire le comportement des cables ayant une rigidité flexionnelle négligeable.

2.3.1 Comportement statique

En premiére approche, le profil statique d’un céble peut étre déterminé en supposant que
sa rigidité flexionnelle est négligeable et que sa masse linéique est constante en fonction de

sa longueur. Nous supposerons que la section du cible n’est pas nécessairement constante,



et que le cable n’est pas soumis & d’autre chargement que son poids propre. La portée
du cable est délimitée par deux appuis A et B de coordonnées respectives (xa,ya, za)
et (x,yB, zB) dans un systéme d’axes Cartésiens (x,y, z). Notons S la longueur curviligne
totale du cable non chargé et mg son poids propre par unité de longueur curviligne dans
cette configuration géométrique. La coordonnée Lagrangienne d’un point du cable dans
sa configuration non chargée est notée s. La configuration statique chargée est obtenue
lorsque le céble est soumis a son poids propre. Notons mg le poids propre du cable chargé
statiquement par unité de longueur curviligne. La coordonnée Lagrangienne d’un point

du cable dans cette configuration est désignée par 3.

Considérons un troncon élémentaire d’un cable suspendu dans sa configuration statique

chargée tel qu’illustré sur la figure 2.1. L’équilibre des forces implique

dH; =0 (2.1)

dV, = —mgds = —mgds (2.2)
dz

Hsa“x" =V (2-3)

ou Hg et V; sont les projections horizontale et verticale de la force de traction dans le
cable. L’équation (2.1) montre que la projection horizontale de la force de traction dans le
cable est constante le long du cable, d’'ou Hg = Ha ou Ha est la projection horizontale de
la force de traction a 'appui A. Dans la suite du texte, nous noterons invariablement Hg

ou Hy la projection horizontale de la force de traction dans le cable.

Nous avons également

dx

— T = 2-4
T = Hs = Ha (2.4)

dz _ ~
Taj=VS:VA-—mgs=VA—mgs (2.5)

5

olt T" est la force de traction dans le céble et ou V) est la projection verticale de la force
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Fi1c. 2.1 Géométrie d’un cable suspendu et équilibre statique d’un troncon élémen-
taire (Bouaanani, 2005).

de traction a appui A. La compatibilité géométrique impose

d’on, en utilisant les équations (2.4) et (2.5)

T = \/Hg + (VA - fﬁgé)2 (2.7)

Par ailleurs, la loi de Hooke se traduit par

d5—-d5 T
ds ~ FEA

ot E et A sont respectivement le module d’Young et la section du cable, soit

ds = (1 + %) ds (2.9)



En utilisant les équations (2.4), (2.5), (2.7) et (2.9), on démontre aisément que

dz Hp Hy

= = 2.1
ds ) N2 + EA(3) (2.10)
Hf + (VA - mgs>
j—f - V“}E;lﬁfgg b VA mes ‘ (2.11)
. & JH2 + (va — igd)?
On peut résoudre pour les coordonnées
~ Hal| .. _1(Va .1 [ Va—mgs S Ha
(8) = = h —— } — sinh — ——d: 2.12
x(8) e [sm (HA> sin ( T + . FA() S (2.12)
~ S g (Va .\ ,. Ha (VA)2 (VA—mg§>2
z(§) = | =— —§)ds+ = 1+ =) =1+ | —— 2.13
(®) o PA(8) (mg ) mg \/ Hp Hp (2.13)
Les conditions aux limites dans le cas d’appuis fixes imposent
3 -
Hy . Ha [ 1 (VA> : _1<V~mgLo>]
L= ———‘—;‘d 4+ = |s I - | — 8§ 1 —_— 2.14
. TAQG) S e sinh i sinh T ( )

S ~ 2 ~ 2
mg Va .\ .. Ha Va Va —mgLg
_ _ A YA YA 7 60 2.15
d /0 EAG) (ffzg 8) A5+ =y \/1 + (HA) \/1 * ( Ha (2.15)

En général, les coordonnées d et L des supports sont connues ainsi que le poids propre mg.
On peut soit imposer la longueur S, auquel cas les inconnues sont Hp et Vy, soit imposer

la tension horizontale Ha auquel cas les inconnues sont S et Va.

2.3.2 Comportement dynamique

L’equilibre statique étant réalisé, on perturbe un élément de cible en appliquant un
déplacement par rapport a sa position d’équilibre (u, w, v). Les équations de la dynamique

pour les trois directions de ’espace s’écrivent alors en ’absence d’amortissement (Irvine,
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1981)
;% :(TS + Ty) <%§ + %—;—)} = m% (2.16)
2 sz 3] =mY (218)

ou T est la tension statique dans le cable et peut s’exprimer en fonction des forces
décrites plus haut : T, = \/HSZ——I—V? et Ty est la tension supplémentaire générée, fonction
du temps et de la position. La présence des coordonnées statiques dans les équations
dynamiques traduit la présence d’une rigidité géométrique dans le probléme. La masse
m est la masse linéique du cable dans la configuration déformée dynamique. Dans les
équations précédentes, on va introduire les équations de I’équilibre statique 2.4 et 2.5, on
va négliger les termes du second ordre ainsi que le déplacement longitudinal u du céble.

Les équations 2.17 et 2.18 peuvent alors étre réduites &

v d2z 9%

H-— + Hi— = m-—— 2.1
o2 THgE T e (2.19)
0%w 0w
o2 = " or (2.20)

ol Hy est la tension horizontale additionnelle crée, fonction du temps, dont nous cherchons
maintenant ’expression. Soient d§ et ds les longueurs d’un élément infinitésimal de cable
dans les configurations respectivement statique et dynamique. Leurs expressions sont

données par

ds? = daz? + dz? (2.21)

ds = (dz + du)? + (dz + dv)? (2.22)
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La différence relative de longueur entre les deux configurations vaut au second ordre

ds—ds _ dude dvde 1 (dv 2 (2.23)
ds  dsbds  dsbds 2 \ds '
or la loi de Hooke stipule que
Ta ds —ds
— = 2.24
EA ds (2:24)

out Ty est la tension supplémentaire créee dans la configuration dynamique. La projection
horizontale de celle-ci nous donne
dz

Hy = T (2.25)

ce qui aprés substitution dans I’équation2.24 permet d’obtenir au premier ordre

(2.26)

Hy (&Y' _ou deo
EA\dz) 06z dzoz

On integre maintenant cette équation sur x entre 0 et L, comme «(0) = w(L) = 0, le
premier terme du second membre disparait. On effectue alors une intégration par partie

du deuxiéme terme du second membre et on obtient alors

HyL. mg L
== 2.2
EA _ H, /0 vde (227)

L. = /OL (%)3@ (2.28)

Les équations dynamiques peuvent également étre obtenues a partir des notations de la

ou

figure 2.2. En effet, on commence par écrire les conditions d’équilibre statique de ’élément
de cables (équations 2.1 & 2.3), puis & partir de 'équilibre statique, on envisage un petit
déplacement dynamique vertical de 1’élément de cable, générant des forces dynamiques

additionnelles Hq et V3 respectivement horizontales et verticales dans le cable. L’équilibre
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_ statique chargée
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e horizontale
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dz 4_&__»
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H; +dH,

V;+Vd1

v

o —

dv| Hs+ Hg &
——

V;"’Vd'*'d(vs‘*‘vd)L

H; + Hq +d(Hs + Hy)

12

Fi1G. 2.2 Géométrie d’'un cable suspendu et forces dynamiques sur un trongon élémen-

taire (Bouaanani, 2005).



des forces s’écrit alors :

d(Hs+ Hyq) =0
a0
or ot

dz Ov
(Hs+Hd) (&'i__") —Vs_

ox

En introduisant 2.3, I’équation 2.31 devient :

dZ d‘c
Hsa + Vd - (Hs +Hd) (a;

soit en introduisant 2.29 et 2.30

d?z &%w

Hi— + (Hs+ Hy) —
ddx2+( ot d)8x2

ce qui en ne retenant que les termes d’ordre 1 donne 'équation 2.19.

Va=0

ow
+%>_0

w

= m—:
ot?

13

(2.29)

(2.30)

(2.31)

(2.32)

(2.33)

La résolution des équations 2.19 et 2.20 se fait en fonction du type de vibrations que 'on

recherche.

2.3.2.1 Comportement dynamique hors plan

On va considérer I'équation dynamique 2.20. On suppose que

w(x,t) = u?(a:)ei'“"t

(2.34)
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w représente alors la forme du mode, indépendante du temps. Les conditions aux frontiéres

imposent w(0) = w(L) = 0. L’équation dynamique se réduit alors a

d%w . -
Ho—— + mw?ib =0 (2.35)

On trouve aisément les fréquences propres et les modes propres associés

nm [ Hg
=—1/— 2.
Wn LVm (2.:36)
Wy, = Ay sin (?) (2.37)

On peut représenter la forme des 3 premiers modes, par rapport au cable au repos (Figure

2.3).

0
-0,1
w —0.2
~0,3 i
I 038
=04 Statique
0,2 06 __ —Mode 1
----- Mode 2
- - Mode 3

F1G. 2.3 Modes hors plan n =1 (- -), n =2 (--) et n = 3 (—-), cable au repos (-).

2.3.2.2 Comportement dynamique dans le plan

2.3.2.2.1 Modes antisymétriques : Les modes antisymétriques correspondent aux

modes introduisant une tension additionnelle Hy = 0. Dans ces modes, la composante



verticale est antisymétrique, alors que la composante horizontale est symétrique. En intro-
duisant cette nouvelle hypothése on peut simplifer ’équation du mouvement 2.19 comme
suit

4?9

25
HS@ +mw v =0 (2.38)

oil on a effectué la substitution v(z,t) = 9(z)e“*. L’équation de compatibilité géométrique

donne
di dzdo

ol on a aussi effectué la substitution u(zr,t) = a(x)e'. Les conditions aux frontiéres

imposent ¢(0) = 9(L/2) = 0, ce qui donne finalement pour les fréquences propres :

2nm | Hy
= /= 2.40
Wn I m ( )
La composante verticale s’écrit ainsi
2n
b = An sin( an> (2.41)

et la composante horizontale

. A, (mgL 2z\ . [2nwz 1 —cos(2nma/L)
f = S 2.42
we g () (- 2) = (0) 5 2

Les résultats pour les modes n = 1, courbe (- -}, n = 2, courbe (--) et n = 3, courbe (—)

sont représentés sur les figures 2.4 et 2.5.

2.3.2.2.2 Modes symétriques : Les modes symétriques correspondent i une compo-
sante verticale symeétrique et une composante longitudinale antisymétrique, ainsi qu’a une
tension additionnelle non nulle. Lorsque 'on effectue la séparation des variables d’espace

et de temps comme vu précédemment, 'équation 2.19 devient alors

PIN

d VO
S e = %Hd (2.43)

Hy dz? H,



T T T T

—— Statique
~ = -Mode 1

x/
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F1G. 2.4 Composante verticale pour les 3 premiers modes antisymétriques en plan.

ol comme pour les variables précédentes Hq est la variable Hy affranchie de ¢. Les solutions

doivent satisfaire aux conditions au frontiéres, soit un déplacement nul aux appuis. En

adimensionnant les variables par

D H,
VV = —=5
mglL?
T
X =
L
Hy
H="—"—
H
wL

v Hs/m

I’équation 2.43 devient, aprés remaniement

H

W=

1— tan % sin(QX — cos(QX)]

En reprenant 'expression de H calculée en 2.46, on trouve alors

LI LS 0\’
My =37\

(2.48)

(2.49)
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0,1 T
- - - Mode 1
-~ Mode 2
—-—- Mode 3
0,05F J
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’\‘: \ vI \‘ // .,-
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F1G. 2.5 Composante longitudinale pour les 3 premiers modes antisymétriques en plan.

2
(i) *
2 _ s
A= (HsLe> (2.50)
EA

Le parameétre A, dit parameétre d’Irvine (Irvine, 1981), est trés important puisque c’est

ol

uniquement de lui que dépendent les fréquences propres correspondant aux modes symé-
triques. L’équation 2.49 est une équation transcendentale, que 'on résout graphiquement
ou numériquement pour différentes valeurs de A\2. La figure 2.6 illustre les graphiques de
la fonction y = tan(Q/2) [courbe continue (—)], et de la fonction y = Q/2 — 4/A%2(Q/2)3
pour A2 < 472 [courbe (- -)], pour A? = 472 [courbe (-)], pour A? > 472 [courbe (—-)],

et pour A2 — oo [courbe (—+-)].

Les types de comportement suivant peuvent étre dégagés -

— Si A% < 472, la fréquence du premier mode symeétrique est plus faible que la fréquence
du premier mode antisymétrique, la composante verticale du premier mode n’a pas de
noeud.

— Si A2 = 472, les fréquences des premiers modes symétriques et antisymétriques sont

égales, ce qui produit une superposition modale.
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! tan(/2) i
- - = \kan?
e 5 SN 7»2=41r“ -
4l Aodn?
—— 220
0 2 12

F1G. 2.6 Résolution graphique pour les premiéres fréquences propres.

~ Si A2 > 472, la fréquence du premier mode symétrique est plus élevée et 2 noeuds
apparaissent.
On trace la forme de la composante longitudinale pour le premier mode symétrique (Figure

2.7), pour A2 < 472 courbe (- -), A? = 472 courbe (--) et A? > 47% courbe (—-).

La formulation précédente a été reprise et développée par de nombreux auteurs. On
citera par exemple Zui et al. (1996) qui effectuent une résolution analytique et obtiennent
a partir de I’équation dynamique des cébles des formules permettant d’obtenir la tension

du cable en fonction des fréquences mesurées. Ainsi, en notant

mgL 0.31£ + 0.5
T = , B
\/128EA53 cos® 0 <0.31g — 0.5 (2.51)

les auteurs proposent les formules suivantes




0,25

0,15

0,051

-0,05
0

Fi1G. 2.7 Composante verticale du premier mode en fonction de A\?.

0,2 0,4 0,6 0,8 |

Pour les cébles dont le 1¥'mode est symétrique (3 <T') :

T = 4m(f1L)*
T = 4m(f1L)*

T = 4m(f1L)?

i C 4= C 2 .
_1 - 2.2OE —0.550 (E) 1 pour (17 < &)
- o2
0.865 — 11.6 (f_> } pour (6 <¢ <17)
1

C\2
0.828 — 10.5 (f—) } pour (0<¢<6)
1

Pour les cables dont le 1**'mode est antisymétrique (I" < 3) :

T =m(f,L)?

T = m(f.L)?

1.03 -
L

fo fo

r 2
1-— 4.40g - 1.10 (£> } pour (60 <¢)

9
6.33% —1.58 <jg> ] pour (17 < & < 60)
2 2

2
T = m(fyL)? [0.882 — 85.0 (9) ] pour (0<€<17)

f2

19

(2.52)

(2.54)
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Pour les modes supérieurs (2 < n) :

4 C
T = %( FuL)? <1 - 2.20%) pour (200 < £) (2.58)

ou fi1, fo et f, sont les fréquences mesurées et

EI

§ étant le rapport fléchissement-longueur du céble et 6 son inclinaison. Cette formulation
bien que pratique, fait face & quelques restriction, comme Pobligation d’avoir un faible
fléchissement, ou des caractéristiques constantes. Enfin, cette formulation ne s’applique

pas aux modes hors plan.

2.4 Modélisation numérique par différences finies

De nombreux auteurs ont proposé des formulation ou effectué des calculs dynamiques
de cables en supposant qu’ils ne peuvent recevoir que des efforts axiaux. Si dans le cas
des cébles de lignes de transmissions, dont la portée et le fléchissement sont élevés, et
dont le diamétre est faible, cette hypothése est réaliste, il n’en est pas nécéssairement
de méme dans le cas de haubans ou de cébles principaux de ponts suspendus, dont les
moments d’inertie plus élevés pourraient avoir un effet non négligeable. Le probléme
souvent rencontré dans la prise en compte du moment d’inertie des cables dans les calculs
est qu’il devient alors trés difficile de compléter la résolution analytique. Il faut alors
passer par des méthodes numeériques telles que celle des différences finies. Une de ces
résolution numeérique est donnée par Mehrabi et al. (1998). Les auteurs considérent alors
un cable horizontal, en petites vibrations autour de sa position d’équilibre statique, dont

I’équation dynamique cst

0? 0% 0% 0%y v 0%v
a9 a9l — — Ham—= + K o a9 = 2.
52 (Elaﬁ) Hy 52 453 +kv+c 9 + mos 0 (2.60)

ou v est le déplacement vertical par rapport & la position d’équilibre y, Hg est la tension

horizontale dans le cable, Hq la tension additionnelle générée par les vibrations, &’ la force
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de rappel par unité de longueur, ¢’ Vamortissement visqueux par unité de longueur, m
la masse linéique et I le moment d’inertie du cables. Lorsque ce dernier tend vers 0, on
retrouve ’équations 2.19 vue précédemment pour le céble sans rigidité flexionnelle. En

séparant les variables

v(z,t) = 0(x)q(t) (2.61)

La fonction dépendante du temps peut s’écrire
q(t) = & (2.62)
oil p est complexe pour tenir compte de amortissement. 1.’équation 2.60 devient alors

d? d%s d?o d?z X ) )
P (Eld 2) HSd:L’ Hdd 5 + kg 4 ' pig + mp*oq = 0 (2.63)

Afin de pouvoir factoriser ’équation précédente par la fonction ¢, on doit calculer l'ex-

pression de Hg. Pour cela, on utilise la condition de compatibilité géométrique, qui se

L 3 L
Hy (ds ou dz Ov
— | — ) dz = —d — —dzx 2.64
_/0 EA (dx) v 0o Ox :c+/0 dx Oz (264)

ou u est le déplacement longitudinal da a la vibration et ds = v/dz? + dz? est la longueur

traduit par

d’un élément infinitésimal de cable. Les conditions aux limites permettent d’obtenir
dz ov dz do
—dzx
/0 dz Oz _ /0 dx d:cd
L - ,L
1 ds 1 ds
[e(@) e [m(m)e

ol fI\d est une constante. En remplacant dans 2.63, et en factorisant par ¢, on obtient :

Hy= q = Haq (2.65)

d’ d?o % =~d%
2 (EI ) q— Hsd—;‘;q - Hdﬁ + k'dq + ¢ pdg + mp*og =0 (2.66)

En développant le premier terme, on obtient

2 2. 2 2.4 35 45
d (EId u> _ ED & dET L 4o 2.67)

a2 \Plaz s e
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En remplagant ds dans 'expression de Ej et en intégrant par partie, on trouve

L 32
d
_ - / il
Hy= o CF (2.68)

3/2
IS |
o FA

dz\?
— 1
< dx) + } dx
Ce qui donne finalement I’équation

PED @ | BTy 8
dz? dz? dzr da3 dxt *dz?
L 12
d°z .
- L — + Kog+ pig+ mp*og=10

3/2 ox2

L dz\?
Am(a})‘i‘l dx

La résolution de cette équation est obtenue & partir d’une discretisation spatiale du pro-

bléme comme montré sur la figure .

Eléments
1 2 i N-1 N
AN 1 2 i1 i N-2 N-1 A
- Noeuds

F1a. 2.8 Représentation des éléments et noeuds du cable discretisé.

Le céble est divisé en N éléments et N — 1 noeuds. Les expressions dérivées sont approxi-
mées par des taux d’accroissement centraux. On trouve alors une equation pour chaque
noeud du cables, ce qui nou raméne 4 un systeme de N — 1 équations, que I'on peut alors

écrire sous forme matricielle
Kqv + Cpv + Mp?v =0 (2.70)

ot Kg est la matrice de rigidité dynamique des éléments finis du céble, C la matrice

d’amortissement visqueux et M la matrice de masse concentrées. Le vecteur v regroupe
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quant a lui les déplcements des noeuds. La matrice K peut se décomposer

Ky = K + K, (2.71)

le terme K est la matrice de rigidité statique, indépendante de z, alors que le terme K,

en dépend. Les matrices C et M sont des matrices diagonales. Afin de pouvoir calculer

le terme K, il faut d’abord résoudre ’équation statique

Ksz = mg ‘ (2.72)

ol m est le vecteur de masse nodale. L’expression de K est donnée ci dessous

[+ (=1)PB] w1 m 0o ... 0
72 107 K9 Yo 0 . 0
— 03 73 ag K3 V3 0
Ks = 0
0 —fn-2 Mn-2 Qn-2 Kp-2 Yr—2
0 0 =Bn-1 -1 p-1 Kn—-1
0 0 =B mn fom+ (=1)PFy] |
(2.73)
ol les termes précédents ont les expressions suivantes
o = —%(EIM —5EI; + ELi_1) + ?—Z—S + k;
a a
b = 57(Eliys = 2BL — B, 1)
¥ = 2_(1LZ(EIZ'+1 +2EIL, — EI; 1) (2.74)

2
Ky = —ZLZ(?,EL- - EL_,) - E’;

2
ni = ;lj(EIi—H - 3EL) - =

H

H
a2
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avec ki = k;/a. L’expression de K, est donnée par

K, =rsT (2.75)

ou :
rT: [Tl,TQ,...,Ti,...,Tn] (276)
ST: [317527"‘78i7"'a5n] (277)

Yir1 — 29 + Yi—1
ry = a? (2.78)

pi =i \> L]
i+1 7 Yi—1
2 FA

i=1

L — D A
s = Yi+1 a:“!; + Yi-1 (2.79)

La résolution permet de déterminer la fréquence de vibration des modes en fonction
des caractéristiques du céble. Etant donné que 'amortissement dans les cables est gé-
néralement faible, et pour des raisons pratiques, les auteurs ont choisi de donner une
fonction approximative permettant d’obtenir directement les fréquences propres du cable

non amorti

“n o~ af - 0.245 (2.80)
Wns é
a =1+ 0.039u (2.81)
2.2
(o)
1.2 , 2.82

ol wy, est la pulsation du mode n, wy; la pulsation du mode n de la corde équivalente, & un
paramétre adimensionnel de rigidité-flexion, u le second parameétre de fléche-extensibilité.
Cette méthode, maintenant reconnue, est mise en application depuis 1998 pour la déter-

mination de la tension des cibles. Le processus consiste & placer un vibrometre laser sur



le tablier du pont ou a proximité et de le pointer sur le centre du cable dont on cherche

& connaitre les caractéristiques, voir figure 2.9. L’appareil donne alors une valeur trés

F1G. 2.9 Vibrometre laser en place, photo extraite de CTL (2003).

précise de la fréquence de vibration du cable. L’intérét de le placer au centre est évident,
car cela constitue un ventre de vibration pour le premier mode, ce qui permet une plus
grande précision et élimine l'effet des vibrations parasites comme celles provoquées par
le passage des véhicules. Connaissant les caractéristiques physiques du céble, on peut
alors déterminer sa tension et la comparer avec la valeur de design ou avec des relevés
précédents et ainsi détecter une éventuelle faiblesse dans le cible. Les premiers essais
ont été menés par les chercheurs Tabatabai et Mehrabi, du laboratoire des Construc-
tion Technology Laboratories, Inc. de Skokie dans I'Illinois, dans CTL (2003), sur les 52
cables du Veterans Memorial Bridge entre Weirton, Virginie occidentale et Steubenville,
Ohio. Les mesures montrent une grande précision et révélent des anomalies non graves
de constructions. L’utilisation des formules 2.82 ont permis de déterminer que 4 cébles
présentaient des tensions inférieures & celles designées, alors que 2 autres montraient une
tension accrue. Le systéme s’est immédiatement rendu utile pour résoudre un probléme
de plus grande ampleur. En effet, nombre de ponts haubannés récents ont été sujets & des
vibrations de grande amplitude sous Ueffet combiné du vent et d’une pluie fine. L’hypo-
thése généralement retenue est que la pluie modifie le profil aérodynamique du céble, le
rendant plus sensible aux effets du vent, voir figure 2.10. On citera nottament le Clark

Bridge (Illinois), le Burlington Bridge (Iowa), le Houston Ship Channel Bridge (Texas), le
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F1G. 2.10 Modification du profil du cébles par la pluie, figure tirée de Lemaitre (2006).

Weirton-Steubenville Bridge (Virginie Occidentale), le East Huntington Bridge (Virgine
Occidentale) ou le Erasmus Bridge 4 Rotterdam aux Pays-bas, comme décrit dans Ciolko
(1999). Le phénomeéne, bien que connu depuis 1990, reste encore aujourd’hui mal compris,
et il n’existe, d’aprés Lemaitre (2006), aucun outil fiable capable de prédire son apparition,
et les modifications structurales, comme la pose d’amortisseurs, sont souvent effectuées
aprés la construction de l'ouvrage. Pour déterminer le bon rapport d’ammortissement a
utiliser afin d’éliminer le phénoméne génant des vibrations de grande amplitude, il est
important de connaitre précisément la fréquence du mode incriminé, ainsi que I’amortis-
sement déja présent, ce que permet la mesure grace au vibrométre laser. Mais outre sa
grande précision, c’est sa rapidité qui fait de cette méthode une alternative économique
au traditionnel tiré-laché utilisé précédemment pour effectuer les mémes mesures. En ef-
fet, toujours selon Ciolko (1999), deux hommes peuvent effectuer la mesure de 20 & 50
cébles par jour. Le Cochrane Bridge sur la Route 90 aux Etats-Unis (voir figure 2.11),
a fait I'objet d’une telle étude. Une dizaine de ses haubans a été jugée vulnérable au
phénomeéne et des amortisseurs visqueux ont été ajoutés pour régler le probléme. Bien
que cela soit hors contexte, nous rappellerons que ce pont a été heurté par une plateforme
pétroliére lors de I'ouragan Katrina de 2005 et que seuls des domages mineurs ont été
reportés a ce jour. La méthode que nous venons de voir offre une résolution relativernent
aisée du probléme énoncé. Néanmoins, celle-ci doit se limiter aux structures relativement
simples, et la formulation devient rapidement complexe pour les cibles inclinés ou ayant

des connections.
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F1a. 2.11 Pont de Cochrane, photo issue du site de MCEER.

2.5 Modélisation par éléments finis

Pour des structures complexe, la méthode la plus généralement utilisée demeure celle
des éléments finis. Le manuel du logiciel ADINA, ADINA R & D (1986-2006) et le livre
de Bathe (1996) expliquent les détails de la méthode. Les éléments de cables sont des
éléments de barre possédant 2, 3 ou 4 noeuds. Ces deux derniers étant plutot destinés a
modéliser les cibles et aciers d’armature dans les structures en béton armé, on utilisera
des éléments de barres a 2 noeuds, soit 2 degrés de liberté, voir figure 2.12.

Uj U2
—— — T

[ »l
Lo >

a

F1G. 2.12 Elément de cable & 2 noeuds dans sont repére local.

Etant donné que la force ne varie pas & l'intérieur de chaque élément, un seul point
d’intégration de Gauss suffit pour avoir ’évaluation exacte de la matrice de rigidité.

Cette matrice de rigidité vaut pour un éléments dans son systéme de coordonnées locales

EA| 1 -1
a -1 1

K; (2.83)
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A cette matrice de rigidité élastique vient s’ajouter la matrice de rigidité géométrique
qui prend en compte la tension initiale dans I’élément ainsi que sa position. A partir
d’un modéle composé de plusieurs éléments de cables, on assembler la matrice de rigidité
globale qui est la somme des matrices individuelles dans le repére global, ainsi que la
matrice de masse consistante. Avant d’effectuer une analyse modale du modéle ainsi créé,
il faut calculer le profil statique du cible. Pour cela on effectue avec le logiciel une analyse
statique non linéaire en grands déplacements. L’analyse peut étre faite avec plusieurs
méthodes dont I'application progressive de la charge, la méthode de Newton modifiée, la
méthode Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno, ou encore la méthode de Newton compléte
tel que d’écrit dans Bathe (1996). Une fois cette analyse effectuée, le profil statique obtenu
va constituer la configuration initiale du probléme dynamique. On effectue alors une

analyse spéctrale du probléme, qui consiste & calculer les fréquences propres du systéme
K®; = w’M®,; (2.84)

ot M est la matrice de masse globale du systéme, et ®; est le vecteur propre correspondant

au mode 7. Les modes calculés sont normalisés avec la matrice de masse
T _ x
e, MP;, =1 (2.85)

Bon nombre de logiciels commerciaux sont capables d’effectuer ces calculs de maniére
satisfaisante. La méthode est intéressante dans le sens ot il n'y a aucune restriction sur
la géométrie ou les caractéristiques du cable. En effet, comme nous assemblons plusieurs
éléments du méme type, ceux-ci n’ont pas nécessairement besoin d’avoir les mémes pro-
priétés. Néanmoins, les éléments dont nous avons parlé ne peuvent 14 encore transmettre
que des efforts axiaux. Pour palier 4 cela, plusieurs auteurs ont développé leurs propres
éléments de cable, pour tenir compte de propriétés particuliéres du probléme qui leur était

posé.

Constatant le manque de précision dans la résolution du probléme dynamique des cables

peu tendus avec une modélisation basée sur des éléments de poutre par éléments finis,
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Zhu et Meguid (2006) ont développé un nouvel élément de poutre courbe. Il s’agit d'un
élément non linéaire de poutre & 3 noeuds. La formulation est obtenue en appliquant le
principe des puissances virtuelles 4 une description Lagrangienne du probléme. Les équa-
tions dynamiques sont ensuite résolues en utilisant une méthode numeérique de Newmark.
Les résultats obtenus numériquement sont ensuite comparés & ceux obtenus expérimen-
talement avec un cable dont les déformations sont enregistrées. Les résultats obtenus
montrent une trés bonne cohérence avec les observations enregistrées. Néanmoins, les au-
teurs se sont limités & tester leur nouvel élément aux cables peu tendus, ce qui exclut
une utilisation en génie civil ol on cherche en général & charger le cable au maximum
de sa capacité. Ni et al. (2002) ont utilisé une méthode plus générale car elle concerne
également les cables & profil statique peu profond. Le calcul est effectué par une méthode
d’éléments finis, avec un élément combinant un comportement de cable pur comme celui
que nous avons décrit précédemment et d’une poutre fictive, afin de tenir compte de la
rigidité flexionnelle des cables de grand diamétre. La matrice de rigidité de I’élément pro-
posé par Ni et al. (2002) est en fait la somme des matrices de rigidité de deux élements
distincts, le premier étant un élément de céble et le second un élément de poutre. La
formulation pour la partie cable est obtenue en considérant un élément courbe de cable
4 3 noeuds. En dérivant le principe des puissances virtuelles, les auteurs parviennent 3
trouver une équation d’équilibre faisant intervenir outre les traditionnelles matrices de
masse et d’amortissement, trois matrices de rigidité, I'une linéaire par rapport aux dépla-
cements, une deuxiéme quadratique et enfin une troisiéme cubique. Devant la difficulté
mathématique posée par de tels termes non linéaires, seule la matrice linéaire est conser-
vée dans la suite. A ce stade, on notera alors que cette formulation linéarisée correspond
exactement & celle d’un élément de barre a 3 noeuds comme décrit dans Bathe (1996).
L’autre composante du nouvel élément de cable est un élément de poutre & 6 degrés de
liberté par noeuds. Aprés avoir agrandi la matrice de rigidité de ’élément de cable &
3 noeuds pour y inlure les degrés de liberté supplémentaires apportés par I’élément de
poutre, et aprés avoir effectué le changement de coordonnées pour passer dans le repére
global, on peut assembler la matrice de rigidité globale et effectuer les calculs. Les auteurs

ont notamment comparé les résultats obtenus avec leur nouvel élément aux résultats ob-
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tenus avec une méthode de différence finies. La cohérence entre les deux méthodes a été
Jjugée tres bonne.

Dans le cadre de ce travail, nous utiliserons un logiciel d’éléments finis & des fins de
comparaison avec les résultats que nous obtiendrons avec les méthodes que nous allons
développer. Notre choix de logiciel s’est porté sur ADINA pour plusieurs raisons. D’abord
celui-ci est disponible en version étudiante gratuite, ensuite il disposait des éléments et
méthodes de résolutions numériques dont nous avions besoin et enfin, contrairement a

beaucoup d’autres logiciels commerciaux, il est extrémement bien documenté.

2.6 Techniques expérimentales

Ces méthodes numériques sont couramment utilisées pour le design de structures cablées,
comme nous le montrent Paultre et al. (1995) et Paultre et al. (2000) dont I'instrumen-
tation du pont de Beauharnois réhabilité, les essais menés in situ, et le développement
en paralléle d'un modéle d’éléments finis permettent de vérifier et de calibrer de tels mo-
déles. Les auteurs mesurent en effet la réponse dynamique de 'ouvrage au passage de
camions dont la masse est connue, et en déduisent un facteur d’amplification dynamique,
correspondant au rapport de la réponse mesurée sur la réponse statique calculée par un

modeéle d’éléments finis.

Un autre intérét d’avoir une modélisation efficace des structures cablées réside dans 1’éva-
luation de la santé des structures existantes. Bien que ce mémoire ne traite pas directement
des techniques expérimentales, un de nos objectifs est de développer des modéles et algo-
rithmes potentiellement utilisables dans la surveillance de constructions existantes. Nous
effectuons donc une revue des quelques techniques actuellement utilisées. Afin de mesu-
rer et prévoir le vieillissement des ouvrages d’art, et notamment les structures cablées,
plusieurs auteurs ont proposé des approches intéressantes. On citera pour commencer
une approche probabiliste de la détérioration d’éléments de cables et du calcul de la ré-
sistance résiduelle Cremona (2002). L’auteur utilise un algorithme de Monte-Carlo pour
introduire une distribution aléatoire de défauts et calculer la résistance probable du Pont

de Tancarville (France). Avec une probabilité moyenne de rupture des fils du cable prin-
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cipal de 1.6%, et dans la pire condition d’utilisation probable, 'auteur obtient un facteur
de sécurité minimal de 2.51. D’autres auteurs ont décrit des méthodes de surveillance
destinées & détecter un éventuel endommagement dans les cables. Dans Robert et al.
(1998), une surveillance acoustique est installée afin de détecter la rupture des fils du
cable principal du pont de Tancarville. Bien que fiable, le procédé présente l'inconvénient
de ne pas donner la moindre indication sur la santé de la structure au moment de la
pose du systéme. Les auteurs ont cependant pu mesurer la rupture d’une soixantaine de
fils sur une période de 2 ans et obtenir une tendance du vieillissement de la structure.
.La méthode précédente ne donne cependant pas une idée de la santé du cable post en-
dommagé. Il serait intéressant d’avoir une détection plus précoce afin de mieux prévoir le
remplacement des éléments. On citera par exemple DeMerchant et al., (2000) qui utilisent
un capteur constitué d’une fibre optique utilisant I’éparpillement de Brillouin afin d’ef-
fectuer une mesure de la déformation le long d'une structure. Dans leur mise en oeuvre
expérimentale, les auteurs obtiennent un précision de 11 ue, avec une résolution spatiale
d’l m. Les auteurs proposent d’instrumenter les structures afin d’en vérifier la santé; en
effet une déformation excessive locale traduit un affaiblissement de la structure. On citera
encore les méthodes dynamiques, fondée sur la mesure de la fréquence fondamentale de
vibration des ouvrages ou d’éléments de leur structure pour en déterminer les caracté-
ristiques mécaniques. Plusieurs auteurs ont utilisé des vibromeétres laser afin de mesurer
avec précision la fréquence de vibration des éléments étudiés. Ces appareils utilisant ’effet
Doppler pour mesurer la vitesse de déplacement d’un objet distant, peuvent offrir une
précision de l'ordre de 1 pm/s, & une distance d’une cinquantaine de meétres. Nassif et
al. (2005) appliquent cette technique & un pont poutre et comparent les résultats a ceux
obtenus avec un capteur mécanique. Le groupe CTL, organisme américain spécialisé dans
U'expertise de grand projets, utilise une technique similaire pour évaluer la santé des hau-
bans des ponts CTL (2003). La mesure de la fréquence de vibration des cables permet
de déterminer via une formule la force de tension, et ainsi, en comparant avec la force de
design de détecter un éventuel affaiblissement du cable. La formule utilisée par CTL est la
formule 2.73 et provient de Mehrabi et al. (1998) et est obtenue & partir d’une résolution

par différences finies de ’équation dynamique des cables. Cette formulation est d’ailleurs
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reprise par Bouaanani (2006), avec pour objectif de connaitre la sensibilité des modes &
un endommagement. L’auteur étudie la variation de fréquence du premier mode en plan
et hors plan en fonction de la position de 'endommagement dans plusieurs cables aux
caractéristiques différentes. Une autre piste intéressante dans le domaine de la détection
de 'endommagement est explorée par Hasan (1995). L’auteur établit une formulation
analytique d’une poutre dont ’endommagement local est modélisé par la présence d'un
ressort. A partir des conditions aux frontiéres des différents morceaux de la poutre, il
obtient un série d’équations qui sont résolues numériquement pour obtenir l'influence de
la position de ’endommagement sur les fréquences propres de la poutre. Une résolution
graphique permet ensuite de détecter la position et la profondeur d’un endommagement.

Le probléme est cependant limité aux poutres et & un seul endommagement.
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CHAPITRE 3

COMPORTEMENT STATIQUE

3.1 Introduction

L’équilibre statique constitue la configuration initiale de tout systéme dynamique et il
est donc important de s’y attarder. L’objectif de ce chapitre est de mettre en équation le
comportement statique des cables suspendus en incluant les effets de la rigidité flexionnelle
et d’'un endommagement localisé sur une faible portion du cable. L’endommagement est
introduit artificiellement en réduisant localement la section du céble et son inertie tel que
décrit un peu plus bas. On notera également que le scénario d’endommagement envisagé
n’inclut pas une diminution de la tension initiale. Un cable initialement non endommagé

est désigné dans ce texte par cible sain.

D’une maniére générale, le comportement des cables suspendus varie en fonction du type
d’application. Ainsi le comportement du cable principal d’un pont suspendu n’est pas
identique & celui d’un hauban, ou d’un conducteur de ligne de transmission. A cet égard,
deux parameétres importants peuvent servir & identifier globalement le type de compor-
tement escompté d'un céble suspendu (Irvine, 1981 ; Johnson et al., 2003). Le premier,

introduit au chapitre précédent, est le paramétre d’'Irvine dont on rappelle 'expression

N2
(mgL) I
ICIANE A
HSLE
EA

Ce paramétre caractérise en grande partie la réponse dynamique des cables. Par exemple,

pour les haubans, il est généralement compris entre 0 et 4, pour des lignes de transmissions,
il vaut environ 90 et pour les cébles principaux de ponts suspendus, il varie entre 140
et 350. Tel que décrit au chapitre 2, le parameétre d’Irvine détermine la forme du mode

fondamental.
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Le second parameétre, noté ¢, est relié a la rigidité flexionnelle du céble. 1l a pour expression

H;

£=1/ 5 (3.1)

Ce paramétre donne une idée du comportement prédominant du cable : de type chainette,
ou de type poutre (Irvine, 1981). Si £ est éleve, alors c’est le comportement cable qui
prédomine, et la rigidité flexionnelle peut étre négligée. Une valeur relativement faible
de ¢ indique au contraire une grande rigidité flexionnelle et un comportement proche de

celui d’une poutre.

Les cables utilisés en génie civil, et que I'on peut retrouver dans le catalogue de fabricants
comme Conex Cable LLC, Ac-Lev, Hubei Machinery, Steel Wire Rope Ltd ou Mittal, sont
composés de plusieurs fils, formant un toron. Certains cables sont également composés de
plusieurs torons. La limite élastique des aciers utilisés se situent généralement entre 1000

MPa et 1400 MPa. On peut voir plusieurs sections de céble sur la figure 3.1.

CY (e) ®

F1a. 3.1 Sections typiques de cables : (a) cable mono-toron a 7 fils; (b) cable mono-toron
a 19 fils; (c) cable mono-toron a 37 fils; (d) cable & 7 torons & 7 fils; (e) cable & 6 torons
a 19 fils; (f) cable a 7 torons & 19 fils.



En général, plus la section d’un céble est élevée, plus sa résistance a la traction est élevée.
A section égale, plus un cable comporte de fils, plus son moment d’inertie est faible.
En effet, un plus grand nombre de fils permet un plus grand glissement entre les fils
du cable en flexion, ce qui le rend plus souple. Par contre, la surface extérieure plus
importante implique un plus grand risque de corrosion. En ce qui concerne les matériaux
utilisés, les cables structuraux sont d’acier, galvanisé ou inoxydable, alors que les cébles
de lignes de transmissions électriques sont généralement en acier plaqué d’aluminium,
pour une meilleure résistance a la corrosion et une meilleure conductivité. Afin de couvrir
une large gamme de types de cibles, ce mémoire se propose d’en étudier 12, caractérisés
par des paramétres A2 et ¢ différents (Bouaanani, 2006). Les propriétés géométriques et
mécaniques des cAbles sont ajustées de maniére a obtenir la liste des cables du tableau 3.1.
Les caractéristiques des céables utilisés ici n’ont pas forcément de correspondance avec
des cébles réels. Comme nous le montreront dans la suite de cette étude, ce sont les
paramétres \? et ¢ qui déterminent le comportement des cables. Nous avons donc choisi
des échantillons dans une large gamme de ces deux parameétres afin de couvrir la plus

grande variété de comportement possible.

TAB. 3.1 Propriétés des cables étudiés.

Cable m(kg/m) E(MPa) A(m?) I(m?) H(N) 22 13
1 350 1,6 x10% 7,85x107% 5x107% 29x105 0,60 602,68
2 350 1,6 x10* 7,85 x 1073 1,5x1075 29x10° 060 347,96
3 350 1,6 x10* 7,85 x107% 3x107* 29x10®% 060 77,81
4 400 2x10° 285x1073 5x 1077 3 x 10° 3,24 547,72
5 400 2x10° 285x1073 15x107% 3 x 106 3,24 316,23
6 400 2x10° 285x1073 3 x107° 3 x 10° 3,24 70,71
7 4 6,45 x 10 6 x 107* 7x1079 1,92 x 10 83,75 652,11
8 4 6,45 x 10* 6x107* 21x107% 1,92x10* 8375 376,50
9 4 6,45 x 104 6x107*  42x1077 1,92x10* 83,75 84,19
10 380 2x10°  785x107% 2x1077 1x 108 214,47 500,00
11 380 2%x10°  785x107% 6 x 1077 1 x10% 214,47  2%8,68

12 380 2x10° 785 x107% 12x107° 1x10° 21447 64,55
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3.2 Formulation analytique

3.2.1 Analyse du cable sain

La formulation classique du comportement statique des cables décrite dans le chapitre pré-
cédent ne tient pas compte de la rigidité flexionnelle. Bien que cette formulation demeure
suffisamment précise dans de nombreux cas, nous cherchons & établir une formulation

plus générale du probléme en incluant la rigidité flexionnelle du céble.

Considérons un trongon élémentaire de cable illustré sur la figure 3.2. En plus des pro-
jections horizontales et verticales de la tension dans le céible, le troncon élémentaire est
également soumis & un moment de flexion Ms. Le trongon a donc un comportement mixte
combinant un effet de cable sans rigidité flexionnelle, et un effet de poutre. Avec la nota-

tion définie au chapitre 2, I’équilibre des forces donne dans ce cas

Configuration

_ statique chargée

-~ Portée
horizontale

~r

VS

s +dM;
dz

H, + dH,
Ve +dV;

F1G. 3.2 Equilibre statique d’un troncon élémentaire du céable en incluant I'effet de la
rigidité flexionnelle (Bouaanani, 2005).



dHs = 0 (3.2)
Vs ds dz\?

5 melt o w14+ (2 :
T mg T mgi| 1+ (da:) (3.3)
dM,  _dz

Selon la théorie des poutres, le moment Mg peut étre exprimé en fonction de la rigidité

flexionnelle EI et la fleche 2z en écrivant

B
- dz\ 2 3/2 dx?
dx

En introduisant l’expression précédente dans I’équation (3.4) et en dérivant, on obtient

Mg =—

Péquation d’équilibre statique incluant 'effet de la rigidité flexionnelle

d2 EI d2z a2z 2\?
4z RGEE] I e (g) =0 e
[1+ (—i) }
dz

Cette formulation présente "avantage de tenir compte de la rigidité flexionnelle des cables.

Elle ne pose également aucune restriction sur la géométrie, la corde du céble peut en effet
étre inclinée par rapport a I’horizontale. La complexité des termes non linéaires de cette
formulation empéche cependant d’exprimer de maniére explicite les coordonnées = et z
comme précédemment au chapitre 2. Dans la suite, nous ferons donc appel a des méthodes

de résolution numeériques pour appliquer cette formulation.
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3.2.2 Analyse du cable endommagé

La littérature abonde d’articles traitant des comportements statiques et/ou dynamiques
des poutres a section variable ou constantes par morceaux (Biondi et Caddemi, 2005;
Koplowa et al., 2006). Cependant, le comportement des cables a section variable a attiré
beaucoup moins d’attention. L’objectif de ce paragraphe est de développer une formula-

tion permettant d’étudier le comportement statique des cables endommagés localement.

Considérons maintenant un cable endommagé localement sur une distance a centrée sur

la coordonnée x = x4, tel qu’illsutré sur la figure 3.3.

L |
A() A«l Al)

i
i
a/2 ! a/2
-
T = Iq

Fi1G. 3.3 Réduction de la section du cable.

L’endommagement est modélisé par une réduction de la section et du moment d’inertie du
cable & 'endroit en question. Notons Aq la section endommagée. On introduit le coefficient

a = Ag/Ap out Ag est la section initiale saine du céable.

A(s) = Ao [1 - (1 - @)Gale — z) (3.7)

on (, est un fonction de la coordonnée x définie par

Cole) = 1 pour =zx€[—a/2,a/2] (3.8)

0 sinon.

L’idée ici est de reprendre les équations de la formulation analytique proposée par Irvine
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(1981) et de se servir des équations (2.12) et (2.13) que l'on rappelle ici
N Ha . (VA .1 {Va—mgs $ Hy

‘ = = he h p—— e l - = S

x(8) . [qm (HA) sinh T, + | TA ds

~ § 771,g VA . . HA ( VA )2 <VA - 'fﬁgﬁ) 2
) = === —5)ds+ = I+ —\/1+ | ———
) /0 EA(5) (mg > g VT s Hy

Ces équations sont adaptées dans ce travail au cas du cable endommagé en introdui-

sant de nouvelles intégrales obtenues a partir de ’expression de la section décrite par

I’équation (3.7). Ces intégrales sont

( H, s : < _a
FA, pour 3§ < x4 5
a
g §—(1-a){za—=
H; - H ( 2) a . a
ds = g — — < 8§ < - 3.
/0 EAG) s T - pour 4 § < xq+ (3.9)
A —§ + 1_—_@ a bour 8§ > xq + it
Ed, | a bOUl &= % 5
et
o EA(3) \ g
mgs (Va § ~ a
EA, <ﬁz§_§> pour sgxd—a

- a
m V. Td — 3 V,
e (a—1)|:~—A— 2} (1‘(1—9)—1-{—;—5]5} pour md—%<§§1:d+%

oE A mg 2 2/ |mg 2
e 1% Vi 0§ :

(3.10)

En utilisant les équations (2.12) et (2.13) introduites au chapitre 2, ces expressions per-

mettent de calculer les coordonnées paramétriques x(§) et z(5) du cable dans sa configu-
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ration statique. A titre d’exemple, considérons un céble tendu d’une portée L = 100 m,

ancré entre deux supports situés & la méme hauteur. Les propriétés du céble sont

Ag = 3,75 x 1073 m?
E =1,6 x 10* MPa
Hya=29%x10°N
a=1m

Aq =187 %x 1073 m? donec a=05

Supposons que la position de 'endommagement du cable peut varier selon la portée. La
tension horizontale Ha étant connue, on peut donc déterminer la longueur curviligne a
vide S et la tension verticale V & partir des équations (2.14) et (2.15). On trouve alors
que la longueur a vide S des cables endommagés est constante quelle que soit la position

de l'endommagement. Elle vaut dans ce cas

S = 97,77390309 m

En revanche, les résultats pour les tensions T et Vi, respectivement la tension et la ré-
action verticale 4 'appui A, dépendent de la position de 'endommagement tel qu’indiqué
dans le tableau 3.2.2.

TaB. 3.2 Tensions en fonction de la position de 'endommagement.
x4(m) Va(N) T4(N) AV V4 (Yo0)

10 167822,4863 2904851,87 ~0,415
20 167830,4226 2904852,33 ~0,368
30 167838,3589 2904852,79 -0,320
40 167846,2952 2904853,25 —0,273
50 167854,2315 2904853,70 ~0,226
60 167862,1678 2904854,16 ~0,179
70 167870,1041 2904854, 62 ~0,131
80 167878,0404 2904855,08 —0,084
90 167885,9767 2904855, 54 ~0,037
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On peut comparer ces valeurs & celles obtenues pour le cable sain

S = 97,79650810 m Va = 167892,1553 N

On peut également examiner pour chaque cas d’endommagement ou se situe la fleche

maximale, les résultats sont présentés dans le tableau 3.2.2.

TAB. 3.3 Position de la fléche maximale en foncion
de I'endommagement.

Zd (In) Smax (m) Tmax (m) Zmax (III)
10 48.877963 50,002363 1,446814
20 48,880275 50,004725 1,446678
30 48,882586 50,007086 1,446542
40 48,884897 50,009446 1,446405
50 48,887209 49,988718 1,446298
60 48,889520 49,991079 1,446435
70 48,891832 49,993440 1,446571
80 48,894143 49,995801 1,446709
90 48,896455 49,998162 1.446845

Ces résultats sont & comparer avec les valeurs pour le cable non endommagé

Tmax = 50,0000 m Zmax = 1,446952m

On remarque d’abord que la longueur initiale du cable endommagé est inférieure & celle du
cable sain. Cela s’explique par le fait que le cable endommagé & une rigidité longitudinale
plus faible que le cable sain, ce qui nécessite de I'étirer plus pour obtenir la méme tension
horizontale. La valeur de la force V' est dans tous les cas proches de la moitié du poids
du cable, ce qui signifie que pour notre configuration horizontale, le poids se répartit
équitablement entre les deux supports. On note cependant une petite variation en fonction
de la position de I'endommagement. En effet, ce dernier provoque une légére modification
du profil statique du cable et donc un changement de répartition du poids. D'une maniére
générale, le poids supporté est plus important sur le support le plus éloigné de la section

endommagée, et ceci alors que la masse linéique est constante.
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La figure 3.4 illustre ces résultats. On remarque que la fleche maximale du cable sain
est plus grande que celle des cibles endommagés. Ceci s’explique par le fait que les
cables endommagés sont & 'origine plus courts que le cable sain dont le poids est alors
plus important. Pour les cables endommagés, on voit que la fleche augmente lorsque
Iendommagement se rapproche des bords. En effet, la tension dans le cible étant plus
élevé prés des appuis, lorsqu’on introduit une faiblesse dans cette zone, cela provoque un
allongement plus important du cable. On note que nos résultats ont une allure symétrique.
Ils ne sont cependant pas parfaitement symétriques car la position de I’'endommagement

xq est relative a la coordonnée paramétrique 3, soit la position sur le cable & vide.

-1,445

-1,4452

-1,4454

-1,4456

-1,4458

N 14461

-1,4462 -

-1,4464

sain i
- _ xd/L=O,1

x/L=0,3 |
- = xJL=05

—1,447 . . ) " ) 1 N
0,48 0,485 0,49 0,495 0,5 0,505 0,51 0,515 0,52

x/L

-1,4466

—1,4468

F1a. 3.4 Profil statique du céble 1.

3.3 Modélisation numeérique par différences finies

La formulation analytique décrite au paragraphe 3.2.2, ne tient pas compte de certaines
propriétés du cable comme la rigidité flexionnelle. Une alternative possible est ['utilisation

d’une formulation numeérique en différences finies.
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3.3.1 Formulation simplifiée

Une formulation simplifiée du probléme en différences finies est donnée par Mehrabi et

al. (1998). L’équation d’équilibre est

o2 9%z 9%z
e (Efa—) g —me =0 (310

I’équation précédente est en fait une formulation simplifiée de celle que nous avons énon-
cée par 'équation (3.6). En introduisant I’hypothése d’un profil statique de faible profon-
deur pour le cable, qui se traduit par une faible inclinaison des éléments dz/dx <« 1, on
retrouve ’équation (3.11). Apres discrétisation en différences finies, le probléme revient a

résoudre le systéme d’équations linéaires suivant
K:z = mg (3.12)

ou K est donné par 'équation (2.73). Comme on peut le remarquer, cette formulation
ne prend pas en compte les déplacements longitudinaux du céble, et donc suppose que
le cables est inextensible dans le calcul du profil statique. Cette hypothése restrictive est
valide seulement pour des cibles dont le profil statique est trés plat. Son application est
moins rigoureuse dans le cas de cables ayant un profil statique de profondeur modérée a

importante.

3.3.2 Formulation avec rectification du terme de masse

Un des objectifs de ce projet étant de proposer des méthodes plus générales garantissant
une meilleure précision dans l'identification du comportement, nous proposons une amé-
lioration de la formulation décrite au paragraphe précédent. L’objectif de ce paragraphe
est donc de prendre en compte Peffet de la variation de longueur de 1’élément de cable
dans le terme de masse de cet élément. Lorsque 'inclinaison des éléments du céble aug-

mente, la longueur d’élément que 'on doit comptabiliser pour le terme de masse doit tenir
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compte de la fléche locale, et n’est donc pas égale & dz sur toute la longueur du cable. La

longueur de I’éJément considéré est en fait donnée par

dz\?
ds=4/1+ <£> de (3.13)

Ce qui donne finalement ’équation d’équilibre

2 2 2 2
o <E18—?> T A S (dz> =0 (3.14)

or? ox? SOx2 dz

Lorsqu’on subdivise le cable par différences finis, on obtient le systéme d’équations

q1 = (a1 + (=1)PB1)z1 + K1zo + 7123 —mgy/1+ (

2
23— Z
:77221+a222+1{223+f)/2z4_m/g\/1+( 3 1) -0

[N IR
g1
] S—
N

Il

jan

2
Zit1 — Zi-1
¢ = ~Bizi-2 + Mizi1 + @iz + KiZig1 + Yizie2 — mg\/l + (ﬁ—f——) =0

2
— Zp—9
Gn-1= ~Pn- 12n-3 + NMn—-12n—-2 + Qp_12n—1 + Kp—12n — MG 1+(n = ) =0

z 2
= —Onen-2 + NMnZn—1 + (an + (“1)p+1’7n —mg ( = 1)



ol p = 1 pour des ancrages encastrés et p = 2 pour des ancrages rotulés. Les coefficients

ai, Bi, i, ki et m; sont donnés par I'équation (2.74) avec k] = 0, soit

a; = ‘%(EIH—l —5EL; + Eli1) + 26];5

B = %E(EIH—I —2EIL; - EIL;_y)

= 2%4(EL-+1 +2EI — EI,_1) (3.16)
)i = —%(3% Bl - %

W= (Bl — 3EL) — 2

Ce systéme non linéaire peut étre résolu par une méthode numeérique telle que la méthode
de Gauss-Newton comme décrit par Chen et Li (2005) et Ortega et Rheinboldt (1970).
Cette méthode est utilisée ici pour résoudre le probléme des moindres carrés suivant : Les
fonctions qi, ..., ¢, étant données, on cherche le vecteur z = (z1, ..., z,) qui minimise la

somme suivante

Sz) =Y [a(=)]* (3.17)

La méthode de Gauss-Newton consiste a calculer une suite de vecteurs z*) qui mini-

mise S(z), la formule de récurrence est donnée par

D) — ) [Jq<z<k))T Jq(z(k))]

ol q = (q1,...,qn) et ou J; est la matrice Jacobienne de q. Les fonctions g; sont celles

-1

Jq<z(k)>Tq<z(k)> (3.18)

décrites par les équations (3.15). La procédure étant itérative, il faut donner un vecteur
initial z(®. On prend pour cela le vecteur calculé grace a I'équation linéaire (3.12). Cette
procédure a €té entiérement programnmée sous MATLAB dauns le cadre de ce travail. Les

résultats obtenus seront analysés par la suite sous le paragraphe 3.3.4.
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3.3.3 Formulation avec correction du terme de rigidité

Toujours dans le but de généraliser la méthode de résolution par différences finis et de
raffiner le modéle numérique, nous cherchons dans ce paragraphe a tenir compte de la
variation de la rigidité flexionnelle de I’élément due & son allongement. On reprend pour

commencer I'expression de I’équation (3.6)

d? EI d2z d?z 2\ 2
a2 PRGTELETH Iar P ”(—) =0
1 —_—
+ <dz> }

Si I'on développe le premier terme de I’équation précédente et que 'on garde seulement

les termes d’ordre 2, on obtient

d®>2dEIdz d*2 d3zdEI 4%z d%EI d2z
2

2
o —t—FEl+2———t————Hs—5—-m - — 1
dz? dz dz dzt + dez3 dr = dz? dz? Sdx mgq/ 1+ (d:):) 0 (3.19)

On effectue maintenant la méme discrétisation spatiale que précédemment pour obtenir

le systeme d’équations

3(Fl, — F1]
qQ — ~—————( 22h4 0)22(22 —221)=0
3(FlIs — ET
q2 — L—-:;W-—l)(qg — Zl)(Z3 - 222 + 21) = 0
ELii—FEI;i_
¢ — ( 1+12h4 =) (2it1 — zi-1)(2it1 — 22 + 2-1) =0 (3.20)
3(El, — EIl,_
In-1— ( n2h4 n=2) (2n — Zn—2)(%n — 22Zp—1 + 2p—2) =0
3(FI,_, — FI,
n — (Bl 12h4 +1)zn—l(zn—l —2z,) =0

ou les ¢; sont les fonctions similaires a celles définies par les équations (3.15). Notons

que pour assurer la continuité de la formulation, il est requis d’introduire les rigidités
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flexionnelles fictives Ely et E1,41. Ceux-ci ont pour raison d’étre d’empécher I'apparition
de singularité au niveau des appuis et doivent traduire la continuité du moment d’inertie
dans le cable au niveau des appuis. Dans la pratique, on prendra des valeurs égales 4 celles
des éléments proches. Le systéme (3.20) est également résolu en utilisant le programme
a base de Valgorithme de Gauss-Newton réalisé dans le cadre de ce projet. Les résultats

obtenus sont examinés dans le paragraphe suivant.

3.3.4 Comparaison des 3 formulations

Afin d’évaluer 'influence des termes de masse et de rigidité sur le profil des 12 cables
consideérés, la figure 3.3.4 montre la différence relative (en %) des profils statiques entre,
d’une part, les résultats de la méthode simplifiée décrite au paragraphe 3.3.1, et d’autre
part, ceux des méthodes corrigées pour la masse et pour la rigidité flexionnelle, décrite

dans les paragraphes 3.3.2 et 3.3.3, respectivement.

Sur les graphiques précédents, les courbes se confondent. En effet, le terme El; 1 — EIL;_;
qui est en facteur du terme de modification de la rigidité est nul car nous avons pris un
ET constant. On observe donc juste une différence entre la méthode simplifiée et les deux
autres méthodes. Si 'on examine maintenant la tendance générale, on remarque que le
Az est toujours positif et maximum sur les bords, ce qui montre, comine on s’y attendait
que plus I’élément considéré est inclingé, plus Deffet est important. Par ailleurs plus le
parameétre d’Irvine A? du cable considéré est élevé, plus la différence entre la formulation
simplifiée et les autres est grande. A une valeur de A\? donnée, il semble qu’il y ait peu de

différences entre les cables, car leur profil statique est proche.

3.3.5 Analyse du cables incliné

Les formulations présentées jusqu’a ce stade du mémoire ne sont valables que pour des
cables de portée horizontale. A la connaissance de auteur, la méthode des différences

finis discutée précédemment n’a pas encore été généralisée aux cas de cibles inclinés. Des
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Fi1a. 3.5 Différences relatives (en %) de fléchissement entre les différentes méthodes en
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formulations répondant & cet objectif sont proposées dans ce paragraphe.

3.3.5.1 Formulation simplifiée

Reprenons la formulation simplifiée, mais en ajoutant un dénivellé entre les appuis du

cables. Les conditions aux limites changent, et deviennent dans ce cas

(3.21)

Nocuds

FiG. 3.6 Eléments et noeuds du cable incliné.

On obtient alors le nouveau systéme d’équations

(1 =m)z1 + Prze + a1z —mg =0

Kozl +Yaz9 + Pozg + anzg —mg =0

MZico + Kizic1 + Yz + Bizig1 + dizigo —mg =0 (3.22)

N-2ZN—~4 + KN—22ZN-3 + YN-22N-2 + BN—22N-1 + an_od —mg =0

NIN-12N-3 + KN—12N-2 + (YN-1 — an_1)2N-1 + Bn-1d + 2ay_1d —mg =0

Etant données les simplifications liées & la formulation linéaire, et notamment I'’hypothése



de la faible inclinaison des éléments de cable dz/dx < 1, ces derniéres équations ne sont
rigoureusement valables que pour des valeurs d < L, ou L est la portée horizontale du

cable.

3.3.5.2 Formulation généralisée

Afin d’éliminer les limitations de la formulation précédente, envisageons un céble de corde
inclinée, soumis & une tension initiale et & son propre poids. On effectue un changement
d’axes de fagon a ce que P’axe x soit paralléle & la corde du cable. La configuration initiale
correspond au céible horizontal tendu avec une force horizontale H;. Le cable est repéré
par sa coordonnée curviligne 3. Dans la configuration déformée, on note x(§), et z(s)
la position du cable. Celui-ci est soumis & des forces linéiques horizontales et verticales
notées respectivement h et r. On considére un élément de longueur ds dans la configuration

initiale. Celui-ci a la longueur d3 dans la configuration déformée.

05 = \/[2(5 + d3) — 2(3)] + [2(5 + d5) — 2(5))* = V/dz? + d2? (3.23)
L’équilibre des forces appliquées sur 'élément de cible donne

dH, = Hy(5 + d§) — Hy(3) = —hd3 (3.24)

AV, = Vi(5 + d3) — Va(3) = —rd3 (3.25)

My(5 + d3) — My(3) + Hy(5)[2(5 + d§) — 2(5)] 326)
— Vy(8)[2(5 + d5) — 2(5)] = dM; + Hy(3)dz — Vi(8)dz = 0

Or, en reprenant Pexpression de ’équation (3.5)

EI d?z

- 2o\ 2 3/2 452
ds
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et en dérivant I’équation d’équilibre (3.26), on obtient

d®M, dH,(3)dz d?z  dVi(8) dzx _d%z
@ & BE T T s M=t B
Qui aprés substitutions donne
d? EI d%y dz d?z dx d%z
— —h— S\ +r——Vi(§)——= = 2
152 M T HE) g g ~llgg =0 (328)

du\ 2 3/2 452 ds
1+ (Y
(&)

On trouve ainsi une premiére équation, mais qui n’est pas suffisante pour résoudre le

probléme, & savoir déterminer les coordonnées du cible a 'équilibre statique. Une seconde
relation est obtenue grace a la loi de Hooke. Soit Ti(3) la force totale qui s’applique sur

la section du cable

Ti(s) = VHs(3)? + Va(5)? (3.29)

La loi de Hooke stipule que

(3.30)

Ce qui donne finalement

VH(3)2+ Vy(5)2— H, = EA \/G—;“—)Q + (%2)2 -1 (3.31)

Les équations (3.28) et (3.31) représentent deux relations a deux inconnues. On discré-
tise le probléme afin d’effectuer une résolution par différences finies. L’équation (3.28)
discrétisée entraine

d?EId%z dEI a3z d*z dz d?z dz d%x

ds? ds? + ds ds3 dst ds * S(q)dsz +rds S('s)dsz ( )



soit

viz(i+2)+kiz(i+ 1)+ z(i) +miz(i=1) = Biz(i —2) + 0z (i + 1) + (i) + vx(i—1) = 0

(3.33)
ou
2 2H, (3
1
Bi = Q(EL‘H —2EI; - El, )
1
) .
Ky = ——Z(3EIZ - EIi—l) - HS‘(ZS)
a a (3.34)
2 Hq(s .
n = E(EIHI —3EL) - 2(2 )
PR AC)
Y 2a a?
2V5(3)
Hi = a2
- W)
YT o a?

L’équation (3.31) donne aprés discrétisation

. . 2 . . 2
VEGETViEE - Hi = BA J x(z+1)—w(z~1)j| +[z(z+1)—z(z—1)} 1

2a 2a
(3.35)
Les conditions aux frontiéres sont dans le cas d’appuis rotulés
z(0)=0
z(0)=0
M) =0=2(1) = —2(-1)
(3.36)
z(L)=1L
2(L)y=0



Ce systéme non-linéaire de 2V — 2 inconnues et équations est résolu numeériquement a
I’aide de I'implémentation de algorithme de Gauss-Newton décrit précédemment. A titre
d’exemple, la figure (3.7) illustre les résultats de la fleche locale z obtenues pour le céble

1, suivant des inclinaisons variant de 0 a 80 degrés par pas de 10 degrés.

z(m)

F1G. 3.7 Profil du céble 1 par rapport a la tangente a différentes inclinaisons (en °), calculé
en différences finies.

Notons que bien que le cables soit étudié pour plusieurs inclinaisons, celles ci n’appa-
raissent pas dans les appuis, en effet il faut rappeler que nous nous sommes placés dans
un systéme d’axes incliné dont 'axe x est aligné avec la corde du cible. Le profil réel peut
alors étre aisément obtenu par un changement de repére inverse. Lorsque 'on regarde de
prés les valeurs, on constate que le point de fléche maximale se décale du centre lorsque
Pon incline le cable pour se déplacer vers appui bas, comme le montre le tableau 3.3.5.2.
Il est important de noter que du fait de la discrétisation spatiale, il n’est pas possible
d’obtenir précisément le point de fieche maximal, celui c¢i se trouvant généralement entre

deux noeuds. Les coordonnées répertoriées dans le tableau sont celles du noeud le plus
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TAB. 3.4 Coordonnée de V’élément de fleche

maximale.
Inclinaison Tmax{m) Zmax (1)
0° 49,995986 1,479870
10° 50,001954 1,472553
20° 50,007983 1,419474
30° 51,003948 1,320937
40° 51,003881 1,128991
50° 51,010625 0,997082
60° 51,009624 0,780598
70° 51,003952 0,536522
80° 51,033513 0,273189

proche de ce point. Par conséquence, on ne peut pas vraiment dégager un déplacement
net du point de fleche maximale, mais seulement une tendance. Par ailleurs, comme le
cable considéré est trés tendu, le décalage du profil statique vers 'appui bas est moins
marqué. La figure 3.8 montre d’ailleurs que ce décalage est légérement plus visible pour

le cable 10, dont le profil statique est plus profond.

3.4 Conclusion

Ce chapitre a d’abord permis d’introduire une formulation numérique simplifiée en dif-
férences finies pour étudier le comportement statique des cébles suspendus. Constatant
certaines limitations de cette technique, nous avons développé trois nouvelles formulations
numériques qui prennent en compte des effets supplémentaires, améliorent la précision et
élargissent le champ d’applications possibles. Nous avons aussi établi de maniére analy-
tique le calcul des coordonnées d’un céble sans rigidité flexionnelle, mais comportant une
modification locale de la section. Les différentes formulations présentées permettent le
calcul d'un grand éventail de cas. La méthode analytique permet une résolution exacte,
mais ne tient pas compte de la rigidité flexionnelle des cables qui peut étre importante
dans certains cas. Une méthode numérique s’avére alors nécessaire. Notons que seule la
méthode que nous avons désignée comme simplifiée permet une résolution linéaire. Fina-
lement, le profil statique étant déterminé, le comportement dynamique du cable peut étre

examiné, ce qui constitue le théme du chapitre suivant.
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F1G. 3.8 Profil du cable 10 par rapport & la tangente a différentes inclinaisons (en °),
calculé en différences finies.



CHAPITRE 4

COMPORTEMENT DYNAMIQUE

4.1 Introduction

L’objectif principal de ce chapitre est de généraliser les formulations du comportement
statique développées au chapitre précédent au cas dynamique. Les comportements dy-
namiques des cables sains et endommagés sont déterminés et comparés afin de mettre
en évidence des tendances de comportement. Les profils statiques calculés au chapitre
précédent constituent la configuration initiale des problémes considérés dans ce chapitre.
Dans un but de concision, nous nous limiterons a la présentation des calculs relatifs au
premier mode de vibration des cables étudiés. Les autres modes de vibration peuvent étre

déterminés en utilisant la méme formulation.

4.2 Formulation analytique

Considérons un céble de section uniforme ancré entre 2 appuis situés au méme niveau.
Rappelons les équations (2.19) et (2.20) proposées par Irvine (1981) pour décrire le com-

portement dynamique du cible non amorti

0% d?z 0%v

A R A

912 + 4 dz2 m ot?
Pw m82w
0x2 o2

La formulation analytique recherchée vise a modéliser le comportement dynamique d’un
cable et tenant compte d’'un endommagement simulé par une modification locale de la
section. Cette formulation permettra de cerner l'influence d’un tel endommagement sur

le comportement dynamique du cable.



4.2.1 Cable sain

On commence donc par étudier les cables dont les caractéristiques sont résumées dans le
tableau 3.1, ceux-ci constituant & notre sens un échantillon assez large des cables utilisés en
génie civil. On remarque qu’a I'exception du moment d’inertie, les cables ont des propriétés
identiques 3 & 3. Etant donné que la formulation analytique ne tient pas compte de la
rigidité flexionnelle, les cables sont réunis en 4 sous-groupes dont les caractéristiques sont

données dans le tableau 4.1.

TAB. 4.1 Propriétés des cables.

Groupe Cables m(kg/m) Hy(N) 22
1 1a3 350 2,9 x 10° 0,60
2 436 400 3 x 109 3,24
3 749 4 1,92 x 104 83,75
4 10 & 12 380 1 x 108 214,47

La résolution analytique des modes symétriques du cable sain a été décrite au chapitre 2.

Rappelons que les fréquences sont déterminées par 'unique paramétre A2, selon I’équation

a2 4y
T2 \2

déja énoncée

Les modes antisymétriques sont en revanche obtenus directement par I’équation (2.40). A
I’aide de ces équations, nous allons maintenant calculer les fréquences propres des modes

dans le plan des cébles considérés.

On obtient les résultats présentés dans les tableaux 4.2 et 4.3, pour les modes respective-

ment antisymétriques et symétriques.

TAB. 4.2 Fréquence des premiers modes antisymétriques.
Groupe fantil (HZ) fantiz (HZ) fantig (HZ) fanti4 (HZ)
1 0,910259 1,820518 2,730777 3,641036
2 0,866025 1,732051 2,598076 3,464102
3 0,692820 1,385641 2,078461 2,771281
4 0,512989 1,025978 1,538968 2,051957




TaAB. 4.3 Fréquence des premiers modes symétriques.
Groupe fsym, (Hz) fsym, (Hz) fsym, (Hz) fsym, (Hz)

1 0,466199 1,365806 2,275737 3,185939
2 0,487002 1,301241 2,165530 3,031258
3 0,868383 1,158318 1,746003 2,429047
4 0,713719 1,129967 1,350122 1,806937

Pour reconnaitre le type de mode, i.e sysmétrique vs. antisymétrique, les fréquences ob-

tenues sont classées dans l'ordre croissant et présentées dans le tableau 4.4.

TAB. 4.4 Répartition des fréquences propres

Groupe fi f2 f3 Ja fs
1 f sym; f antiy f syms f antis f .symg
2 fsyml fanth fsym2 fantiz fsym3
3 fantil fsyml fsyl’n2 fantiz fsym3
4 fanth .fsym1 fantiz fsym-z fsymg

On remarque d’emblée U'inversion du premier mode qui intervient pour les cébles des
groupes 3 et 4. En effet, dans le cas de ces cables, A?> > 472, donc le premier mode est
antisymétrique. Pour les cables du groupe 4, le troisiéme mode est également inversé, car

A2 > 1672, comme discuté par Rega (2004).

4.2.2 Cable endommagé

Considérons maintenant un endommagement modélisé par une diminution locale de la sec-
tion du céble en x = x4 sur une longueur a. La masse linéique reste néanmoins constante.

A cet endroit, la section endommagée est notée A4. On introduit le coefficient a = Aq/Ap

(figure 4.1).

| S
Ay Aq Ao
]
]
a/2 ! a/2
4 ——>
T = T

F1c. 4.1 Réduction de la section du cable.



Afx) = Ap[1 = (1 — )Ca(® — z4)]

avec
1 pour —-a/2<z<a/2

Calz) =

0 sinon.

On ne va s’intéresser ici qu’'aux modes symétriques. En effet, ce sont les seuls qui in-
troduisent dans le cible une tension suplémentaire Hy dont le calcul tient compte de
la section du cable. On garde ici I'appellation de "symétrique" pour les modes qui in-
troduisent une tension dynamique, méme si la composante verticale de ces modes n’est
plus rigoureusement symeétrique lorsque le cable est endommagé. Dans le calcul des autres
modes, ’élasticité du cable n’intervient pas et ils ne seront alors pas affectés par le scénario
d’endommagement que nous envisageons. La tension horizontale dynamique est calculée
a partir de I'équation (2.26)

Ha (d5\*_ou  dzdv
EA\dz) 0z dzox

or, comme la section n’est plus constante, celle-ci ne s’intégre plus dela méme maniére. Il

L -\ 3 L L
Hy [ds ou dz Ov
S () = | Ly i 41
/0 FEA (dx) dw o Oz a:+/0 dxaxdx (41)

Les conditions aux limites imposent u(0) = u(L) = 0, soit

faut écrire

L oy

Une intégration par parties donne par ailleurs

L L
dz Ov mg
——dr == d 4.3
o dzox v Hs/() ver (43)
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Enfin avec les notations introduites par I'équation (3.7) pour ’endommagement, il vient
‘L Hy (ds\? za=e/2 gy (d5\*® zate/2 gy /ds\®
— | — ) dz= — | — ) dz+ — | dx
o FA\dzx 0 EAp \dz za—aj2 @EAo \dz
L =\ 3
Hy (ds)
_+_/ S dz 4.4
.'17(1+a/2 EAO d.'L' ( )

zq+a/2 =\ 3
w-(-0) [, (8) -
184 rg—a/2 dz

Avec, tel que défini par I’équation (2.28)
L 3
ds
L.= — ] d

1 zata/2 /g3 .
La(2a) = Le — (1—5;) /md_a/2 (E) dz (4.5)

Le but du calcul précédent était de déterminer Pexpression de Hy qui maintenant dépend

o

Notons

des caractéristiques de l'endommagement, a, a et x4. On reprend maintenant 1’équation
(2.43)

d%% 5. ME
+ mw?t = —ng

)2 i
Sdxz2 H,

avec les notations définies par les équations (2.44) a (2.47), une solution s’écrit

H

W—_—'@

1 —tan % sin(QX) — cos(QX)] (4.6)

En remplagant les derniéres variables adimensionnées par un unique parameétre, il reste

tallg—-—g———4—— 9 ’ (4.7)
2 2 Afz)? \2 '

2
()’
H

Da(za)]” = (TW (4.8)

ou

E A
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Cherchons a évaluer Ly(zq). Dans un premier temps, nous allons considérer le profil
statique du céble non extensible pour effectuer les calculs. L’expression de la coordonnée

paramétrique du cable est selon Irvine (1981)

hp() )] e

Ce qui permet de calculer la valeur de I'intégrale

rq+a/2 ds 3 H meg I o g I a 2
— )} dz=—>|sinh |2 = — o h|—= (=2 —aq+=
/md_a/Q (d:c) T 3me sin [Hs (2 xd+2>}cos1[ﬂs (2 :Fd+2>}
L L
+2sinh [%—f <§—xd+%)] — 2sinh [% (E—xd—%>}
mg a

Pour représenter l'intégrale précédente, on utilise les variables adimensionnées suivantes

Xd = .Z’d/L
(4.11)
C = mgL/H,

et la fonction

o) = {h o (5 xar gy ) eosn o (- xar )|+ 20 [0 (5= xaw 5]
— sinh [C(%—Xd—i)]cosh [C(l_xd—ﬁﬂ + 2sinh [C(l-xd—%ﬂ}

(4.12)

La figure 4.2 montre la fonction (4.12) pour plusieurs valeurs de C et a/L = 1/100.
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0,044 T T r .

0,042

0,04

0,038

0,036

0,034+

0,032

0,03
0

Fi1a. 4.2 g(X4) pour C = 1 courbe (-), C = 0.8 courbe (- -), C = 0.6 courbe (--) et
C = 0.4 courbe (—-).

4.2.3 Discussion

Etant donné que o < 1, on a systématiquement L,(Xq) > L.. On remarque également
sur la figure 4.2 que Ly(X4) augmente lorsque 'endommagement est situé sur les bords et
a ses valeurs maximales pour Xy = 0 ou X4 = 1. Si 'on examine maintenant le paramétre
Aa(X4q)?, sa variation est inverse de celle de L,(Xy) : il est maximal lorsque I’endomma-
gement est situé au centre du cable. On peut alors déterminer la tendance de variation de
la fréquence du premier mode propre symétrique dans le plan en fonction de la position
de I'endommagement. En effet, plus A\? est élevé, plus (2 sera élevé. On en déduit donc que
la fréquence du premier mode symétrique dans le plan est plus élevée lorsque ’endornna-
gement est situé au centre plutét que sur les bords du cable. On continue I’analyse pour
le céble 1 [Tab. 3.1]. On envisage un scénario d’endommagement correspondant & o = 0.5
et a/L = 0.01, et on calcule le rapport de la différence de fréquence pour le premier mode

entre les cables sains et endommagés. La figure 4.3 montre la variation de la fréquence
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fondamentale en fonction de la position de 'endommagement. La variable représentée est

SA_f _ fsain - fendomma‘ge

f f sain

(4.13)

-2.336 ™ — T T

-2.3381 ]

-2.34} 1

—2.342¢ 4

Aff

~2.344F ]

—2.346} ]

~2.348} 1

_2.35 Il —1 S |
0 . . .

Fi1G. 4.3 Af(X4)/f pour le cable 1.

Comme on l'avait remarqué précedemment, un endommagement situé sur les bords af-
fecte plus la fréquence du cable qu’un endommagement situé au centre. Cela correspond &
l'intuition que l'on avait, & savoir que I'influence de 'endommagement serait plus impor-
tante aux endroits ou la tension du cible est maximale, prés des appuis. Il est important
de noter que cette tendance n’est valable que pour le premier mode symétrique. En effet,
dans le cas des cébles dont le premier mode est asymétrique, celui-ci n’implique aucune
tension dynamique dans le cable. On en déduit que sous les hypothéses formulées, il n’y
a pas de modification de la fréquence dans le cible endommagé. On s’interesse également
a Deffet de «, soit la proportion d’endommagement, sur la variation de la fréquence. Pour

cela on choisit un endommagement & Xq = 0.25 et on fait varier «. On obtient la courbe
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représentée sur la figure 4.4. Comme on pouvait s’y attendre, lorsque le cible est sectionné

Cable 1
~0,02}

~-0,04
0,061

0,08+

Aflf

—0,12r
-0,14r
0,161

—0,18r

-0,2
0 0.8 1

F1a. 4.4 Variation de Af/f en fonction du parametre « pour le cable 1.

(a — 0), Af/f tend vers —oo, alors que quand le cables est sain (« = 1), Af/f = 0.
Entre ces deux limites, la variation n’est pas linéaire, et plus le cable est endommagé,

plus la variation de fréquence sera élevée, ce qui permettra une détection plus aisée.

11 est également important de vérifier Vinfluence du paramétre a, définissant la longueur
de la portion endommagée, sur la variation de la fréquence fondamentale. Choisissons
pour cela un endommagement placé & Xq = 0.25 et prenons a = 0.5. La figure 4.5 illustre
la variation de Af/f en fonction des différentes valeurs de a. On remarque que cette
fois, la variation est linéaire. Comme on 8’y attendait, plus la portion endommagée est
grande, plus la fréquence est abaissée. Si U'on compare maintenant 'influence relative
des différents paramétres sur la variation de la fréquence, on peut envisager les scénarios
indiqués dans le tableau 4.2.3. On peut alors conclure sur Uinfluence relative des différents
paramétres sur la variation de fréquence. Il apparait que la position de 'endommagement

a une influence treés faible par rapport & la proportion et la portion de cable endommagé.



-0,02 T T — -

Cable 1
-0,04 4

-0,06| :
-0,08} :

-0,1F |

Aflf

~0,12f |
-0,14} 1
-0,16} 1

-0,18} -

_0’22 1 1 1 !
0 0,02 0,04 0,06 0,08 0,1
a/L

FiG. 4.5 Af(a/L)/f pour le cable 1.

De méme, un doublement de la portion endommagée influence moins la fréquence qu'un

doublement de a sur une portion constante. En conclusion, on peut écrire le classement

Af(a) > Af(a/L) > Af(Xq) (4.14)

La formulation analytique que nous venons de développer permet de prendre en compte
la présence d’un changement de section local dans un cable lors d'un calcul dynamique, et
de conclure sur 'importance relative des différents parameétres sur le comportement dyna-
mique d’'un tel cable. Cette formulation originale peut également étre utilisée pour valider
la sensibilité des modeéles numériques. Notons cependant qu’elle ne tient pas compte de la
rigidité flexionnelle du céble. L'importance de ce paramétre est examinée numériquement,

dans la section suivante en utilisant une formulation par différences finies.
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TaB. 4.5 Af/f(%) pour différents scénarios
d’endommagement.

Xa a a/L Af/ (%)
0.25 0.8 0.01 -0.063344
0.25 0.8 0.02 -0.123433
0.25 0.6 0.01 -0.161791
0.25 0.6 0.02 -0.303142
0.5 0.8 0.01 -0.063263
0.5 0.8 0.02 -0.123280
0.5 0.6 0.01 -0.161593
0.5 0.6 0.02 -0.302794

4.3 Modélisation numérique par différences finies

Constatant les limitations de la méthode analytique, nous nous proposons d’inclure des ef-
forts autres que les efforts axiaux dans les équations dynamiques des cables. Bien entendu,
ceci a pour but de tenir compte de la rigidité flexionnelle du cable. Le bilan des forces
dynamiques s’exercant sur un troncon élémentaire du cable est illustré sur la figure 4.6.

L’indice inférieur < 4 > indique une force dynamique.

L’équilibre des forces appliquées sur le trongon élémentaire donne

d(Hs+ Hq) =0 (4.15)
Vy 0%v dz\?

dMg  OMy dz  Ovy
Vot Va— = e (Hg + Hg) (8; + M) =0 (4.17)

ou m est la masse du cable chargé dynamiquement par unité de longueur curviligne.
En introduisant 1’équilibre statique de I'équation (3.4), I'équation (4.17) devient

dz OMy dz Ov
i 2 ) = 4.
Hsdx +Va Ee (Hs + Hg) (daj + aa:) 0 (4.18)
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Configuration
_ statique chargée

Portée
horizontale

Configuration
dynamique

H, +dH,

Ve +dVg

Ve+ V4
v M + My
do| Hs+H. \ o+ M+ d(Ms + My)

Hy + Hyg+d(H, + Hy)

Vi+Va+d(V, + Vo)

FiG. 4.6 Equilibre dynamique d’un troncon élémentaire du cable en incluant l'effet de la
rigidité flexionnelle (Bouaanani, 2005).

soit
OM, ov dz
Vi— =2 — (Hs+ + Ha) 5=~ Hag =

- - =0 (4.19)

En généralisant I'expression du moment donnée par ’équation (3.5) au cas dynamique,

Pécuation (4.19) donne aprés dérivation

8V 82 EI 822 827.} dQZ

d 2 3/2 8:1:2 - (Hs + Hd)ar‘z - Hd— =0 (420)
Oz :
ox

dx?
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d’ou, d’aprés ’équation (4.16)

92 EI 022 5% d?z 0% dz\?

a7 o 0a? = (e He) g~ Hagg + g ”(a) Y
[H (*)]

or

Cette équation est générale. On vérifie qu’en faisant tendre I — 0 et en gardant unique-

(4.21)

ment les termes d’ordre 1, on retrouve I’équation simplifiée (2.43). La complexité d’une
telle équation et la présence de dérivées d’ordre 4 rend difficile la résolution analytique.

On choisit donc d’effectuer une résolution numeérique par différences finies.

4.3.1 Formulation simplifiée

Une formulation simple est donnée par Mehrabi et al. (1998) et est revue au chapitre 2.
Dans cette formulation, I’équation (4.21) est simplifiée par ’hypothése de faible inclinaison
des éléments de cable, qui se traduit par dz/dz <« 1. Afin de vérifier la méthode, nous
reprenons les équations (2.70) 4 (2.79) et les programmons dans un code MATLAB pour
effectuer la résolution du calcul spectral des 12 cables de référence dont les propriétés
sont données dans le tableau 3.1. Chaque céble a une portée de 100 m et est fixé par des

rotules 3 ses extrémités.

On se limite au calcul des 5 premiéres fréquences. En effet, dans les applications de cables
qui nous intéressent, on peut montrer que ce sont les premiers modes qui contrdlent la
réponse dynamique de la structure, les modes supérieures ayant des amplitudes largement
moindres. Les fréquences propres obtenues sont résumées dans le tableau 4.3.1. D’emblée,
nous pouvons comparer les valeurs trouvées avec celles obtenues précédemment par le
calcul analytique. Les deux méthodes montrent une excellente concordance. Les fréquences
calculées par différences finies semblent également montrer 'inversion des modes pour les
cables 7 & 12, mais seule la représentation graphique des modes pourra nous confirmer

ce résultat. Les figures 4.3.1 montrent donc la forme des premiers modes calculés par
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TAB. 4.6 Fréquences propres des premiers modes calculées par
différences finies.

Cable fi1(Hz) fo(Hz) f3(Hz) fa(Hz) f5(Hz)
0,466384 0,910159 1,365475 1,819716 2,274172
0,466395 0,910258 1,365808 1,820507 2,275715
0,466704 0,913077 1,375282 1,842915 2,319262
0,487449 0,865940 1,300969 1,731366 2,164194
0,487454 0,866054 1,301349 1,732276 2,165966
0,487632 0,869294 1,312154 1,758000 2,215878
0,692739 0,869966 1,159845 1,384986 1,744831
0,692803 0,870105 1,159922 1,385499 1,745776
0,694632 0,873611 1,162325 1,400052 1,772752
0,512945 0,713929 1,025627 1,132465 1,350876
0,513026 0,714235 1,026273 1,133032 1,351594
0,515328 0,722451 1,044529 1,145456 1,373417

[
DD S © 0~ O U WD

différences finies.

Les figures 4.3.1, montrent effectivement que pour les cables 7 & 12, le premier mode
est antisymétrique et que pour les cables 10 & 12, le troisiéme mode l'est également ce
qui correspond exactement & ce que nous avons calculé avec la méthode analytique. On
peut aller encore plus loin dans 'analyse et remarquer que pour les modes symétriques
des cables 7 a 12, il y a des noeuds de vibration, comme décrit dans Irvine (1981).
Cette résolution semble donc donner la méme précision que le calcul analytique, mais
donne également des informations supplémentaires. En effet, la méthode analytique ne
tenait pas compte de la rigidité flexionnelle, qui si on regarde les résultats semble avoir
une influence sur les valeurs des fréquences propres. En effet, plus le moment d’inertie
est élevé, plus les fréquences propres le sont. Les modes élevés sont plus influencés que
les premiers. En effet, la multiplication des noeuds dans la forme de ces modes a pour

conséquence d’accroitre la courbure et donc l'influence de la rigidité flexionnelle.

4.3.2 Formulation avec rectification du terme de masse

Bien que constituant une amélioration par rapport i la formulation analytique, la ré-

solution précédente doit encore faire face a plusieurs limitations. Comme on ’a vu au
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chapitre 3, on peut obtenir une formulation plus précise si U'on sacrifie la linéarité des
équations, en modifiant le terme de masse dans I'équation dynamique (2.63) pour y in-
clure l'effet de l'allongement de I’élément de cable, comme vu dans I’équation (3.14).

L’équation dynamique devient alors

d*(EI) d%v dEI d%v d* d%v 0%z
kSl B i 5] SR - e -
dz? dz? dz da3 + dzt ® dx2 4552
(4.22)
dz\?2
+ mp2ugy /1 + <—> =0
dz

En effectuant une discrétisation spatiale du probléme, on arrive a 1'équation matricielle
suivante

(Ks + K, )v+Mpiv =0 (4.23)

ou Ky est donné par (2.73), et K, par (2.75). La matrice M’ est une matrice diagonale

dont les termes valent

. i 2
Mi; = m\/l + {Z(Z + 1)2_h‘(1’ D (4.24)

La résolution du probléme de fréquences propres est effectuée en calculant les valeurs
propres généralisées de la matrice K par la matrice M’. Les résultats obtenus seront

discutés plus tard dans le paragraphe 4.3.4.

4.3.3 Formulation avec rectification du terme de rigidité

L’objectif de ce paragraphe est de résoudre le probléme dynamique avec une formulation
qui tiendrait compte d’une modification du terme de rigidité. Cette généralisation, appli-
quée dans le chapitre 3 au cas statique, permettrait de prendre en compte 'allongement

de ’élément de cable, et par conséquent de s’affranchir de Uhypothése d’un profil aplati.

Pour développer une telle formulation, il faut reprendre 1'équation (4.21). Lorsque l'on

discrétise le probléme comme précédemment pour le résoudre en différences finies, il reste
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des termes quadratiques qui empéchent la résolution par valeurs propres. Si 'on suppose
que les déplacements dynamiques sont petits et que les termes quadratiques sont négli-
geables, on retrouve la formulation avec rectification du terme de la masse. Il semble donc
difficile de garder la linéarité permettant le calcul spectral si 'on souhaite supprimer 1'hy-
pothése de profil aplati du cable, et généraliser le calcul pour des cébles ayant un profil

statique profond.

4.3.4 Comparaison

Etant donnée la difficulté d’obtenir une formulation appropriée avec un terme de rigidite
rectifié, on se contente ici de comparer les deux formulations : simplifiée et avec rectifica-
tion de terme de la masse. On effectue donc le calcul de la premiére fréquence propre pour

chacun des cébles et on rassemble les résultats dans le tableau 4.7. Les différences entre

TAB. 4.7 Fréquence du premier mode avec les 2 méthodes.

Céble fsimpl(HZ) frecti(HZ) Af/f(%)
1 (0,4663611 0,4664069 0,0098140
2 0,466372 0,4664178 0,0098143
3 (,4666825 0,4667283 0,0098227
4 0,4875286 0,4875541 0,00562363
5 0,4875351 0,487560 0,0052375
6 0,4877195 0,4877453 0,0052774
7 0,6922276 0,6927385 0,0738075
8 0,6922918 0,6928028 0,0738074
9 0,69412 0,6946323 0,073801
10 0,5116882 0,5129453 0,2456621
11 0,511769 0,5130262 0,2456620
12 0,5140655 0,5153281 0,2456108

les deux méthodes restent faibles, mais on peut quand méme faire quelques commentaires.
Les différences au sein d’'une méme catégorie de cables sont extrémement proches. Ce sont
les cables 10 & 12 qui montrent la plus grande différence, ce sont également ceux qui ont
le plus grand fléchissement. Comme on s’y attendait, il n’est intéressant de prendre en
compte l'effet de la rectification de la masse que lorsque le fléchissement devient impor-

tant.
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4.3.5 Cables inclinés

Nous avons vu dans le chapitre 3 que la formulation qui faisait le moins d’hypothéses sur
le profil cable tenait compte des déplacements longitudinaux des noeuds et incluait une
force linéique pas forcément verticale. En reprenant la formulation généralisée décrite au
chapitre 3.3.5.2 et en incluant cette fois les forces dynamiques, on peut écrire les équations

dynamiques dans le plan

Pu dHy 0%y
(92’0 dVd (921)

dz Ou dMy,  IMy dz  Ov\ _
(%+Vd)(—(g+%)—-—_——_(HS_FHd)(E_{-%)_0

On rappelle que h et r sont respectivement les forces linéiques horizontale et verticale
qui s’appliquent sur les éléments de cible. En combinant ’équation précédente avec les

équations d’équilibre statique (3.24) a (3.26), on obtient

Ju de OMy ov dz
On peut exprimer My de la maniére suivante
—E7 0%
Mg = 32 52 (4.27)
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Apres dérivation et substitution, on obtient alors

0? El v 0 Ju %y OVyde d?z
il i V4 V) gr Yrd el
Os? [ 5o\ 2 3/2 952 + 88( s+ d)as +(%+Vd)852 + Os ds 4152
14 (-) }
Os
0 o v OHydz d?z
_%(Hs'i'Hd)'ég (Hs“‘Hd)a 2_—6—8_&3—_ daé_j 0
(4.28)
soit
2 EI 0% 0% ou 0%u d?vdx d%z
5;5 I: e 23/25‘:95 +(mW~T>£+(%+Vd)_8—S_2+ma—tfd_§+Vd_dﬁ_z
14 (—) }
0s
9%y ov v 0*udz d2z
- (mﬁﬁ—h> g5 st Hago —mags gy~ Hagg =0
(4.29)

La formulation que nous avons établie et qui prend en compte le déplacement longitudinal
des noeuds, de par son absence de limitations pourrait également servir au calcul de
cables & grand fléchissements. Néanmoins, comme nous avons vu avec la formulation
avec rectification de la rigidité, elle se heurte au probléme de la non linéarité des équation
qui rend impossible le calcul par valeurs propres, & moins d’une linéarisation qui lui ferait

alors perdre son originalité.

4.3.6 Cables endommageés

Dans les paragraphes qui précédent, nous avons cherché & améliorer la formulation par
différences finies des cables en essayant de supprimer les hypothéses relatives au profil.

Nous allons maintenant nous intéresser a la résolution numérique des cables endommagés.



Nous avons vu précédemment une formulation analytique qui nous a donné un certain
nombre de résultats intéressants que nous allons maintenant tenter de retrouver a l'aide
d’une résolution par différences finies. La formulation qui nous vient immédiatement a
Pesprit est celle proposée par Mehrabi et al. (1998) et reprise par Bouaanani (2006).
Neanmoins, son apparente simplicité ne doit pas faire oublier 'hypothése implicite faite
par 'auteur pour arriver a son résultat, a savoir que EI(z) € Co([0,100]), soit EI(x)
doit étre deux fois différentiable. Si on considére que ’endommagement est représenté
par une réduction de la section d’un élément du céble, on ne peut simplement changer
les propriétés d’'un élément dans la formulation de Mehrabi, car la fonction EI(z) alors
considérée ne vérifierait pas ’hypothése précédente. Pour résoudre ce probléme il faut
donc séparer le cable en 3 parties sur lesquelles ET est constant et écrire les conditions
aux frontiéres. Pour chaque partie du cable, I'équation du mouvement (2.63) reste valable,
avec dans notre cas ¢, ¥’ nuls et ET constant, ce qui donne pour le cas statique
d*z d?z

EFl— — H,

Considérons l'interface ol le cible change de section. On va noter avec un indice 1 la

partie gauche et 2 la partie droite, voir figure 4.8.

EA; El,

F1G. 4.8 Noeuds au niveau des interfaces du cable endommagé.

Dans chaque partie du cable, on a donc d’apres 'éequation (4.30)

d42’1 dQZl
4 2
oy e . (4.32)

drt  °da2



On note z4 la position de I'endommagement. Les conditions & l'interface imposent

Zl(id) - ZQ(CL’d) (433)
2 (ra) = e (434
Mg (zq) = Mgo(zq) (4.35)
Vei(za) = Vea(wq) (4.36)

ou My et V; sont respectivement le moment et 'effort tranchant dans le cible. Ce qui

donne finalement

z1(2a) = z2(7a) (4.37)

le dZQ

a;(xd) = a;(fﬁd) (4.38)
d? d?

EIL 521 (za) = Ely jj (za) (4.39)
a3z d3z

Ella%(xd) = Elgal—;(.rd) (4.40)

Pour résoudre ces équations, on va utiliser la méthode des différences finies, qui consiste

donc & remplacer les différentes dérivées par des taux d’accroissement

dz .
dr
d?z
dx?
d3z
dr’
ddz
dz4

z(z +a) — z(z — a)

- (4.41)
z(x+a) — 2z(2:c) +2(z — a) (4.42)
a
z(x + 2a) — 2z(x + a) ‘|‘322(~T —a) — 2(z + 2a) (4.43)
2a
z(x + 2a) — 4z(z + a) + 62(x) — 42(x — a) + z(x + 2a) (4.44)

al

On divise le cable en éléments de longueur a = 1 m, indexés par 4, 0 < ¢ < N. On suppose

que linterface est situé au noeud ¢ = n. Les points z1(n + 1), z1(n + 2), z2(n — 1) et

zo(n — 2) sont alors fictifs et sont des artifices destinés & remplacer les inconnues Mj,
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Mg, Vi1 et Vgo. Toutes les équations nécessaires a la résolution sont maintenant posées, et
il va falloir les arranger afin d’en éliminer les variables en trop que constituent les noeuds

fictifs. A partir des équations (4.37), (4.38) et (4.39), on peut exprimer

zifn+1)=(1—¢e)za(n+1) + 2e21(n) —ez1(n — 1) (4.45)
zn—1)=1+¢e)z(n—1) —2ez1(n) + ez2(n+ 1) (4.46)
avec
_EL-FEI
€= EI, 7 Bl (4.47)

A partir des équations (4.31) et (4.32), on obtient

ElLz(n+2) = (4EI, + Hya®)z1(n + 1) + (=6EI; — 2Hga*)z(n)

+ (4EI, + Hsa®)z1(n — 1) — EL z(n — 2) + mga® (4.48)
Elyzo(n - 2) = (AEILy + Hsa*)zo(n + 1) + (=6 EI, — 2Hsa?)za(n)
)

+ (4EIy 4+ Hga*)zo(n — 1) — ELyzp(n + 2) + mga® (4.49)
En introduisant les équations (4.48) et (4.49) dans I'équation (4.40), on trouve

(2EI, + Hya®)z (n 4+ 1) + (=6EI, — 2Hsa?)z1(n) + (6EI + Hya?)zi1(n — 1)
—2ELiz1(n—2) + mga4 =
2EIrzo(n+2) — (6EL + HSCLQ)ZQ(TL +1) - (—6FI, — 2Hsa2)zg(n)

— (2EL, 4+ Hya?)zp(n — 1) — mga* (4.50)

On introduit enfin les expressions (4.45) et (4.46) dans (4.50), ce qui donne aprés simpli-



fication

(1 —€)(2EI + Hya®)zo(n + 1) + [(4e — 6)EI; + (26 — 2)Hga?]z1(n — 1)

- 2EI121(77, - 2) + 2mga4 =

2EDyze(n + 2) +

[—(6 + 2¢)EI, — (1 4 €)Hsa?]z2(n + 1)

+ [(42 + 6)El + (2¢ + 2)Hsa?]22(n) — (¢ + 1)(2E Ly + Hya?)z (n — 1)

Soit au final

zo(n + 2)Elr+

z(n+ [~ V)EL — (3+¢)EL — Hya?|+

1\n— )[(E—3)E11—(5+]_)E_[2_Hsa2]+

I

(
(
21(n)[(3 = 2e)EIL + (2¢ + 3)EI, + 2Hga?)+
(
z1(

n— 2)El; = mga’

(4.52)

On a alors ’équation correspondant au noeud ¢ = n. Si maintenant on envisage le cas

d’'un endommagement sur un seul élément, on a une deuxiéme interface en i = n+ 1. On

obtient alors pour la 2e interface ’équation suivante

ou

z3(n + 3)Els+

z3(n+2)[(0 — 1)EL — (3 + 6)EI; — Hsa?+
zo(n + 1)[(3 — 20)EIy + (20 + 3)EI3 + 2Hsa?]+
z(n)[(8 — 3)Ely — (8 + 1)EI3 — Hya®+

z(n — 1)EI = mga®

_EL —EI;
" EILL+ EI3

(4.54)

Dans les équations (4.52) et (4.53), les points z9(n+2) et zo(n — 1) sont fictifs, il convient

donc de les remplacer par leurs expressions respectives, tout comme il convient de rem-

placer z1(n + 1) et 23(n) dans les équation d’équilibre des points z1(n — 1) et z3(n + 2).



Au final, les équations d’équilibre autour de 1’élément endommagé sont

Bzi(n=3) +nz1(n —2) + (a—evy)z1(n — 1)

+ (k4 267)z1(n) + (1 — €)yz2(n + 1) = mga® (4.55)

ElLzi(n—2) 4 (e — 3)EI, — (¢ + 1)EI, — Hsa¥z1(n — 1)+
(8 —26)EIL + (3 — 26 + 0)EI, 4+ 2Hsa?)z1(n)+

(e~ 1DEL - (3+¢—20)El — Hya®|za(n+ 1) + (1 — 0)Elzz3(n + 2) = mga®  (4.56)

(¢ + )ELyz(n — 1) + [(0 — 3 — 26)Ely — (0 + 1)EI3 — Hea?)z, (n)+
[(3~20 + &)EIL + (3 + 20)EI3 + 2Hsa%]|z0(n + 1)+

(0 —1)EL, — (3+6)EI; — Hya?23(n + 2) + Elz23(n + 3) = mgal (4.57)

(6 +1)Bz1(n) + (n+208)z2(n + 1) + (@ — 68)z3(n + 2)

+ kz3(n + 3) + vz3(n + 4) = mga® (4.58)

On peut alors écrire les équations d’équilibre des points du cible sous forme matricielle en
reprenant pour les noeuds éloignés de l'interface les équations de la formulation simplifiée,
ce qui donne

K:z = mg (4.59)

ou Ky est la matrice donnée par ’expression (2.73), mais dont on a remplacé les termes

proches de l'interface par ceux que nous venons de calculer.

4.3.6.1 Modes en plan

Une fois le probléme statique résolu, on peut formuler le probléme dynamique. L’équation

du mouvement dans le plan, obtenue a partir de I’équation (2.63), s’écrit

d*v d?v d?z
Fprie Hy— — H“Eﬁ +mpPv=0 (4.60)

E
I dz?
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que 'on résout de la méme maniére qu’énoncé dans le chapitre 2 pour obtenir
Kgv + Mp*v =0 (4.61)

avec

ot le calul de K, est donnée par (2.75). Cette formulation permet le calcul direct des fré-
quences et modes propres dans le plan d’un céble endommagé. Reprennant les exemples
des 12 cables décrits dans le tableau 3.1, nous pouvons maintenant calculer 'influence de
la position de 'endommagement envisagé, soit une réduction de la section du cible tout
en conservant la masse, sur la fréquence du premier mode du cable. Les résultats sont
obtenus grace & un code en MATLAB que nous avons développé. Ils sont illustrés sur les
figures 4.3.6.1. Les cas des cables 1, 4 et 5 montrent des résultats qui nous sont familiers
puisqu’ils correspondent aux tendances obtenues par le calcul analytique. Les cables 2,
3 et 6 montrent au contraire un effet qui n’était pas pris en compte par la formulation
analytique. En effet le fait qu'un endommagement situé au centre abaisse davantage la
fréquence propre du cables qu'un endommagement situé sur les bords démontre un com-
portement de poutre comme celui décrit par Hasan (1995). Pour les cables 7 & 12, comme
le premier mode est antisymétrique, il n’y a pas de tension horizontale dynamique, ce qui
fait que ce mode est similaire au deuxiéme mode de vibration des poutres. On retrouve
donc naturellement la méme tendance que celle décrite par Hasan (1995), avec un noeud
au centre du cable. Le méme calcul a été réalisé avec le logiciel ADINA ,dans lequel nous
avons crée des modéles de céble a partir d’éléments de poutre ou de barre, et que nous
avons fait résoudre d’abord pour déterminer le profil statique, puis pour obtenir les fré-
quences et modes propres. Nous pouvons donc tenter de comparer les résultats obtenus

avec les deux méthodes numeériques (voir figure 4.3.6.1).
L’examen des résultats permet de dégager les remarques suivantes :

— Pour les 6 premiers cables, les résultats sont proches (signe, tendance) de ceux calculés
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avec ADINA.

— Pour ces cables, la différence de valeurs provient du fait qu’ADINA tient compte du
déplacement longitudinal, mais qu’en revanche le calcul statique dans ADINA change
la valeur de la tension horizontale.

~ Pour le cable 2, qui est a la limite entre le comportement d’un céble (comme le cable
1) et d’une poutre (comme le cable 3), la sensibilité aux paramétres est trés grande.
Un changement de quelques pourcents dans la valeur de la tension par exemple change
la tendance.

—~ Pour les cables 7 a 12, ADINA n’offre pas une bonne résolution. En effet, on a choisi
pour ces cables un A2 tel que le premier mode doit étre antisymétrique et présenter
un noeud en son centre. Lors du calcul statique avec ADINA, la tension se trouve
grandement modifiée et le calcul dynamique ne présente pas les modes appropriés. Les

différences finies montrent en revanche cette inversion de modes.

Bien que les résultats obtenus par différences finies nous paraissent bons, nous allons tenter
d’améliorer la précision de la méthode et étudier 'effet de I'augmentation du nombre
d’éléments du modéle sur les valeurs trouvées. Pour commencer nous prenons donc le
cable 1 sain et augmentons le nombre d’éléments. On calcule la premiére fréquence propre

du cable, sachant que le calcul analytique donne

f1 = 0.466199 Hz (4.63)

Le calcul par différences finies pour différentes résolutions est indiqué sur la figure 4.11.
On constate que la valeur de convergence est trés proche de la valeur calculée analyti-
quement. On va donc maintenant refaire le calcul pour le cdble 1 endommagé mais en
utilisant différentes résolutions afin de voir si 'on obtient également une convergence vers
la courbe obtenue par la méthode analytique. Les résultats sont représentés sur la figure
4.12. Comme précédemment, on remarque que lorsque 'on augmente la résolution spa-
tiale du modéle, les résultats se rapprochent du calcul analytique. En revanche, ceux ci
restent éloignés des résultats obtenus avec ADINA. A ce stade de I’étude, on considere que

les résultats donnés par ADINA sont erronés, notamment a cause du fait que la tension
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horizontale du céable se voit modifiée dans le calcul statique effectué par le programme.
Afin de pousser plus en avant la comparaison avec la résolution analytique, on étudie
I'influence de la proportion d’endommagement sur la variation de fréquence. Pour cela on
décide d’effectuer le calcul pour le cable 1, endommagé & zg = 25m, et dont EAy/E A,
varie entre 0,1 et 1. On considére que le cible est cylindrique et quune variation de sa

section affecte son moment d’inertie d’une variation quadratique

EA, [ By
A,V EL (4.64)

Les résultats obtenus sont illustrés sur la figure 4.13. La concordance avec les résultats
analytiques montrés sur la figure 4.4 est excellente, et on peut faire les mémes remarques,
& savoir que l'influence de la proportion de 'endommagement est bien plus grande que sa

position dans le cable.

4.3.6.2 Modes hors plan

Pour compléter I'étude des modes propres des cables endommagés, on va maintenant
s’intéresser aux modes hors plan des cables considérés. La tension dynamique Hy disparait
alors de I’équation dynamique qui devient

d*w d%w

— Hy— +mp*w =0 (4.65)

El—
dz* ® da?

que 'on résout de la méme maniére que précédemment pour obtenir
K,w + Mp*w =0 (4.66)

ou K, = K; est la méme que donné précédemment. L’absence de tension horizontale lors
des vibrations hors plan, rameéne le probléme & celui d’une poutre. Les résultats obtenus
sont illustrés sur les figures 4.3.6.2 pour EIy/EI; = 0.25. On reconnait le comportement
décrit dans Hasan (1995) pour les poutres. En effet, I'influence de 'endommagement

est plus important aux endroits dont le moment est maximal (ou le rayon de courbure
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minimal). Dans la résolution hors plan, c’est la variation du parameétre EI qui controle
le comportement du céble endommagé, il est donc normal que l'on retrouve la méme

tendance qu'avec les poutres.

4.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons été amené a établir plusieurs formulations afin de rendre
compte de la diversité dans le comportement dynamique des cibles. Nous avons d’abord
développé une formulation analytique capable de prendre en compte une variation de sec-
tion locale dans un cable, et ’avons utilisée pour effectuer une étude paramétrique. Par la
suite, nous nous sommes intéressés aux méthodes de résolution numériques et avons géné-
ralisé la formulation simplifiée établie par Mehrabi et al. (1998), en y incluant les effets de
rectification de la masse et de la rigidité flexionnelle. Enfin nous avons montré comment
prendre en compte un endommagement ponctuel dans une méthode de résolution par
différences finies. Le choix des méthodes est ici plus restreint que dans le chapitre pré-
cédent. En effet, la nécéssité d’avoir des équations linéaires pour effectuer une résolution
spectrale du probléme nous contraint & nous limiter & ’hypothése de faible fléchissement.
En ce qui concerne le cas qui nous intéresse, & savoir le cas des cibles endommagés, la
méthode proposée montre une trés bonne fiabilité tout en conservant une simplicité de
calcul appréciable. Elle révéle notamment le comportement de type poutre des cibles qui

est trés difficile & modéliser rigoureusement de maniére analytique.
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CHAPITRE 5

PROBLEME INVERSE : DETECTION DE L’ENDOMMAGEMENT

5.1 Introduction

Dans les chapitres précédents, nous avons établi plusieurs modéles destinés & approcher
le comportement structural des cébles, et & évaluer leur sensibilité & un scénario d’en-
dommagement. Dans ce chapitre, nous nous proposons de résoudre le probléme inverse, a
savoir déterminer si un cable est endommagé et & quel endroit & partir de ses propriétés
dynamiques. L’algorithme proposé pour résoudre ce probléme devrait rendre compte de
la faible sensibilité du cable a la variation de la position de 'endommagement tel que

démontré au chapitre 4.

Plusieurs chercheurs ont proposés des algorithmes de détection de l'endommagement
adaptée aux structures de génie civil. Ces méthodes doivent étre alimentées de données
expérimentales généralement sous forme de fréquences et de modes de vibration. Une
description de ces techniques est présentée par Doebling et al. (1996). Leur performance
dépend non seulement de la qualité des mesures obtenues sur site, mais aussi de la robus-
tesse des algorithmes numériques utilisées pour localiser un endommagement potentiel, et
éventuellement le quantifier. Au mieux de la connaissance de I'auteur, tous les algorithmes
proposés dans la littérature pour résoudre le probléme inverse utilisent une formulation
basée sur la méthode des éléments finis (Biswas et al., 1990; Yao et al., 1992; Farrar
et Jauregui, 1996 ; Araujo dos Santos et al., 1998 ; Farrar et Jauregui, 1998; Ren et al.,
2002 ; Maeck et al., 2002 ; Jaishia et Ren, 2005). Dans le présent travail, un algorithme
bagsé sur une formulation par différences finies est dévcloppé pour détecter un endomma-
gement éventuel dans les cébles suspendus. La performance de cet algorithme est testée
numériquement en 'appliquant aux cas des cables endommagés décris aux deux chapitres

précédents.
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5.2 Formulation du probléme inverse

La méthode proposée ici s’inspire de celle décrite par Ren et al. (2002). L’idée de base
consiste & relier le comportement dynamique d’une structure & des paramétres de son mo-
déle par éléments finis, afin de décrire 'endommagement localement au niveau de chaque
élément du modéle. Un tel paramétre, dit indice d’endommagement, est généralement relié
& la variation de la matrice de rigidité élémentaire. Le recalage et le traitement numé-
rique des modéles sains et endommagés permet alors la détection de 'endommagement.

La formulation nécessite d’écrire I’'équation modale du céble sain
K®; = w’M®, (5.1)

Dans le cas ou la structure est endommagée, celle ci voit ses propriétés changer et son
équation modale devient

K®; = 0’M®; (5.2)

Dans le présent chapitre, on notera avec un <~ > les variables relatives au cable endom-
magé. En multipliant par ‘ij, le vecteur propre correspondant au j*mode de la structure

endommagée, & gauche dans I’équation 5.2, on obtient
(5.3)

Dans une modélisation par éléments finis, les matrices de rigidité K et K sont obtenues
en concaténant les matrices de rigidité de chaque élément notées k. dans le cas sain, k,
dans le cas endommagé. On introduit alors un parametre d’endommagement pour rendre

compte de la variation relative de la rigidité de chaque élément

l‘Ee - ke(l - Ce) (54)
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Dans le cas d’éléments de barres par exemple, la matrice k. vaut

EA|l 1 -1
ke = — (5.5)
Ll-1 1
le parameétre d’endommagement vaut alors
(EA).
=1- 5.6
Ce (EA)e (‘) )
Dans le cas d’'un élément de poutre en flexion, on a
r <
6 3l -6 3l
oFI | 3l 21* -3 [
ke =g (57)
I3
-6 -3l 6 -3
3P -3 2
et pour le paramétre d’endommagement
(ED)
=1- 5.8
Ce (EI)(; (0 )

On peut écrire la matrice de rigidité endommagée comme une modification de la matrice

de rigidité du cable sain

N
K=K-) ki (5.9)

e=1
ce qui permet d’inclure dans les expressions les variables d’endommagement. On peut

également écrire les vecteurs propres comme la somme des déplacements de chaque noeud :

N
®; = Z @, P = Z &, (5.10)

e=1 e=1

Ce qui permet d’écrire
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soit

> &k ®icl = BTK®; - 375, (5.12)

Ce qui peut se réécrire sous forme matricielle

S¢ = AR (5.13)
avec
Sije = PlkePo (5.14)
et
AR;; = ®]K®; — 035 (5.15)

ou d;; est le symbole de Kronecker. La matrice S est de dimension n?x N ot n est le nombre
de modes utilisés dans le calcul, et n’est donc généralement pas carrée. L’équation 5.13
peut donc étre selon les cas déterminée, sous-déterminée ou sur-déterminée. Il faut donc la
plupart du temps avoir recours & des méthodes d’optimisation, pour résoudre 1’équation.
Une premiére solution peut étre obtenue en utilisant une méthode des moindres carrés,

ce qui consiste & minimiser la norme suivante
IS¢ — R|| (5.16)

en effectuant un calcul itératif. Malheureusement, cette méthode n’est pas toujours conver-
gente. On adoptera donc une autre méthode qui consiste & calculer le pseudo-inverse de
Moore-Penrose de la matrice S, S*. Ce dernier est obtenu en effectuant la décomposition

en valeurs singuliéres de la matrice S, soit
-
SyxN =UmxmuBmxnVinyy (5.17)

ou
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avec

vfu=uut =1 (5.19)
viv=vvl =1 (5.20)

et
3, = diag(o1,02,...,0r) (5.21)

ol
o1 >09>--->0. >0 (5.22)
Les 01, ...,0p, ainsi que les o,41,...,0n constituent la décomposition en valeurs singu-

liéres de la matrice S, dont le rang est donné par le nombre de valeurs non nulles r. Le

pseudo-inverse est obtenu ainsi
St =vE[UT =V diag(o; !, 05, ..., 0, HUT (5.23)
On peut alors obtenir directement le vecteur des variables d’endommagement :
¢=S*'R (5.24)

Bien que le calcul du pseudo-inverse se fasse directement, ce qui élimine le probléme de
convergence cité pour la méthode des moindres carrés, il faut signaler que la précision du
calcul reste dépendante du nombre de modes considérés. Par ailleurs, dans le cas d’'un
maillage trés dense, les colonnes du probléme peuvent étre linéairement dépendantes, ce

qui conduit & un mauvais conditionnement du probléme et des résultats imprécis.

5.3 Résolution par différences finies

Une étape importante de la méthode proposée précédemment consiste a calculer les ma-
trices élémentaires qui composent la matrice de rigidité globale. Si dans le résolution par

éléments finies, I'expression de ces matrices est évidente, il n’en est pas de méme pour la
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résolution par différences finies, ot la matrice de rigidité globale est obtenue directement.
Tel que décrit aux deux chapitres précédents, la méthode des différences finis repose sur
Pécriture des équations d’équilibre de chaque noeud, tenant ainsi compte implicitement

de la rigidité des éléments qui 'entourent.

Par conséquent, afin d’utiliser la formulation par différences finies dans un algorithme de
détection de 'endommagement, il faut d’abord déterminer une décomposition appropriée
de la matrice de rigidité globale. Pour se faire, nous commencons par la généralisation de
l’équation (4.62) qui n’est valable que lorsque la position de 'endommagement est connue
d’avance. La formulation générale recherchée doit étre valable sur toute la longueur du
cable, tout en tenant compte de la possibilité de changement soudain des caractéristiques
géométriques de la section du cable. Ceci est réalisé en reprenant la formulation décrite
au chapitre précédent pour les cdbles endommagés, en supposant que tous les éléments
ont des propriétés différentes, et en écrivant les équations de continuité & chaque interface
entre deux éléments. Notons N le nombre total des éléments du modéle par différences
finies. Chaque élément est référé par un indice i, 1 < i < N, et relie les noeuds z;(i — 1)

et z;(i). En réécrivant 1'équation (4.52) au noeud n avec les nouveaux indices, on obtient

El, 12041 (n + 2)

3EI, — El, 4
EIn + EIn+1

(EIn+1 - EIn)Q
El, + El, 1

+ [3Efn +3EI,1 — 2 + 2Hsa,2] zZn(n) (5.25)

3EIL,.1 — EI, \
—EI 25l = E0n ) g2 s (n— 1
+ [ n (3 Y EL + Blon ) sa” | zn(n = 1)

+ EIz,(n — 2) = mga®

Les noeuds z,(n — 2) et z,+1(n + 2) sont virtuels et peuvent étre exprimés a partir des

équations des noeuds a gauche et a droite du noeud n (voir chapitre 4). On obtient alors



Péquation suivante
EIn-I—Q
El,.1+ El, 4o

3EIn - EIn+1 EIn+1 — EITL—I—Q) 2:|
+ —FEI 3+ -9 CH&| a1
[ n+1 ( El, + FEIL, El, 1+ El o s nt1( )

(EIn+1 - EIn)Q

2EIn—%—l Zn+2(n + 2)

EIn-I—? — EIn+1

Er El -2 FEr
+ {3 nt 3B El, + Bl " VBl + Elpes
(5.26)
El,., - EI, )]
+FEI, FI. 1 BL._, + 2Hga” | zp(n)
3EIL,1 — FEIL, El,—FEI,_4 9

~ - — Hya?| zp(n—1

+ [ EIL, <3+ EL, + Bl 2EIn+EIn_1) sa:lz,(n )
EIl,_

+2EI, nol (n — 2) = mga®

El, ,+ EL, ™"

ce qui peut se réécrire ainsi

Bnznta(n +2) + Npznt1 + anzn(n) + Knzn(n — 1) + Ypzp1(n —2) = mga’ (5.27)

avec

EI'rH—Q
Elyiy + Elgyo
SEl, — Elns1 . Elysr — EIn+2> B Hsa2]

=|—EI1(3+ —2
In [ i < EIn + EITH—I EIn—H + EIn+2

IBTL = 2E‘In—i—l

(Elyi1 — EI,)?
El, + El,,

El, o~ Elpyy
El i1+ Ely o

Op = [3E_In + 3EIn+1 -2 + EIln,.+_1

(5.28)
El,_, - EI,

EIn + EIn—l

3EI,+1 — EI, QEIn - EIn_l) g 02}

+ EI, + QHSaQ]

in _EITL 3 -
o [ ( T El, + Elnyy  El, ¥ Elp
EIn—l

= 9F,——n=l
Tn EL, .+ EI,
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La matrice de rigidité globale K du céble peut donc s’écrire sous la forme

o1 -1 K1 M 0 . . 0
72 Qo K9 Yo 0 0
Ke=| 0 8 m o o 0 (5.29)
0
0 . 0 By-o1 N1 an—1 KN-1
] 0 0 Bn N QN TN |

L’expression de la matrice globale K, tenant compte des termes F A, reste en revanche

inchangée.

Notons que cette formulation est une généralisation de celle présentée au chapitre précé-
dent pour un céble sain. De surcroit, elle s’affranchit de la condition de double dérivabilité
implicite discutée dans le méme chapitre. Puisque 'on dispose maintenant d’une formu-
lation constante sur tout le cible, méme au niveau de I'endommagement, on va tenter de

lappliquer a la détection de 'endommagement.

Comme nous 'avons déja mentionné, il reste a calculer les matrices ke, qui sont les
contributions de chaque élément de cable a la matrice de rigidité globale. Chaque élément
introduit normalement dans la matrice globale de rigidité des termes correspondant & sa
rigidité axiale E A et des termes correspondant a sa rigidité flexionnelle EI. Ce calcul est
rendu difficile par le fait que les équations d’équilibre des noeuds ne sont pas linéaires ni
par rapport aux FI ni par rapport aux EA des éléments. On fait le choix d’introduire une
variable d’endommagement relative au EI de chaque élément. En effet, cette hypotheése
simplificatrice nous permet d’obtenir des matrice k. plus compactes, et montre également
une variation plus importante lorsque le cable est endommagé que le terme EA. On choisit
donc d’effectuer un développement limité de ces équations par rapport a chaque ET;. En

réalité, on note

EI; = BL(1- () (5.30)



Le développement limité donne alors

Il

On trouve alors

que l'on calcule pour chaque élément

-2 1
k; = —EI
1 -1/2

—5/2 2 —1/2

ko = —El 2 -5/2 1

~1/2 1 =1/2

12 1 —1)2
1 -5/2 2
k; = —-FEI;
~1/2 2 =5/2
0 -1/2 1
pour 3< i< N -2
—1/2 1

knyo1=—FElIy_ 1 -5/2
~1/2 2

0
~1/2
1

-1/2 |

~1/2
2
—5/2
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~1/2 1
ky = —Ely / (5.38)
1 -2

Afin de concaténer correctement les matrices précédentes, il est important de connaitre
leur position dans la matrice globale. Le tableau suivant donne la position du premier

terme de chaque matrice élémentaires dans la matrice globale. Ce calcul étant réalisé, nous

TAB. 5.1 Position des matrices élémentaires.
Elément 1 2 3 1 N-1 N

Ligne 1 1 1 -2 N-3 N-2
Colonne 1 1 1 -2 N-3 N-2

pouvons maintenant appliquer la méthode décrite par Ren et al. (2002) & un probléme
formulé en différences finies, tout en sachant que les éléments de cables que ’on considére
introduisent dans la matrice de rigidité globale des termes FA et EI. Malheureusement,
du fait de la non linéarité des équations par rapport & ces termes, il ne nous est pas
possible de prendre en compte dans l'algorithme de linfluence d’une modification de
ces deux termes. Nous choisissons d’effectuer une détection sur le seul terme EI dans

I’application qui est donnée dans la suite.

5.4 Exemple de résolution

Pour tester I'algorithme de détection proposé, nous avons programmé un code sous MAT-
LAB qui effectue les calculs précédemment décrits. Nous Pavons ensuite appliquer a Pana-
lyse de nos cébles de référence. Les hypothéses d’endommagement que 'on considére

imposent M = M, car on a considéré que la masse ne changeait pas.

5.4.1 Etude du nombre de modes & prendre en compte

Prenons le cas du cable no.1. On envisage pour commencer un scénario d’endommagement

ot une section d’une longueur d’1 m est reduite de moitié, soit « = 0.5 et EIo/EI; = 0.25,
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a 'abscisse © = 50 m. Le calcul dans MATLAB peut se faire sans aucune limitation sur
le nombre de mode. Par contre on s’attend & avoir une précision plus importante avec
un nombre de modes élevé. Nous effectuons des calculs en prenant en compte plusieurs
nombres de modes afin de déterminer le nombre de modes qu’il convient de prendre pour

avoir une détection efficace. On envisage les cas suivants :

0.035 . n - ,

0.03

0.025

0.02

0.015

0.01

0.005

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
x/1

F1G. 5.1 Valeurs calculées de ( avec le premier mode.

Mode 1 : On remarque sur la figure 5.1 juste une petite irrégularité sur la courbe au
niveau du défaut. Les valeurs ne sont pas celles espérées (¢ = 0.75 4 z = 50 m) et
on ne peut pas conclure sur la présence d’'un endommagement.

Modes 1 et 2 : On ne remarque sur la figure 5.2 aucun pic & 'endroit ou on s’attend
a en voir (z/L = 0.5). Les valeurs semblent peu crédibles sachant que I'on cherche
un ¢ compris entre 0 et 1.

Modes 1 4 4 : La encore, sur la figure 5.3 les pics ne se trouvent pas aux endroits
espérés et les valeurs ne correspondent pas & ce que 1'on souhaiterait voir.

Modes 1 4 8,1416et 14a32: Les valeurs représentées sur les figures 5.4 sont de

plus en plus grandes, sans pour autant correspondre & ce & quoi on s’attend. La
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FiG. 5.2 Valeurs calculées de ¢ avec les 2 premiers modes.

méthode reste imprécise avec un tel nombre de modes.

Modes 1 4 48 et 1 4 64 : Le pic représenté sur les figures 5.5 est extrémenent marqué
et Pordre de grandeur des valeurs trouvées correspond & ce que l'on s’attendait a
avoir. On rappellera que si nous ne trouvons pas exactement la valeur de ¢ que
nous cherchons, c¢’est en grande partie di au fait que nous avons du linéariser les
équations et faire ’hypothése que ¢ <« 1 ce qui n’est pas exactement le cas ici,

puisqu’on a pris une valeur de ¢ = 0.75

Il faut donc prés de 50 modes pour obtenir des résultats fiables. Ceci est en partie di au
fait que nous n’avons pu prendre en compte dans le calcul 'influence de K, et donc d'une
réduction des FA. Si par exemple nous considérons les modes hors plan plutét que les
modes en plan pour la détection, le nombre de modes nécéssaires est réduit a environ 30.
Mais nous avons un moyen de diminuer le nombre de modes nécéssaires & la détection,
méme en ne considérant que les modes en plan. En effet, nous pouvons choisir de n’utiliser
que certains modes. Si par exemple nous ne considérons que les modes 5 i 10, nous

obtenons des résultats tout a fait exploitables, représentés sur la figure 5.6. Il semble
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F1G. 5.3 Valeurs calculées de ¢ avec les 4 premiers modes.

que la présence de certains modes dans le calcul déstabilise le calcul du pseudo-inverse
effectué par MATLAB, ce qui provoque des résultats erronés. En choisissant les modes
que Pon souhaite utiliser, la méthode se révéle efficace. D’autres simulations montrent que
la méthode reste fiable méme lorsque 'endommagement est moindre. Par exemple pour

un endommagement de seulement 10%, la détection reste efficace.

5.4.2 Scenario d’endommagement multiple

On va maintenant envisager plusieurs endommagements différents et vérifier si la méthode

en fait une détection efficace.

Endommagement de 20% a4 x =20 m, 50% & z =50 m et 30% a4 x =70 m : On voit
que la détection est correctement effectuée et que les valeurs sont également bonnes.
On rappellera que les valeurs trouvées correspondent & la proportion de EI endom-
magée, qui est le carré de la proportion de EA endommagée selon les hypothéses

que nous avons retenues.
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Endommagement de 10% tous les z = 10 m : dans ce cas extréme, le calcul montre
quand méme des pics assez marqués aux endroits endommagés, et bien que les
valeurs ne soient plus aussi précises pour les modes 5 & 10, la détection est effectuée

de maniére satisfaisante. Quand on utilise 48 modes, la détection est trés précise.

5.5 Conclusion

\

Bien qu’elle fasse face & quelques imprécisions et limites, la méthode de détection que
nous avons formulée se montre suffisamment efficace pour pouvoir mettre en évidence
la présence de défauts, méme légers ou nombreux dans le cable considéré. Comme nous
Pavons dit précédemment, certains modes déstabilisent le calcul, notamment les modes
symétriques car 'influence de 'endommagement du parameétre E A se fait sentir, et celui-ci
n’est pas pris en compte dans le calcul. Pour plus de rapidité dans le calcul, il est préférable
de bien choisir les modes que I'on inclut plutét que d’en prendre un plus grand nombre.
Meéme si dans notre cas l'utilisation des modes 5 & 10 s’est révélée trés efficace, nous
ne pouvons affirmer que c’est une régle générale et nous préférerons effectuer plusieurs
calculs prenant en compte des modes différents pour choisir celui qui semble donner les
valeurs les plus crédibles. Notons enfin que ['utilisation de cette méthode dans un contexte
de données expérimentales nécessite cependant des études supplémentaires pour tester sa

robustesse.
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CHAPITRE 6

CONCLUSIONS

6.1 Rappel des objectifs

Ce mémoire avait plusieurs objectifs. Le premier, était d’étudier l'influence de la prise
en compte de termes supplémentaires de masse et de rigidité dans les formulations du
comportement statique et dynamique des céibles. Un deuxiéme objectif était de déve-
lopper des formulations analytiques et des méthodes de résolution numériques capables
de prendre en compte la modification locale des propriétés d’'un cable sous leffet d’un
endommagement. Enfin, & partir les formulations ameéliorées proposées, il était question

d’explorer des algorithmes de détection de 'endommagement adaptés aux cables.

6.2 Comparaison de 3 méthodes de calcul

Les études menées ont mis en évidence l'intérét de prendre en compte la modification
de la masse et de la rigidité flexionnelle des éléments de cible avec des profils statiques
relativement importants. L’influence d’une dénivellation des appuis sur le profil statique
a également été examinée. Les calculs que nous avons effectués permettent de mettre en
évidence un certain nombre de caractéristiques inhérentes & chacune des méthodes utili-
sées. Toutes les méthodes utilisées ont révélé des résultats similaires dans les tendances et
des différences au final trés faibles dans les valeurs. La méthode analytique offre 'avan-
tage d’étre théoriquement la plus précise. En revanche, le modeéle employé ne tient pas
compte de la rigidité flexionnelle du céble, et nous avons démontré, comme dans le cas
du cable 3, que celle ci pouvait étre de grande importance et changer le comportement du
cable. Dans le cas des cables ayant un & plus important, cette méthode donne de trés bon
résultats, vers lesquels les autres méthodes convergent. Les éléments finis apparaissent
comme la plus générale des méthodes numériques, car c’est celle qui prend en compte

le plus de degrés de liberté. Néanmoins, la non-linéarité des équations impose un calcul
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incrémental complexe et long. Par ailleurs, la modélisation par éléments finis peut deve-
nir moins précise dans certains cas, tel que décrit dans le mémoire. Enfin, la méthode
des différences finies nous parait étre un bon compromis. La précision de la méthode
est bonne et les équations linéaires offrent un avantage indéniable sur les autres quant a
la résolution. Comme nous l'avons montré, il est néanmoins important de connaitre les
hypothéses et les limites de la méthode. Les nombreux calculs que nous avons effectué
avec cette méthode nous permettent de certifier de sa grande robustesse et de sa rapidité

d’exécution.

6.3 Influence de '’endommagement

Le scénario d’endommagement simplifié que nous avons envisagé ne représente pas tous
les cas observés sur les structures. La raison de ce choix trouve son origine dans la volonté
que nous avions d’étudier spécifiquement U'influence d’un changement de géométrie locale
du cable sur son comportement dynamique, sans 'influence par exemple d’un changement
de tension. Comme nous 'avons vu dans les chapitres précédents, I'importance de l’en-
dommagement, sa longueur et sa position influencent le comportement dynamique & des
degrés divers. Dans tous les cas, comme on 8’y attendait, un endommagement diminue la
rigidité et donc les fréquences propres, mais on a montré que 'importance de I'endom-
magement avait un impact plus grand sur le cible que sa longueur, et que sa position.
La réponse modale est d’ailleurs dans les cas testés, avec un endommagement de 50% sur
1% du cable peu affectée puisque les fréquences varient de moins d’'un %, dans tous les

cables testés.

6.4 Position de ’endommagement

En fonction des cables utilisés, on a observé plusieurs comportements distincts par rapport
a la position de 'endommagement. Pour les cibles dont le moment d’inertie est faible et
le premier mode symétrique, l'influence de ’endommagement est plus grande lorsque
celul ci est situé prés des appuis du cable. En effet, affaiblissement de la section aux

endroits ou le cable est le plus tendu affecte d’avantage la tension dynamique crée par



110

les oscillations. Pour les cables ayant un plus grand moment d’inertie, on voit apparaitre
un comportement de poutre, ou I'influence est plus importante & ’endroit ou la courbure
est la plus importante, soit au centre du cable. Pour les cables dont le premier modes est
antisymétrique, comme il n’y a pas de tension dynamique générée, c’est le comportement
de poutre qui contréle le comportement. On retrouve alors la méme tendance que pour
le 2°mode des poutres, avec un noeud au centre. Cependant, le premier mode symétrique
n’ayant pas disparu, on retrouvera le comportement décrit précédemment pour le 2°mode
du cable, qui est symétrique. Pour les modes hors plan, on remarque que comme il n’y
a pas non plus de tension dynamique, c’est encore le comportement poutre qui contrdle,
on a donc une plus grande influence lorsque 'endommagement est situé au niveau des

ventres des modes.

6.5 Détection de ’endommagement

Comme on I’a vu, la faible différence entre les modes sains et endommagés, ainsi que la
faiblesse relative de l'influence de la position de 'endommagement, rend difficile la dé-
tection. Par ailleurs, 'algorithme présenté prend en compte la modification du moment
d’inertie, mais pas de la section, ce qui provoque une imprécision supplémentaire sur la
détection. On peut éliminer cette imprécision en utilisant les modes hors plan ou unique-
ment les modes symétriques pour la détection. En utilisant un nombre suffisant de modes,
on a montré que la détection, dans des conditions idéales était quand méme possible. Sur
le terrain, il semble que l'impossibilité de connaitre avec une précision suffisante la tension
initiale du cble, de séparer et mesurer tous les modes nécéssaires, de mesurer avec préci-
sion les fréquences propres, méme avec les outils les plus modernes comme les vibrométres
laser, rendent I'opération difficilement réalisable. On notera cependant qu’une technique
de détection d’endommagement dans les cdbles, a ’aide de la mesure de fréquence par
un vibromeétre laser, est déja utilisée, mais celle ci ne permet en fait qu’une évaluation
de la tension résiduelle des cables et ne donne aucune indication sur la localisation de

I’endommagement.

Au final, I’étude que nous avons menée a permis de mettre en évidence certains comporte-
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ments des cibles, et la modification de leur réponse dynamique face 4 un endommagement.
Nous avons également montré P'efficacité et apporté certaines améliorations & la méthode
de calcul par différences finies des cables en la confrontant & d’autres méthodes. Il faut
cependant noter que nous sommes restés dans une hypothése de faible fléchissement, et
il conviendrait de développer le modéle avec déplacement longitudinaux présentés précé-

demment pour obtenir une résolution plus générale.
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