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RESUME

Ce mémoire présente une Méthode des Equations de Sensibilités (M.E.S) avec pa-
rametres de forme appliquée au modele de turbulence standard k—e. Les sensibilités
traduisent la réponse de la solution a une perturbation d’un parametre. Ce projet
se concentre sur les paramétres de forme dont la variation induit un mouvement
de la frontiere.

La M.E.S s’applique a 'ensemble des équations modélisant 1’écoulement, c’est a
dire, aux équations moyennes de Reynolds, aux équations de transport du modele
de turbulence k — € ainsi qu’aux conditions aux frontieres du domaine. Le point
essentiel du projet porte sur la différentiation des lois de parois du modele de
turbulence et a son implantation dans un code d’éléments finis existant. Ce mémoire
donne avec détails la théorie relative a I'application de la M.E.S aux conditions
limites pour les parois solides que constituent les lois de parois dans le cas d'un
parametre de forme.

Les équations moyennes de Reynolds ainsi que la forme logarithmique des équations
de turbulence sont résolues par la méthode des éléments finis stabilisée. Les
équations non-linéaires issues de la discrétisation sont linéarisées par la méthode de
Newton. Afin de produire une solution plus précise, nous utilisons un algorithme
de remaillage adaptatif.

On vérifie la technique proposée en utilisant la Méthode des Solutions Manufac-
turées qui consiste & traiter un probléme dont la solution est connue. Elle permet
ainsi de vérifier 'implantation de la méthode dans le code en s’appuyant sur les
évolutions des normes d’erreurs vraies et estimées. La technique utilisée montre de
bons résultats pour la résolution des équations de sensibilités avec parametres de
forme. Les calculs de sensibilités de forces totales et de solutions voisines abondent
dans ce sens.

L’application numérique modélise un écoulement d’air en régime turbulent sur un
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obstacle a section carrée a proximité du sol. La garde au sol constitue le parametre
de forme étudié. On utilise les sensibilités pour effectuer une analyse d’incertitude

et une évaluation rapide de solutions voisines.
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ABSTRACT

This thesis presents a Continuous Sensitivity Equation Method (CSEM) for shape
parameters applied to the standard k— ¢ turbulence model. Sensitivities express the
response of flow variables to perturbations of one parameter. This project focuses
on the case of shape parameters whose variation induce a boundary displacement.
The CSEM is applied to all the equations modeling the flow : the RANS equations,
the k — e turbulence transport equations and also to the boundary conditions. The
essential point of this project is the differentiation of the turbulence model wall
functions and its implementation in a finite-element code. This thesis provides de-
tailed developments and applications of the CSEM to parameter dependent boun-
dary segments subjected to wall functions.

The RANS equations and the logarithmic form of turbulence equations are solved
with a stabilized finite-element method. The non-linear algebraic equations are li-
nearized with Newton’s method. Accurate solutions and cost effective computations
are obtained by using an adaptive remeshing algorithm.

Code verification is done using the Method of Manufactured Solutions which
consists in solving a problem which has an exact solution. This allows to verify
the implementation of the method in the code. In our case, the exact solution mi-
mics a turbulent boundary layer on a flat plate. Results show that our strategy
yields to accurate solution for shape sensitivities. This is confirmed by sensitivity
of integraled forces and by fast evaluation of solution on nearby geometries.

The numerical application focuses on a turbulent flow of air on a rounded square
obstacle located in proximity to the ground. We focus on a sensitivity analysis with
respect to ground to obstacle gap. Sensitivities are then employed for uncertainty

analysis and fast evaluation of flows on nearby geometries.
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INTRODUCTION

Au cours des dernieres décennies, la mécanique des fluides assistée par ordinateur
n’a cessé de se développer pour devenir un outil incontournable dans de nom-
breux secteurs de 'industrie. Dans les domaines tels que le génie aéronautique
ou le génie civil, la résolution numérique d’écoulements turbulents est un probléme
récurant. Ce mémoire s’attarde & généraliser aux parametres de forme une méthode
d’éléments finis adaptative développée par Pelletier et al pour le modele de turbu-

lence £ — e.

Les travaux effectués par Turgeon constituent une base essentielle pour ’analyse de
sensibilités des écoulements turbulents. Le caractere original de ce mémoire réside
dans deux points précis. D'une part ’application de la Méthode des Equations de
Sensibilités (M.E.S) aux lois de parois de modele de turbulence standard k —e, puis

d’autre part, I'utilisation de parametres de forme.

Les sensibilités traduisent l'influence d’un parametre sur les différents champs
caractérisant ’écoulement i.e u,v,p, k, e et u,. L’analyse de sensibilité s’effectue
autour de deux catégories distinctes de parametres. La premiere est constituée
des parametres de valeur qui sont pour la plupart des propriétés physiques de
I’écoulement, des constantes de fermeture, ou des conditions limites. La deuxi¢me
catégorie est constituée par les parametres de forme qui rendent beaucoup plus
complexe ’analyse de sensibilité. En effet, il faut alors exprimer les dépendances
de la géométrie du domaine par rapport & un tel parametre. Dans ce mémoire, nous
traiterons donc des parametres de forme dont la variation induit un changement
dans la géométrie de la frontiere. L’étude de ce type de parametre constitue un

avantage certain dans de nombreux domaines de I'ingénierie.



Afin de mener & bien ce projet, ce mémoire présente les étapes du processus scien-
tifique allant de la présentation de la théorie, en passant par la validation de la
méthode puis & son application. Ces étapes sont données comme suit. Dans un
premier temps, on donne les premiers éléments de théorie définissant la sensibilité
et la Méthode des Equations de Sensibilités (M.E.S). On y présente les différents
types de parametres et notamment les parametres de forme qui nous serviront par
la suite. Nous nous attarderons aussi sur une breve revue des travaux antérieurs
dans ce domaine. Dans un second temps, nous établirons les équations moyennes de
Reynolds introduisant la notion de turbulence ainsi que les équations de sensibilités
qui leur sont associées. On y trouvera aussi les conditions aux frontieres pour les
sensibilités en accord avec 'utilisation de parametres de forme. Le chapitre 3 nous
ameéne au coeur du sujet. On y présente les équations du modele de turbulence
standard k — ¢, les conditions aux limites classiques et les équations de sensibilités
qui leur sont associées. Les lois de parois, qui constituent les conditions aux limites
pour les parois solides, y sont également traitées. Une attention toute particuliere
leur sera accordée quant & 'application de la M.E.S avec parametre de forme. Ce
volet constitue le point essentiel du mémoire. Le chapitre suivant familiarise le lec-
teur avec la méthode des éléments finis employée pour résoudre les équations. Nous
y présenterons aussi 1'outil essentiel & 'adaptation de maillage qu’est le calcul de
normes d’erreur. Puis, nous utiliserons la Méthode des Solutions Manufacturées
pour valider I'implémentation de la méthode dans un code d’éléments finis avec
maillage adaptatif. Le principe utilisé est simple, il consiste a étudier un probleéme
dont la solution est connue. Dans notre cas, il s’agira d’une couche limite turbulente
sur une plaque plane. Cette technique permet de verifier que la solution éléments
finis converge & un taux en accord avec la théorie. Le dernier chapitre développera
une application mettant en valeur l'utilisation des sensibilités avec parametre de
forme, et plus précisément, dans le calcul des solutions voisines et I'analyse d’in-

certitude. Pour clore ce projet, nous terminerons par une conclusion qui ouvrira la



voie sur diverses améliorations futures.



CHAPITRE 1

PRESENTATION DE LA METHODE DES EQUATIONS DE
SENSIBILITES

La mécanique des fluides assistée par ordinateur se destinait, a ses début, a des
probléemes d’analyse. D’énormes progres ont été réalisés depuis, et on s’attarde, a
présent, sur des problemes de design qui sont traités avec des techniques d’optimi-
sation basées sur les gradients. Il existe, principalement deux techniques rivales :
la méthode des variables adjointes et la méthode des équations de sensibilités. Ce
chapitre vise, dans un premier temps, a familiariser le lecteur avec la notion de
probleme d’optimisation. C’est dans ce contexte, que nous aborderons la notion
de sensibilité ainsi que la méthode des sensibilités. Nous la confronterons avec sa
principale concurrente, puis, comparerons ses variantes afin de justifier le choix de
I'utilisation de la méthode des équations de sensibilités (M.E.S) que nous applique-
rons, par la suite, aux équations du modele de turbulence k-e. Nous évoquerons,
ensuite, les deux types de parametres qui interviennent dans ’analyse de sensibi-
lités. Un récapitulatif des travaux antérieurs et de diverses applications sera effectué

avant de fixer les objectifs qui donnent un caractere original a ce mémoire.

1.1 Introduction

Afin de comprendre dans quel contexte se situe le probléme du calcul des sensibi-

lités, évoquons le probleme d’optimisation. Pour cela, nous définissons le probleme



classique de design optimal suivant :

Trouver a qui minimise F(X;a) (1.1)

sujet & G(X;a) =0

ou X est le vecteur des variables dépendantes, a est le vecteur des parameétres
de design, F' est une fonction objectif (ou fonctionnelle) & minimiser, comme par
exemple la trainée, G représente les contraintes, c¢’est a dire les équations de Navier-
Stokes. Pour chaque parametres de design, les états X sont donnés par la résolution
des contraintes G. On note la dépendance de ces états par rapport aux parametres

de design de la maniere suivante :
X = X(a) (1.2)

On note ainsi la dépendance de la fonctionnelle F' par rapport aux parametres de

design de la maniere suivante :
F(a) = F(X(a);a) (1.3)

A présent, le but est de calculer le gradient de cette fonctionnelle sujet a la
contrainte G(X;a) = 0. Ce gradient s’obtient en différentiant la fonction objec-

tif en utilisant le théoréeme des fonctions implicites :

_dF _9F | 9FdX

V =0~ %a T X da

(1.4)

Les termes 0F/0a et 0F/0X ne sont pas difficiles & obtenir puisque la fonction F’
est exprimée en fonction de X et de a. Le terme inconnu est dX/da. Il se nomme
sensibilité. 11 exprime comment les états X varient face a une pertubation des pa-

rametres de design a autour de leurs valeurs nominales. Ce probleme d’optimisation



nous introduit au coeur du probléme du calcul de sensibilité. Avant d’aller plus loin,

définissons plus en détail la notion de sensibilité.

1.2 Méthode des Sensibilités

1.2.1 Définition de la sensibilité

Comme nous l'avons précisé dans la section ci-dessus, la sensibilité peut étre définie
comme le taux de variation d’une variable dépendante ¢(z,y;a) par rapport a un

parametre arbitraire a, c’est a dire :

0
5= 92w v;0) (15

Pour alléger la notation et lorsqu’il n’y a pas de confusion sur le parametre traité,

on notera la sensibilité de ¢, s4.

A titre d’exemple, considérons un probléme trés simple de conduction de chaleur
dans une tige composée de deux matériaux de conductivité k; et ko. Il est
naturel de percevoir la température comme une fonction de la variable d’espace x
seulement. D’un point de vue conception, elle dépend aussi de plusieurs parametres

tel que :

— Ti et Ty, les conditions limites en x; et z5;
— K1 et Ko, les conductivités des deux matériaux;

— 1, o et x;, la géométrie de la tige;

Des lors, la sensibilité de la température T'(z;a) par rapport au parametre a €

{T1, Ty, K1, K2, T1, T;, To } est définie par :



X1 X X2

FiG. 1.1 Conduction thermique dans une barre

st = 2 (z;0)

En d’autre terme, sy traduit la réponse du champ de température a des perturba-

tions unitaires des parametres a.

1.2.2 Calculs des sensibilités

Il existe trois approches différentes pour calculer les sensibilités. La premiere
méthode utilise les différences finies, les deux autres approches different par ’ordre
d’application des opérations de différentiation et de discrétisation : soit la méthode
des sensibilités discretes (discrétisation puis différentiation), soit la Méthodes des

Equations de Sensibilités (différentiation puis discrétisation).

1.2.2.1 Différences finies

Soit ¢(z,a) une variable dépendante dont on souhaite calculer les sensibilités. En

utilisant les différences finies, cette sensibilité s’écrit de la maniére suivante :

% _ ¢(z,a+ba) - ¢(z,a— da)
da 20a

(1.6)

Il faut alors trois calculs d’écoulements pour obtenir ¢(z, a), ¢(z,a+da) et ¢(z,a—
da) pour cette différence finie centrée, deux seulement dans le cas d’une différence

finie décentrée. L’utilisation de cette méthode est donc trés couteuse en terme de



temps de calcul.

1.2.2.2 Sensibilités discretes

Lors d'un calcul de sensibilité discrete, ’approche consiste, dans un premier
temps, a discrétiser 1’équation aux dérivées partielles pour obtenir un systeme
d’équations algébriques que l'on résout. La seconde étape consiste a obtenir le
systéme d’équations pour les sensibilités en différentiant le systéme par rapport au
parameétre d’intérét a. Cette approche donne les sensibilités exactes du probleme
discret, c’est & dire le taux de variation de la solution discrete par rapport a
un parametre. En utilisant les notations données en introduction, cela consiste a
différentier les équations d’états discrétes Gp(Xp;a) = 0 puis d’obtenir le systeme
d’équations linéaires des sensibilités en les différentiant par rapport au parametre

a étudié. Soit en utilisant les notations au début ce chapitre :

DGn(Xma) D
Dn = Da(O) (1.7)
0GL  0Gp dXy
5a | dX, da 0 (1.8)
8Gh dXh . 8Gh
sl e

Apreés inversion de la matrice dG/0X, qui est non singuliere, creuse et non

symétrique, on obtient les sensibilités des états X.

Lors de 'utilisation des sensibilités discretes, il faut redifférentier le code a chaque
fois que celui-ci change. Cette tache est trés pénible a effectuer & la main, et une
différentiation automatique montre une performance décevante. Cela demande alors

une intervention humaine pour atteindre de bonnes performances.



De plus, 'utilisation des sensibilités discrétes avec parametres de forme nécessite
une opération ardue a réaliser qui est la différentiation du maillage. En effet, si on

consideére la fonction objectif & minimiser F'(U(z(a),y(a));a)) alors :

DF_8F+8F3U3I+3F8U8y (1.10)
Da 9a  OU 0z da  OU Jy da '

Les termes Ox/da et Oy/Oa sont les sensibilités de maille (ou sensibilités de la
géométrie) et elles n'ont pas de sens lors d’un remaillage adaptatif puisque la to-

pologie du maillage change.

1.2.2.3 Sensibilités continues

Pour les sensiblités continues, la méthode consiste a différentier I’équation aux
dérivées partielles, par rapport au parametre a, pour obtenir I’équation différentielle
de la sensibilité. La forme obtenue peut ensuite étre discretisée. Cette méthode nous
procure une approximation des sensibilités exactes. Son principal inconvénient est
que les sensibilités calculées ne sont pas exactes car les opérateurs de différentiation
et de discrétisation ne commutent pas. En effet, le mieux que nous puissions espérer,
c’est la consistance asymptotique :

lim (_83) = lim % (1.11)
da ),

ol h désigne une quantité obtenue par une méthode numérique (éléments finis dans

notre cas).

Cette méthode est appelée la Méthode des Equations de Sensibilités (M.E.S). Nous
aurons autant de systémes a résoudre pour les sensibilités qu’il y a de parametres
et I'utilisation de parametres de forme entrainera le calcul des gradients des solu-

tions de ’écoulement aux frontieres. En revanche, nous ne devrons pas calculer de
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sensibilités de maille.

A titre d’exemple, considérons le probleme de conduction suivant :
d drl’

Les dépendances de la conductivité k et de la température T aux variables d’espace

et du parametre a d’intérét s’écrivent de la maniere suivante :

k = r(z;a) (1.13)

T = T(z;a) (1.14)

Ainsi, en appliquant la M.E.S & (1.12), on obtient :

T2 = 1.1
da \ dx dzx deQ 0 (1.15)
_d_ a_ﬁ ﬂ_{_d_/{i a_T +@d2_T+/{d_2 6_T = 0 (116)
de \Oa ) dx dxdx \ Oa Oa dxz? dz? \ Oa - '

ds.dT  drdsy L d?T +/<;d28T
dr dr dz dz ® da? dzr?

0 <d/@ ar d2T>

= 0 (1.17)
On obtient finalement :

d dT d dsr

a—; <Sna—;> -+ Zig <l€—d—;> = 0 (1.18)

On peut ensuite discrétiser cette équation différentielle afin d’obtenir les solutions

discretes.
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1.2.3 Comparaisons

De ces trois approches, seule la derniere sera utilisée dans le projet et ceci pour

quatre raisons :

— L’utilisation de différences finies est trés coliteuse en terme de temps de calcul
car il faut calculer deux voire trois écoulements dépendamment du choix de la

différence finie ;

— Dans le cas de la Méthode des Equations de Sensibilités (M.E.S), il suffit
de différentier & la main 1’équation d’état ce qui rend la tache beaucoup
moins ardue. Ce n’est pas le cas des sensibilités discretes. En effet, lors de
I'utilisation d’un parameétre de forme, le maillage varie avec ce dernier. Il faut
alors expliciter les termes qui refletent cette dépendance, puis les différentier ce
qui rend l'utilisation des sensibilités discretes tres complexe. Par exemple, lors
de Padaptation de maillage, la sensibilité de la géométrie ou sensibilité de maille

85(/ Oa peut ne pas exister si 'on ajoute des noeuds ou si 'on remaille;

— D’autre part, 'utilisation de techniques de stabilisation avec upwinding rend
la différentiation des équations discrétes tres delicate. En effet, il faut alors

diftérentier les termes de stabilisation qui sont discontinus;

— Dans le cas de la M.E.S, le calcul des variables de 1’écoulement et celui des
sensibilités sont totalement découplés. Chacun possede son propre processus de
résolution numérique et d’adaptation de maillage, ce qui n’est pas le cas pour
les sensibilités discrétes puisque leur calcul dépend directement de la résolution

des variables d’écoulement engendrant une perte de précision ;
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Les sensibilités seront calculées au moyen d'un code d’éléments finis adapta-

33.32]  Les sensibilités contribuent & l'adaptation du

tif développé par Pelletier !
maillage. Cette application est plutot rare, on la retrouve chez Borggaard B2 et

Stewart 3%,

1.2.4 La méthode des variables adjointes

La méthode des variables adjointes est la principale concurrente de la méthode
des sensibilités pour la résolution des problemes d’optimisation. Cette section s’ap-
puiera sur la thése d’Eric Turgeon (% dans laquelle le lecteur intéressé pourra

trouver une définition plus approfondie.

1.2.4.1 Définition

La méthode des variables adjointes est une approche utilisant les multiplicateurs de
Lagrange et s’applique aux problemes d’optimisation avec contraintes. On introduit

la variable adjointe (multiplicateurs de Lagrange) A\* puis on définit le lagrangien :
L(X;a; A7) = F(X;2) — (M, G(X; a)) (1.19)

ol (-,-) représente un produit scalaire. De maniere a alléger la notation, nous

noterons le lagrangien de la maniere suivante :

L=F— )G (1.20)

Pour résoudre notre probléme d’optimisation, il faut trouver les états X, les

parametres de controle ou design a et les variables adjointes A\* qui donnent les
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extrema de L que 'on trouve en annulant la dérivée premiere de L par rapport a

X, a et A* ce qui revient a poser les trois équations suivantes :

— Dérivée par rapport & X (équations adjointes)

-G oF

— = — 1.21
X 0X (121)
— Dérivée par rapport a a (équations d’optimatilité)
oG oF
AN— = — 1.22
Oa Oa (122)
— Dérivée par rapport & A* (équations d’état)
G = 0 (1.23)

Pour résoudre ce systéme d’équations, on utilise un algorithme d’optimisation
efficace. Le lecteur intéressé trouvera une description complete d’un tel algorithme

dans les travaux de Gunzburger 1200,

A présent, ’étape consiste & calculer le gradient de la fonctionnelle définie dans la

section d’introduction :

dF 9F OF dX

oy 1.24
da _ Ba ' OX da (124
En combinant (1.21) et cette équation, nous obtenons :
X
dF A*aGd OF (1.25)

da "X da | Oa
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Puis en se servant des équations d’état (1.23), il vient :

ar _
da

.0G  OF

N T oa

(1.26)

Nous avons ainsi défini la méthode des variables adjointes, et précisé comment
le gradient d’une fonctionnelle objectif est obtenu. Nous sommes maintenant a
méme de pouvoir comparer la méthode des sensibilités et la méthode des variables

adjointes.

1.2.4.2 Comparaison entre Sensibilités et Variables Adjointes

Chacune de ces méthodes présentent un intérét. Le choix de leur utilisation dépend
du probleme que 'on souhaite résoudre. La comparaison s’effectuera sur trois

points :

— Dans le cas des variables adjointes, on constate qu’il n’y a qu’un probleme adjoint
a résoudre peu importe le nombre de parametres de controle alors que pour la
méthode des sensibilités, il y a autant de systemes d’equations de sensibilités a
résoudre qu'il y a de parametres étudiés. Ce probleme peut étre en partie évité

lors de la résolution du systeme matriciel (1.9) :

S R

En effet, la matrice 90G/9X, représentant un systéme d’équations linéaires, reste
la méme peu importe le parametre a d’intérét, son inversion n’est alors effectué
qu’'une seule fois. Seul le membre de droite —0G/0a differe. De plus, lors de
I’étude de sensibilité ou du gradient de plusieurs fonctionnelles, il n’y a qu’un seul

probleme de sensibilités a résoudre par parametre avec la méthode des sensibilités
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tandis qu’il y a un probleme adjoint a résoudre par fonctionnelle étudiée.

— Le deuxieme point de comparaison concerne les domaines d’applications des deux
méthodes. Contrairement & la méthode des variables adjointes, la méthode des
sensibilités est applicable en dehors de problemes d’optimisation et de calculs de
gradients. Ceci est dii au fait que la sensibilité a une signification physique qui
lui est propre, et qu’elle existe sans avoir a définir une fonctionnelle.

— Pour finir, il est important de préciser que la méthode des sensibilités est tres
simple a utiliser. Elle consiste en une différentiation que 'on peut effectuer a la
main.

Ce chapitre a démontré I'important atout que constitue 1'utilisation de la méthode

des sensibilités. Nous avons vu, plus haut, que la voie des sensibilités continues

sera empruntée, nous utiliserons donc la M.E.S pour notre analyse de sensibilité.

Il s’agit & présent d’étudier les différentes natures des parametres de controle a.

1.3 Parameétres de forme et de valeur

L’intérét des sensibilités est, entre autre, d’analyser comment une variable réagit
a une perturbation d’un parametre a autour de sa valeur nominale. Cette section

vise & présenter les deux types de parametres existants.

1.3.1 Les parametres de valeur

Les parametres de valeur sont en général des propriétés physiques, des constantes
dans des lois de comportement, et plus globalement, il s’agit de parameétres dont

la variation n’affecte pas la géométrie du domaine. Ainsi, pour un état ou variable
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dépendante ¢(z,y;a), on peut écrire :

D¢ 9

—ﬁg(xvy;a’) = %(xﬂy;a) (128)

Dans le cas d’un parametre de valeur, la dérivée totale d’une variable par rapport

a est exactement sa sensibilité.

Les sensibilités de valeur nous renseignent donc sur la dépendance de 1’écoulement
face & des variations de parameétre tels que, par exemple, des propriétés physiques,
des conditions limites ou des constantes dans des lois de comportement. I1 devient
donc légitime de se demander de quelle maniére un changement de géométrie peut
affecter un écoulement. La réponse a cette question réside dans ’analyse de sensi-

bilité avec parametres de forme.

1.3.2 Les parameétres de forme

Contrairement aux parametres de valeur, la perturbation d’un parametre de forme

induit un mouvement de la frontiére comme le montre la figure ci-dessous :

n(E, at+Aa)

t(E, a+Aa)

F1G. 1.2 Dépendance des frontieres aux parametres de forme

Les points de la frontiere du domaine de calcul sont dépendants du parametre a
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considéré. Chaque point est repéré par son abscisse curviligne & sur la courbe I'
tandis que le parametre a détermine la forme de I'. Ainsi, chaque point X del

dépend de a et & :
[(a) = { X(6,a) | €€lé0&]) (1.29)

Pour définir la sensibilité de forme, considérons une variable dépendante
B(X(€,a),a) evaluée sur la frontiere. En utilisant le théoréme des fonctions im-
plicites, on peut exprimer sa dérivée totale en fonction de sa sensibilité et d’un

terme de transpiration qui tient compte du mouvement de la frontiere :

D¢ . L) oX

=5 TV o (1.30)

ot D/Da représente la dérivée totale par rapport a a et v¢-a§</aa désigne le terme

de transpiration.
La sensibilité de ¢(X(€,a),a) s’écrit donc :

0¢ D¢
da  Da

q§ — (1.31)
Les vecteurs unitaires normal, n(, a), et tangent, t(£,a), représentés sur la figure
1.2 peuvent étre exprimés par les dérivées de X = [z ¢; yf]T par rapport a & de la

maniére suivante :

~ 17T
t(¢,a) = H H [Qgg—,%—@ﬂ (1.32)
-1 T
; _ ||| _9ys 0%y
I e (133

Pour un point donné sur la courbe, lorsque a subit une perturbation Aa, engendrant
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ainsi un mouvement de la frontiere, £ reste constant. Ceci permet d’annuler le terme

de transpiration :

DX X oX o
E(f,a) = "az(f,a)‘*‘a—g' Ja (1.34)
ey
DX X
Il en va de méme pour les sensibilités des vecteurs normal et tangent :

Dn on
D—a(ﬁ, a) = %(57 a) (1.36)
Dt ot

La différence entre les sensibilités de valeur et de forme réside donc dans le terme
de transpiration. Ce dernier s’exprime comme le produit scalaire du gradient de
la variable ¢, [0¢/0z; 8¢/0y]”, et des sensibilités de la géométrie 90X/da que
Pon note aussi II,. Ce terme est simple & évaluer lorsque la géométrie n’est pas
complexe. En revanche, le gradient de ¢ a la frontiere est difficile a obtenir avec

précision.

Leur évaluation constitue donc la principale difficulté de la M.E.S avec parametres
de forme. Pour ’évaluation du gradient sur la frontieére du domaine, on fait appelle
3 la technique développée par Duvigneau et Pelletier 2! qui consiste, pour chaque
noeud, & reconstruire les dérivées par série de Taylor d’ordre élevé, en s’appuyant
sur les données d’un grand nombre de noeuds au voisinage. Le systeme est résolu au
sens des moindres-carrés et est dit contraint puisqu’il tient compte des conditions

limites.



\

19

1.4 Travaux antérieurs et applications de la M.E.S

1.4.1 Travaux antérieurs

Les Méthodes de Sensibilité ainsi que la méthode des variables adjointes sont appa-
rues dans les années 70. Elles ont fait ’'objet de nombreuses recherches aussi bien
dans le cadre de la mécanique des solides, et plus précisement en structures (1]
qu'en mécanique des fluides. Des travaux ont été effectués dans des problemes de

11, 9]

conduction de chaleur transitoire %9 en design aérodynamique 1,13

, pour les
éléments finis stochastiques 8], en calcul d’incertitude et de fiabilité ! en inter-
action fluide-structure 17, etc. Quelques exemples de calcul de sensibilité pour des
problemes spécifiques se trouvent dans Turgeon [10],

Les modeles de turbulence ont aussi fait 'objet d’analyse de sensibilité [36 38 37,
Des travaux ont été effectués sur 'optimisation des coefficients de fermeture du
modele de turbulence k — € [l sur le contréle d’instabilités d’un écoulement lami-
naire pour retarder la transition turbulente 7).

De nombreuses études ont permis de démontrer 1'utilité des parametres de forme
dans des problemes d’optimisation de forme, notamment en aérodynamique (26 31,
en hydrodynamique 22, en convection mixte ' et conduction de chaleur [ 191,
Au fil des années, les calculs des sensibilités ont été utilisées dans des domaines
nombreux et variés. La complexité des problemes a résoudre va croissante et il
reste des voies & explorer, des techniques & développer. C’est en ce sens que ce
projet s’interesse & développer les équations de sensibilités du modele k — € pour
des parametres de forme. Nous verrons dans ce projet que la réelle complexité se

trouve au niveau de P'analyse de sensibilité des lois de parois qui constituent les

conditions aux frontiéres du modele k — e.
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1.4.2 Les applications

Bien que les sensibilités soient souvent utilisées pour des problemes d’optimisation,

elles offrent plusieurs autres applications tout aussi intéressantes :

— Analyse de sensibilité de systemel'l ;

— Identification de parametres dominants et des zones dans lesquelles ils exercent
leurs influences!'®! ;

— Analyse d’incertitude % ;

— Calcul rapide de solutions voisines [l

Cette liste n’est pas exhaustive, mais elle met en évidence le vaste domaine d’appli-

cation des sensibilités. Contrairement aux variables adjointes, qui ne s’appliquent

que dans le cas de minimisation de fonctionnelles, les sensibilités ont une existence

et une signification qui leur sont propres.

1.5 Les objectifs

Le but de ce travail est de développer une M.E.S pour calculer les sensibilités de

forme d’un écoulement turbulent décrit par le modele standard k& — € avec lois de

parois. Pour atteindre ce but, nous avons identifié les quatre objectifs suivants :

— Développer les équations de sensibilités du modele de turbulence k£ — € pour des
parametres de forme;

— Implanter ces équations de sensibilités de lois de parois dans un code éléments
finis existant ;

— Vérifier 'implantation en effectuant des études de raffinement de maillage adap-
tatif pour des cas possédant une solution analytique (Méthode des Solutions
Manufacturées) ;

— Appliquer la M.E.S & des écoulements turbulents pour lesquels on possede des



mesures expérimentales ;
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CHAPITRE 2

METHODE DES EQUATIONS DE SENSIBILITES POUR LES
EQUATIONS MOYENNES DE REYNOLDS

Ce chapitre présente la méthode des équations de sensibilités appliquée aux
équations de Navier-Stokes en régime turbulent ainsi qu’aux conditions limites
qui leur sont associées. Dans un premier temps, nous développerons les équations
moyennes de Reynolds. En deuxiéme partie, nous leur appliquerons la méthode des
équations de sensibilités. Pour clore ce chapitre, nous traiterons des conditions aux

frontieres pour les sensibilités.

2.1 Equations de Navier-Stokes

2.1.1 L’approche de Reynolds

Nous considérerons un écoulement stationnaire, en régime turbulent, pour des
fluides incompressibles. Tout d’abord, il convient de savoir ce que signifie la turbu-
lence. On dit qu'un écoulement est turbulent lorsque ses diverses propriétés fluc-
tuent de maniere aléatoire. On utilise alors une approche statistique. De cette
définition découle I'’hypotheése introduite par Reynolds (1895) selon laquelle chaque
quantité caractérisant un écoulement peut étre décomposée comme la somme d’une
partie moyennée et d’une partie fluctuante. Nous avons ainsi pour les variables

dépendantes u et P :

u = u+u (2.1)
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P = P+P (2.2)

ol la barre désigne une valeur moyenne et le prime représente une valeur fluctuante.

On peut alors former les équations de continuité et de Navier-Stokes moyennées.
Dans le cas d’'un écoulement turbulent stationnaire, on choisit de moyenner ces
équations sur une période de temps, c’est a dire que 'écoulement ne varie pas sur
cette période. Pour une variable donnée f(t), sa valeur moyenne dans le temps

s’écrit, :

Fr = lim = /t”T F(t)dt (2.3)

Apres cette breve introduction, voyons comment cette approche s’applique aux

équations de Navier-Stokes.

2.1.2 Les équations moyennes de Reynolds

Les équations classiques de continuité et de Navier-Stokes sont données comme

suit :

Vou = 0 (2.4)
pu-Vu = —-Vp+V.71(u)+f (2.5)

ol p désigne la masse volumique, u le vecteur vitesse de composantes (u,v), f les

forces volumiques et 7(u) le tenseur des contraintes visqueuses noté :

7(u) p [ Vu+ (Vu)’] (2.6)
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Il s’agit, a présent, de moyenner ces équations comme nous l'avons stipulé
/’ Id 3 Id Id . / . /
précédemment. L’opérateur de moyenne étant linéaire, nous nous préoccuperons

seulement du terme de convection pu - Vu. Il vient alors :
pu-Vu = pa-Va-V-R (2.7)

Le lecteur intéressé pourra trouver plus de détails dans 'ouvrage de Wilcox [, On

note R le tenseur des contraintes de Reynolds :
Rij = —pujuj (2.8)
Nous tiendrons compte de 'approximation de Boussinesq qui stipule que le tenseur

de Reynolds peut étre écrit en terme de viscosité turbulente p; :

2

Rij = Mt (VU. + VHT) 3

Le terme %pkéij est une contrainte normale, il sera donc inclut dans le terme de

pression. On peut alors écrire les équations moyennes de Reynolds suivantes :

— Equation de continuité :
V.m = 0 (2.10)
— Equation de Navier-Stokes :

pU-VE = —VP+V-[(u+m) (Vu+Vu©)| +£ (2.11)
Ces équations ne suffisent pas a fermer le modele mathématique, il nous manque

des équations pour évaluer les nouvelles inconnues introduites par le tenseur de

Reynolds qui rend compte de 'aspect turbulent de I’écoulement. En effet, la variable
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e, qui dépend des variables de turbulence k et €, établit le lien entre les équations
de Navier-Stokes et les équations du modele k — € nécessaires pour modéliser notre
écoulement. Ces nouvelles équations et variables seront présentées au chapitre 3.
Notons que la viscosité turbulente n’est donc pas une propriété physique du fluide
au méme titre que la viscosité dynamique, mais plutét une variable dépendante

que 'on devra évaluer au cours du processus de résolution numérique.

Dorénavant, nous n’utiliserons plus les barres sur les variables dépendantes qui
indiquent des valeurs moyennes. De plus, nous noterons le tenseur des contraintes

visqueuses pour un écoulement turbulent de la maniere suivante :

T(w) = (u+m) [Vu+ (Vu)T] (2.12)

2.1.3 Les conditions limites

Les équations de Navier-Stokes sont résolues dans le domaine de calcul 2 de
frontiere I". Les conditions frontieres de Dirichlet et Neumann sont imposées res-

pectivement sur des parties I'p et I'y de I' :

u = a (Tp) (2.13)

[pl+7]-8 = & (Tw) (2.14)

Les équations qui régissent 1’écoulement ainsi que les conditions qui leur sont as-

sociées étant données, nous pouvons désormais appliquer la Méthode des Equations

de Sensibilités (M.E.S).
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2.2 Equations des sensiblités pour les équations de Navier-Stokes

Les sensibilités permettent d’analyser le comportement de I’écoulement par rapport
aux parametres qui le définissent. Les variables de I’écoulement dépendent non
seulement des variables d’espace (z,y) mais aussi d’'un parametre a. On notera

leur sensibilité par rapport a ce parametre de la maniere suivante :

ou
Op

Comme nous l'avons vu au chapitre précédent, les sensibilités de s, et s,
représentent respectivement les taux de variation des composantes du vecteur vi-
tesse et de la pression par rapport au parametre de contréle étudié. Pour chaque

parametre a, on aura a résoudre un systeme d’équation.

Il s’agit a présent d’appliquer la méthode des équations de sensibilité aux équations
de Navier-Stokes, en les différentiant par rapport a un parametre arbitraire a. Les

équations de sensibilités sont les suivantes :

Vs, = 0 (2.17)

Pu-Vu+p(sy-Vu+u-Vsy) = —Vs,+V-7(sq) + V-5, + (2.18)

Les dérivées totales des propriétés physiques sont notées avec un prime '. Ainsi

pour une propriété physique «, on note sa sensibilité totale :
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1 st a=«

0 si as#«

Dans le cas d’un écoulement dont les propriétés physiques sont variables, leurs sen-
sibilités deviennent, par conséquent, variables elles aussi. Par exemple, considérons

le modele de viscosité dont les dépendance aux autres variables s’écrit comme suit :

K= :u(xvy’u(a);a) (219)

On écrit alors sa sensibilité de la maniére suivante :

, Op  Oudu

Ho = da + %% (2.20)

, _ Ou op
wo= 8a+8“8u (2.21)

Les sensibilités des variables dépendantes sont notées avec un s, f' est la sensibilité
des forces volumiques. De plus, les termes résultant de la sensibilité du tenseur des

contraintes visqueuses sont écrits de la maniere suivante :

ey = (W + ) [Vu+ (Va)7]

m(su) = (1t ) [Vsu+ (Vsu)]

De méme que pour les équations de continuité et de Navier-Stokes, il faut appliquer
la M.E.S aux conditions limites qui leur sont associées. Cette tache est 'objet de

la section suivante.
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2.3 Conditions limites pour les sensibilités de forme

On impose des conditions classiques de Dirichlet et Neumann (on les appelle aussi
respectivement les conditions aux limites essentielles et naturelles) sur les frontieres
de 2 autre que les parois. Les parties de I" ol sont imposées les conditions de

Dirichlet et Neumann sont notées respectivement I'p et I'y.

Il s’agit, a présent d’appliquer la méthode des équations de sensibilité pour les
conditions aux frontieres. Pour des parametres de forme, on a vu, au chapitre
précédent, que lors de la différentiation d’une variable, un terme de transpiration
apparait. Ce terme est composé du produit scalaire du gradient de la variable
étudiée et de la sensibilité de la géométrie. Le terme de transpiration résulte de la
dépendance de la géométrie au parametre considéré et traduit le transport de la
condition limite & la position de la nouvelle frontiére I' = ['(a + Aa). En effet, la

frontiere I' se déplace lorsque le parametre a varie :

L(a) ={X(&a) | £€léo&l]} (2.22)

onX = [zy; yf]T, xy et yy étant les coordonnées des points appartenant & la courbe

I' paramétrisée par €.
Ainsi, pour une variable ¢(zs(a),ys(a); a), on écrit sa sensibilité :

o _ D¢ . 09X

% = Da V% % (2:23)

Conditions de Dirichlet :

Appliquons, & présent, cette méthode & l’équation (2.13) qui consiste a la

différentier, au sens de la dérivée matérielle, par rapport & un parametre de forme



@1_
Oa

Ou dz;
Oz Jda

Du _ Da
Da  Da

oudy; _ Da

oy da  Da
?E _ Da Ouozy
da  Da 9z Oa

Cette condition limite pour les sensibilités s’écrit alors :

Su

Conditions de Neumann :

ou_Da_ . 0%
da  Da v da
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(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)

Pour la condition de Neumann, nous appliquons la dérivée totale a l’équation

Dt
Da
Dt
Da

(2.14) :
2l r(w)] 4]
2o gl (@) [+ (W) o
D) = 2l b ru] 4V a4 )]
) Din on
“ Da = 7a

(2.28)
(2.29)
oX
= (2.30)
(2.31)
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On en déduit finalement la condition de Neumann pour les sensibilités :

A

o s rls] b = Dy [VEp ] G| 6
— [=pI + 7(w)] - g—z (2.32)

ou I est le tenseur identité d’ordre 2, 11 et t sont respectivement les vecteurs unitaires

normal et tangent, et t est la traction imposée & la frontiere.

Le gradient du tenseur des contraintes o noté V [—pI + 7(u)] est un tenseur d’ordre
3. Sa contraction avec le vecteur des sensibilités de la géométrie se note de la
maniere suivante :

0X 0X

VO Ba = Tk 5

€; & € (233)

Ce chapitre nous a présenté les équations moyennes de Reynolds ainsi que les
conditions limites qui leur sont associées. Nous leur avons, par la suite, appliqué
la MLE.S permettant de développer les équations de sensibilité des equations de
continuité et de Navier-Stokes et les conditions limites pour les sensibilités. Les
équations moyennes de Reynolds ont fait apparaitre de nouvelles inconnues par
le biais de la viscosité turbulente. Ces nouvelles inconnues sont les variables de
turbulence k et e. Les équations qui leur sont associées permettront de fermer le

modele mathématique. L'étude de ces équations est 'objet du chapitre suivant.
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CHAPITRE 3

METHODE DES EQUATIONS DE SENSIBILITES POUR LE
MODELE « — ¢

Ce chapitre présente les équations du modele k-e¢ avec une loi de paroi a deux
échelles de vitesse ainsi que les équations de sensibilité qui leur sont associées.
Ce chapitre nous ameéne au coeur de l'intérét du projet, c’est a dire 'analyse de
sensibilités de forme pour les lois de parois. Nous verrons en premiere partie le
modele de turbulence k-e¢ avec lois de parois ainsi que la formulation en variables
logarithmiques. Puis nous développerons les équations de sensibilités associées aux
équations du modele k-¢. Par la suite, nous effectuerons l'analyse de sensibilité des
conditions aux frontiéres classiques et des lois de parois. Puis, pour terminer ce
chapitre, nous exposerons les algorithmes de résolution tenant compte du calcul

des nouvelles variables k et ¢ et des variables de la loi de paroi.

3.1 Equations du modéele de turbulence k-¢

Comme nous l'avons vu au chapitre précédent, les variables de 1’écoulement
possédent une composante moyennée dans le temps et une composante fluctuante.
A la différence d’un écoulement laminaire, nous avons vu 1’apparition du terme de
viscosité turbulente p; pour modéliser le tenseur de Reynolds, dans I’équation de
mouvement. Il traduit effet des fluctuations sur I’écoulement moyen. Ce terme
n’est pas une propriété physique contrairement a la viscosité dynamique p mais

une variable dépendante. Elle dépend, en effet, de ’énergie cinétique de turbulence
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k et de son taux de dissipation €. On la définit de la maniere suivante :

k?2
pe = pCu— (3.1)

olt C,, désigne une constante de fermeture du modele k& — €. De plus, on définit &

et € tels que :

1
k = iui/uil (3.2)
_ KOuOuf
€ = > Bz, Oz, (3.3)

ol la barre supérieure désigne une valeur moyenne sur une période de temps et le
prime ’ indique la composante fluctuante. Pour compléter le modele mathématique
et modéliser comme il se doit le régime turbulent, on ajoute aux équations de
continuité et de mouvement, les équations du modele de turbulence k — e standard

de Launder et Spalding . Ces équations sont les suivantes :

kQ
pu-Vk = V. [(u + %) Vk} + P — p2CMM— + gk (3.4)
k ¢

2
pu-Ve = V. [(u + ?) Ve] + pCaCukP — C’ezp% + g (3.5)

€

P désigne la production de turbulence. Elle s’écrit de la maniere suivante :
P = Vu:(Vu+Vu") (3.6)

Ce1, Cea, Cy, 0y €t 0 sont les constantes de fermetures du modele de turbulence
k — ¢. Les valeurs recommandées par Launder et Spalding ** sont données dans
le tableau 3.1. Finalement, g, et q. désignent les termes sources & utiliser dans

une Méthode des Solutions Manufacturées (M.S.M) afin d’assurer I'équilibre de ces



deux équations.

TaAB. 3.1 Constantes du modele de turbulence k-¢
() O¢ Oel 062 CH
1.0 1.3 144 1.92 0.09

3.2 Utilisation des variables logarithmiques

33

Par définition, les variables de turbulence k, € et u; sont positives. Cependant,

lors de la résolution numérique, il arrive que ces variables prennent des valeurs

négatives ce qui constitue un non sens physique. Pour éviter ce probléme, nous

résolvons les équations (3.4-3.5) en variables logarithmiques. Ceci consiste & utiliser

le changement de variables suivant :

Les équations de turbulence prennent la forme suivante :

pu-VK=V-[(u+8) VK] + (p+ ) VK VK

ek

+ue™ P — chum +qx

pu-VE=V-[(p+L)VE] + (n+ &) VE - VE

—{—pCdCue’C_SP - Cfe2pe€_’C + qe

La viscosité turbulente devient alors :

(3.7)

(3.8)

(3.9)

(3.10)
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Notons que les équations (3.8-3.9) sont équivalentes aux équations originales du
modele de turbulence k — ¢, seules les variables de calcul sont différentes. Ainsi le
modele de turbulence reste donc inchangé. Pour évaluer k et ¢, il sufiit de prendre les
exponentielles de K et &£ ce qui assure leur positivité. De plus, grace au propriété du
logarithme, ce changement de variables dépendantes permet de lisser les solutions
numériques K et €. Il en résulte que les solutions numériques sont plus précises,
méme pour des maillages grossiers. Cependant, il est important de préciser que
Papparition des termes de produit de gradient de K et £ peut entrainer de la

diffusivité. Il faut alors surveiller ce phénomene.

3.3 Les conditions aux frontiéres

3.3.1 Les conditions aux frontieres classiques

Les frontieres de Q qui ne sont pas des parois solides sont modélisées en utilisant des
conditions classiques de Dirichlet ou de Neumann respectivement sur les segments

de frontiere I'p et I'y :

— Conditions de Dirichlet :

K=W(B) ; &=I(s) (3.11)
— Conditions de Neumann :
[(;Hﬂ)v;c}.ﬁ:o : [(,Hﬂ)ve]-ﬁ:o (3.12)
Ok O¢

oll f désigne le vecteur unitaire normale dirigé vers l'extérieur du domaine, G et

B, sont les valeurs de k et € sur ces frontiéres. En régime turbulent, les conditions
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aux frontieres pour les parois solides doivent faire I'objet d’une attention toute

particuliere. La sous-section suivante s’attarde sur ce sujet.

3.3.2 Présentation de la loi de paroi a deux échelles de vitesse
3.3.2.1 Introduction

Le modele de turbulence standard k — ¢ n’est‘ pas valide pour des bas nombres de
Reynolds comme c’est le cas pres d’une paroi solide. En effet, la turbulence y est
amortie et la viscosité moléculaire y est dominante. On ne peut donc pas utiliser
des conditions d’adhérence classiques, c’est a dire u = v = k = ¢ = 0. Ce modele
n’est donc pas valable jusqu’a la paroi. Pour résoudre ce probleme, nous utiliserons
une loi de paroi pour décrire la solution dans ces régions. Il s’agit de restreindre
le domaine de calcul 14 ou le modele k — € est toujours valide, et d’imposer des

conditions aux frontieres réalistes a une certaine distance de la paroi.

3.3.2.2 La Loi de Paroi

Comme nous ’avons indiqué en introduction, la frontiere du domaine de calcul est
située & une distance d de la paroi solide réelle. Dans la région qui se situe entre
la frontiére du domaine de calcul et la paroi solide, I’écoulement, est représenté par
la loi de paroi au lieu d’étre réellement calculé. Les variables évaluées a la frontiere
du domaine de calcul seront repérées par 'indice w. Nous utiliserons la loi de paroi
A deux échelles de vitesse, décrite par Chabard ©! et Ignat et al [ et les conditions
limites qui en découlent pour représenter de maniere adéquate le profil de vitesse

dans une couche limite turbulente.

La loi de paroi décrit le profil de vitesse adimensionnelle 4™ paralléle a la paroi
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solide, comme une fonction de y™, la distance adimensionnelle & la paroi physique :

L)yt pour yt <yt

Lin(Ey*) pour y* >yt

ol k désigne la constante de Karman, F est le parametre de rugosité. Pour une
paroi lisse, k = 0.42 et E = 9.0. Comme la définition de u™ le montre, cette loi de
paroi considére deux zones distinctes : la sous-couche laminaire ou y* < y et la

zone logarithmique ot y* > yF. Les variables ut et y™ sont définies comme suit :

du
yt o= PO (3.13)
)
= 3.14
w . (3.14)
ol u; = u -t désigne la vitesse tangentielle, d la distance a la paroi et we = /7y/p

la vitesse de frottement. La distance d est choisie de telle sorte que 30 < y* < 300
34 ce qui permet de respecter la validité du modele de loi de paroi et du modele
k — €. De plus, on calcule une vitesse caractéristique basée sur 1'énergie cinétique

de turbulence I :
w = CMkY? (3.15)
Soit en utilisant les variables logarithmiques :

u = C;/4exp(Kw/2) (3.16)

Prés d’un point de stagnation, les fluctuations turbulentes sont responsables du
transfert de chaleur. L'utilisation de 1’échelle de vitesse uy permet de prédire des
comportement réalistes de ce transfert de chaleur & proximité du point de stagna-

tion.
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Les conditions aux frontieres sont alors définies de la maniere suivante :

— Condition dans la direction tangentielle :

La contrainte qu’applique ’écoulement sur la paroi dans la direction tangentielle
est une fonction de la vitesse tangentielle u;. Il s’agit d’une condition mixte ou
de Robin. En combinant les équations (3.13-3.14) et en utilisant la définition de

u™T, on obtient la relation linéaire entre 7, et u; suivante :

A~

P

[(T . n) . t}wall = Tw = PURUs = WUt (3.17)
K 1
— Condition dans la direction normale :
La vitesse dans la direction normale est nulle.
u-n=90 (3.18)

— Condition sur K

Cette condition impose un flux nul sur la frontiere et permet la résolution de
I'équation de transport sur K. Elle est la conséquence du fait que le cisaillement
4 la paroi est constant dans les régions ou 'on utilise la loi de paroi. De plus,
elle permet de calculer la distribution du profil de vitesse u; a la paroi.

(;wﬂ) VK- f=0 (3.19)

O

— Condition sur £

Nous sommes en présence d’une condition de Dirichlet classique qui donne la
valeur de £ & la paroi. Elle est fonction de la vitesse basée sur I’énergie cinétique

Uk .

o (2) om
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A présent que les équations du modele k — e ont été données ainsi que les conditions
aux frontieres qui leur sont associées, et notamment la loi de paroi, nous pouvons

leur appliquer la M.E.S.

3.4 Equations des sensibilités pour le modéle k — ¢

Il s’agit, & présent, d’appliquer la méthode des équations de sensibilités aux
équations du modele k — e¢. Rappelons que cette méthode utilise des sensibilités
continues comme nous ’avons vu au chapitre 1, et qu’elle consiste a différentier
les équations de notre modele par rapport a un parametre arbitraire a. Remar-
quons que les variables dépendantes sont des fonctions des variables d’espace et du

parametre a considéré. Les sensibilités de K et £ s’écrivent de la maniere suivante :

oK o€

S = % 3 Sg = % (321)

Aprés Papplication de la M.E.S aux équations (3.8)-(3.9), nous obtenons les
équations de sensibilités suivantes :

Equation de transport en K pour les sensibilités :

Pu-VK+p(sy-VK+u-Vsg) = V. [(u'—l—&—utzk)VIC—F(u%—&)VsK}

gk (O Ok

/ !
+ (;H%— “;Zk) VK - VK
k k

+ 2(u+ﬂ)wc-vs,c

Ok

+ e (uP + P — i Psy)
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/ ! !

£-K [ oP 7 Hy
pe 2— + —=— +585¢c—— 3.22
( p Cu Ut> (3:22)

Equation de transport en &£ pour les sensibilités :

pu-VE+p(sy-VE+u -Vsg) = V- [(u’+ﬂ—ﬁ%>V5+(u+?>VSg]

€ € €

O o

7 7
+ (u’+ﬁ— ’WE> VE . VE

+ 2(u+’—‘3)v5-v35

O¢

/ Cl Cl P/
C.C, e~ tP P a  “u — i
+ plalpe <p+C€1+CM+S'C Set 5

Cl /
— CupEF (C—Ez + % + 8¢ — s,c> (3.23)
€

On note les dérivées totales des propriétés physiques avec un prime (’) ainsi que la

sensibilité du terme de production de turbulence comme suit :
P’ = 2Vs,: [Vu+ (Vu)T]

avec la sensibilité de la viscosité turbulente donnée par :

] ’

' P p
= — 4+ ==+ 2s¢ — 3.24
He = [t (p + C, + a8k 85) (3.24)

Les sensibilités des variables de turbulence et celles de leurs logarithmes sont reliées
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de la maniére suivante :

Sk = — : Sg = — (3.25)

3.5 Conditions aux frontieres classiques pour les sensibilités

Nous présentons dans ce paragraphe les sensibilités avec parametres de forme des
conditions classiques de Dirichlet et de Neumann (3.11-3.12). L’application de la

M.E.S nous donne les relations suivantes :

Conditions classiques de Dirichlet pour les sensibilités :

B .
Sk = ﬁk VK 9a (326)

/ X

e = 5 Ve B

Conditions classiques de Neumann pour les sensibilités :

—(p+ ) [VK- 2+ V(VK)- & - 4] (3.27)
[(u’+§§—%§&'—)ve+(u+’£)VSg]~ﬂ=—[W-%§+%]W'ﬁ
—(n+1)[ve -2 4V (VE) i (3.28)

La difficulté se situe au niveau de I'obtention des gradients de K et £ puisque la
sensibilité de la frontiere est, en général, facile a calculer lorsque la géométrie n’est

pas complexe. Les équations de sensibilités pour les conditions aux frontieres de
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type Neumann font apparaitre des dérivées secondes. Ces termes posent de réelles
difficultés lors de la résolution numérique. Nous utilisons une technique développer
par Duvigneau et Pelletier ['®l qui consiste & reconstruire les dérivées sur la frontieres
avec des développements en série de Taylor d’ordre élevé. Le probleme sera résolu

au sens des moindres-carrés. Plus de détails seront données au chapitre 4.

3.6 Lois de paroi pour les sensibilités avec parametres de forme

Nous appliquons la méme méthode pour les conditions issues de la loi de paroi.

Nous obtenons les équations de sensibilités suivantes :

— Condition aux fronti¢res dans la direction tangentielle pour les sensibilités :

@ﬁ t = ’+V-Q§uu
da wall - g g da e

k% -—r — ._.A .2
+puy Da + pu Ta " %a t (3.29)
.ot ox\ .1 .
—7T 1N 5@-— [(VT 'a—a> :I t

avec les sensibilités de u et u.. suivantes :

1 oX
Duy g {—“+—<sk+w~—)]

Da 4C, = 2k, Oa

c 1 X
_ w1 i 30
NESYRIEE. 3| o3

Du.,. K K uy oxX\ . ot
_ u el . = 3.31
o ln(%%){ - +<s +Vu- = > o (3.31)



42

1n(£%‘-&) E d ukDa+ p I

Uy E' d 1 Dy (P'JFVP'%) (“/"‘V’“"%):l}

Notons que la condition sur [(% . ﬁ) -f] ’ est bien une condition mixte puis-
wa

qu'elle est reliée & sy, - t par Du.,/Da.

— Condition aux frontiéres dans la direction normale pour les sensibilités :

. oX\ . oh
Syl = (Vu-BE)-n u- o (3.32)

— Condition aux frontieres sur K pour les sensibilités :

|:<ul+%_u_;%ik>v1<:+<#+;g%)v$,€:|ﬁ:—[Vﬂ%+%]VKﬁ
—(n+2)[VK 2 +V(VK)- & - &) (3.33)

— Condition aux frontiéres sur £ pour les sensibilités :

3 Duy & d X
=————————————§‘/' .« — . 4
5 ux Da Kk d £ Oa (3:34)

3.7 Algorithme de résolution

3.7.1 Résolution des variables de I’écoulement : u,p,K, &

Les équations de continuité et de mouvement sont résolues de maniere couplée
alors que les équations du modele de turbulence k — ¢ sont résolues de maniere
découplées. Au début de chaque itération, une solution initiale est calculée. Cette

P solution provient soit d'un calcul précédent dans le cas d’une résolution avec



43

maillage adaptatif, ce qui laisse supposer qu’au moins un cycle d’adaptation a déja
été effectué, soit en mettant la solution initiale a zéro. Cependant, dans le cadre
de I'utilisation de la méthode des solutions manufacturées, la solution exacte peut
servir de solution initiale afin de favoriser la convergence du solveur. Ensuite, on

procede par itérations de la maniere suivante :

— 1 Calculer u; a partir des solutions initiales
— 2 Résoudre les équations de continuité et de mouvement avec le champ de p,
— 3 Résoudre les équations de K et £
— 3.1 Résoudre K
- 3.2 Résoudre &
— 3.3 Calculer u; avec les nouveaux champs de K et £
— 3.4 Selon que le critere de convergence est satisfait, retourner a 1’étape 3 ou
aller a ’étape 4
— 4 Selon que le critere de convergence globale est satisfait, retourner a I'étape 2

ou arréter

Le critére de convergence globale, basé sur le quotient de la norme de la correction
par la norme de la solution, est, en général, fixé & 1079, alors que pour la convergence
locale, c’est & dire pour les sous-itérations (étape 3), on exige un critére plus faible
fixé 4 10~%. On linéarise les équations de continuité et de mouvement par la méthode
de substitution ou celle de Newton-Rhapson. En ce qui concerne les équations de

K et £, un maximum de 5 sous-itérations est effectué a 1’étape 3.

On utilise la méme approche pour le calcul de sensibilités. Cependant, les équations
de sensibilités étant linéaires, on effectue, en général qu’une seule sous-itération
pour la résolution des équations de continuité/mouvement et les équations du

modeéle de turbulence.
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3.7.2 Résolution des variables de la loi de paroi

Le but est de calculer le cisaillement a la paroi car il intervient dans le calcul du

résidu des équations de la loi de paroi. Son évaluation se fait de la maniére suivante :

— 1. Calculer uy avec (3.16)

2. Calculer y* a la paroi avec (3.13)

3. Calculer ut avec la définition donnée dans la section 3.3.2

— 4. Calculer u,, avec (3.14)
— 5. Calculer 7, avec (3.17)
L’algorithme est exactement le méme pour les sensibilités, mais on utilise les sen-

sibilités des variables ci-dessus.
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CHAPITRE 4

METHODE DE RESOLUTION

Au cours des chapitres précédents, nous nous sommes attachés a exposer les
équations modélisant un écoulement turbulent ainsi que leurs équations de sensibi-
lités. Ce chapitre présente la méthodologie éléments finis utilisée pour les résoudre.
En premiere partie, nous expliquerons en quoi consiste la méthode des éléments
finis en établissant, notamment, les formulations variationnelles des équations de
I’écoulement ainsi que des sensibilités. Puis nous traiterons du processus de maillage
adaptatif en approfondissant la notion d’estimation d’erreur. Finalement, nous ex-

poserons la méthode utilisée pour 'obtention des gradients sur une frontiere.

4.1 Forme faible des équations de Navier-Stokes et du modeéle k-¢

La formulation variationnelle consiste & multiplier respectivement les équations
(2.4),(2.5),(3.8) et (3.9) par les fonctions test d,, 0y, Ok et Jg, puis, & les intégrer

par parties sur le domaine Q2 de frontiere I'.

- Equation de continuité :

/5pv.ud9 -0 (4.1)
Q

— Equation de mouvement :

/Q(puVu) - oudf + /Q 2 (1 + pe) Y(a) 2 4(du)d2
—/pv-audﬂz/pf-5udn+/f-5udr (4.2)
Q Q r
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ou

Y(u) = %(Vu-{—VuT) (4.3)

t = [-pI+2(p+p)y(u)- - (4.4)

4(u) représente le tenseur du taux de déformation, I est le tenseur identité d’ordre

deux et t désigne les tractions & la frontiere.

- Equation de K :

K
/Q [puVIC - (u + ?) VK - VK — e~ KP(u) + p2cf—} 5K
k

M

Hi i He %
+f (u+0k)vzc vaKio = [ (u ) 5K (4.5)

— Equation de & :

/ [puVS ( ) VK - VK = pCo Cue™ € P(u) + pcegef—’c] 5EAQ

+ / <u+ )vg V5EdD = / ( —) g—g—(SEdI‘ (4.6)

Dans chacune des forme faibles (4.2), (4.5) et (4.6), apparait un terme que l'on
intégre, non plus sur le domaine €, mais sur sa frontiere I' . Celui-ci résulte de
I’application du théoreme de la divergence. Ces termes représentent les conditions

aux limites naturelles couramment appelées conditions de Neumann.
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4.2 Forme faible des équations de sensibilités

Dans ce paragraphe, nous développerons seulement la forme faible des équations
de sensibilités pour les équations de Navier-Stokes. La forme faibles des equations
de sensibilités pour les équations du modele k-¢ sont données en annexe II. La

méthode est identique a celle employée dans la sous-section précédente.

- Equation de continuité :

[ 95,V -sud2 = 0 (4.7)
Q

— Equation de mouvement :

/Q (Pu-Vu+psy - Vu+ pu- Vs,) - 0s,d
b [ 200+ ) A0 2 (et ) A5 3(B9)dS2 — [ 59 - G5
=/Fd%m+/ﬁd%ﬂ (4.8)
Q T

L’intégrale sur la frontiere I de Q) représente, cette fois ci, les conditions de Neu-

mann pour les sensibilités.

4.3 Discrétisation éléments finis

4.3.1 Interpollants

L’étape suivante concerne la discrétisation des formes faibles. Nous utilisons la
méthode de Galerkin qui consiste a considérer les fonctions test comme étant les

fonctions d’interpolation de la solution :



On établit ainsi les égalités suivantes :

Ny, Ny Np
. U _ v _ P
up =3 Niw;, w=>» Nv;, pn= Nlp;,
=1 i=1 i=1
N N¢
K £
Kn=>_ NFK:, & =) Nfé&,
i=1 i=1
Nsy, Nsy NSP
— 8 — 8 _— Sp
Sup, = ZNi“sui, Suy, _ZNivsvm Spn _ZNi Sps
i=1 i=1 =1

Nox Neg
o SKc _ Sg
Sk, = E N;%sx, 8¢, = E N;* sg,

i=1 i=1

5Ul:Nlu, 51)i=Niv, 51)i=N7EU,
§K; = NE, 6& = NE,
88y, = N, 88y, = N, sy, = N;?,

— 8K — S
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(4.9)

(4.10)

(4.11)

(4.12)

TN TN TN N
Ll e
e
[« > T & 1 S R o)

oll, par exemple, u; désigne la solution éléments finis, N, correspond au nombre

de fonctions d’interpolation (ou au nombre de noeuds par éléments), N sont les

fonctions d’interpolation, u; sont les valeurs nodales et du; sont les fonctions tests.

Les fonctions d’interpolation sont choisies de telles sortes qu’elles prennent chacune

une valeur égale 1 sur un des noeuds de 'élément de référence et la valeur 0 sur

tous les autres. De plus amples détails sont données dans Fortin (19,

L’élément utilisé est de type Taylor-Hood (P, — P;) qui présente 6 degré de liberté

en vitesse, 6 degré de liberté en IC et £ et 3 en pression. Cet élément est quadratique

en vitesse, quadratique en K et £ et linéaire continue par morceaux en pression.
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Vitesse Pression k-€
A interpolant linéaire

@) interpolant quadratique

F1c. 4.1 Elément fini de type Taylor-Hood

4.3.2 Equations des résidus

Afin de résoudre les équations algébriques décrites précédemment, nous procédons
& un réarrangement des formulations variationnelles en équations des résidus, en

faisant passer, pour chacune d’elles, tous les termes du méme co6té du signe =.

On obtient alors pour les équations de continuité et de mouvement :

R, = /Q 5pV - ud© (4.17)

R, = /Q (puVu) - 6ud + /02 (1 + pe) (1) : y(du)dS2

—/va-éudQ—/pr-éudﬂ—/rt-éudr (4.18)

De méme pour les équations de K et £ :

Re = /Q [puVlC - (u + g—;) VK - VK — e~ KP(u) (4.19)

K
200 € MY v _ b\ 9K
+2C, Mt}mdmt /Q <u+0k>VIC VK4 /F <“+ak> ST
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Re= [ [puvg _ (u + ’—‘i) VK - VK — pCa G, P(u) (4.20)
+pCaet ) €402+ / (u + ﬂ) VE - VEEID — / (p, + ﬂ) 9€ sedr
0 O, r

0./ On

On obtient alors un systéme matriciel dont les inconnues sont les valeurs nodales
des éléments composant le domaine Q. Le calcul de la solution éléments finis se
fait de maniére itérative, et le but est de rechercher la solution qui fera tendre
I’ensemble des résidus vers zéro. La sous-section suivante explique comment réaliser

cette tache.

4.3.3 Jacobien numérique

Comme nous 'avons dit précédemment, 1’étape consiste, désormais, a faire tendre
vers zéro les équations des résidus par un processus itératif. On fixe ici les grandes

lignes permettant d’atteindre cet objectif.

M€ &quation des résidus dont le vecteur d’inconnues est, par

Considérons la i®
exemple, celui de la vitesse u™. Idéalement, nous devons obtenir la relation sui-

vante :
Ri(u") =0 (4.21)

Cependant, le vecteur d’inconnues u®, qui est composé des valeurs nodales de
la variable u ne satisfait pas la relation (4.21). Il faut alors chercher le vecteur
d’inconnues u™*! = u” + du tel qu’il satisfasse la relation précédente. On utilise

alors une série de Taylor d’ordre un :
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gff (u™)du; =0 (4.22)
7

R;(u™ + 6u) = R;(u”) + Z

Le systeme matriciel a résoudre est le suivant :

| sy = ) (423

ou R; sont les équations algébriques des résidus, u; représente les valeurs nodales

et du; désigne les corrections.

On reconnait ici la méthode de Newton. Le vecteur solution est alors composé
des incréments ou corrections et non de la solution elle-méme. Pour une solution
quelconque X®, la matrice [OR;/0X;] est formée par différence finie. En effet, on
utilise une différence finie centrée en perturbant, I’'une apres 'autre, chaque valeur

nodale d’une petite quantité 6.

En ce qui concerne, les equations de sensibilités, et étant donné leur linéarité, on

emploie la méme méthode, cependant, la différence finie est décentrée.

4.3.4 Méthodes de stabilisation

La méthode de Galerkin présente parfois des problemes de convergence qui se ma-
nifestent lorsque le maillage devient plus fin. En effet, il se produit des oscilla-
tions numériques. Ce phénomene est trés courant dans la résolution numérique des
écoulements turbulents. Pour palier & ce probleme, nous utilisons des méthodes de
stabilisation qui consistent & introduire des termes de diffusion artificielle dans les

équations de Navier-Stokes et du modele k — € permettant ainsi de compenser les
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termes de convection qui deviennent parfois trop importants. Le code offre plusieurs
de ces techniques : les méthode SU (Streamline Upwind) ?31, SUPG (Streamline Up-
wind Petrov-Galerkin) Y, et GLS (Galerkin Least-Squares) 24, Au cours du projet,
nous avons utilisé uniquement la méthode SUPG pour ’écoulement et pour les sen-
sibilités. Le lecteur intéressé trouvera de plus amples détails sur ces méthodes de

stabilisation dans Turgeon [,

4.4 Maillage adaptatif

4.4.1 Estimation d’erreur

Soit ¢ la solution exacte d’un probleme quelconque, et ¢p, la solution éléments

finis de ce probleme. On note alors l'erreur exacte 2, engendrée par la résolution

exa

numérique de la maniere suivante :

€lpa = b0 — ¢ (4.24)

Cependant, nous sommes dans l'incapacité de connaitre l'erreur exacte puisque
nous ne connaissons pas la solution exacte ¢. Un reméde a ce probléme consiste a
reconstruire une solution ¢ qui sera la plus proche possible de la solution exacte.
Ainsi, nous serons en mesure de calculer une estimation de l'erreur exacte. Pour
I’estimation d’erreur, nous utilisons la méthode de projection locale établie par Zhu

et Zienkiewicz 44,

L’utilisation de cette méthode vient de la nécessité d’obtenir une approximation
plus précise des gradients qui nous permettront de définir les normes d’erreur.
En effet, si la solution éléments finis d’une variable quelconque est quadratique,

alors sa dérivée devient linéaire par morceaux. Pour obtenir un gradient enrichi,
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c’est & dire, représenté par une fonction quadratique, on se sert de données locales
récupérées autour d’un noeud P sur un patch d’éléments P. Typiquement, le patch
‘P constitue une couche d’éléments situés autour du noeud P. Celui-ci est représenté

par le sous-domaine Q2p comme le montre la figure ci-dessous :

F1G. 4.2 Sous-domaine Qp utilisé dans les projections locales

Soit une solution exacte ¢ quelconque et ¢y, la solution numérique obtenue par la
méthode des éléments finis. La solution enrichie ¢} que l'on souhaite calculer par

la méthode de projection locale est représentée de la maniere suivante :

¢» = Bb (4.25)
ol
Po= (7 Yp) (4.26)
B = {1,&n,8% 607"} (4.27)
b = {blab27b37b4)b5ab6}T (428)

Pour déterminer b, on résout un probléme discret au sens des moindres-carrés en
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minimisant la forme quadratique J(b) sur le sous-domaine {p représenté par le

patch d’éléments P :

Min [j(b) _ % [ (Bb— )0 (4.29)

Finalement, cela revient & annuler la premiere dérivée de J(b), et a résoudre le

systeme suivant :

[, B7Ba0] (o} = { [, B7nan} (430

Une factorisation LU permet d’inverser la matrice, et par conséquent, d’obtenir les
coefficients b; permettant de former le polynéme de degré 2 représentant la solution

enrichie ¢} sur le sous-domaine (2p.

Pour améliorer le conditionnement de la matrice BB, au lieu de se placer dans
un repeére (z,y), on modifie la base polynomiale B pour se ramener & un repere
local (£,n) de telle sorte que £ et n soient compris dans l'intervalle [-1,1] sur le

sous-domaine Qp. Nous utilisons alors :

g="""0 e n=y;yp (4.31)

Le point P est lorigine du repeére (€,7). Les échelles z, et y, sont calculées de
la maniére suivante : pour chaque élément du sous-domaine, on calcule les tailles
Az et Ay qui sont les projections sur les axes = et y des longueurs des arétes des
¢éléments, et on retient les plus grandes pour chacune des projections comme le

montre la figure 4.3. Les échelles seront alors différentes sur chaque sous-domaine

Qp.
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Tailles des projections des arétes
selonxety

F1c. 4.3 Echelles pour la base de projection loacale

Pour Vinstant, nous n’avons obtenu qu’une seule solution enrichie basée sur la
solution éléments finis d’un seul noeud. L’idée est d’obtenir une solution enrichie
¢* pour chacun des sommets des éléments du maillage. Par conséquent, comme les
sous-domaines associés a ces sommets se chevauchent, il en est de méme pour les

solutions enrichies ¢*.

La méthode consiste alors a construire un champ global unique <z~5 en utilisant la
base d’interpolation du maillage. Pour les noeuds des sommets, on prend la valeur
nodale des solutions enrichies ¢* noté @;. En revanche, pour les noeuds situés au
milieu des faces des éléments, on prendra la moyenne des solutions enrichies des

sommets. Puis, on forme ¢ en interpolant les valeurs nodales obtenues comme suit :
i~ n ~
¢=> N (4.32)
i

ou N; représentent les fonctions d’interpolation. Grace a 'obtention de ce champ
¢, nous pouvons désormais calculer une estimation de l'erreur exacte qui constitue

une donnée essentielle dans le processus d’adaptation de maillage.
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4.4.2 Norme d’erreur

A présent, nous sommes a méme de calculer une estimation d’erreur. Plutot que de
calculer celle-ci en chaque noeud, nous calculerons les erreurs sur chaque élément
dont la somme constitue l'erreur globale sur le domaine ). Ceci nécessite la
définition de normes d’erreur. Dans ce projet, cinq normes sont utilisées, et cal-

culées a partir des variables suivantes : u, p, K, € et y;.

Pour le vecteur vitesse u, nous utilisons la norme énergie qui est basée sur la double
contraction du tenseur des contraintes visqueuses. La norme de l'erreur estimée

pour le vecteur vitesse est définie de la maniere suivante :

le?|® = /Q (Th — 7) : (Th — 7) dO2 (4.33)

Pour les sensibilités, leur norme d’erreur se calcul en remplagant 7 par s, :

eI = [ (sn, = 57) : (50, — 87) 2 (4.34)

Pour les variables K, £ et ju,, on utilise la semi-norme H'(f2). Ce choix est guidé
par le fait que nous désirons obtenir une erreur basée uniquement sur les gradients

qui sont des quantités sensibles et souvent entachées d’erreur.

|| = /Q (VK = VK) - (VKn — VK) dS2 (4.35)

ef| = /Q (V& — VE) - (V& — VE) (4.36)
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le1” = | (Vi = Vie) - (Tbon = Viae) 2 (4:37)

En ce qui concerne la pression, nous utilisons la norme H*() :

I = | (Vow = Vp) - (Vow = Vp) a2 (4.38)

4.4.3 Calcul de la taille optimale d’un élément

Le calcul des normes d’erreur constitue une information déterminante pour le re-
maillage adaptatif. En effet, elles interviennent dans le calcul d’une taille optimale
pour chaque élément. A la fin d’un cycle adaptatif, et ce, aprés avoir calculé les
différents champs de solution, le code détermine alors les normes d’erreur estimée
décrites a la sous-section précédente. Puis il calcule les tailles optimales des éléments
qui constitueront le maillage au cycle suivant afin de réduire les erreurs dans les

régions du domaine qui le nécessite.

Comme nous 'avons expliqué précédemment, la norme d’erreur sur ’ensemble du

domaine est égale & la somme des normes d’erreur élémentaires :

N
lellg = 3= llell (4.39)
K=1

ou K désigne I’élément courant et N désigne le nombre d’éléments dans le domaine.

Dans la partie du code qui correspond a ’adaptation de maillage, 'usager indique
de quelle maniere il souhaite voir 'erreur se réduire. En d’autre terme, il fixe une

norme d’erreur cible, i.e la norme d’erreur sur le prochain maillage, en fonction de
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la norme d’erreur du maillage courant par le biais d’un coefficient £ compris entre

0 et 1. Cette relation s’écrit de la maniére suivante :

”ecibleH - g “ecourantenﬂ (440)

Dans ce projet, les valeurs de £ utilisées pour les calculs sont comprises entre 0.5
et 0.6, ce qui a permis de doubler approximativement le nombre de noeuds entre

chaque cycle.

Nous n’irons pas dans les détails dans ce mémoire, le lecteur intéressé pourra trouver
de plus amples informations dans la these de Turgeon % en ce qui concerne le
cheminement pour arriver 3 la relation permettant de calculer la taille optimale g

d’un élément. Ainsi, nous pouvons établir la relation suivante :

[ Elellg )Y
K‘(MNN) e (4.41)

ou a désigne la taux de convergence et hy représente la taille de I’élément courant.

Cette taille optimale est calculée pour chaque élément constituant le maillage et
pour toutes les normes d’erreur présentées a la sous-section précédente, que ce
soit pour I’écoulement et les sensibilités. La distribution de l’erreur sur le domaine
differe selon la norme d’erreur calculé. Par exemple, les zones entachées d’erreur
pour la pression ne seront pas forcément les mémes que pour la vitesse ou les
variables du modele k —e. Ainsi, pour chaque élément, le principe consiste & prendre

la plus petite des tailles optimales calculées selon les différentes normes d’erreur :



99

Sk = min {6}, 0%, 0%, 6%, 01, 03¢, ..} (4.42)

4.5 Meéthode de reconstruction des gradients a la frontiére

4.5.1 Introduction

Nous avons vu au début de ce chapitre la méthode par projection locale de Zhu et
Zienkiewicz ¥4 permettant la reconstruction de gradients enrichis. Cette méthode
est un outil intéressant pour obtenir des dérivées premieres modélisées par une
fonction quadratique. Cependant, lorsqu’on considere un parametre de forme a,
on voit apparaitre les dérivées premieres de ’écoulement dans l’expression des
conditions de Dirichlet et les dérivées secondes dans les conditions de Neumann.
Par exemple, le terme du gradient du tenseur des contraintes visqueuses dans la loi
de paroi pour les sensibilités fait apparaitre des dérivées secondes qui nécessitent un
traitement tout particulier. Pour évaluer ses quantités.a la frontiére, nous utilisons
la méthode développée par Duvigneau et Pelletier [12l, qui améliore la précision des
dérivées a la frontiere en calculant des dérivées consistantes avec la valeur de la

fonction au bord.

4.5.2 La méthode

Soit une solution ¢ de ’écoulement, son développement en série de Taylor d’ordre

k autour d’un point P(z,,y,) situé sur la frontiére s’écrit de la maniere suivante :
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(@, y) = I(2p,4p) + (T — Tp) s + (Y — yp) Py

+ %(x — )% Gae + (£ — 2p) (Y — Up) bay + Ly- Yp) 2y + ... (4.43)

5

¢ et ses dérivées sont les inconnues. On les détermine en faisant coincider le
développement en série de Taylor aux valeurs nodales de ’écoulement en des points
N(Zy, yn) situés dans un patch d’éléments P autour du noeud P. Ce probléeme est

résolu au sens des moindres-carrés et revient a résoudre le systeme d’équations

suivant :
on =By, (4.44)
ou
dn = ¢(wnv yn) (4.45)
1 1

= {1 In —Tp Yn —Yp é(xn _mp)z (xn—xp)(yn_yp> '2"(yn—yp)2"'}
(4.46)
Vs =10 ¢o &y Pos Goy Gyy-}p (4.47)

Pour déterminer y,, dont les composantes sont ¢ et ses dérivées partielles au bord,
nous résolvons un probléme discret au sens des moindres-carrés obtenu en minimi-

sant la forme quadratique J(y,) :

Min

er—l

}: Tys — én)? (4.48)

Pour un point P situé sur la frontiére, la condition aux frontieres peut étre de type
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Dirichlet ¢ = qAbp ou Neumann V¢ - i = gp. On dit que le probleme est contraint
puisqu’il sera résolu en tenant compte des conditions aux frontieres, permettant
ainsi de faire coincider la série de Taylor évaluer au point P avec les conditions

limites.

Pour une condition de Dirichlet, nous minimiseront la forme quadratique Jp(ys)
sujet & yu(1) = bp. La contrainte est imposée par le biais de multiplicateurs de

Lagrange l,. Nous résolvons alors le probleme suivant :

. 1 n
Min | Ip(ys) = 5 > (BTys — ¢n)? + 1(D} — ¢p) (4.49)
NeP
ouDI={1 0 0 .. 0}. Pour minimiser Jp(ys). Ce qui revient & satisfaire :
Z BB D¢ Yo Z Boén
NeP NeP
D? 0 Ly bp

Pour une condition de Neumann, nous minimiseront la forme quadratique Jn(y)

sujet a gp, :

Min |In(ys) 3" (BTys — on)? + 1o(N} — T5;) (4.50)
NeP

l\)lr—l

ouNY ={0 A, f, 0 .. 0} Enannulant ses premieres dérivées, le systeme

a résoudre devient :
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> BB Ny | [y, > Boy
NeP NeP
ONZ 0 | 7,

Cette méthode nous permet donc de déterminer les valeurs de ¢ et ses dérivées
premieéres et secondes consistantes avec la condition limite imposée. Ceci nous ga-
rantit une plus grande précision pour ces quantités dont nous avons besoin dans
les conditions limites, dans le cadre de analyse de sensibilité avec parametres de

forme.
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CHAPITRE 5

VERIFICATION

Au cours des chapitres précédents, nous avons exposé les équations modélisant un
écoulement turbulent grace aux équations moyennes de Reynolds et aux équations
du modele de turbulence k£ — ¢, puis nous leur avons appliqués la Méthode des
Equations de Sensibilité. Par la suite, nous nous sommes attardés sur la maniere
de les résoudre par la méthode des éléments finis. Une méthode numérique donne,
par définition, une solution approchée de la solution exacte. Il faut maintenant
s’assurer que la méthode que 'on utilise donne des résultats réalistes. Pour vérifier
I'implantation de la M.E.S avec parametres de forme pour le modeéle & — € avec
lois de parois, nous allons présenté dans ce chapitre, une solution manufacturée
qui modélise une couche limite turbulente sur une plaque plane. Il s’agit alors de
vérifier que la solution éléments finis possede le taux de convergence théorique, et
qu’elle tend bien vers la solution analytique. L’étude des normes d’erreur vue au

chapitre précédent va prendre, ainsi, tout son sens.

5.1 Solution manufacturée pour I’écoulement

Tout d’abord, rappelons le principe de la solution manufacturée. La méthode
consiste & ajouter le terme source artificiel requis pour équilibrer les équations de
Navier-Stokes et les équations de transport du modele & — € de telle sorte qu’elles

possédent une solution analytique.
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5.1.1 Le domaine de calcul

Nous utilisons la solution manufacturée développée par Eca et al 9. Elle modélise
une couche limite turbulente sur une plaque plane, dans un domaine de calcul carré

de coté 0.5L avec 0.5L < X < Let 0 <Y —Yy; < 0.5L. Le nombre de Reynolds

est défini de la maniére suivante :

Re = Wi (5.1)

v

ou U; = 1 est la vitesse de référence, L = 1 est la longueur de référence, et v = p/p

la viscosité cinématique.

Pour des variables adimensionnelles (z,y), le domaine de calcul est donné par

05<z<1let0<y—yo<0.5etle nombre de Reynolds est fixé & Re = 108,

ya

physical domain modeled

Yo+ 0.5

Fia. 5.1 Domaine de calcul

5.1.2 Solutions analytiques des variables dépendantes

Les variables de ’écoulement seront des fonctions des variables dépendantes sui-
vantes :
—_ o'(y - yO) Uu(y - yO) (5'2)

=T wET
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ouog =4eto,=2050.

Les expressions analytiques des variables u, v, p, k, € s'écrivent de la maniére sui-

vante :

u = erf(n) (5.3)

v o= # (1-e) (5.4)

p = 0.5In(2z — % +0.25)In(4(y — yo)® — 3(y — yo)* +1.25)  (5.5)

k = kmwnﬁe_"g + oy (5.6)

e = 0.36%6_77‘2’ + o (5.7)

ol
Vmae = 10730 (5.8)
kmez = 0.01 (5.9)
On définit la viscosité turbulente d’apres le modele de turbulence k£ — € :
k2
My = PC;L? (5.10)

Nous avons ajouté les constantes oy et «a. dans les expressions analytiques des
variables k et € afin d’éviter les logarithmes de quantités trés proches de zéro.

Leurs valeurs sont les suivantes :
o =107 5 a,=10"° (5.11)
Les équations utilisées pour modéliser 1’écoulement sont les formes adimension-

nelles des équations (2.4)-(2.5) pour les équations moyennes de Reynolds et les

formes adimensionnelles des équations (3.8)-(3.9) pour le modele de turbulence.
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Les expressions analytiques ci-dessus satisfont 1’équation de continuité (2.4). Ce-
pendant pour qu’elles satisfassent les équations de mouvement (2.5) et de transport
du modele k — € (3.8)-(3.9), il est nécessaire d’ajouter des termes sources artificiels
f, g, et g. de sorte qu'ils équilibrent chacune de ces équations. Leur expression est

donnée en annexe I.

Les valeurs des propriétés physiques de I’écoulement ainsi que les constantes qui le

caractérise sont les suivantes :

U=10 L=10 p=10 v=10°% pu=pr=10"° (5.12)
C, =009 Co=144 Cop=192 (5.13)
o, =10 0,.=13 (5.14)

5.1.3 Les conditions aux frontieres pour ’écoulement

Comme nous 'avons dit plus haut, le domaine de calcul est un carré dont les cotés
ont pour longueur adimensionnelle 0.5. Les frontieres sont désignées par quatre
courbes : entrée, plaque, sortie, haut comme le montre la figure 5.2. Le parametre
yo désigne la position verticale de la plaque et fera I'objet d’une analyse de sensi-
bilité. On impose sur ces courbes des conditions de type Dirichlet ou de Neumann
pour les variables u, v, k et € en utilisant les expressions analytiques issues de la
solution manufacturée. Les notations DU et DK, sur la figure 5.2, indiquent que
des conditions de Neumann sur u et k ont été imposées. Dans notre cas, c’est a
I'usager de préciser la valeur de ces conditions comme c’est le cas pour les courbes

entrée, sortie et haut

La véritable difficulté se situe au niveau du traitement des conditions aux frontieres

issues de la loi de paroi du modele k — €. Le principe de la solution manufacturée
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U, V., K, € usager

HAUT
M, Ok
+ 1 )ER -
0 - )55~ usager
U VK E (n+ B0t usager
usager  |ENTREE SORTIE G, OX
du
p+2 ou _
P+ Ky 2o = usager
du_0ov
PLAQUE (H+ut)(5—§+6—x)= usager
Loi de paroi

DU = usager V= usager

DK = usager € = usager

F1c. 5.2 Domaine de calcul et conditions frontieres

consiste, icl aussi, a introduire des termes sources artificiels dans les lois de paroi

de la maniere suivante :

— Condition dans la direction tangentielle :

Nous avons vu au chapitre 3 que la contrainte qu’exerce ’écoulement sur la paroi

dans la direction tangentielle est modélisée par la condition mixte suivante :

Tw = PULUss (5.15)

Cette définition, modélisant 1’effort pariétal, est issue des lois de paroi du modele
k — e et elle suppose que le vecteur normal soit dirigé vers l'intérieur du domaine.

Par conséquent, dans le code, la convention de la loi de paroi impose que l'on
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utilise un vecteur normal A, = [0,1]7. Notons, cependant, que dans le reste du

code, la convention utilise des vecteurs normaux dirigés vers 'extérieur.

Comme nous 'avons dit plus haut, cette convention implique alors le calcul de la
contrainte qu’exerce le fluide sur la plaque. Or nous voulons calculer Ueffort de
la plaque sur le fluide, il faut alors calculer 'opposé de la valeur de la condition

5.15, c’est a dire :
Tw = —PUplyy = — [(7‘ Nyt ~’E}w (5.16)

De plus, l'effort pariétal exprimant l'effort qu’exerce la paroi sur la plaque est

quant a lui définit de la maniere suivante

A Du 81}) -

(78§, = = 00 (55 + 52

oll figg, = [0, —1]7 et t = [1,0]7 sur la courbe étiquetée plague (voir la figure 5.2).
La figure 5.3 ci-dessous récapitule les conventions prises pour traiter cette condi-
tion.

Pour que la solution manufacturée satisfasse cette condition au frontiere, nous
ajoutons a la condition (5.16) ci-dessus, un terme source donné par l'usager.

Celui-ci prend la forme suivante :

Srery = — { puil fgpp — [(’7’ Dyt - t} au (5.18)
Ce qui revient a écrire :
ou Ov
Srery, = — { pUrUsx — 4 —(u+ —_— 4 5.19
(oo~ (e (34 50)} 69
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FLUIDE

PAROI Fxﬂuide - paroi

(a) Normale intérieure : Effort du fluide sur la paroi

FLUIDE

—>
Fxparoi—}ﬂuide t= [ 1 [ 0]

—
Next=[0,-11"

(b) Normale extérieure : Effort de la paroi sur le fluide

Fic. 5.3 Convention pour la loi de paroi

Ainsi, nous implantons dans le code éléments finis, la relation suivante pour le

calcul de la condition limite dans la direction tangentielle :

Tw = {—PUkUs}, — SICTy
Oou Ov
= {—pupuaty + {puruat sy +{— b+ ) | 57+ 52 (5.20)
- N — Oy  0x))gy
1 2 N

3

ol h désigne un terme calculé par la méthode des éléments finis et SM désigne
un terme calculé au moyen de la solution analytique.

Ainsi, les termes 1 et 2 tendent & s’annuler avec le raffinement du maillage.
Par conséquent, la valeur de la condition aux frontieres est celle imposée par le

terme 3, c’est & dire la contrainte de cisaillement a la paroi.

— Condition dans la direction normale :
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La vitesse dans la direction normale a la frontiére est nulle.

u- ﬁint =0 (521)

En réalité, comme nous nous plagons & une distance d de la paroi, nous écrirons

plutot :
u- ﬁint =u- ﬁint'dSM (522)

avec Ny, = [0,1]7, nous obtenons la condition aux frontieres de type Dirichlet

suivante :
V= V|ggy, (5.23)

Condition sur K :

La condition imposée sur k est de type Neumann. Soit en variables logarith-

miques :
(u n i‘i) VK - gy = {(u + ﬁ) VK - ﬁmt} (5.24)
o, Ok SM
avec n = [0,1]7, nous obtenons la condition aux frontieres de type Neumann

suivante évaluée a la paroi :

oK oK
o/ Oy o/ Oy SM

— Condition sur & :

La condition aux frontiéres imposée sur € est de type Dirichlet. Soit en variables
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logarithmiques :
w3
E=In|—=% 2
n (H d> (5.26)

On définit alors le terme source suivant :

Src€ = — {ln (P-?é>} +{E}sus (5.27)
kd ) | our

La condition limite sur la courbe plaque est implantée de la maniere suivante :

s (n(2)} - {n(2)] e o

Nous avons ainsi détaillé comment sont imposées les conditions aux frontieres clas-
siques ainsi que les conditions issues des lois de parois pour I'écoulement. La sous-
section suivante s’attarde & développer la solution manufacturée pour les sensibi-

lités.
5.2 Solution manufacturée pour les sensibilités

5.2.1 Solutions analytiques pour les sensibilités

Notre objectif est d’étudier la sensibilité des variables de I’écoulement par rapport
au parameétre a = yo qui représente la position verticale de la paroi solide. Notons

que dans la configuration nominale, yo = 0.

On différencie les équations (5.3) & (5.7) pour obtenir la solution manufacturée des



sensibilités :
2 g _.2
Sy = ——=—e7"
VT T
2 n _,2
Sy = ———=—e"

5 — 3(y — 30)(1 — 2(y — o)) In(2 — 2% + 0.25)

4(y — yo)® — 3(y — yo)® + 1.25
g 2
- 2kmaw'_y v (1=n%) uQ -1
Sk T e (77 >
k2 o

s. = 0.72-mazZVp o(=m7)
Vmam z

La sensibilité de la viscosité turbulente est définie comme suit :

r <2sk se)
My = Mt ]f €
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(5.29)
(5.30)

(5.31)
(5.32)

(5.33)

(5.34)

Tout comme les équations modélisant 1’écoulement, ces expressions analytiques

satisfont les équations des sensibilités (2.18), (3.22) et (3.23) pourvu qu’on leur

ajoute des termes sources ', ¢, et ¢s, dont on trouve les expressions dans I'annexe

L

Le parametre y, est un parametre de forme puisqu’une variation de sa valeur induit

un mouvement de la frontiere. Cependant, comme nous connaissons la solution

exacte, il est possible de calculer les dérivées partielles de I’écoulement et d’obtenir

des expressions analytiques des conditions limites des sensibilités, ce qui revient a

traiter yo comme un parametre de valeur dont le traitement numérique est beaucoup

plus aisé. Le parametre sera donc étudié successivement comme un parametre de

valeur (servant de référence) puis comme un parametre de forme.
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Dans cette sous-section, on traite le parametre y, comme un parametre de valeur.

Il s’agit a présent d’expliciter les conditions aux frontieres du probléme pour les

sensibilités.

— Les conditions aux limites classiques de Dirichlet :

Pour la composante de vitesse u, nous avons la relation suivante :

ol u est la valeur de la condition aux limites essentielles ou de Dirichlet.

8

Sy = —
Yo

Il en va de méme pour les variables v, k et € :

On impose alors les conditions exactes de Dirichlet pour les sensibilités :

o4
Yo
ov
Yo
ok
Yo
o€
Yo

90
Sv—a—yo
Ok
Sk_a—yo
o
T

(5.35)

(5.36)

(5.37)

(5.38)

(5.39)
(5.40)
(5.41)

(5.42)



74

Les coefficients ci-dessus représentent les variations des valeurs des conditions
aux frontieres.

Les conditions aux limites classiques de Neumann :

D’apres 'équation (2.32) vue au chapitre 2 et en vertu du fait que les sensibilités

de la géométrie sont nulles, nous pouvons écrire :

.ot
Sg - = — (5.43)
Ao
ol 0 = —pI +7(u) est le tenseur des contraintes, 7 est le tenseur des contraintes

visqueuses et t sont les tractions & la fronticre. Cette condition est imposée sur

la courbe sortie ot i = [1,0]7. Nous pouvons ainsi écrire :

ot,,
Yo

o, , g [Ou  Ov 0s, 08y

Pour un parametre de valeur, les conditions de Neumann vues au chapitre 3 (3.27-

, .\ Ou 08y
= {—Sp+2(u +ut)a—x+2(u+ut)a—x}w (5.44)

3.28) pour les variables de turbulence k et € deviennent sur la courbe sortie :

[( ,+ﬂ_mgk>v,c+<u+&)v54 a = {__ (5.46)
Ok & O'ka.T
0
N (Hﬁz)_s_fc}
op/) Ox SM
l( B ﬁt—‘—})V&L(H&)Ws] h = {&Q{ (5.47)
O¢ P P 0'68.'17
0
. <M+&z>_s_s_}
o,/ Oz M
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Les conditions de Neumann classiques en sortie sont imposées par 1'usager pour

I’ensemble des variables u, v, k et € comme c’est le cas pour I'écoulement.

Pour les conditions aux limites issues des lois de parois, nous développerons la
méthode qui consiste & utiliser des termes sources uniquement dans le cadre des
parametres de forme puisque celle-ci est similaire pour le cas des parametres de

valeur.

5.2.3 yo comme parametre de forme
5.2.3.1 Conditions aux limites classiques de Dirichlet
Considérons & présent le parametre y, comme un parametre de forme. Ainsi nous

pouvons écrire, pour la composante de vitesse u évaluée a la frontiere, la relation

suivante :

by = o gury  GUTUr (5.48)

Dans notre cas, la variation de la condition aux limites de Dirichlet ainsi que les

sensibilités de la géométrie s’écrivent de la maniere suivante :

Di

=2~ 5.49
Do (5.49)
8xf

A 5.50
o (5.50)
9 _ (5.51)

Yo
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La condition de Dirichlet sur s, se résume donc a :

ou

%y (5.52)

Sy =

Il en est de méme pour les variations des conditions aux limites des variables v, k

et e
Do
— =0 5.53
Do (5.53)
Dk
— = 0 5.54
D (5.54)
De
— = 0 5.55
Do (5.55)

Nous pouvons donc écrire les conditions aux limites pour les sensibilités suivantes :

ov
Sy = —a—y (556)
ok
Oe
=& 5.5
s o (5.58)

5.2.3.2 .Conditions aux limites classiques de Neumann

Pour le cas des conditions aux limites classiques de Neumann, selon les mémes
considérations vues précédemment, & I'aide des équations (2.32),(3.27) et (3.28) et

en observant que :

n = [1,0]7sur la courbe sortie (5.59)

(s, y5]" (5.60)

POl
I
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X

By [0,1]" (5.61)
Vi = [0,0)7 (5.62)
Dt

D - [0,0]" (5.63)
ZZ: =0 (5.64)
%% = 0 (5.65)
o, = 0 (5.66)

Les conditions aux limites classiques de Neumann pour les sensibilités sont imposées
par 'usager en utilisant les expressions analytiques de la solution manufacturée.

Elles prennent la forme suivante :

— Sur la composante de vitesse horizontale :

. [Oop _Opdu 0%u
|:—8pI + Sr(u) + T(Su)} n = {a—y — 2—a—y‘*a—x — 2(/.L + ,U/t)ayax SM(567)

— Sur la composante de vitesse verticale :

. Ouy (Ou  Ov Oy 0%v
—SpI -+ Sr(u) -+ T(Su)] -n = —G—y 55 + -8_37 - (/J + /’Lt) a—y2 + 8y8x rr
(5.68)

- Sur K :

Ok

’ 1
[(u’+“t>\71c+(u+%) Vs,c] A = {__%?E
k



78

— Sur £ :
/
Ku’ + %) VE + <,u+ &> \7351 ‘h = {—i%%
_ Py 9°E
<,u+ 0€> Byax}SM (5:70)

On remarquera que dans le cas des parametres de forme, les conditions aux limites

classiques de Dirichlet et de Neumann font intervenir les dérivées premieres et
secondes des solutions de ’écoulement. Il en résulte une difficulté supplémentaire
due & la nécessité d’obtenir des gradients précis aux frontieres, la ou les dérivées

de la solution sont justement les moins précises.

5.2.3.3 Lois de parois pour les sensibilités

Comme nous ’avons mentionné pour ’écoulement, la méthode consiste a introduire
des termes sources dans les lois de parois pour les sensibilités. Nous avons procédé

de la maniere suivante :

— Condition dans la direction tangentielle pour les sensibilités :

De la méme maniére que pour ’écoulement, nous considérons, ici aussi, une
contrainte dans la direction tangentielle résultant de 'effort que la paroi applique

sur le fluide. Cette condition est donc implémentée dans le code de la maniére

suivante :
X
P e , P ——"
Sr, = (ﬂ + Vﬂ 8:(]0) Uk Usex
Dy, D on; R
— PUy u Pl l 4T Hint (5.71)
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Dans notre cas, p', Vp, Duy/Dyy et Du,./Dyp sont nuls. Nous obtenons alors :

8X A
= il W D 72
Sry + KVT 8yo> n t] t (5.72)

terme de transpiration

D’autre part, la sensibilité de la contrainte visqueuse ou effort pariétal de la

plaque sur ’écoulement se note de la maniere suivante :

ﬁ.ﬁ f; = _(’_§_ ’) @_f__aﬁ +( + ) %_}_asv
8y0 ext vl - & Hy ay 833 &4 Mt ay 8.'17

(5.73)

Pour que la solution manufacturée satisfasse cette condition aux frontieres, nous

ajoutons & la condition (5.72) ci-dessus, le terme source suivant :

SreTysens = + {{(V’f . (9_X_> ~f1mt1 -‘E} (5.74)
ay() SM

CRIEW
- T Negt -t
9o wall) sM

Ainsi, nous implantons dans le code éléments finis la relation suivante pour le

calcul de la condition limite dans la direction tangentielle :

St = {+ l:(v'r : ?E> ) flint} : £} '_ SrCTwsens (575)
ayO h

Soit en explicitant les termes :

o = ([ 3) 2l i, {1 5) 2
8290 oo ayO SM
2
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e g ) e (G )], o

- ~

3

Comme cela a été dit précédemment, les termes 1 et 2 tendent a s’annuler
avec le raffinement du maillage. La valeur de la contrainte tangentielle pour les
sensibilités tend donc vers le terme 3, qui n’est autre que la sensibilité de U'effort

pariétal sur la plaque.

— Condition dans la direction normale :

) oxX| . oy,
Sy * Dyt = [Vu Ey—o] ‘R — U~ 8—y0£ (5.77)

avec Ny, = [0, 1]T, nous obtenons la condition aux frontiéres pour les sensibilités

de type Dirichlet suivante :

ov
Sy — —55 (578)

— Condition sur K :

Comme nous ’avons vu au chapitre 3, a ’équation (3.33) , la condition aux

frontieres issue de la loi de paroi imposée sur K est la suivante :

(1 + 25— ) VK (o 22) V] e = - [w K 1 B VK- i
—(u+ 2) [VE - 2 4V (VK) - 2 nmt]

La condition limite issue de la loi de paroi sur K étant une condition de Neumann

homogene, nous n’utilisons pas de terme source. Nous avons alors sur la paroi
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solide :

/ / 1
W B i () Ve = — LO90C (o g
Ok (o Ok o Oy Oy

Mt 82/C
<'u + Gk> 8y2

— Condition sur & :

La condition aux frontiéres pour les sensibilités imposée sur £ est de type Diri-

chlet.
3 Du, Kk d oX
=— - — - — — VE . — 5.80
5 ug Do K d Yo ( )

Cette condition, apres les simplification déja vues précédemment et sachant que

les sensibilités de x et d sont nulles, devient alors :

o€
= —— .81
Sg ay (5 8 )
On crée alors le terme source suivant :
o€
Srclgens = — {——} -+ {Sg}s]\/[ (5.82)
Y J s

La condition limite sur la courbe plaque est implantée de la maniére suivante :
o€ o€
Sg = {————} - {————} + {se}sm (5.83)
A ) Y ) smr
5.3 Les résultats

Les équations moyennes de Reynolds ainsi que les équations de transport du modele

k — € ont été résolues au moyen d’un code d’éléments finis adaptatif utilisant
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un élément de Taylor-Hood (P, — P;), quadratique en vitesse et les variables de
turbulence, et linéaire continue par morceaux pour la pression. Des techniques de

stabilisation numérique de type Streamline Upwind / Petrov-Galerkin (SUPG) 4]

ont été employées pour palier aux problemes d’oscillations et de convergence.

5.3.1 Analyse de convergence

5.3.1.1 yy en tant que parameétre de valeur

Nous traiterons, ici, yg en tant que parametre de valeur. Les résultats présentés
dans cette section ont été obtenus apres six cycles d’adaptation de maillage. Le

maillage final, représenté par la figure 5.4 ci-dessous, contient 184,618 noeuds et

91,739 éléments.

o
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o

Maillage final avec yo en tant que parametre de valeur

Fic. 54
Le raffinement de maillage s’effectue surtout au niveau de la plaque, et au niveau
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de la couche limite turbulente comme le montre la figure 5.4. Toutes les variables
ainsi que leur sensibilités, via le calcul de leurs normes d’erreurs, contribuent a

Iadaptation de maillage comme il I'a été mentionné au chapitre précédent.

Les figures 5.5 et 5.6 représentent les évolutions des normes d’erreurs vraies ainsi
que les normes d’erreurs estimées en fonction du nombre de noeuds de chaque cycle
d’adaptation. Ces normes sont calculées a partir des variables u, p, K, £ et u, ainsi

1 s1ey 2 . ’ . .
ue leur sensibilités respectives sy, sp, Sk, S¢ et u, comme le stipule le chapitre 4.
p u; °ps y OF Ly P

T
Erreur vraie : HIP —+— Erreur vraie :

0.1

0.01

Erreur estimée : H
Erreur vraie :
Erreur estimée :
Erreur vraie :
Erreur estimée :

0.1

Erreur estimée :
Erreur vraie :
Erreur estimée :
Erreur vraie :
Erreur estimée :

0.001
0.0t
0.0001

0.001 |

Norme de | erreur

Norme de | erreur

1e-05 | ~ . .
&-05 e 0.0001 | — ]

1e-06

~~ 1e-05 |

1e-07 L L L
1000 10000 100000

nombre de noeuds

1e-06 . L .
1000 10000 100000

nombre de noeuds

(a) Ecoulement (b) Sensibilités

Fic. 5.5 Couche limite turbulente : Courbes d’erreurs pour les variables u, p, et p;
avec 1o pris comme parametre de valeur

On remarque aisément que le raffinement du maillage engendre une décroissance
réguliere de la norme d’erreur que ce soit pour ’écoulement ou les sensibilités, et
ce, pour ’ensemble des variables étudiées. Lors des deux derniers cycles d’adapta-
tion, l’estimation d’erreur est quasiment égale & ’erreur vraie pour ’ensemble des
quantités analysées, indiquant que la solution numérique converge vers la solution

exacte.

En effet, comme le montre les tableaux 5.1 et 5.2, cette hypotheése est confirmée
par les indices d’efficacité de ’ensemble des variables pris au dernier cycle, dont les

valeurs sont supérieurs & 76% tant pour 1’écoulement que pour les sensibilités.
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10 T T 10000 T T
Erreur vraie : Equiv K —+— Erreur vraie : Equiv K —+—
3 Erreur estimée : Equiv K -~ Erreur estimée : Equiv K -2~
%I Erreur vraie : Equiv E ---%--- Erreur vraie : Equiv £ ---%---
1k Erreur estimée : Equiv E ~—8- 1000 | Erreur estimée : Equiv E &
E, 01 b :‘x:) 100 |
© I
he) ©°
@ [
E o001 E 10t
S ]
z z
0.001 | s
0.0001 . L L 0.1 L L . 5'
1000 10000 100000 1000 10000 100000
nombre de noeuds nombre de noeuds
(a) Ecoulement (b) Sensibilités

Fic. 5.6 Couche limite turbulente : Courbes d’erreurs pour les variables k, € avec
Yo pris comme parametre de valeur

@u 6p GIC 68 ®Mt
0.8766 0.8321 0.9805 0.9034 1.018

TAB. 5.1 Indice d’efficacité pour les variables de ’écoulement

0, = le? lestimée (5.84)

“ e? ||vraie

et ¢ est une variable quelconque.

Dans la zone asymptotique du schéma Eléments Finis, le taux de convergence

théorique d’un élément est donné par :
el = ch® (5.85)

oll ¢ est une constante, h est la taille de I’élément et « est le taux de convergence.

De plus, le nombre de noeuds est inversement proportionnel au carré de la taille
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6, ©, O, ©, 6,
0.7614 0.8271 0.8739 0.7966 1.002

TAB. 5.2 Indice d’efficacité pour les sensibilités

de I’élément, il en résulte alors :

Jell = (Tﬁ) (5.86)

ot N est le nombre de noeuds. Pour un élément de type Taylor-Hood, a = 2 pour
la norme énergie de u et la norme L? de p, il en résulte que la norme d’erreur est
inversement proportionnelle au nombre de noeuds. On devrait alors observer sur
les graphiques des normes d’erreur, des pentes de —1 dans la zone asymptotique.
Pour la pression, celle-ci étant linéaire, a = 1, et 'on aura a s’assurer que la pente
est de —1/2 pour sa semi-norme H'. De la théorie & la pratique, on constate que
ce phénomene est partiellement observé dans notre cas. En effet, pour les variables
p, k et p; ainsi que leur sensibilité, 'analyse des pentes entre les deux derniers
cycles montrent des résultats tres satisfaisants. En revanche, pour u et €, les taux
de convergence ne sont pas tout a fait en accord avec la théorie, et la raison qui
expliquerait ces résultats est encore inconnue. Cependant, les valeurs des taux
obtenues demeurent raisonnables. Ces taux de convergence sont donnés dans le

tableau 5.3.

!

u P K £ L Su Sp Sk Sg Ly
1.28 1.07 221 3.09 203 1.41 121 230 3.36 204

TAB. 5.3 Taux de convergence des variables de I’écoulement et de leurs sensibilités
avec 1o pris comme parametre de valeur

Evidemment, cette théorie est nettement plus appropriée dans le cadre de maillages
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structurés, ou la taille des éléments est unique.

On peut ainsi dire que 'implantation des lois de parois pour les sensibilités de
valeur est validée puisque le taux de convergence du solveur est en accord avec la
théorie et les estimations d’erreurs tendent vers les erreurs vraies, indiquant que la

solution éléments finis tend vers la solution analytique.

5.3.1.2 14 en tant que parameétre de forme

Dans le cadre d’un parametre de forme, on utilise une technique de reconstruc-
tion des gradients a la frontiére utilisant des développements de Taylor d’ordre 6,
et s’appuyant sur les informations nodales de 8 couches d’éléments. Pour évaluer
les dérivées de la solution apparaissant dans les conditions limites classiques et
les lois de paroi, on utilise la technique de moindres-carrés contrainte de Duvi-
gneau et Pelletier 2. Elle consiste & résoudre un probleme de moindres-carrés
tels que les champs reconstruits satisfassent les conditions limites de sorte que la
variable dépendante et ses dérivées soient compatibles. Cette méthode se révele
indispensable pour obtenir des gradients tres précis aux frontieres permettant ainsi

de satisfaire les conditions limites.

La figure 5.7 désigne le maillage final obtenu apres six cycles d’adaptation. Il

contient 208,332 noeuds et 103,333 éléments.

Les évolutions des courbes des normes d’erreur pour ’écoulement, observées a la
figure 5.8, sont trés similaires & celles vues pour le cas du parametre de valeur. De
méme, on constate que les normes d’erreurs estimées décroissent avec I’adaptation
de maillage, pour tendre vers les erreurs vraies sur les derniers maillages. De plus,
on constate que les indices d’efficacité du tableau 5.4 sont supérieurs & 80%. Ainsi,

la solution numérique converge bien vers la solution analytique.
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F1G. 5.7 Maillage final avec y, en tant que parametre de forme

@u @p 61C 65 @Mt
0.8693 0.8083 0.9995 0.9140 1.018

TAB. 5.4 Indices d’efficacité pour les variables de ’écoulement pour le maillage
final

Pour les sensibilités, on remarque, 3 la figure 5.9 que la convergence est un peu plus
lente que pour le cas d’un parametre de valeur, et notamment, pour les variables u,

k et €. Les évolutions des normes d’erreur restent, tout de méme, tres satisfaisantes.

Les indices d’efficacité des variables sy, sp, 8k, S¢ €t u; données au tableau 5.5 sont
eux aussi moins bons mais demeurent tout de méme tres raisonnables, étant donné
la difficulté d’obtenir des gradients précis et I'utilisation des lois de parois. En effet,
il est nécessaire de rappeler que les termes de transpiration, apparaissant dans les

conditions aux frontieres et notamment dans les lois de parois, font apparaitre des
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dérivées secondes. Leur obtention n’est pas aisée et leur précision moindre que celles
des dérivées premieres. Elles entrainent une perte de précision dans le calcul des
conditions limites contrairement au cas du parametre de valeur ou les conditions
limites pour les sensibilités sont exactes. Ces raisons expliquent en grande partie
pourquoi la convergence est plus lente pour u, k et €, sur lesquelles on impose des

conditions frontieres a la paroi solide.

Pour les taux de convergence de ’ensemble des variables donnés au tableau 5.6, nous
pouvons faire exactement les mémes remarques que pour le parametre de valeur.
Néanmoins, il faut préciser que les taux obtenus en utilisant des dérivées premieres
et secondes exactes montrent des résultats presque parfaits. Ces valeurs sont issues

des pentes calculées entre les deux derniers cycles d’adaptation de maillage.

SK sg

O. O, 6, O, 6,
0.4288 0.8117 0.7782 0.4433 0.9942

TaB. 5.5 Indice d’efficacité pour les sensibilités pour le maillage final

!

u P K &£ Lt Su Sp Sk Sg 1y
1.15 1.08 215 295 208 1.56 1.16 223 3.11 2.10

TAB. 5.6 Taux de convergence des variables de ’écoulement et de leurs sensibilités
avec o pris comme parametre de forme

Nous avons constaté que les courbes des normes d’erreur estimée décroissent pour
atteindre des valeurs tres faibles, et tendent vers les normes d’erreur vraie avec un
taux de convergence relativement proche de la théorie. En ce sens, nous pouvons
affirmer que ce cas test vérifie la méthode employée pour implanter les sensibilités

avec parametre de forme dans les lois de paroi du modele k£ — e.
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5.3.2 Etude du coefficient de trainée

Dans cette sous-section, on calcule le coeflicient de trainée sur la plaque ainsi que sa
sensibilité. En prenant pU2, s Lres comme force de référence, le coefficient de trainée

s’écrit :

1 - Oou Ov
Cp=——7— -n-tdll = -+ dl’  (5.87
P pU,rQefLref /w(yo) ’ Tw(yo) |:(IUI Mt) (ay 3 ):l ( )

avec 1 = [0,1]T et t = [1,0]7 sur la plaque.

A présent, nous désirons calculer sa sensibilité en prenant la dérivée matérielle de
I’expression (5.87). Pour ce faire, nous passons sur une courbe de référence I'ye5 sur

laquelle dI' = JdT'y :

DCD 1 / S
= — g-n-tJdl 5.88
Dy pU2, fLref Ty 0 (5.88)
on . ot
= A-tJ+o - —  tJ+o-h—2J
efLTef / Fres [Dyo dYo o
. 0J
t— 1| dl’ 5.89
To ayoil 0 ( )
1 Oo o0X R
= — + Vo - ‘n-t 5.90
U efLref Tw(yo) [(ayo 33/0) ( )
+0 - on t+o- n8—£+-1— l 8J dr
Yo Oy J 81/0

De plus, dans notre cas particulier, les sensibilités des quantités géométriques

s’écrivent de la maniere suivante :

on ot oX
= 0,07 ; =—=1[0,1]7 ; —=0 5.91
o = 5g = 00 0,1] (5.91)
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On a alors :
DCD 1 / oo ~
= — - tdl 5.92
Dyq PUZ ¢ Lrey JTuiyo) Yo (5.92)
:%f}—g sensil;ilité Eulerienne
1 u 0% Oy Ou O
—_— — —(— 4 —)| dl
- pUZ ¢ Lyes JTu(o) l(“ - M)(ayQ - 890531) Ay (8y - 3:r)

—

terme de transpiration
La sensibilité Eulerienne du coefficient de trainée s’écrit alors :

8CD 88u 8sv

1 ,0u Ov
o PUZsLres /w(yo) [(“Jr”t)(?y— o) Tl

5+ a—x)] dT" (5.93)

Notons que la dérivée matérielle du coefficient de trainée DCp/Dyq est aussi ap-
pelée sensibilité Lagrangienne et qu’elle est la somme de la sensibilité Eulerienne et
du terme de transpiration. Dans le cas présent, la condition limite & la paroi solide
ne dépend pas du parametre yo, sa sensibilité Lagrangienne doit donc étre nulle.
On peut d’ailleurs facilement démontrer que la sensibilité Eulerienne s’annule avec
le terme de transpiration. Le tableau 5.7 récapitule les valeurs du coefficient de

trainée ainsi que celles de ses sensibilités.

coefficient de trainée sensibilité Eulerienne  sensibilité Lagrangienne
exact exacte exacte
Cp = 0.354686 x 1075 %2 = —0.267451 x 1073 L =
Yo Yo

TAB. 5.7 Valeur du coefficient de trainée et ses sensibilités

La figure 5.10 représente les évolutions de 'erreur exacte du coefficient de trainée

ainsi que celle de ses sensibilités Eulerienne et Lagrangienne.

Comme nous pouvons le constater, les erreurs diminuent avec le raffinement du
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Fia. 5.10 Courbes de convergence de l'erreur exacte du coefficient de trainée et de
ses sensibilités

maillage pour atteindre de trés faibles valeurs. En effet, la précision sur Cp et
sur sa sensibilité Eulerienne sont respectivement de 'ordre de 1070 et 1073. La

méthode développée pour calculer la sensibilité des forces totales est ainsi vérifiée.

5.3.3 Calcul de solutions voisines

Un des grands atouts des sensibilités est de pouvoir calculer des solutions voi-
sines sans avoir a effectuer un nouveau calcul. Pour ce faire, nous utilisons un

développement de Taylor d’ordre 1 comme suit :

d(z,y;a+ Aa) = ¢(z,y) + g—z Aa ol ¢ est une variable quelconque (5.94)
<~

5%

A droite de Dégalité de Iéquation (5.94), tous les termes sont connus, il est donc

aisé de connaitre la solution prise en a + Aa.
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Appliquons cette méthode en considérant une variation de la position de la plaque
Ayy = 0.02 de sa valeur initiale yo = 0.00. Nous allons donc comparer la solution
initiale, la solution extrapolée de yg = 0.00 & yo = 0.02, et la solution recalculée a

Les figures 5.11 et 5.12 représentent les extrapolations a yo = 0.02 & partir d’une

solution initiale ou yo = 0.00.

Solution initiale Solution extrapolée Solution recalculée

F1c. 5.11 Solution initiale, extrapolée et recalculée des isolignes de u

Solution initiale Solution extrapolée Solution recalculée

st

F1c. 5.12 Solution initiale, extrapolée et recalculée des isolignes de p

Nous pouvons ainsi constater que la solution extrapolée coincide parfaitement avec
la solution recalculée & yo = 0.02, ce qui nous permet d’affirmer que les sensibilités
ont été calculées avec une trés bonne précision d’une part, et que la variation de
Yo est suffisamment petite pour que le développement de Taylor d’ordre 1 dans

'espace des parametres donne une approximation raisonnable, d’autre part.

Ainsi, au cours de ce chapitre, nous avons démontré que I'implantation de la M.E.S

dans les lois de parois avec aussi bien des parametres de valeur que de forme est
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vérifiée. Les normes d’erreurs estimées pour I'ensemble des grandeurs étudiées,
décroissent, et convergent vers les normes d’erreurs vraies avec un taux de conver-
gence proche de la théorie. L’étude du coefficient de trainée et de ses sensibilités
confirme la précision obtenue dans le calcul des sensibilités, et nous a permis de
calculer les sensibilités de forces intégrales avec une tres grande fiabilité. Enfin, le
calcul de solution voisine, nous a permis encore une fois de vérifier, d'une part,
la justesse des sensibilités, et que I'expansion linéaire de Taylor dans I'espace des
parameétres est fidéle pour des petites variations autour de la valeur nominale du

parametre étudié.
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CHAPITRE 6

APPLICATION

A présent que la méthode est vérifiée, nous l'appliquons & l'utilité des sensi-
bilités par une application en régime turbulent. Nous analyserons un probleme
d’écoulement d’air autour d’une cylindre a section carrée a proximité d’une plaque

plane. L'experience originale a été réalisée par Wu et Martinuzzi 3,

Ce chapitre montre que la méthode s’applique & un cas plus concret et démontre
I'utilisation des sensibilités pour le calcul de solutions de problemes voisins et ’ana-

lyse d’incertitude.

6.1 Définition du probleme

6.1.1 Dispositif expérimental

Nous considérons un écoulement d’air autour d’un cylindre a section carré dont
les coins sont arrondis. L’obstacle se trouve a proximité d’une plaque plane située
dans une section d’essais de 0.45m x 0.45m d’une soufflerie telle que le montre la

figure 6.1.

L’aréte du carré est de longueur D et I’ensemble des grandeurs caractéristiques du
dispositif est adimensionnalisé a ’aide de cette longueur de référence. La distance
séparant le cylindre de la plaque est notée S et est le parametre de forme qui nous

interesse.
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Le nombre de Reynolds Re = pUyD/u est de 22,000. 11 est calculé avec le diametre

D du cylindre et la vitesse d’entrée Uj.

% % fi

— -

435 mm 450 mm
— [ o |
— ! 3 s=75mm

—_—
__ . 150mm i 920 mm

AN

N
§<:

Fi1G. 6.1 Dispositif expérimental

6.1.2 Le domaine de calcul

Le domaine de calcul est représenté par la figure 6.2. Nous avons choisi un domaine
ne représentant que la partie supérieure de la plaque, en supposant que I’écoulement
inférieur a la plaque n’influence pas la partie supérieure. C’est ce que Wu et Mar-
tinuzzi 43 ont réalisé grace au volet du bord de fuite dont I’angle est ajusté pour

maintenir un écoulement parallele au-dessous de la plaque.

405D
cpr2( ) g
dx
20.5D
u=1 v=0
v=0
| 10D gk _

k = 5¢-05 15D ax
e=5e07 y de _o

I ==

X

Fic. 6.2 Domaine de calcul et conditions limites

Les conditions aux frontieéres sont également représentées sur la figure 6.2. On y
impose des conditions de Dirichlet en entrée et de Neumann en sortie. Les lois de

parois sont imposées sur les parois solides du domaine, c’est a dire le bord d’attaque
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de la plaque, la plaque, le cylindre et la paroi supérieure de la soufflerie. Le bord
d’attaque de la plaque ainsi que les coins du cylindre sont arrondis afin d’éviter
des problemes de singularité dans les lois de parois. La valeur de & a ’entrée est
choisie de maniere & imposer un écoulement avec une intensité de turbulence de
1%. D’apres les travaux effectués par Lacasse et al ¥ la valeur de € est choisie de
telle sorte que la viscosité turbulente en entrée soit dix fois supérieure a la viscosité

dynamique.

6.1.3 Le parametre de sensibilité : S

Comme nous l’avons mentionné plus haut, la distance entre le cylindre et la plaque,
notée S, sera le parametre de forme étudié. Dans la configuration nominale, la
distance adimensionnelle S/ D est fixée a 0.25. Pour éviter des écoulements instables
et instationnaires, nous étudierons des cas ou ’on rapproche le cylindre de la plaque
plutot que de U'en éloigner. En effet, des travaux antérieurs ont montré que pour
certain ratio de S/D, I'écoulement devient instationnaire. Ainsi, nous n’étudierons
que des variations négatives de S. Cette distance caractéristique est par définition
un parametre de forme puisqu’une variation de sa valeur entraine un mouvement

de la frontiere.

Nous donnons les sensibilités géométriques au parametre S sur le cylindre :

on ot oX
a0 [070]T ; % = [070]T ; % = [Oa _1]T (61)
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6.2 Résultats

6.2.1 Maillage et résultats préliminaires

Les résultats sont obtenus avec 8 cycles d’adaptation de maillage. Le maillage final
présente 556,567 noeuds et 275,701 elements. La figure 6.3, ci-dessous, présente le

maillage du sixieme cycle de raffinement.
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F1G. 6.3 Maillage du cycle 06

La figure 6.3 permet de vérifier que le raffinement du maillage s’effectue bien dans
les zones pressenties. En effet, on remarque que les concentrations de mailles se
situent dans les zones ou les gradients sont les plus forts, c’est a dire pres des
parois solides, autour du cylindre et au niveau de la couche cisaillée située en aval
de l'obstacle. Ainsi, nous pouvons vérifier que 'estimateur d’erreur fonctionne de

maniere appropriée.

La figure ci-dessous 6.4 présente un zoom autour de ’obstacle qui met en évidence
un raffinement de maillage tres ciblé autour du cylindre et notamment au niveau
du coin supérieur amont et de la région située entre la plaque et I’obstacle. De plus,

on distingue trés nettement la couche cisaillée en aval de 'obstacle, ainsi que la
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couche limite en amont.
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La figure 6.6 représente les isolignes de s, au niveau des arrondis de la face amont

du cylindre. Comme nous pouvons le constater, s, atteint son maximum au niveau

t di au fait
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exactement le phénomene inverse sur 'arrondi inférieur. En effet, le fluide arrivant
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(b) Iso-v

(a) Iso-u

Fic. 6.5 Isolignes de u et v

sur le coin supérieur ne rencontrerait plus d’obstacle, alors que ce serait le contraire

au niveau du coin inférieur.

Les figures 6.7, 6.8, 6.9 et 6.10 représentent les isolignes de s, et s, au niveau des

arrondis de la face amont du cylindre.

(b) Iso-s,, arrondi inférieur amont

(a) Iso-s,, arrondi supérieur amont

Fi1G. 6.6 Isolignes de s,
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F1G. 6.8 Isolignes de s, arrondi inférieur amont

Pour s, on observe au niveau de I'arrondi supérieur une sensibilité négative di a
une diminution de la vitesse verticale étant donné que le cylindre se déplace vers
le bas. Pour l’arrondi inférieur, on remarque que la vitesse verticale augmente (en
valeur absolue) & cause de 'abaissement du cylindre. La sensibilité s, est négative
puisque v est elle-méme négative. Les pics observés au niveau des jonctions des
arrondis et des blocs sont des erreurs numériques causées par les valeurs de d

différentes sur chaque courbe.
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Pour sp, on remarque bien des phénomenes opposés sur les deux arrondis. Pour
17arrondi supérieur, lorsque le cylindre baisse, on remarque bien une sensibilité
négative due a une baisse de pression. Ceci est causé par 'accélération du fluide.
Puis Pécoulement ralenti sur la partie haute de 'arrondi causant une augmentation
de la pression et par conséquent de sa sensibilité. Le phénomene est inversé sur
larrondi inférieur. On constate, ici aussi, les pics au niveau des jonctions entre les

arrondis et les blocs.

F1G. 6.10 Isolignes de s,, arrondi inférieur amont
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La figure 6.11 représente les profils des solutions numériques et expérimentales [43]

des vitesses u et v en z/D = {1,4}.

25 [

T T
numerique
experimentale  +

T T T T T

fpettt + + 4

+

Ui,

(a) u/Upenz/D =1

25}

y/D

T T
numérique
experimentale  +

Uiy,

(c)u/Upenz/D =4

T T
4 numérique
experimentale  +

0.05 0.1 0.15 0.2

VI,

0.25 0.3

(b)Y v/Ugenz/D =1

0.35

T
+ numérique
experimentale +

VIUg

(d) v/Ugenz/D =4

F1G. 6.11 Profils des composantes de la vitesse en z/D = {1;4}

Pour la composante de vitesse u en z/D = 1, les mesures expérimentales et la

solution numérique coincident trés bien. On remarque, cependant, que la solution

numérique sous-estime 'intensité de I’écoulement causé par le fossé entre le cylindre

et la plaque.
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En 2/D = 4, le modele de turbulence sur-estime la longueur de la zone de re-
circulation et affiche des valeurs négatives pour u ce qui n’est pas le cas pour les
mesures expérimentales. On remarque que la vitesse u a proximité de la paroi est

trop élevée.

Pour la composante de vitesse verticale en z/D = 1, on constate que le pro-
fil de la solution numérique a relativement la méme allure que celui des mesures
expérimentales. En 2/D = 4, on remarque que le profil de la solution numérique
donne de bons résultats dans la zone proche paroi contrairement a la vitesse hori-

zontale u.

Les figures 6.12, 6.13 et 6.14 représentent les profils des composantes du tenseur

des contraintes de Reynolds —pu'v/, —pv'v’ et —pu/v’ définies comme suit :

- ou 2

) — N 2
pu' 25 — Pk (6.2)
— ou Ov

—pu = = 6.3
pu'y ut(aerax) (6.3)
- ov 2

On peut constater que la concordance entre les profils issus des solutions numériques
et expérimentales est tres bonne bien que ces quantités soient beaucoup plus diffi-
ciles a prédire que les composantes de vitesse. On remarque tout de méme que la
composante —pu'v’ est sous-estimée et spécialement pres de la paroi. Le phénomene

est accru en /D = 4.
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——— T —T
numerique numérique
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(a) —pu/v' /U en z/D =1 (b) —pu/v'/UE en z/D = 4

FiG. 6.14 Composante —pu’v’/UZ du tenseur de Reynolds

6.2.2 Etude de la distance adimensionnelle i la paroi y*

La loi de paroi et le modele de turbulence k£ — € ne sont valides que dans une zone

ou la distance adimensionnelle & la paroi y* = pduy/p vérifie :
30 <yt <300 (6.5)

Le défi consiste donc & choisir une valeur judicieuse de la distance d sur chacune
des courbes représentant les parois solides telle que la relation (6.5) soit satisfaite
sur les maillages les plus fins. Le tableau 6.1 récapitule ’ensemble des valeurs de d

choisies pour la courbe plague, et les courbes décrivant le cylindre.

plaque  bloc amont bloc haut bloc aval  bloc bas
d=0.045 d=0.02 d=0.02 d=0.035 d=0.015

TaB. 6.1 Valeur de d sur la plaque et les courbes décrivant le cylindre

La premicere étape de I'analyse des résultats consiste a vérifier que les valeurs de

yT convergent et qu’elles se trouvent dans la plage commune de validité de la loi
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de paroi et du modele de turbulence k — €. Les figures 6.15, 6.16 et 6.17 présentent
I’évolution et la convergence des valeurs de y* au cours des cycles d’adaptation de

maillage pour les courbes citées précédemment.

Pour la plaque, on remarque, en premier lieu, que les valeurs de y convergent au
cours du processus d’adaptation de maillage. De plus, on constate aisément, et ce,
méme pour les valeurs les plus élevées, que la relation 6.5 est vérifiée. On remarque
également que les valeurs sont les plus élevées au niveau du bord d’attaque de la

plaque, mais aussi au niveau du cylindre.

300 T . . : l ,
y+ cycle 00 -------
y+ cycle 01 --------
y+ cycle 02 -
l y+cycle 03 --~- 7
y+cycle 04 -------
y+ cycle 05 ------ -
200 } y+cycle 06 -+
y+ cycle 07 --------
y+ cycle 08 ——
+150 _
>
100
b
50 T
0 ) , . . 1 |
-15 -10 -5 0 5 0 - -

x/d

F1G. 6.15 y* sur la plaque

La vitesse étant plus forte dans ces régions, I’énergie cinétique de turbulence aug-

mente, entrainant un accroissement des valeurs de y™.

Pour I’ensemble des quatres cotés du cylindre, les constats sont exactement les
mémes, les valeurs de y* sont comprises dans la plage de validité. De méme que
pour la plaque, les régions ot les valeurs sont les plus élevées se situent la ou le
fluide s’écoule plus rapidement, c¢’est a dire au niveau des coins arrondis du cylindre

A section carrée.

L’expérience antérieure montre que les valeurs de y* proche de la borne inférieure
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de la plage de validité donnent de meilleurs résultats. Cela est généralement le cas
pour notre modele. En ce sens, nous pouvons affirmer que les conditions de validité

du modele de loi de paroi et du modele k& — € sont respectées.

300 T T Y T T T T T 300 T T T T T T T T
y+ cycle 00 y+ cycle 00
y+ cycle 01 y+ cycle 01
y+ cycle 02 y+ cycle 02

250 y+ cycle 03 250 - y+ cycle 03 T
y+ cycle 04 y+ cycle 04
¥+ cycle 05 y+ cycle 05

200 y+ cycle 06 200 y+ cycle 06 4
y+ cycle 07 ---e-- y+ cycle 07 -
y+ cycle 08 —— y+ cycle 08 ——

150
>

4150
>

100

50

T

L L . L L L L L L
-04 -03 -02 -0.1 0 0.1 02 03 04
y/d

(a) bloc-amont

(b) bloc-haut

F1G. 6.16 Courbes de convergence des valeurs de la distance adimensionnelle a la

paroi y* pour les blocs amont et aval
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250 y+ cycie 03 1 250 - y+ cycle 03
y+ cycle 04 y+ cycle 04
y+ cycle 05 y+ cycle 05

200 y+cycle 06 - 200 F y+ cycle 06 4
y+cycle 07 - eee- y+ cycle Q7 oeomee-
y+ cycle 08 —— y+cycle 08 ——

;150 E 4150 | b
100 g 100 \\ J
L S T s =] 50 | i - E
L L L . L L L 1 L L L L L L 1 L L )
-04 -03 -02 -01 0 01 02 03 04 -04 -03 -02 -01 O 01 02 03 04
y/d x/d

(a) bloc-aval (b) bloc-bas

F1G. 6.17 Courbes de convergence des valeurs de la distance adimensionnelle a la
paroi y* pour les blocs aval et bas
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6.2.3 Etude du coefficient de friction Cf

Dans cette sous-section, nous nous attardons a étudier le coefficient de friction sur

la plaque. Celui-ci est donné par la relation suivante :

Ju 81)) (6.6)

{[T-ﬁl-%}w=(u+ut)<’a“y+£

o n = [0,1]7, t = [1,0]T sont respectivement les vecteurs unitaires normal et

tangent a la plaque et w désigne une quantité évaluée a la paroi.

Les figures 6.18(a) et 6.18(b) présentent respectivement les distributions du coeffi-
cient de friction le long de la plaque au cours des cycles d’adaptation de maillage
et du coefficient de friction pour le dernier cycle d’adaptation. On peut observer

ainsi la convergence de la distribution de C'f.

0.025 T T T T

T 0.012 T T T

T T T T
Cf cycle 00 --—----- Cfcycle 08 ——
Cf cycle 01 --------
Cf cycle 02
0.02 - Cfcycle 03 --—— 1
Cfcycle 04 -

0.01 |

Cfeycle 05 -
0.015 & Cfeycle 06 -
Cf cycle Q7 -~
Cfcycle 08 ——

0.008 |+

0.01

0.005 &

Coefficient de friction
Coefficient de friction

e
=]
=1
o
T

0
-15 -10 -5 0 5 10 15 20 ~15 ~10 -5

(a) cycles 0 &4 8 (b) dernier cycle (8)

Fic. 6.18 Evolution du coefficient de friction sur la plaque au cours des cycles
d’adaptation de maillage

De plus, on constate que le coefficient de friction prend ses valeurs maximales
au bord d’attaque de la plaque et dans la région qui se trouve entre la plaque

et le cylindre. En effet, ce phénomene s’explique par le fait que le fluide étant
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accéléré dans ces zones, les dérivées de la vitesse et I’énergie cinétique de turbulence

augmentent entrainant un accroissement du coefficient de friction.

6.2.4 Etude de la sensibilité Eulerienne du coefficient de friction

Dans ce paragraphe, nous étudions la sensibilité Eulerienne du coefficient de friction

notée OC'f/9S.

oCf 0 LN 0T on Ot
= %-ﬁﬁ (6.7)

Les sensibilités des quantités géométriques n/dS et 0t/8S sont nulles.

La figure 6.19 représente I'évolution de la sensibilité Eulerienne de Cf le long de

la plaque au cours du processus de raffinement de maillage.

Comme nous pouvons le constater, les valeurs de 9C f/0S convergent au cours des
cycles d’adaptation. Pour les premiers cycles, nous observons de fortes oscillations
numériques qui sont dues au manque de précision des gradients apparaissant dans
les conditions limites des sensibilités & la paroi. Pour des maillages grossiers, la
technique de reconstruction des dérivées a la paroi utilise une série de Taylor d’ordre
6 sur & couches d’éléments. Sur des maillages initiaux, les séries de Taylor ne sont
pas localisées ce qui entraine de fortes oscillations et un manque de précision. Sur
des maillages trés fins, les éléments sont si petits que le support de 8 couches
d’éléments est trés petit et conduit & un bon comportement des séries de Taylor.

Seules de petites oscillations sont observées en aval du cylindre pour 1 < z/D < 6.

L’analyse physique de l'evolution de 0Cf/0S le long de la plaque est tres perti-

nente. En effet, nous remarquons que la sensibilité de C'f subit de forte variation
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A proximité de l'obstacle tant en amont qu’en aval, 1& ol I'écoulement présente les
plus forts gradients et ou la variation du parametre de forme S posséde 'impact
le plus important. En dehors de ces zones, c’est & dire pour —15 < z/D < —4, on
remarque que la sensibilité de C'f est, a toutes fins utiles, nulle. En effet, I'abais-
sement du cylindre n’a quasiment pas d’effet sur le comportement de I’écoulement

dans cette région.

0.08 T T T T T T
S¢¢ cycle 00
S¢y cycle 01
Sy cycle 02
S¢i cycle 03
S¢y cycle 04
S¢t cycle 05

~ Sgycycle 06 -

i\ B¢y cycle 07 - 1

| ,,r' ' Sct cyole 08 ——

Sm'cycle 08'——

0.04 |

0.02

-0.02

Sensibilité Eulerienne de Cf
o
Sensibilité Eulerienne de Cf

-15 -10 -5 0 5 10 15 20 2—15 -10 -5 0 5 10 15 20
(a) cycles0 4 8 (b) dernier cycle (8)

Fic. 6.19 Evolution de la sensibilité Eulerienne du coefficient de friction sur la
plaque au cours des cycles d’adaptation de maillage

Le comportement de la sensibilité du coefficient de friction sur la plaque permet
de vérifier, dans un premier temps, le bon fonctionnement du solveur quant a la
véracité des résultats pour le calcul de sensibilités sur des géométries plus com-
plexes. Cette étape étant complétée, nous pouvons utiliser les sensibilités a des fins
pratiques. La section suivante développe 'utilisation des sensibilités dans le calcul

d’incertitude.
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6.3 Analyse d’incertitude

Dans tout processus expérimental, interpretation de données nous amene a nous
demander quel est le degré de justesse de 'information. Ceci nous conduit & parler
d’analyse d’incertitude qui permettra d’estimer le degré d’erreur expérimentale
due, par exemple, & la manipulation humaine, au degré de précision des appareils
de mesures etc... L’analyse d’incertitude est un outil puissant notamment dans le
design de dispositifs expérimentaux. Dans notre cas, nous allons étudier de quelle
maniere une incertitude sur la distance séparant le cylindre de la plaque peut
affecter le coefficient de friction le long de la plaque, les coefficients de trainées
et de portance ainsi que les composantes de la vitesse et celles du tenseur des

contraintes de Reynolds.

6.3.1 Analyse d’incertitude sur le coeflicient de friction

Dans un premier temps, nous considérons U'incertitude sur le coefficient de friction
C'f résultant d’une incertitude de 1, 3, 5 et 7% sur la valeur nominale de la distance

S/D.

D’apres Coleman et Steele € Pincertitude sur C'f se note §Cf et s’exprime de la

maniére suivante :

5Cf = %im (6.8)

ot Cf/OA est appelé coefficient de sensibilité absolue et A sont les parametres
affectés d’une incertitude. Dans notre cas A = S et le coefficient de sensibilité

absolue sera la sensibilité Eulerienne de Cy.

L’incertitude sur la distance S/D est fonction de sa valeur nominale. Ainsi nous
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prendrons successivement comme incertitude sur S/D les valeurs suivantes :

§S=0018/D ; 65=0.03S,/D ; 65=0055/D ; 4&5=0.07S,/06.9)

ou Sy/D = 0.25.
La figure 6.20 représente le coefficient de friction (courbe pleine) ainsi que les
incertitudes sur Cf (courbe en pointillés) engendrées par des incertitudes de 1, 3,

5 et 7% sur la valeur nominale de S/D. L’incertitude sur C'f est la zone délimitée

par les courbes C'f £ 6Cf.

0.012 T T 0.012 T T
0.01 | 0.01
0.008 [ 0.008 |
50'006 -60.006
0004 - 0004 |-
0.002 0.002 |
e 5 0 5
0.012 T 0.012 T T
0.01 | 0.01
0.008 | 0.008 |
-60.006 60'006
0.004 + 0.004 +
0.002 | 0.002
-15 —;0 —15 -15 —110 —‘5
FiG. 6.20 Incertitude sur C'f pour des perturbations de S/D de 1, 3, 5 et 7%
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Comme le montre la figure 6.20, on constate que l'incertitude est maximale au
niveau du co6té du cylindre faisant face a ’écoulement ainsi que dans la région
directement en aval de I'obstacle. Ces résultats étaient fortement prévisibles au vue
de l'analyse de sensibilité du coefficient de friction. En effet, a la section précédente,
nous avons constaté que s¢y atteignait son maximum en x = —0.4099. L’incertitude

étant une fonction explicite de la sensibilité, les résultats sont tout & fait logiques.

A des fins expérimentales, on peut conclure que Uincertitude sur Cf est quasiment
négligeable pour une incertitude de 1% sur S/D et qu’elle devient notable & partir
d’une incertitude de 3%. Au-dessus de 7%, I'incertitude devient tres importante.
En effet, la valeur de 'incertitude maximale sur Cf atteint 10% de la valeur de
Cf elle-méme, ce qui implique que la plage totale d’incertitude est de 20% de la

valeur maximale du coefficient de friction sur cette partie de la plaque.

6.3.2 Analyse d’incertitude sur Cp et C},

Nous considérons maintenant 'incertitude sur les coefficients de trainée et de por-
tance du cylindre, respectivement Cp et Cp, résultant d’une incertitude sur la
distance S/D de 1, 3, 5 et 7%. Contrairement a la plaque, la position du cylindre
dépend du parametre de forme S, il faut alors utiliser la sensibilité Lagrangienne
dans le calcul d’incertitude. En effet, la sensibilité Lagrangienne reflete la dérivée
par rapport au parametre en suivant la position de la frontiere. Les sensibilités de

Cp et Cp s’écrivent de la maniere suivante :

D Cp 1 D
= - | Z (s.R)dl
DS ¢, PUZL J ,D§ o W

1 oo [5).¢
= (Y e Z) adr
JUSL Jr., (as*v" as) "
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1 do 1 X
- 99 adr / 22 fdr
oU3L o, 85 M oo VO Bs

Sensibilités Fuleriennes  Terme de transpiration

J/

(6.10)
Les incertitudes sur Cp et Cf, sont notées de la maniére suivante :
_ DCp ' _ D(Cp
0Cp = G 0S ; 00 = DS S (6.11)

Les incertitudes sur la distance S/D s’expriment de la méme maniére que celles

vues au paragraphe précédent.

Le tableau 6.2 ci-dessous récapitulent les valeurs de Cp et Cp, ainsi que leurs sen-

sibilités Lagrangiennes pour le cylindre avec S/D = Sy/D = 0.25 :

Cp Cr SCp Scy,
7.68151 x 107! 3.01662 x 1072 —9.06854 x 107! 9.00771 x 107!

TAB. 6.2 Valeurs de Cp et C}, et de leurs sensibilités

Le tableau 6.3 présente les diverses valeurs des incertitudes sur les coefficients de

trainée et de portance résultants de différentes incertitudes sur le parametre S.

8S 5Cp %] 5Cy, —
0.01Sp/D —2.267135 x 10~ 0.295% 2.2519275 x 10~ 7.465%
0.03So/D  —6.801405 x 103 0.885% 6.7557825 x 1073 22.395%
0.05S,/D —1.133568 x 1072 1.476% 1.1259637 x 1072 37.325%

0.07S/D —1.586995 x 1072 2.065% 1.5763492 x 1072 52.255%

TAB. 6.3 Incertitudes sur Cp et Cp,

Pour le coefficient de trainée, nous pouvons constaté qu'une incertitude de 1%
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n’entraine qu’une tres faible incertitude sur C'p. On remarque également que pour
une incertitude de 7%, les conséquences sont relativement faibles (2.065% de la
valeur de Cp). En revanche, pour le coefficient de portance, les résultats sont radi-
calement différents. On remarque qu’une incertitude de 7% sur S/D engendre une
incertitude de plus de 52% sur la valeur totale du coefficient de portance, ce qui est
considérable. Ce résultat était prévisible puisque Cp/Cy = 25, tout en observant
des sensibilités de valeurs absolues équivalentes. On peut alors en déduire qu’une
incertitude sur la position du cylindre aura beaucoup plus d’impact sur la portance

que sur la trainée.

6.3.3 Analyse d’incertitude sur les composantes de vitesse et des com-

posantes du tenseur de Reynolds

Dans cette sous-section, nous effectuons une analyse d’incertitude sur les profils des
composantes de vitesse et des composantes du tenseur des contraintes de Reynolds.
Les figures 6.21 et 6.22 présentent les incertitudes sur u et v en /D = 1 pour des

incertitudes sur la valeur nominale So/D de 5 et 10%.

. . L L L Pist=- 3001 L L " 2 s L
-0.2 0 0.2 04 0.6 0.8 1 1.2 14 -0.2 0 0.2 04 0.6 0.8 1 1.2 1.4
ufUy u/Uy

(a) u/Up, incertitude de 5% (b) u/Uy, incertitude de 10%

F1G. 6.21 Incertitude sur les profils vitesse u en /D =1
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-0.05 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 -0.05 0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
viUy VU
(a) v/Uy, incertitude de 5% (b) v/Uy, incertitude de 10%

F1aG. 6.22 Incertitude sur les profils vitesse v en z/D =1

Les résultats montrent qu’une incertitude de 5% sur Sy/D n’a pas beaucoup de
répercution sur la composante horizontale de la vitesse excepté dans la région
proche paroi ol 'incertitude est maximale. Ceci est di & la force du jet issu du fossé
entre le cylindre et la plaque. Cette zone présente de forts gradients de vitesse. Pour
une incertitude 10%, la zone d’incertitude s’amplifie pour I'ensemble des valeurs
avec un maximum atteint pres de la paroi. Pour la composante de vitesse verticale,
on remarque également qu’'une incertitude de 5% sur Sp/D entraine une faible
incertitude sur v. En revanche, contrairement a la composante u, le maximum
d’incertitude n’est pas atteint & la paroi, mais au niveau de la couche cisaillée.
L’incertitude est, en effet, minimale au niveau de la paroi. Pour une incertitude de

10%, le phénomene s’accentue.

Les figures 6.23, 6.24 et 6.25 représentent les incertitudes sur les composantes du

tenseur des contraintes de Reynolds résultant d’une incertitude de 5 et 10% sur

So/D.

Nous remarquons qu’une incertitude de 5% a peu d’effet sur les composantes du

tenseur de Reynolds et plus spécialement pour la composante —pu’v’. La zone
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U'uU? en x/D=1, incertitude de 5% u'uJ,? en D=1, incertitude de 10%
3 T T T T T T T 3
8UU
Ul + ouu
25 U - Ul 25
2 -
15F
[a]
ENR
05 |-
0k
-05 |
i 1
0 001 002 003 004 005 006 007 008 001 0 001 002 003 004 005 006 007 008
u’u’/U02 u'u’/U02
(a) —pu/v/ /UZ, incertitude de 5% (b) —pu'//UZ, incertitude de 10%

F1G. 6.23 Incertitude sur les profils des composantes du tenseur de Reynods en
z/D =1

ou l'on observe une incertitude maximale correspond a la région ou se situe le
cylindre. En /D = 1, cette région correspond a la zone de recirculation. Cette
tendance ce confirme pour une incertitude de 10%. Pour des valeurs de y/D telles
que —0.5 < y/D < 0.5, incertitude est maximale.

v‘v’/Uo2 en x/D=1, incertitude de 5% v‘v‘/U02 en x/D=1, incertitude de 10%
3 T T T T T T

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07
v'v'/U(,2 v’v’/UD2
(a) —pv/v' JUZ, incertitude de 5% (b) —pv'v' JUZ, incertitude de 10%

Fic. 6.24 Incertitude sur les profils des composantes du tenseur de Reynods en
z/D =1
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—u’v’/U02 en x/D=1, incertitude de 5% -u'v'/U°2 en x/D=1, incertitude de 10%

L L L L 1 L I L L 1
-0.03 -0.02 -0.01 0 0.01 0.02 0.03 0.04 -0.03 -0.02 -0.01 0 0.01 0.02 0.03 0.04
—u‘v'/Uo2 —u‘v’/U02

(a) —pu/v’/UE, incertitude de 5% (b) —pu/v' JUE, incertitude de 10%

F1Gc. 6.25 Incertitude sur les profils des composantes du tenseur de Reynods en
x/D =1

6.4 Calculs de solutions voisines

Le calcul rapides de solutions voisines constitue également un des grands atouts de
P'utilisation des sensibilités. En effet, a 'aide d’un développement de Taylor d’ordre
1, il est possible d’estimer la solution de I’écoulement pour une petite perturbation
du parametre de sensibilité. Le développement de Taylor d’ordre 1 dans I'espace

du parametre S s’écrit de la manieére suivante :

¢z, y; S+ AS) = p(x,y) + Z_g AS ou ¢ est une variable quelconque (6.12)
=~

%
Pour illustrer ces propos, la figure 6.26 représente les isolignes de la composante de
vitesse horizontale & proximité du cylindre pour des extrapolation de 5 et 10%. La

relation (6.12) devient alors :

u(z,y; S + AS) = u(z,y; S) + %AS (6.13)
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ou AS prend successivement les valeurs suivantes :

AS =0.053/D; 0.15/D (6.14)

(a) Extrapolation de 5% (b) Extrapolation de 10%

F1G. 6.26 Isolignes de u représentant les solutions initiale et extrapolée

La figure 6.26 représente la superposition des isolignes de u pour les solutions
initiale et extrapolée. On remarque ainsi, dans les deux cas, un décalage des isolignes
de la solution nominale et de la solution extrapolée; décalage qui augmente avec
I'ampleur de la variation de S/D. Cette premiére étape de vérification montre que
Pextrapolation a du sens, et que les isolignes se déplacent bien avec le mouvement du

cylindre permettant de vérifier ainsi que les sensibilités sont calculées avec précision.

Les prochaines illustrations du calcul d’écoulements voisins concernent le coefficient
de friction évalué sur la plaque, les coefficients de trainée et de portance du cylindre
ainsi que les composantes de la vitesse et celles du tenseur des contraintes de

Reynolds.
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6.4.1 Calcul de solutions voisines pour C'f

Comme nous 'avons précisé plus haut, cette sous-section propose d’évaluer le co-
efficient de friction sur la plaque en effectuant des extrapolations de 5 et 10%
dans I'espace du parametre S selon le développement en série de Taylor d’ordre 1

suivant :

Cf(z:S + AS) = Cf(z) + %AS (6.15)

L’utilisation d’une dérivée partielle ou Eulerienne dans le développement en série de
Taylor est due au fait que nous considérons une quantité évaluée sur une frontiere
dont la géométrie est indépendante de S. En revanche, pour le cylindre, nous uti-

liserons une dérivée matérielle ou Lagrangienne.

La figure 6.27 représente la solution initiale & S/D = 0.25, les solutions extra-
polées a 5 et 10% a partir de la solution initiale ainsi que les solutions recalculées
correspondant a des diminutions de la distance entre l'obstacle et la plaque de 5
et 10%. Comme nous pouvons le constater, les solutions extrapolées et recalculées
sont parfaitement superposées ce qui nous amene aux constats suivants : D’une
part, 'évaluation numérique des sensibilités est tres fidele et permet de calculer
avec justesse des écoulements voisins. D’autre part, la variation de la distance a la
plaque AS est suffisamment petite pour assurer que le développement en série de
Taylor dans 'espace du parametre reste approprié pour exprimer la dépendance

des variables de ’écoulement au parametre S.
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0.012 T T

0.012 T T T

T T T T T T
solution recalculée solution recalculée
solution extrapolée 5% === solution extrapotée 10% -—--

solution initiale -------- | solution initiale -------- _

0.01 - 0.01 |

0.008 | 0.008 |+

50.008 £50.006
0.004 0.004 |
0.002 0.002 F
°% 0 = % 0 s
(a) Extrapolation de 5% (b) Extrapolation de 10%

FiG. 6.27 Extrapolation de C'f pour des perturbations de S/D de 5 et 10%

6.4.2 Calcul de solutions voisines pour les composantes de vitesse et

du tenseur de Reynolds

Dans ce paragraphe, nous traitons le calcul de solutions voisines pour les compo-
santes de vitesse horizontale et verticale, ainsi que pour les composantes du tenseur

de contraintes de Reynolds en z/D = 4.

Les figures 6.28 et 6.29 présentent les solutions extrapolées a 5 et 10% & partir
des solutions nominales, les solutions nominales et les solutions recalculées des

composantes de la vitesse en z/D = 4.

Nous pouvons faire deux remarques a propos des résultats obtenus. La premiere
est que les extrapolations de 5 et 10% & partir des solutions initiales donnent de
tres bons résultats. En effet, les profils des solutions extrapolées et recalculées sont
parfaitement superposées pour les deux composantes de vitesse. Le développement
en série de Taylor & l'ordre 1 se comporte donc trés bien méme dans le cas d’une
variation relativement forte de S/D. Ces résultats démontrent ainsi que le calcul

des sensibilités est efficace.
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3 T T T T T

25+

u recalcuiée

~0.2 0 0.2 04 0.6 0.8
u/U,

(a) u/Uy, extrapolation de 5%

T T

u extrapolée —----
u recaiculée

(b) u/Uy, extrapolation de 10%

F1c. 6.28 Extrapolation de la vitesse horizontale u en /D = 4
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La seconde remarque est que le fait de réduire la distance entre le cylindre et la

plaque n’affecte pas les deux composantes de la vitesse dans les mémes régions du

domaine. Pour la vitesse u, on remarque qu’une diminution de S/D a un impact

dans la région située a proximité de la paroi. On constate une diminution de u pres

de la plaque. Plus 'on s’éloigne de la plaque, plus l'effet est minime. En revanche,

nous observons le contraire pour la vitesse verticale v. En effet, nous observons une

différence entre les profils initial et extrapolé pour y/D > 1.

25

¥ oo
v extrapolée --—--

v recalculée

05

0

-0.5 |

v recalculée 1

-0.05-0.04-0.03-0.02-0.01 0

(a) v/Uy, extrapolation de 5%

0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.08
viUg

-0.05-0.04 -0.03-0.02-0.01 ©

0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06
viU,

(b) v/U,, extrapolation de 10%

F1c. 6.29 Extrapolation de la vitesse verticale v en «/D = 4
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Les figures 6.30, 6.31 et 6.32 présentent les solutions extrapolées & 5 et 10% &
partir des solutions nominales, les solutions nominales et les solutions recalculées

des composantes du tenseur des contraintes de Reynolds en z/D = 4.

u'u’/U°2 en x/D=4, extrapolation de 5%

u'u'/Uo2 en x/D=4, extrapolation de 10%

3 T T

uu recalculee

uu recalculée

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07
u’u‘/U02

(a) extrapolation de 5% (b) extrapolation de 10%

Fic. 6.30 Extrapolation sur le profil de la composante —pu’u’/UZ du tenseur de
Reynolds en z/D =4

On constate que pour lensemble des composantes du tenseur de Reynolds, les
résultats sont également tres bons pour les deux extrapolations considérées. De
plus, nous remarquons aisément que la zone ol la variation de S/ D affecte le plus
I’écoulement se trouve en —0.5 < y/D < 0.5, c’est a dire exactement au niveau de
I'obstacle. Les composantes —pu/u/ et —pv'v’ ont tendance & devenir plus faible dans
cette région tandis que nous constatons l'inverse pour la composante —pu/v’. Dans

le reste du domaine, la variation de S/D ne perturbe quasiment pas ’écoulement.

6.4.3 Calcul de solutions voisines pour Cp et C},

A présent, nous proposons de calculer des solutions voisines pour les coefficients Cp
et O}, en réalisant des extrapolations de 2, 5 et 10% & partir de la solution initiale

(configuration nominale). Les résultats sont donnés dans le tableau 6.4. Comme
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v'v’/Uo2 en x/D=4, extrapolation de 5% v’v'/U02 en x/D=4, extrapolation de 10%

vv extrapolée --——-

vv extrapolée --—-
25 wv recalculée

25 wv recalculée

S S 1
0.5 0.5
[N 0}
0.5 0.5
1 1 i 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-0.04 -0.02 0 0.02 0.04 0.06 0.08 -0.04 -0.02 4] 0.02 0.04 0.06 0.08
v'v'/U02 v’v’/U02
(a) extrapolation de 5% (b) extrapolation de 10%

F1c. 6.31 Extrapolation sur le profil de la composante —pvv’/U§ du tenseur de
Reynolds en z/D = 4

nous I'avons précisé dans la sous-section précédente, nous utilisons dans le cas
présent des sensibilités Lagrangiennes pour Uextrapolation étant donné que nous

évaluons des quantités sur des frontieres dépendantes d’une variation du parametre

S.

. Initiale Extrapolée
Configuration Coeft, (% variation sol. initiale) (% Diff. sol. recalculée)
(5/D =025) gﬁ’ 0().6736081165612
—— Ch 0.767047 (0.14%) 0.763662 (0.44%)
(AS/D = —0.005) Cy, 0.0320236 (6.1%) 0.0346700 (8.2%)
S Ch 0.765321 (0.37%) 0.756815 (1.1%)
(AS/D = —0.0125) Cy, 0.0348361 (15.4%) 0.0414258 (18.9%)
A Co 0.762281 (0.76%) 0.745480 (2.2%)
(AS/D = —0.025) Cr 0.0395665 (31.2%) 0.0526855 (33.1%)

TAB. 6.4 Extrapolation a partir de la solution initiale de Cp et Cy,

En premier lieu, analysons les résultats relatifs au coeflicient de trainée Cp. En
comparant les solutions recalculées pour des variations de 2, 5 et 10% de Sy/D par
rapport & la solution initiale, nous constatons que I'impact des perturbations sur

Cp est assez faible. En effet, une perturbation de 10% de S/D n’entraine qu’une
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—u’v’/Uo2 en x/D=4, extrapolation de 5% —u'v'/U02 en x/D=4, extrapolation de 10%
3 T T T T 3
Uy ceeeeees Uy -eenees
2 uv extrapolée --—— uv extrapolée ~-—-
5 uv recalculée 1 25 uv recalculée 7

% 1 F - g 1 -
0.5 B 0.5 1 —
or R of E
-0.5 - b -0.5 | -
-0.02 -0t01 [¢] 04:)1 0.;)2 0.‘03 0.04 -0.02 —0501 0 0;)1 0.‘02 0.103 0.04
—uv/Y 2 —UVIUE
(a) extrapolation de 5% (b) extrapolation de 10%

FiG. 6.32 Extrapolation sur le profil de la composante —pu'v’/UZ du tenseur de
Reynods en /D =4

variation de 0.76% sur le coefficient de trainée. Pour les solutions extrapolées, on
peut constater que le coefficient de trainée est sous-évalué dans l’ensemble mais
que les différences avec les solutions recalculées restent raisonnables (2.2% pour

une perturbation de 10% de S/D).

Pour le coefficient de portance, 'impact des perturbations sur la distance entre la
plaque et le cylindre est beaucoup plus important puisqu’une perturbation de 10%
de S/D entraine une différence de 31.2% par rapport a la configuration initiale.
Ceci explique, en partie, les résultats des extrapolations sur Cp. En effet, pour une
perturbation de 2%, la différence avec la solution recalculée est déja élevée (8.2%).

Dans le cas ot AS/D = —0.025, les résultats ne sont vraiment plus exploitables.

Les principales raisons quant a la faible qualité des résultats pour le coefficient de

portance sont les suivantes :

— La dépendance de Cp, sur S est non-linéaire de sorte que l'extrapolation de
Taylor & l'ordre 1 n’est valable que pour de faibles variations de S. Un remede a

ce probléme serait d’utiliser des sensibilités d’ordre deux.
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— La deuxieme raison porte sur la précision des gradients évalués a la frontiere.
En effet, la sensibilité Lagrangienne utilisée pour 'extrapolation fait apparaitre
un terme de transpiration contenant les dérivées premieres et secondes de
I"écoulement. Or, la précision sur ces gradients semble insuffisante pour pouvoir
garantir de bons résultats lors de ’extrapolation.

Nous pouvons donc conclure que le calcul de solutions voisines par le biais d’une

extrapolation linéaire donne de bons résultats lors de 'utilisation de sensibilités

Euleriennes comme c’est le cas pour ’étude du coefficient de friction sur la plaque.

Dans le cas, du coefficient de trainée, les résultats sont bons mais sont limités

par la valeur de la perturbation choisie. Le calcul de solution voisine demeure

alors exploitable dans la zone de linéarité de la réponse de I’écoulement face a une
variation du parametre de forme. Pour le coefficient de portance, et ce pour les
raisons données ci-dessus, nous ne pouvons exploiter la méthode car nous sommes
au-dela de la zone de linéarité. La difficulté d’obtenir des gradients suffisamment,
précis contribue aussi, et ce, de maniere significative, a la pauvreté des résultats en

ce qui concerne le coefficient de portance.
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CONCLUSION

Le but de ce projet était d’implanter dans un code d’éléments finis existant une
Méthode des Equations de Sensibilité avec parameétre de forme pour le modele
de turbulence standard k£ — €. Nous avons, dans un premier temps, présenté les
équations moyennes de Reynolds ainsi que les équations de transport du modele
de turbulence k — € permettant de modéliser un écoulement en régime turbulent.
Les écoulements turbulents & proximité de parois solides présentent une difficulté
particuliere de modélisation étant donné la présence de forts gradients a la paroi.
Pour palier & ce probleme, nous avons utilisé le modele de loi de paroi a deux

échelles de vitesse.

Nous avons, par la suite, développé les équations de sensibilités de ’ensemble des
équations modélisant 1’écoulement ainsi que les conditions aux frontieres pour les
sensibilités. Le caractere original de ce projet réside dans I'application de la M.E.S
avec parametres de forme aux conditions aux frontieres issues des lois de parois.
L’utilisation de ce type de parametre pose des difficultés supplémentaire. En effet,
leur variation implique un mouvement de la frontiere. La dépendance des variables
de I’écoulement face au parametre de forme s’exprime alors par 'apparition d'un
terme de transpiration faisant apparaitre les dérivées premieres et secondes des
variables de I’écoulement évaluées aux frontieres. De la précision de ces gradients

dépend I'évaluation précise des sensibilités.

L’étape suivante consista a vérifier 'implantation de la méthode dans un code
d’éléments finis adaptatif. Pour cela, nous avons utilisé la Méthode des Solutions
Manufacturées. Nous avons ainsi étudié la solution analytique d’une couche limite
turbulente sur une plaque plane. Cette vérification nous a permis de démontrer la

bonne implantation de la méthode dans le code, ainsi que le bon fonctionnement
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du solveur et de 'estimateur d’erreur.

Par la suite, nous nous sommes penchés sur une application avec une géométrie plus
complexe permettant de mettre en valeur les atouts de 1'utilisation des sensibilités
avec parametres de forme. Le cas étudié simulait un écoulement d’air en régime
turbulent sur un obstacle a proximité d’une plaque plane. La distance entre I'obs-
tacle et la plaque constituait le parametre étudié. Nous avons alors choisi d’étudier
la réponse des variables de ’écoulement face a la variation négative de cette dis-
tance. Le calcul des sensibilités nous a permis d’effectuer une analyse d’incertitude
sur le coefficient de friction de la plaque, les coefficients de trainée et de portance
ainsi que les composantes horizontales et verticales de la vitesse et les composantes
du tenseur des contraintes de Reynolds. Nous avons pu observé la justesse des
résultats obtenus. La seconde utilisation des sensibilités mettait en valeur le calcul
rapide de solutions voisines. Le but était de calculer des écoulements voisins pour
différentes perturbations de la distance entre la plaque et le cylindre. Les résultats
observés étaient de trés bonne qualité. Cependant, nous avons pu constater les li-
mites de cette application quant a l'utilisation d’une extrapolation linéaire et a la
précision des gradients pour un écoulement aussi complexe. En effet, nous avons
constaté que pour le coefficient de portance, le développement en série de Taylor
a lordre 1 n’était pas adapté car on ne peut pas supposer que la réponse de Cp
a la perturbation du parametre S est linéaire. De plus, il est tout a fait probable
qu’une précision insuffisante sur les dérivées premieres et secondes des solutions
de V’écoulement influent de maniére importante sur la qualité des résultats étant
donné que la sensibilité Lagrangienne, utilisée dans le calcul d’écoulement voisin

pour Cp, est dépendante de ces gradients.

On pourrait imaginer plusieurs travaux et améliorations possibles dans la lignée de
ce projet, notamment par 'application de la M.E.S a des écoulements turbulents

instationnaires et l'utilisation de sensibilités d’ordre deux qui seraient bénéfiques
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pour le calcul d’écoulement voisins. Il serait également intéressant d’étudier le
rayon de courbure des arrondis de l'obstacle en tant que parametre de forme.
L’amélioration de la qualité des gradients obtenus sur les frontieres permettrait
d’augmenter considérablement le calcul des termes de transpiration qui constitue

la principale difficulté de I'utilisation des parametres de forme.
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ANNEXE I

SOLUTION MANUFACTUREE

1.1 Ecoulement :

I.1.1 Solution analytique des champs de I'écoulement

u = erf(n)

1 2
- o7
v Uﬁ <1 € )
p = 0.5In(2z — 2% + 0.25)In(4y® — 3y* + 1.25)

k = kmaxnge—ng
2
€ = 0.36-1ee
Vmarr
k.2
My = pCu—ﬁ—
ol
1 e —x2/2
= — d
erf(n) 27T/n e x
ay
n = —
x
oYy
T =



avec les constantes suivantes :

c=40 p=10 v=10"°% pu=10"°

0, =100 C,=0.09 Fkpor =0.01 vypee =103

[.1.2 Les dérivées premieres et secondes des variables de 1’écoulement

e = TR
2 g —712
u, = ———¢
Y L
4 n _2
war = e (1)
4 ag 2 _772
v =~z (5) e
2
V. = _iﬂe—nz
‘ N
/U’y — io—_y _772

(1 ‘55) 3 2
r = In (44° — 3 1.25
P 2x—x2+0.25n<y y* +1.25)
. 3y (2.7J - 1) 2
Py = I 3 1‘25ln (2:1: —z° 4+ 0.25)

137



ou

2

QCstk%e_”?' (n?—1)

~208tk277u€_n3 (ms—1)
T

2

ZCstk%e"ﬁ(an — T2 +3)

2

Gy~ _
2csty. PR % (2mt — By + 1)

,ut,x

!ut,y

kmam
cste = 0.36

2
M _p2

2cst,—e M
T

Oy —m2
—2cste—mn,e” "
x

-
2cst6?e M (2n2 — 3)
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1.2 Sensibilités des variables de 1’écoulement par rapport au parametre yg :

Su,zz

Su,yy

Sy
Sy

T

Sv,y

S'U,zz

Sv,yy

_ﬁ;e—n

2 o 2

—=—e " (1—2772)
Ve

v

4 ¢ 2

—=—¢ " (2" + 50"~ 1)
o

\/—7__‘_56_7] (1—27]2)
_%ge—nz

4 n —n? 4 2
—=—¢ (—277 +7n ~3)
e

ﬁﬁne K (3—27)2)

3(y — yo)(1 — 2(y — %))
4(y — 10)® — 3(y — yo)* +1.25
(1-—=) 6 (y — o) (1 = 2(y — y0))
2z — 22 +0.254(y — y0)® — 3(y —v0)2 + 1.25
24(y — o) — 24(y — 90)° +9(y — 90)* — 15(y — yo) + 3.75
(4(y — vo)® = 3(y — wo)® + 1-25)2
In(2z — z° + 0.25)

In(2z — z* + 0.25)
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S = 2kmam2'r/ue(1—nu2) <77,/2 - 1)
T
o
Sk, = 403151165577,,6_77g (77,,4 -3, + 1)
02 2 4 2
Sk, = 2csth—’;e_m(——2n,, +5n,° —1)

Skow = ZCstk%n,,e—”?' (477,,6 — 2677,,4 + 3477V2 —6)
3

o
Skyy = ZCstkgg—n,,e_”g (477y4 —18n,% + 12)
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S = 0.72k_maﬁﬂnye(—nu2)
Vimaz T
o
Se, = 4cst6——%nye_"3(m2 - 1)
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2
g, _,2
Se, = 2C$t€x_;6 (1 —2n,%)
Seop = 4cste%fq,,e"73 (277,,4 — 2 + 3)
O',?j’ __772 2
Se,, = 4cstegnye v(2n,° — 3)

25 Se
= (3= 7)
2s Se 2 1
S, = Mg < kk _ ?> -+ pe [ﬁ(skzk — sgk .) — g(se,zﬁ - see,m)]

1
Sue, = Mty (‘k_ - —) + [ [ﬁ(sk,yk — spky) — g(se,ye — See,y)}
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1.3 Termes sources

1.3.1 Ecoulement

L.3.

f

1

dr

fe
Hy

qk

4e

2

1
= puk, + vky) — (N + o ) (K oz + kyy) —
k

= Dot plutty +vuy) = (1 + ) (Uae + yy) = 2t U — ey (Uy + V)

= Pyt p(uve +vvy) — (B + ) (Var + Vgy) = 2000y — pe o (Uy + V)

- ko e gky) + pe

= wel(uy +ve)?+2(ud + v2y)]
He

1
= plueg + Uf,y) - <N + ;;) (€az + G,yy) - 0_6(

pC€262
k

/,l/t’re,x Nt71'6,z,)
- pCe] C k‘[(u7 + U,(E) + 2(u T + v )]
14 Yy B Y

Sensibilités

$poP(UzSu + USu, + UySy + VS, ) — (1" =+ ) (g + Uyy)

(1 4 1) (Sua + Suyy) = 2000 — 2t g Suy — Py (Uy + V) = firy (Su,, + S0,
Sp., PV, Sy + USy, +VySy +08y,) — (1 + ) (Ve + Vy)

(4 112) (80 e + Suyy) — Qﬂt:y”,y — 2t ySu, — Mt:x(u,y +Va) = ey (Suy + Su,)

p(k,msu + Usk,x + kf,ysv + Uslc,y) - %(k,mx + k,yy)
k

7 L ’
<ﬂ' + ;’i) (Sk,ww + Sk,yy) - o-_k(:u’t,xk:,w + /’l’t,msk,z + 'Ll'tvyk"y + ,U/t,ysk,y)
pse — s [(wy + v2)? +2(u? +02)]
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g = plegSy+usc, +€y5, + VSe,) — %(e,m +€4y)

€

/.L 1 / 4
- (l/ll + O'_t> (Se,mz + Se,yy) - ;(ut,meam + //[/t#csﬁyz + Mt’ye,y + Mt’yse’y)
€ €

2es.  €2s Se €y €[S
e ‘72'“)‘061( o ) L 20+ )

Cel €l
k

- ,Ult, [(“y + U,x)z - [2(U,y + U,w)(su,y + S'U,z) + 4(“,m3u,mv,y5v,y)]

1.3.3 Variables logarithmiques

1.3.3.1 FEcoulement

K = In(k)
k
K, = =2
’ k
k
Ky = 2
E = lIn(e)
£, = &
€
€y
W= T
1.3.3.2 Sensibilités
Sk



SK 4
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Sf/"z
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Skm_
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k

143




144

ANNEXE II

FORMES FAIBLES

II.1 Forme faible de ’équation de transport en X pour les sensibilités :

/Q (p'a- VK 4+ psy - VK + puVsy) dsxcd2

+/Q [<M’+ L2 “f’“) VK + <u+ ﬁf) Vs,c} - VisxcdQ
Ok

—/ K;H P “f’“) VK - VK +2 (u+ ﬂ) wc-vs,cl Ssxcd
Q Ok g

k Ok

- /Q e X (u;P + P — utPs;C> 55xcd?

/ C’ ’
+/ pef K (2ﬁ + £ 4 s — &> dsxcdf)
Q p Cu Ky

—/fzqsnéstQ—AfkésngZ 0

f—;c sont les conditions de Neumann sur K qui s’applique sur la frontiere I'. Leur

expression est la suivante :

fre= Ku’+ﬂ~ ’“‘“ﬁ’“) vE+ (et 2) Vsic] B

O O O
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I1.2 Forme faible de I’équation de transport en £ pour les sensibilités :

/ (p'u VE + psu - VE + puVse) 0s¢d9

g

€

s [( t_”‘t”>vg v5+2< ?)Vﬁ-VsK](FSSdQ

€

> VE + (u + —Z—t) vsg}  V6s5£dQ

’ ! C P’
+/ lpC’dC’“e’C_SP (p— + —Cﬁ + £ + 8 — 8¢ + F):\ 585dQ
Q

P Cel Cu
/ ’ C’

—/ [pcegeg_lc (P" + gﬁ + —£ + 5¢ — 8/@)} 5Sng
Q p Ca C,

+/ qu5Sng +/ ];é(SSng =0
Q T

f_é sont les conditions de Neumann sur £ qui s’applique sur la frontiére I'. Leur

expression est la suivante :

fi= [( +ﬂ—“t €>v5+< ﬂ>v35]-ﬁ
O¢ o? O¢

€



