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RESUME

Cette recherche porte sur 'approximation d’un nouveau type de neurone artificiel,
le quantron. Le quantron possede une fonction discriminante complexe, mais cette
derniére peut étre simplifiée en utilisant des polynémes quadratiques pour approxi-
mer les signaux internes du neurone. Nous proposons deux approximations quadra-
tiques qui permettent d’analyser la fonction discriminante du quantron. Nous avons
établi deux théoremes d’apprentissage pour l'apprentissage des approximations du
quantron, et nous avons étudié la performance de ces approximations dans la re-
production des surfaces discriminantes originales du quantron. Nous avons démontré
de maniere empirique la possibilité d’entrainer la meilleure des deux approxima-
tions avec un algorithme de descente du gradient. Finalement, nous abordons la
problématique de 'apprentissage dans un réseau de quantrons, et nous proposons
une modification qui donne une fonction d’activation continiiment dérivable pour le

quantron.
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ABSTRACT

The subject of this research is the approximation of a new type of artificial neuron,
the quantron. Since the analysis of its discriminant function is difficult, we propose
to approximate the internal signals of the neuron to yield a simplification of the
discriminant function. Two quadratic approximations are obtained, along with two
convergence theorems for the simplest approximation. After comparing the results of
both approximations to the original quantron, we develop a gradient-based learning
algorithm for the best approximation. Finally, we illustrate a problem arising in
learning with a network of quantrons, and we propose a modification that yields a

smooth activation function for the quantron.
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CHAPITRE 1
INTRODUCTION

Les réseaux de neurones artificiels sont des outils utilisés en ingénierie pour effec-
tuer différentes taches qui ne se prétent pas a une modélisation mathématique simple.
Puisqu’ils sont inspirés du fonctionnement du cerveau, on a tenté de les appliquer
a des problemes ot 'humain performe habituellement mieux que les ordinateurs,
comme la reconnaissance de formes (identifier correctement un code postal écrit a la
main : LeCun, Y., Boser, B., Denker, J.S., Henderson, D., Howard, R.E., Hubbard,
W., et al., 1990) et la prédiction du mouvement (mouvement des bras : Miyamoto,

Kawato, Setoyama et Suzuki, 1988).

Les premiers modeles de neurone artificiel sont une grossiere approximation des
vrais neurones biologiques, mais ils arrivent tout de méme a résoudre des problémes
assez complexes. Le développement de neurones artificiels plus réalistes permet de

créer des réseaux avec une plus grande puissance de calcul (Maass, 1997 ; Labib,

1999).
Le sujet de cette recherche, le quantron, est un neurone artificiel dont le fonction-
nement reproduit I'interaction des neurotransmetteurs dans le cerveau. Nous abor-

derons I’étude du quantron dans le cadre de la théorie de la reconnaissance de formes.

La reconnaissance de formes est le domaine qui étudie le probleme suivant : com-



T

ment identifier des objets avec un ordinateur 7 Une des étapes importantes de ce
probléme consiste a différencier des objets de différents types. On appelle classifica-
tion 'opération qui consiste a assigner un type a un objet. Si on considere des classes
d’objets prédéfinies, on parle de classification supervisée. Lorsque aucune classe n’est
précisée a 'avance, et qu’on se base sur les objets eux-mémes pour choisir les classes,

on effectue de la classification non supervisée.

La classification se base habituellement sur certaines caractéristiques des objets
traités. Dans le monde réel, les objets d’une méme classe ne sont pas tous identiques.
Il faut donc tolérer une certaine variabilité sur les caractéristiques des objets; on
parle alors de 'approche statistique au probléme de reconnaissance de formes. On
utilise donc le concept de variable aléatoire, issu de la théorie des probabilités, pour
représenter les caractéristiques des objets. Lorsqu’on ne considere pas la variabilité
des objets, on parle plutét d’une approche déterministe. Ces deux approches sont
souvent complémentaires, car on peut développer des techniques de classification
d’'une maniere déterministe, et ensuite étudier leur comportement du point de vue

probabiliste.

Dans ce travail, nous étudierons le quantron comme outil de classification super-
visée, en utilisant une approche déterministe. Nous utiliserons deux classes corres-

pondant aux deux états du quantron : soit le quantron est actif, soit il est passif.

La reconnaissance de formes se base sur le concept de fonction discriminante. De
maniere formelle, on définit les caractéristiques d’un objet comme un vecteur, noté
Z. La fonction g(Z) est une fonction discriminante pour les classes A et B si les deux

conditions suivantes sont remplies : g(Z&) > 0 si et seulement si & appartient a A,
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Figure 1.1 — Surface discriminante d’'un perceptron (gauche) et d'un réseau de per-

ceptrons (droite)

et g(Z) < 0 si et seulement si & appartient & B. On appelle surface discriminante
I'ensemble des valeurs de & satisfaisant ’égalité g(Z) = 0. Lorsque la fonction dis-
criminante d’'un probléme de classification est inconnue, on cherche & trouver une
fonction qui classifie correctement le plus d’objets possibles. Ainsi, on peut tolérer

qu’'une fonction discriminante classifie mal quelques objets.

La figure 1.1 présente la surface discriminante d’un perceptron, I’élément de base
utilisé dans les réseaux de neurones artificiels, ainsi que la surface discriminante d’un

petit réseau de perceptrons.

Dans le domaine de l'intelligence artificielle (et des réseaux de neurones), la re-
cherche d’une fonction discriminante qui résout un probleme de classification est un
processus qu’on appelle apprentissage. L’apprentissage consiste en la modification de

la fonction discriminante lorsqu’elle est confrontée & un objet mal classé. Cette mo-



dification est effectuée en variant certains parametres de la fonction. Puisque cette
opération suppose la connaissance a priori de la classe des exemples étudiés, on parle
d’apprentissage supervisé (en référence a la classification supervisée). Un apprentis-
sage non supervisé peut étre effectué si on recherche une certaine régularité entre les
différents types d’objets (les méthodes statistiques peuvent aider a définir des classes

a partir des objets eux-mémes).

L’apprentissage supervisé dans les réseaux de neurones se base habituellement
sur des techniques d’optimisation non linéaire qui traitent des modeles utilisant des
fonctions dérivables comme, par exemple, la descente du gradient (Haykin, 1999).
Or, la complexité du modele mathématique du quantron ne permet pas l'utilisation
directe de ces méthodes. Ainsi, il est nécessaire de développer des approximations du
quantron pour effectuer ’apprentissage de ce dernier. Nous proposons de dévelop-
per une approximation du quantron en remplagant, dans son modele mathématique,
certaines fonctions non continliment dérivables par des fonctions qui le sont. Dans
le but de développer un modele qui se traite analytiquement, nous utiliserons des
fonctions quadratiques. Ce choix est justifié par la forme des signaux biologiques qui
sont représentés dans le quantron, et par la simplicité de ces fonctions, qui permet

de pousser 'étude de maniere analytique.

La problématique de cette recherche consiste donc & étudier des approximations
polynomiales du quantron comme intermédiaire pour effectuer 'apprentissage du
quantron. Les capacités d’apprentissage des approximations devront étre établies, et
la performance des approximations comme outil de reproduction du quantron devra
étre évaluée. Nous aborderons également, du point de vue théorique, le probleme de

I’apprentissage avec un réseau de quantrons.



L’objectif de cette recherche est d’établir les éléments de base nécessaires au
développement d’'un algorithme d’apprentissage rapide et efficace pour les réseaux
de quantrons. Pour ce faire, nous définirons deux approximations polynomiales dis-
tinctes pour le quantron, et nous étudierons leur apprentissage d'un point de vue
théorique et expérimental. L’analyse des fonctions discriminantes et ’application de
la descente du gradient seront nos deux principaux outils d’apprentissage. De plus,
la performance de ces approximations sera évaluée a l'aide de la comparaison des

surfaces discriminantes produites avec celles du modele original du quantron.



CHAPITRE 2
REVUE DE LITTERATURE

Le quantron est un nouveau type de neurone artificiel issu d’un modele stochas-
tique du phénomene de diffusion des neurotransmetteurs chimiques (Labib, 1999).
Son fonctionnement comporte des similitudes avec d’autres modéles de neurones ar-

tificiels : les perceptrons et les neurones impulsionnels.

Le perceptron est ’élément de base utilisé dans 'application des réseaux de neu-
rones classiques (Haykin, 1999). Développé a partir d'une compréhension rudimen-
taire du fonctionnement du cerveau, le perceptron est un modele assez limité des
neurones biologiques. Par contre, I'entrainement des réseaux de perceptrons peut
s’effectuer efficacement par un algorithme appelé “rétro-propagation de erreur” (Ru-
melhart, Hinton et Williams, 1986). Des modifications du modele de base du percep-
tron permettent d’obtenir des réseaux de neurones artificiels plus puissants ou plus
spécialisés (Durbin et Rumelhart,1989 ; Zhang et Sarhadi, 1993 ; Ridella, Rovetta et
Zunino, 1997 ; Labib et Assadi, 2007). Un des objectifs de cette recherche est d’adap-

ter I'algorithme de rétro-propagation au quantron.

Les neurones impulsionnels résultent d’une modélisation mathématique plus pous-
sée des neurones biologiques (Maass, 1997). Plus puissant qu’un réseau de percep-
trons, un réseau de neurones impulsionnels est par contre plus difficile & entrainer

(Maass et Schmitt, 1999). Les premiers algorithmes d’apprentissages pour les neu-



rones impulsionnels sont inspirés de ’apprentissage hebbien (Gerstner, Kempter,
van Hemmen et Wagner, 1996; Ruf et Schmitt, 1997 Gerstner et Kistler, 2002).
L’apprentissage hebbien est habituellement non supervisé, mais il est possible de le
modifier pour l'utiliser en mode supervisé. L’algorithme Spikeprop consiste en une
adaptation de ’algorithme de rétro-propagation aux neurones impulsionnels (Bothe,
Kok et La Poutré, 2002). La technique utilisée pour pouvoir effectuer une descente
du gradient est la linéarisation de la fonction représentant 1’état du neurone autour
du point de passage du seuil. Bien que Spikeprop contienne certaines limitations, des
recherches additionnelles ont abouti & des améliorations (Schrauwen et Van Cam-
penhout, 2004 ; Booij et Nguyen, 2005; Davis, Erdogmus, Rao et Principe, 2003;
McKennoch, Liu et Bushnell, 2006). Notre travail avec le quantron differe de cette
approche, entre autre par l'utilisation de fonctions quadratiques comme base d’ap-

proximation.

D’autres approches sont possibles pour entralner des neurones impulsionnels de
maniere supervisée. Par exemple, les algorithmes évolutifs, les machines a états li-
quides et 'algebre linéaire ont été utilisés pour 'apprentissage des neurones im-
pulsionnels (Pavlidis, Tasoulis, Plagianakos, Nikiforidis et Vrahatis, 2005; Maass,
Natschliager et Markram, 2002 ; Burgsteiner, 2005 ; Carnell et Richardson, 2005). Les
deux premieres méthodes pourraient étre appliquées avec le quantron, mais elles ne
cadrent pas dans 'objectif de ce travail, qui est de développer un algorithme d’ap-
prentissage analytique pour le quantron dans un réseau ou I'information est propagée
vers 'avant. En effet, les machines a états liquides sont des systémes avec mémoire
(il faudrait donc un réseau récurrent), et les algorithmes évolutifs sont une approche
heuristique a ’apprentissage. Quant & 'application de 'algebre linéaire, elle serait

par contre difficile & adapter. En effet, elle est utilisée pour définir I’espace vectoriel



des séquences d’impulsions, et le quantron ne fonctionne pas directement avec de

telles séquences.

Puisque le quantron partage des caractéristiques communes avec les perceptrons
et les neurones impulsionnels, il est important de bien comprendre la nature de ces
modeles. Nous allons donc faire un survol de ces neurones artificiels, ainsi que du

probléme de leur apprentissage.

2.1 Caractéristiques des modeles de neurones

Le perceptron a été exhaustivement étudié, et ses propriétés sont bien connues. Du
point de vue de la reconnaissance des formes, on dit du perceptron qu’il est un classifi-
cateur linéaire. Le théoreme de convergence du perceptron indique comment modifier
les parametres (aussi appelés poids) d’un seul neurone pour apprendre n’importe quel
probleme de classification linéairement séparable (Haykin, 1999). L’apprentissage
d’un réseau de perceptrons est possible en utilisant une fonction d’activation conti-
niment dérivable appropriée, comme la fonction sigmoide. Le modele mathématique
du réseau est alors une fonction continue, dont les parametres inconnus sont les poids
du réseau. En définissant une fonction d’erreur pour le réseau, on peut alors effec-
tuer I’apprentissage par diverses méthodes d’optimisation non linéaire. L’algorithme
de la rétro-propagation de 'erreur, basé sur la descente du gradient de la fonction
d’erreur, est la principale méthode utilisée pour entrainer les réseaux de perceptrons
(Rumelhart, Hinton et Williams, 1986). Une telle méthode, qui utilise les caractéris-
tiques locales de la fonction d’erreur, ne peut garantir un apprentissage parfait. En
effet, la fonction d’erreur du réseau peut posséder des minima locaux. Finalement,

des recherches ont été effectuées sur I'apprentissage de réseaux de perceptrons dont



les fonctions d’activations ou les fonctions d’erreur ne sont pas contintiment déri-
vables (Batruni, 1991 ; Redding et Downs, 1991 ; Bartlett et Downs, 1992 ; Goodman
et Zeng, 1994).

D’un point de vue biologique, les neurones impulsionnels sont beaucoup plus réa-
listes que le perceptron (Maass, 1997). On définit I’état interne d’un neurone comme
une somme de signaux (appelés potentiels post-synaptiques ou PPS), qui sont ac-
tivés quand des impulsions arrivent aux entrées du neurone. Lorsque la somme des
signaux dépassent un certain seuil, une impulsion est émise a la sortie du neurone.
Souvent, des éléments d’inspiration biologique sont inclus dans les réseaux de neu-

rones impulsionnels, comme un temps de réfraction apres I’émission d'une impulsion

(Gerstner, 1995).

Le quantron peut étre considéré comme un modele hybride entre un perceptron
et un neurone impulsionnel. Il possede des entrées similaires & celles du perceptron,
mais il fonctionne avec des potentiels post-synaptiques. La forme de la fonction ma-
thématique de ses potentiels est cependant assez différente de celle des neurones

impulsionnels (Labib, 1999).

2.2 Probleme d’apprentissage

Dans le contexte des réseaux de neurones, 'apprentissage consiste a déterminer
les parametres du réseau a partir d’'un ensemble de données, appelé ensemble d’en-
trainement (Haykin, 1999). En apprentissage supervisé, on associe a chaque élément
de I'ensemble d’entrainement une valeur qui correspond a la réponse désirée du ré-

seau. On fait face a un probleme de classification si les valeurs désirées correspondent
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a différentes classes assignées aux entrées du réseau. Si les valeurs désirées sont nu-

mériques, on parle plutdét d’un probleme de régression.

Le principal probleme théorique au sujet de 'apprentissage supervisé des réseaux
de neurones consiste a déterminer si un certain réseau peut représenter exactement
un certain ensemble d’entrainement (il s’agit du probléme de consistance). Autrement
dit, on cherche a vérifier 'existence des valeurs des parametres du réseau telles que
I'erreur sur I'ensemble d’entrainement est nulle. L’analyse de ce probleme avec des
modeles de neurones plus réalistes, comme les neurones impulsionnels, est souvent
complexe. Ainsi, on procede & des simplifications, comme 'utilisation de potentiels

rectangulaires (Maass, 1997).

Le probléme de consistance pour un simple perceptron peut se résoudre en temps
polynomial par la programmation linéaire (Megiddo, 1984). Pour un seul neurone
impulsionnel avec des potentiels rectangulaires, on peut montrer que le probleme
de consistance est NP-complet (Maass et‘ Schmitt, 1999). Ce résultat indique que
I’apprentissage avec des neurones impulsionnels est plus difficile qu’avec des percep-
trons. Le fonctionnement du quantron, similaire & celui des neurones impulsionnels,
laisse croire que 'apprentissage de ce dernier serait également difficile. Il faut ce-
pendant noter que la complexité du probleme de consistance n’indique pas que le
développement d’un algorithme d’apprentissage pour le quantron est impossible. On
comprend tout de méme que les garanties théoriques sur ’apprentissage du quantron

ne peuvent pas étre aussi fortes que pour le perceptron.
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CHAPITRE 3
ANALYSE MATHEMATIQUE
DU QUANTRON

Les entrées du quantron forment un vecteur de valeurs réelles Z. Des considéra-
tions biologiques préconisent l'utilisation de valeurs d’entrée positives. Chaque entrée
est associée a un signal de plusieurs PPS. Chaque PPS a un parametre de poids w
(w € R) et un parametre de largeur s (s > 0). La fonction utilisée pour le PPS du

quantron est :

2wQ(1“75) if0<t<s
o) ={ o {Q (%) —Q( l‘t‘fsﬂ if s <t<2s (3.1)
0 sinon

ol a est une constante représentant la largeur de la fente synaptique du neurone,
et ol Q(z) est la probabilité qu'une variable aléatoire qui suit une loi normale cen-
trée réduite soit plus grande que z. La figure 3.1 montre un exemple de ce PPS, avec
w=6,s=2.5eta=3. L'équation (3.1) est le résultat de I’analyse de la diffusion des
neurotransmetteurs dans la fente synaptique par des processus stochastiques (Labib,
1999). Le quantron possede un autre parametre : un délai 6 (6 > 0) qui s’applique au

signal d’entrée. Ainsi, les parameétres d’apprentissage du quantron sont un vecteur
s q
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Figure 3.1 — Exemple de PPS du quantron

de poids, un vecteur de largeurs et un vecteur de délais.

Les entrées d’'un quantron a M entrées, notées x1, ..., s, représentent la distance
entre le début de deux PPS consécutifs provenant d’une synapse; il s’agit de I'inverse

d’un taux d’arrivée. Pour un quantron qui possede N PPS par entrée, le signal j peut

étre exprimé par :

N~

R;(t) = Z o(t — 8 —ix;) pour j =1,..., M. (3.2)

i=0

—

La figure 3.2 présente trois exemples du signal d’entrée, pour différentes valeurs de

la variable d’entrée.

Finalement, la fonction d’état S(t) du quantron est définie comme suit :

12
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Figure 3.2 — Exemples de signaux d’entrée du quantron
M
S(t) =Y _R;(t). (3.3)
Jj=1

La figure 3.3 présente un exemple de la fonction d’état du quantron, avec wy, = 4,

wy=-3,8,=25,8=1250=1,0=3,a=3, N=6,z; =1et 25 =0.5.

Le quantron émet des neurotransmetteurs lorsque sa fonction d’état dépasse pour
la premiere fois un seuil I' (I" > 0). La sortie du quantron est définie comme le temps
de premier passage du seuil. Puisqu’il s’agit d’une valeur réelle, le modele du quantron
consiste donc en une fonction a valeurs réelles. La valeur de sortie peut étre utilisée

comme entrée pour un autre neurone, formant ainsi un réseau. Si le seuil n’est jamais
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Figure 3.3 — Exemple de fonction d’état du quantron

atteint, il n’y a pas de neurotransmetteurs émis par ce quantron, et alors aucun PPS
ne sont générés dans d’autres quantrons par ce dernier. Il faut alors considérer la
sortie du quantron comme indéfinie. Nous faisons donc face a une fonction partielle,

puisque la sortie du quantron n’est pas définie pour certaines entrées.

On peut aussi utiliser le maximum de la fonction d’état pour décider si le quantron
émet ou non. En effet, le quantron émet si et seulement si le maximum de S(t) est
supérieur ou égal a I'. Ce principe peut étre utilisé directement avec un seul quantron

qui effectue de la classification binaire (les deux classes étant “émet” et “n’émet pas”).

3.1 Discrétisation du quantron

Déterminer la valeur de sortie du quantron est un probleme complexe. En effet, la
fonction d’état du quantron est une somme de fonctions non contintiment dérivables
dont la forme analytique exacte est inconnue. Par conséquent, le temps de premier
passage du seuil (la plus petite solution de I’équation S(t) = I') ne peut étre trouvé
que par une approximation numérique. Cette approximation consiste & utiliser des

PPS plus simples que ceux représentés par 'équation (3.1). De telles simplifications
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ont été fréquemment utilisées dans I'étude des neurones impulsionnels (Maass, 1997).

Ainsi, on peut utiliser une fonction rectangulaire :

w s10<t < 2s
o(t) = : (3.4)
0 sinon

Cette approximation est grossiere, mais elle peut étre améliorée. Pour ce faire, nous
pouvons considérer une version discrete du PPS du quantron, qui consiste en 'ap-
proximation par une fonction en escalier. L’approximation peut se raffiner en aug-
mentant le nombre de points ou le PPS est évalué. L’approximation par une fonction

en escalier est définie par :

ou

1 si Bl < L o kid
rq(t,s) = . (3.6)
0 sinon

L’équation (3.5) consiste en une discrétisation de (3.1) avec 2n points. La figure 3.4
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Figure 3.4 - Discrétisation du PPS du quantron avec 20 points d’évaluation

montre cette approximation avec n = 10.

Avec la discrétisation du quantron, on peut déterminer plus facilement la valeur
de sortie. En effet, il n’y a qu'un nombre fini de points ou la fonction d’état peut
varier, et on peut facilement déterminer si le seuil est dépassé. En notant la fonction
d’état S(Z,t), pour mettre 'emphase sur le rdle des entrées dans la fonction d’état,

nous pouvons exprimer la fonction discriminante du quantron ainsi :

9@ =u|Y ulS(&t)-T] -1 (3.7)

ot u (+) est la fonction Heaviside, et ot T est I’ensemble des points ou les PPS du
quantron changent de valeur. Cette fonction prend la valeur 1 si le quantron émet
des neurotransmetteurs, et la valeur 0 si le quantron n’émet rien. La figure 3.5 pré-

sente des exemples & deux entrées de la fonction (3.7) avec des PPS de la forme
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(3.4). Les axes correspondent aux entrées x; et xy. La couleur grise correspond aux
entrées pour lesquelles g(z1,x5) = 1, alors que le noir correspond aux entrées pour
lesquelles g(z1,2z2) = 0. Nous remarquons que certaines de ces images permettent
de résoudre les problemes linéairement inséparables XOR et XNOR, tel qu’indiqué
dans les recherches antérieures sur le quantron (Labib, 1999). La figure 3.6 illustre

comment le quantron peut résoudre XOR.

Le probleme du XOR est un test classique utilisé pour évaluer la performance
des réseaux de neurones. Un réseau de neurones impulsionnels, avec une couche
cachée de cinq neurones, et entrainé par Spikeprop permet aussi de résoudre ce
probleme (Bothe, Kok et La Poutré, 2002). D’ailleurs, un seul neurone impulsionnel
peut résoudre XOR, mais le neurone obtenu n’est pas résistant au bruit sur le signal

interne (Booij et Nguyen, 2005).

3.2 Approximation continue de S(t)

La discrétisation du quantron permet de calculer efficacement la réponse du quan-
tron & un exemple de valeurs d’entrée, mais on ne peut toujours pas utiliser I’algo-
rithme de rétro-propagation. En effet, le maximum de S(t), qui permet de déterminer
si un neurone émet ou non, est une fonction non continiiment dérivable. On ne peut
donc pas utiliser le gradient du maximum de S(¢) par rapport aux parameétres d’ap-
prentissage. Ainsi, il faut développer une approximation du maximum de S(t) qui

soit continiiment dérivable, et qui s’évalue facilement.

Nous proposons deux approximations : le remplacement des PPS par des poly-

némes quadratiques et le remplacement des signaux d’entrée (une somme de PPS) par



Figure 3.5 — Surfaces discriminantes de la discrétisation du quantron
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Figure 3.6 — Résolution du probleme XOR
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des polynémes quadratiques. Pour la premiére approximation, S(¢) est une somme

de M x N polynoémes, pour la seconde, S(t) est une somme de M polynomes.

Une bonne approximation polynomiale devrait minimiser une fonction d’erreur
représentant la différence entre la fonction étudiée et son approximation. Nous pro-
posons deux fonctions d’erreur distinctes pour chercher de bonnes approximations :
Vintégrale de l'erreur au carré (I EC), et Perreur du sommet au carré (ESC). L'ITEC
consiste a évaluer 'intégrale, sur un certain intervalle, du carré de la différence entre
la fonction étudiée et son approximation. Cette fonction d’erreur permet donc de
trouver la représentation la plus approchée de la fonction a approximer. Nous défi-
nissons I’ ESC comme étant le carré de la différence entre le maximum de la fonction
étudiée, et le maximum de I'approximation. Dans le contexte de ce travail, une des
caractéristiques les plus importants des fonctions utilisées pour représenter différents
phénomenes électriques dans le neurone est leur maximum. Ainsi, 'ESC guide la

recherche d’une approximation en se basant uniquement sur cette caractéristique.

Le calcul des approximations sera basé sur une comparaison avec les PPS rectan-
gulaires, ce qui permettra d’évaluer analytiquement les paramétres des approxima-

tions.

Le désavantage de l'utilisation de polynémes est que les signaux d’entrée du
quantron peuvent prendre des valeurs négatives méme si tous les parametres w sont
positifs, ce qui est impossible dans le modele original du quantron. Cependant, ces
valeurs anormales ne sont pas problématiques, car elles sont habituellement situés a
Iextérieur de la région d’intérét lorsque le maximum de approximation de S(t) est

pres du seuil.
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Figure 3.7 — Approximation d’un seul PPS

Dans les deux méthodes d’approximation, les calculs sont effectués pour des si-
gnaux excitateurs. La méme approche peut étre utilisée pour des signaux inhibiteurs

en permettant au parametre w de prendre des valeurs négatives.

3.2.1 Approximation des PPS

Tel qu'illustré dans la figure 3.7, les racines du polynome seront ¢, = d et

to = d + 2s, et il s’exprime alors ainsi :

p(t) =k [£* — (2d + 2s)t + d* + 2sd] , (3.8)
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ol k est une variable multiplicative dont la valeur sera trouvée en minimisant une
fonction d’erreur. L’approximation d'un PPS sera forcément mauvaise hors de I'in-
tervalle [d, d + 2s], sauf si p(t) = 0 pour tout ¢, car le polyndéme s’éloigne toujours
plus de la valeur du PPS. Cependant, nous remarquons que les valeurs négatives du
polynéme sont situées aux temps ol le PPS prend une valeur nulle. Ainsi, l'intérét
de cette approximation se situe dans cette correspondance entre le signe des valeurs

que prend le polynome et l'existence d’un potentiel électrique dans le temps.

Nous définissons 'TEC ainsi :
d+2s
1BC = [ ott) ~ e, (3.9
d

soit l'intégrale du carré de la différence entre la fonction d'un PPS rectangulaire du
quantron et son approximation. L'intégrale s’effectue sur U'intervalle [d, d + 2s], qui

correspond aux valeurs du temps ot le PPS rectangulaire prend une valeur non nulle.

Le calcul de cette intégrale donne le résultat suivant :

8 16
IEC = 2uw®s + gws?’k’ + 1—535k2. (3.10)
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La valeur optimale de k est donc donnée par :
k= —1.25;”—2. (3.11)
Finalement, le minimum de 'TEC est :
IEC* = %wzs. (3.12)
En contrepartie, nous définissons I’ £SC' ainsi :
ESC = [max ¢(t) — max p(t)]*, (3.13)

ce qui correspond exactement a la définition donnée précédemment. Nous obtenons

le résultat suivant :

ESC = w? + 2ws’k + s*k?. (3.14)
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La valeur optimale de k est donc donnée par :

K= - (3.15)

Nous trouvons que le minimum de ’ESC est nul, ce qui est normal, puisque k* est

telle que max (t) = max p(t).

Puisque les deux valeurs de k* contiennent le parametre w, avec pour seule
différence une constante multiplicative, nous considérons qu’elles sont équivalentes
puisque D'architecture du quantron reste identique si on change 1’échelle de valeur

des poids. En utilisant k* = —%3, Papproximation polynomiale devient :

p(t) = —5’5 [£2 = (2d + 28)t + d? + 2sd] . (3.16)

Nous déterminons maintenant la forme de la fonction S(t) a partir de I’approxi-

mation polynomiale des PPS.

Lemme 1 La premiére approximation de S(t) est un polynome quadratique dont les

coefficients peuvent étre obtenus analytiqguement.
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Preuve En utilisant (3.16) pour approximer le iéme PPS de la jéme entrée z;, nous

avons

J

L’approximation polynomiale de S(t), notée f(t), est définie par

M N-1

&= m), (3.18)

7=1 i=0

car il s’agit de la somme de N PPS provenant de M entrées. Nous avons donc

f(t) = —a2t2 + (llt — ag, (319)

ol les coefficients a,, (n = 0, 1,2) doivent étre déterminés.

Avec la notation suivante :



le coefficient a, s’exprime directement par
M
Az = E B;-
J=1
Pour le coefficient a1, nous trouvons

M N-1

w
a = ZZ_QJ (26; + 2ix; + 2s;)

S
j=1 =0 ~J

M

= > B[20; + (N = )z + 2],

j=1

et finalement, pour le coeflicient ag, nous trouvons

N—

H

M
w; ,
ag = Z 8—2] [(6; +ix;)* + 25,(0; + ix;)]
j=1 i=0 7

M:

6

1

.
I

26

(3.20)

(3.21)

(3.22)

5, [(N _1) <2N — L2y, 4 sj)xj) +62 4 20,-sj] (3.23)
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Nous avons donc exprimé les coefficients de (3.19) en fonction des entrées et des

parametres du quantron. ]

Les figures 3.8 et 3.9 illustrent respectivement le signal correspondant & une en-
trée du quantron avec des PPS rectangulaires, et I'approximation de ce signal par
des fonctions quadratiques. Les parties négatives des approximations entrainent un
maximum qui possede une valeur plus faible pour le maximum de 'approximation.
Cependant, nous pouvons ajuster 1’échelle des poids au besoin pour régler ce pro-

bleme, et ce sans changer 'architecture du quantron.

Nous remarquons que le coefficient as est indépendant des variables d’entrée. Si
ay est négatif, f(t) est convexe est 'approximation n’est pas valide. Il faut donc

considérer la condition suivante :
M
>8>0, (3.24)
j=1

qui sera utile pour définir la fonction discriminante de 'approximation quadra-
tique. Cette condition peut étre incluse dans un algorithme d’apprentissage comme

contrainte sur les parametres w; et s;.
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Figure 3.8 — Exemple de signal d’entrée
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Figure 3.9 — Approximation du signal d’entrée
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3.2.2 Approximation des signaux d’entrée

Comme nous 'avons vu précédemment, la somme des PPS d’un signal d’entrée

peut étre exprimé comme suit :

N-—

R(t) =) o(t—0—iz). (3.25)

1=

—_

Cette somme prend des valeurs positives (ou nulles) pour ¢ € [0,6 + (N — 1)z + 2s].
De la méme maniere que dans ’approximation précédente, nous commencons avec

le polynéme suivant :

pt) =k[t* = (20 + (N — L)z + 2s)t + 60° + (N — 1)0z + 2s6] . (3.26)

L'TEC est défini par :

t2

t [R(t) = p(t))*dt
= ]11+ IQ+]3, (327)

15C
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avec ty =6 et to =6+ (N — 1)x + 2s, et on

Il :12 pQ(t)dt
L | =| =27 R@)pt)dt |- (3.28)
I Ji2 R2(t)dt

On peut évaluer I directement :

]{72

I = —
' 30

(N — 1)z +2s]°. (3.29)

Cependant, la résolution des intégrales Iy et I3 est plus délicate. En utilisant

(3.25), nous avons

to N-1

L=—2 / S p(t)olt — 60 — iw)dt. (3.30)
tr =0
En permutant I'intégrale et la somme, et en utilisant (3.4), nous avons

N-1 ptiz+2s
IL=—2w) / p(t)dt. (3.31)
i—g v O0t+iz



Avec le changement de variable u = t — 6, nous obtenons :

N-1

4 2
I, = —4wsk Z [xzza + 2sxi — (s +ix) (N — Dz + 2s) + % ,
i=0

ce qui donne :

2
Iy = = Nuwsk [(N ~ 1)(N = 2)a” + 6(N ~ L)sz +45°].

Finalement, pour résoudre I3, nous utilisons la notation suivante :

32

(3.32)

(3.33)

(3.34)

ou |-| est la fonction partie entiére. p est le nombre maximal de PPS superposés

dans R(t). Nous avons donc

max R(t) = pw,

(3.35)
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Figure 3.10 — Exemple de R?(t) : un seul signal d’entrée élevé au carré

La figure 3.10 montre un exemple de R%(t). Les sections constantes des lignes A & B
ont toutes une largeur de z. Il y a o — 1 de ces sections au début et a la fin de R2(¢),
avec les hauteurs w?, (2w)?, ..., [(1 — 1)w]?. Donc, la distance entre les lignes A et B
est (u—1)x, et puisque la distance entre les lignes A et C est 2s, la distance entre les
lignes B et Cest 2s —(u—1)x. Ily a N — p+ 1 sommets de largeur 2s — (u— 1)z et
de hauteur (uw)?. La distance entre les lignes C et D est uz —2s. Il y a N — i écarts
de largeur uz — 2s et de hauteur [(u — 1)w]? entre les sommets. Donc, en considérant
la hauteur des différentes sections constantes de R%(t), et en utilisant le changement

de variable u = t — 6, nous avons :
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Iy = 2f1:i(iw)2+(N—u+1)(uw)2[28—(#—1)$]+(N—u)[(u—1)w]2(ufv-28)- (3.36)

Ce résultat est aussi valide pour les valeurs limites u =1, p = 25- +1et p= N. Nous

obtenons donc le résultat suivant :

2u—1

Iy = wrp(u — 1) [ - N} + 2sw? [ + 2uN — N] — 2sw?p?. (3.37)

La valeur optimale de k est donc donnée par :

Nws[(N = 1}(N —2)22 + 6(N — 1)sz + 452]‘

kK*=—10 3.38
[(N = 1)z +2s]° (3:38)
Finalement, le minimum de I'TEC est :
10N2uw?s? [(N — 1)(N — 2)2? + 6(N — 1 452
[BC* = I, - ON?w?s* [( ) )x® + 6( )sx + 457 ‘ (3.30)

3[(N — )z + 25

L’ESC est défini par :



ESC = [max R(t) — max p(t)]° .

En utilisant (3.35), nous avons le résultat suivant :

ESC = p*w?* + 2uw

[UV—2x+212k+

FN—1M+214

La valeur optimale de k est donc exprimée par :

 _ pw
b= (N = 1)z + 2s]*

k2.

35

(3.40)

(3.41)

(3.42)

Nous ne pouvons pas utiliser cette valeur de k directement puisque p n’est pas conti-

nue. En supposant que

(3.43)
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(en considérant donc les situations ot 2s < Nz) nous utiliserons I’approximation

continue suivante :

pe =t (3.44)

Ce choix est justifié par I'observation suivante : le cas dégénéré (ot 2s > Nz) ne
permet pas d’effectuer de classification. En effet, si 4 = N, le maximum de 'ap-
proximation est indépendant de la variable d’entrée du neurone, et alors 1’état du
quantron est le méme pour toutes les valeurs possibles de la variable d’entrée. Pour
un quantron a plusieurs entrées, il serait possible d’utiliser y = N, mais ce choix
introduirait des difficultés dans l'entrainement d’un réseau de quantrons. En effet,
nous verrons au Chapitre 5 qu'il est possible qu’un neurone, dans un réseau de quan-
trons, ait des entrées qui ne génerent aucun PPS pour des valeurs particulieres des
variables d’entrée du réseau. Ainsi, I’apprentissage de certaines entrées pourrait étre

problématique dans un réseau de quantrons si y = N.

En tenant compte de ce choix, nous avons

w(4ds + z)

R ST

(3.45)

ce qui donne :
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2
ESC* ~ w? [,u — (§ + %)] , (3.46)

T

et, puisque la différence absolue entre (3.43) et (3.44) est plus petite que 1, nous

trouvons que ESC* < “7'2 (si I'inégalité 2s < Nz est vérifiée).

Le choix de k n’est pas aussi évident que dans la premiére approximation. La
figure 3.11 illustre un exemple de I'approximation du signal d’entrée avec les deux
valeurs de k. Dans cet exemple particulier, ces deux valeurs donnent des approxima-
tions similaires, mais cela ne saurait étre le cas pour toutes les valeurs possibles des
parametres du quantron. Nous trouvons que le rapport des deux valeurs trouvées est

donné par :

5Ns[(N = 1)(N = 2)z? + 6(N — 1)sz + 45
3z(4s+ z)[(N — 1)z + 2s)3 ’

(3.47)

soit le rapport d’un polynéme de degré 2 sur un polynéme de degré 5 (nous consi-
dérons ici des polyndémes de la variable z). Ainsi, en augmentant la valeur de z, le
rapport entre les deux valeurs de k peut devenir trés petit, ce qui indique que la

différence entre les deux approximations ne saurait étre ignorée.

Nous remarquons la borne de ESC* ne dépend que du parametre w. Or, nous

avons déja mentionné que l'architecture du quantron ne dépend pas des valeurs
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Figure 3.11 — Exemple d’un signal d’entrée et de ses approximations

exactes prises par les poids, et qu’il est possible de changer 1’échelle de valeur des
poids. Ainsi, du point de vue du fonctionnement du quantron, cette borne semble
étre une constante. Ceci est intéressant, car nous cherchons a approximer le maxi-
mum de la fonction d’état du quantron, et nous avons, au moins, une borne sur
Ierreur du maximum des signaux d’entrée. Lorsque les maximums des signaux d’en-
trée sont rapprochés, nous devrions obtenir une bonne approximation du maximum
de la fonction d’état. De plus, d’'un point de vue purement algébrique, la valeur de
k donnée par ' ESC posséde une forme plus simple. Nous choisissons donc d’utiliser

cette valeur pour la suite de notre analyse.
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En substituant (3.45) dans (3.26), Papproximation de S(t) est donnée par

f(t) = —ast® + art — ao, (3.48)

ot les coefficients a,, (n = 0, 1, 2) sont directement donnés par

% ij(45j+xj)[9?+(N—1)0ij+29jsj)]
ag = z;[(N-1)z;+2s;]?
M
o 2w, {4s;415)[20;+H(N—1)x;+2s,]
ar |~ Zl 2 [(N—1)z; 42512 : (3.49)
J:
M
ag Z 2'wj(4s]-+zj)
j—l Zj[(N—l)Zj—FQS]‘]Z

La figure 3.12 présente un exemple de signaux d’entrée et de fonction d’état du

quantron, et la figure 3.13 montre les approximations de ces signaux.
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Figure 3.12 — Exemple de signaux d’entrée et de fonction d’état
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Somme

Figure 3.13 — Approximations des signaux d’entrée et de la fonction d’état
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CHAPITRE 4
ALGORITHMES
D’APPRENTISSAGE

Une fois ’approximation polynomiale du quantron développée, il faut trouver un
moyen de 'entrainer. Un probleme d’apprentissage consiste en une instance particu-
liere du modele étudié (avec des valeurs cibles pour les parametres d’apprentissage).
Un algorithme d’apprentissage devrait, a partir d’un certain nombre d’exemples de
ce modele, modifier les parameétres d’'une autre instance du modele de maniere &

retrouver les valeurs cibles.

Pour un seul quantron, nous considérons le probléme suivant : étant donné un
probléme de classification binaire, trouver les valeurs des parametres @, §, 8 tel que le
maximum de I’approximation f(t) est plus élevé que le seuil " pour tous les exemples

de la premiere classe, et moins élevé que I' pour tous les exemples de la seconde classe.

Pour les approximations (3.19) et (3.48), on remarque que 'optimum global de

la fonction d’état du quantron est atteint au temps suivant :

t = —L (4.1)
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et prend la valeur suivante :

o= ~L _ g, (4.2)

Si f, 2 T, la sortie du quantron correspond a la plus petite racine de 1’équation

f(t) =T, qui est donnée par

. al—\/a%—4ag(ao+I‘). (4.3)
2&2

Si ay est positif, 'optimum est en fait un maximum, et il dépasse le seuil si a? —
das(ag + ') > 0. Si ay est négatif, optimum est un minimum, et les racines de-
vraient étre ignorées. Le modele polynomial n’est valide que si la condition suivante

est respectée :

0<a<ty (4.4)

Si cette condition n’est pas respectée, I’approximation n’est pas valide, car le temps

. de premier passage du seuil est négatif. Dans ce cas, la transmission d’information
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ne devrait pas avoir lieu, car la valeur de sortie du quantron ne peut pas étre négative.

Nous étudierons maintenant la forme des fonctions discriminantes de I'approxi-
mation du quantron a deux entrées, et nous établirons des preuves au sujet de I'ap-
prentissage par les fonctions discriminantes. Ensuite, nous aborderons 'apprentissage

de 'approximation du quantron par la descente du gradient.

4.1 Apprentissage par les fonctions discriminantes

Nous allons maintenant montrer que la fonction discriminante de 'approxima-
tion du quantron a deux entrées est équivalente a un classificateur linéaire dans un
espace de dimension plus élevé. Ce résultat nous permettra de développer un algo-

rithme pour entrainer ’approximation du quantron.

Lemme 2. La fonction discriminante du quantron a deuz entrées avec l'approzima-
tion des PPS, ot wy et wy sont positifs, est un polynome des variables d’entrée x,

et o dont les coefficients peuvent étre obtenus analytiquement.

Preuve. Puisque ag et a; sont des fonctions de z; et x4, nous pouvons les écrire sous
la forme ag(z1,x2) et ai1(x, z2). En utilisant les coefficients obtenus avec le Lemme

1, et en prenant M = 2, nous trouvons 'expression suivante :

a%(whx?)

4@2 - ao(xl,dig). (45)

fm(ajb $2) =
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Donc, il y a émission de neurotransmetteurs quand f,,(z1,22) > T'. La condition

(3.24) nous permet d’exprimer cette inégalité de la maniere suivante :

g(x1,29) = a}(xy, 23) — dag [ag(zq, 25) + I >0, (4.6)

puisque ay est toujours positif quand w et wy sont positifs. Les coefficients ag(z1, z5)
et a1 (21, T2), et par conséquent la fonction discriminante g(x;, ¥5) sont des polynémes

en z; et x5. Nous avons :

ai(a1,9) = BN —1)%f + B3(N — 1)%23 + 26, Ba(N — 1)m12,
+A4BF(N = 1)(01 + 1) + 45182(N — 1)(0 + 80)]x1
+HABF(N = 1)(02 + s2) + 48182(N — 1)(61 + s1)]zs
+4[B1(01 + 51) + Ba(62 + 52)]7, (4.7)

(
(

aslag(xy, mp) + T] = EEUENZU 3 (80 4 )02  BUEND 5, (6, 4 3,03
H(N = 1)(B1 + B2) [B1(61 + s1)21 + B2(02 + 52)72)
+(B1 4 o) [T + Br(67 + 20151) + 3203 + 2655)] . (4.8)

et donc, nous obtenons
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g(T1,Ta) = €] + €023 + €1171T2 + €10T1 + €01 T2 + €op, (4.9)
avec
€00 4ﬂ128% + 4/8%,5% - 41_‘(51 + ﬁz) -+ 25152[45182 — 252 -+ 451(5 - 4825]
€01 4(N - 1)ﬁ152(51 - 83— 5)
e | B3N —1)2 — 2=UEN=U 8, (8, + 3y)
€10 4(N = 1)B152(0 + 52 — 1)
€11 Qﬁl/gZ(N - 1)2
| €20 | | BHN - 1) - Z(—N%ﬁl(ﬁl + [2) ]
(4.10)

ol § = s — 6. Nous avons donc exprimé les coefficients de (4.9) en fonction des

parametres du quantron. [

Nous analyserons maintenant le probléeme d’entrainer 'approximation du quan-
tron par sa fonction discriminante. Nous utiliserons la terminologie de Nilsson (1965) :
une ®-machine est un séparateur linéaire pour une projection des variables d’entrée
dans un espace de caractéristiques de dimension plus élevée. Habituellement, les
parametres (ou les poids) d’une ®-machine sont des variables qui peuvent prendre
n’importe quelle valeur réelle. Cependant, dans la suite, nous développons un systeme

d’équations non linéaires sous la forme d’égalités entre les poids de la ®-machine et
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les parametres du quantron. Ainsi, nous utilisons en fait une ®-machine avec des

contraintes sur les poids.

Lemme 3. Le quantron a deuz entrées avec ’approximation des PPS, ot wy et woy

sont positifs, est équivalent & une ®-machine & quatre entrées.
Preuve. Les relations suivantes s’appliquent aux coefficients de la fonction discrimi-

nante du Lemme 2 :

€10 — —€01, (411)
1-N? , 2N-1

€20 = Tﬁl - men, (4.12)
1 - N? 2N -1
o2 = Tﬁzz - meu- (4.13)
On peut modifier (4.9) pour obtenir
4
g(x1,22) = Z @y (21, 2) + o (4.14)
k=1

avec



Co

Cy

Co

C3

Cq

et

€00

e

B
P12

2(N - 1)2£E1.’L'2

1-N2
3

1-N2
3

332

ZEQ

1

2

i B132(0 + s — s1) |

_ 2(N-1)(2N-1)

3

4N = 1)(z1 — z9)

(23 + 23)

48

(4.15)

(4.16)

La fonction discriminante g(x1, z2) est une ®-machine, avec les entrées (1, x3) du

quantron projetées dans l'espace de fonctions {®y, @4, @3, P4}. Les poids ¢; peuvent

s’exprimer en fonction des parametres du quantron. Nous avons donc cing contraintes

qui s’appliquent sur ces poids. U]

Puisqu'une $-machine est un classificateur linéaire pour les entrées transformées,

elle peut étre entrainée avec la regle d’apprentissage du perceptron (Haykin, 1999).

On obtient donc des valeurs numériques pour les poids de la ®-machine. Il faut donc

trouver les relations permettant de calculer 31, 5o, s1, S92, ¢ & partir de cg, ¢1, ¢o, C3, C4.



49

Théoreme 1. Les parameétres du quantron o deux entrées avec l'approrimation des
PPS, ot wy et ws sont positifs, peuvent étre obtenus a partir des poids de la -
machine en résolvant analytiguement un probléeme de moindres carrés non linéaire.
Preuve. On ne peut pas utiliser directement les coefficients ¢; et ¢y de la ®-machine
du Lemme 3 pour trouver la valeur de 3, et 33, a cause de la présence de ’équation

cs = (ifs. Les équations ¢; = %, c; = 32 et c3 = 313, forment un probleme de

moindres carrés non linéaire. Les valeurs de 5, et 35 doivent minimiser
1 1 1
h(B1, Ba) = 5(5% —c)+ 5(522 — )+ '2’(5152 — c3)” (4.17)

et la recherche des valeurs de 3 et (3, telles que Vh = 0 donne les équations suivantes :

200 + 5105 — 2c181 — c3f2 =0 (4.18)

263 + B2 — 2c2082 — c3 =0 (4.19)

ou on peut ignorer la solution triviale 8; = 2 = 0. L’équation (4.19) est quadratique

en (3, avec les racines suivantes :
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/61 = % [Cg :t C% — 8ﬁ§ + 8Czﬁ22:| (420)

En remplagant 3; par ces racines dans (4.18), nous obtenons

96,° + (12¢1 — 33¢2) 85 + (8¢5 + 4¢3 — 28cico + 40c2) 38
+(16¢1¢3 — 8cocs — 3cics — 1663 — Aciey) B3 + (depeact — ¢3)62 =0 (4.21)

En enlevant 32 de chaque terme de (4.21) (ce qui donne la racine double 3 = 0),
nous obtenons une équation quartique en 32 qui peut étre résolue analytiquement.
Puisque la valeur minimale de (4.17) n’est pas nécessairement nulle, les valeurs trou-
vées de [3; et 35 ne donnent pas exactement la fonction discriminante de la $-machine

entrainée. Cependant, la différence est minimale (au sens des moindres carrés).

Apres avoir trouvé (1 et (s, on peut procéder avec les autres parametres. En

isolant ¢ dans I'équation de ¢4, et en remplagant 5,3, par ¢z, nous trouvons

5=y 51— Sa, (4.22)
C3
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que nous pouvons substituer dans I'équation de ¢q pour trouver

2
4cy

co = 53(467 + 45152) + s3(405 + 4B132) — AT(B1 + Ba) — o

(4.23)

Cette équation unique relie s; et s,. Nous pouvons choisir de prendre s = s; = s,
sans perte de généralité, car il ne reste qu'une seule équation & deux inconnues. Cette

réduction du nombre d’'inconnues résulte en 'équation suivante

4 2
Co = 452(cy + ¢p + 2¢3) — ATV/er T ¢ + 25 — % (4.24)
3

puisque 81 + (2 = v/c1 + ¢2 + 2¢3. Nous obtenons donc

S

1 4c2
= Cy + 4F\/ c1+ ¢+ 263 + ﬂ (425)
24/ (c1 + 2 + 2¢3) C3

Avec (4, B2, 81, 2,0, il est facile de trouver les valeurs de w; et w,, et de choi-
sir des valeurs appropriées pour 6; et #5. Nous avons donc développé une méthode
analytique pour trouver les parametres de I'approximation du quantron & partir de

Co, C1,C2,C3 €6 cq. U1



En supposant la connaissance a priori de la relation #; = rfB;, ol r est une
constante connue (r > 0), Papprentissage des paramétres du quantron peut étre fait
de maniere exacte. Le théoreme suivant est un résultat puissant, puisqu’il démontre
la possibilité d’apprendre exactement les parametres de I'approximation du quan-
tron. Evidemment, r n’est pas connu, mais la recherche de la bonne valeur de r peut

se faire efficacement, puisqu’il n’y a qu’une seule dimension & parcourir.
Théoréme 2. Les paramétres du quantron a deux entrées avec l'approximation des
PPS, dans le cas spécial ou By = rfs, peuvent étre obtenus exactement a partir des

poids de la ®-machine.

Preuve. Nous pouvons modifier la ®-machine du Lemme 3 ainsi :

g(x1, 29) = w1 P (31, T2) + woPh(z1, T2) + wy (4.26)
avec
W 4(r +1)28%s* — 4T (r + 1)6; — 4r336*
[} = ﬁ% ) (427)
Wy 7“5%5

et
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(I)/l($1,£(72) = 2T(N-—1)2£L’1$2— 3

[ANT + N —2r + 1)af + (N7 + 4N + 7 — 2)z3]
(4.28)

ou, comme dans le Théoreme 1, nous avons choisi s = §; = s9. Par conséquent, nous

obtenons

B = wi, (4.30)

§=—2 (4.31)

g L w (4.32)
A+ 1w (D)o r(r+ 12w '

et nous pouvons donc exprimer les parametres du quantron ainsi :
we = TWY, (4.33)

Wo N r N ws
AN(r+1)2/0;  N(r+1) Nr(r+1)2¥w;’
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s = w L, (4.35)
VA + 120 (D) er o (e +1)2wd '
21 zmax{—fz—,()}, (4.36)
Twh
6>, = max {E,O} ) (4.37)
T

Nous avons donc calculé les parametres de ’approximation du quantron a partir

de wq, wy,wsy. O

Les deux théoremes précédents dépendent de résultats numériques obtenus a par-
tir de 'algorithme d’apprentissage du perceptron. Ces résultats peuvent étre inco-
hérents. Par exemple, dans le Théoreme 2, §'il advenait que w; soit négatif, les pa-
rametres du quantron n’auraient pas des valeurs réelles. Si cette situation arrive, on
peut appliquer de nouveau 1’algorithme d’apprentissage du perceptron au probleme,

dans la recherche d’une nouvelle solution valide.

Pour I'approximation des signaux d’entrée du quantron, on peut également trou-

ver une fonction discriminante sous la forme d’un polynoéme en z; et xs.

Lemme 4. La fonction discriminante du quantron a deux entrées avec 'approxima-
tion des signaux d’entrée, ot w, et wo sont positifs, est un polynome des variables

d’entrée xy et xo dont les coefficients peuvent étre obtenus analytiquement.
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Preuve. L’approximation de la fonction d’état du quantron est, ici aussi, un poly-

noéme quadratique, avec les coefficients suivants :

00(1131, il’g) % + Z_g
ar(xy, ) | = Z—‘:’ + Z—;‘ ) (4.38)
CLQ($1,£L‘2) Z—; + S—j
ou
ky 2wy + 8wy sy
k‘2 2w212 + 8’(1)252
k‘3 2(N - 1)7,011’% + 4w1[(2N - 1)81 + 91]1’1 -+ 1611)181(01 + 81)
k4 2(N - 1)’(1]2.%3 + 4w2[(2N — 1)52 + 02]372 + 16’(1)282(92 + 82)
ks 2(N — Dwibh2? + 2w161[2(2N — 1)s1 + 0]z + 8wys101(01 + 251)
i kTG i | 2(N — 1)102921’% + 2’[0292[2(2]\[ — 1)82 + 92]1'2 -+ 81028292(92 -+ 282) i
(4.39)
et
d N —1)223 + 4(N — 1)s12% + 452z
1:( )1 ( )11 11. (4.40)
dy (N —1)%23 + 4(N — 1)s0a3 + 453z
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Puisque wy,we > 0, nous avons as(zy,x3) > 0 et par conséquent la fonction discri-

minante est donnée par

g(ﬂfl,ZL'Q) = af(:cl, .’L'Q) b 4&2($1, 1'2) [(lo(l?l,xz) + F] . (441)

Le quantron émet des neurotransmetteurs si g(x;,z2) > 0. Cette inégalité peut étre

exprimée sous la forme suivante :

A2(K2 — dkyks) + 2dydy(ksky — 2kikg — 2eoks)

+d2(k2 — 4koke) — 4Tdydy(kydy + kody) > 0 (4.42)
Nous trouvons
4
m=0

et



ou

et

ou

— 4ok = Z Paak, (4.44)
Pio 64’11]38?[3? - 681'9@' — 30?]
Pil 32wis[(2N — 1)s; — 2(N — 1)6;]
iz Aw2[(4AN? — 3)s2 — 25,0, — 62 |, (4.45)
Dia (N~ 1)2“’1'2
ksks — 2kakg — 2koks = > > buna}'a} (4.46)
m=0 n=0



bOO

boy

b02

bio

bi2

bao

b21

b22

et

64w ws159(my + 0,05 — 202 — 262)
16w wa[my — $1(62% + 262) + s1526165]
8(N — Dwywssi(s1 + 0; — 26,)
16w wq[ms — s9(6% + 262) + $,526,0]
dwrwa[(2N — 1)my + 6105 — 672 — 62]
2(N — Lunwe[(2N — 1)s1 + 01 — 26,
8(N — 1)wywssa(8s + 05 — 26;)
2N — L)wws](2N — 1)s5 + 8, — 261
(N — 1)2wiws,

$189 + 8109 + $2601 — 45160, — 4550,
(2N — 1)s182(s1 + 61 — 20,) + s7(02 — 46,)
(2N — 1)s189(80 + 0y — 260,) + s5(6; — 465)
8105 + s96; — 25101 — 28965 + (2N — 1)s152

58

(4.47)

(4.48)

En notant k; = Kz + kio et d; = dizx? + dipx? + dyyx; for i = 1,2, nous trouvons

Pexpression suivante pour g(xi,z2) :
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4
> (dodaprmaTas ™ + digduypomzitag)
1 m=0

9(171, :UQ)

e
Mw

11

Me i

3
+ Z > dipdabpn it S (4.49)
k=1 l3=1 Tg:() g,.—_() .
4F Z Z Z Z (dldeld2mk1n$k+n l+m + dlldlmd2kkzn$l+m k—‘,—n)
k=11=1m=1n=0

Finalement, nous avons

5 5 4
g(x1,22) g E e} x2 + 5 (eroxh + eopxl) + g eerxtorh 4+ epexias).  (4.50)
k=1

i=1 j=1 =

Déterminer les coefficients e;; consiste tout simplement a regrouper les termes de
(4.49). Ceci peut se faire avec un logiciel comme Maple. Les valeurs des coefficients

sont présentés dans I’Annexe A. [

Le calcul des parametres de I'approximation du quantron a partir des valeurs de
e;; est beaucoup plus complexe que dans le cas précédent. Il faudrait résoudre un
systeme qui possede beaucoup plus d’équations que de variables. Ceci ne peut étre

effectué de maniere exacte, comme dans le Théoréme 2.

4.2 Expérience 1 : Fonctions discriminantes

Nous présentons maintenant deux expériences effectuées avec les fonctions dis-

criminantes développées précédemment. D’abord, nous appliquons le Théoréme 1
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a un exemple de probleme d’apprentissage, puis nous évaluons la performance des

approximations dans la reproduction des fonctions discriminantes du quantron.

4.2.1 Expérience 1A : Application du théoréme 1

Nous présentons d’abord un exemple de P'application du théoreme 1 & un quan-
tron ot V = 8 et I' = 10, et dont les parametres sont wj = 4.25, wj = 1.5, s7 = 4,
s3=2,07 =0et 65 = 1. L’ensemble d’apprentissage est constitué de 200 points choi-
sis au hasard dans le rectangle [0.5, 1.49]%. Nous devrions pouvoir retrouver, avec une
certaine erreur, les valeurs de wi, w3, s7, 83,07 = 0,05 = 0 en utilisant le Théoreme
1. La figure 4.1 présente la surface discriminante recherchée, et la figure 4.2 montre

les points composant ’ensemble d’apprentissage.

Avec une application de l'algorithme d’apprentissage du perceptron, nous avons
trouvé ¢ = 98.0100, ¢; = 0.1863, co = 1.5626, c3 = 0.8066 et ¢y = —1.8029. Puisqu’a
chaque itération de l'algorithme un exemple de 'ensemble d’apprentissage est choisi
au hasard pour modifier les parametres, il est évident que ces résultats numériques
vont varier sur différents essais de l'algorithme. L’implémentation de l’algorithme

d’apprentissage du perceptron (en Matlab) est donnée dans I’Annexe B.

Le probleme des moindres carrés a été résolu analytiquement & l'aide du logi-
ciel Maple, avec comme solution (81, 82) = (0.5551,1.2595) (les valeurs numériques
sont tronquées). Les autres équations développées dans le Théoreme 1 ont été uti-
lisées pour trouver les valeurs suivantes : w; = 0.9673, wy = 2.1948, s; = 3.7337,

o = 3.7337, 0, = 2.2352, §, = 0.
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Figure 4.1 — Surface discriminante de l'expérience 1A
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La figure 4.3 montre application de la surface discriminante trouvée avec le théo-

reme 1 sur 'ensemble d’entrainement. Les erreurs sont représentées par des croix, et

la région ol ces erreurs ont lieu est mise en évidence. L’erreur sur I'ensemble d’ap-

prentissage est donc de 2%.

1.4

1.3

1.2

1.1

0.9

0.5

0.6

Figure 4.3 — Surface discriminante résultante

Ce résultat confirme que la résolution par la méthode des moindres carrés ne

garantit pas un apprentissage exact de 'ensemble d’entralnement. Nous voyons par

contre que la fonction discriminante trouvée est trés proche de la solution optimale.
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4.2.2 Expérience 1B : Etude comparative des fonctions dis-

criminantes

Nous présentons maintenant une expérimentation par comparaison d’images pour
analyser la performance des deux approximations dans leur reproduction des fonc-
tions discriminantes du modele mathématique du quantron (le modele avec PPS
rectangulaires est utilisé). Puisque notre analyse de I'apprentissage des approxima-
tions polynomiales du quantron s’est restreinte au cas ou w; et wy sont positifs,
nous ferons de méme ici. Dans les images suivantes, les sections identifiées par le
chiffre 1 indiquent que le quantron émet des neurotransmetteurs quand ses entrées
s’y trouvent, tandis que le quantron n’émet rien pour les entrées situées dans les
sections identifiées par le chiffre 2. Bien que la comparaison de surfaces discrimi-
nantes ne consiste pas en une méthode d’apprentissage, il est important de vérifier
les capacités de reproduction des approximations, pour savoir dans quelle mesure les
théoremes développés pourront étre utilisés pour guider 'apprentissage d’un quan-

tron.

La figure 4.4 présente des exemples de fonctions discriminantes d’un quantron a
deux entrées avec la premiere approximation. Nous reconnaissons des formes ellip-
tiques, ce qui est normal puisque I'ensemble des zéros de (4.9) constitue une conique
(I’étude des parametres de I’équation permet de vérifier qu’il s’agit de surfaces ellip-
tiques). Ces surfaces discriminantes sont peu ressemblantes a celles du modele original
du quantron. La figure 4.5 présente la surface discriminante originale du quantron,
ainsi que son approximation par la premiere méthode. En général, nous remarquons
que la différence entre les surfaces discriminantes, dans le cas de la premiére approxi-

mation, est trop grande pour utiliser directement les parametres de 'approximation



65

Figure 4.4 — Surfaces discriminantes de la premieére approximation

1

Figure 4.5 — Surface discriminante du quantron (gauche) et son approximation par

la premiére méthode (droite)

dans le modele original du quantron. Ce différence provient de 'erreur de modélisa-
tion qui est causée par les parties négatives des fonctions quadratiques utilisées pour
approximer les PPS. Ainsi, l'intérét de Papproximation des PPS se situe dans son
expression analytique plus simple, ainsi que ses théorémes de convergence, mais il
serait étonnant qu’un algorithme d’apprentissage basé sur cette approximation soit

trés utile pour des réseaux de quantrons.

Les figures 4.6 et 4.7 présentent la comparaison entre six exemples de surfaces
discriminantes du quantron a deux entrées et de son approximation par la deuxiéme

méthode.
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Nous avons mesuré l'erreur de reproduction des surfaces discriminantes (en pour-
centage de pixels mal reproduits) sur 50 ensembles aléatoires de parametres. La
dimension des images de test est de 32 x 32 pixels. Nous avons obtenu une erreur
moyenne de 15.27% avec un écart-type de 17.65%. La figure 4.8 présente un his-
togramme de 'erreur. Les deux plus petites erreurs mesures sont 0.29% et 0.39%,

tandis que les deux plus grandes erreurs sont 67.29% et 85.55%.

Les résultats de I'approximation des signaux laissent croire que cette méthode
devrait étre plus utile pour le développement d’un algorithme d’apprentissage pour
le quantron que 'approximation des PPS. La performance de cette approche s’ex-
plique par I'approximation des signaux d’entrée en tenant compte de l'interaction de
plusieurs PPS, et non de 'approximation des PPS pris individuellement. Par contre,
I’analyse des fonctions discriminantes s’applique difficilement & cette approximation.
Nous chercherons donc a développer une méthode d’optimisation par descente du

gradient pour pallier & cette limitation.
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Figure 4.6 — Surfaces discriminantes du quantron (colonne de gauche) et leur ap-

proximation par la deuxiéme méthode (colonne de droite). Erreurs : 2.81% (haut),

10.97% (centre), 12.70% (bas)
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Figure 4.7 — Surfaces discriminantes du quantron (colonne de gauche) et leur ap-

proximation par la deuxieme méthode (colonne de droite). Erreurs : 1.95% (haut),

4.96% (centre), 4.81% (bas)
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Figure 4.8 — Histogramme des erreurs de reproduction des surfaces discriminantes
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4.3 Apprentissage par la descente du gradient

Puisqu’il est difficile d’entrainer directement la surface discriminante dans le cas
de 'approximation des signaux, nous allons maintenant présenter comment effectuer
Papprentissage du quantron par la descente du gradient. Pour faire cela, il faut définir
une fonction d’erreur qui exprime la différence entre le résultat espéré et le résultat

obtenu pour un exemple de ’ensemble d’entrainement.

Pour exprimer ’erreur du quantron sur un ensemble d’entrainement de n exemples,

nous proposons la fonction d’erreur suivante :

E=Y (dpe Um@)T) 4 (1 — dp)eUmE)=1) (4.51)
k=1

ou dj, est la classe désirée (1 ou 0) de la sortie du quantron pour lexemple Ty.
La constante ¢ pourrait étre n'importe quel nombre réel positif. Si ¢ est négatif,
ne mesure plus une erreur, car les exemples bien classés y contribuent plus que les
exemples mal classés. Si ¢ est nul, E = n indépendamment de la classification des

exemples.

La présence des termes exponentiels dans la fonction d’erreur permet d’utiliser
directement la différence entre f,,, et I' comme mesure d’erreur. Ainsi, si f,,, n’est pas
du bon coté de I', l'erreur est appréciable, tandis que si f,, est du bon coté de T,

Perreur est négligeable.
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Les parametres du quantron sont modifiés de maniere a suivre le gradient négatif

de la fonction d’erreur. Soit p un parametre du quantron. La régle de modification

par descente du gradient est :

oy OF

ou 7 est le taux d’apprentissage. Nous trouvons

OF & » B of
22— oY (e Un @D (1 - gy)ectin @Dy Sl
Op Ck:l( + ( e ) op’

ou

Op  2a, Op

2@2

%_ a1 Oaq a1 28a2 dag
op  Op’

(4.52)

(4.53)

(4.54)

ol les coefficients ag, a; et ap proviennent de 'équation (3.49). Les dérivées partielles

des coefficients de 'approximation polynomiale de la fonction d’état, dans le cas de

I’approximation des signaux, sont données par :
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4.4 Expérience 2 : Descente du gradient

Nous présentons maintenant 'application de la descente du gradient a ’approxi-

mation des signaux d’entrée du quantron.

4.4.1 Détails d’implémentation

L’implémentation de la descente du gradient pour le quantron nécessite quelques
précisions. L'utilisation directe des équations pose probleme, car il est possible, pour
certaines valeurs des parametres, que as soit trés proche de 0, et alors le calcul de
%’)’1 sera numériquement instable. En imposant, comme dans 'apprentissage par les

fonctions discriminantes, la condition que w; et wy solent positifs, le probleme peut

étre évité.

Nous avons intégré une recherche linéaire par backtracking (Nocedal et Wright,
1999) a l'algorithme de descente du gradient pour trouver un taux d’apprentissage
qui assure une diminution de la valeur de F & chaque itération. Le backtracking
consiste en une recherche itérative d'une valeur de 7, dans 1’équation (4.52), qui soit

telle que E(w},ws, s1, 85,01, 63) < E(wi,ws, s1, 52,01, 02).

4.4.2 Résultats

Nous avons généré un probleme d’apprentissage aléatoire de 500 points dont
les exemples sont situés dans le rectangle [1.0,2.5)%, avec un quantron ot N = 8
et I' = 10, et dont les parametres sont w] = 0.2578, w; = 3.9611, s] = 9.4965,
s5 = 0.8877, 07 = 1.7637 et 05 = 3.8850.
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Figure 4.9 — Surface discriminante de ’expérience 2

Les figures 4.9 et 4.10 illustrent respectivement la surface discriminante et le
probleme d’apprentissage considéré. La couleur grise correspond aux entrées pour
lesquelles le quantron émet des neurotransmetteurs, et la couleur noire représente

celles ol rien n’est émis.

L’apprentissage a été effectué avec 10 points de départ différents choisis au ha-
sard avec wy,w; € (0,6) et sy,80,01,8, € (0,10) pendant 100 itérations, pour
c=1,2,4,6,8,10,12. Les données recueillies sont Fig (la valeur de E apres 100
itérations), vig0 (le nombre d’exemples mal classés apres 100 itérations), et vy, (le

nombre minimal d’exemples mal classés rencontré pendant les 100 itérations).

Le tableau 4.1 présente les valeurs moyennes de F1gg, V100, ¥m Pour chaque valeur
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Figure 4.10 — Ensemble d’apprentissage de ’expérience 2
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Tableau 4.1 — Résultats moyens pour différentes valeurs de ¢

c Eigo V100 VlOO(%) Vm Vm(%)

1 | 165.0006 | 33.8 | 6.76% | 24.7 | 4.94%

98.9191 | 154 | 3.08% | 12.8 | 2.56%

55.3652 | 12.8 | 2.56% | 11 | 2.20%

45.5115 | 10.0 | 2.00% | 8.7 | 1.74%

Co | O | = | B

64.4263 | 12.2 | 2.44% | 10.6 | 2.12%

10| 94.0123 | 15.3 | 3.06% | 13.5 | 2.70%

12 | 100.5356 | 13.8 | 2.76% | 12.1 | 2.42%

de c. Les résultats détaillés sont présentés dans I’Annexe C.

Il faut faire attention a l'interprétation de Fjg9. Quand la valeur de ¢ change, la
valeur ajoutée a E pour chaque exemple mal classé sera beaucoup plus grande si ¢

est grand, mais la valeur ajoutée a F pour chaque exemple bien classé sera plus petite.

L’étude du comportement de 'algorithme en cours d’apprentissage permet de
remarquer qu’il est possible que le nombre d’exemples mal classés augmente lorsque
E baisse. La figure 4.11 illustre un exemple d’application de 1’algorithme d’appren-

tissage (avec ¢ = 8) ol on peut observer ce phénomene.

L’utilisation de valeurs de ¢ entre 0 et 1 ne donne pas de bons résultats. De plus,
il est possible que le point de départ aléatoire cause des problemes d’évaluation nu-

mérique de la fonction F. Par exemple, un exemple mal classé avec |f,, — I'| = 50

1000

et ¢ = 20 aurait un terme d’erreur de e'*, ce qui dépasse le nombre maximal défini
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dans la norme IEEE-754 (environ 1.8 x 1073%). Il serait donc utile de développer
une heuristique simple permettant de trouver des parametres de départ pour lesquels

I'erreur n’est pas trop grande.

Les résultats obtenus montrent qu’avec un choix de ¢ entre 2 et 12, I’apprentissage

se fait, en moyenne, avec une erreur assez faible (entre 2.00% et 3.08%).
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CHAPITRE 5
RESEAUX DE QUANTRONS

Tout comme les autres types de neurones, il est possible de combiner plusieurs
quantrons pour former un réseau. Beaucoup plus puissant qu'un simple quantron,
un réseau de quantrons permet de produire des surfaces discriminantes d'une grande
variété. Cependant, Iapprentissage avec un tel réseau fait face a4 une nouvelle dif-
ficulté. En effet, il est possible que des neurones (ou des groupes de neurones) du
réseau solent “silencieux”, c’est-a-dire qu'ils n’émettront jamais de neurotransmet-
teurs. Cette situation peut survenir, par exemple, si les valeurs des poids d'un neu-
rone sont beaucoup trop faibles pour que le seuil soit atteint. La présence de neurones

silencieux complique 'adaptation de rétro-propagation aux réseaux de quantrons.

5.1 Neurones silencieux

La principale difficulté avec le calcul direct du gradient d’une fonction d’erreur
pour le quantron est la nature de sa sortie. Le gradient de la sortie par rapport aux
parametres n'est défini que si des neurotransmetteurs sont émis, puisque le temps
de premier passage du seuil n’existe pas si le quantron n’émet rien. S’il advenait que
pour chaque exemple d’un ensemble d’entrainement un quantron n’émettait rien,
I’apprentissage serait impossible, car les parametres ne pourraient pas varier. On

peut vérifier ce phénomeéne mathématiquement.

Soit le réseau de trois quantrons de la figure 5.1. La sortie g (pour k = 1,2) est
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Figure 5.1 — Réseau de trois quantrons
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définie comme suit :

a(z1, To, Wk, Wk, Sk1, Sk2, Ok, Ok2) sl fu(z1,22) > T
ge(@1, 22) = , (5.1)

1 st fy(zy,20) < T

ol « est le temps de dépassement du seuil, et ou L est une constante symbolique qui

indique que le quantron n’émet pas de neurotransmetteurs. La sortie g3 est définie

comme suit :

4s(r. 9) = 1 sifs(q,q2) 2T . (5.2)

0 si fg(ql,QQ) <T

Ici, fi, désigne application de f,, au neurone k. Nous avons donc

f1(11717332) fm («’171,352711111,1012,311,3127911,912)
f2($1,$2) = fm (3717952,71121711)22,521;522,9217922) . (5~3)
f3(Q1a Q2) Jm (Q1($17 372); Q2(-T1, 952)7 W31, W32, S31, 32, 931, 932)

De plus, la nature de L impose les équivalences suivantes a f3 :
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fa(a, L) = fr {qi(21, 22), w31, s31,051) (5.4)
f3(L,a) = £, (qa(x1, ¥2), w32, 832, 022) , (5.5)
f3(L, 1) =0, (5.6)

ou fr est la restriction de f,, & seulement une entrée.

Maintenant, il est possible de vérifier que ’apprentissage d’un neurone silencieux
par la descente du gradient est impossible. Nous supposons que le neurone 1 est
silencieux, c'est-a-dire que ¢;(z1,22) = L pour tous les exemples de I'ensemble d’en-
trainement. Nous notons d la valeur désirée du réseau pour les entrées x; et xo, et

nous exprimons l’erreur du réseau ainsi :

E= fe(xlax%d: f3) (57)

ot f, est une fonction d’erreur. Nous remarquons qu’il s’agit de l'erreur instantanée
sur la présentation d’un élément quelconque de 'ensemble d’entrainement. Prenons,

par exemple, la regle de modification suivante pour le parametre ws; :
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oF
Jwn; ’

wii(n+1) = wy;(n) —n

ou 77 est le taux d’apprentissage. Le calcul de la dérivée partielle de la fonction d’er-

reur s’effectue par la regle de dérivation en chaine :

OFE _ 3fe($1;332»d>f3) 0fs

= ) 5.9
w1 0fs Owy (5:9)

Puisque ¢;(x1, 22) = L, nous avons
Jfs _ af;l (QQ($1,$2)7U)3273327932) -0 (5.10)

811}11 8’(011

Comme le neurone 1 est silencieux, ce calcul est valide pour n’importe quel élément
de I’ensemble d’entrainement, et wi; ne sera jamais modifié. Il en est de méme pour
les autres parametres du neurone 1. Or, si aucun des parametres du neurone 1 ne

peut étre modifié, il restera toujours silencieux.

Dans I’étude de Spikeprop, ce probléme survient également (Bothe, Kok et La
Poutré, 2002 ; Schrauwen et Van Campenhout, 2004 ; Booij et Nguyen, 2005 ; McKen-

noch, Liu et Bushnell, 2006). La solution proposée est de s’assurer que tous les neu-
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rones du réseau auront la chance d’étre souvent actifs. Ceci peut s’effectuer par un
choix judicieux des parametres de départ du réseau. Cependant, il est possible qu’en
cours d’apprentissage un neurone devienne silencieux, ce qui est souhaitable si telle
est la solution optimale. Mais puisqu’on ne peut pas savoir g'il s’agit bien de la so-
lution optimale, il faut pouvoir continuer 'apprentissage, et donc pouvoir sortir le
neurone silencieux de son état. Ainsi, la solution proposée comporte également une
procédure d’abaissement graduel du seuil des neurones silencieux durant l'apprentis-

sage.

5.2 Modification a la sortie du quantron

Pour régler le probléme des neurones silencieux, nous envisageons de modifier
la sortie du quantron de maniere a ce que celle-ci ne soit plus discontinue, tout en
préservant ses propriétés. Nous proposons la sortie suivante comme exemple de mo-

dification :

a(xy, 22) = to(21, 25) + e FImEe)=D) (5.11)

oll t, est une approximation toujours définie de la sortie du quantron, qui sera dé-
terminée, et ol k est une constante réelle positive. Cette sortie devrait prendre des
valeurs proche de ¢, quand le seuil est dépassé, et des valeurs assez grandes quand le

seuil n’est pas dépassé.

Observons ce qui se passe avec 1’approximation (3.48) lorsqu’une des entrées tend
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vers I'infini. Pour U'entrée particuliere x, nous avons

2w(4s+z)[02+(N-1)0z+20s
a(](fC) = +:c[)([1\/'j1()x+22:]2 202) Yo
wi) | = | memmeces ol )
2w(4s+x
as(@) AV v

ou ¥ est la partie des coefficients qui dépend des autres entrées. Lorsque z tend vers

I'infini, @(x) tend vers ¥ :

Sws 2w
2 = v+ i l = 5.13
xg{.lo a2($) Vo + z-l—>ngo [L'[(N — 1)1’ -+ 25]2 + zl_,r{.lo [(N — 1)1‘ + QS]Q U ( )
lim a;(z) =
00
v o Jim et + lim SO (5.14)
: 2(N-Dw =
T xl-l—>n(}o (N_1)Zard(N-T)stds?z—1 — Y1
lim ag{z) =
T—00
vo+ Jim SR + Jim S (5.15)
+ lim 2(N—1)wd = v

(N-1)2z+4(N~1)s+4s%z—!

Tr0O0
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Ainsi, lorsqu’une entrée tend vers l'infini, la fonction d’état du quantron tend a
devenir indépendante de cette entrée (et des parametres qui y sont associés). Ceci

correspond & la spécification donnée par les équations (5.4-5.6).

Il reste a définir une approximation appropriée de la sortie du quantron. Nous
considérons ici aussi que wy et wo sont positifs. Nous rappelons que ¢,,, le temps ou
le maximum de I'approximation polynomiale est atteint, a été défini en (4.1). Une
approximation possible de la sortie du quantron est le temps de croisement entre le

seuil T" et la droite passant par les points (¢, fin) et (to, 0), avec

)
a; ay — 4asag
to = 5.16
0 2a, ’ ( )

qui est la plus petite racine de (3.48). Cette droite, définie par

d(t) = Lt m (5.17)
tm — to
croise le seuil au temps
tm — to)T
ts =to + (—Tf—‘)) (5.18)
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Ce temps est toujours défini. Quand f,,, > I', ¢, est compris entre «, tel que défini en
(4.3), et t,,. Quand f,, < T, t, est plus grand que t,,, ce qui contribue a augmenter

la valeur de la sortie, en plus du terme exponentiel.
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CHAPITRE 6
ANALYSE ET DISCUSSION

Nous effectuons maintenant un retour sur les différents éléments développés dans

ce travail, et par la suite nous en ferons la synthese.

6.1 Approximations polynomiales

L’approximation polynomiale de la fonction d’état reproduit certains aspects des
surfaces discriminantes du quantron. Cependant, nous avons restreint 1’étude des
propriétés de cette technique d’approximation aux cas ou w; et ws sont positifs. Les
approximations se comportent moins bien si on permet a ces parametres de prendre
des valeurs négatives. La présence de poids négatifs peut causer des différences ad-
ditionnelles entre le modeéle mathématique du quantron et son approximation. I
serait donc utile de raffiner 'approximation en utilisant des fonctions plus com-
plexes, comme des fonctions sigmoides, qui permettent une approximation beaucoup
plus précise des PPS du quantron.. Le calcul analytique du maximum de la fonction
d’état ne serait peut-étre plus possible, mais il pourrait étre évalué numériquement
(avec une certaine erreur). L'apprentissage par les fonctions discriminantes ne serait
certainement plus possible, mais la descente du gradient pourrait toujours étre ef-
fectuée, en utilisant 'approximation numérique des dérivées. Il est évident qu'un tel

algorithme d’apprentissage serait beaucoup plus lourd en calculs.
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6.2 Apprentissage par les fonctions discriminantes

La simplicité de I'approximation des PPS du quantron permet le développement
d’une fonction discriminante qui peut étre entrainée par 'algorithme d’apprentis-
sage du perceptron, puis par 'inversion d’un systeme d’équations non linéaire. Ce
résultat est intéressant du point de vue de 'étude des fonctions discriminantes en
reconnaissance de forme. En effet, une surface conique de la forme (4.9) nécessite
habituellement six parametres. Le modele, inspiré du quantron, que nous avons dé-
veloppé ne comporte que quatre parametres (5y, a2, s et §), et permet de définir des
surfaces discriminantes elliptiques. Le Théoreme 1 permet 'apprentissage analytique
de ce modele, mais avec une certaine erreur. En remplagant ces parametres par Jy,
r, s et §, le Théoreme 1 permet un apprentissage exact, dans la mesure ou r est dé-
terminé auparavant par une autre méthode. Comme il s’agit d’un seul parametre, la
recherche de r peut s’effectuer en une seule dimension, ce qui ne pose pas de difficulté

particuliere.

6.3 Apprentissage par la descente du gradient

L’apprentissage de 'approximation des signaux du quantron peut étre effectué
par la descente du gradient. La forme de la fonction d’erreur proposée, inspirée du
fonctionnement du quantron, ne peut garantir un apprentissage exact, méme pour
un seul quantron. Pour cela, il faudrait utiliser l'erreur des moindres carrés avec
une fonction discriminante linéaire. Or, nous avons développé la forme linéaire de la
fonction discriminante dans le lemme 4, et son application serait difficile a cause du
systéme d’équations mis en cause. L’utilisation d’une forme plus complexe de fonction

d’erreur permet tout de méme d’obtenir des résultats intéressants. Ainsi, I’adaptation
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de Valgorithme de la rétro-propagation de 'erreur aux réseaux de quantrons semble
réalisable. Cette adaptation permettra ensuite d’appliquer diverses techniques qui
améliorent la vitesse de convergence de la rétro-propagation, et 'intégration d’heu-
ristiques de recherche de minimum global qui sont souvent utilisées dans les réseaux

de neurones classiques.

6.4 Réseaux de quantrons

La combinaison de plusieurs quantrons en réseau introduit de nouvelles diffi-
cultés dans le développement d’un algorithme d’apprentissage. Nous avons proposé
une modification a la sortie du quantron qui rend sa fonction d’activation conti-
niment dérivable. D’autres modifications pourraient étre envisagées. Par exemple,
nous pourrions développer une modification par 'utilisation directe du discriminant
a? —4ay(ag +T') qui indique si le seuil est dépassé ou non. L’étude de la performance
de ces modifications, en comparaison a 'approximation avec une sortie discontinue,

et avec le modele original du quantron, reste cependant a faire.

6.5 Discussion

Nous avons pu vérifier que la simplification du modele mathématique du quan-
tron permet d’établir des méthodes d’apprentissage pour un seul neurone. Puisque
Iapprentissage exact nécessite une grande réduction de la complexité du quantron,
il faut tolérer une certaine erreur lors de 'entrainement pour profiter d’un modele
plus puissant. La recherche d’une approximation et d’une fonction d’erreur permet-
tant un apprentissage avec une erreur faible est donc primordiale pour développer

un algorithme d’apprentissage pour le quantron.
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Les réseaux de quantrons ont une puissance beaucoup plus grande que celle d'un
simple quantron. Cependant, ’adaptation de ’algorithme de rétro-propagation de-
mande de modifier la sortie du quantron (tout comme les fonctions sigmoides qui
remplacent les fonctions Heaviside dans les réseaux de perceptrons). Cette modifi-
cation peut causer des divergences avec le modele original. Les recherches futures

devront déterminer comment minimiser I'impact de cette modification.
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CHAPITRE 7
CONCLUSION

Cette recherche nous a permis d’explorer les caractéristiques de deux approxima-
tions polynomiales de la fonction d’état du quantron. Nous avons identifié le potentiel
et les limites de ces approximations en utilisant deux approches différentes a I’appren-
tissage. La premiere approximation, qui porte sur les potentiels post-synaptiques du
quantron, permet un apprentissage par 1’étude directe de sa fonction discriminante.
La deuxieme approximation, qui porte sur les signaux d’entrée du quantron, peut

étre entrainée par la descente du gradient sur une fonction d’erreur appropriée.

La deuxiéme approximation s’est avérée plus efficace que la premiere pour repro-
duire les surfaces discriminantes du quantron. Pour adapter l'algorithme de rétro-
propagation de l'erreur & un réseau de quantrons, nous avons démontré la nécessité
de modifier la sortie du quantron pour que sa fonction d’activation soit continiment

dérivable.

Nos travaux contribuent a fournir les éléments de base nécessaires au développe-
ment d’'un algorithme d’apprentissage rapide pour le quantron. De plus, ’étude de
la, premiere méthode d’approximation a démontré la possibilité d’effectuer ’appren-
tissage d'une classe restreinte de formes elliptiques avec quatre parametres (au lieu

de six pour les coniques en général).
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Diverses questions soulevées par cette recherche constituent la suite de nos tra-
vaux. Premierement, la recherche d’approximations plus complexes pour le quantron
permettrait de mieux reproduire les surfaces discriminantes du quantron. Deuxieme-
ment, les théoremes développés sur la premiere approximation devraient étre abor-
dés d’un point de vue géométrique pour tenter de trouver une méthode efficace
pour déterminer le parametre r. Finalement, 1’adaptation de 'algorithme de rétro-
propagation de l'erreur au quantron nécessite 1’étude en profondeur des fonctions

d’erreur et des modifications de la sortie du quantron.
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ANNEXE A
LEMME 4 : COEFFICIENTS
DETAILLES

Les coeflicients détaillés de la fonction discriminante (4.50) ont été évalués avec le

logiciel Maple.
€55 — (N — 1)6’11)1?1)2 (A]')

€54 = 4(]\7 — 1)451’11]%(481 -+ N — ].) - 64F<N - 1)581’11)2

(A2)
+2(N - 1)5w1w2[(2N + 1)82 + 605 — 291]

€53 — 16(N — 1)38171)3[(2]\7 — 1)52 — 392](451 + N — 1)
+4(N — 1)48221)111)2[3(2]\7 - 1)82 + 2N(92 — 291)} (A-?))
—256PN(N - 1)48182?1}2

esp = 16(N — 1)25;w2[(4N? — 3)s2 — 2550y — 03]
+64(N — 1)?s3w3[(4N? — 3)s2 — 25905 — 03]

(A.4)
+8(N — 1)3S§'UJ1’UJQ[(6]V - 5)82 + (4N - 3)02 - 2(4N - 3)01]
—256T (4N — 3)(N — 1)%s1s5w,
es1 = 128(N — 1)%wis;s3[(2N — 1)sy — 2(N — 1)6,](4s; + N — 1) (A5)

+32(N — 1)3wiwas3(sy + 0y — 201) — 1024T(N — 1)3wos1 55
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egs = 8(N — 1)5sow? 4+ 2(N — 1)5wywp[(2N — 1)s1 + 6; — 265

€44 =

€43 =

€40 =

(A.6)
+4(N - 1)58111}1102 - 64F(N - 1)511)182

24(N — 1)*s2w? + 24(N — 1)*s2w2 + 16(N — 1)*s1s0wqws

+8(N — 1) wywo[2(2N — 1)s185 + 8102 + s2601 — 2(5161 + 5205

+4(2N — 1)(N — 1) wiwo (5105 + s96; — 2510, — 25205) (A7)
FA(N — 1) 0w [(2N — 1)25185 + 616, — 62 — 62]

“192D(N — 1)*s2w; — 192T(N — 1)4s%uw,

96(N — 1)Pw2s?[(2N — 1)sy — 36y] + 16(N — 1)3w wos; 52
+32(N — 1)3wiwqs155[(3N — 2)sy + Nby — 2N6]
+8(N — 1352w ws[(2N — 1)s1 + 6; — 26,

+16(2N — 1)(N — 1)3wiwasa(s162 + 820; — 28,01 — 25505)

16(N — 1) W1WQ52[(2N - 1) 5182 + 9102 9% — 0%]

_|._

+

_I_

16(N — 1)4w1w2[52(91 - 492) — 82(92 + 292) + 81529192]

32(N — 1)3wis3 — T68TN(N — 1)3wqs2s5 — 256 (N — 1)3w; 83

_|_

(
(
16(2N — 1)(N — 1)*w was182(s2 + 6 — 26)
(
(

16(N — 1)%wish + 96(N — 1)2w2s?((4N? — 3)s2 — 2590, — 62)
+32(N — 1)?wiwas185[(6N — 5)sy + (AN — 3)8, — 2(4N — 3)8,]
+16(2N — 1)(N — 1)*wiwos3(510 + s00; — 25101 — 25505)
+16(N — 1)2wywes[(2N — 1)2s150 + 0,605 — 62 — 62) (A9)
+64(2N — 1)(N — 1)3wiwas183(s9 + 62 — 26;)
+64(N — 1)2wywysy[s5(0; — 405) — s9(67 + 263) + 51590,05]

1)

—T68T(AN — 3)(N — 1)2wss2s? — 128T(N — 1)%w; s4
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eq = TO8(N — 1)2wis?s2((2N — 1)sy — 2(N — 1)6s)

(
+64(2N + 1)( 1)2 1'LU28182(82 + 92 - 291)
3

(A.10)
+64(N — 1)%wiwqs3[s2(0; — 402) — $9(6? + 202) + 51500,65]
—3072I(N — 1)%wqs2s3
ezs = 32(N — 1)*w?sy[(2N — 1)s1 — 301] + 4(N — 1) wiwes?
+8(N — 1)*wywsys1 [(BN — 2)s, + N — 2N0s] (A.11)
—256T'N(N — 1)*w; 8,89
esg = 32(N — 1)3w2s? + 96(N — 1)3wis2[(2N — 1)s; — 304
+16(N — 1)2wiwssiss + 8(N — 13w was?[(2N — 1)sy + 6y — 264]
+32(N — 1)wiwas182[(3N — 2)s; + N6 — 2N6,)
+16(2N — 1)(N — 12sjwiwo(s102 + 8201 — 25,0; — 25265) (4.12)
+16(N — 1P sywjwq[(2N — 1)2sy89 + 6,0, — 62 — 62]
+16(2N — 1)(N — 1)*wywqs159(s1 + 61 — 265)

+16(]V - 1) w1w2[$%(92 - 491) - 81(9% + 20%) + 81829192]
—T768CN(N — 1)3w; 8182 — 2561 (N — 1)3wys?



102

ez3 = 128(N — 1)2wis3[(2N — 1)s; — 36,] + 128(N — 1)2w3s3[(2N — 1)sy — 36,)
+32(N — 1)?w1w25182[2(2N — 1) 5189 + 51(02 — 20;) + 52(6, — 2605)]
+32(4N — 1)(N — 1)3wiwss152[s1(s2 + 03 — 261) + s2(s1 + 61 — 265)]
+64(2N — 1)(N — 1)?wiwos155(5162 + 261 — 25101 — 2556,)
+64(N — 1)*wiwas152[(2N — 1)%s185 + 010, — 02 — 62
64(N — 1)%wiwqs18a[82(0) — 46,) — 62 — 202 + 5,0,0,)]

( )

)

+

+64(N — 1 3’(1)11028182[81(92 - 491) - 9% - 29% + 829102]
+64(N -1 4UJ1’U)28182(81$2 + 9192 + 5192 -+ 8291
—29% - 29% - 45161 - 48282)

+16(N — 1)?wiwesis — 1024 N(N — 1)%w; 5155 — 10240 N(N — 1)%wss3s,
(A.13)

ez = 64(N — Dwisi[(2N — 1)s; — 364
+128(N — 1)w2s3[(4N? — 3)s3 — 25,0, — 62]
+32(N — 1)wiwss?s2[(6N — 5)sy + (4N — 3)85 — 2(4N — 3)8,]
+64(2N — 1)(N — 1)wiwys1s5(s10 + 5201 — 251601 — 2520,)
+64(N — Dwywas185[(2N — 1)2s155 + 016 — 62 — 63]
+256(2N — 1)(N — 1)2wywos2s5(s + 65 — 26,)
+256(N — 1)%wiwysy89[s2(0) — 405) — 59(0% + 202) + 51520,05]
+64(2N — 1)(N — 1)%wiwas183(s1 + 61 — 26,)
+64(N — 1)2wywys3[s7(0y — 461) — 51(02 + 202) + 5152610,]

(A.14)

+256(N — 1)3wiwas153(8152 + 0162 + $102 + 526,
—29% — 293 - 48191 - 48292)
_1024T(AN — 3)(N — 1)wzs3s3 — 512TN(N — 1)wy s, 54
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€25 =

€24 =

1024(N — 1)w2s3s2[(2N — 1)ss — 2(N — 1)6,]
+128(N — L)wywasis3(sy + 6y — 261)
+256(2N — 1)(N — Dwywes?s3(sy + 0y — 261)
+256(N — 1)s153wiwa[s3(61 — 4602) — s2(6% + 262) + 515,60, 6,]
+256(N — 1)?wiwqs155(s189 + 0105 + 5105 + s96,

—2607 — 205 — 45,0, — 4590)

—4096T (N — 1wssis3

32(N — 1)3wiso[(4N? — 3)s? — 25,6, — 62]
+8(N — 12wiwys?[(6N — 5)s; + (4N — 3)8, — 2(4N — 3)0,]
—256T (4N — 3)(N — 1)3w;s3s,

16(N — 1)2w3s? + 96(N — 1)2w?s2[(4AN? — 3)s2 — 25,01 — 02]
+32(N — 1) wiw2s3so[(2N — 1)sy + 6; — 26,]

+16(2N — 1)(N — 1)2wiwas2(5105 + 5981 — 25101 — 25203)
+16(N — 1)*wiwsi[(2N — 1)%s189 + 0165 — 67 — 2]
+64(2N + 1)(N — 1)3wiwys?sy(sy + 01 — 20,)

+64(N — 1)3wiwas1 (s3(0y — 461) — 51(62 + 26%) + 51520,6,)

—T68T(4N — 3)(N — 1)2w; 5252 — 128T(IV — 1)%wss?
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(A.15)

(A.16)

(A.17)
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e9s = 64(N — 1)w2si[(2N — 1)sy — 365]
+128(N — Dw?s3[(4N? — 3)s? — 25,6, — 6?]
+32(N = Dwqwas?s3[(2N — 1)s; + 6, — 265
+64(2N - 1)( - 1)’[1)111)28 82(5192 + 8261 - 25191 - 28262)
+64(N — 1wqwasise[(2N — 1)2s189 + 616, — 02 — 62]
+64(2N )( 1) QU1w2$3$2(82 + 92 — 201> (A18)
+64(N ) Wi1We 87 82[82(01 492) — 92 — 292 + 819192}

+128(AN — 1)(N — 1)2wiwss2s3(s1 + 61 — 265)

+256(N — 1)2wywo8182[s3 (02 — 461) — 51(02 + 26?) + 51526105
+256(N — 1)3wiwosisa (5150 + 016 + $105 + 820,

262 — 202 — 45,6, — 45,0,)

~1024(4N — 3)T(N — D)w;s2s3 — 512D N(N — 1)wpstsy

e2n = 64w3si[(AN? — 3)s3 — 2550, — 02] + 64w?s5[(AN? — 3)s? — 25,6, — 67

+64(2N — 1)wiwos?s3(s10s + 5261 — 2510, — 25205)
+64w wysis3[(2N — 1)%sysy + 010 — 62 — 62]
+256(2N — 1)(N — 1)wywysis3(sy + 0 — 264)

+256(N — 1)wiwys?si[sy(6; — 465) — 62 — 202 + 5,6,0o]
+256(2N — 1)(N — D)wywas3s3(sy + 61 — 26,)

+256(N — 1)wiwas?si[s1(0y — 46;) — 05 — 207 + s46,05]
+1024(N — 1)2wiwes?53( 5180 + 0105 + 5102 + 5264
—20% — 202 — 45,0; — 45205)

=512 (4N — 3)was]ss — 512T(4N — 3)w;s?s)
(A.19)



ear = 512wis7s2[(2N — 1)sy — 2(N — 1))
+256(2N — 1)wiwos3s3(sq + 6y — 20;)
+256wqwosTsy[sa (61 — 409) — 03 — 263 + 5,0,0,]
+1024(N — 1)wywys?s5(s155 + 0102 + 5105 + 590,
—20% — 205 — 45,0, — 43405)
—2048Twy 5753

€15 = 256(N - )3wf5232[(2N - 1)81 - 2(N - 1)01]

+32(N — 1)3’(1)1’(028?(81 + 91 - 292) — 1024F(N -

erq = TO8(N — 1)?w?s?s3[(2N — 1)s; — 2(N — 1)6,]

€13 =

+64(2N + 1)(N - 1)2w1w25?52(81 + 01 - 292)
+64(N - 1)2’(1}11,028?(81(02 - 491) — 9% - 29% + 829192)
—3072T(N — 1)2w; s3s2

1024(N — 1)w?s2s3[(2N — 1)s; — 2(N — 1)8,]
+128(4N — 1)wywysdss(sy + 0; — 20,)

+256(N — 1)wywasisa[s1 (02 — 40;) — 03 — 262 + 5,0, 0,]
+256( N — 1)?wiwos3so(s189 + 0105 + 5100 + 526,

967 — 262 — 4s,60; — 4syby)

—4096(N — 1)w;s3s3

1)3w;s3s,
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(A.20)

(A.21)

(A.22)

(A.23)
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erp = 51255wis?[(2N — 1)s; — 2(N — 1)6,]
+256(2N — 1)wjwqsisi(sy + 61 — 20,)
+256w1w25§s§[51(«92 — 491) - 93 — 29% + 5’29102] (A24)
+1024(N — Dwiwosts3(s159 + 0105 + 5105 + 820,
—26% - 29% — 48191 — 48262)

—2048T'w; 5355

enn = 1024s3s3wiwo(s159 + 0105 + 510, + 550, — 207 — 202 — 45,0, — 4540,)

(A.25)

eco = O64(N — 1)*w3s3(s3 — 6s90y — 363) (A.26)
eso = BI2(N — 1)3w3s;s3(s2 — 6596, — 362) (A.27)
e = 1536(N — 1)2s2wisi(s3 — 65905 — 302) (A.28)
es0 = 2048s3(N — 1)wiss(s2 — 6590y — 362) (A.29)
ez = 1024stw2si(s2 — 6550, — 362) (A.30)

eos = 1024s5w?s3(s? — 65,0, — 362) (A.31)

ep3 = 2048s53(N — wis?(s} — 6516, — 36%) (A.32)



eos = 163652(N — 1)2wis3(s? — 65,0, — 362)

eos = BI2(N — 1)3sqw?si(s? — 65,6, — 36?)

€og = 64(N - 1)411)28%( % — 65191 — 39%)

107

(A.33)

(A.34)

(A.35)

es1 = 32(N — 1)w3s3((2N — 1)sy — 2(N — 1)6,) — 128T(N — 1)4s3w,  (A.36)

€y = 4(N — 1)411}%[(4]\72 — 3)83 - 28202 — 9%]
=320 (N — 1)*s3wy — 1280 (N — 1)°s2w,

€3 = 4(N - 1)5’11)%((2]\] — 1)82 - 302) - 32F(N - 1)552’11}2 - 321—‘(N -

€ea = (N - 1)671)% - SF(N e 1)611.}2

ers = 32(N — 1)*w2s2((2N — 1)s; — 2(N — 1)8;) — 128T's3(N — 1)*w

€9 — 4(N - 1)411]%[(4]\/2 - 3)5% - 28191 - 02]
~32I's3(N — 1)*w; — 128T(N — 1)%s2w;

€36 — 4(N - 1)511)%((2]\[ — 1)81 - 391) - 32F(N — 1)551w1 - 32F(N -

ess = (N —1)%w? — 8T(N — 1)5w,

(A.37)

1)6w282

(A.38)

(A.39)

(A.40)

(A.41)

1)6111181
(A.42)
(A.43)
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ANNEXE B
EXPERIENCE 1A :
IMPLEMENTATION

Voici I'implémentation de I’algorithme d’apprentissage du perceptron en Matlab. La
variable T, chargée avant l’application de 1’algorithme, contient trois informations

dans chaque ligne : la coordonnée z;, la coordonnée z,, et la classe désirée.

%#Chargement du probléme

while i <= 200

x1 = T(i,1);
x2 = T(1,2);
Tm = [Tm;
(1-N"2)*x1°2/3, (1-N"2)*x2"°2/3,
2% (N-1) "2*x1*x2-(2/3) * (N-1) * (2*N-1) *(x1"2+x2"2) ,
4x(N-1)*(x1-x2),T(1,3)];
i=i+1;
end
err = 1;

¢c=1[0000 0];
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iter = 1;

#L’algorithme d’apprentissage du perceptron converge
%ivers une erreur nulle
while err > O

mod = 0;

%#Choix au hasard d’un exemple
hjusqu’a ce qu’un exemple mal classé soit trouvé

while(mod == 0)

i = randint(1,1,[1 length(Tm)]);
f=1[1,Tm(i,1:4)];
g = f*c’;

if(g < 0 && Tm(i,5) >= 0.5)

c = ¢ + 0.01xf;
mod = 1;

elseif(g >= 0 && Tm(i,5) < 0.5)
c =c¢c - 0.01%f;
mod = 1;

end

end

%#Calcul du nombre d’exemples mal classés

err = 0;
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for i = 1:1length(Tm)
f=1[1,Tm(i,1:4)];
g = fxc’;

if(g < 0 && Tm(i,5) >= 0.5)
err = err + 1;
elseif(g >= 0 && Tm(i,5) < 0.5)
err = err + 1;
end
end
iter = iter + 1;
if (err < 20)
iter
err
end

end

A la fin de Palgorithme, le vecteur ¢ contient les poids qui résolvent le probleme

d’apprentissage.
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ANNEXE C
EXPERIENCE 2 : RESULTATS
DETAILLES

Tableau C.1 — Résultats détaillés de I'expérience 2, c =1

# Er00 Voo | Vm || # Eroo Vioo | Vm

1 | 180.7296 | 47 | 42 || 6 | 148.4532 | 31 | 7

2 11414536 | 25 | 5 || 7 |199.4746 | 51 | 48
2171269 | 49 | 47 | 8 | 165.2911 | 33 | 31
165.5235 | 33 | 31 || 9 | 146.2389 | 28 | 16

T o W

141.5597 | 22 | 4 || 10| 144.1544 | 19 | 16

Tableau C.2 — Résultats détaillés de 'expérience 2, ¢ = 2

# Eioo Vioo | Um || # Es00 V100 | Vm

1| 84.0683 | 9 ) 149.7496 | 49 | 48

106.0729 | 12 | 11 96.4060 | 11 | &

112.2956 | 21 | 16
99.0418 | 10 | 5

79.8110 | 12 | 12
939135 | 15 | 15

O o [N | O

St | W [ DD

84.0917 | 8 5 || 10| 83.7408 | 7 6




Tableau C.3 — Résultats détaillés de I'expérience 2, ¢ = 4

# Froo V100 | Vm || # Ero0 Y100 | Vm
11514719 6 4 41.3106 | 5 4
2 (56.8414 | 15 | 13 || 7 [ 66.1269 | 19 | 19
31424594 11 | 7 || 8 | 45.1297| 5 2
41958979 | 30 | 27 | 9 | 547165 15 | 13
5 155.0432 | 15 | 14 || 10| 44.6543 | 7 7

Tableau C.4 — Résultats détaillés de I'expérience 2, c = 6

# Eo0 Vioo | Vm || # Eroo Vioo | Vm
1452852 14 |11 || 6 | 137.0511 | 35 | 33
2 153.0397 1 16 | 12 || 7 | 31.3004 ) )
3 | 28.7764 | 5 4 || 8 | 30.6351 5 4
4 1304925 | 5 4 || 9 | 38.9111 7 7
5 1290115 2 1 10| 30.6120 6 6
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Tableau C.5 — Résultats détaillés de l'expérience 2, ¢ = 8

# Ergo V100 | Um | # Er0 Vioo | Vm
1| 453491 | 13 |11 || 6 | 24.0397 | 5 5
2 | 40.8823 8 8 7 | 19.1492 1 1
3 | 34.3930 7 7 8] 861430 | 24 | 21
4 | 24.9463 3 3 | 9 [ 192.3848 | 28 | 23
5 | 143.4483 | 25 | 19 | 10 | 33.5271 8 3

Tableau C.6 — Résultats détaillés de 1'expérience 2, ¢ = 10

# E100 Vioo | Vm || # Ergo Vioo | Vm
1] 232484 | 4 4 1 6 | 36.3153 | 10 | 10
2410533 | 12 | 9 | 7 | 183193 | 3 2
31 227916 | 5 5 || 8 | 111.5511 | 23 | 21
4 | 712479 | 13 |11 || 9 | 31.6825 | 10 | 7
5 | 186.3901 | 28 | 27 || 10 | 397.5264 | 45 | 39
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Tableau C.7 - Résultats détaillés de I'expérience 2, ¢ = 12

# E1o0 Y100 | Vm || #F FEigo V100 | Ym
1 15.5174 3 3 || 6 | 59.2171 | 12 | 11
2 | 1195098 | 18 | 16 || 7 | 118.0065 | 17 | 13
312634773 24 | 24 || 8 | 254.7055 | 28 | 26
4| 61.6711 | 13 | 12 || 9 | 18.0496 5 4
O | 787203 | 13 | 9 || 10| 16.4812 ) 3
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