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Résumé

Des transformées reliées a la Transformée Discréte de Fourier sont analysées dans
cette recherche. L’analyse comprend une étude des champs de définition de ces
transformées au domaine des signaux unidimensionnels ainsi que bidimensionnels.
Une discussion de leurs propriétés et une comparaison des spectres qu’'elles
produisent par leur application a plusieurs classes de signaux sont présentées. Les
transformées examinées sont la Transformée Discrete en Cosinus, la Transformee
Discréte de Hartley, la Transformée Discréte de Walsh Hadamard, la Transformee
Discrete de Fourier ainsi que celle relativement récente, la Transformée Discréete
Fractionnelle de Fourier.

Le role de la transformée de Fourier dans la reconnaissance de la parole est étudié
et discuté. Les limitations de la transformée traditionnelle de Fourier dans ce
domaine sont démontrées. Des solutions qui résolvent ces contraintes, a l'aide des
transformées reliées a Fourier sont présentées.

La propriété de compacité d'énergie dans la compression d’images de ces
transformées est comparée en examinant les résultats obtenus par leurs
applications a un ensemble d'images qui contient une variété de scénes. La qualité
de limage reconstruite est quantifiée par des paramétres communs dans le
domaine de compression d'images.

L’étude montre que la transformée discréte en cosinus fournit le plus haut niveau de
compacité d’énergie suivie par la transformée discrete de Hartley. La performance
de la transformée de Fourier se retrouve entre cette paire de transformées et celle
qui contient la Transformées Fractionnelles de Fourier et la Transformée de Waish
Hadamard.

Notre analyse de la Transformée de Walsh Hadamard a montré que sa performance
ne se dégrade pas autant que les autres, lorsqu’une image avec un grand niveau de

variance entre les pixels adjacents est traitée.
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Abstract

A family of Fourier-related transforms are analysed in this research. In this analysis,
the one-dimensional and the two-dimensional definitions of each transform are
presented, their properties are discussed and the spectral results of their application
on a set of signals are compared. The particular transforms are the Discrete Cosine
Transform, the Discrete Hartley Transform, the Discrete Walsh Hadamard
Transform, the Discrete Fourier Transform and the relatively new Discrete Fractional
Fourier Transform.

The application of the Fourier Transform in the speech recognition is analysed. The
limitations of the ftraditional Fourier transform are shown. Solutions of those
limitations by some Fourier-related transforms are presented.

The property of the energy compactness of these transforms which is used in image
compression is compared by examining the results obtained from a set of images of
several types of scenes. Well known parameters in the image compression were
used to measure the quality of the reconstructed images.

It is found that the Discrete Cosine Transform provides the highest energy
compactness followed by the Discrete Hartley Transform. The performance of the
Discrete Fourier Transform is shown to be less effective than the Cosine and Hartley
transforms but better than the Fractional and Walsh Hadamard.

The performance of Walsh Hadamard transform is shown to degrade to a lesser

degree than the others when an image with high inter-pixel change is analysed.
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1 Introduction

La Transformée de Fourier et, en particulier, la Transformée Discréte de Fourier
(TDF) est un outil majeur pour I'analyse spectrale des signaux. Elle a démontré
qu'elle peut étre indispensable dans presque tous les domaines scientifiques. Par
exemple, en économie la transformée de Fourier a aidé les analystes a détecter les
fluctuations périodiques du prix d’'une action [1]. En Biologie, plusieurs chercheurs
[2, 3] l'utilisent comme un moyen d’identifier le codage des genes de protéine de
I'ADN (Acide Désoxyribo-Nucléique).

La transformée de Fourier est de grande importance car plusieurs autres
transformées en dépendent. Parmi ces transformées qui sont bien connues dans le
domaine de traitement des signaux, on peut citer la Transformée Discrete de Walsh
Hadamard (TDWH), la Transformée Discréte en Cosinus (TDC), la Transformée
Discrete de Hartley (TDH) et la Transformée Discréte Fractionnelle de Fourier
(TDFrF).

La Transformée de Chrestenson [4], un lien entre la Transformée Discrete de
Walsh Hadamard (TDWH) et la Transformée de Fourier, est une forme généralisée
de ces deux dernieres. La Transformée Discréte de Cosinus (TDC) qui était
introduite par Ahmed et al en 1974 [5] n'est que la forme numérique de la
transformée de Fourier en cosinus [6].

La Transformée Discréte de Hartley (TDH) est une transformée directement reliée a
la Transformée Discrete de Fourier (TDF). Sa distinction principale de la TDF se
situe au niveau des entrées/sorties. Elle transforme les entrées réelles en des
sorties réelles, sans lintervention d’aucun calcul complexe. La forme continue de
cette transformée était introduite par R.V. Hartley en 1942 [7]. Ce n’est qu'a 1983
que la forme discréte est introduite par R. N. Bracewell [8, 9, 10].

La Transformée Discréte Fractionnelle de Fourier (TDFrF) fut introduite dans la
littérature mathématique dans les années 80 [11, 12]. Les chercheurs ont

commencé a l'utiliser comme une technique de fraitement des signaux dans les



années 90, par Almeida et al [13, 14]. Le domaine de la transformation est une
fraction de celle du domaine de Fourier.

Les objectifs de cette recherche sont de faire une étude comparative des
transformées reliées a celle de Fourier, de présenter leurs propriétés et de
formaliser des transformées moins connues telle que Transformée Discréte en
cosinus, Transformée Discréte de Hartley, Transformée de Walsh Généralisée et

Transformée Discréte Fractionnelle de Fourier.

1.1 Organisation du mémoire:

Au chapitre 2, la Transformée Discréte de Fourier (TDF) est présentée. Une
discussion de ses propriétés, ses algorithmes rapides et une démonstration de son
orthogonalité sont faites. Ceci est suivi par une analyse expérimentale qui consiste
en une application de cette transformée a une classe des signaux unidimensionnelle
et bidimensionnelle.

Au chapitre 3, la Transformée Discrete en Cosinus (TDC) est traitée. La famille de
cette transformée et leurs inverses sont explicitement décrits avec une discussion
sur leurs algorithmes rapides. Suite a cette étude, quelques propriétés, y compris
l'orthogonalité, seront discutées. Une analyse expérimentale de la transformée est
faite par le calcul et I'affichage des spectres obtenus lors de son application & une
classe des signaux.

Dans le chapitre 4, la Transformée Discréte de Hartley (TDH) est présentée. Ses
proprietés et en particulier l'orthogonalité sont discutées. La méme analyse
expérimentale effectuée pour la Transformée Discréte de Fourier et de celle en
Cosinus est faite pour la transformée de Hartley.

Au chapitre 5, la Transformée Discréte de Walsh Hadamard (TDWH) est analysée.
On présente les trois ordres de cette transformée, I'ordre naturel, 'ordre dyadique et
Fordre de séquence. Pour chaque ordre, on fournit deux définitions : une matricielle
et une exponentielle. Cela est suivi par une formalisation de la Transformée de
Walsh Généralisée, une présentation de quelques algorithmes rapides et une

discussion de quelques propriétés comme la convolution dyadique et I'orthogonalité.



L’analyse expérimentale faite dans les chapitres précédents est encore présentée
pour cette transformeée.

Dans le chapitre 6, la Transformée Discréte Fractionnelle de Fourier est analysée.
Dans cette analyse, la forme continue est décrite et ses plusieurs formes
numeériques sont discutées et comparées. Une discussion de quelques propriétés de
base et une démonstration de l'orthogonalité sont faites. Suite a cette étude, une
analyse expérimentale qui consiste en une programmation de cette transformée a
I'aide du logiciel Matlab est effectuée. Les résultats de son application a une classe
des signaux pour différentes valeurs d’ordre « sont affichés.

Au chapitre 7, lapplication de ces transformées dans le domaine de la
reconnaissance de la parole est discutée. La discussion commence par une bréve
présentation du systéme de la reconnaissance. Les limitations sur la Transformée
Discrete de Fourier sont démontrées. Cela est suivi par des solutions qui résolvent
ces contraintes a I'aide de quelques transformées reliées a Fourier.

Au chapitre 8, I'application de ces transformées dans la compression des images
est étudiée. Cette étude commencera par une introduction sur les algorithmes de
compression sans et avec pertes d'information. Ceci est suivi par une description
des algorithmes de compression de ces transformées. La méthode expérimentale
adoptée dans cette analyse et les résultats obtenus sont présentés et discutés.
Suite a ce travail une discussion générale est faite.

Au chapitre 9, une conclusion présente une énumeération de travaux présentés dans

ce mémoire avec un bref résumé des résultats expérimentaux obtenus.



2. Transformée Discrete de Fourier (TDF)

2.1.Définition :
La transformée de Fourier X(e’*)d’une séquence x[n] est donnée par
X (&)= _Z x[nle~"?
n=- (2.1)
X(e’) est une fonction périodique de 27 en €. Alors, elle peut donc étre
développée en une série de Fourier. En effet, les coefficients de la série de Fourier

sont les coefficients de x[n].Ces coefficients sont donnés par

1

x[n]=— | X(e’?)e"?d2
27
2z (2.2)
La Transformée Discrete de Fourier (TDF) est déduite de I'équation
(2.1) lorsque le calcul est fait pour des valeurs de {2 données par
Q, =kAQ (2.3)

aveck =0,1,2,3,.....N -1, des valeurs équidistantes de Q tel que AQ=27/N et si
x[n] est de durée finie n=0,12,3,....N -1
N-1
TDF {x[n]} = X(e*™) = X(&/**'") = X[k] = X" x[n]e />*'" (2.4)
n=0

La Transformée Discréete de Fourier Inverse (TDFI) est donnée par

XM=%§XMQWW (2.5)

2.2 Algorithmes Rapides pour la TDF :

Le calcul de cette transformée pour une séquence de N points exige O(N?)

opérations. Ces opérations sont faites pour des valeurs complexes. Des algorithmes
ont été introduits pour réduire le nombre d’opérations en donnant les mémes
résultats. La plupart de ces algorithmes basent sur la factorisation de la matrice de
la Transformée Discréete de Fourier (TDF). L’algorithme le plus commun est celle de

Cooley-Tukey qui base sur lalgorithme ‘ Divide and Conquer. L’idée de cet



algorithme est de diviser la transformée en deux partie de taille N/2 a chaque
itérations. Cette procédure est connue sous le nom ‘Transformée rapide avec Radix-
2’ et la complexité du calcul sera égale a O(Nlog, N).Dans une autre classe, des
algorithmes pour la factorisation de la matrice ont été introduites pour désigner des
processeurs spécialisés de la Transformée Discréte de Fourier Rapide (TDFR).
Parmi ces algorithmes celle de [15] qui a proposé une factorisation de la matrice de
la Transformée Discréte de Fourier a l'aide de la multiplication Kronecker
(.x.)comme C’est présenté par I'équation suivante :

TN/k =PN/k(TN/2kXIZ)DN/k(IN/2kXTZ) (26)

ot k=2'; i=0,1,2,3,..n—1, T, présente la matrice de la transformée pour

N/kpoints, T, ,, la matrice de la transformée pour N/2k points, P,,, la matrice de

mélange parfaite, D,,, est une matrice quasi-diagonale(/,,,,,K,), avec I, ,, la
matrice d’identité de dimension N/2k ,K, donné par
K, =diag(0,k,2k,3k,....) (2.7)

et 7, donnée par I'équation suivante

1 1
] ] -

Dans I'equation (2.6) T,,,, peut étre décomposé d’une méme fagon. Cette
procedure est refaite jusqu’a la matrice de la transformée dépend seulement de 7, :

Ty = By[By ol B LU BT % D) Dy (L, x T) y < L ]} % L 1Dy

(2.9)
Uy X)) 3x LDy 1, (Ly s x T) < LDy (1, ¥ T,)

La factorisation donnée par I'équation (2.9) est ensuite appliquée dans deux
algorithmes pour produire des processeurs séquentielles et rapides. Le premier
effectue la permutation d’'une fagon antérieure (Post-Permutation) et le deuxiéme
serre la permutation dans les itérations (Ordered-Input Ordered-Output) et par cela
cet algorithme sera plus convenable aux machines.

Algorithme avec permutation antérieure (Post-Permutation) :




Une relation entre la multiplication matricielle et le produit Kronecker est donnée par
I'équation suivante :
(ABC..)xI=(AxI)BxI}CxI)... (2.10)
En appliquant I'équation (2.10) a (2.9) on obtient
T, =Py (Py,, x1,)..(Py,, x 1) Py x1,,)
AL, <Ly ) YDy x Ly, NI, x Ty x 0y ).

(2.11)
Dy, X Iy gy XTy X 1)
Dy L)y 1y X T, x L) Dy (I, X T)
La permutation de mélange parfaite posséde la propriété suivant
P Iy, xT)P=1,,,xT,xI, (2.12)
Si on écrite
S=(,,,xT,) (2.13)
alors d’'une fagon générale (2.12) sera égale a
PSP =1 .. xT,xI, (2.14)
et si on écrite
Q=P .xI, (2.15)
M,=D, . xI, (2.16)

'équation (2.11) peut étre présenté maintenant apres l'introduction des équations
(2.13),(2.14) et (2.15) :
T, =00,..Q, PSPM, ,..SPM,SPM,S (2.17)
ou
M, =P~ M P (2.18)

Finalement I'équation de l'algorithme est donnée par :

n—1 1

I, =[1o [[PM,S) (2.19)

m=} m=n

L’algorithme Entrée-Ordonnée Sortie-Ordonnée (Ordered-Input Ordered- Output) :

Pour inclure la permutation dans les itérations on utilise les propriétés suivantes :

P (4 x )R =1, x 4 (2.20)



et
B(ABC..)E = (BAP. N BBE NB.CE).. (2.21)
En appliquant ses propriétés a I'équation (2.9) on obtient :
Ty = Uy X))y s X B)U y s x D)y X ).

(L X Py X, X Dy Iy 1y % 1) (2.22)
Ly x Py, )y % Dy ) YUy 1y X)) By Dy (1, ¥ T)

En utilisant I'équation (2.13) avec

P=I,xP, , (2.23)
et
=1, x D, (2.24)
I'équation (2.22) sera écrite comme ci-dessous :
1
TN =H(PI;7/'[IMS) (225)

Hi=n

Cet algorithme produit une machine cablée (Wired-in), sans adressage, qui effectue
I'ordonnance de la sortie pendant les itérations du feedback et par cela les itérations
pour la permutation antérieure sont éliminees.

Dans [16] une classe des machines a été introduite avec un grand ordre de
parallélisme. Cette classe est basée sur des algorithmes qui sont la généralisation
de celles présentés ci-dessus, en utilisant une base (radix) générale.

Selon cette généralisation, les équations (2.19) et (2.25) de I'algorithme avec
permutation antérieure et I'algorithme avec permutation inclue dans les itérations

respectivement sont données par :

n—1 n
T, =T12" [T®@"Mm;’s") (2.26)
m=] m=1
et
7, =TT Bus™) (2.27)

m=1

ou r est la valeur de la base (radix).
La figure (2.1) [16], montre un diagramme fonctionnel d’'une machine qui est la

réalisation de ces deux algorithmes (base=4). La séquence de donnée ( N-points)



entre a travers le bloc ‘ Porte’ dans la ‘Mémoire Entrée’ qui est divisée en r=4 parties
identiques.

Le premier élément de chaque bloc de mémoire passe au ‘Pre-weighting’ qui est
représenté par I'opérateur S .

Apres ce stade, la sortie est divisée par (r=4) et cela pour calculer le facteur 1/ N de
la Transformée Discréte de Fourier. Ensuite, les éléments passent a (r-1=3)

multiplieurs dont leurs deuxiemes entrées sont les coefficients W, .Ce stade

performe l'opérateury, . Les résultats de ces opérations sont stockés dans la

‘Mémoire Sortie’ qui a la méme structure que celle de I'entrée.

Lors du passage de ces résultats dans la ‘Mémoire Sortie ‘ les éléments suivantes
de chaque bloc de la ‘Mémoire Entrée’ entrent pour effectuer les mémes opérations.
La procédure se répéte, avec des coefficients appropriés, jusqu’a la mémoire
d’entrée sera vide.

La permutation est faite pendant le feedback entre la ‘Mémoire Sortie’ et ‘Mémoire

Entrée ‘. Aprés la permutation la deuxiéme itération commence.
Porte

Mémoire Entrée

wa dy j;ff mé'é“l
i : «
e 1 B <
114 1/4 1/4 174
smdire Sortie
H Mé d%re orth S:“% out
? i =t

Figure 2. 1: machine asymétrique avec base=4 (radix-4)

Apres cette généralisation, dans [17] des modifications ont été introduites sur
l'algorithme avec permutation inclue dans les itérations pour le rendre plus rapide.
Ces modifications éliminent completement le feedback comme c'est présenté ci-

dessous. On a de I'équation (2.27)

TN - S(r)Pz(r)lu;r')“.Rl(jl)lu(i)lS(l‘)P"(r)ﬂ’('f')S(r) (2.28)



qui peut étre réécrite :

T, =8"m"S; " .S 28, S,” (2.29)
ou
SO =SUPY m=23,..,n (2.30)
S,(f) NG
et
=1y (2.31)

Le nouveau opérateur S’ combine les données séparées par au moins N /»*mots
comme les équations suivantes le montrent :
") _ ¢ p) _
Sm’—l =S Rnl - (IN/r ><T;')I)m
-1
=P P'(,, xT)P, (2.32)

=B, .xT.xI)

/1

Alors I'équation (2.27) apres l'application de modifications est donnée par
T, =T1w’s) (2.33)
m=1

Basant sur cet algorithme rapide de I'équation (2.33), dans [58] une machine a été
construite pour calculer la Transformée Discréte de Fourier avec une base égale a

4 (radix-4). Le calcul de la transformée de Fourier par cette machine était démontré

qu'il prend moins de temps que par d’autres machines.

wEne

Figure 2. 2: processeur rapide (High-Speed) a base =4
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La figure ci-dessus [17] montre la structure d’'une machine avec base=4 (radix-4)
qui est la réalisation de l'algorithme modifié. Cette machine posséde deux mémoire
MEM1 et MEM2 , ‘Arithmetic Unit (AU)’ et trois commutateurs (S1,S2 et S3). Le AU

calcule les deux opérateurs S et g, . Cette machine calcule la Transformée

Discréte de Fourier avec une haute vitesse (High-speed) , r+1=5 plus rapide que
celle de la figure (2.1). Ce gain de vitesse est obtenu par I'élimination de I'opération

de permutation qui était faite pendant le feedback dans la figure (2.1).

2.3.Transformée Discréte bidimensionnelle de Fourier :
Pour le traitement des signaux bidimensionnelle comme les images x[n,,n,], ol x &

NxN = N?échantillons, la Transformée Discréte de Fourier prendra la forme

suivante
N=1 N-1 ) ;
TDF {x[n,n,]} = X[k, k,] = 3 > x[n,,n,]e /rnardalN (2.35)
=0 n,=0
et la transformée inverse sera :
N-1 N-1
TOFI{X ko] = x[mn]= 27 2 3 X[k, k, | /2 tnrhan IV (2.36)
k=0 kp=0

2.4.Propriétés de la Transformée Discréte de Fourier:
Linéarite :
Si x,[n]et x,[n]sont deux signaux a durée limitée & N, etN,, alors la TFD de
x[n] = ax,[n]+ bx,[n] (2.37)
Est donnée par
X[K]=aX,[K]+bX,[k] (2.38)
Ou X [k]et X,[k] sont les Transformées Discréte de Fourier de x[r]etx,[n]

respectivement.

Renversement temporel :

Si x[n] est une séquence de N valeurs et sa Transformée Discréete de Fourier est

X[k].
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La Transformée Discréte de Fourier de x[—n] est donnée par
TDF {x[-n]} = X[-K] (2.39)

Conjugaison :

Si x'[n] est la conjuguée d'une séquence complexe x[n] qui a comme

Transformée Discrete de Fourier X [k] , alors sa transformée est donnée par

TDF {x*[n]} = X" [k] (2.40)

Décalage temporel et fréquentiel :

Si on a une séquence périodique x[n], de période N, qui est décalée de
n, échantillons vers la droite, ce décalage est indiscernable d’un décalage n, modN .
Alors la TDF du signal y[n]=x[n-n,]est donnée par

Y[k]= X[k]e/*™'" (2.41)
D'une méme fagon, si on a une séquence dans le domaine fréquentiel X[k]qui est
decalée de k,valeurs vers la droite, ce décalage est indiscernable d'un

décalage k,modN . La TDFI du signal X[k -k, | est donnée par

TDFI{X [k -k, ]} = x[n]e’?'" (2.42)

Symeétrie :
Si x[n] est une séquence réelle dans l'intervalle (0, N-1), alors on peut déduire que
Re{X[k]} =Re{X[-k]} (2.43)
Im{X [k]} = -Im{X[-k]} (2.44)
| X[k]|=|X[-K] (2.45)

Six[n]=x[-n], alors la partie imaginaire de la Transformée Discréte de Fourier de
ce signal doit étre égale a 0. Dans ce cas on a I'égalité suivante
X[k]= X"[-K] (2.46)

Convolution et corrélation :




Si x[n] et h[n]sont deux signaux réels tel que
TDF {x[n]} = X[k]
TDF {h[n]} = H[K]

et leurs convolution circulaire est donnée par
1 N-1
y[n]=(x[u]®h[n]) = N;x[u]h[n—u]
Alors (2.42) sera dans le domaine de Fourier
Y [k]= X[k]H[K]

Preuve :

=

YK =SS sulin - ulexp(—j2znk/ N)

=

=
I
<
=
(=

b
z

I
]

x[uW[n—ulexp(—j2x(n—u+u)k/N)

=
Il
(=4

£

i
Z
- o

i
]

xul[n—ulexp(—j2n(n—u)k/ N)exp(—j2ruk/ N)

=
<

=

=
-~ o
=

x{ulexp(—j2nuk/ N)f h[n—-ulexp(—j2r(n—u)k/N)

n=0

It
5

>

= X[k]H[K]
Si x[n] et h[n]sont deux signaux réels tel que
TDF {x[n]} = X[K]
TDF {h[n]} = H[K]
et leurs corrélation circulaire est donnée par
raln] = 2 x[ulhln+u]
Alors (2.47) sera dans le domaine de Fourier
Ralk]=X[k]H[K]

Preuve :
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(2.47)

(2.48)

(2.49)

(2.50)

(2.51)

(2.52)

(2.53)

(2.54)

(2.55)



N-1N-1

R,IK1=Y"> x{ulln+ulexp(~ j2znk/N)
_ E S b+ ulexp(— 27 (n—u + )k ! N)
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= > s[ulln—ulexp(— j2z(n+u)k/ N)exp(- j2z(-u)k/ N)

N—-

1u=0

= X'[k]H[k]

Les propriétés discutées ci-dessus se résument dans le tableau (2.1).

= ) x[ulexp(—j2z(-u)k/ N)g hn+ulexp(—j2z(n+u)k/N) (2.56)

o ) Transformée de Fourier
Propriéte Fonction o
Discréte
x[n] X[k]
Linéarité x[n]=ax,[n]+bx,[n] | X[k]=aX [k]+bX,[k]
Renversement x[-n] X[k]
Translation x[n-n,] X[k]e/* N
Modulation x[n]e/*" X[k -k,]
Convolution (% [n]®x,[n,]), X, [k,]X; k]
Corrélation (x[n]®x,[n,]), X[k X", [.]
Multiplication x,[n,]x,[n,] %x1 [k,]® X, [k,]
Changement x[n/a] |a| X[ak]
d’échelle
Conjugaison v [n] X [—k]
Complexe
Symétrie Hermitienne | x[n]eR X[-k]= X" [k]

Tableau 2. 1: Propriétés de la Transformée Discrete de Fourier.
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2.5.0rthogonalité de la Transformée Discreéete de Fourier :

Le produit scalaire de deux vecteurs de N-dimensions est donné par I'équation
suivante
N-1
<gk’ gm> = Zgnkgmn (257)
n=0

Les vecteurs g, et g sont dites orthogonaux, si leur produit est égal a zéro

lorsque & # m . Alors pour qu’une transformée soit orthogonale, ces vecteurs de base
doivent obéir a I'équation suivante [6]

¢, k=m

2.58
0, k#m ( )

(&>&m) ={

ouc=cte#0.
La Transformée Discréte de Fourier décrite par I'équation (2.4) peut étre

représentée encore par

N-1 N-1
TDF {x[n]} = X[k] =Y x[n]e 2™V = 3" x[n]W" (2.59)
n=0 n=0
ou
W[gk - (e—jZIr/N)nk (260)
Alors
k. K. - j2znk, IN i2xnk, IN
Wn1,Wn2 e/;zn1 lzm2
< " " > ; (2.61)
- Y 1e j2rn(k—ky)IN _ N, k, =k, '
n=0 0, k1 * k2
Il y a deux cas a étudier
Nk, =k,
N-1
(W Wik > g /2 OIN 21 N (2.62)
n=0 n=0
2)k, # k,
N-1 N-1
<WA7K1 WArlvkz > =\ g izmlki-k)IN _ Ze—jzzzn(ks)/N -0 (2.63)

n=0 n=0
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2.6.Interprétation en algébre linéaire :
La Transformée Discréete de Fourier peut étre considérée comme une transformation

linéaire appliquée a un vecteur x|[n] afin de donner le vecteur X [k]
X [K] = Fx[n] (2.64)

Ou F est une matrice avec les coefficients f, = e”/#™/"

X[O] @ J2r00IN e j2m0UN [ g-j2rON-IN X[O]
—j271.0/N —-j271.1/N —j2z1.N-1/N
X;m | e o e X1 (2.65)
X[N _ 1] e—j27rl:l—1.0/N e—j27rl;l—1.1/N e—jZﬂN;1.N—1/N X[N _ 1]
Ou bien
x[op 1wy wy o Wy b x[0]
X[ _jwy wy e wy x[1] (2.66)

X[N-1] wy w,.” W x [N -1]

2.7.Application de la TDF a une classe de signaux :

La Transformée Discréte de Fourier et la transformée inverse sont programmeées
pour calculer et afficher les spectres d’'une classe de signaux. En général, la
programmation peut étre faite par plusieurs logiciels. Le logiciel utilisé dans cette
étude est celui de Matlab. La classe de signaux étudiée est présentée dans le
tableau (2.2).

Signal

Equation du signal

signal d’échelon

x[n]=u[n]

signal rectangulaire

x[n]—- 1 0<n<N-1
B 0, autrement

signal sinusoidal

x[n] = sin(2zfn)

signal exponentiel

x[n] = exp(-an)




signal triangulaire x[n]=A,
signal de rampe x[n]=n
signal bidimensionnel x[n] = image (figure 8.1)

Tableau 2. 2 : Classe de signaux

Signal d’échelon : x[n] =u[n)]

i
i 1
a5l |
HHAAHAN |
H
0 | Lil] ! ;
0 10 20 30 40 &0 60 70
100
5 T
o o 5 ¢ 4 & o
2 15 i g 0 g 10 18 20
15,
1
|
05 ]
|
a i |
1

0 20 30 Al 50 Bl 70

Figure 2. 3: Transformation d’un signal d’ échelon par la TDF.
Le premier graphe : le signal d’entrée. Le deuxiéme : le signal dans le domaine de Fourier.
Le troisiéme le signal reconstruit.

. . 1 0<n<N-1
Signal rectangulaire : x [n] =
0, autrement
2.5H H
it] 6EE

et TP @‘F?T?%TTT TTIW‘?TT%@‘ZW%

=20 15 10 5 (] 10 1 2

10 20 30 40 50 60 70

Figure 2. 4: Transformation d’un signal rectangulaire par la TDF.
Le premier graphe : le signal d’entrée. Le deuxiéme : le signal dans le domaine de Fourier.
Le troisiéme le signal reconstruit.
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Signal sinusoidal : x[n] = sin(2xfn)

AR ENNEY A
FITEILFTL

1
i - S o 8 X . .
D 10 ] El) a0 50 50 70
;-

Figure 2. 5: Transformation d’un signal sinusoidal par la TDF.

Le premter graphe : le signal d’entrée. Le deuxiéme : le signal dans le domaine de Fourier.
Le troisiéme le signal reconstruit

Signal exponentiel : x[n] = exp(-an)

el

TTTTTTTTITW?EW@

5

oj???i“r‘f?ﬁ!’i‘fTTTTm

-5

ki R e SO P S
0 10 20 30 40 &0 60 70

Figure 2. 6: Transformation d’un signal exponential par la TDF.

Le premier graphe : le signal d’entrée. Le deuxiéme : le signal dans le domaine de Fourier.
Le troisiéme le signal reconstruit.



Signal triangulaire : Xx [n] =Ay

1

Lt T .

0%

10+

N}
Ze
=
5§

3

b

P —

-€3

B
o

p

b

3

5

0

Lh

Lot T1 Mttse,

15 2 35
Figure 2. 7: Transformation d’un signal triangulaire par la TDF.

Le premier graphe : le signal d’entrée. Le deuxiéme : le signal dans le domaine de Fourier.
Le troisieme le signal reconstruit.

Signal de rampe :x[n]=n

100

£0

5 10 2 0 0 50 B0 70

3000

2000

1000 T
o o mqﬂﬂ’ ??an%n N ey
=20 <15 -10 et a [} 10 15 20

70

Figure 2. 8: Transformation d’un signal de rampe par la TDF.

Le premier graphe : le signal d’entrée. Le deuxiéme : le signal dans le domaine de Fourier.
Le troisiéme le signal reconstruit.
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Signal bidimensionnel  : x[n] = image

Figure 2. 9: Résultat de la transformation d’une image par la TDF.
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3. Transformée Discrete en Cosinus (TDC)

3.1.Définition :

La Transformée Discréte en Cosinus (TDC), comme la Transformée de Fourier,
transforme une fonction dans le domaine temporelle a une fonction dans le domaine
fréquentielle. Elle a été tout d’abord introduite par Ahmed et al en 1974 [5] comme la
forme numérique de la transformée de Fourier en cosinus [6].

Il 'y a plusieurs formes de cette transformée mais toutes transforment la fonction
échantillonnée, représentée par un vecteur x[nlde N valeurs reéelles, en un
vecteur X[k] encore de N valeurs réelles dans le domaine fréquentielle.

Ces formes sont données par les équations suivantes :

TDC-I : Transformée Discréte en Cosinus de type |

Transformation directe :

X/ [k]= \/7 ka x[n] cos[”l’:’k} k=0,.....,N (3.1)

Transformation inverse :
xin] = .| 2w Zwkx' [k]cos[”nk } n=0,...N (3.2)
N N
ou
1
—=—>pour t=0,ou N

W, =w, =12 (3.3)

1— autrement

Cette forme est définie seulement pour les valeurs positives de N > 2.
TDC-Il : Transformée Discrete en Cosinus de type I

Transformation directe :

X"[k] = \/%wkgx[n]cos[-z-%(Zn + 1)k} k=0,..,N-1 (3.4)

Transformation inverse :
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N-1
x[n]= 32 w, X" k] cos[i(zn + 1)4 n=0,..,N-1 (3.5)
N & 2N

ou w, est définie dans (3.3).

Cette forme est en générale la plus utilisable par les chercheurs et par les logiciels
comme Matiab. Elle est souvent désignée par « la transformée discréte en cosinus
(TDC) ». La TDC-I est définie pour toutes les valeurs positives de N.

TDC-lll : Transformée Discrete en Cosinus de type Il

Transformation directe :
2\ Vs
Xé” [k]1= \/:Z w, x[n] cos[-—-n(Zk + 1)} k=0,..N-1 (3.6)
N %5 2N
Transformation inverse :
2 T
x[n] = —W,,ZXé”[k]cos{—n(ZkM) n=0,..N-1 (3.7)
N "= 2N

ou w, est définie dans (3.3).
Cette forme est définie pour toutes les valeurs positives de N.
TDC-IV : Transformée Discrete en Cosinus de type IV

Transformation directe :
R T
Xé"[k]: —Zx[n]cos —(2n +1)(2k +1) k=0,...,N-1 (3.8)
N n=0 4N
Transformation inverse :

x[n] = \/%f Xé"[k]cos{%(Zn +1)(2k + 1)} n=0,..,N-1 (3.9)

Cette forme est définie pour toutes les valeurs positives de N.

En examinant ces différentes formes, on réalise que la Transformée en Cosinus de
type | et type IV ont des matrices involutives dont leurs inverses ne sont que les
matrices de la transformation directe elle-méme. La transformée inverse de type |l
est similaire a la transformation directe de type lll et vise versa.

Dans ce qui suit dans notre étude sur la Transformeée Discréte en Cosinus, on se

concentrera seulement sur le type |l et son inverse le type lll. Elles sont désignées
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tout simplement par « la Transformée Discréte en Cosinus » et « la Transformée

Discrete en Cosinus Inverse » respectivement.

3.2.Algorithmes Rapides pour la TDC :

Initialement, les chercheurs ont concentrée dans leur étude a trouver un algorithme
rapide pour cette transformée de calculer la TDC a travers la Transformée Discréte
de Fourier Rapide (TDFR). Par exemple, Haralick [18] a présenté une approche de
calcul de la TDC de N-points par deux N-points TDFR. Autres algorithmes ont été
développés sans l'utilisation de la Transformée Discréte de Fourier. Ces algorithmes
se basent sur la factorisation de la matrice da la Transformée Discréte en Cosinus.
L’idée de la factorisation est de décomposer la matrice de la TDC en des matrices
clairsemées ou répandues. En calculant ces nouvelles matrices, on obtient les
mémes resultats de la Transformée en Cosinus mais avec moins d'opérations
arithmétiques. Wang [19] a proposé une factorisation de la matrice de la TDC
comme c’est présenté ci-dessous :

C 0
Cy=PB | ¥ ' |B 3.10
N N{ O RN/2:| N ( )

ou C, la matrice de la Transformée Discréte en Cosinus type-ll pour N-points, P,

une matrice de permutation qui arrange les lignes pairs dans un ordre croissant

dans la premiere partie et les lignes impaires dans un ordre décroissant dans la

deuxiéme partie, R,,, obtenue en reversant les ordres des lignes et des colonnes

de la matrice R,,,dont les éléments son donnés par I'équation suivante:

[R,],, = cos[(2i+1§;k+l)”}; kyi=0,1,2,.., N1 (3.11)

et la matrice B, peut étre représenter par la matrice d’'identité et la matrice d’identité

opposee.

Exemple pour N=4 :
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142 142 142 1742

c-| © 5 (3.12)

1o o0 oll/V2 142 142 1/42]
000 1 C C: C: C,
C, = ‘ o g (3.13)
0100 G —G O -G
0 0 1 0 3 ;
a g @ g
1 0 0 0 —1/\[2— 1/\/_2- 0 0 ] 1 0 0 1
0 0 0 1 C! c 0 0 0 1 1 0
C, = 4 4 (3.14)
01 00 0 0 -C; C; 0 1 -1 0
c, 0
C, =P B 3.15
5 e (3.15)

3.3.Transformée Discréte Bidimensionnelle en Cosinus :

La Transformée Discrete en Cosinus d'une image ou d’'une matrice de NxN est

donnée par I'équation suivante :

Ny—1N,—1 p
X [k, k :-——-——- cos| — (2n, + 1)k
ek =, 3 350, mleos) 25 (20,4
(3.16)
T
cos 2n, + )k
2]
et la transformée inverse bidimensionnelle par I'équation suivante :
Ny—1N, -1 k T
x[n,n w, w, X[k, k,]cos k.(2n, +1
o) = 3 3w, X, om0 o

T
cos [Z—NZ k,(n, + 1)}

Ou w, est définie par 'équation (3.3).
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3.4.Propriétés de la Transformée Discréte en Cosinus:

Linéarite :

Si x,[n]et x,[n]sont deux signaux & durée limitée avec N, etN,, alors la TDC de
x[n] = ax,[n]+ bx,[n] (3.18)

est donnée par

X, [K] = aX,,[Kk]+ bX,, [K] (3.19)

Changement d’échelle :

Si x[n] est un signal numérique limité de N, ou sa TDC est
TDC {x[n]} = X, [K] (3.20)
Alors la TDC du x[an]est
TDC{x{an]} = X,[k/a] (3.21)

Décalage temporel :

Si on a une séquence périodiquex[n], de période N, qui est decalée d'un
échantillon vers la droite, alors la TDC du signal y[n]= x[n—1]est donnée par

Y, [k] = cos(kz/N)X, [k]+sin(kz / N)X,[K]

2 (3.22)
+ \/—;wk [(~1)¥ x[N] - x[0]]cos(kx / 2N)

ou X [k]est la transformée en cosinus de x[n], X [k]est |la transformée en sinus de
x[n]et w, est défini par I'équation (3.3).

Pour une liste compléte de proprietés de cette transformée, y compris la

convolution et la différence, veuillez vous référer aux articles [6, 21, 22].

3.5.0rthogonalité de la Transformée Discréte en Cosinus :

Pour que la transformée Discrete en Cosinus soit orthogonal, on doit démontrer que
ces vecteurs de base obéissent a I'équation (2.58).

Les vecteurs de base de cette transformée ont la forme suivante :



T

cosy = \/%Wk cos(z(n+1/2)k I N)
alors
nk, nk 2Wk Wk &
<cos ',C0S 2> = N 2 Zcos(yz(n+1/2)k1/N)cos(ﬁ(n+1/2)k2/N)
n=0

N-1

,+k,)IN)

+ Oos(;r(n +1/2)(k, - k,)IN)
Il y a deux cas a étudier

Nk, =K,.

Sik =k, =0, 'équation (3.25) sera égale a :

<cos 1 cos”“2> = Zcos(Zrz(n+1/2)(0)/N)+Z1— zx =1

n=0

Sik, =k, # 0, 'équation (3.25) sera égale a :

1 N N-1 N
(cosy,cosye ) = NZCOS(Zﬂ(n 12k N+ Y 1= =
n=0

=0

3

2)k, = k,
<cosﬂ‘1 ,CoSh® > ZCOS(ﬂ'(n +1/2)k, I N)
+ cos(;z(n +1/2)k,/IN)=0
ou
ky=k +k,
k, =k —k,

3.6.Interprétation en algébre linéaire :
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(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)

La Transformée Discréte en Cosinus peut étre considérée comme une

transformation linéaire appliquée au vecteur x[n] afin de donner le vecteur X [k]

X, [k]=Dx|n]

Ou D est une matrice de Nx N avec les coefficients d,, = cos(z(n+1/2)k/N)

(3.30)
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! ; (3.31)
X[N‘1] dN—1.0 dN—1.1 dN—1.N—1 X[N_ﬂ

3.7.Application de la TDC a une classe de sighaux :

La Transformée Discréte en Cosinus et la transformée inverse sont programmées
pour calculer et afficher les résultats de la classe des signaux du tableau (2.2).

Signal d’échelon : x[n] =u[n]

] 10 0 20 0 50 50 70
107
5 -
0 o pne e SRR e L n 2
0 10 20 0 fh 0 E0 70

70

Figure 3. 1: Transformation d’un signal d’échelon par la TDC.
Le premier graphe : le signal d’entrée. Le deuxiéme : le signal dans le domaine de Fourier.
Le troisiéme le signal reconstruit.



1, 0<n<N-1

Signal rectangulaire : x[n]= {0 , t
, autremen

i 10 20 30 40 a0 60 70

Figure 3. 2: Transformation d’un signal rectangulaire par la TDC.
Le premier graphe : le signal d’entrée. Le deuxiéme : le signal dans le domaine de Fourier.
Le troisi¢me le signal reconstruit.

Signal sinusoidal : x[n] = sin(27fn)

b P1d]1 & i k_jT

1

D?T? I
e

i T?
JIERTED Y

“n 10 20 30 a0 50 &0 70

Figure 3. 3: Transformation d’un signal sinusoidal par la TDC.
Le premier graphe : le signal d’entrée. Le deuxiéme : le signal dans le domaine de Fourier.
Le troisiéme le signal reconstruit.



Signal exponentiel : x[n] = exp(-an)

15

o Y O R
] 10 20 30 40 50 60 70

Figure 3. 4: Transformation d’un signal exponential par la TDC,
Le premier graphe : le signal d’entrée. Le deuxiéme : le signal dans le domaine de Fourier.
Le troisiéme le signal reconstruit.

Signal triangulaire: x[n]=A,

1r

0.5
D 4
70
A
2 T
a R %saasc& 5335 S ]
1) 10 34 48 50 &0 70
1
ik
|
05 ]
C ! ']
0 10 20 30 40 50 &0 70

Figure 3. 5: Transformation d’un signal triangulaire par la TDC.
Le premier graphe : le signal d’entrée. Le deuxiéme : le signal dans le domaine de Fourier.
Le troisieme le signal reconstruit.
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0 10 20 30 ’ 40 50 60 70
Figure 3. 6: Transformation d’un signal de rampe par la TDC.

Le premier graphe : le signal d’entrée. Le deuxiéme : le signal dans le domaine de Fourier.
Le troisiéme le signal reconstruit.

Signal bidimensionnel  :x[n]=image

Figure 3. 7: Résultat de la transformation d’une image par la TDC.
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4. Transformée Discréte de Hartley (TDH)

4.1.Définition :

La Transformée Discrete de Hartley (TDH) est une transformée directement reliée a
la Transformée Discréte de Fourier (TDF). Sa distinction principale de la TDF se
situe au niveau des entrées/sorties. Elle transforme les enirées réelles en des
sorties réelles, sans [intervention daucun calcul de valeur complexe. La
transformée continue a été introduite par R.V. Hartley en 1942 [7]. Ce n'est qu’a
1983 que la forme discréte est introduite par R. N. Bracewell [8, 10], qui a en plus,
proposé une fagon de factoriser sa matrice afin de produire un algorithme rapide. La

Transformée Discrete de Hartley est donnée par I'équation suivante :

N—1
H [k]= Zx[n]cas(Z;mk/ N) 4.1)
n=0
ou la fonction cas peut prendre une de ces formes suivantes :
cas(2znk | N) = cos(2znk/N) + sin(2znk | N) 4.2)
=2 cos(2znk /N - z14) (4.3)
=2sin(2znk N + z14) (4.4)

La Transformée Discrete de Hartley Inverse qui reproduit le signal x[n] a partir de
sa transforméeH [k], n’est que la transformée de Hartley elle-méme avec une

multiplication d’'un facteur de1/N.

4.2.Algorithme Rapide pour la TDH :

Comme la Transformée Discréte de Fourier (TDF), le calcul direct de la
Transformée Discrete de Hartley (TDH) d'une séquence de N points exige
O(N?) opérations arithmétiques. En général, chaque algorithme rapide de la
Transformée Discréte de Fourier méne a un algorithme correspondant pour la
Transformée Discrete de Hartley. Par exemple, la Transformée Discrete de Hartley
Rapide (TDHR) qui était introduite par Bracewell en 1984 [9] est I'analogue de
Falgorithme de Cooley-Tukey de la Transformée Discrete de Fourier. Ces
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algorithmes rapides réduisent la complexité du calcul pour obtenir les mémes

résultats avec seulement O(N log, N) opérations arithmétiques.

4.3.Transformée Discréete Bidimensionnelle de Hartley :

Comme la transformée de Fourier, la transformée de Hartley traite les signaux multi

variants comme les images. Elle prend la forme suivante :

N1 N,—1
H,[m,m,1=Y > x[n,n,lcas[2z(m,n, /N, + m,n,/N,) (4.5)

ny=0 ny=0

et sa transformée inverse sera :

Ny—1 Ny—1

Z Z H [m,m,]cas[2z(mn,/N,+m,n,/N,) (4.6)

1N2 my=0 m,=0

x[n,n,] =

4.4.Propriétés de la Transformée Discréte de Hartley :
Linéarité :
Si x,[n]et x,[n]sont deux signaux & durée limitée avec N, etN,, alors la TDH de
x[n]=ax,[n]+bx,[n] (4.7)
est donnée par
H, [k]= aH, [k]+ bH,, [k] (4.8)

Changement d’échelle :

Si la Transformée Discréte de Hartley de x[n] estH, [k], alors la TDH de

y[m] = x[an] (4.9)
ou a est une constante, sera :
Hy =éHx[kIa] (4.10)

Renversement temporel :

Si x[n] est une séquence de N valeurs et sa Transformée Discréte de Hartley est

H,[k]. Alors la TDH de x[-n] est donnée par

TDH {x[-n]} =H,[-k] 4.11)
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Convolution :
Preuve :
La transformée de Hartley peut étre déduite de celle de Fourier par I'équation

suivante :
H [k]1=Re{X[k]} —-Im{X[k]} (4.12)
et la transformée de Fourier de celle de Hartley par I'équation suivante :
X[kl = H{ k1 - jH,[k] (4.13)
ol H’[k]etH:[k]sont les composants paire et impaire de la transformée de Hartley
respectivement. H”[k] et H'[k] sont calculés par les équations suivantes :

H, [k1+H,[-k]

HY K] =
j H, (K] —2H [=A] (@14
Hy k] = 2
D’apres le théoréme du convolution de la transformée de Fourier on a
TDF {g[n] = x[n]® y[n]} = G[k] = X[K]Y[K] (4.15)
Alors
H,[k] = Re{G[k]} —Im{GI[k]} (4.16)
_ %{Hx [KIH, [K]+ H, [—kIH, [K]+ )
H,[KIH, [-K1~H,[-KIH, [-K]}
Cas exceptionnel :
1) si x[n] est pair et y[n] est impair ou vice-versa
x[n1®y[n] = H,[kIH, [] (4.18)
2) si x[n]est impair
x[n]®y[n] = H,[k]H, [-K] (4.19)
3) si y[n]est impair
x[n]® y[n] = H,[-k}H,[K] (4.20)

4) si x[n]et y[n]sont impaires



x[n]® y[n]=-H,[kIH, K]

Les propriétés présentées ci-dessus se résument dans le tableau suivant :

Propriété Fonction Transformée Discrete de Hartley
x[n] H [k]
Linéarité x[n]=ax,[n]+bx,[n] | H,[k]=aH, [k]+bH, [K]
Renversement | x[-n] H [-k]
_ cos(2zkn, I N)H [k]
Translation X[n=m] _sin(2zkn, I N)H_[-k]
Modulation x[n]cos(2znk, /I N) %[Hx[k ~ky]+H, [k + k]
1
—{HLIkIH, [K]1+ H, [-k]H, [k]+
Convolution x[n]®y[n] 2 { g g
H,[kIH, [-K1-H,[-KIH, [-K]}
Auto corrélation | x[n]o x[n] (HeK) +(HLKY)
1{HX [KI®H, [K]+H,[-KI®H, K]+
Multiplication x[n]y[n] 2
H,IKI®H,[-k]-H,[-k]® H,[-K]}
Changement x[an] 1 H.[k/a]
d'échelle o
Dérivation E’i(_[_’ﬂ 27kH [-K]
dan

Tableau 4. 1: Propriétés de la Transformée Discrete de Hartley.

4.5.0rthogonalité de la Transformée Discreéte de Hartley :
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(4.21)

Pour que la transformée Discréete de Hartley (TDH) soit orthogonal, ces vecteurs de

base doivent obéir a 'équation de F'orthogonalité (2.58).

Les vecteurs de base sont :

cas’® = cas(2znk | N) =~/2 cos(2znk /N — 7/ 4)

(4.22)

En appliquant les vecteurs de base de cette transformée a I'équation (2.27),on aura



N-1
<cas,@"‘,cas,’\',"2> =2) cos(2znk,IN -z | 4)cos(2znk, | N — z | 4)
n=0

N-1
= » cos(2zn(k, + k,)/ N - 12)+cos(2zn(k, — k,)/ N)
n=0
Il'y a deux cas a étudier
0k, =k,
L’équation (4.24) sera

N-1 N-1
(cas,’j“1 ,cas;’,"2> = cos(4znk,IN-7/2)+Y 1=N

n=0 n=0
2)k, # k,

L’équation (4.24) sera
N-1
<cas,’§"1 ,casn® > = Z cos(2zn(k, + k,)I N — x| 2)+ cos(2zn(k, — k,))
n=0

N-1
= ) cos(2zn(k,)/N —n/2)+cos(2zn(k,))=0

n=0
ou
k,=k +k,
k, =k —k,

4.6.Interprétation en algebre linéaire :
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(4.23)

(4.24)

(4.25)

(4.26)

(4.27)

(4.28)

La Transformée Discréte de Hartley peut étre considérée comme une transformation

linéaire appliquée sur un vecteur x[n] afin de donner le vecteurH, [k]
H, [k]=Hx[n]
Ou H est une matrice avec les coefficients h, =cas(2znk/N)

x[0] hoo  hos o Bon x[0]
X[1] _ d1.o d1.1 h1.N—1 X[1]

X[N"1] hN—1.0 hN—1.1 hN—1.N—1 X[N_1]

(4.29)

(4.30)
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4.7.Application de la TDH a une classe des sighaux :

La Transformée Discrete de Hartley et sa transformée inverse sont programmées
pour calculer et afficher les résultats de la classe des signaux du tableau (2.2).

Signal d’échelon : x[n]=u[n]

RICAAAA CAERS AN LORLN ERADA LANSA LRINN ARARE OEAEN ARELY HXALY LEANS EHTM
! l ! !
05H i l ! ! {
T
UL L T ;
8 10 20 T 40 50 &0 70
1 ®
05
i - - ﬁ - 5
2 g b 5 i N A
15
1
05 1 1
0 10 x0 30 a0 &0 50 0

Figure 4. 1: Transformation d’un signal d’échelon par 1a TDH.

Le premier graphe : le signal d’entrée. Le deuxieme : le signal dans le domaine de Fourier.
Le troisiéme le signal reconstruit.

1, 0<n<N-1

Signal rectangulaire : x[n] Z{O autrement

Figure 4. 2: Transformation d’un signal rectangulaire par la TDH.

Le premier graphe : le signal d’entrée. Le deuxiéme : le signal dans le domaine de Fourier.
Le troisiéme le signal reconstruit.



Signal sinusoidal : x[n] = sin(2zfn)

;%ﬁﬁ%ﬁﬁ%ﬁﬁ%ﬁﬁ
25N EAYE YL

P L 4

-0 10 20 30 AQ 50 B0 70

Figure 4. 3: Transformation d’un signal sinusoidal par la TDH.

Le premier graphe : le signal d’entrée. Le deuxiéme : le signal dans le domaine de Fourier.
Le troisi¢me le signal reconstruit.

Signal exponentiel : x[n] = exp(-an)

g

=] &0 7B

agasogscsss @‘T’TTWTTTTTTTE?T?@W@

-0 -15 18 4 g g

Figure 4. 4: Transformation d’un signal exponential par 1la TDH.

Le premier graphe : le signal d’entrée. Le deuxiéme : le signal dans le domaine de Fourier.
Le troisiéme le signal reconstruit.
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Signal triangulaire : x[n]=A,
70
i
70
Figure 4. 5: Transformation d’un signal triangulaire par la TDH.
Le premier graphe : le signal d’entrée. Le deuxiéme : le signal dans le domaine de Fourier.
Le troisiéme le signal reconstruit.
Signal de rampe :x[n]=n
1007
50t
; RANEARTER .
5 0 20 kS a0 50 ) 70
aop
20t
g G}Q? T?q}@@(ﬂ
0 15 10 3} i} 3 10 15 20
1007
7
o Figure 4. 6: Transformation d’un signal de rampe par la TDH.

Le premier graphe : le signal d’entrée. Le deuxiéme : le signal dans le domaine de Fourier.
Le troisicme le signal reconstruit.
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Signal bidimensionnel  :x[n]=image

Figure 4. 7: Résultat de la transformation d’une image par la TDH.
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5. Transformées Discréte de Walsh Hadamard (TDWH)

Dans ce chapitre on traitera la transformée de Walsh Hadamard qui est la plus
reconnue parmi la famille des transformées orthogonales non sinusoidales. Cette
transformée a réussi a étre utilisée dans plusieurs applications de traitement
numérique des signaux a cause de son simple calcul qui exige seulement des

additions et des soustractions.

5.1.Définition :

La Transformée de Walsh Hadamard prend différentes formes suivant comment les
lignes de la matrice sont arrangées. On note ici trois formes : I'ordre naturel, 'ordre
dyadique et Fordre de séquence. Pour chaque ordre on fournira deux définitions,

une matricielle et 'autre exponentielle.

5.1.1 Transformée de Walsh Hadamard ordre naturel :

L’ordre naturel est aussi connu sous lordre de Hadamard et encore sous la
Transformée de BIFORE (Blnary FOurier REpresentation) [23, 24].

La matrice de cette transformée pour N=2 est donnée par I'équation suivante :
1 1
H)= 5.1
o[l 1] o

La génération de la matrice de Walsh Hadamard pour N)2 dans I'ordre naturel est

faite par une opération récursive comme I'équation suivante ie montre :

H (k-1 H (k-1
H,, (k)= 70 7D (5.2)
Hnat(k—l) _Hmn(k_l)
ou
k=12,3,..,n
(5.3)
n=log, N

Exemple pour N=8 :
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1 1 1 1
H (1) H ({1 1 -1 1 -1
Hnat (2) =|: nat( ) m”( ) } = (5.4)
H}'lal‘ (1) - nat (l) 1 1 _1 _1
1 -1 -1 1
11 1 1 1 1 1 170
1 -1 1 -1 1 -1 1 =-1|7
1 1 -1 -1 1 1 -1 -1|3
@)= D@ Ha@ LAl D ] (5.5)
H,2 -H,Q2) 1 1 1 1 -1 -1 -1 1|1 '
1 -1 1 -1 -1 1 -1 116
1 1 -1 -1 -1 -1 1 112
1 -1 -1 1 -1 1 1 -1}5

ou le vecteur a droite de la matrice, équation (5.5), indique le nombre de
changement de signe dans chaque ligne.
La transformée inverse de la transformée dans I'ordre naturel a la méme matrice de

celle du sens directe avec une multiplication par un facteur de 1/N.

5.1.1.1 Définition exponentielle de I'ordre naturel :

[25] a donné une définition exponentielle a la transformée de Walsh Hadamard de
'ordre naturel :

B[K]= [l (5.6)

ou B [k]est la transformée d’ordre naturel de Walsh Hadamard et la fonction (n,k)

est définie par I'équation suivant :

log, N-1

(nkyy= 2 kn, (5.7)

H

Les termes £, et », dans I'équation (5.7) sont les coefficients de la représentation

binaire de k£ et n respectivement.

La transformée inverse dans la forme exponentielie est :

x[n]=71v—Z'Bx[k](—1)<"’“N (5.8)
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5.1.2 Transformée de Walsh Hadamard ordre dyadique :

L'ordre dyadique est produit par une multiplication antérieure de la matrice d’ordre
naturel de Hadamard par la matrice de permutation de bit reversé [27]. Cet ordre est
introduit par Paley [26] et est parfois désigné par son nom.

Exemple de la matrice d’ordre dyadique pour N=8 :

La figure (5.1) au-dessous montre la transformation de l'ordre normal a l'ordre bit
reverseé pour une séquence binaire de 8 points.

order normal ordre bit —reversé

000 000
001 100
010 010
011 110
100 001
101 101
110 011
111 111

Figure 5. 1: Conversion d’ordre normal a ordre bit-reversé.

Aprées avoir obtenu l'ordre bit reversé, on le multiplie par la matrice d’identité pour
générer la matrice de permutation, équation (5.9).

1

R, = diag[0,4,2,6,1,5,3,7].1, = (5.9)

1

L'ordre dyadique peut donc étre déduit maintenant par la multiplication de (5.9)
parH,(3).
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H ()= Re.H,,3) = (5.10)

— et d ek el pemd
|
[y
)
|
e
f—
I
[
—
!
[y
[ I S e N B R e )

La matrice de la transformée inverse de l'ordre dyadique est la méme matrice de

sens directe multipliée par un facteur de 1/N.

5.1.2.1 Définition exponentielle de I'ordre dyadique :

La définition exponentielle de I'ordre dyadique est donnée par 'équation suivante
[25]} :

P = Y (-1 (5.11)

ou P[k] est la transformée d’ordre dyadique de Walsh Hadamard et la fonction

(p(n),k) est définie par 'équation suivante :

log, N-1

<p(l’l) k>N nlog,zN 1-i l (512)

=0
Les termes k; et n, dans I'équation (5.12) sont les coefficients de la représentation

binaire de k et n respectivement.

La transformée inverse de la forme exponentielle est :

=3 B (5.1

5.1.3 Transformée de Walsh Hadamard ordre de séquence :

La transformee de Walsh Hadamard d’ordre de séquence est encore connue sous
le nom d’« ordre de Walsh ». Pour générer la matrice de cette transformée, il faut
multiplier la matrice d’ordre dyadique par une matrice de permutation obtenue par la

conversion du code binaire au code de gray [26].
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Pour faire cette conversion, on applique I'équation suivante :
g =b,,®b (5.14)
ou les termes b, et g, sont les coefficients de la représentation binaire et de gray

respectivement.

Exemple de la matrice d’ordre séquence pour N=8 :

La figure (5.2) au-dessous montre la transformation d’'une séquence binaire de 8
points & une séquence de gray de méme nombre de points par I'application de
'équation (5.14).

ordre binaire ordre gray
000 000
001 001
010 011
011 010
100 110
101 111
110 101
111 100

Figure 5. 2: Conversion d’ordre binaire a ordre de gray.

Par la méme procédure de l'ordre dyadique on multiplie I'ordre obtenu par la
conversion du code binaire au code de gray par la matrice d’identité. Le résultat de
cette multiplication nous donne la matrice de permutation, équation (5.15).

- —_

1

G, = diag[0,1,3,2,6,7,5,4].1, = (5.15)
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Finalement la matrice d'ordre de séquence de Walsh Hadamard pour N=8 est
obtenue aprés avoir multiplié la matrice obtenue par I'’équation (5.15) et par la

matrice d’ordre dyadique.

H,(3)=G.H,,(3)=

seq

(5.16)

O T T N S
|
[un——y
|
[y
[
—
i
[,
]
p—
[eoary
N N AW N = O

5.1.3.1 Définition exponentielle de I'ordre de séquence :

La définition exponentielle de la Transformée de Walsh Hadamard de l'ordre de

séquence est donnée par I'équation suivante [25]

N-1

W k1= sn](=1)" (5.17)

ou W [k] est la transformée d’ordre de séquence de Walsh Hadamard et la fonction

(n,r(k)) est définie par :

log, N-1

(n,r(k)yy =, r(on, (5.18)

i=
ou

rk)y==k,,, rnlk)y=k,  +k

m—1 m=22 0

v, =k +k, (5.19)
Les termesk, et n dans les équations (5.18) et (5.19) sont les coefficients de la

représentation binaire de k et n respectivement.

La transformée inverse dans la forme exponentielle est :

TR TSI (5.20)
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5.2.Algorithmes Rapides pour la TDWH :

Pour le calcul rapide de cette transformée dans ses différents ordres, des
algorithmes ont été proposés qui ressemblent a celle de Cooley-Tukey pour la
Transformée Discrete de Fourier. Autre approche peut étre trouvée dans la
littérature pour le calcul rapide de cette transformée, parmi ces approches celle de
[27]. Dans cette approche, une factorisation de la matrice de la Transformée de
Walsh Hadamard dans son ordre naturel qui ressemble a lalgorithme avec
permutation antérieur (Post-permutation) de la Transformée de Fourier fut proposée.
Pour le calcul de l'ordre dyadique lalgorithme proposé correspond a celle de
'algorithme Entrée-Ordonnée Sortie-Ordonnée (Ordered-input Ordered Output) de
la Transformée de Fourier. La matrice de Walsh Hadamard dans l'ordre de
séquence est factorisée d’une fagon pareille pour générer un algorithme rapide.
Ordre naturel:

La transformée de Hadamard pour cet ordre est obtenue par 'application

successive de la multiplication de Kronecker de la matrice de base H, . Alors

H =Hy, >, =Hy, 0 xHyxH, =... (5.21)

N ,nat

On note que

H. = H,, Hy,
NTLH —H
N/2 N/2

zliHN/z :||:[N/2 IN/2:| (5_22)
HN/z [N/Z —IN/Z

=(H,,,x1,)I,,*xH,)
Si on continue la decomposition de la matrice de méme fagon jusqu'a H, dépend
seulement sur la matrice de base H, et si on applique la propriété donnée par
'équation (2.10), H, sera égale a

Hy =(H,x1y,,)
Ly} Hyx Ly ) ATy o X Hy X 1) (5.23)
wldy g x Hyx )Yy, xH,)

Cette équation peut étre écrite d’'une fagon compacte
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H,=Tl U

2D
i=1,2,...

xH,xI,,) (5.24)

La permutation de mélange parfaite posséde la propriété suivante :

P (U, x H)PY ™ =1

2

(-1} XHZXI

2(1/4)

(5.25)

En remplacant I'equation (5.25) dans (5.24) et en posant C =(/,,,, x H,) on obtient

H, =[] B""cpy™ (5.26)
i=1,2,..
Utilisant la propriété suivante
11 438 =A{ B(H)A,}Bn (5.27)
i=1,2,... i=23,...

L’équation (5.26) sera égale a

H,=]] AC (5.28)

i=1,2,..

Ordre Dyadique :

C’était mentionné avant, que la matrice d’ordre dyadique est obtenue de celle de
Fordre naturel par une multiplication antérieure par une matrice de permutation qui
performe I'ordonnance de bit inverse. La matrice de permutation de dimension de N
points qui performe I'ordonnance de bit inverse peut étre écrite sous la forme d’'un

produit de » =log, N matrices de petite dimension en utilisant la matrice de mélange

parfaite

Ky= 1 B x L (5.29)

i=12,..

En appliquant cette matrice a la matrice d’ordre naturel on obtient

HN,dyd = H Pzw—i—n Xlz(i-l)' H (Izu—l,\ XHz XI2«n—i)) (530)

i=1,2,... i=1,2,...
En appliquant les propriétés suivantes sur la derniére équation
P (A4, x1)F =1,% 4,, (5.31)
et

P,(ABC..)P' = P,AP]'P,BP'P,CP"... (5.32)
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On obtient

n

Hy oyt = H L X[P, (1,0, xH,)] = H (L X PY(U ey ¥H,) (5.33)
i=1,2,.. i=1,2,...
Et en remplagantC =(/,,,, x H,), I'équation (5.33) sera égale a :
Hy =[] Uy xP)HC (5.34)
i=1,2,...

Ordre de séquence :

La factorisation de la matrice de cet ordre ne corresponde pas a aucun autre
algorithme comme les deux premiers ordres qui sont présentés ci-dessus.

La matrice de cet ordre peut étre écrite

H, . =PP'H,

=PNHJ‘V

N, seq

’w (5.35)

La matrice H, a la possibilité d’étre factorisée et sur cela que cet algorithme est

basée. Aprés la factorisation de H,, I'équation (5.35) sera égale a

HNqseq — PN HN/Z,.veq DN/ZHN/2,A\'eq (536)
HN/Z,seq _DN/ZHN/Z,A‘eq
ou D,,, estune matrice diagonale dont ses elements changent de +1 a -1
alternativement.
L’équation (5.36) peut étre écrite d’'une fagon compacte
Hy .., =PN(1N/2xH2)D;\/(HN/2x12) (5.37)
ol D, est une matrice quasi-diagonale égale a
' ]N/Z
D, = (5.38)
DN/Z

En répétant la factorisation de H, , jusqu'a elle ne dépend que de H, eten

Jseq

appliquant la propriété donnée par I'équation (2.10), I'équation (5.37) sera égale a
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HNM =P,(,,xH, )D (Py,, x1,)y,,xH,x1,)
.(DN/2 X1p)o Py X LU oy X H,y % 1)
Dy, X 1)e(Py e x LY, x Hyx 1y, o) (5.39)
(D x Ly NPy x 1y, I, x H,x1,,,,)
(D, <1y, JH,x1y,,)
Cette équation peut étre réécrite d’'une fagon compacte
Hy o = H (Pt % Ly Yy X Hy X L YDy X L) (5.40)

En appliquant la propriété de la matrice de permutation donnée par I'équation (5.25)

sur cette derniére équation on obtient

N \eq H (P {(n—i—t) X 12(H) )Pzz(i_l)C})z(ni_l) (D;UI—HD X IZ(H> ) (541 )

=12,
ou

C=1,,xH, (5.42)
Finalement, en utilisant les équations (5.27) ,(5.31) et (5.32), I'équation (5.41) sera
égale a

N qu 2n { H P (I (I—H 2( +1>)C([ (i-1) 2( 1+1J)} (543)

i=1,2,..

5.3.Transformée de Walsh Généralisée et Algorithmes Rapides :

5.3.1 Transformée de Walsh Généralisée :

La Transformée de Walsh Généralisée (TWG) [20], fournit des matrices pour tous

les ordres pour n'importe quelle base. On supposons que la séquence numérique a
transformeée peut prendre la forme ci-dessous

N=p" (5.44)

ou p est la base. La matrice de base de la transformée sera égale a
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w w w
] 1 -1
/A W (5.45)
N1 : .
w’ P! W
ou
w=exp(j27/ p) (5.46)

Ordre naturel généralisé:

La séquence qui était égale au nombre de changement de signe dans les lignes de

la matrice pour la base 2, devient la somme des distances entre valeurs propres

successives sur une ligne divisée par (p-1). La distance entre w'et w" est:
S—rsiszr

5.47
pH(s—r)sis<r ( )

La génération de la matrice de la Transformée de Walsh Hadamard Généralisée
dans l'ordre naturel est faite par le produit Kronecker comme I'équation suivant
montre :

1
sz =-—Wp><Wp

p

(5.48)

Walsh-Paley généralisée (p-adique):

L’ordre p-adique est produit par la multiplication de la matrice d’ordre naturel par

une matrice de permutation. La matrice de permutation R{”’ est obtenue par la
conversion de la séquence de base p en une séquence a bit inverse. Si R est

appliquée sur un vecteur x de dimension N = p" donne un vecteur y égale a:

' =X ; kei0,L..,p-1
Yy by oky = Fhokyky ok { p } (5.49)
i=0,1,.,n-1
alors la matrice p-adique sera égale a
Wp—adique = R](Vp)Wp,mzt (550)

Walsh-Kaczmarz généralisée (ordre de séguence):

La génération de cet ordre dans la forme généralisée est effectuée par la

multiplication de la matrice p-adique par la matrice de permutation obtenue par la
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conversion du code de base p au code de gray. La matrice de permutation

G produit un vecteur y d’'un autre x comme c’est indique ci-dessus:

ykn—]kn—2“‘k0 = xan—]an—Z'“aO (5.51)
ou
kDa  =a; k,ae{0,1,..,p-1
i i+1 i P2 { p } (552)
i=01,.,n-1

alors la matrice d’ordre de séquence généralisé peut étre écrite comme le suivante

W, =GPW, (5.53)

seq —adique

5.3.2 Factorisation pour un algorithme optimal :

Corinthios [20] a proposé des factorisations pour des processeurs rapides de
forme p® —optimal . La factorization de ces matrices est faite dans leurs formes
généralisées.

Ordre naturel :

La factorisation de la matrice de la Transformée de Walsh Généralisée d’ordre
naturel est donnée par I'équation suivante [20] :
Wowv = [T PCy = [1 BeUy, xW,) (5.54)
i=1,2,... i=1,2,...
En réécrivant la derniére équation comme ci-dessous

WN’WN:P{ H1 CPN}P”‘ :P{ ﬁ F}P“ (5.55)

i=0,1,2,... i=0,1,2,...
On remarque que la matrice F = CP est p® —optimal . Cette factorisation méne a

une structure optimale avec un nombre minimal de partitions de la mémoire dans un
algorithme sans mélange.

Ordre p-adigue :

La factorisation de la matrice de la Transformée de Walsh-Paley Généralisée (p-

adique) est donnée par I'équation suivante [20] :

Wy =[] JC (5.56)
i=0,1.2,...
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ou
o= xPu)=H, (5.57)

Pour changer le produit J,.C, a C,J,

i+l

on introduit un nouveau opérateur Q, égale &

CyJ,=CyH, ,; i=01,..n-2
g ) C i+l N**n—i=2 (5.58)
n-1 " N

En remplagant O, dans I'équation (5.56) on obtient

n-1

Wy e = Ql (5.59)

i=0,1,2,..

Ordre de séguence :

La factorisation de la matrice de la Transformée de Walsh-Kaczmarz Généralisée

(ordre de séquence) est donnée par I'équation suivante [20] :

n—1
Wy i =P{ I P“H,.CNE,}P"‘ (5.60)
i=0,1,2,...
ou

Hi ':Ipi xf;n—i
, (5.61)

E =1 xD,,

p p

Supposons que G, =C,E, alors I'équation (5.60) sera égale a

n-1
Wi wi =P{ I1 10-‘1'{,(;,}10—1 (5.62)
i=0,1,2
Cette équation peut étre réécrite dans sa forme finale
n—-1
K= P{ } (5.63)
i=0,1,2,..
ou
r, = =P'GS, i=1,2,..,n—1
Gz 1+1’ ! s £yenes P (564)
I',=G,S,
et avec

S, =P 'HP (5.65)
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Dans [59], l'auteur a introduite une formalisation et un algorithme pour configurer

des processeurs avec un parallélisme massif pour les Transformées Geénéralisees.

5.4.Transformée Discréte Bidimensionnelle de Walsh Hadamard :

La matrice de la Transformée de Walsh sous toutes les formes est orthogonale et
symetrique alors la transformée bidimensionnelle peut étre définie en utilisant
l'algorithme de ligne colonne [25]. Cet algorithme stipule que la matrice
unidimensionnelle appliqué sur toutes les lignes du signal bidimensionnelle suivie
par une notre application de la méme matrice sur les colonnes, produit la

transformée bidimensionnelle du signal.

X[k,l|=H, xH (5.66)
X[k l] let dutd (567)
X[k, 1=H, xH, (5.68)

La transformée inverse bidimensionnelle peut étre obtenue par une application dans
le sens contraire de l'algorithme de ligne colonne : la matrice unidimensionnelle est
appliquée d’abord sur toutes les colonnes du signal bidimensionnel et ensuite sur

toutes les lignes.

x=HX[k,IH,, (5.69)
dyadX[k l]dead (570)
x=H_, X[k,NH,, (5.71)

Il y a une autre définition de la transformée bidimensionnelle pour tous les ordres

donnée par [19] dans la forme exponentielle.

N,-1 N1
k ]_ Z Zx[nl,nz]( 1)("1 g Hmy kg, (572)
ny=0 m=0
Rt (pm)ky )y P k)
Plk, k=D xln,m,](—1) "Rt i (5.73)
n,=0 =0

Ny—1 N1

CHSEDIPI LN I (5.74)

1y, =0 n =0
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et les transformées inverses sont :

l Ny~1 N -1

2 Z B[kl,k ]( 1)(’71 K sk ),

14V2 ny=0 n =0

x[n,n,] =

N,-1 N1

Plk. k. 1(=1 (P, +p () kY,
~ ZZ [k, K, 1(=1)

14Y2 ny=0m=0

x[n,n,]=

Ny—1 N -1

Z z W[ kz](_ 1)(111,/~(k1)>1vl +{(my, 70 V) gy

14Y2 ny=0n=

x[n,n,]=

5.5.Propriétés de la Transformée Discréte de Walsh Hadamard :

Linéarité :

53

(5.75)

(5.76)

(5.77)

Si x,[n]et x,[n] sont deux signaux a durée limitée avec N,etN,, alors la WHT de

x[n]=ax,[n]+ bx,[n]
est donnée par
B[k] =aB, [k] +bB, [k]

Convolution et corrélation dyadique :

Si x[n] et h[n]sont deux signaux réels tel que
WHT {x[n]} = B,[K]
WHT {h[n]} = B, [K]
et leur convolution dyadiques est donnée par

yln)= > x[ulh[n©y]

u=0
ou @ indique I'opération de soustraction de modulo de 2. Alors
B, [k]=B,[K]B, [K]

et leur corrélation est donnée par
-1

re[n] = %N x[u]h[neu]

u=0

ol [neu] indique I'opération de soustraction de modulo de 2. Alors

(5.78)

(5.79)

(5.80)

(5.81)

(5.82)

(5.83)

(5.84)
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B, [k] =B, [K]B,[K] (5.85)

5.6.0rthogonalité de la Transformée de Walsh Hadamard :

Pour que la transformée de Walsh Hadamard soit orthogonale, on doit démontrer
que la fonction de base de chaque ordre obéit a 'équation (2.58).
La fonction de base de cette transformée dans l'ordre naturel est donnée dans

I'équation (5.6). Alors

N-1

<(_1)(n,k1)’(_1)<n,k2)> _ Z(_1)(n,k1>(_1)<n,k2>

>
Il

- (5.86)
_ (_1)<n,k,>+<n,k2>
n=0
Il y a deux cas a étudier :
Nk, =k,
N-1 N-1
(D)) = S = 3 =N (5.87)
n=0 n=0
2)k, = k,
N-1
(= (=) ) = 3 s =0 (5.88)
n=0

La démonstration au-dessus est faite pour I'ordre naturel. Comme les matrices de
l'ordre dyadique et de séquences sont des permutations sur les lignes de la matrice

de l'ordre naturel, alors I'orthogonalité est valide encore pour eux.

5.7.Application de la TDWH (ordre naturel) a une classe des signaux :

La Transformée Discréte de Walsh Hadamard (ordre naturel) et la transformée

inverse sont programmeées pour calculer et afficher les résultats de la méme classe
des signaux du tableau (2.2)



Signal d’échelon : x[n] =u[n]

1

05K

i}

100

50:+

Figure 5. 3: Transformation d’un signal d’échelon par 1a TDWH.

Le premier graphe : le signal d’entrée. Le deuxiéme : le signal dans le domaine de Fourier.

Le troisiéme le signal reconstruit.

1, 0<n<N-1

Signal rectangulaire : X[n]z{O autrement
, autrem

Figure 5. 4: Transformation d’un signal rectangulaire par la TDWH.

Le premier graphe : le signal d’entrée. Le deuxiéme : le signal dans le domaine de Fourier.

Le troisiéme le signal reconstruit.
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Signal sinusoidal : x[n] =sin(2xfn)
D‘i"?ilTn’f? T@T W’»*T,;j % Téj
AT HATEUTRAY
i} 10 20 30 40 50 B0 TG

Figure 5. 5: Transformation d’un signal sinusoidal par la TDWH.

Le premier graphe : le signal d’entrée. Le deuxiéme : le signal dans le domaine de Fourier.

Le troisiéme le signal reconstruit.

Signal exponentiel : x[n] = exp(—an)

q
1

D Y O Y BRI
0 10 20 30 40 50 60 70

Figure 5. 6: Transformation d’un signal exponenetiel par la TDWH.

Le premier graphe : le signal d’entrée. Le deuxiéme : le signal dans le domaine de Fourier.

Le troisiéme le signal reconstruit.
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Signal triangulaire : x[n]=A,

30 0 50 B0 70

Figure 5. 7: Transformation d’un signal triangulaire par la TDWH.
Le premier graphe : le signal d’entrée. Le deuxiéme : le signal dans le domaine de Fourier.
Le troisieme le signal reconstruit.

100 T T v T T T

Figure 5. 8: Transformation d’un signal de rampe par la TDWH.
Le premier graphe : le signal d’entrée. Le deuxi¢me : le signal dans le domaine de Fourier.
Le troisiéme le signal reconstruit
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Signal bidimensionnel  :x[n]=image

Figure 5. 9: Résultat de la transformation d’une image par la TDWH
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6. Transformée Discréte Fractionnelle de Fourier (TDFrF)

La Transformée Fractionnelle de Fourier a été introduite dans la littérature
mathematique dans les années 80 [11, 12]. Les chercheurs ont commence a
Putiliser comme une technique de traitement des signaux dans les années 90, par
Almeida et al [13, 14].

6.1.Définition :
Si on considere un signal x(f)représenté le long de l'axe du temps et sa
transformée de Fourier X(w) représentée le long de I'axe de fréquence, nous

pouvons maintenant regarder 'opérateur de Transformée de Fourier F comme une
rotation dans le sens contraire de l'aiguille d’'une montre par un angle dez/2. Cet
opérateur se conforme avec les résultats de I'application répétées de la transformée
de Fourier, comme le montrent les équations suivantes :
Fx(t)= X(w)
FFx(t) = x(-t)
FFFx(t) = X(—w)
FFFFx(t) = x(t)

(6.1)

Le but de la Transformée Fractionnelle de Fourier est de représenter le signal dans
un domaine entre le temps et la fréquence en effectuant une rotation du signal par
un angle quelconque « figure (6.1).

La fonction de base de cette transformée est donnée par I'équation suivante [13]

(1) N 1—jCOtaejtzzuzcota—jutCSCa
V 2

K, (tu)=1(2) > §(t—u) (6.2)
(3) > o(t+u)

.

(1) sia n’est pas un multiple de =
(2) sia est un multiple de 27

(3) six + = est un multiple de 2
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Figure 6. 1: Domaine de la transformation de la transformée fractionnelle d’ordre &

Cette fonction de base est obtenue de celle de la Transformée Linéaire Canonical
(TLC). La TLC est une forme généralisée de la Transformée Fractionnelie de
Fourier (TFrF) [60].

La Transformée Linéaire Canonical (TLC) est donnée par I'équation suivante :
TLC{f ()} = j C,, (u,0)f (1)dt (6.3)

ou

C, (u,t)= \/—ﬂ— exp(—jz/ &) exp(jr(au’ —2But+yt*) (6.4)
Les parameétres (a, B,7) sont indépendants de u et t. Ces paramétres sont groupés

dans une matrice M. La matrice M sera le paramétre de la Transformée Linéaire

Canonical (TLC). La relation entre les composantes de la matrice M et les

paramétres (a, 8 ,7) est donnée par I'équation suivante :

r 1
A B ' '
M ={ ]= p . P , (6.5)
¢ D . ay o«
- +— —
BB
En calculant les paramétres (o, #,7) en fonction des composantes de la matrice

M, on trouve que
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D
o= (6.6)
p =t 6.7)
-1 |
1 A
4 :E (6.8)

La rotation de 2-dimension par un angle a quelconque dans le sens contraire a

l'aiguille d’'une montre est donnée par cette matrice :

C n
k= L :isrf(aa)) zos((z))} (6-9)
Soit M=R, on obtient
A=cos(a); B=sin(a); C=-sin(a); D =cos(a). (6.10)
et les paramétres («, B,y ) seront égales a :
o =cot(a); B =csc(a); ¥ =cot(a). (6.11)

En remplagant o, B et ¥ par leurs valeurs dans I'équation (6.4), la fonction de base

de la Transformée Linéaire Canonical (TLC) sera égale a celle de la Transformée
Fractionnelle de Fourier.

La Transformée Fractionnelle de Fourier d’'un signal x(t)est :
TFrF{x(t)} =X (u)= Ix(t)Ka(t,u)dt (6.12)

La transformée inverse d’'une transformation fractionnelle avec un angle a est une

transformation fractionnelle avec un angie -«

TFrFI{ X (u)} = x(t) = T X (WK_, (u,t)du (6.13)

6.1.1 Transformée Discréte Fractionnelle de Fourier (TDFrF) :

Une fois que la Transformée Fractionnelle continue a été définie, plusieurs
chercheurs ont essayé de dériver la forme numérique ou discréte de cette
transformée. Vu que le domaine de cette transformée est mixte, les chercheurs ont

suggéré plusieurs formes différentes.
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Nous tenterons de décrire brievement ces formes dans le but de les comparer et
d’en tirer la plus convenable pour le traitement des signaux.

Dans notre comparaison, la forme la plus appropriée sera celle qui repond aux
critéres suivants : 1) la matrice devrait étre réversible pour assurer 'existence de la
transformée inverse. 2) La matrice devrait étre orthogonale pour étre une de la
famille des transformée orthogonales. 3) Les résultas de son application devraient

étre conformes avec celles de la Transformée Fractionnelle continue.

La forme discréte la plus simple de cette transformée est obtenue par
I'échantillonnage et la computation directe de la forme continue [28]. De cette fagon,
la forme résultante perdrait plusieurs propriétés importantes telle que la réversibilité
et 'addition ce qui limite son application dans le traitement des signaux. Ozaktas et
al,[29], ont proposés une facon nouvelle pour I'échantillonnage de la forme continue
dans le but d’améliorer sa performance et la rendre plus utile. Bien que le résultat de
cette forme soit plus conforme avec la forme continue, sa matrice n'est ni
orthogonale ni additive. Ce qui ajoute encore plus de contraintes sur le signal
d’entrée. Santhanam et al, [30] ont proposé un algorithme pour calculer la
Transformée Discrete Fractionnelle de Fourier par une composition linéaire. Cette
composition linéaire contient un mélange angulaire du signal et sa Transformée
Discrete de Fourier avec un renversement circulaire du signal et de sa Transformée
Discréte de Fourier. Par cet algorithme la matrice de la transformée est orthogonale,
réversible, additive. Cependant, les résultats émanant de cette forme ne
ressemblent pas a ceux de la forme continue. D’autres chercheurs [31, 32, 33] ont
proposé de trouver les vecteurs et les valeurs propres de la matrice de la
Transformée Discréte de Fourier et ensuite calculer sa puissance fractionnelle. Cela
résulte en une matrice orthogonale, réversible et additive aussi performante que la
forme continue de la transformée. Cependant, il n’existe aucun algorithme rapide qui
la calcule efficacement ce qui limite son utilisation dans le domaine de traitement
des signaux. Plusieurs autre formes ont été introduites récemment [34, 45] dont la

transformée satisfait les propriétés de I'addition, de la réversibilité et ressemble a la
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forme continue, mais ces formes ne sont pas définies pour toutes les valeurs de «,
'angle de rotation.

Pei et al [28] ont dérivés une forme de la Transformée Discréte Fractionnelle de
Fourier en débutant par la définition de la transformée Affine de Fourier qui est la
forme généralisée de notre transformée fractionnelle.

On considére cette forme comme la forme la plus convenable pour le traitement des
signaux parce qu’elle satisfait a la majorité des propriétés outre l'addition. Elle
permet aussi de fournir des résultats conformes avec ceux de la forme continue et
plusieurs algorithmes rapides ont été mis en place pour son implantation. Pei a
surmonté l'inconvénient de I'addition en fournissant une relation qui convertit les

résultats de la transformée d'un angle «, en un angle a, sans passer par la

transformée inverse.

La forme générale de cette transformée discréte est définie par I'équation suivante :

( 1 , N
X, [ml= 2M+lexp( jm*q12) =Z_Nx[n] (6.14)

exp(—j27znm/2M +1)exp(jn’p/2)

ou
M2>N (6.15)
et
p = cot(a)Au’ (6.16)
g = cot(a)At*

et sa transformée inverse :

(1 | N
Sl =\ 3 PP 2 Koy L) (6.17)

exp(j2zanm/2M +1)exp(—jm°q/2)

Les parameétres p et q dans la définition controlent la multiplication de la fonction de
"Chirp” dans le domaine temporel et fréquentiel respectivement. Si on choisit p=q et
M=N, la matrice de la Transformée Discrete Fractionnelle de Fourier sera
symétrique et orthogonale. La transformée inverse sera la conjuguée de la matrice

de la transformée a sens directe. A ce stade, on peut donc définir la transformée
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fractionnelle et son inverse par les équations suivantes aprés avoir effectué les

changements sur les parametres p, q, Net M :

1 . 2 S
Xiplml =\ SPUm P D 3l (618

exp(—j2znm/2N +1)exp(jn’p/2)

I . N
R et (S 22, Xiplm] (6.19)

exp(j2znm/ 2N +1)exp(-jm’p/2)

6.2.Transformée Discréte Bidimensionnelle Fractionnelle de Fourier

La transformée bidimensionnelle directe est décrite par I'équation suivante :

1 ) N N
Xoplv,ul= N1 exp(ji(u’ +v*)p/ 2),,,; ZN x[m,n] (6.20)

exp(—j27(nu+mv)/ 2N + D exp(j(n* +m*)p/2)

et son inverse par I'équation suivante :

N N
i +mHp/2 X
N 1P+ m)p )ZVZN wlru] (6.21)

exp(j2m(nu+mv)/ 2N +1)exp(—j(u’ +v*)p/2)

Xplm,n]=

Comme la fonction de base de notre transformée est séparable, alors I'algorithme
de ligne colonne de la transformation bidimensionnelle peut étre appliqué pour
définir la transformée bidimensionnelle discrete fractionnelle de Fourier.

En réécrivant I'équation (6.20) sous la forme suivante :

X ,)[m]=F , x{n] (6.22)

ou

1 . . .
F, = N1 exp(jm’p/2)exp(—j2anm/ 2N +1)exp(jn’p/2) (6.23)

La transformée bidimensionnelle apres l'application de l'algorithme ligne colonne

sera .

X, [v,ul= F;p)x[m,n]];:;) (6.24)
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. -1
ou FEp) et Ep)

sont les matrices de la transformée fractionnelle d’ordre (p) et la
transformée fractionnelle inverse d’ordre (p) respectivement.

et son inverse est :

X [m,n] = Fi,) X, [v,ulF,, (6.25)

6.3.Propriétés de la Transformée Discréte Fractionnelle de Fourier :
Symétrie :
Pour que la matrice de la transformée soit symétrique il faut que :
F, [m,n]=F [n,m] (6.26)

En examinant I'équation de la matrice, on réalise que si on change m par n et n par
m dans I'équation (6.23), le résultat de ce changement n’affecte pas I'équation et
elle reste toujours égale a I'équation de départ.

Conjugaison :

En comparant les deux équations (6.20) et (6.21) de la matrice de la transformée de
sens direct et de sens inverse respectivement, on réalise qu’'on peut déduire I'une
de l'autre en prenant les conjugués de leurs fonctions exponentielles.

Fop=Fy) 6.27)

Renversement temporel :

Dans I'équation (6.20) est définie la transformée fractionnelle dans le sens direct si
on change n par —n, on apergoit que le seul changement est fait sur I'exponentiel
commun entre n et m et les autres exponentiels restent intacts. Par similarité aux

propriétés de renversement temporel de la Transformée Discrete de Fourier, on

peut dire :
Si
X, [m]=TDFrF {x[n)} (6.28)
Alors
TDFrF {x[-n]} = X, [-m] (6.29)

Conservation de I'énergie :
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Pour que cette transformée conserve I'énergie, elle doit obéir au théoréme de

Parseval :

N

\Xu»[m]r ==Y n]f (6.30)

== n=—N

Preuve :

mjv—N n;—N I=—N (631)
= > Y Sn-Dafnlx[1]
n=—NI=—N

Pour une liste compléte de toutes les propriétés vous pouvez vous référer a 'article
de Pei [28].

6.4.0rthogonalité de la Transformée Discréte Fractionnelle de Fourier

Pour que cette transformée soit orthogonale, on doit démontrer que

(Fonin Fany) = {C’ =1 (6.32)
0, m=#m,
ou c est une constante et
E =exp(jm,’p/2)exp(—j2anm, /2N +1)exp(jn’p/2) (6.33)
Fpe =exp(jm,’p/2)exp(—j2znm, /2N +1)exp(jn’ p/2) (6.34)

et la fonction(x,y) est définie par I'équation (2.58). Alors

2N
<F”’"1 Fme > = exp(jm?p/2)exp(—j2znm, /2N +1)exp(jn°p/2)
n=0

2N+177 2N+1

(6.35)
exp(—jm,’p/2)exp(j2znm, /2N +1)exp(—jn’p/2)
2N
<F2’}Q";1,F2”,(,"+21> = exp(j(m?—mi)p/2)exp(-j2zn(m,—m,)/ 2N +1) (6.36)
n=0

Il y a deux cas a étudier :

m, =m,
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2N "
(Fzm,Fz"N"h) = exp(—j2zn(0)/ 2N +1)exp(j(0)p/2) = 2N +1 (6.37)

n=0

2)m, #m,

2N
(Fow P ) = > exp(jmym,pl 2)exp(= j2zn(m,)/ 2N +1)
n=0

(6.38)
2N
= exp(jm,m,p/ 2)2 exp(—j2zn(m,)/2N +1) =0
n=0
ou
m, =m +m, (6.39)

m, = m, —m,

6.5.Application de la TDFrF a une classe de signaux :

La Transformée Discréte Fractionnelle de Fourier (TDFrF) et son inverse sont
programmés pour calculer et afficher les résuitats de la classe des signaux du
tableau (2.2). Cette étude est faite pour plusieurs ordres.

Signal d’échelon : x[n] = u[n]
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Figure 6. 2: Transformation d’un signal d’échelon par la TDFrF.
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Signal sinusoidal
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(a) @=047/2.(b) x=067/2.(c) a=087/2.(d) a=x/2

Signal exponentiel

1
it \
b
9 ; . ’ .
o 20 I 60 £l 100 120 140
04 7 . ; . .
o2} SN, 4
P
S ST ] 20 45 B0 Eij
2
1 \‘ 4
U «
g 20 40 &0 80 100 120 140

: x[n] = exp(—an)

40

1 T
05»\
P BN i
(] 3 W B 0 1@ 14
04 ; .
azf P
_,_,—// \\\.—
a ; ‘ . :
W e 40 20 0 2 40 80 80
a
i
Iy
e J
0 0 0 &0 T TR



) )
05 1 08 K 4
!
\
D . i I 1 1 n A 1 i 1
5] 20 40 60 80 100 120 140 ] Pl 40 60 5] 100 120 148
0.4 04 T
0z T q 0z Eala q
/ .. s e
R %\"‘“‘-w__ _..__—-—""’// [
&0 B0 A0 20 i} 20 40 €0 ) 0 60 40 20 a 20 40 B0 80
2 2 T
1 1 1 ‘\‘ .
(1) q 0 1
g i i & o 0 I 140 o E i & Eq 100 ] 140
(©) (d)
Figure 6. 5: Transformation d’un signal exponentiel par la TDFrF.
@) a=04r/2.(b) a=0.67/2.(c) a=087/2.(d) a=7x/2
Signal triangulaire : x[n]=A,
1 T T 7
o B
// \\\
05t o . 1 05} .
P T,
0 // A 1 1 I 1 l\\ a A, L 1 1 1
0 2 40 60 80 100 120 140 8 ) 40 B0 &0 100 120 140
2 a4 T
A\\
1 / p p 62 P 4
7 AN e
0 : L i ) 1 L 1 L 1 A
80 -B0 AT -20 1) 20 A0 80 80 B0 60 45 20 g 20 40 &0 80
15 2
1 o e 1 4
T B
- S S,
08 /// \ | il |
UD 2;3 4‘0 8‘0 S:J 1I‘JIJ 1éﬂ 140 ! o 2EI 4;3 Bb B;.') 16& ‘léO 140
() (b)
1 - - 1 T P n -
> P - T
T e .,
05 < s . ot // e ¥
// \\\ L o,
L - o .
o . i j ; , e o . . j ; . ;
0 n 40 B0 80 100 120 t40 0 20 40 80 80 100 120 140
3 T T 3 T T
%
2 \ E il d
1 % ] 2t | J
) CA . . ; e
80 80 40 20 0 20 40 =t} 80 80 60 -40 20 G 20 40 80 60
15 i .
-~ 5
1 T 9 s T
e e, 08 T . ]
13 /,,/ \\\M 4 - Y
o 1 n L n 5 i e . L . L :
0 20 40 60 80 100 120 140 a 20 40 B3 80 00 120 140

(©)

Figure 6. 6: Transformation d’un signal triangulaire par la TDFrF.

(@) a=047/2.(b) a=0.67/2.(c) a=0.87/2

(d)
D) a=x/2

70



Signal de rampe :x[n]=n
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Figure 6. 7: Transformation d’un signal de rampe par la TDFrF.

@) a=04r/2.b) a=06x/2.(c) a=087/2.(d) a=x/2

Signal bidimensionnel  :x[n]=image
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(©) (d)
Figure 6. 8: Résultat de 1a transformation d’une image par la TDFrF.

@) a=047/2.(b) a=0.67/2.(c) a=087/2.(d)y a=xn/2
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7. Application a la Reconnaissance de la parole

La parole est produite par le passage d’air a travers plusieurs obstructions et
cheminements, comme le larynx, la gorge, la bouche, la langue, les lévres etc., dans
le systéeme vocal de I'étre humain. Elle est émise sous la forme d’'une série d’ondes.
Pour convertir ces ondes en des mots écrits, une série d'opérations doit étre
appliqguée. Ces opérations contiennent I'acquisition et la représentation des ondes
sous forme de notations appropriées, la production de vecteurs qui représentent les
tranches temporelles de I'entrée convertie, le groupement et la purification d’entrée.
Cela est suivi par un assortiment des résultats contre une bibliothéque de vecteurs
de phonémes connus, le choix de la série de lettre la plus susceptible et finalement

I'organisation des mots écrits d’une fagon significative.

7.1.Systéme de la reconnaissance de la parole :

Dans chaque stade d’opération, il y a plusieurs techniques qui peuvent étre utilisées
pour atteindre notre but. Pour la représentation des ondes de la parole, des
Transformées reliées a Fourier ont été utilisées par plusieurs chercheurs.

La figure ci-dessous montre un diagramme fonctionnel général d’'un systéme de
reconnaissance de la parole. Par la suite on décrira brievement chaque bloc
fonctionnel et ensuite on élaborera le role de la Transformée de Fourier et ses

transformées reliées dans la représentation du signal de la parole.

O“‘_":ef _____ oj Acquisition defa Représentation Quantification
voix du signal vectorielle
i 1
Comparaison Régle de Mots
des vecteurs décision e 3
dispositifs

I

Base de
données

Figure 7. 1: Diagramme Fonctionnel général d’un systéme de reconnaissance de la parole.
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Acquisition de la voix :

La parole est saisie a I'aide du microphone qui transforme les ondes propagées, en
des signaux. Ces derniers peuvent étre enregistrés pour un traitement direct ou

ultérieur. La figure (7.2) représente un signal vocal saisi par un microphone.

L #
A

Figure 7. 2 : Signal vocal d’une personne.

Le signal de la parole passe dans un filtre qui élimine et réduit le bruit pour assurer
que le signal contient seulement la parole. On trouve plusieurs techniques et
systémes de filtrage qui sont utilisés dans les systemes de la reconnaissance de la
parole. Parmi ces techniques on cite le systéme ‘Voice Recognition Enhancer’ [61].
Ce systeme fournit une réduction de bruit de 6 a 18 dB sans affecter ou détruire les
éléments de la parole dans le signal.

Représentation du signal :

Le but de ce bloc est de représenter le signal de la parole d’'une facon on peut retirer
les composantes fréquentielles du signal et le temps associé a chacune. Parmi les
techniques utilisées pour atteindre ce but on cite le Codage Prédictif Linéaire (CPL)
et I'Analyse Cepstrale. Le Codage Prédictif Linéaire se base sur une supposition
que la parole est produite par un ‘buzzer au bout d’un tube. Le CPL analyse le
signal de la parole en estimant les ‘formants’ qui sont produites par le tube et ils sont
caractérisés par leur résonance. Aprés I'estimation de ces formants le CPL reduit
leur influence sur le signal de la parole. Le CPL ensuite estime les ‘Buzz’ dans le
signal de la parole qui sont caractérisés par leur intensité et leur fréquence. Comme
le signal de la parole varie avec le temps le CPL est appliqué sur des petits

intervalles de temps.
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L’analyse Cepstrale consiste a calculer la Transformée de Fourier de petites
fenétres de la parole, décorréler le spectre obtenu a l'aide de la Transformée
Discréte en Cosinus et ensuite choisir la premiére composante signifiante.

Quantification Vectorielle :

Dans ce bloc, les vecteurs obtenus du bloc précédent sont groupés ensemble pour
former des ‘Clusters’. Ce groupage de données est connu sous le nom
‘Partitionnement de données’. L’idée de ce groupage est de partitionner les données
en sous-ensembles dont les vecteurs possédent des traites communs. Les vecteurs
qui appartiennent a un sous-ensemble, sont représentés par le vecteur du centre
de leur sous-ensemble. Parmi les techniques utilisées pour la partitionnement de
données on cite le ‘K-means’ et le ‘Fuzzy c-means’. Ces vecteurs obtenus sont
quantifiés pour réduire leur taille.

Comparaison des vecteurs dispositifs et Base de données :

Aprés la Quantification Vectorielle, les vecteurs dispositifs obtenus seront assortis a
une base de données qui contient des vecteurs représentants toutes les phonémes
de la langue pour différents orateurs et par différentes prononciations.

Régle de décision :

Les vecteurs les plus probables obtenus du bloc précédent passe au dernier bloc ou
la langue est modélisée. La modélisation de la langue a le but de choisir les mots

d’une fagon significative et de réduire le taux d’erreur.

7.2.Transformée de Fourier dans la reconnaissance de la parole :

Dans la figure (7.2), on remarque qu’'on ne peut pas déduire la parole dite en
examinant le signal. Puisque les composantes fréquentielles d’'un signal sont les
informations les plus importantes et nécessaires pour l'identification de la voix, alors
une transformation qui produit ces composantes fréquentielles est nécessaire. La
technique la plus commune est la Transformée de Fourier. La Transformée de
Fourier n'est qu'une représentation du signal sous forme de fréquences et
d’amplitudes codifiés dans le signal.

La Transformée de Fourier nous fournit une relation entre le temps, la fréquence et

Famplitude qui est une combinaison parfaite pour la reconnaissance. Cependant, la
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,/‘\
Transformée de Fourier manque un facteur trés important pour la reconnaissance
de la parole : le temps associé a chacune de ces composantes fréquentielles. En
effet, la Transformée de Fourier ne donne aucune indication a quel temps ces
composantes fréquentielles se produisent. Elle considere que chaque fréquence
existe pendant tout l'intervalle de temps. Pour montrer le probléeme d’une fagon plus
claire, considerons deux signaux différents x, et x,
x, =cos(wyt) +cos(w,t) > 0<¢<2s (7.1)
cos(wt) >0=t<ls (7.2)
X, = .
> cos(wyt) > 1<t <2s
1 T
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Figure 7. 3 : Performance de la transformée de Fourier sur des signaux stationnaire et non stationnaire.
(a) Graphique de x, dans le temps, (b) graphique de x,dans le temps, (c) transformée de

Fourier de x, et (d) transformée de Fourier de x,
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La Transformée de Fourier de x et x, donne des résultats identiques méme si les

deux signaux d’entrée sont différents, figure (7.2). Ceci fait en sorte que la
Transformée de Fourier ne peut étre utilisée qu'avec des signaux dont les
fréquences existent pendant tout l'intervalle de temps, ou en d’autres termes avec
les signaux stationnaires. Cependant, les signaux de la parole sont rarement
stationnaires et les fréquences existent dans de petits intervalles de temps. La
transformée de Fourier traditionnelle, telle que présentée jusqu’a ce point n’est donc

pas appropriée pour la reconnaissance de la parole.

Les chercheurs ont surmonté ce probléeme en introduisant de nouvelles
transformées qui sont reliées a la transformée de Fourier comme la Transformée de
Fourier a Court Temps [36] et la Transformée Fractionnelle de Fourier [37].

La premiere solution décompose le signal en petits intervalles de temps de N points
a laide de fenétres. Pendant chaque intervalle on considére que le signal est

stationnaire ce qui nous permet d’appliquer la transformée de Fourier :
x[n]=s[n]w[n]>n=01..N (7.3)

ou x[n]est le signal dans un intervalle de N points, s[n]est notre signal de la parole,

w[n]est la fenétre utilisée, limitée a N points.

La TFCT (Transformée de Fourier a Court Temps) nous donne la réponse

fréquentielle X[k]de x[n]. X[k] est la convolution entre la transformée de Fourier
de s[n]et celle de w[n].

Ceci nous donnerait les fréquences d’'un signal et leurs endroits dans le temps.
Cette analyse est connue sous le nom « analyse temps-fréquence ».

La transformée de Fourier a court temps a résolu le probléme de l'association
temps-fréquence mais a introduit un nouveau dilemme sur comment choisir la
fenétre la plus convenable pour la reconnaissance de la parole.

Plusieurs chercheurs ont étudié et comparé les fenétres traditionnelles comme la
fenétre rectangulaire, la fenétre triangulaire, la fenétre de Blackman, la fenétre de

Hanning, la fenétre de Hamming etc., pour déduire quelle fenétre est la meilleure
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pour la représentation des signaux pour la reconnaissance de la parole. Les critéres
sur lesquels les chercheurs se sont basés, sont des critéres de filtrage en général :
'amplitude du signal apres le passage par la fenétre doit étre le plus proche de celle
du signal avant le passage par la fenétre. Ceci s’ajoute a la résolution spectrale et
I'étalement spectral des fenétres.

D’apres [38], la fenétre de Hamming est la plus convenable. Ces conclusions sont
basées sur la forme de la transformée de Fourier de cette fenétre; figure (7.3), ou la
largeur du lobe principale est grand et les lobes sous principaux sont moins grands.
Rozman et al [39], est allé plus loin en posant la question suivante

“Est ce que les criteres choisis sont les meilleurs pour la reconnaissance de la

parole ?”

Figure 7. 4: Fenétre de Hamming et sa transformée de Fourier.

Le graphique a gauche est la fenétre de Hamming dans le temps cela a droite est la

transformée de Fourier de la fenétre de Hamming.

Pour répondre a cette question, il a pris comme référence le systeme auditoire de
'étre humain pour développer de nouveaux critéres pour les fenétres. En se basant
sur ces nouveaux critéres, Rozman a proposé un design pour les filires RIF. Ce
design donne des filtres avec une erreur minimale selon le critére de Chebysheve.
Ces nouveaux filtres sont maintenant utilisés comme des fenétres dans la
Transformée de Fourier a Court Temps.
La méthode de la deuxieme transformée ; la Transformée Fractionnelle de Fourier
qui a été décrite dans le chapitre (6) représente le signal de la parole dans le plan

temps fréquence aprés une rotation par un angle « quelconque plus petit que z/2.
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Par cette rotation du signal de la parole, les composantes fréquentielles du signal et
leurs endroits dans le temps seront explicites a 'analyseur.

Probléme de ces solutions :

Pour bien représenter un signal dans le plan temps fréquence, il faut que la
résolution dans le temps soit assez grande (pour qu’elle puisse contenir plus qu'une
période) pour les basses fréquences et petite pour les hautes fréquences. Les deux
transformées présentées ci-dessus ne peuvent étre utilisées qu'avec des résolutions
fixes. Les fenétres doivent étre de méme largeur et la rotation des axes doit étre
faite sur le long de I'axe et pour toutes les valeurs.

Pour cette raison, la Transformée en Ondelettes [40] a été suggérée comme une
technique de représentation parce qu'elle transforme le signal au plan temps

fréquence avec une résolution variable.
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8. Application a la compression des images
8.1.Introduction

Avec ['évolution rapide des ordinateurs et I'utilisation excessive des images, les
chercheurs ont travaillé sur des algorithmes qui les compressent. Ces algorithmes
ont but de réduire 'espace de leur enregistrement dans la mémoire ou de faciliter
leur transmission. Ces algorithmes sont divisés en deux familles : les algorithmes de
compression sans perte d’information et les algorithmes avec pertes d’informations.

Algorithmes sans pertes d’informations :

Les algorithmes sans pertes d’'informations doivent obéir au théoréme de Shannon
[41], qui stipule qu’il y a des limites sur la compression qui doivent étre respectées
pour qu’'on ne perde pas d’informations.

Parmi ces algorithmes, on retrouve les algorithmes de Lempel-Ziv [42, 43, 44] qui se
fondent sur la représentation des séquences de bit du signal d’entrée. Les
séquences fréquentes sont représentées par un petit mot de code et les séquences
moins probables par des mots de code plus grands.

Deux autres techniques probabilistes ou codage d’entropies telles que I'algorithme
Arithmétique [45] et le codage de Huffman [46] existent. La premiere commence a
déterminer un modele prédictif de données ou une prédiction des patrons (patterns)
qui se trouvent dans le message qu’il transforme en un nombre binaire. La
deuxiéme technique, l'algorithme de Huffman, est un cas spécial d’algorithme
arithmétique avec la seule différence qu’il transforme chaque symbole en un nombre
binaire. Cependant, afin d'améliorer le taux de compression de ces deux
algorithmes pour les images, de bons modéles prédictifs sont indispensables.

A la différence d'autres formes de données, la valeur d'un Pixel dans une image est
fortement corrélée avec les intensités des Pixel environnants. Ceci a mené a la
réalisation que le premier dérivé d'une image contient moins d'information que
I''mage de source [47]. Par conséquence, des techniques ont été développées
comme la Modulation de Delta (MD) [48] et la Modulation du Codage d’'Impulsion de
Delta (MCID). Dans ces techniques, ceux sont les différences entre les pixels

consécutifs qui sont encodées plutdt que les valeurs des pixels elles-mémes. Mais
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avec la croissance continue de la taille des images, davantage compression était
nécessaire.

Une technique plus efficace est employée sur les images pour fournir un contexte
bidimensionnel pour chaque pixel. Cette approche permet a [linformation
contextuelle d’étre appliquée dans le processus de prédiction ou de prévision des
pixels. Pour améliorer les capacités prédictives du codeur, et ainsi le taux de
compression, plus d'un Pixel précédent peut étre employé pour la prediction.
Cependant, pendant que plus de Pixels sont employés, la performance tend a se
dégénérer. Les meilleurs algorithmes de compression sans pertes disponibles
actuellement sont basés sur cette technique. Parmi ces algorithmes, on peut relever
le codage adaptif contextuel sans perte des images (CALIAC) [49]. Dans ce
systeme 12 pixels sont employés pour prévoir la valeur du prochain et quatre
évaluations de gradients locaux sont calculées a travers I'axe horizontal et vertical
ainsi que les deux diagonaux. Méme si ce systéme de compression sans perte est
parmi les algorithmes les plus efficaces, il est rarement utilisé a cause sa complexité
et sa grande consommation de temps. Le JEPEG-LS [50] est un autre algorithme
toujours dans la méme famille de compression sans perte qui ressemble a CIALIC
mais plus efficace. Dans ce systéme seulement 4 pixels précédents sont employés
dans la prédiction de la prochaine.

Méme si tous ces algorithmes représentés ci-dessus fournissent des performances
relativement bonnes pour la compression des images, ils n'ont pas réussi a réaliser
des taux de compression trés élevés. A la différence du texte, les images peuvent
étre légérement tordues et ces changements sont imperceptibles dans le résultat
final. Ceci signifie que le théoréme de Shannon [41] sur les taux de compression
n'est pas une obligation pour la compression des images. En effet, les algorithmes
des compressions d'images qui n‘obéissent pas au théoréme de Shannon forment
la deuxieme famille d’algorithmes avec pertes d’informations. Les algorithmes de
cette famille fournissent des taux de compression beaucoup plus élevés qui

surpasse la performance de la majorité des algorithmes sans perte.
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Algorithmes avec pertes d’informations :

La plupart des algorithmes de compression d’'image avec pertes qui ont un taux
élevé, sont basés sur l'utilisation de la transformation bidimensionnelle de I'image.
Le but de cette transformation est de convertir les données de I'image de leur
domaine spatial en un autre domaine (comme le domaine fréquentiel dans la
transformée de Fourier), dans lequel les informations significatives sont reduites.
Toujours dans le domaine de la transformée, on conserve les composantes qui
contiennent ces informations significatives et on rejette les autres. Les résultas de
ces transformations peuvent étre convertis de nouveau au domaine original par
lapplication d’une transformation inverse. Par conséquence seules les transformées
réversibles peuvent étre utilisées.

La sélection des composantes peut étre faite d’'une fagon simple par une sélection
séquentielle de chaque composante jusqu'a ce qu’un niveau désiré de reproduction
soit atteint. Cependant, en choisissant les composantes de cette fagon on retient
beaucoup de composantes qui ont peu ou pas deffet sur 'image reproduites ou
finale. Afin améliorer la performance de la sélection et du systéme de compression
en général, le standard JPEG [51] utilise des tables de quantification pour quantifier
ces composantes. Une fois les composantes sont quantifiées, celles qui dépassent
un seuil prédéterminé sont conservées et les autres sont mises a zéro. Le nombre
des composantes conservées est inversement proportionnel au taux de
compression. Ceci étant dit, les transformées qui compressent toute l'information de
I'image dans le plus petit nombre de composantes possibles est considéré comme
une transformée optimaie [25, 52].

La transformée qui fournit de tels résultats est la transformée de Karhunen Loéve
(TKL) [25]. Cependant, cette transformée est extrémement complexe et comme sa
fonction de base est déduite de I'image d’entrée, elle est inutile pour la compression
des images.

La Transformée Discréte en Cosinus (TDC) est la meilleure transformée utilisée
dans les algorithmes de compression d’'images avec pertes et elle a démontré son

efficacité et sa supériorité sur les autres transformées. Cela grace a sa performance
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asymptotique a celle de la transformée optimale de Karhunen-Loéve [6, 25, 52]. Le
standard JPEG est basé sur la TDC [51].
La Transformée Discréte en Cosinus appartient a une classe des transformées dont
la fonction de base est orthogonale. Dans cette classe, on trouve d’autres
transformées qui sont encore utilisées dans la compression d'image comme la
Transformée Discréte de Fourier, la Transformée Discrete de Hartley et la
Transformée Discrete de Walsh Hadamard et autres.
Une des nouvelles transformées récemment développées et appartenant a la famille
des transformées orthogonales est la Transformée Discrete Fractionnelle de
Fourier. Son application dans les différents domaines du traitement des signaux est
en croissance rapide. En étudiant cette transformée, on a démontré qu’elle possede
un grand potentiel dans la compression des images puisqu’elle a pu réaliser des
taux de compression acceptable en I'appliquant sur des signaux unidimensionnels,
exponentiels et autres [53).
Notre motivation dans ce qui reste de notre recherche est de tester la performance
de la transformée fractionnelle de Fourier dans la compression des signaux
bidimensionnels. |l restera a présenter les objectifs gu'on désire atteindre a la fin de
cette analyse :

1- Trouver laquelle parmi les transformées orthogonales sous optimales

étudiées dans les chapitres précédents est la plus optimale.
2- Evaluer la performance de la Transformée Discréte Fractionnelle de Fourier

dans le domaine de compression de I'image.

8.2.Description de I’Algorithme :

La définition de la transformation que nous emplioyons pour une image de N x N
pixels est donnée dans les équations suivantes :

N-IN-1

S[u,v]=ZZS[x,y]f[x,y,u,v] (8.1)

x=0 y=0

N-1N-1

sToyl= 3, 3 Slu,viglx, y,u,v] (8.2)

u=0 v
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L'équation (8.1) représente limage transforméeS[u,v], ol u et v sont les
coordonnées de I'image dans le domaine de la transformée. s[x, y] est I'image, ol x
et y sont ses coordonnées dans le domaine normal. f[x,y,u,v] est la fonction de

base de la transformée utilisée. L’équation (8.2) donne la transformation inverse.

La complexité de I'algorithme pour le calcul de la transformée d’'une image de N x N
estO(N*). Le calcul de la fonction de base f qui est formée de quatre dimensions

est excessive et demande un grand espace dans la mémoire pour 'enregistrer.

Les variables de toutes les fonctions de base qui vont étre utilisées sont séparables.
Ce qui signifie que la transformation bidimensionnelle peut étre factorisée a une
série de transformation unidimensionnelle en appliquant I'algorithme ligne colonne.
Les équations (8.1) et (8.2) prendront les formes suivantes aprés la séparation de

variables :

N-1N-1

Stuv1=Y">" flu, plslp.q1/1g,v] (8.3)

¢=0 p=0
, N-1N-1
s[xy1=2.> glx, p1S[p.qlela, y] (8.4)
g=0 p=0
Dans les équations (8.3) et (8.4) on peut facilement démontrer que le nombre
d’'opérations exécutées pour la computation de la sortie est égale a0O(2N?).

La proceédure décrite ci-dessus peut étre représentée dans I'algébre linéaire comme

une multiplication des matrices :

S =FsF™ (8.5)

s =GSG™ (8.6)
Ou F et G sont les matrices équivalentes a f et g respectivement. En combinant
les équations (8.5) et (8.6) on trouve :

s=GFsF'G™ (8.7)

L’équation (8.7) est valide seulement quand G est l'inverse de F et G'est l'inverse
de F'. Comme toutes les fonctions de bases sont orthogonales alors il facile de

démontrer que G = F~'. L’orthogonalité et la propriété de séparation des variables de
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la fonction de base nous ont aidées a reduire la complexité de notre algorithme de
O(N*) a0(2N?).

Encore, l'algorithme peut étre amélioré en appliquant les algorithmes rapides
introduites pour chaque transformée [9, 22, 48, 49] qui réduisent la computation d’un

vecteur de N points de O(N*)aO(Nlog, N). Ceci rend la complexité de notre

algorithme de traitement d'images a O(2N* log, N).

8.3.Méthode Expérimentale :

Dans cette section on discutera I'approche suivie pour comparer la performance de
chaque transformée que lI'on a étudiée. On commencera par une explication de
'étude réalisée et ensuite on passera a la présentation des parametres adoptés
pour mesurer la performance et la technique de sélection des composantes
employées dans la reconstruction de I'image.

Pour effectuer une comparaison sur la propriété de compacité d’énergie de ces
transformées, il était nécessaire d’analyser leur performance sur un certain nhombre
d’'image de différentes natures. Pour cette raison on a choisi deux images qu’on va
désigner par image de test #1 et image de test #2.

La premiere est la photo d’'une personne et la deuxiéeme est une panoramique du
centre ville de Montréal. Ces images sont affichées dans la figure (8.1) et (8.2)

respectivement.

Figure 8. 1: Image de test#1
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Figure 8. 2: Image de test#2

Chacune est une image de 256x256 pixels ou lintensité de chaque pixel est
encodée par 8 bits dans I'échelle de gray.

Pour analyser et évaluer la performance de chaque transformée, on a calculé
lerreur dans limage reconstruite pour différents nombres de composantes
employées dans la reconstruction. Ces erreurs sont évaluées par le calcul de
I'erreur quadratique moyenne (Mean Square Error) et le rapport signal maximal bruit
( Peak Signal to Noise Ratio ) qui sont définies par les équations (8.8) et (8.9)

respectivement :

=z

1N

eqm =3 S |10, )~ RG, j)f (8.8)

Il
<

Max,
\Jegm

Ou I3, j)et R(, j) représentent les composantes de I'image originale et reconstruite

PSNR =20log,, (8.9)

respectivement. Max, est le dynamique de 'image,dans notre cas est égale a 255

parce que les pixel sont codés par 8 bits. La performance est considérée bonne si la
valeur d’egm est petite et le PSNR est grand.

Pour la sélection des composantes significatives, une procédure similaire a celle
utilisée dans le standard JPEG [51] est adoptée. La procédure conserve les

composantes qui sont plus grandes d'un seuil prédéterminé et rejette les autres. Par



87

cette procédure les composantes moins significatives dans l'image sont rejetées
sans qu’elles n’introduisent un grand bruit dans I'image reconstruite.

La méthode présentée ci-dessus nous aide a comparer les transformées pour les
propriétés de compacité d’énergie. Cependant, cette propriété n’est pas constante
pour la Transformée Discréete Fractionnelle de Fourier. Elle varie lorsque l'ordre «
de la transformée fractionnelle varie. Pour cela il est nécessaire d’effectuer notre

analyse pour plusieurs valeurs de « .

8.4.Résultat et Analyse :

Dans cette section on discutera les résultats obtenus aprés la transformation des
images mentionnées dans la section (8.3). On commencera par discuter les
résultats individuels de chaque image et ensuite on finira par un résumeé de résultats
et une discussion genérale.

Notre algorithme n’a pas inclus un systéeme de quantification de composantes, ceci
signifie que si toutes les composantes sont employées dans la reconstruction de
limage, il n'y aura pas d’erreur entre 'image originale et I'image reconstruite. Les
graphes dans les figures (8.3) et (8.4) présentent les résultats de toutes les
transformées pour l'image test#1 et I'image test#2 respectivement. Chaque graphe
affiche la valeur de lerreur (rapport signal maximal bruit) lorsque plus de
composantes sont employées. Cela nous aide a évaluer la propriété de la compacité
d’énergie de chaque transformée.

Pour que notre analyse soit crédible on a présenté dans le tableau (8.1) la valeur de
Perreur pour chaque transformée lorsque 20% des composantes sont employees

dans la reconstruction des image.

Image de test#1 Image de test#2
PSNR (dB) PSNR (dB)
TDC 96 TDC 89.9
TDH 94 TDH 89.7
TDF 90 TDF 86.2




Tableau 8. 1:Valeurs de I’erreur lorsque 20% des composantes sont employées.

TDFrF (0.9) | 89 TDFrF (0.9) | 85
TDFrF (0.8) | 865 TDWH 84
TDWH 85 TDFrF (0.8) | 82.5
TDFIF (0.6) | 82 TDFrF (0.6) | 76
TDFIF (0.4) | 75 TDFIF (0.4) | 70

Image de test#1 :

En examinant les résultats de cette image dans la figure (8.3) on peut aisément

déduire que la Transformée Discréte en Cosinus (TDC) fournit la meilleure qualité
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de reconstruction, par conséquence la plus haute compacité d’énergie. La TDC est

suivie par la Transformée Discrete de Hartley (TDH) et ensuite par la Transformée
Discrete de Fouiner (TDF). La Transformée Discréte Fractionnelle de Fourier
(TDFrF) et la Transformée Discréte de Walsh Hadamard (TDWH) ont une plus

mauvaise performance. On remarque que la performance de la TDWH se situe

entre ceux de la transformée fractionnelle d’ordre (a =0.87/2) et d’ordre

(@=0.67/2).
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Figure 8. 3: Perreur (PSNR) sur pourcentage des composants de transformées pour ’image de teste#1.
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Image de test#2 :

Les résultats, figure (8.4), de 'image de test#2 dont la variation entre les pixels est
plus grande que dans la premiére image révele que la performance de toutes les
transformée est un peu dégradée. La performance de la Transformée Discréte en
Cosinus (TDC) est maintenant adjacente a celle de la transformée Discrete de
Hartley (TDH) ceci signifie que la TDC est plus affectée par la dégradation que la
transformée de Hartley.

Bien que la performance de la Transformée Discréte de Fourier soit un peu
dégradée, elle a relativement maintenu son niveau de compacité d’énergie. Pour la
Transformée Discrete de Walsh Hadamard on remarque qu’elle a fournit une
meilleure performance dans cette image que dans limage précédente. Sa
performance est remontée pour étre inscrite entre celle de la transformée

fractionnelle d’ordre (a =0.87/2) et dordre(a¢=0.97/2).

Image.de tested?
100 T T T T T

an+

85

PSHR(IE)

80+

Fid o

7l
DD 30 40 50 60
Pourcentage des composantes

Figure 8. 4: Perreur (PSNR) sur pourcentage des composants de transformées pour I’'image de teste#2.
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Résumé des résultats :

Aprés avoir examiné et analysé les résultats des transformée pour les deux images
de test, on peut aisément conclure que la Transformée Fractionnelle et la
Transformée de Walsh Hadamard sont moins performantes que les autres
transformées. En comparant ces deux derniers a part, on remarque que la
Transformée de Walsh est moins affectée par la dégradation produite sur la
performance dans la deuxiéme que la Transformée Fractionnelle.

Quant a la Transformée Discrete en cosinus qui était la meilleure dans la premiére
image, sa performance se dégrade pour se joindre a celle de la Transformée de
Hartley dans la deuxieme image. Finalement, la Transformée Discréte de Fourier a
relativement maintenu sa position dans le palmarés de performance pour les deux
images. Il faut noter ici que la courbe de la performance de la Transformée Discréte
de Fourier est tracée en utilisant seulement la valeur absolue des composants. Par
cela une partie de l'information que cette transformée fournit (la phase), était éliminé
dans notre étude. Par conséquence, la performance de la transformée discréte de

Fourier est un peu dégradée par rapport a sa performance calculée avec la phase.

8.5.Discussion:

Toutefois pas problématique pour cette analyse, il y avait un certain nombre de
limitations qui ne peut ne pas étre mentionné. Ces limites dévoilées ci-dessous
élargissent les horizons de la recherche dans le domaine du traitement de signaux.

Sélection des composantes :

Cette limite s’encadre dans la méthode adoptée dans notre étude pour la sélection
des composantes qui seront employées dans la reconstruction de lI'image. Dans nos
études, on a considéré les composantes dont la valeur dépasse un seuil
prédéterminé comme les composantes significatives de l'image transformée. Par
cette supposition, on n’a pas pris en considération la fiabilité du seuil choisi. Dans
les techniques réelles les composantes sont quantifiées d'abord selon leurs
importances dans l'image et aprés un seuil leur est appliqué. De cette facon Ia, le
seuil peut étre choisi adéquatement par rapport aux composantes. Notre algorithme
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n'a pas intégré cette technique complexe qui nécessite un temps qui depasse la
portée de ce mémoire.

Analyse de la performance

Dans lanalyse de la performance adoptée, la seule limitation relativement
signifiante dans cette étude est dans la fagon avec laquelle I'erreur a été mesurée.
L’erreur dans I'image reconstruite a été évaluée par des techniques mathématiques
relativement primitives (egm et PSND).

A la différence d’autres signaux, 'erreur dans les images est pergue mais n'est pas
mesurée par I'ceil humain, ce qui rend nos parametres de mesure pas trés efficace
pour tester la qualité de I'image compressée. Dans le but de résoudre ce probléme,
une échelle de qualité des figures (Picture Quality Scale (PQS)) peut étre utilisée
[56]. L’échelle de qualité des figures donne une méthode de mesure plus objective
pour quantifier la qualité de I'image reconstruite qui prend en considération plusieurs
spécifications du systéme visuel humain.

Une autre technique introduite récemment [57] suggére que I'erreur dans les images
doit étre évaluée par le calcul du niveau de similarité structurale entre l'image
originale et I'image reconstruite. Ceci provient du fait que le systéme visuel humain
est plus sensible aux changements dans la structure de I'image.

Ces nouvelles techniques de calcul d’erreur se basant sur la quantification de la
qualité visuelle de I'image reconstruite exige une période d’analyse relativement
grande et leur implémentation pourrait dépassé la portée de cette étude.

Finalement, dans 'analyse et I'évaluation de la Transformée Discréte Fractionnelle
de Fourier on a choisi arbitrairement les valeurs d'ordre « .

Pour une étude plus approfondie sur la propriété de compacité de I'énergie de cette
transformée on devrait chercher 'ordre optimal qui fournit une haute décorrélation
des informations de I'image. [53] a choisi le pourcentage de la racine quadratique
moyenne de la différence (Percent Root mean square Difference PRD) comme

paramétre pour trouver ce ordre optimal de la transformée fractionnelle.
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9. Conclusion

Dans ce travail de recherche, une étude théorique sur les transformées
orthogonales reliées a la Transformée Discréte de Fourier est faite. Ceci inclus en
particulier, les transformées discretes en cosinus, de Harley, de Walsh Hadamard et
la transformée fractionnelle de Fourier. Dans notre étude, les définitions
unidimensionnelles et bidimensionnelles ont été présentées, leurs propriétés
discutées et une démonstration de leurs orthogonalités faite. Dans le but d’analyser
leurs spectres obtenus aprés leur application a une classe des signaux, ces
transformées ont été programmeées a l'aide du logiciel Matlab.

Le réle de la transformée de Fourier dans la reconnaissance de la parole a été
étudié et discuté. Les limitations de la transformée traditionnelle de Fourier dans ce
domaine sont démontrees. Des solutions qui résolvent ces contraintes, a l'aide des
transformées reliées a Fourier ont été présentées.

Une comparaison d’optimalité est réalisée par une étude détaillée sur la propriété
de compacité d'énergie de ces fonctions de bases sur les images. Les résultats de
cette étude ont déja été décrits dans cette recherche mais on les résume ci-
dessous.

La Transformée Discréte Fractionnelle de Fourier et la transformée de Walsh
Hadamard ont été moins performantes que les autres. En les comparant a part des
autres, on a remarqué que la transformée de Walsh est moins affectée par la
dégradation produite lorsqu’'une image avec un grand niveau de variation entre les
pixels adjacents est traitée.

Quant a la transformée discréte en cosinus qui était la meilleure dans la premiére
image, sa performance s’est largement dégradée pour joindre celle de la
Transformée Discréte de Hartley dans la deuxiéme image. Finalement, la
Transformée Discrete de Fourier a relativement maintenu sa position au centre de

ce palmarés de performance pour les deux images traitées.
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11. Annexe#1: Programme du Matlab

Le programme produit pour le calcul et la comparaison des transformées pour la
compression des images est présenté ci-dessus.

Le programme de Matlab :

% lecture de l'image

I=imread('tMG_2161.png’);
11=1(1:256,1:256);
11=double(l);

I12=double(ll);

N=256;

K=257;

% % % % % %o %o %o % % %o Yo Yo % % %o %o Yo %o %o %o Yo Yo %o Yo Yo Yo Yo Yo %o % %o %o %o % %o %o Y0 Yo
% Transformée de Fourier
%% %% %% % % % % %% % % % %% % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % %

e_dft=zeros(1,25);
MSE_dft=zeros(1,25);
PSNR_dft=zeros(1,25);
mse_dft=zeros(1,25);
% la matrice directe

for k=1:K;
kk=k-N/2;
for n=1K;
nn=n-N/2;
dft_f(k,n)=exp(-i*2*pi*(nn-1)*(kk-1)/N);
end
end

% la matrice inverse

for n=1:K;
nn=n-N/2;
for k=1:K;
kk=k-N/2;
dft_i(n,k)=exp(i*2*pi*(nn-1)*(kk-1)/N);
end
end
F=1/K*dft_i;
% transformation



102

DFT=dft_f*I1*F;
U_dft=abs(DFT);

% compression

for t=1:25
for y=1.K;
for x=1:K;
if U_dft(x,y)<t;
Z_dft(x,y)=0;
e_dft(t)=e_dft(t)+1
else
Z_dft(x,y)=U_dft(x,y);
end
end
end

% calcule de l'erreur quadratrique moyene

for y=1.K;
for x=1:K;
MSE_dft(t)=((U_dft(x,y)-Z_dft(x,y)))*2+MSE_dft(t);
end
end
mse_dft(t)=1/(K*2)*MSE_dft(t);

% Calcule du rapport signal sur bruit

PSNR_dft(t)=20*log(255/sqrt(mse_dft(t)));
end

% % % % % % % % %o %o % %o %o % % Y% % % %o % Yo Yo %o Yo % Yo % %o % Yo %o Yo Yo Yo Yo %o % %o Yo
% Transformée en Cosinus
% % % % % % % Y% Yo % % Yo % Yo % %o % %o Yo %o Yo % % Y% %o Yo % % %o Y% Yo %o Yo % % % % % %o

e_dct=zeros(1,25);
MSE_dct=zeros(1,25);
PSNR_dct=zeros(1,25);
mse_dct=zeros(1,25);

% la matrice directe
for k=1:N;
for n=1:N;
if k==1



w(k)=1/sqrt(N);
else
w(k)=sqrt(2/N);
end
dect_f(k,n)=w(k)*cos((pi*((2*n)-1)*(k-1))/(2*N));
end
end

% la maltrice inverse

for n=1:N;
for k=1:N;
if k==
w(k)=1/sqrt(N);
else
w(k)=sqrt(2/N);
end
dect_i(n,k)=w(k)*cos((pi*((2*n)-1)*(k-1))/(2*N));
end
end

% transformation

DCT=dct_f*12*dct_i;
U_dct=abs(DCT);

% compression

for t=1:25;
for y=1:N;
for x=1:N;
if U_dct(x,y)<t;
Z_dct(x,y)=0;
e_dct(t)=e_dct(t)+1
else
Z_dct(x,y)=DCT(x,y);
end
end
end

% calcule de 'erreur quadratrique moyene
for y=1:N;
for x=1:N;

MSE_dct(t)=(abs(DCT(x,y)-Z_dct(x,y)))*2+MSE_dct(t);

end
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end
mse_dct(t)=1/(N*2)*MSE_dct(t);

% Calcule du rapport signal sur bruit

PSNR_dct(t)=20%log(255/sqrt(mse_dct(t)));
end

% % % %o %o % % % %o % %a %o Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo %o Yo Yo Yo Yo Yo %o %o Yo %o %o
%Transformée de Hartley
% % % %o %o % %o Yo %o %o %o Yo Yo Yo %o Yo Yo %o %o Yo %o Yo Yo Yo Yo %o Yo %o Yo Yo Yo %o Yo Yo Yo %o Yo Yo Yo

e_dht=zeros(1,25);
MSE_dht=zeros(1,25);
PSNR_dht=zeros(1,25);
mse_dht=zeros(1,25);

% la matrice directe

for n=1:K;
nn=n-N/2;
for k=1:K;
kk=k-N/2;
dht_f(n,k)=cos((2*pi*(nn-1)*(kk-1))/K)+ sin((2*pi*(nn-1)*(kk-1))/K);
end
end

% la matrice inverse
dht_i=1/K*dht_f';
% transformation

DHT=dht_f*11*dht_i;
U_dht=abs(DHT);

% compression

for t=1:25;
for y=1:K;
for x=1:K;
if U_dht(x,y)<t;
Z_dht(x,y)=0;
e_dht(t)=e_dht(t)+1
else
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Z_dht(x,y)=DHT(x,y);
end
end
end

% calcule de I'erreur quadratrique moyene

for y=1:K;
for x=1:K;
MSE_dht(t)=(abs(DHT(x,y)-Z_dht(x,y)))*2+MSE_dht(t);
end
end
mse_dht(t)=1/(K*2)*MSE_dht(t);

% Calcule du rapport signal sur bruit

PSNR_dht(t)=20*log(255/sqgrt(mse_dht(t)));
end

% % % %% %o % % %o Yo Yo % % % %o %o %o %o Y% % % %o %o % % % % % % % % % % % % % % % Y% %
% Transformée de walsh Hadamard
% % % % % %o %o % Yo % %o %o %o Yo Yo %o %o % % %o %o Yo Yo Yo Yo %o % Yo Yo %o Yo %o %o %o %o % Y% Y% Yo

e_wht=zeros(1,25);
MSE_wht=zeros(1,25);
PSNR_wht=zeros(1,25);
mse_wht=zeros(1,25);

% generation de la matrice directe

% la matrice inverse
wht_i=1/N*H;

% transformation
DWT=H*12*wht_i;
U_wht=abs(DWT);

% compression
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for t=1:25;
for y=1:N;
for x=1:N;
if U_wht(x,y)<t;
Z_wht(x,y)=0;
e_wht(t)=e_wht(t)+1
else
Z_wht(x,y)=DWT(x,y);
end
end
end

% calcule de l'erreur quadratrique moyene

for y=1:N;
for x=1:N;
MSE_wht(t)=(abs(DWT(x,y)-Z_wht(x,y)))"2+MSE_wht(t);
end
end
mse_wht(t)=1/(N*2)*MSE_wht(t);

% Calcule du rapport signal sur bruit

PSNR_wht(t)=20%log(255/sqrt(mse_wht(t)));
end

% % % % % % Yo Y% %o % % % %o % Yo % % % %o Yo Yo %o %o % % % % % % % % %o Yo Yo % % % % Yo
% Transformée Fractionnelle de Fourier
% % %Yo % % % % %o % % % % % %o %o Yo Yo Yo Yo % % Yo %o %o %o Yo Yo % Y% % Y% Y% % % % Yo % % Yo

MSE_frac=zeros(4,25);
PSNR_frac=zeros(4,25);
mse_frac=zeros(4,25);
N_frac=128;
K_frac=(2*N_frac)+1;
Afrac=sqgrt(1/(2*N_frac+1));
e_frac=zeros(4,25);

a=[0.4 0.6 0.8 0.9];

% la matrice directe

for b=1:4;

ang=a(b)*pi/2;
p=sqrt(2*pi)*cos(ang)/K_frac;
s=1;
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for u=1:K_frac;
uu=u-N_frac;
for v=1:K_frac;
vv=v-N_frac;
frac_f(u,v)=Afrac*exp((i*(uu-1)*2*p)/2)*exp(-i*s*2*pi*(vv-1)*(uu-1)/(2*N_frac+1))
*exp((i*(vv-1)A2*p)/2);
end
end

% la matrice inverse

p1=-p;
s1=-s;
for r=1:K_frac;

rr=r-N_frac;

for t=1:K_frac;

tt=t-N_frac;
frac_i(t,r)=Afrac*exp((i*(rr-1)2*p1)/2)*exp(-i*s1*2*pi*(tt-1)*(rr-1)/(2*N_frac+1))
*exp((i*(tt-1)*2*p1)/2);

end

end

% transformation

ffrac=frac_f*I1*frac_i;
U_frac=abs(ffrac);

% compression

for t=1:25;
for y=1:K_frac;
for x=1:K_frac;
if U_frac(x,y)<t;
Z_frac(x,y)=0;
e_frac(b,t)=e_frac(b,t)+1
else
Z_frac(x,y)=U_frac(x,y);
end
end
end

% calcule de l'erreur quadratrique moyene

for y=1:K;
for x=1:K;
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MSE_frac(b,t)=((U_frac(x,y)-Z_frac(x,y)))*2+MSE_frac(b,t);
end
end
mse_farc(b,t)=1/(K*2)*MSE_frac(b,t);

% Calcule du rapport signal sur bruit
PSNR_frac(b,t)=20%log(255/sqrt(mse_frac(b,t)));

end
end



