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RESUME

Ce mémoire présente une formulation monolithique générale pour I'analyse de sen-
sibilités de problemes d’interactions fluides-structures afin de l'insérer dans une
procédure de design optimal. On considére l'interaction entre un écoulement vis-
queux, incompressible, stationnaire et une structure élastique subissant de grands
déplacements et/ou de grandes déformations. Le probleme complet est resolu de
maniére implicite par une méthode éléments finis adaptative de Newton-Raphson.
Une formulation pseudo-solide permet de gérer les déformations du domaine fluide
dues aux déplacements solides. Les inconnues du probleme sont donc la vitesse
fluide, la pression et les déplacements pseudo-solides dans le domaine fluide et les
déplacements de la structure dans le domaine solide. En outre, on présente en détail
les conditions d’équilibre & interface fluide-solide, notamment pour le probleme
des sensibilités. Pour I'optimisation, on opte pour un algorithme & gradients uti-
lisant la Méthode de I'Equation des Sensibilités pour des parametres de forme et
on présente la méthodologie pour traiter les frontiéres dépendant d’un parametre
de design. On choisit la paramétrisation NURBS pour représenter les géometries
afin de réduire le nombre de variables de design nécessaires & une représentation
géometrique précise ainsi que pour limiter la formation de bosses sur-les profils
lors d’une optimisation aérodynamique. On vérifie 'implémentation de la formula-
tion générale & I'aide d’une solution manufacturée et la vérification de la procédure
de design optimal se fait grice & un exercice de flow matching. Par la suite, on
présente deux applications. La premiere porte sur un profil flexible subissant de
grands déplacements. La deuxieme application est une optimisation de finesse d'un

profil rigide & faible nombre de Reynolds.
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ABSTRACT

This master’s thesis presents a general monolithic formulation for sensitivity ana-
lysis of fluid-structure interactions problem in order to be incorporated into an
optimal design procedure. This study considers the interaction between a viscous
incompressible steady flow and an elastic structure undergoing large displacements
and/or large strains. The problem is solved in an implicit manner with a Newton-
Raphson adaptative finite element method. A pseudo-solid formulation enables us
to manage the deformation of the fluid domain induced by solid displacements.
Thus, the unknowns of the problem are fluid velocity, pressure and pseudo-solid
displacements in the flow domain and structural displacements in the solid domain.
Moreover, this work presents in detail the equilibrium conditions at the fluid-solid
interface, particularly for the sensitivity problem. The optimization rests upon a
gradient-based algorithm using the Method of Sensitivities Equation for shape pa-
rameters. In this context, the methodology for dealing with parameter dependent
boundaries is presented. The NURBS parametrization is used to represent geo-
metries which allow the reduction of the number of design variables needed for an
accurate geometrical representation while ensuring sufficient smoothness properties
during the aerodynamic optimization. The implementation of the general formu-
lation is verified with a closed-form solution and the verification of the optimal
design procedure is done through a flow matching exercice. Two applications are
then presented. The first one concerns a flexible profile undergoing large displa-
cements. The second application is an optimization of the lift-to-drag ratio of a

non-flexible profile with a very low Reynolds number.
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INTRODUCTION

Une cuillere remuant du café dans une tasse, un drapeau flottant au vent, un ven-
tilateur soufflant un air frais ou encore un avion volant dans le ciel, voila des
exemples quotidiens de phénomenes d’interactions fluides-structure (IFS). Plus
généralement, on parle d’interaction fluide-structure lorsqu’'un solide est en présence
d’un fluide ou du moins lorsque les mouvements de I'un influencent les déplacements
de l'autre. Les domaines d’application concernés sont donc extrémement variés, du
monde des transports a celui du génie nucléaire, de I’aéronautique au génie civil et
de la biomécanique & la microélectronique. C’est pourquoi les problemes d’interac-
tions fluides-structures suscitent depuis des années un intérét croissant en ingénierie
et deviennent de plus en plus incontournables. On pense notamment au domaine
grandissant de la biomécanique avec la modélisation des écoulements internes au
corps humain tel que le systéme sanguin. On pense aussi aux ouvrages d’art du
génie civil de plus en plus imposants comme la viaduc de Millau en France, pont
4 haubans de 2460 m surplombant la vallée & pres de 270 m de hauteur, dont le
dimensionnement a du fortement tenir compte des vents environnants. On pense en-
fin & la construction d'un géant du ciel, I’Airbus A380, pour lequel les phénomenes
aéroélastiques sur des ailes de plus de 40 meétres de long provoquent un débattement

vertical de 5.5 metres en bout d’aile.

Ainsi, les phénomeénes d’interactions fluides-structures sont de plus en plus des
facteurs dimensionnant en ingénierie et notamment en aéronautique. L’optimisa-
tion des géométries, comme un profil d’aile d’avion, doit désormais tenir compte
des effets couplés de V'écoulement fluide sur la structure et inversement. En ef-
fet, les performances de 'aile déformée seront bien différentes de celles du profil
initial. Il faut donc trouver la forme & usiner qui donnera la performance opti-

male une fois déformée par les charges aérodynamiques. Voila un des grands défis



de T'analyse multidisciplinaire : le design optimal de phénomenes d’interactions
fluides-structures. Les comportements non-linéaires des fluides et des solides com-
plexes soumis & de grands déplacements ainsi que la déformation des interfaces
induisent en effet de nombreuses difficultés & surmonter. De méme, une approche
classique et eflicace d’optimisation nécessite le calcul de la fonction a optimiser
et de son gradient par rapport aux parametres de design. Dans ce contexte, il
est clair que la résolution analytique de tels problemes est quasiment impossible
et l'utilisation des simulations numériques par ordinateur devient indispensable.
Avec la puissance actuelle des ordinateurs modernes, le calcul de design optimal

en interactions fluides-structures devient méme envisageable.

On considére plus précisément dans ce mémoire 'optimisation de profils d’ailes
flexibles, subissant de grands déplacements, soumis a I’écoulement d’un fluide vis-
queux et incompressible. L’analyse des phénomenes d’interactions fluides-structures
qu’on retrouve dans ce probléme s’appuie donc sur la mécanique des fluides assistée
par ordinateur ou CFD (Computational Fluid Dynamics) qui a atteint un niveau
de maturité considérable. De méme la modélisation éléments finis des structures
donne depuis bien longtemps d’excellents résultats. Par contre, le couplage entre
ces deux disciplines est quelque chose de beaucoup plus récent et ouvre la porte a de
nombreuses améliorations avec en point de mire le design optimal de phénomenes

d’interactions fluides-structures.

Le projet présenté ici se trouve donc dans la continuité de ce qui se fait en IFS et pro-
pose d’apporter une contribution nouvelle 4 'analyse de phénomenes d’interactions
fluides-structures dans la perspective de ’optimisation. On s’appuiera ainsi sur 1'ap-
proche monolithique adaptative d’Etienne'* 13 pour traiter les phénomeénes d’in-
teractions fluides-structures stationnaires. Pour I’optimisation, on tentera d’étendre
les travaux de Turgeon!®® sur les sensibilités aux phénomeénes d’IFS afin d’obtenir

les gradients de la fonction a optimiser.



Ce mémoire comporte 7 chapitres. Pour commencer, au chapitre 1, une revue
bibliographique permet de replacer dans le contexte actuel des recherches le
présent travail. On y introduit alors le concept d’optimisation aérodynamique et les
phénomenes d’interactions fluides-structures, les réalisations antérieures et les di-
verses voies envisageables. Cela permet de fixer le but et les objectifs de cette étude.
Le chapitre 2 présente la modélisation mathématique du probléeme fluide-solide
constituée des équations pour le fluide, pour le solide et pour le couplage fluide-
solide. La méthode de résolution de ce probleme d’interactions fluides-structures
avec ses sensibilités est détaillée dans le chapitre 3. Au chapitre 4, on choisit la
paramétrisation NURBS pour représenter les géométries aérodynamiques et définir
les parametres de design utilisés par la procédure d’optimisation présentée dans
le chapitre 5. Deux vérifications du code sont présentées au chapitre 6 : une solu-
tion manufacturée en interaction fluides-structures et un exercice d’optimisation de
profils aérodynamiques avec des valeurs cibles. Le code vérifié, on expose les appli-
cations du présent travail au chapitre 7. On termine naturellement ce mémoire en .
exposant des conclusions et des voies possibles pour des travaux futurs sur 'analyse

et le design optimal de phénomenes d’interactions fluides-structures.



CHAPITRE 1

REVUE BIBLIOGRAPHIQUE

Ce chapitre présente une revue bibliographique situant notre travail dans le
contexte actuel des recherches. Pour ce faire, il s’avére essentiel de débuter par
une bréve revue bibliographique. Ce chapitre traite donc principalement des tra-
vaux antérieurs et des recherches actuelles sur les différents volets de notre étude.
On commence par un bref apercu de I'état des connaissances en optimisation
aérodynamique. Ce qui ameéne a choisir la méthode de 'équation des sensibi-
lités (MES) pour effectuer le design optimal et la paramétrisation NURBS pour
modéliser les profils. Ensuite, on passera en revue le cas particulier de 'optimisa-
tion de phénomeénes d’interactions fluide-structure. On présentera un survol de tra-
vaux en modélisation d’interactions fluides-structures (IFS), I'utilisation de modéles
structuraux hyperélastiques et le design optimal de structures souples. Finalement,
ce travail ameéne naturellement a énoncer le but du mémoire et les objectifs qu’on

a fixés pour 'atteindre.

1.1 Optimisation aérodynamique

Le probleme d’optimisation aérodynamique est simplement un probléme de design
optimal de profils d’aile avec un nombre réduit de parametres sur lesquels on peut

agir. Grace & une notation appropriée, la description d’un probleme de design



optimal reste somme-toute assez simple :

Trouver a qui minimise/maximise  F(U;a)

sujet & R(U;a) = (1.1)

ot U est le vecteur des variables dépendantes (ou variables d’état ou simplement
états), a est le vecteur des parametres de design dont le domaine de variation est
limité par L; et Ly, F' est une fonction objectif (ou fonction colit ou fonctionnelle)
a optimiser et R représente les contraintes (ou équation d’état). Ces derniéres sont
souvent aussi nombreuses que les variables de sorte que, pour des parametres de

design donnés, leur résolution donne les états U.

1.1.1 Techniques d’optimisation

On peut alors formuler un probleme d’optimisation de deux manieres. La premiere
dite tout couplé (one-shot ou all-at-once dans la littérature anglaise) considere
le probléeme d’optimisation dans son ensemble en résolvant simultanément les va-
riables dépendantes U et les parametres de design a. La seconde formulation de type
boite noire résoud dans un premier temps 1'équations des contraintes R(U;a) = 0
pour déterminer la dépendance implicite de U par rapport a a. Le probleme d’op-
timisation porte ensuite seulement sur le vecteur X = X(a) puisque les contraintes
sont déja vérifiées. Comme on dispose déja d’'un code d’analyse performant, on

utilisera donc cette derniére approche ou optimisation et analyse sont découplées.

On distingue diverses techniques d’optimisation (voir 'ouvrage de Vanderplaats/52
pour une liste plus exhaustive) selon le type d’informations utilisées afin de conver-

ger vers un optimum. On trouve d’abord les techniques d’ordre zéro qui ne



nécessitent que ’évaluation de la fonction cout. Tres simples a implémenter, elles
requierent toutefois un grand nombre d’évaluations des états (i.e. de résolutions
des contraintes comme les équations de Navier-Stokes). L’évaluation du gradient
de la fonction cofit, certes complexe, en plus de la fonction elle-méme permet aux
techniques du premier ordre d’étre plus efficaces et moins cotteuses en terme de
temps de calcul. Enfin, on peut aller plus loin en utilisant les dérivées secondes. On
parle alors de techniques d’ordre deux, dont la plus connue est celle de Newton. Le
fait de calculer le gradient de la fonction & optimiser est donc un minimum pour
disposer d’algorithmes d’optimisation efficaces sans tomber dans la complexité des

techniques d’ordre supérieur. On choisit donc d’utiliser une technique a gradients.

L’estimation du gradient de F' est ainsi un élément clé et central dans le processus
d’optimisation et requiert des méthodes robustes et efficaces de calculs. Les trois
principales sont : différences finies, méthode des variables adjointes et méthode des
sensibilités. Plusieurs descriptions et comparaisons de ces méthodes existent et on
invite le lecteur intéressé & s’y référer(1? 20: 48 En s’appuyant en particulier sur les
travaux de Turgeon, on a retenu pour cette étude la Méthode de 'Equation des
Sensibilités (MES) qui présente de nombreux avantages, notamment concernant ses
applications potentielles autres que 'optimisation (comme l'analyse d’incertitude,

Iidentification de paramétres dominants ou le calcul rapide de solutions voisines).

1.1.2 Méthode de ’équation des sensibilités (MES)

La méthode de 'équation des sensibilités permet donc d’évaluer les dérivées

premieres d'une fonction objectif F par rapport aux parametres de design, par-



fois appelées gradient de F' ou sensibilités de F' :

F(a) = F(U(a); ) (1.2)

On considere la formulation de type boite noire qu’on a retenue. Sans perte de
généralité, on considére un systeme discret et un seul parametre a. Le théoréme
des fonctions implicites meéne & 'expression suivante du gradient de la fonction

objectif :
dF OF OFDU

VF = =% " 30 Da (13)

Pour introduire simplement la notion de sensibilités, on utilise ici une notation
plutét symbolique (on trouvera une notation plus rigoureuse dans Pannexe I1.1). Si
I'on connait 'expression de F' en fonction de U et de a, les dérivées explicites 9F'/da
et OF/9U peuvent en général étre calculées sans trop de difficultés ('usage de coef-
ficients aérodynamiques conduit toutefois & des expressions complexes). Notons que
le terme DU/ Da est inconnu pour Vinstant. On Pappelle sensibilité de 'état U :
dérivée premiére des états par rapport au parametre. Elle traduit en somme la va-
riation de la solution (états) lorsque le parameétre de design est légérement perturbé
autour d’une valeur courante. L’extension de cette définition se fait alors aisément
pour plusieurs parametres de design. L’estimation du gradient de la fonction ob-

jectif (1.3) se rameéne donc a un calcul de sensibilités.

Pour mener ce calcul, il faut donc générer et résoudre des équations de sensibilités
qu’on obtient simplement en différentiant les équations d’états R(U;a) = 0 par
rapport au parametre considéré a. Toutefois, les équations régissant les phénomenes
aérodynamiques ne sont pas discrétes mais continues (i.e. : ce sont des équations
différentielles ou la dimension des états U est infinie). Il est habituellement impos-
sible de trouver des solutions analytiques pour les états et pour leurs sensibilités. Il

est donc nécessaire de faire appel a des méthodes numériques qui introduisent une



discétisation et donc une certaine approximation. Deux options existent alors :

— discrétiser les équations aux dérivées partielles puis les différentier

— différentier les équations aux dérivées partielles puis les discrétiser

C’est cette deuxieme option qu’on nomme méthode de l’équation des sensibilités.
A titre d’exemple, considérons les équations de Navier-Stokes pour un écoulement

incompressible, stationnaire, isotherme et laminaire :

V-u = 0 (1.4)

pu-Vu = —-Vp+V - -Fu)+ f (1.5)

Les variables de ’écoulement (états) sont le vecteur vitesse u et la pression p.
La masse volumique est notée p, T est le tenseur des contraintes visqueuses et f

représente les forces volumiques.

Pour un parameétre a, on introduit les notations suivantes pour exprimer les sensi-

bilités des variables de ’écoulement :

d

Pour u = u(z, y,a) Su = 8—2 (1.6)
0

Pour p = p(z,y, a) Sp = 8_2 (1.7)

L’équation différentielle des sensibilités s’obtient alors en différentiant (1.4) et (1.5)

par rapport au parametre :

Vesy = 0 (1.8)

pu-Vu+p(s,-Vu+u-Vs,) = —Vs,+V -T(sy)+V F () + £/(1.9)



Les dérivées des propriétés de 'écoulement sont dénotées par un (*) et f' représente

la sensibilité des forces volumiques. Il s’agit ici de dérivées totales par rapport a a.

Il est & noter le role important des conditions aux limites sur les sensibilités qui
viennent compléter ces équations (1.8) et (1.9). Toutefois, on n’a pas pour but
ici de faire une présentation exhaustive de la MES. On signalera seulement que
les paramétres de forme (dont la variation change la géométrie du domaine de
calcul) demandent une attention particuliere lorsqu’on traite les conditions aux

limites®> #3 puisque 1'on utilise une formulation eulérienne dans le fluide.

Pour finir, on cite quelques exemples d’applications de la MES dans différents
domaines. Bien qu’ayant favorisé Papproche discrete, la mécanique des solides
a ouvert la voie & I'analyse de sensibilités et & la MES[I” 2l Depuis, le champ

d’utilisation de la MES s’est élargi. On note ainsi son application aux calculs de

solutions voisines®? et d’incertitudes?®!, aux problemes thermodynamiques!'® 49!
ou encore aux écoulements instationnaires®!. Enfin, ce qui est plus parti-
culiérement, intéressant dans cette étude, c’est I'utilisation de la MES en design

aérodynamiquel et plus récemment en interaction fluides-structures!*3.

La voie est donc ouverte pour Papplication de la méthode de I'équation des sensi-

bilités au design optimal de phénomenes d’interaction fluides-structures.

1.1.3 Paramétrisation NURBS

L’efficacité d’une optimisation aérodynamique d’une aile dépend fortement de la
manieére dont on représente son profil. En effet, la représentation géométrique aura
un impact direct sur le nombre de parameétres. En outre, 'obtention de profils
lisses ne sera pas toujours possible car certaines représentations engendrent des

profils bosselés ou bruités. Suivant les travaux de Lépine et al®”, on a ici choisi
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de représenter et de paramétrer les profils avec des NURBS (Non-Uniform Ra-
tional B-Spline). Cette paramétrisation présente certains avantages. Dans I’étude
de Painchaud-Ouellet et all®®, des profils aérodynamiques représentés grace a des
NURBS sont optimisés en régime transsonique. Ils montrent alors que la pa-
ramétrisation garantit obtention de profils lisses. Ainsi, en l'associant avec une
formule d’optimisation multipoint, les profils résultant de ’optimisation conservent
de bonnes performances sur une plage de Mach. Notons que dans leurs travaux
Iévaluation du gradient de la fonction objectif se fait par différence-finie, ce qui est
tres couteux en terme de temps de calcul. L'utilisation de la méthode de I'équation
des sensibilités pour déterminer ce gradient par rapport aux parametres d’une

NURBS devrait permettre des économies substantielles de calculs.

A ce stade, on a opté pour une méthode d’optimisation du premier ordre, la
méthode de l'équation des sensibilités pour le calcul du gradient de la fonction

objectif et pour une paramétisation NURBS des profils aérodynamiques.

1.2 Optimisation de phénomeénes d’interactions fluides-structures

Avant de faire le point sur 1’état actuel des recherches dans le domaine de 'op-
timisation de structures souples déformées par un écoulement, on présente notre
choix pour modéliser les phénomeénes d’interactions fluides-structures. On portera
une attention particuliére aux méthodes retenues pour traiter des structures hyper-

élastiques subissant de grands déplacements et de grandes déformations.
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1.2.1 L’interaction fluide-structure

L’interaction entre un solide et un écoulement fluide est un sujet prisé chez les
ingénieurs depuis plusieurs années. Les exemples d’applications ne manquent pas
tout comme les moyens de modéliser un tel phénomene. On se restreint donc a
la formulation retenue pour traiter les interactions entre un fluide incompressible
et une structure subissant de grands déplacements et de grandes déformations. Le
lecteur intéressé se référera & l'ouvrage de Dowell et all'l pour une revue plus

exhaustive de 'état des connaissances en interaction fluide-structure.

Deux approches sont possibles pour coupler fluide et structure. D’une part,
les méthodes faiblement couplées®? 2518 ytilisent des algorithmes de résolution
séparés pour le fluide et la structure. Ce sont les méthodes les plus popu-
laires, notamment parce que les ingénieurs se servent souvent de codes spécialisés
déja existants (soit dans le traitement d’écoulements soit dans la résolution de
problemes structuraux) mais aussi parce que cette approche minimise les res-
sources informatiques nécessaires ainsi que la complexité du couplage entre les
équations fluides et structurelles. D’autre part, on trouve les formulations forte-

ment couplées ou monolithiques®% 18 14

qui garantissent ’équilibre & l'interface
fluide-structure. Elles sont plus stables que les méthodes faiblement couplées lors-
qu’elle sont bien implémentées. On a donc opté pour une approche monolithique

directe, ou entiérement couplée, dans notre étude.

Pour lier simultanément et de maniére implicite les déformations du solide aux
charges subies par le fluide, on utilise une approche dite pseudo-solide continue
présentée par Sackinger et all*ll. Ce choix rend alors possible une résolution couplée
de la structure, du fluide et du pseudo-solide par une méthode de Newton-Raphson.
Cette approche pseudo-solide permet également de traiter les déformations des

frontieres et de gérer la déformation du maillage dans la partie fluide. Elle introduit
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en effet des équations structurelles afin de gérer la déformation de la géométrie du
domaine fluide de fagon continue comme si cette géométrie se comportait comme un
solide. Enfin, cette approche générale est compatible avec les procédures utilisées
pour Pestimation d’erreur et 'adaptation de maillage pour les équations du pseudo-

solide, du fluide et du solide.

1.2.2 Structures hyperélastiques

Lorsqu’on traite des phénomenes d’interactions fluides-structures, 1’écoulement
exerce en général des forces sur le solide qui, s’il est considéré comme souple (i.e. :
déformable), subit des déplacements (variations de sa forme) et des déformations
(variations de son volume) importants. On se retrouve alors dans une des quatre
situations suivantes :

1. petites déformations - petits déplacements

2. petites déformations - grands déplacements

3. grandes déformations - petits déplacements

4. grandes déformations - grands déplacements
Dans le premier cas, le modeéle d’élasticité linéaire classique suffit. Toutefois, des
que l'on traite des grands déplacements (cas 2. et 4.), les modeles structuraux
deviennent non-linéaires et on parle alors d’hyperélasticité. Le plus utilisé de ces
modeles dans le cadre de linteraction fluide-structure est sans aucun doute ce-
lui de Saint-Venant Kirchhoff?> 1434 C’est le modele le plus souple qui permet
de considérer des déplacements structuraux importants. Toutefois, Bazilevs!!! note
que son utilisation peut mener a des instabilités lors de fortes compressions. En ef-
fet, on tombe alors dans le régime des grandes déformations, ou déformations finies
(cas 3. et 4.), et on doit se tourner vers de nouveaux modeles d’hyperélasticité finie.
On utilisera donc des lois de comportement adaptées comme celle de Saint-Venant

Kirchhoft modifiée, celle d’Ogden ou celle utilisant une forme polynomiale.
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On dispose donc de lois de comportement adéquates pour modéliser des grandes
déformations et des grands déplacements structuraux. Toutefois, pour les mettre
en application, il faut arriver & mailler convenablement un domaine fluide qui subit
de grandes déformations, notamment pres des interfaces. Pour cela, on peut utiliser
deux stratégies. La premierel®! améliore notre approche pseudo-solide dont on a
précédemment discuté. Elle consiste simplement & adapter les propriétés élastiques
du pseudo-solide selon la distance & laquelle se trouve la plus proche interface ce
qui évite d’avoir des éléments trop déformés dans la partie maillage proche des
interfaces. La deuxieme stratégie s’appuie sur les travaux d’Etiennel'® qui utilise
une formulation de lagrangien actualisé. Le principe de cette derniere est d’utiliser
le maillage déformé de I'étape d’adaptation n — 1 pour générer le nouveau maillage

de I'étape n directement sur la configuration déformée.

Ces deux dernieres approches donnent de trés bons résultats en terme de maillage.
Couplées avec les lois de comportement d’hyperélasticité finie, elles devraient étre

tres efficaces dans Panalyse et Ioptimisation de structures souples.

1.2.3 Optimisation de structures souples

Comme on vient de le voir d’importants progrés ont été accomplis ces dernieres
années dans le traitement des phénomeénes d’interactions fluides-structures. Pa-
rallelement, la vitesse des ordinateurs n’a cessé de croitre. Aujourd’hui il est donc
possible de relever 'un des défis de 'optimisation multidisciplinaire” & savoir les
problémes d’interactions fluides-structures qui sont fortement non-linéaires. Tou-
tefois, il n’existe que peu d’exemples de ce type de problemes. Citons les travaux
d’optimisation d’une membrane flexible de Levin et al?”, ceux de Mautel®! portant
sur des profils tridimensionnels et la méthode variables adjointes et enfin ceux de

Lund et al®!. Ces derniers utilisent une approche trés fortement couplée (quasi-
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monolithique) et considerent des grands déplacements.

L’optimisation de phénomenes d’interactions fluides-structures n’en est qu’a ses
débuts. Il y a donc de la place pour des améliorations et des nouvelles méthodes.
Notamment, la méthode de ’équation des sensibilités déja utilisée dans I'analyse

d’interactions fluides-structures!!® pourra bient6t s’appliquer au design optimal.

1.3 But et objectifs

Les sections précédentes ont permis de mieux exposer le contexte dans lequel se
pose le projet. Le but général est de contribuer au développement de I'analyse et

du design optimal de phénomenes d’interactions fluides-structures.

Pour atteindre ce but, on s’est fixé plusieurs objectifs spécifiques :

— recenser des modeles phénoménologiques pour les structures subissant de grands
déplacements en vue de les implémenter dans un code d’éléments finis

— développer la paramétrisation NURBS et I'implémenter dans un code d’éléments
finis existant

— développer la méthode de I'équation des sensibilités pour les modeles structuraux
et pour la paramétrisation NURBS

— intégrer la paramétrisation NURBS ainsi que les simulations d’interactions fluide-
structure au processus d’optimisation

— vérifier la procédure d’optimisation ainsi que la modélisation d’interactions
fluides-structures

— appliquer les développements & la simulation et a loptimisation de profils
aérodynamiques

— appliquer les développements & des phénomenes d’interactions fluides-structures

avec de grands déplacements
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CHAPITRE 2

MODELISATION DU PROBLEME FLUIDE-SOLIDE

Dans ce deuxieme chapitre, on expose la modélisation mathématique des
phénomenes d’interactions fluides-structures via trois volets distincts. Le premier
volet, le fluide, est décrit par les équations de Navier-Stokes. Le second est la struc-
ture régie par 1’équation d’équilibre de Cauchy et par les lois de comportement
issues de la théorie de '’hyperélasticité finie!. Enfin, I'interface fluide-solide consti-
tue le troisieme volet avec deux équations d’équilibre participant de notre approche

monolithique.

2.1 Equations pour le fluide

On utilise les équations de Navier-Stokes pour modéliser le comportement du fluide.
On consideére seulement les équations des écoulements stationnaires et incompres-
sibles. Ainsi, toutes les dérivées par rapport au temps sont nulles et on traite
la masse volumique py comme une constante. Les équations de continuité et de

mouvement s’écrivent alors respectivement sous la forme suivante dans le domaine

fluide €y :

V-ouy = 0 dans (2.1)

pfllf'VlIf: V?—Fff dans Qf (22)

ol uy est la vitesse du fluide, p; sa masse volumique, f; un champ de forces

lou par des équations de théories simplifiées comme 1'élasticité
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volumiques et & le tenseur des contraintes fluides. Pour un fluide newtonien, ce

tenseur s’écrit :

~ll

7 = s [Vus + (Vup)'| - s (2.3)

avec py la viscosité dynamique et py la pression dans le fluide.

On doit fermer mathématiquement ce systeme d’équations en spécifiant des condi-
tions frontieres sur I'f. La formulation variationnelle exposée dans le chapitre 3 fait
apparaitre naturellement deux types de conditions frontieres : de Dirichlet et de

Neumann imposées respectivement sur les frontiéres Fg et F{V :

u = @; sur I') (2.4)

‘ny = ty sur T4 (2.5)

qll

ol ny est la normale unitaire sortante a la frontiere fluide, &y une vitesse imposée

sur [')) et t; une force imposée sur rf.

Dans un repere cartésien 2-D, on note uy et vy les deux composantes du vecteur
vitesse us et fI et fg celles de f; dans les directions Tet Y. Les équations (2.1) et

(2.2) s’écrivent alors :

uy | 9y
ox dy

auf ach 0 an 0 8Uf 8’Uf f
_J4 e = — | Qu— — . e _J
pf(%“@:C + vy 3y) ax[ufam Pf]+ay [M(ay T +f;

avf f

= 0 (2.6)

Les équations pour le fluide sont donc posées dans {1 ainsi que leurs conditions

frontieres sur T'Y) et F{V telles qu'illustrées sur la figure (2.1).
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Fic. 2.1 Notation du probleme fluide-solide.

2.2 Equations pour le solide

Dans la partie solide et en régime stationnaire, on utilise I’ équation d’équilibre de

Cauchy :
V.o +f,=0 dans €, (2.7)

oll Gy, est le tenseur des contraintes de Piola-Lagrange et f, est le champ de forces

volumiques dans le solide.
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A cette équation s’ajoutent des conditions frontiéres de Dirichlet et de Neumann :

Xs = Xs sur T (2.8)

T, 0N, = I, sur I'y (2.9)

ou ng est la normale unitaire sortante a la frontiére solide, ¥, un déplacement

imposé sur ', et t, une force imposée sur T'%.

On utilise deux formulations dans la partie solide : celle du lagrangien total et celle
du lagrangien actualisé. Elles different essentiellement par ce que représente o, .
En effet, le tenseur de Piola-Lagrange (ou premier tenseur de Piola-Kirchhoff)
correspond aux contraintes sur la configuration déformée, dénotée par 2, en fonction
d’une précédente configuration dénotée par 1. Dans une approche de lagrangien
actualisé, la configuration 1 correspond a une configuration déformée antérieure
alors que dans la formulation de lagrangien total elle correspond a la configuration
initiale non-déformée. L’équation (2.7) s’applique donc aux deux formulations et

on notera pour plus de commodité : &;,, = 7.

Pour exprimer o; en fonction des déplacements, il faut invoquer des équations
supplémentaires : les lois de comportement (ou constitutive equations en anglais).
La mécanique des solides differe d’ailleurs de celle des fluides seulement par rapport
a ces équations. Avant de présenter ces lois de comportement et différents modeéles
associés dans les cas incompressible puis compressible, on présente quelques nota-

tions importantes sans s’attarder sur les démonstrations.

1l est & noter qu’on traitera ici seulement les phénomenes purement mécaniques
(i-e. : les variables thermodynamiques seront ignorées). De méme les phénomenes
plastiques ne seront pas traités. Enfin, les matériaux seront considérés comme ho-

mogenes. Le lecteur trouvera les détails dans la référence?.
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2.2.1 Notations

Gradient de la transformation
Soit 6 la transformation (ou deformation en anglais!) subie par un corps continu

telle que :
0:x— X=x+% (2.10)

ol x = {e, + ney est le déplacement.

On définit alors ?, le gradient de la transformation par :

(x) = gfi{(x) =VX(x)=1+h (2.11)

ool

ot b = Vx représente le tenseur du gradient des déplacements exprimé dans la

configuration initiale.

Lors des changements de base, on aura besoin du déterminant de F ou Jacobien

de F (ou wvolume ratio en anglais) :
J = det (?) (2.12)

Notons que J traduit le changement de volume du solide du & la transformation.
Ainsi, si J = 1 la transformation est dite isochorique puisqu’elle conserve le volume

du corps d’origine.

Tenseurs de déformation

On définit trois tenseurs de déformation trés utiles :
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e Le tenseur de déformation de Cauchy-Green a droite (ou de Green) :
=== :T:
C=F F (2.13)

e Le tenseur de déformation de Cauchy-Green & gauche (ou de Finger) :

7 (2.14)

|

b=

¢ Le tenseur de déformation de Green-Lagrange :

—_— 1l [(=T—= = 1l [= =T =T=

Tenseurs des contraintes

Finalement, trois tenseurs des contraintes apparaitront dans les méthodes de
résolution retenues. Premierement, le tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff
(ou deuxieme tenseur de Piola-Kirchhoff), &, représente les contraintes sur la
configuration non-déformée en fonction de la surface non-déformée. Le second ten-
seur est celui de Piola-Lagrange (ou premier tenseur de Piola-Kirchhoff), & et
correspond aux contraintes sur la configuration déformée en fonction de la sur-
face non-déformée. Enfin, le tenseur des contraintes de Cauchy, &., exprime les

contraintes sur la configuration déformée en fonction de la surface déformée.

Ces tenseurs sont reliés entre eux grice & F par les relations suivantes?? :

5, = Foy (2.16)

—_— =T

_ Fo,F
T, = —r— 2.17
¥ (2.17)

—_ _ =-T
5 = Jo.F (2.18)
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Les caractéristiques physiques du solide vont alors apparaitre dans 'expression de

o via les lois de comportement.

2.2.2 Lois de comportement

En 1678, Hooke énonce la premiere loi de comportement pour des matériaux
élastiques et linéaires par la simple phrase : ut tensio sic vis, ce qui signifie que ”1’al-
longement est proportionnel a la force”. Mathématiquement, elle s’exprime sous la
forme : o, = E-€ ou E est le module d’Young et € 'allongement relatif (ou tenseur

de déformation en 2D).

Toutefois, cette loi n’est valable que dans le cas des petits déplacements et des
petites déformations linéarisables, autrement appelé Hypothese des Petites Pertur-
bations (HPP). Pour traiter de grands déplacement et/ou de grandes déformations
on doit plutot faire appel a des lois de comportement issues de la théorie de ’hy-
perélasticité. On présente ici les formes les plus générales pour écrire . On trou-
vera les expressions équivalentes pour &, et @, grace aux relations (2.16) et (2.17).

Un lecteur intéressé trouvera ces expressions dans I’annexe IV.

En termes de fonction d’énergie libre

Lorsqu’on considére un matériau comme hyperélastique (ou de Green), on pos-
tule existence d’une fonction d’énergie libre de Helmholtz, ¥, définie par unité de
volume. Pour des matériaux homogenes, ¥ ne dépend que du gradient de transfor-
mation F et se nomme fonction d’énergie de déformation. On peut alors écrire la

loi de comportement suivante :

oL = 2——L = (2.19)
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En rappelant que J reflete la variation du volume suite & une transformation, on
note que pour traiter les déformations finies (ou grandes déformations), il faut que

1 vérifie :

J— 400 = U(F)— +00 (2.20)

J—0" = Y(F)—> +oo (2.21)

Autrement dit, il faut une énergie infinie pour dilater un solide jusqu’a P'infini ou

pour le compresser jusqu’a un volume nul.

En termes d’invariants

En reprenant les notations de 'annexe 1.2, on pose pour i € {1, 3] :

I,=1,(C) = 1 (b)

pour écrire ¥ = W (I, I, I3) ou I, sont les invariants. Par différentiation par rapport

a E, on obtient la forme la plus générale pour le tenseur de Piola-Kirchhoff :

7 = 2| (&) T-& o 22
5 [(811 +118]2) T- 57 Clsgr © } (2.22)

En termes de dilatations linéiques principales

Grace a une décomposition polaire de F (voir annexe II1.1), on obtient les dilata-
tions linéiques principales {A1, A2, A3} associées a la base principale {IN;, Ng, N3}.
On peut alors écrire ¥ sous une nouvelle forme : ¥ = W(A;, Ay, A3). On obtient

également la relation suivante :

3
— 1 0w
=1

ol ® exprime le produit tensoriel défini dans I'annexe 1.3.
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Pour les matériaux hyperélastiques incompressibles

De nombreux polymeéres sont capables de subir d’importantes contraintes sans
changer notablement de volume. On parle alors de matériaux incompressibles dont
les seules transformations sont isochoriques (J = 1). On peut alors postuler la

fonction d’énergie de déformation suivante :
U = U(F)-p(J-1) (2.24)

oll p est un multiplicateur de Lagrange assurant l'incompressibilité. Il peut étre

identifié a la pression hydrostatique.

On peut alors écrire la loi de comportement pour des matériaux hyperélastiques

incompressibles subissant des déformations finies sous sa forme la plus générale :

_ —-1 _9¥(C
oy = —pC +2 (: ) (2.25)
oC
Dans la cas isotrope I3 = J = 1, on peut aussi écrire :
1
U = U(,L) - 5P (I3—1) (2.26)
= T(A,h)—p(J - 1) (2.27)
Et on obtient alors :
— =-1 ov ov o=
o. = —pC 2 I-2—C 2.28
7o = 0 +2(GEangl)T-0g] (229
1 1 0¥
= — N; .
Z[ Pt A@A}N@) (2.29)
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Pour les matériaux hyperélastiques compressibles

Les lois de comportement pour les matériaux compressibles doivent tenir compte
des déformations dues au cisaillement et de celles dues aux changements de volume.
Deux approches existent : I'une couplée et I'autre découplée. On va ici présenter
seulement 1’approche découplée qui présente un intérét analytique et considere une
décomposition locale des déformations en une partie volumétrique (dilatation avec
changement de volume) et en une partie isochorique (distortion a volume constant).
Cette décomposition possede ’avantage d’éviter des complications numériques lors-

qu’on applique la méthode des éléments finis & des matériaux peu compressibles.

On peut alors appliquer une décompostion multiplicative des tenseurs de

contraintes comme ceci :

|
Al

_ (Jﬁ) F, - (J%?) C, b= (J%:I:) b (2.30)

ott A dénote la partie isochorique d’un tenseur A .

Par définition de J, pour une transformation isochorique on a :

T=det(F)=1 ot det(C)=det(b)=1 (cardim(F)=3x3)

On nomme alors F le gradient de la transformation modifié, C le tenseur de Cauchy-
Green & droite modifié et b le tenseur de Cauchy-Green & gauche modifié. Par
ailleurs, on introduit aussi les dilatations linéiques principales modifiées ainsi que

les invariants modifiés :

N=J3)\ et L=trC, T=trC detC, Tz=detC  (2.31)
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On peut alors écrire la fonction d’énergie de déformation ¥ de maniere découplée

grace a la décomposition 2.30 :

¥ (C) = W) + ¥iso(C) (2.32)

De méme on obtient la décomposition suivante pour le second tenseur des

contraintes de Piola-Kirchhoff :

ﬁk = ?kml + ?kisa ou ?kwl =JpC (2.33)
= a\:[]z'so 6
Ekiso - 2 =( )
oC

On appelle alors p la pression hydrostatique qui est explicitée par une loi de com-

portement (contrairement au cas incompressible) :

DU, (J)
P="p7

(2.34)
Finalement, on connait les formes les plus générales des lois de comportement pour
des matériaux compressibles et incompressibles. Leur mise en application nécessite
donc des modeles pratiques qui explicitent la fonction d’énergie libre ¥ pour chaque

cas.

2.2.3 Modeles d’hyperélasticité finie

Il existe de nombreux modeles décrivant le comportement des matériaux hy-
perélastiques. On a bien sir le modele de Saint-Venant Kirchhoff pour les matériaux
compressibles ainsi que sa version modifiée pour les déformations finies. Deux autres

modeles trés généraux existent : le modéle d’Ogden et la forme polynomiale. 11
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en existe des variantes compressible et incompressible mais ne sont pas directe-
ment applicables. On va donc préférer des cas particuliers donnant naissance a des
lois de comportement utilisables en pratique : le modéle de Varga, le modéle de
Mooney-Rivlin et le modele Neo-Hookien. On trouvera dans 'annexe V le détail
des développements pour obtenir les équations constituant ces modeles. On note

que p représente ici le module de cisaillement et x le module d’extension.

2.2.3.1 Modeéles incompressibles

Les modéles incompressibles ont un intérét particulier puisque le modéle le plus
répandu, a savoir celui de Saint-Venant Kirchhoff, n’en est pas réellement un et ils
ouvrent la porte & la modélisation des matériaux du vivant constitués essentielle-

ment d’eau et donc quasi-incompressibles.

2.2.3.1.1 Modéle de Varga C’est 'un des plus simples modeles hy-

perélastiques. 1l considere la fonction d’énergie libre suivante :

U = m(M+A+A3—3) avec p= % (2.35)
On obtient alors la loi de comportement suivante :
1
Ty = — (= A N; ® Ny 2.36
o ; 2 (P i N® (2.36)

Le cas pratique d’un carré en compression montre que sa simplicité nuit a la stabilité

du modele.
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2.2.3.1.2 Modele de Mooney-Rivlin & 2 parameétres Il existe en fait plu-
sieurs modeles de Mooney-Rivlin mais on se restreint ici & celui a 2 parametres pq

et s tels que p = py — po. On écrit alors :

T = %(/\§+/\§+A§—3)—%(A;2+/\52+A;2—3) (2.37)
= Bm-3)-21-3) (2.38)
2 2
1
i=1 v
:'1 = =

Ce modele donne de bons résultats lors des simulations mais on choisit uq et ps de

maniére arbitraire & défaut d’avoir des données précises sur les matériaux utilisés.

2.2.3.1.3 Modeéle Neo-Hookien Le modeéle Neo-Hookien est un bon compro-
mis entre les deux précédents, sans étre trop simple, il ne fait appel qu’a un seul

parametre g1 = . On a :

U = % (A2 + A2+ 22 -3) (2.41)
= %(11 —3) (2.42)
21
i=1 "t
:—1 el
= —pC +ul (2.44)

C’est un modele trés intéressant car il donne de bons résultats sans avoir a

déterminer de constantes de matériaux supplémentaires.
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2.2.3.2 Modeles compressibles

On peut présenter ces modeles sous deux formes, couplée ou découplée. Cette
derniére s’appuie notamment sur les modeles incompressibles qu’on vient d’étudier

et on pose :

1 1
p= nw (1 — ﬁ) (2.45)

avec  un coeflicient empirique.

2.2.3.2.1 Modeéle de Varga Pour des matériaux compressibles, le modele de

Varga s’écrit de la fagon suivante :

T = kB2(BIJ+J P —1) +pu (M + X2+ 25— 3) (2.46)

3
— =1 —_—
F = JpC + ﬂ(Ai—

3
2 > X]) N, ® N; (2.47)
2 j=1

W

i=1

2.2.3.2.2 Modele de Mooney-Rivlin a 2 parametres Sous sa forme

découplée, le modele de Mooney-Rivlin compressible s'écrit comme suit :

U = k372(BInJ+ J—B—1)+%(T1—3)—%(T2—3) (2.48)
— -1
o = Jp (2.49)
3
1 -2 —-2 1 —2 —-2
+ Z 22 |i(“1/\i + p2A; ) 3 Z (Ml)\j + p2A; ) N; ® N;
i=1 "t j=1

Toutefois, il est de coutume de présenter les modeles sous forme couplée. On peut
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alors écrire la forme couplée du modele de Mooney-Rivlin ainsi :

T = c(J—1)2—dan+%(Il—3)—%(12—3) (2.50)

T = 2 [(& - EEJI) T+ %EJF (cJ(J 1) - é) Tl] (2.51)

ou ¢ est une constante du matériau et d = 2 (%l — /Lg).

2.2.3.2.3 Modele Neo-Hookien Enfin, la forme découplée du modeéle Neo-

Hookien se présente de la facon suivante :

v = g2 (BWmJ+J7—1)+=(-3) (2.52)

3
— —-1
T = JpC +Z§-§-

)

3
— 1 —2
()\i —3 E )\j> N; ® N; (2.53)

=1

La forme couplée de ce modele sécrit :

B 7
U= %(J #_1)+ §(11 —3) (2.54)
—_ = ——1
L= U [I — J®C ] (2.55)
ouf = 7 v 5, vec v le coefficient de Poisson.
—2v

2.2.3.2.4 Modeéle de Saint-Venant Kirchhoff On présente ici le modele

classique ainsi que sa forme modifiée pour les déformations finies.
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Modeéle classique
Le modele classique de Saint-Venant Kirchhoff est caractérisé par les équations

suivantes :

Ne—

LS
—

|
~—

|
Do [-2

(trf Cyutr (f2> (2.56)

&

o, = 7(tr§)?+2u (2.57)

ou v et p sont les deux coefficients de Lamé.

Toutefois, ce modele n’est pas recommandable pour les fortes déformations en com-
pression. En effet, selon Uexpression (2.56) de ¥, il suffit d’une énergie finie (¥ ne

tend pas vers 'infini) pour engendrer une déformation infinie. Plus exactement :

E— -1 = det (?) = 4/det (? + 2?) — 0t (déformation infinie)

1

2
= 3

mais b (E) — 1(37 — 1) # o0 (énergie finie)

Ce comportement va & 'encontre des propriétés (2.21) découlant de la définition
de la fonction d’énergie libre. Des modifications s’'imposent alors pour traiter cor-

rectement les grandes déformations.

Modeéle modifié pour les déformations finies

On propose donc un modele de Saint-Venant Kirchhoff modifié :

v (f) - g(ln IV + ptr (fz) (2.58)
&=k J)C 44 (€¢-7) (2.59)

On vérifie alors bien que si det (?) =J — 0% ou +o0 alors ¥ — oo.
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2.3 Conditions d’équilibre & P'interface fluide-solide

Le couplage entre le fluide et le solide s’exprime par une condition cinématique
et une condition d’équilibre a l'interface déformée I'j, entre ces deux milieux. La
premieére condition est celle de non-glissement qui impose la continuité des vitesses
a l'interface. La seconde traduit 'équilibre des contraintes de part et d’autre de

I'interface. Ces conditions s’écrivent :

ur=u, = 0 sur Iy (2.60)

a'c~ns+§-nf

0 sur Ty (2.61)

ol n, est la normale unitaire sortante du domaine solide a l'interface dans la confi-
guration déformée, ny = —n, et u, est la vitesse du solide. Puisqu’on considere
des problemes stationnaires, la vitesse a l'interface est nulle dans (2.60). Dans la
deuxiéme équation (2.61), on retrouve les tenseurs de Cauchy &, et & qui expriment
les contraintes solide et fluide sur la configuration déformée en fonction de la sur-
face déformée. Ils traduisent 'utilisation de deux formulations différentes de part
et d’autre de Pinterface : une formulation Eulérienne pour la résolution du fluide

et une approche Lagrangienne pour exprimer les déplacements dans le solide.
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CHAPITRE 3

METHODE DE RESOLUTION

Ce chapitre présente la méthode retenue pour résoudre le probléme d’interactions
fluides-structures qu’on vient de décrire. Tout d’abord, on introduit les formula-
tions utilisées dans le fluide et dans le solide qui sont rendues compatibles par
Papproche pseudo-solide. On décrit ensuite la Méthode de I’Equation des Sensibi-
lités (MES). Enfin, on s’appuie sur la Méthode des Eléments Finis (MEF) pour

résoudre numériquement le probléme.

3.1 Approches et formulations pour les interactions fluides-structures

Pour traiter les interactions fluides-structures, on introduit deux types de formula-
tions différentes : eulérienne et lagrangienne. 1l est donc important de préciser les
notations utilisées. En outre, dans le cas de grands déplacements, il est intéressant
d’introduire une méthode de Lagrangien Actualisé dans la partie solide. Enfin, on
utilise une approche pseudo-solide pour rendre compatible les formulations dans le

fluide et dans le solide.

3.1.1 Notation et formulations

On utilise deux formulations distinctes dans la partie fluide et dans la partie solide.
D’une part, une formulation eulérienne dans la partie fluide qui considére un vo-
lume de contréle fixe. On observe alors le mouvement d’une particule matérielle qui

passe & travers ce volume qu’on associe au domaine fluide réel, c’est-a-dire déformé.
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On traite donc le probleme fluide dans une configuration déformée. D’autre part,
une formaulation lagrangienne dans la partie solide qui suit une masse de contréle
toujours composée des mémes particules. Le solide est donc considéré dans un
repere non-déformé puisqu’il fait référence a la masse de controle d’origine. Les
configurations ainsi que la notation qui leur est associée sont illustrées sur la fi-
gure 3.1. Ainsi, la formulation eulérienne sera associée & la configuration déformée
dénotée par l'indice 1. La configuration non-déformée est dénotée par l'indice 0.
Pour une formulation de Lagrangien Total, c’est cette configuration initiale que I'on
va considérer pour traiter le probleme solide. Il est en effet plus facile de mener les

calculs sur une configuration non-déformée.

FD() FDI

 —— — e —————— e ——

e

Configuration non-déformée Configuration déformée

F1G. 3.1 Notation du probleme fluide-solide selon la configuration.
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3.1.2 Méthode du Lagrangien Actualisé

Toutefois, pour de trés grands déplacements, une méthode de lagrangien actua-
lisé permet plus de flexibilité dans la gestion de mouvements complexes de la
structure. Il est en effet plus facile d’atteindre la configuration finale de maniere
itérative en utilisant des étapes intermédiaires, i.e. : des configurations déformées
intermédiaires. On adapte alors la notation précédente pour cette formulation par-
ticuliere dans la figure 3.2. Comme on I’a vu, la méthode du Lagrangien Actualisé
reprend I’équation d’équilibre de Cauchy pour des contraintes de la configuration
déformée (dénotée dans ce cas par 2) en fonction d'une surface correspondant a

une précédente configuration déformée (dénotée par 1) :

V-G, +f,=0 dans (3.1)

Xo

. a . . — . .
Configuration 1** configuration Configuration Configuration Configuration
initiale déformée déformée (i-1) "'  déformée i déformée finale

non-déformée Xy @ @

F1aG. 3.2 Notation pour la méthode du lagrangien actualisé.

Ceci permet de mailler dans la configuration déformée 2 le domaine fluide et
la structure en méme temps a partir d’'une précédente configuration 1, moins
déformée. On introduit les déplacements : x; qui permet de passer de I’état initial
a la configuration 1, x, qui permet de passer de l'état initial & la configuration
2 et x5 qui permet de passer de la configuration 1 a la configuration 2. Cette
décomposition des déplacements facilite la linéarisation des étapes successives de

substitution lors de la résolution, en particulier lorsque la loi de comportement du
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solide est linéaire par rapport aux tenseurs de Green-Lagrange (modéle de Saint-

Venant Kirchhoff par exemple). Le lecteur trouvera des détails dans 'annexe VI.

3.1.3 Approche pseudo-solide

Lorsqu’'on étudie des interactions fluides-structures, on se rend compte que les
deux formulations présentées sont incompatibles. En effet, lors de la résolution, les
déformations du solide nécessitent des déplacements du maillage fluide au cours
des itérations. Or, dans une approche eulérienne ceci est impossible car le volume
de controle est fixe. On va donc déformer la partie fluide pour rendre les deux
formulations compatibles & 'aide d’'une approche pseudo-solide.

La géométrie du domaine fluide repose donc sur un pseudo-solide auquel on associe
une forme linéaire du tenseur de Green-Lagrange et une loi de comportement de

Saint-Venant Kirchhoff. On obtient les équations d’élasticité linéaire suivantes :

=ps —=ps —ps\ T

E = % {hp + (h,, ) ] (3.2)

G = Ypetr <fps) T+ Qppsfps (3.3)

s _ Fr (3.4)
V-a" = 0 dans (3.5)

ol Yps €t fips sont les coefficients de Lamé. L’équation d’équilibre de Cauchy pour

le pseudo-solide est complétée par les conditions aux frontiéres suivantes :

Xps = Xps sur 1“’1’)30 - Ty, (3.6)
?ij Ny =ty sur I"]’\fo — Ty, (3.7)
Xps = X sur I'p, (3.8)
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ol Xps €t t,s sont respectivement les déplacements et les forces imposés au pseudo-

solide et x, sont les déplacements de la structure.

Les conditions frontieres different quelque peu de celles du solide. En effet, a l'in-
terface, on impose V'égalité des déplacements entre le pseudo-solide et le solide.
On n’impose donc pas la continuité des contraintes a l'interface entre le solide et
le pseudo-solide. Ceci permet au pseudo-solide de se déformer librement tout en
offrant aucune résistance au déplacement du solide. Il ne s’agit en fait que d’un
artifice de calcul qui ne doit pas influencer la physique du probléme. En outre,
cela permet un libre choix de lois de comportement du pseudo-solide (on pourrait
considérer une loi non-linéaire) et ne nécessite pas l'utilisation de la méthode du

lagrangien actualisé dans le pseudo-solide.

En outre, on démontre dans 'annexe 1I.1 les deux relations suivantes valables

seulement sur I'interface I'y :

?ps-ts = ?s-ts sur Iy (3.9)

JRES | sur Ty (3.10)

Le role du pseudo-solide se résume donc a déformer le domaine fluide de maniére
consistente avec les déplacements de la structure. Les équations du pseudo-solide

sont résolues dans le fluide de maniere couplée avec les équations de Navier-Stokes.

3.2 Méthode de I’équation des sensibilités (MES)

On présente ici la méthode de I'équation des sensibilités qu’on utilise pour calculer
le gradient de la fonction cotit a optimiser. Les équations de sensibilités s’obtiennent

formellement par différentiation des équations aux dérivées partielles du fluide, du
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pseudo-solide et de la structure par rapport a un parametre a. Ce dernier peut
étre un parametre géométrique, une propriété physique, une condition frontiere ou
un coefficient de lois de comportement. Pour un probléeme d’interactions fluides-
structures, on considére les variables (u,p,x) comme fonctions de l'espace et du

parametre a. On note alors :

Pour u=u(x,a) Sy = g_u (3.11)
a

Pour p=p(x,a) Sp = g—g— (3.12)

Pour x = x(x,0a) Sy = %%:— (3.13)

Les dérivées des autres coefficients seront dénotées par un (’). On étudie d’abord
les équations des sensibilités dans les domaines fluide, solide et pseudo-solide. On

traite ensuite les conditions a l'interface fluide-solide.

On note que dans les applications de cette étude, les parametres de forme ne sont
imposés que sur U'interface fluide-solide. Pour alléger le texte, on va ainsi considérer
que a est un parameétre de valeur sur toutes les frontieres du probleme exceptée

Pinterface I'; dont la forme pourra dépendre de a.

3.2.1 Equations pour le fluide

On obtient les équations de sensibilités pour le fluide dans Q{ en différentiant les

équations (2.1) et (2.2) :

Vesy = 0 (3.14)
prug - Vug + pg (su, - Vug +uy-Vsy, ) = V-§l+f’f (3.15)

!

avec o = —spj—k 1 (Vuf + (Vuf)T) + uy (Vsuf + (Vsuf)T) (3.16)
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On ferme mathématiquement ces équations en différentiant les conditions aux

frontiéres (2.4) et (2.5) :

ou
Su, = 8_af sur I} —Tp, (3.17)
_ ot
o ‘ny = 5{% sur F{\,l-l“h (3.18)

3.2.2 Equations pour le solide et le pseudo-solide

De méme pour le solide et le pseudo-solide, on obtient les équations de sensibilités

en différentiant les équations (2.7) et (3.5) :

V-7, +f
\Y% '&'fs = 0 dans (3.20)

0 dans f (3.19)

Plus précisément, on peut développer les tenseurs de Piola-Lagrange comme suit :

’

Sl
|
|

o+ F o, (3.21)

= 7 (3.22)

ot F =h par différentiation de (2.11). On a alors besoin des sensibilités des lois

de comportement.

Dans le cas du modele linéaire de Saint-Venant Kirchhoff, en différentiant les

équations (2.57) et (3.3) on obtient :

?,; v tr ( ) I+~tr (E )? 'E +2uE (3.23)

2
= ot (ﬁp) T+ e tr (f ) T+2%0.E +2,E (3.24)

|
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En outre, en différentiant les équations (2.15) et (3.2) on peut aussi écrire :

' %{ﬁ’+<ﬁ'>T+(ﬁ>Tﬁ+iTﬁ} 225)
- %[ﬁ’”’+ (ﬁ) T] (3.26)

! '

= —=ps
avec h = sts eth = stps

b
|

1l

Pour les lois de comportement plus complexes utilisées dans le cadre de 'hy-
perélasticité finie, on procede de la méme maniere. Par exemple, pour le modeles

de Saint-Venant Kirchhoff modifié, on différentie ’équation (2.59) pour obtenir :
= / -1 J -1/ (A _F =
7, = #(I)C™ + k=C 7+ k() (CT) + 1 (C - I) +uC (327

Enfin, en différentiant (2.8) et (2.9) on obtient les conditions frontieres pour le

solide :

X,

S, = 3, sur I'p —Tp (3.28)
— Z,
o, n, = g—a sur Ty, — T (3.29)

De méme pour le pseudo-solide grace aux conditions (3.6) et (3.7), on écrit :

X
Sxpe = a;s sur T — T, (3.30)
—ps’ ot
7 ng= 828 sur Ty —Tp (3.31)
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3.2.3 Conditions a ’'interface pour les sensibilités

Pour finir, on traite les conditions & l'interface pour les sensibilités avec une at-
tention particuliere. On considere ici que a est un parametre de forme, i.e. : une

variation de a engendre une déformation de 'interface I';. On va ainsi noter :

T (a) = {2, a)|t € [to,t1]}  avec: & = [xo,y0)" (3.32)

~

I'n(a)={X(ta)t € [to,t.]} avec: X =[zs,y" (3.33)

ou t est Pabscisse curviligne qui parametre I' et donne la position d’un point sur
cette courbe. On différentie donc les conditions & 'interface fluide-solide (2.60),

(2.61) et (3.8) en régime stationnaire grace a des dérivées matérielles (voir an-

nexe [.4) :
Du Du,
Daf: e =~ 0 sur Iy (3.34)
D = s =
Da Uc-n1+0'~n{] = 0 sur Iy (3.35)
DXps Dx
= 2 T .
Da e Sur I (3.36)

En développant la condition de continuité (3.34), on obtient :

su, = —Vus-sg sur T (3.37)

Sy, = 0 sur T'p (3.38)

5

La deuxiéme relation traduit simplement le fait que la vitesse du solide uy est
toujours nulle en régime stationnaire. L’équation (3.37) concernant la vitesse du

fluide a l'interface se développe grace a la relation suivante :
%%

X (#(a)) = {Id+ x} (&(a)) = sg=Fp ss (3.39)
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Pour la condition (3.35), on développe les calculs assez longs dans 'annexe I1.2.
On considére une surface infinitésimale 6I'; sur laquelle les quantités exprimées
dans I’équations (2.61) restent constantes. On utilise la formule de Nanson[?® pour

exprimer ces quantités sur l'interface non-déformée I'y, :
— =-T _ =-T ! ¥
7 ) Ty Fo +7 - (JFyy ) | - 0doTy +

+V
[? JuF., - ]5r,0 7, + Vo, - sm) .ng+a.ng/} T, =0  (3.40)

Comme on utilise une formulation eulérienne pour le fluide, on calcule les sensibi-

lités du fluide sur l'interface déformée I'j, grace a la formule de Nanson :

! =T
[(a- +VT sg)+T (Jpsts ) Jp-;Fps] -nfoT, + (3.41)

— =T I 7 =T f g . — ,
o-F, -ng (ng-F,ny | ol + [(El -I-Vﬁl-s,»;) -ng+a-ng] =0

Cette équation exprime donc I'égalité des sensibilités des forces fluides sur la

géométrie déformée avec celles des forces solides sur la configuration non-déformée.

3.3 Meéthode des éléments finis

La résolution des systémes d’équations aux dérivées partielles présentées
précédemment s’effectue a 'aide d’une méthode d’élément finis. Elle se décompose
en plusieurs étapes. Tout d’abord, on doit développer une forme faible pour toutes
les équations. Puis, on les discrétise et on les assemble pour obtenir deux grands
systémes : 'un non-linéaire pour le probleme fluide-solide, I'autre linéaire pour ses

sensibilités. Enfin, on résout ces systémes par la méthode de Newton-Raphson.
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On note que cette méthode s’intégre dans un processus itératif d’adaptation de
maillage grace & une estimation d’erreur & la fin de chaque calcul*®l. On n’entrera

pas dans les détails.

3.3.1 Formulation faible des équations

La formulation variationnelle (forme faible) d’une équation s’obtient en la multi-
pliant par une fonction test et en intégrant sur le domaine de calcul Q. On integre
ensuite par parties (théoréme de Gauss) les termes du second ordre pour faire natu-
rellement apparaitre les conditions aux frontiéres de Neumann. On applique donc

cette procédure au probleme fluide-solide et au probléme de sensibilités associé.

3.3.1.1 Formulation faible des équations du fluide

Avec les fonctions test dp, du, ds,, et 0sy, les formes faibles des équations de

continuité et de mouvement ainsi que leurs sensibilités sont dans 1'ordre :

/Q 6V =0 (3.42)
1

_/f (5u~pfuf~Vuf+V5u :gf) dQl =

1

/ Su - (ﬁf : n{) 5r+/ su - f,dQ (3.43)
FlfVIUFh Q{

/f 08pV -+ 8y, dQ2 =0 (3.44)
Ql

/f 0su [Pyuy - Vs + pf (Su, - Vg +uy - Vsy, )] dQ2 +
Q

1

/ Vs, : 7 d0 = / 6su- (7 nd) 0T+ [ dsufid (3.45)
of rf, ury, of
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3.3.1.2 Formulation faible des équations du solide et du pseudo-solide

Les formes faibles des équations du solide et du pseudo-solide s’obtiennent grace au
principe du travail virtuel®. Puis par intégration par parties on voit I’équivalence

avec I’approche fluide. On considére les fonctions test dr et ds; pour obtenir :

/ (Vor:5)—6r-£,)dQ = / 5t - (&, - ng) oT (3.46)
Q U

S
0

/ (Vér:3,°)dr = / 5r-(§,”s-ng§) 6T (3.47)
al r{vour,o
J

(Vésr : ﬁz, — 08y - f;) dQ = /Ff\,OUFIO o8y - (?,, : n(s)) 6T (3.48)

/ﬂ{; (V5Sr : ?7'_—11)5,) aQ = /r{vourlo ds, - (?lps’ . ng) ST (3.49)

s
0

3.3.1.3 Couplage entre le fluide, le solide et le pseudo-solide

Dans le cadre d’une approche monolithique, on couple le solide, le pseudo-solide et
le fluide grace & un traitement implicite de la forme faible des conditions d’équilibre
a I'interface. Il faut alors introduire un nouveau type d’éléments d’épaisseur nulle

pour dicrétiser l'interface fluide-solide (voir section 3.3.2).

Pour le probleme simple d’interactions (sans les sensibilités), on forme ainsi un seul
systeme global contenant toutes les équations y compris celles correspondant aux
conditions d’équilibre. On utilise la formulation faible de la condition (2.61) sur

I'interface déformée I'y, :

/ au-(ﬁc-n§+§f-n{)5r = 0 (3.50)
Iy,

[44]

Par un changement de variable approprié**, on peut transformer avantageusement
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cette équation sous la forme suivante :

J

ou chaque intégrale est évaluée sur la géométrie qui lui est naturelle : 'interface

5r.(a.ng)ar+/

r'n

5u-(§f-n{) 50 = 0 (3.51)

1o

non-déformée I'y; pour le solide et I'interface déformée I'y, pour le fluide. Pour les
conditions (2.60) et (3.8), elles sont imposées implicitement au sens fort le long de

I'interface. On retrouve donc :

uf = u, =0 sur Iy (3.52)

Xps = Xs  sur I'p (3.53)

Pour les sensibilités, on forme un deuxiéme systéme global qui est alors linéaire.
On impose directement et implicitement les conditions a l'interface (3.36), (3.37)
et (3.38) sous leur forme forte. Pour la condition d’équilibre (3.41) qui compléte

ces équations, on considere toutefois sa forme faible :

_ ==T ’ =y
/F [E.Fps nf (ng-Fpsn{)]5F,1+ (3.54)
I

3.3.2 Discrétisation

La méthode de Galerkin consiste & discrétiser la forme faible et a prendre comme
fonctions test les fonctions d’interpolation de la solution. Pour alléger les no-

tations, on exprime ces fonctions seulement pour la composante horizontale de
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I'écoulement uy et sa sensibilité s,, :
uh o= SNy et O, =N (3.55)
sh, =V s N et oL =N (3.56)

ou u}l et s" , sont les solutions éléments finis, ny, et N, sont les nombres de nocuds
de calcul (ou de fonctions d’interpolation), u} et s, ; sont les valeurs nodales et 8 ;

et 5§uf sont les fonctions test associées au noeud <.

Eiéments du domaine
fluide et solide

)

Vitesse Déplacement Pression
R SaRE s O B S e O I R o
Eléments d'interface ? | C‘B | L._c} |
B -0 -~ C---0 H-mmmm -~

Vitesse Déplacement Pression

O : Interpolant quadratique
[J: interpolant linéaire

Fic. 3.3 Eléments de Taylor-Hood et d’interface.

On utilise un maillage non-structuré avec des éléments de type Taylor-Hood (Ps-
P1). Cet élément est linéaire en pression et quadratique en vitesse et en déplacement
comme illustré sur la figure 3.3. Il est & noter que la pression est continue. En outre,
I'interface nécessite une discrétisation spéciale a ’aide d’éléments unidimensionnels
appelés éléments d’interface présentés sur la figure 3.3. Ils ont pour fonction de
communiquer les forces fluides au solide et d’imposer les déplacements du solide
au pseudo-solide comme on le verra dans la section qui suit. Ils sont linéaires
en pression et quadratiques en vitesse et en déplacement. Enfin, on discrétise les
sensibilités a 'aide de ces mémes éléments et du méme maillage. Ceci simplifie la

rogrammation sans étre une exigence de la méthode de 'équation des ibilités.
p t t de 1 thode de I’ tion des sensibilités
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3.3.3 Stratégie de résolution

Le probleme des sensibilités est traité de maniere similaire a celui de I'interaction
fluides-structures avec une discrétisation identique dans les deux cas. Ainsi, les deux
systemes & résoudre partagent la méme structure de données. De ce fait, on expose
la stratégie de résolution seulement pour le probléme basique d’interaction fluides-
structures. Les différentes étapes ainsi que les observations qui sont présentées dans

ce chapitre s’appliquent donc aussi au probleme des sensibilités.

La stratégie de résolution monolithique couple tous les degrés de liberté associés a la
vitesse, a la pression et aux déplacements solides et pseudo-solides. Cette approche
nécessite un traitement implicite de toutes les conditions frontiéres y compris celles
a linterface. Ces dernieres assurent un couplage le plus intime possible entre le
fluide et le solide comme c’est illustré sur la figure 3.4. L’élément d’interface a
gauche impose la relation x,s = x,. Autrement dit, il transmet le déplacement
du solide x, au domaine fluide via la déformation du pseudo-solide x,s. L’élément
de droite garantit I’équilibre des forces de part et d’autre de l'interface. Ainsi, il
transfere les forces induites par ’écoulement du fluide au solide qui va subir des

déformations. Cette boucle illustre trés bien le couplage implicite a Uinterface.

3.3.3.1 Systéeme global a résoudre

Avant d’assembler le systéme global, on introduit une variante implicite de la
méthode des réactions!'™. On reformule les formes faibles des équations (3.43)
et (3.46) pour faire apparaitre deux nouvelles inconnues soient les réactions du

fluide ri}‘t et de la structure r®. Pour alléger les notations, on suppose f ;=Fs=0
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Domaine /i\
Fluide Pseudo-solide Navier-Stokes
X ps

(uf,pf)

Xps" X &--—-O----b &----O-—--é (uf;pf) - (Xs}us )

O

< Couplage §v>----o----q @--—-0----¢  Couplage >

(Xs 7u$ )

Structure

F1G. 3.4 Couplage implicite & Vinterface fluide-structure.

et on écrit :

/Qf ((511 - pfuy - Vllf + Viu : Ef) dQ

1 —/FII 5u-(§f-n{) T = /rfvl 5u-(§f.n{) ST (3.57)

r;;” condition de Neumann
/ (Vér: &) dQ — / ér- (& -nf) ol = / ér- (@, -nf) oI (3.58)
Q3 Ty, T,
rnt condition de Neumann

En fait, r" et r{® permettent d’appliquer les forces fluides sur la structure de
maniere implicite sans alourdir ni ralentir la phase de résolution et indépendamment

du type d’élément retenu.

On considére donc pour ce probleme 11 inconnues formant le vecteur d’état suivant :
- int int int int gint Joint T~ inty g4
U= [uf,pf,uf I Xy Xpa'» X, Ty Uy ) Xs Ws| , oit (™) dénote une valeur

sur l'interface. Pour calculer ces variables, on dispose des équations présentées
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précédemment qui forment le systéme global illustré sur la figure 3.5. Les zones
ombragées indiquent la contribution de la forme faible correspondante et le sym-

bole I, correspondant & la matrice identité, traduit la continuité des inconnues &

I'interface.

No. de ligne

© o =3 O Ot o w b

—
e

—
—

A
=
BE
I
c o000 000 o OO0

F1G. 3.5 Matrice globale du probleme d’interactions fluides-structures.

Ainsi, les lignes 1 et 2 correspondent aux équations de Navier-Stokes, les lignes 5
et 10 traduisent respectivement les équations de Cauchy pour le pseudo-solide et
pour le solide et la ligne 11 représente les équations des vitesses du solide. Ensuite,
a Uinterface, les lignes 3 et 6 expriment respectivement la continuité des vitesses
et des déplacements, la ligne 8 reflete la condition d’équilibre des forces fluides et
solides et la ligne 9 exprime la vitesse de la structure a l'interface en fonction des
déplacements et des vitesses dans le solide. Enfin, la ligne 4 représente la relation
implicite entre les réactions du fluide et les autres inconnues alors que la ligne 7

exprime la méme sorte de relation implicite pour les réactions du solide.
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3.3.3.2 Meéthode de Newton-Raphson

Pour résoudre ce systéme R (U) = 0, on initialise toutes les variables & zéro puis
on applique 2 & 3 cycles successifs de substitution. On dispose alors d’une bonne
estimation initiale de la solution pour assurer la convergence de la méthode de
Newton-Raphson. Cette derniére nécessite 1'évaluation de la matrice jacobienne 7
qui décrit la sensibilité des équations par rapport & chacune des inconnues pour

déterminer les vecteurs de correction successifs 0U :

J(U™M§U" = —R(U") (3.59)
U™l = U" 45U (3.60)

. OR; (UM)

ou Jij = ——5-[7—'"'

J

On utilise 'approche du jacobien numérigue qui approxime les dérivées par

différences finies en perturbant la solution d’une petite quantité 4 :

_OR(UY) _ R (Up,U3,...,Ur+6,...,Ux) — R; (U") (3.61)

Jis
T} 5

La stratégie monolithique adoptée ici permet d’atteindre une convergence quadra-
tique de la méthode de Newton-Raphson. Ceci se fait aux dépens du nombre de
variables et de la taille du systéme qui augmentent par rapport a une approche
découplée. Toutefois, cet inconvénient est largement compensé par la réduction si-
gnificative du nombre d’itérations de Newton, i.e. : du temps de calcul. Comme
précédemment mentionné, tout ceci s’applique aussi au probleme des sensibilités
saul que, le systéeme étant linéaire, une seule itération de résolution est alors

nécessaire.
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3.3.3.3 Factorisation conditionnelle

Pour finir, on introduit brievement le concept de factorisation conditionnelle qui
permet un gain notable de temps de calcul. Pour calculer le vecteur de correction
selon P'équation (3.59), on inverse J grace a une factorisation LU. Or, cette facto-
risation est trés cofiteuse en temps de calcul. L’idée est donc d’éviter cette factori-
sation lorsque cela est possible. Lorsque §U" devient petit, on approxime 7(U")
par J (U”_l) de maniere a éviter une nouvelle factorisation. Concrétement, pour
un probléme unidimensionnel, on conserve la méme pente J (ug) pour les tangentes
successives a la courbe R(u). Le calcul converge alors bien vers la solution a mais en
un nombre plus important d’itérations par rapport a la méthode classique comme

I'illustre la figure 3.6. Pour des maillages fins (? est de grande taille), le temps

-

=
=

o Uy u, 1,

Méthode de Newton classique Méthode de Newton conditionnelle

F16. 3.6 Illustration de la factorisation conditionnelle.

gagné en ne factorisant pas la matrice jacobienne est bien supérieur a celui qui
est imputable & un plus grand nombre d’itérations. Cette méthode est donc tres

efficace.

Concernant les sensibilités, on observe qu'une formulation de type Galerkin
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sans stabilisation méne & une matrice jabobienne indépendante du parameétre a

considérél®. De ce fait, méme si le membre de droite de 'équation (3.59) dépend
du parametre, on peut travailler avec la méme matrice jacobienne 7, factorisée

seulement une fois, pour tous les parametres.

Comparées a la MES, les méthodes adjointes offrent habituellement un avantage
indéniable lorsqu’on traite plusieurs parametres. En effet, il suffit de résoudre un
seul probleme d’analyse, peu importe le nombre de parametres mis en jeu. La
MES nécessite quant & elle une résolution du systéme des sensibilités pour chaque
parametre. En factorisant seulement une fois 7, on contourne cet inconvénient. La
factorisation conditionnelle permet donc de gommer ’un des plus grands

inconvénients de la MES par rapport aux méthodes adjointes.
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CHAPITRE 4

PARAMETRISATION NURBS

Ce chapitre permet d’introduire la paramétrisation NURBS (Non-Uniform Ratio-
nal B-spline) retenue pour définir les géométries aérodynamiques. Dans un pro-
cessus de design optimal de profils, la représentation géométrique ainsi que la pa-
ramétrisation des courbes est un aspect crucial. Tout d’abord, il est souhaitable
de réduire le nombre de parametres de design pour accélérer I'optimisation tout
en gardant assez de liberté et de flexibilité pour représenter une large gamme de
profils®. En outre, la représentation géométrique doit assurer ’obtention de sur-
faces lisses lors d’un processus d’optimisation afin de converger vers des profils
réalistes. Dans un premier temps, on expose donc en quoi les avantages de la pa-
ramétrisation NURBS répondent a ces contraintes. Ensuite, on donne la définition
mathématique des NURBS. Enfin, on présente les équations de sensibilités pour les

NURBS dans le cadre d'un processus d’optimisation.

4.1 Avantages de la paramétrisation NURBS

Dans le domaine de l'optimisation aérodynamique, il existe de nombreuses
méthodes de représentation possédant toutes leurs avantages et leurs in-
convénients3? 2 331 Toutefois, les B-splines se sont imposées ces derniéres années
comme la méthode d’interpolation de référence et ont donné naissance aux NURBS,
leurs formes fractionnaires. Ainsi, les NURBS offrent tous les avantages des B-
splines en plus d’une grande flexibilité appropriée a loptimisation. En premier

lieu, la paramétrisation NURBS minimise le nombre de parameétres de design. Une
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NURBS peut représenter avec précision une large gamme de profils d’ailes avec 13
points ou moins!*?. Par exemple, 10 points de controle suffisent pour représenter un
profil NACA0012 comme illustré sur la figure 4.1. Ensuite, les NURBS représentent
des profils naturellement lisses. Ainsi, le risque de bruit dans la géométrie est mini-
misé et Poptimisation est facilitée. Enfin, tout comme pour les B-splines, les para-
metres d’'une NURBS ont une influence locale sur la géométrie : le déplacement
d’un point de controle provoque seulement une modification locale de la courbe.
L’efficacité des NURBS pour représenter des formes d’ailes est discutée en détails

dans les références!2% 30 461,

F1G. 4.1 Profil NACAO0O012 représenté par une NURBS a 10 points de controle.

4.2 Définition des NURBS

Une NURBS étant une une extension des B-splines, on va d’abord définir les fonc-
tions de base des B-splines, les B-splines elles-mémes et enfin les NURBS. Plus de

détails sont présentés dans Pannexe VII.

4.2.1 Les fonctions de base des B-splines

Les B-splines se construisent sur une base formée de fonctions splines particuliéres
P p b
que 'on nomme fonctions de base. On peut trouver des définitions trés théoriques

de ces fonctionsP®, d’autres plus originales comme celles de Reggio et Godin
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et enfin celle proposée par C. de Boorl, M. Cox et L. Mansfeld. Cest la plus
utilisée car elle conduit & une implémentation tres élégante grace a sa formule de
récurrence. Les fonctions de base reposent sur un vecteur nodal 7T = {t1, ...t}
C’est une suite croissante de m nombres réels ¢; (généralement dans [0, 1]) appelés
noeuds. 1l existe n = m — p — 1 fonctions de base de degré p. La ™ fonction de
base B-spline de degré p (d’ordre p+1), notée N, ,, est alors définie par récurrence

comme suit :

t—1; t; —t
Nip(t) = ———Nip-1(t) + — 25— Nyp1,1(t) (4.1)
tivp — Livpt1 — tig1
1 s1 ¢, <<y
avec Nio(t) = P e (4.2)

0 sinon

ou ¢ est I'abscisse curviligne.

4.2.2 Représentation B-spline

On définit une B-spline C de degré p comme une composition linéaire des fonctions

de base que 'on vient de définir :
Ct)=) Nip()P; to=a<t<tn=b (4.3)
i=1

ou P; = [x, yi]T sont les n points de contrdle de la courbe et les fonctions N,
sont les fonctions de base B-splines de degré p définies sur un vecteur nodal a

m=n+ p+ 1 noeuds :

T = {a’... y Gy bpyo, ,tm_p_hb,... ’b}
N Ne——
p+1 p+i



55

4.2.3 Paramétrisation NURBS

Les Non-Uniform Rationnal Beta-Splines, ou NURBS, sont des courbes rationnelles
de B-splines. On définit alors une NURBS C de degré p (i.e. d’ordre p + 1) comme

suit :

D iy WiNip(t)P; a
> ie wilNip(t) B

C(t) =

avec les éléments suivants :

— P, les points de controle

w; les poids associés a chaque point de controle
— N, les B-spline de base de degré p définies sur le vecteur nodal T

- T:{a/a"' 7a’7tp+27"' 7t'm—p—17ba'“ 7b}

pt1 p+1

On introduit les fonctions de base rationnelles de degré p, R;, pour obtenir une

écriture semblable & celles des B-splines :

c) = 3 RuP, (4.5)
. wiN; (1)

avec Rz,p(t) - m (46)

Pour plus de détails a propos de NURBS, leurs propriétés, la maniere de les calculer
et de les différentier, le lecteur intéressé peut se référer aux ouvrages de De Boor!™],

DeVore et al.l¥ et Piegl et al.B7.
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4.3 Sensibilités des NURBS

Lors du processus d’optimisation, on utilise la méthode de 1’équation des sensi-
bilités (MES) pour évaluer le gradient de la fonction colit. On doit donc obte-
nir les sensibilités des NURBS. Les parametres de design de la forme d’un profil
sont les coordonnées et les poids des points de contréle (z;,y;,w;). La dérivée d'un
point X (t,a) sur la NURBS C par rapport au vecteur des variables de design
A = [Ty T Y1) o Un) Wy e e -;wn]T, appelée sensibilité de la géométrie, doit
étre déterminée afin d’imposer les conditions frontieres du probléme des sensibi-
lités et d’évaluer les sensibilités de la fonction objectif. Comme on peut le voir dans
la formule de récurrence (4.1), une fonction de base des B-splines dépend de T, le
vecteur nodal, et de ¢, 'abscisse curviligne. Par conséquent, elle est indépendante
des points de contréole. Ainsi, les sensibilités de X par rapport aux paramatres de

design se déduisent facilement et s’écrivent :

8X 9C  wN,@) |1 (4.7)
8£Ej - 8l’j N Z?—_—l wiNi,P(t) 0 .
90X _0C _ _wlNy(t) |0 (438)
8?};‘ 8%’ Z?:l wiNivP(t) 1 .
oX _0C _ Ny() |
ow;  Ow; Z?zl wN; (1) 7

Nplt) 3 el | (49

k=1 (Z?:l wiNi,p(t))2 Vi
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CHAPITRE 5

PROCEDURE DE DESIGN OPTIMAL

Ce dernier chapitre théorique décrit la procédure de design optimal utilisée dans
cette étude. Comme on I'a vu, on souhaite optimiser une fonction objectif F' qui
dépend du vecteur des parametres de design a et des variables du probléme d’inter-
action fluides-structures U (a, X (a)) ou X représente le domaine physique global.
On présente donc ici la boucle d’optimisation mise en place pour optimiser F. En-
suite, on décrit plus en détails 'algorithme d’optimisation retenu. Enfin, on explique

comment on évalue le gradient de la fonction objectif.

5.1 Boucle d’optimisation

Défini au chapitre 3, le systeéme global du probleme d’interaction fluides-structures
R(a,U(a,X(a))) = O représente les contraintes qui doivent étre satisfaites a
chaque étape du processus d’optimisation. En outre, on doit imposer des bornes de
variations sur les parametres de design afin d’obtenir une solution réaliste. Ainsi, le
domaine de design est généralement un ensemble fermé. Mathématiquement, tout

cela se traduit dans I'expression suivante du probleme d’optimisation :

Optimiser ~ F(a) = F'(a,U (a, X (a)))
Sujet & R(a,U(a,X(a))) =0 (5.1)

L;<a<L

Pour résoudre ce probléeme d’optimisation, on considere la géométrie initiale X
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associée aux parametres ag et on procede de maniére itérative jusqu’a la conver-
gence des parametres de design. On utilise donc une boucle d’optimisation qui se
décrit comme suit :

(0) Initialisation des parametres de design ag

1) Etape k&

2) Génération de la géométrie X (voir chapitre 4)

4) Evaluation de la fonction objectif F et de son gradient (voir section 5.3)

(1)

(2)

(3) Calcul adaptatif de Uy, et de ses sensibilités (voir chapitre 3)

(4)

5) Détermination de ay; par 'algorithme d’optimisation (voir section 5.2)
)

(
(

6) Retour & I’étape (1) tant qu'il n’y a pas convergence

5.2 Algorithme d’optimisation

On a choisi une méthode d’optimisation & gradients pour trouver les valeurs opti-
males des parameétres. A cause de la lourdeur du calcul de I’analyse des problemes
d’interactions fluides-structures, on doit se servir d'un algorithme ne requérant
qu'un petit nombre d’évaluations de la fonction objectif et de son gradient. C’est
pourquoi, on utilise un algorithme de quasi-Newton dans cette présente étude. Dans
le cas ol 'on veut maximiser une fonction objectif F(a), la matrice hessienne ap-
proximée est initialisée avec ﬁo =F (ao)? et actualisée ensuite grice 4 la méthode
sécante BFGS (Broyden, Fletcher, Goldfard et Shanno). Au point de design ag,
on détermine les prochaines valeurs des parameétres en résolvant un sous-probleme

dintervalle de confiance!® :

1 =
max f(ak) + V.’F(ak)Tsk + -—S;"; H;s;, (52)
skl <k 2

oll axy1 = ay + Si-
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Cette stratégie de globalisation permet la convergence de l'algorithme pour des va-
leurs initiales des parametres plus éloignées de la solution. Toutefois, cet algorithme
nécessite 'évaluation de la fonction objectif F et de son gradient VF = DF/Da.
Ce gradient est calculé a partir des sensibilités des variables du probleme d’inter-
action fluides-structures et des sensibilités de la géométrie comme détaillé dans la

section sulvante.

Pour de plus amples informations sur les algorithmes d’optimisation, on réfere le
lecteur & 'ouvrage trés complet de Vanderplatsi®? ainsi qu’aux travaux de Dennis

et Schnabell®.

5.3 Evaluation du gradient de la fonction objectif

La fonction objectif est une mesure de la performance du systeme mécanique étudié.
Dans le cadre du design optimal de profils, cette fonction est souvent exprimée en
termes de forces aérodynamiques exercées par le fluide sur la structure de laile.
Plus précisément, on utilise des forces totales comme la portance et la trainée ou
les coefficients qui leur sont associés. On est donc amené a intégrer les forces locales
sur la surface de Paile I" lors du calcul de la fonction objectif. Or, la forme de cette
surface dépend des parametres de design a. Donc, le calcul de la fonction objectif
implique des intégrales de quantités aérodynamiques sur une surface dépendante
d’un parametre de forme a. Soit & un tenseur d’ordre 2, on peut écrire ces intégrales

sous la forme générale suivante :

/ . noT (5.3)
T'(a)

Un algorithme d’optimisation & gradients nécessite le calcul de la dérivée de
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I’équation ci-dessus par rapport au parameétre de design a. Sachant que la surface

d’intégration dépend du parametre a, on utilise la formule suivante :

D — D® — Dn 1DL=
—~ | T.nér= O e Wittt SR ) 5.4
" /F(a)<Da e 5. T I Da n) (54)

ol L est le Jacobien de la paramétrisation de l'interface I". Avec les notations
introduites au chapitre 3, ce Jacobien est donné selon la configuration par les

expressions suivantes :

0 X
Ly = ||— Ly =||— .
0 ’ ot AT (5:5)
La dérivée du Jacobien est alors obtenue par les formules :
DL, 1 (0% &% DL, 1 (38X &#X (5.6)
Da Lo \ 0t 0tda Da Ly \ 0t 0tda '

D®
Finalement, —— se calcule grace aux sensibilités des variables de I’écoulement et

Da
la. définition d’une dérivée totale :

D® 0% _= 0%
I’i f; initiale : —_— = P 5.7
Sur linterface initiale Dﬂ 8ﬁ +V 5 ( )
N e . D® 00 _= 0X
Sur l'interface déformée : T~ Fa +V B (5.8)

Le lecteur intéressé se référera a lannexe VII pour les calculs concernant la

géométrie de l'interface (dénotée par & ou X ) représentée par une NURBS.

Dans la présente étude, on s’intéresse généralement aux résultantes des forces

aérodynamiques sur 1'aile déformée par I'écoulement. Les intégrales a calculer ont
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donc la forme suivante :

D
Da I'r;{a)

7 nlory, (5.9)
11 est parfois plus facile de mener ce calcul sur une configuration non-déformée. Or,
en appliquant la condition (2.61) et la formule de Nanson, on montre qu’on peut
calculer la méme intégrale en configuration non-déformée grace aux contraintes

solides @ :

D
Da Iy, (a)

— D —
T-nl ol = — T -3 0Ty, (5.10)
Da PIO(G)

Ce chapitre termine donc de présenter les développements théoriques nécessaires
pour I'analyse et le design optimal de phénomeénes d’interactions fluides-structures.
Les deux chapitres suivants traitent de la mise en pratique de ces développements
dans le cadre de simulations aérodynamiques assistées par ordinateur. Tout
d’abord, on expose des cas de vérifications des différents volets composant cette
étude. Ensuite, on applique notre approche a des cas pratiques faisant intervenir

tout ou partie des concepts théoriques développés jusque la.
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CHAPITRE 6

VERIFICATIONS

Dans ce chapitre on expose certains cas intéressants permettant de vérifier le code
de calcul. Dans le cas des phénomenes d’interactions fluides-structures, on utilise
une solution manufacturée afin de tester les parties du code traitant le probleme
fluide-solide et ses sensibilités. Pour 'optimisation aérodynamique, on procéde a
un exercice de flow matching sur un profil d’aile comme moyen de vérification de

la procédure de design optimal.

11 est en effet nécessaire de vérifier 'implémentation des équations, la performance
du résoluteur ainsi que la procédure d’optimisation avant d’aborder les problemes
d’application qui feront l'objet de conclusions importantes. Contrairement a la
validation qui compare les modeles mathématiques avec le phénomene naturel qu’il
tente de décrire, la vérificalion se réfere a la comparaison d’une solution connue
(exacte) tirée des équations qui nous intéressent avec la solution numérique obtenue
par le code de calcul en résolvant ces mémes équations. Cette solution exacte doit
étre suffisamment complexe pour activer tous les termes des équations et pour
s’assurer qu’ils sont bien traités par le code. Une analyse de convergence sur un
probléme dont la solution est connue permet alors d’évaluer la performance du

solveur ainsi que celle de estimateur d’erreur (par projection).

6.1 Solution manufacturée

La Méthode des Solutions Manufacturées (MSM) propose une démarche générale

pour générer des solutions exactes analytiques & un probleme. Elle se résume en
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deux étapes. Tout d’abord, on choisit de fagon arbitraire une solution manufacturée
qui ne satisfait pas en général les équations que I'on cherche & vérifier. Ensuite, on
ajoute a ces équations des termes sources appropriés ainsi que les conditions aux
limites correspondantes en s’appuyant sur la solution manufacturée. Comme nous
considérons des phénomenes d’interactions fluides-structures avec un écoulement a
divergence nulle, on s’appuie sur la méthodologie présentée par Tremblay et al.[*d]

pour construire la solution manufacturée présentée ici.

On utilise une solution manufacturée dans un but triple. En premier lieu, on
souhaite vérifier les performances du solveur pour les phénomeénes d’interactions
fluides-structures et le calcul de leurs sensibilités. En second lieu, on doit vérifier
la bonne implémentation de la paramétrisation NURBS. Enfin, on vérifie I'exacti-
tude de la méthodologie proposée pour calculer le gradient d’une intégrale sur une

surface dépendant des parametres.

Pour atteindre ces trois buts, on procéde en deux étapes en traitant d’abord
le probléme fluide seul puis le probléme fluide-solide. Le probleme d’interaction
nécessitant un traitement complexe du couplage a linterface entre le fluide et la
structure, on vérifie d’abord le probleme fluide seul avant de le coupler a la struc-
ture. La description du probléme fluide seul est incluse dans celle du probleme

d’interaction.

6.1.1 Description du probleme général

6.1.1.1 Géométrie

La géométrie du probléme est représentée sur la figure 6.1. Les dimensions verticales

sont L et L, pour le fluide et le solide respectivement. La dimension horizontale
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est [ = 1 de sorte que P'abscisse varie entre 0 et 1. L'interface I'; entre la structure
et le fluide est représentée par la fonction f;,;(x) dans la configuration initiale et

par f(z) dans la configuration déformée.

Domaine fluide

Fi1q. 6.1 Géométrie pour la solution manufacturée.

6.1.1.2 Représentation de l’'interface par une NURBS

Grace a un choix ingénieux du vecteur nodal, on représente l'interface par une
NURBS dont la composante selon y se formule comme un polyndéme en x et ou
x est aussi le parametre ou Pabscisse curviligne de la courbe. Les parametres de

forme sont alors les ordonnées 1; des points de controle. On considere d’abord une



65

NUBRS d’ordre 3 (de degré 2) & 3 points de controle, définie comme suit :

Cs(x) ’ (6.1)

f3(z) = (1 — 2)% + 2pp2(1 — ) + yz2?
avec 7 = {0,0,0,1,1,1}

Pl = [anl]Tv P2 - [0-573/2]T, P3 = [17y3]T

Pour le cas courant, on fixe y; = y3 = 0 pour avoir les ordonnées nulles aux
extrémités et y, donne la hauteur (h = y2/2) de la parabole qui représente U'inter-
face déformée.

Toutefois, lorsqu’on vient coupler la structure avec la partie fluide, le fait d’avoir
des pentes non-nulles aux extrémités de linterface peut poser des problémes
numériques. On construit donc une NURBS d’ordre 5 & 5 points de controle avec
des pentes nulles aux extrémités (en = 0 et x = 1) comme illustré sur la figure 6.1.

L’interface est alors définie comme suit :

x
Cs(z) fs(2) = p(l—2)* +4yx(l—2)® +6ys2%(1 — )% (6.2)
+ 4y, 2*(1 —x) + ys z*
avee 7 = {0,0,0,0,0,1,1,1,1,1}
P, = [0.00,5]7, Py=1[0.2514]", P;=][0.50,ys]", (6.3)
Py, = [0.75,90)7, Ps=[1.00,y5)"

On fixe 41 = y2 = y4 = y5 = 0 pour le cas courant. Les valeurs de y; déterminent
la hauteur maximale de la frontiére et la déformation de la structure. On considére

la valeur ys, . pour la configuration initiale et y3 = Sys,,, pour 'interface déformée.

ini

Dans le cas présent, on choisit § =1.1.
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6.1.1.3 Solution exacte

Sur cette géométrie, illustrée dans ses 2 configurations sur la figure 6.2, on développe
une solution manufacturée & divergence nulle suivant la méthodologie présentée par
Tremblay et al.® et on traite de méme le probléme des sensibilités par rapport
a un parametre de forme a. On procede en trois étapes. Dans un premier temps,
on traite le domaine fluide dans la configuration déformée, i.e. : avec l'interface
[';, décrite par f(x), avec une viscosité et une pression arbitraires. Ensuite, on
choisit un champ de déplacements dans le solide de manieére a obtenir la bonne
déformation de l'interface pour passer de I';, a I';,. Enfin, on calcule la pression
et la viscosité du fluide nécessaires pour satisfaire les conditions a l'interface entre
le fluide et le solide. Si la distribution de la viscosité obtenue prend des valeurs
négatives, il faut alors considérer un nouveau champ de déplacements et calculer a

nouveal la pression et la viscosité. On boucle alors jusqu’a obtenir satisfaction.

Pour le fluide seul, la solution manufacturée s’écrit alors sur la configuration

déformée comme suit :

(L 2)( )+ 5 (7P~ ¥)

W (zy) = (64)
B
' (F+L-2)3L

Sug,, (T,y) = (6.5)
| (L-v) ((f - y)% + %ﬁ%)

On considere alors dans la partie fluide py = 1. Puis on fixe de maniere arbitraire

Pf.. = 0 et s, = 0.1, seulement dans le cas du fluide seul.
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Domaine Fluide Q({ Domaine Fluide Q{

! /
L Ny FNO

Configuration non-déformée Configuration déformée

FIG. 6.2 Configurations du probleme d’interaction fluide-structure.

Dans le solide, on doit choisir un champ de déplacements de fagon a ce que la
frontiére I'y, correspondant & Pinterface fuide-solide déformée ait la méme forme
que celle du fluide Fz. On assure ainsi la continuité des déplacements & I'interface
prescrite par I'équation (3.8). La configuration déformée du solide est alors obtenue

par application du champ de déplacement suivant -

X, (T,9) = [ 010 = (6.6)
i f_ fim’
0.1-5%
Sxpee (T,Y) = (6.7)
| 8a  Oa

Pour mener les calculs dans la partie solide, on considere la loi de comportement



68

de Saint-Venant Kirchhoff (2.57) et les propriétés physiques suivantes :

Ev 1
E = 25 T = _ =
v = 025 s = —— =1
s 21+ )

Le probleme d’interaction fluide-structure requiert également la continuité
des forces fluides et solides sur linterface déformée (voir I’équation (2.61)). En
notant qu’a l'interface n{ = —nj = ny, on décompose cette équation suivant x et
y pour trouver le systéme suivant :

Ocer M, + Uczynly = Oz, + Uzynly

(6.9)

OcyaMiy + OcyyM1, = OyaNi, + GyyN,

. 7 . —=¢€
Dans le solide, on évalue le tenseur exact des contraintes de Cauchy &, en confi-

guration initiale (y = fiu:(z)) et on pose alors :

Qu(w) = {0t mu, + 0%, m, } (@, fui(2) (6.10)
Q,(z) = {ot, .+, m, } (. fini(2)) (6.11)

Dans le fluide, on exprime le tenseur exact @ sur U'interface déformée (y = f(x))

et on pose :
Aw) = 9%z, f(a) (6.12)
Bz) = {8g—f+8;—f}(x, £(2)) (6.13)
cz) = 222z f(x)) (6.14)

Oy
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La solution manufacturée doit donc vérifier le systéme (6.9) qui se réécrit avec les
nouvelles variables Q. (z), Q,(z), A(z), B(z) et C(z). C’est pourquoi, on choisit ju-
dicieusement des distributions de pression et de viscosité qui assurent la continuité

des forces & l'interface. En effet, pour vérifier le systéme, on prend :

. Qa)ny - Qynx
:ufex (m) - —Bn% + (.A _ C)'nmny + Bn?zl (615)
Banx + Cany - -AQynx - Bgyny
= -1
Pra(7) —Bn3 + (A - C)nyny + Bnl (6.16)

Comme cette condition de continuité doit étre satisfaite seulement & l'interface, on
considere que py,, et py,. sont uniquement fonctions de z dans tout le domaine
fluide : py.,(z,y) = pr.(z) et ps.(z,y) = ps.(x). En outre, pour obtenir les
sensibilités y/; et s, , il suffit de calculer la dérivée totale des équations (6.15)
et (6.16) par rapport a a car la forme de Uinterface I'; dépend de a. Ces relations
donnant la viscosité et la pression sont générales et applicables & tout champ de
vitesse et de déplacements. Il suffit alors de calculer chacun des termes correctement
en les projetant et en les évaluant dans la bonne configuration. Il en va de méme

pour les sensibilités.

On vérifie alors la positivité de la distribution de la viscosité sur I'interface. La
figure (6.3) montre la distribution de viscosité selon 'abscisse adimensionnelle z/1

pour une interface représentée par f5(z) avec ys,., = 2/30.

Le probleme est & présent completement défini. On connait les valeurs exactes des
champs de vitesse, du champ de déplacements, de la distribution de viscosité et
de la distribution de pression. La prochaine étape consiste a calculer les termes

sources des systemes d’équations fluides et solides.
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F1aG. 6.3 Distribution de la viscosité selon I’abscisse adimensionnelle z/1.

6.1.1.4 Termes sources

On utilise des termes sources pour que les expressions de la solution manufacturée
satisfassent les équations du probléme d’interaction fluide-structure. On introduit
généralement ces termes sources sous leur forme forte; f, = [, fJ ] et sa sensi-
bilité f'; = [f}z,f}y]T dans les équations fluides (2.2) et (3.15) et £, = [fZ, f5]7 et
sa sensibilité f{ = [f;,, f; | dans les équations solides (2.7) et (3.19). Ainsi, pour
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le fluide, les termes sources des équations de mouvement sont les suivants :

Ou du dot do¢
f - fex fex \ _ Tz TY
fx pf (ufez 8x +Ufez 8y ) ( ax + 8y )

? i
Ufez +U Ufez) _

aufew 8Sufez

I, = o

Suser Oz Fer "5

T (Suf“ Ox t e oz

ov ov
Wies 4y, fez) -
x Yy

(6.17)
dot Odot
ey w 6.18
<ax y ay) (6.18)
Ly, Pus) _ (90 0oL,
feo Oy ox Oy
0 0sy
+ Svfez% + vfwa—yf“) (6.19)
80;; N 805;
0 oz 0y
ds o) Jds
Vfex fex Ufex
Ppen g TVter 2
+ Sy, By + vy, By ) (6.20)

Quant aux termes sources pour le solide, on les écrit de la maniére suivante :

= - (e
fy = _<82—iyz+—
fi = —(62—

Sy = _(ag_iyx+_

a e

(;Z”y> (6.21)
8 €

23”) (6.22)
aafxy

3 ) (6.23)
8Ji'yy

3 ) (6.24)

En outre, la méthode de résolution présentée au chapitre 3 utilise la formulation

faible des équations. Ceci permet d’introduire les termes sources de la solution

manufacturée également sous forme faible. Cette approche est trés avantageuse

puisqu’elle abaisse I'ordre des dérivées a calculer grace aux intégrations par parties.

Par exemple, pour le fluide, on peut décomposer le terme source associé comme
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suit :

f;=F;+V Ty, (6.25)
avec les termes suivants :
_ T Ox o 8y = ==
F;= dvy,, dvy,, et op, = —o (6.26)
Ps\ Ufee 5 + Ufex"éy—

Ainsi, on réécrit le dernier terme de ’équation (3.43) grace & la décomposition (6.25)

du terme source et a une intégration par partie :

/5u~ffdQ = du- (F;—V-7°)dQ
of of
= /5u~FfdQ+/ Véu: o dQ
of of
— su-(F°-nl)or 6.27
/ (7 nf) (6.27)

“ »

3
On observe alors qu’il n’est plus nécessaire de calculer le gradient de @ . En outre,
la partie de l'intégrale 3 concernant la frontiere de Neumann I‘Jf\,l compense le
terme des conditions de Neumann dans 1'équations (3.43). En prenant la forme
faible des termes sources, il n’est donc plus nécessaire d'imposer des conditions de

Neumann au probleme fluide. Cependant ceci a pour conséquence qie I'imposition

des conditions de Neumann n’est pas vérifiée au sens de Roache.

Les termes sources d’une solution manufacturée peuvent donc étre introduits avan-

tageusement sous leurs formes faibles. On procede de méme pour le solide et le
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probleme des sensibilités. Finalement, on obtient :

ff = Fp+V.-7° (6.28)
fi = F,+v.F (6.29)
f. = V-7, (6.30)
f = v.7 (6.31)

6.1.2 Présentation des deux cas traités

6.1.2.1 Cas du fluide seul

Avant de considérer le probléme d’interaction fluide-structure en entier, on
s’intéresse au probleme fluide seul sur lequel on va pouvoir vérifier les performances
du solveur pour un probleme fluide et ses sensibilités, la bonne implémentation de la
paramétrisation NURBS et l'exactitude de la méthodologie proposée pour calculer

le gradient d’une intégrale sur une surface dépendant d’un parametre.

On considére une interface représentée par une NURBS a trois points f3(z) avec y»
comme parametre de forme et L = 1. Dans le cas courant, on prend y, = 0.5 (h =
0.25). On applique les termes sources fluides sous leur forme forte. Finalement, on
applique les conditions aux frontieres illustrées sur la figure 6.4 qui restent valables
pour le probleme des sensibilités en remplacant les variables u; et vy par leurs
sensibilités. La configuration initiale pour le cas du probleme fluide seul présentée
sur cette figure correspond en fait a la configuration du domaine fluide déformée
par le solide lorsqu’on considére les phénomenes d’interaction fluide-structure. C’est
pourquoi, on dénote cette configuration par 1. Les valeurs usager sont évaluées a

partir des expressions de la solution exacte.
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(O,L) u, = usager v, = 0 (1’L)
!
Iy,
f
Ql
u, = usager Duf = usager
f
v, = usager FNl v, = usager
U 0 FII
v, = 0
(0,0) 1,0
¢ b

FiG. 6.4 Conditions frontiéres pour le cas du fluide seul.

6.1.2.2 Cas de linteraction fluide-structure

Pour traiter le cas de 'interaction fluide-structure, on opte pour une représentation
de l'interface par une NURBS & 5 points f5(z) afin d’éviter des problemes de conver-
gence dans la structure. On réduit également la hauteur maximale de l'interface
hini = 0.025 avec y;,, = 2/30. Le probleme des sensibilités est résolu avec ys, ,
comme parametre de valeur et on applique les termes sources fluides et solides sous
leur forme faible. Enfin, la figure 6.5 présente la configuration initiale avec L = 0.5
et L, = 0.1 et les conditions aux frontiéres appliquées. Les valeurs usager sont
évaluées a partir des expressions de la solution exacte et la condition cont traduit

la continuité des déplacements et des forces fluides et solides a l'interface modélisées

par les équations (2.60) et (2.61). En pratique ces conditions sont imposées impli-
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citement par les éléments d’interface et I'usager doit donc uniquement spécifier les
propriétés de l'interface (forme et sensibilités par rapport au parameétre). Ce trai-
tement implicite reste valide pour le probleme des sensibilités qui est régi par des
conditions aux frontieres obtenues en différentiant les conditions aux limites du
probléeme d’IFS. Sur l'interface, on tient alors compte du fait que la forme de la
frontiere dépend du parametre ys,,, et on utilise une dérivée matérielle suivant le

mouvement causé par le changement de parametre.

u, = usager =0

OL, 4=  n-0 L)
f
Ip,
f
QO
Uf = usager] f Duf = usager
v, = usager FNO v, = usager
£ =0 g =0
N = 0 n = 0

F1@. 6.5 Configuration initiale et conditions frontieres.



76

6.1.3 Analyse de convergence

6.1.3.1 Pour le fluide seul

Apres 6 cycles d’adaptation, le maillage final contient 19064 noeuds. La figure 6.6
présente ’évolution de lerreur exacte et de 'erreur estimée en norme énergie en
fonction du raffinement du maillage (i.e. : du nombre de noeuds). On remarque
que les erreurs diminuent d'un cycle d’adaptation & l’autre tant pour I’écoulement
que pour ses sensibilités par rapport a y.. Les courbes des estimateurs d’erreurs
convergent, vers celles des erreurs exactes. On observe cela plus clairement sur la
figure 6.7 qui présente un rapport de erreur estimée sur I'erreur exacte, autrement
appelé efficacité, proche de 100%. Cette propriété assymptotique indique que les
estimateurs deviennent plus précis et plus fiables avec le raffinement du maillage.
Enfin, le taux de convergence des erreurs est optimal puisqu’il est en accord avec
sa valeur théorique & la fois pour 1'écoulement (1.99) et pour les sensibilités (1.99).
En effet, si on note h, la taille des éléments, la décroissance de I'erreur est d’ordre
O (h?) en norme énergie pour les éléments quadratiques utilisés. Or, le nombre
de noeuds N, est approximativement proportionnel a4 1/h2. On prévoit donc une
erreur inversemment proportionnelle au nombre de noeuds, tel qu’observé. Le sol-
veur est donc vérifié au sens de Roachel?® de méme que implémentation de la
paramétrisation NURBS et de ses sensibilités puisqu’on considére un parametre de

forme pour I'interface.

On porte maintenant notre attention sur I'évolution des erreurs exactes pour les

sensibilités des coeflicients de portance Cp, et de trainée Cp au cours des cycles
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Erreur exacte : Ecoulement —+—
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F1G. 6.6 Evolution des erreurs estimée et exacte en norme énergie avec le maillage.

d’adaptation. Les coefficients aérodynamiques sont calculés selon :

D _
Cp = 2——  avec D= T-nl). e, 0T 6.32
P prlUZ T, (a) 1> ( )
L _
Cp = 2 avec L:/ 'o—r-nf)-e or (6.33)
psLUS l";l(a)( ' Y

ol D est la trainée, L est la portance, p; = 1 la masse volumique du fluide, [ =1 la
surface de référence (corde du profil) et U, la norme de la vitesse du fluide & I'infini.
Leurs sensibilités par rapport & a = ¢ = 0.5 sont obtenues grace a 1’équation (5.4)

et comparées avec les valeurs exactes suivantes :

4, 4, 1 117 B
Cp = @ - @ +3Ei-5= = 5 Cr =0
(6.34)
DCp, 12, 8 1 4 DCy,

Da 7Y T 157 15 - T35 Da
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Fi1G. 6.7 Evolution de Defficacité avec le maillage.

La figure 6.8 montre ’évolution des erreurs exactes des sensibilités de Cp et C,
en fonction du nombre de noeuds. On note que ces erreurs diminuent au fur et
a4 mesure et peuvent ainsi étre réduites autant que désiré grace au processus de
cycles adaptatifs. La méthodologie proposée pour calculer le gradient des forces

aérodynamiques est ainsi vérifiée.

6.1.3.2 Pour le probleme d’interaction fluide-structure

Gréace & une méthode de résolution des systemes linéaires tres performante utilisant
UMFPACKI® (solveur de systemes creux linéaires et non-symétriques s’appuyant
sur une méthode multifrontale), on a pu réaliser 11 cycles d’adaptation menant &
un maillage final de 176836 noeuds pour résoudre le probleme d’interaction fluides-

structures. La figure 6.9 montre le maillage déformé a la 6¢ itération d’adaptation.



79

0.1

0.01

0.001

Erreur absolue

1e-04

1e-05

1 MR S A |

1€-06 it

10 100 1000 10000 100000

Nombre de noeuds

F1c. 6.8 Evolution des sensibilités des coefficients aérodynamiques avec le maillage.

L’évolution des erreurs exactes et estimées en norme énergie est présentée sur
la figure 6.10 & la fois pour le probleme d’interaction fluide-structure et pour le
probléme des sensibilités par rapport a ys,,,. Cette évolution en fonction du nombre
de noeuds montre clairement une diminution de toutes les erreurs de fagon qua-
dratique (2.04 pour l'interaction et pour les sensibilités). Le taux de convergence
théorique est donc atteint et Perreur estimée converge vers lerreur exacte lors du
raffinement du maillage. La figure 6.11 confirme ce dernier point notamment avec

une efficacité trés proche de 1 pour les sensibilités.

Pour les phénomeénes d’interactions fluides-structures et leurs sensibilités par rap-
port & un parametre de valeur, le solveur est donc vérifié au sens de Roache excepté

pour les conditions de Neumann. Pour vérifier les performances du solveur pour
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F1G. 6.9 Maillage adapté a la 6° itération pour l'interaction fluide-structure.

des sensibilités par rapport a des parametres de forme pour I'interface initiale, on
doit encore s’assurer de la bonne implémentation des conditions d’équilibre a 1'in-
terface 3.37 et 3.41. De méme, on doit controler 'exactitude de la forme forte des
termes sources pour les sensibilités. Il reste donc des vérifications a effectuer avant
de pouvoir passer a des applications mettant en oeuvre des sensibilités par rapport

a des parametres de forme pour des phénomenes d’interactions fluides-structures.
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F1a. 6.10 Evolution des erreurs en norme énergie avec le maillage.

6.2 Flow matching ou appariement d’écoulements

On vérifie maintenant la procédure de design optimal proposée dans cette étude
grace a un exercice de flow matching. Ce dernier consiste a retrouver un écoulement
connu a partir d'un écoulement initial, 1ié & une géométrie initiale, grace & une
) . e . , ) s
procédure itérative d’optimisation. Si la procédure converge vers |'écoulement

connu alors elle est vérifiée.

6.2.1 Description du probléme

On mene exercice de flow-matching pour un écoulement fluide autour d’un profil
rigide (i.e. : non flexible) avec un nombre de Reynolds de 1000. La géométrie du

probléme ainsi que les conditions frontieres sont décrites sur la figure 6.12.
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F1G. 6.11 Evolution de Pefficacité avec le maillage.

Des conditions de Dirichlet sont imposées sur la surface du profil pour modéliser
la condition de non-glissement. On impose également des conditions de Dirichlet
en entrée pour prescrire 'angle d’incidence o du profil via ’angle de 1’écoulement
amont. Enfin, on utilise des conditions de Neumann homogénes pour représenter

un écoulement completement développé sur les frontieres restantes.

La configuration initiale est celle d’un écoulement autour d’'un profil NACA 0012 a
incidence nulle. Suivant 'étude de Trépanier et al.[*®, le profil aérodynamique est
représenté par une NURBS & 10 points de contréle. Cela permet une description
précise de la géométrie de l'aile et mene & un riche espace de design. La figure 6.13
présente la position des 10 points de contrdle sur le profil initial. Le premier et
le dernier points de controle décrivent le bord de fuite et sont géométriquement

identiques afin d’assurer la fermeture de la courbe. De méme, les points 5 et 6
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F1a. 6.12 Géométrie et conditions frontieres pour un écoulement autour d’un profil.

déterminent la position du bord d’attaque du profil. Puisque le présent exercice de

design est mené avec une corde constante et pour des raisons évidentes de faisabilité,

ces 4 points sont fixés dans ce qui suit et ne participent pas de I'espace de design.

F1G. 6.13 Profil NACAO0012 représenté par une NURBS & 10 points de controle.

Ainsi, 'espace de design est basé sur 6 points de contrdle, donc 18 parametres de

forme (deux coordonnées et un poids pour chaque point), plus I'angle d’incidence

traité comme un parametre de valeur. On a donc un maximum de 19 parametres.

On se concentre ici sur 6 parameétres, a savoir les ordonnées des points de controle
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{v2, Y3, Y4, Y7, Ys» Yo } . Ce choix s’est fait & partir de 'étude de Painchaud-Ouellet[®!

qui montrait que ces parametres définissent un espace de design assez riche.

6.2.2 Analyse de convergence pour le profil initial

Comme clairement établi dans la littérature, la précision du calcul de la fonction
objectif et de son gradient est d’une grande importance dans le cadre d’un processus
d’optimisation. Puisque la méthodologie a déja été vérifiée grace a une solution
manufacturée, la précision numérique des calculs dépend de la taille locale des
éléments du maillage. La procédure adaptative de résolution est alors un puissant
outil pour controler la précision des prédictions numériques. Toutefois, nous n’avons
a priori aucune information sur la taille nécessaire des éléments du maillage adapté
pour assurer une précision suffisante dans le cadre d’un processus de design optimal.
Cette partie est donc consacrée a ce sujet. Bien slir, on ne peut pas tester toutes
les configurations permises par le domaine de design. Ainsi, on considere le cas
initial et on suppose que les observations faites resteront valides pour toutes les

configurations.

Dans le contexte de 'optimisation aérodynamique, la fonction objectif dépend sou-
vent des forces aérodynamiques. Ainsi, pour déterminer si les gradients calculés de
la fonction objectif sont convergés en terme de maillage, on controle les sensibi-
lités des forces aérodynamiques via les sensibilités (gradients) des coefficients de
trainée Cp et de portance Cr. On remarque dans tous les cas que la convergence
en maillage est obtenue avec un maillage bien moins fin pour Cp et Cp que pour

leurs gradients respectifs.

Pour le cas initial et ses sensibilités, 8 cycles d’adaptation ont été effectués. Les trois

derniers maillages comportaient 38834, 58130 et 76574 noeuds respectivement. La
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F1G. 6.14 Maillage adapté autour du profil NACA 0012 (Re = 1000 et a = 0°).

figure 6.14 montre le dernier maillage autour du profil NACA 0012. Les évolutions
des sensibilités des coefficients de trainée S¢, et de portance S¢, (calculées grace
a 1’équation (5.4)) sont illustrées sur la figure 6.15 en fonction du raffinement du
maillage et pour les six parametres de forme. Comme on peut le voir, la procédure
adaptative permet une convergence en maillage de toutes les sensibilités. En outre,
un niveau acceptable de convergence est déja atteint avec 50000 noeuds (soit apres
six a sept cycles adaptatifs). C’est pourquoi, pour les calculs présentés dans cette
étude, on arréte la procédure adaptative une fois que maillage comprend entre

50000 et 70000 noeuds.
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Fic. 6.15 Evolution des sensibilités des coefficients aérodynamiques avec le
maillage.
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6.2.3 Appariement des coefficients de trainée et de portance

En partant du profil initial, on demande & la procédure de design optimal de trouver
un profil optimisé qui vient épouser les coefficients cibles de trainée C}, et de por-
tance C. C’est un probleme couramment utilisé en optimisation aérodynamique :
on doit trouver un profil d’aile générant suffisamment de portance pour maintenir
Pavion en vol tout en limitant la trainée afin de tenir compte de la poussée délivrée
par les moteurs. Le probleme de flow-matching est ainsi défini par une fonction
objectif mesurant la différence entre les caractéristiques (Cp,Cr) du profil courant

et les valeurs cibles :

m m

F=5(Cp—Cp)*+ 5H(Cr = 1) (6.35)
ou les coeflicients étoilés sont les coeflicients cibles pour la trainée et pour la por-
tance. Les poids m, et my sont utilisés pour maintenir une influence équilibrée
entre la trainée et la portance indépendamment de leurs magnitudes :

%\ 2
m=1 ; mo= (ZD) (6.36)
L

Finalement, on sait que le minimum de la fonction objectif F & atteindre est zéro.
On peut ainsi vérifier la procédure de design optimal parce qu’elle devrait trouver

un minimum global connu de F.

Le choix des bornes sur les parametres de forme s’avére assez délicat. En effet,
il faut éviter les repliements du profil sur lui-méme, notamment au bord de fuite
ou Vintrados pourrait venir croiser I'extrados. Pourtant, il faut également garder
un espace de design suffisamment grand pour que la fonction coflit atteigne son
optimum. Dans cet exercice, on connait les parameétres d’un profil qui possede les

caractéristiques aérodynamiques cibles ce qui donne une idée de la taille nécessaire
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de T'espace de design. On impose alors les bornes inférieures L; et supérieures L,

suivantes sur les 6 parametres de forme :

Parametres L, Valeurs L,
initiales
Y2 -0.020 | -0.01061 | 0.005
Y3 -0.060 | -0.05393 | -0.020
Ya -0.070 | -0.06426 | -0.020
Yz 0.050 | 0.06280 | 0.100
Ys 0.040 | 0.05670 | 0.090
Yo 0.005 | 0.01238 | 0.030

Toutefois, il est bon de noter que la solution optimale n’est pas nécessairement
unique dans I'espace de design puisque plusieurs profils aérodynamiques peuvent
avoir les mémes trainée et portance (ainsi la fonction objectif peut avoir plusieurs
minima globaux). Ceci souligne bien le fait que la solution optimale dépend du
choix du profil initial et de Uintervalle de confiance initial. Toutefois, ce n’est pas
un probléme parce qu'on utilise la procédure de design optimal pour trouver une
solution optimale (pour une configuration initiale donnée) et non toutes les solu-
tions. Pour terminer, on note qu’avec un algorithme d’optimisation & gradients on
peut tomber dans un minimum local®. Or, dans le présent probleme, on connait
le minimum global et on peut alors vérifier §’il est atteint ou non par I'optimiseur.
Si le minimum global n’est pas atteint, ’exercice de design optimal peut toujours

étre repris avec une configuration initiale différente.
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Les valeurs cibles des coefficients de trainée et de portance sont les suivantes :

© =0.121580 * = 0.033677 (6.37)

Comme on 'a déja exposé, les valeurs initiales des coefficients aérodynamiques sont

ceux d’un profil NACA 0012 a incidence nulle :

C% =0.119540 ;  C? = -0.000031 (6.38)

Ainsi, la procédure de design optimal doit augmenter la portance tout en main-
tenant une trainée presque constante. L’optimisation s’arréte lorsque la fonction
cofit atteint des valeurs inférieures & 2.1078. Cet objectif a été atteint en seulement
16 itérations d’optimisation. Les coefficients de trainée et de portance du profil

optimum sont alors :

C% =0.121449 5  C¥ = 0.033709 (6.39)

La figure 6.16 montre les profils inital et optimisé. A la fois la cambrure et la finesse
du profil initial ont été modifiées pour atteindre les valeurs cibles pour la portance

et pour la trainée.

a) Initial b) Optimisé

F1G. 6.16 Profils intial et optimisé.
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La figure 6.17 présente 'historique de 'optimisation de la fonction objectif F ainsi
que de ses deux termes contributifs mesurant respectivement la performance en
terme d’appariemment de trainée et de portance. On observe que I'optimiseur réduit
tout d’abord I'écart en terme de portance alors qu’il n’y a que peu d’amélioration
concernant la trainée durant les 8 premieres itérations. A partir de 1a, 'optimiseur
travaille sur les deux composantes pour atteindre le minimum final. L’évolution
des parametres de design durant I'optimisation est présentée sur le figure 6.18. Les
changements pour les différents parametres sont similaires ce qui tend & indiquer

que tous les parametres ont contribué a la réduction de la fonction objectif.
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Fia. 6.17 Historique de 'optimisation de la fonction objectif.

La principale tache de l'optimiseur pour atteindre l'optimum de la fonction cofit
consistait en une augmentation de la portance tout en maintenant la valeur de
la trainée. Pour ce faire, 'optimiseur a amélioré la forme du profil pour créer
une distribution de pression convenable a la surface. La figure 7.15 présente les

méme contours de pression pour les profils initial et optimisé. On voit alors que
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Fi1c. 6.18 Evolution des parametres de design durant 1'optimisation.

la modification de la cambrure crée une dépression plus importante sur 'extrados
du profil menant & une plus forte aspiration et & une portance plus grande. Sur
Iintrados, la zone de basses pressions occupant la premiére moitié du profil initial
s’est déplacée vers une plus petite zone pres du bord d'attaque. Cela participe aussi

de 'augmentation de la portance.

La procédure de design optimal a donc convergé vers I'écoulement cible en un
nombre restreint d’itérations. Elle a trouvé les valeurs optimales des parametres de
design afin de modifier convenablement la forme du profil initial et obtenir ainsi un
profil optimisé dont les caractéristiques aérodynamiques correspondent aux valeurs
cibles. Cet exercice de flow matching a donc permis de vérifier la convergence du

processus d’optimisation mis en oeuvre dans cette étude.
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a) Pour le profil initial b) Pour le profil optimisé

Fic. 6.19 Distributions de pression pour l'exercice de flow-matching.

6.3 Conclusion

Ce chapitre a présenté deux problémes de vérifications de l'implémentation des
concepts théoriques développés dans ce mémoire. Tout d’abord, grace & une so-
lution manufacturée, on a vérifié la performance du solveur pour un écoulement
et ses sensibilités par rapport a des parametres de forme. Ceci nous a en outre
permis de tester avec succes la méthodologie proposée pour calculer le gradient
des forces aérodynamiques. Enfin, toujours avec la solution manufacturée, on a
observé les bonnes performances du solveur pour des phénoménes d’interactions
fluides-structures et leurs sensibilités par rapport a des parametres de valeur. En-
suite, la procédure de design optimal présentée au chapitre 5 a été vérifiée grace a

un exercice de flow-matching.
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CHAPITRE 7

APPLICATIONS

Dans ce chapitre on présente deux applications numériques des développements
théoriques abordés dans ce mémoire. La premiere concerne l'analyse des
phénomeénes d’interactions fluides-structures sur un profil subissant de grands
déplacements. La deuxiéme porte sur 'optimisation de la finesse d’'un profil
représenté par une NURBS. En effet, on a vérifié dans le chapitre précédent tous
les outils utilisés par ces applications. L'intégration totale de la modélisation des
phénomenes d’interactions fluides-structure au processus d’optimisation n’étant pas
tout a fait terminée, elle n’a pas été vérifiée. On ne peut donc pas encore présenter
une application regroupant interactions fluides-structures et optimisation car les
conclusions seraient contestables. Toutefois, les deux applications traitées dans ce
chapitre sont deux contributions importantes qui méneront trés bientot au design
optimal de phénomenes d’interactions fluides-structures. En effet, d’une part on
montre "analyse d’un écoulement et de ses sensibilités autour d'un profil subissant
de grands déplacements, d’autre part, on expose le design optimal d’un profil en

optimisant sa forme grace aux parametres de la NURBS qui le représente.

7.1 Analyse d’un profil flexible Eppler 817

Cette premiere application sert & mettre en pratique la théorie et le code développés
pour 'analyse de phénomeénes d’interactions fluides-structures. On étudie ainsi un
profil Eppler 817 subissant de grands déplacements dus a I’écoulement visqueux

autour de lui.
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7.1.1 Description du probleme

Le fluide est caractérisé par une densité py = 1 et une viscosité uy = 0.001. Le
nombre de Reynolds de cet écoulement est donc de 1000 avec une corde ¢ unitaire
et une vitesse a l'infini U, = 1. La structure, composée de trois solides, possede
un module d’Young F = 600 et un coefficient de Poisson v, = 0.25. Le domaine de

calcul est représenté sur la figure 7.1 avec les conditions aux limites associées.

u, = libre &=0
(-s,s)T pm e nel 5.5)
u=0 & = cont
v=0 7 = cont S :
: u =0 & = cont
w,=0 n, = cont
U, = o8 o u, = libre
v, = sin o - v = libre
=20 &=0
N = n, = libre
® ®
(-5,-5) u, = cos & £=0 (5,-5)

FiG. 7.1 Eppler 817 : Géométrie et conditions frontieres.

Ainsi, 'écoulement arrive par la gauche avec un angle d’incidence o = 6 ° pour
accentuer les déplacements de la structure. Les frontiéres de gauche et du bas sont
donc des entrées pour le fluide et on y définit des conditions de Dirichlet. En sortie,

pour les frontieres de droite et du haut, on considére un écoulement développé
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avec des conditions de Neumann homogenes. Pour le pseudo-solide, des conditions
homogenes de Dirichlet sont fixées sur toutes les frontieres du domaine de calcul
sauf en sortie ol une condition homogene de Neumann sur 7 permet un glissement
du maillage le long de cette paroi pour faire face aux grands déplacements verticaux.
A Tinterface fluide-solide, les conditions d’équilibre cont sont traitées de maniere
implicites par le code. A I'intérieur du solide, les conditions cont des deux interfaces
situées pres du bord de fuite sont également implicites alors que Uinterface située
au bord d’attaque constitue le point d’ancrage du profil avec des déplacements
spécifiés nuls. Des conditions de Neumann sur les déplacements sont imposés sur la
frontiére libre du solide. Enfin, on considére le probleme de sensibilité par rapport
a la viscosité du fluide p; afin de voir son influence sur les déformations de la

structure.

Profil initial ——
Profil déformé ——

Fi1aG. 7.2 Eppler 817 : Profils initial et déformé.

7.1.2 Grands déplacements

L’important angle d’incidence, le faible module d"Young ainsi que la géométrie
du profil engendrent de grands déplacements de la structure comme le montre la
comparaison des profils initial et déformé sur la figure 7.2. On utilise un modele
de Saint-Venant Kirchhoff pour modéliser la structure et une formulation de La-

grangien actualisé pour faciliter la convergence et rendre possible le maillage de



96

la structure déformée. En outre, comme souligné précédemment, on permet au
pseudo-solide de glisser verticalement sur la paroi de droite. Sur la configuration
déformée, on obtient le maillage présenté & la figure 7.3 constitué de 36486 noeuds.
On note ici la régularité du maillage aussi bien dans la partie fluide que dans la

partie solide malgré I'important déplacement vertical du bord de fuite.

Fi1G. 7.3 Eppler 817 : Maillage adapté autour du profil déformé.

7.1.3 Résultats

Apres 5 cycles d’adaptation utilisant la formulation du lagrangien actualisé, le
maillage final possede 36486 noeuds. Les évolutions des erreurs estimées avec le
maillage pour le probleme d’interaction et pour les sensibilités en normes L2P et
énergie sont présentées sur la figure 7.4. On observe globalement une diminution
des erreurs estimées au cours des cycles adaptatifs. Toutefois, les erreurs en norme
énergie tendent a stagner notamment & cause de la singularité du bord de fuite. En
outre, la diminution des erreurs reste relativement faible avec un maillage compor-
tant moins de 40000 noeuds. Malheureusement, on arrive a la limite de mémoire
vive des calculateurs avec un stockage des matrices en ligne de ciel. En effet, pour
un probléme d’interaction fluides-structures le nombre important de variables gros-

sit significativement, la taille du systeme a résoudre. L’obtention de maillages plus
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fins passe donc par un stockage plus performant (& défaut de calculateurs plus puis-
sants) comme avec le solveur UMFPACK dont I'intégration semble poser quelques
difficultés au moment d’écrire ces lignes. Ainsi, la précision des calculs pour les
phénomenes d’interactions fluides-structures, notamment pour les sensibilités, doit

étre améliorée avant de pouvoir effectuer une optimisation sur des profils flexibles.

100 . —— T ——rTT
3 Interaction-Norme L2P —+—— -
Interaction-Norme énergie ———>--
Sensibilités-Norme L2P ---%--- ]
10 ¢ Sensibilités-Norme énergie &~ 7
o
N By
-3 Tr h Bk« 7
g |, f_j:ﬁ
2
-—8- 0.1 r i
£
-1
% 1 ]
= 001 | .
m -
0.001 4
1e-04 , P | . b 1
1000 10000 100000

Nombre de noeuds

F1G. 7.4 Eppler 817 : Evolutions des erreurs estimées avec le maillage.

Toutefois, la précision actuelle des calculs permet de tirer quelques conclusions
qualitatives. Tout d’abord, une dépression dans 1’écoulement provoque la conca-
vité sur 'extrados du profil observée sur la figure 7.2. En effet, la distribution
de pressions présentée sur la figure 7.5(a) confirme cette observation et explique
le fort déplacement vertical qu’on retrouve au bord de fuite. On note également
Pexistence d’une dépression, sur l'intrados prés du bord d’attaque, qui limite le

déplacement vertical de 'avant de l’aile. On peut voir plus clairement cela avec les
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champs des déplacements verticaux 7 pour le solide et le pseudo-solide présentés
sur la figure 7.5(b). Ensuite, on constate que l'aérodynamique du profil est no-
tablement modifiée par sa déformation. Ainsi, en configuration déformée le profil
semble moins performant que dans sa configuration initiale notamment au niveau
de la trainée. Enfin, le profil semble plus ou moins s’aligner avec ’écoulement fluide

(a = 6°) grace au déplacement de son bord de fuite. Concernant les sensibilités

a) Champ de pressions p b) Champ des déplacements verticaux 7

Fi1G. 7.5 Eppler 817 : champs de pressions p et des déplacements verticaux 7).

par rapport a la viscosité (inversément proportionnelle au nombre de Reynolds),
on peut tirer quelques conclusions de la figure 7.6. On remarque que la pression
diminue avec la viscosité sur 'extrados au niveau du bord de fuite. Au contraire au
niveau de la Coﬁcavité ainsi que sur le bord d’attaque et sur l'intrados proche de
Pavant de l'aile, la pression a tendance a augmenter avec la viscosité. On peut voir
les conséquences des sensibilités de la pression sur les sensibilités des déplacements
de la structure. En effet, les déplacements verticaux augmentent trés fortement avec

la viscosité au bord de fuite alors qu’ils restent presque constants a 'avant de laile.
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Enfin, le bord d’attaque étant fixé, la sensibilité des déplacements structuraux a
cet endroit reste tres faible. Physiquement, une augmentation de la viscosité, cor-
respondant & une diminution du nombre de Reynolds, force encore plus le profil a
s’aligner sur I'écoulement avec un déplacement du bord de fuite vers le haut et un

applatissement des concavités du profil présentes & l'avant.

a) Champ des sensibilités de p b) Champ des sensibilités de 7

F1G. 7.6 Eppler 817 : champs des sensibilités de p et 7.

7.1.4 Conclusion

Pour ce probléme d’interaction fluides-structure la précision des calculs reste as-
sez faible, surtout pour les sensibilités. L’utilisation d’'un solveur plus performant
comme UMFPACK devient nécessaire pour obtenir des maillages plus fins et
une précision nécessaire au design optinal de phénomeénes d’interactions fluides-
structures. Toutefois, on a observé les bénéfices de 'utilisation du pseudo-solide et

de T'approche du lagrangien actualisé pour faire face aux grands déplacements de
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la structure. Grace & un maillage régulier méme en configuration déformée, on peut
tirer des conlusions qualitatives. On remarque que le profil déformé a tendance a
s’aligner avec I’écoulement fluide d’autant plus que le nombre de Reynolds diminue.
Ses performances aérodynamiques sont donc grandement modifiées par rapport
a celles de sa configuration initiale. Ceci souligne I'importance de prendre
en considération les phénoménes d’interactions fluides-structures pour

I’analyse et le design optimal de profils flexibles.



101

7.2 Optimisation de la finesse

Dans cette partie, on s’'intéresse a 'optimisation de la finesse d’un profil rigide sou-
mis a un écoulement visqueux. On cherche &4 maximiser le quotient de la portance

sur la trainée en changeant la forme du profil lors des itérations de design optimal.

7.2.1 Description du probléeme

L’écoulement fluide autour du profil rigide a un nombre de Reynolds de 1000, une
densité p; = 1 et la géométrie du probleme ainsi que les conditions aux limites sont
identiques a celles utilisées lors de 1’exercice de flow matching de la section 6.2.
Par contre, le but de 'optimisation n’est plus le méme et on demande alors & la
procédure de design optimal de maximiser la finesse représentée par la fonction

objectif suivante :

=a

(7.1)
La configuration initiale est un profil NACA 4512 a incidence nulle avec les pro-

priétés aérodynamiques suivantes :

CY = 0.123356

F° =0.154066 (7.2)
9 0.019005

Ce profil est représenté grace & une NURBS d’ordre 4 4 12 points de contréle
illustrée sur la figure 7.7. L’espace de design potentiel est donc extrémement riche
puisqu’il s’appuie sur 36 parametres de forme pour la NURBS et sur ’angle d’inci-
dence. Afin de mener & bien le processus d’optimisation dans un temps raisonnable,

on doit alors réduire cet espace de design.
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F1G. 7.7 Profil NACA 4512 représenté par une NURBS & 12 points de controle.

7.2.2 Choix des parametres de design

Tout d’abord, on ne considére pas 'angle d’incidence comme un parametre de de-
sign puisqu’il n’influe pas sur la forme du profil mais seulement sur I’écoulement.
Ensuite, on fixe les points de contréle 1 et 12 au bord de fuite et 6 et 7 au bord
d’attaque afin de garantir une corde constante unitaire. Il reste alors 24 parameétres
constitués des abscisses, des ordonnées et des poids des 8 points de controle res-
tants. Pour réduire encore ce nombre on doit analyser I'influence de chacun des
parameétres pour ne garder que les plus influents. Un design d’expérience peut étre
mené comme D'a fait de Painchaud-Ouellet?®?. Toutefois, cette approche nécessite
un nombre important d’essais (plusieurs dizaines de simulations adaptatives) tres
coliteux en temps de calcul. On préfere donc s’appuyer sur la méthode de I’équation
des sensibilités pour les 24 parametres et observer leurs influences sur la fonction
objectif F.

En effet, il suffit d’une simulation pour déterminer les parametres les plus influents.
Lors de cet essai, on calcul I'écoulement ainsi que ses sensibilités par rapport a tous
les parameétres. L’utilisation de la factorisation conditionnelle présentée & la sec-
tion 3.3.3.3 exploitant la linéarité des équations des sensibilités réduit tres fortement
le temps de calcul de toutes les sensibilités. En outre, 'utilisation du solveur UMF-
PACK améliore de fagon impressionnante le temps de calcul pour ’écoulement et

pour la seule factorisation nécessaire pour les sensibilités.
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En pratique, on réalise trois essais distincts afin que 'adaptation de maillage par
rapport aux sensibilités puisse se faire correctement. En effet, avec 24 parametres
de natures différentes en plus de I’écoulement, le maillage se raffine tres rapidement
et 'adaptation de maillage devient difficilement contrélable. Ainsi, chacun des trois
essais porte sur les parametres de méme nature : les abscisses, les ordonnées puis

les poids des points de controle.

On tire plusieurs conclusions de ces simulations. Tout d’abord, on constate que
le temps de calcul pour chaque simulation est d’environ une heure alors qu’il
était de l'ordre de 3 jours avant l'utilisation de UMFPACK et de ladaptation
conditionnelle. Ainsi, le calcul est environ 70 fois plus rapide. De plus, I'utilisation
de la mémoire étant plus efficace, le nombre de noeuds du maillage final est
substantiellement plus important et peut facilement étre doublé (152306 noeuds
pour P'essai avec les ordonnées comme parametres de sensibilités).

Ensuite, on peut observer les évolutions des sensibilités des coefficients de trainée
Scp et S, en fonction du raffinement du maillage par rapport aux abscisses
sur la figure 7.8, par rapport aux ordonnées sur la figure 7.9 et par rapport
aux poids sur la figure 7.10. On observe alors une convergence en maillage de
toutes les sensibilités avec un niveau acceptable atteint avec 60000 noeuds. Lors
de T'optimisation, on arréte donc la procédure d’adaptation lorsque le maillage

comprend entre 60000 et 95000 noeuds pour obtenir un calcul convergé.
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F1G. 7.8 Evolution de S¢,, et S¢, par rapport aux abscisses avec le maillage.
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F1G. 7.9 Evolution de S¢,, et S¢, par rapport aux ordonnées avec le maillage.
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F1G. 7.10 Evolution de S¢, et S¢, par rapport aux poids avec le maillage.
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Enfin, on compare 'influence des différents parametres sur la fonction cotit F grace
aux sensibilités normalisées. La différence de nature entre les parametres nécessite

une normalisation des sensibilités grace aux données de référence suivantes :

Parameétres | Valeurs de | Amplitudes de Valeurs

référence po | variation Ap | maximales Pqz

x 1.00 0.400 1.200
Yy 0.12 0.048 0.144
w 1.00 2.000 2.000
OU Pmaz = Po + Ap/2. On multiplie les sensiblités calculées Sz avec les va-

leurs maximales des parameétres pp.. pour obtenir leurs valeurs normalisées

Sr = Sr X Pnas- Les résultats sont alors analysés sous la forme d'un diagramme

de Pareto présenté a la figure 7.11.

= 1,50

Paramétres

0,00 0,20 0,40 0,60 0,80 1,00 1,20 1,40 1,60 1,80
Sensibilités normalisées de la fonction cofit

Fi1G. 7.11 Diagramme de Pareto des influences des parametres sur la fonction cofit.
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En pointillé, on a tracé la ligne verticale correpondant a une sensibilité norma-
lisée de 0.5. On observe alors que 9 parametres influencent la fonction colt au
dela de cette ligne : {xs, s, 29, Z10, Y4, Y5, Ys, Yo, Y10 }. En outre, le 10¢ parametre
le plus influent est 'ordonnée y3 du point P3. On a décidé de le considérer aussi
comme un parametre de design puisqu’il influence la partie du bord de fuite du
cOté de lintrados contrairement aux 9 premiers parametres qui ont seulement
un effet sur lextrados au niveau du bord de fuite. On doit en effet souligner
que le calcul des sensibilités s’effectue sur le profil initial et que les résultats
obtenus ne sont plus forcément valables lorsqu’on s’éloigne de ce profil. Par
expérience, on sait que y3 est un parametre qui peut avoir une grande influence sur
Paérodynamique ce qui renforce notre choix. Les parameétres de design retenus sont

donc {5, xs, Tg, T10, Y3, Y4, Us, Ys, Yo, Y10} et leurs bornes sont définies comme suit :

Parametres | L; Valeurs L Parametres | L; Valeurs L,
initiales initiales
T 0.10 | 0.11357 | 0.30 Ya -0.03 | -0.01844 | 0.03
Zg 0.05 | 0.16147 | 0.20 Ys -0.08 | -0.04005 | 0.0
Zg 0.251 0.38967 | 0.45 Us 0.08 | 0.08622 1 0.12
T10 0.50 | 0.68698 | 0.75 Yo 0.08 | 0.10080 | 0.15
Y3 -0.01 | -0.00175 | 0.02 Y10 0.05 | 0.08152 | 0.10

Comme on ’'a vu dans l'exercice de flow matching, le choix des bornes sur les pa-~
rametres de forme est délicat. On a ici essentiellement tenu compte d’une contrainte
sur I'épaisseur du profil supérieure & 5%, du repliement du prbﬁl qu’il faut absolu-
ment éviter et de I'étude de sensibilités qu’on vient de réaliser. L’utilisation des
sensibilités pour le choix des parameétres de design permet un gain de
temps important méme si la pertinence de 'information obtenue dimi-

nue lorsque la forme du profil s’éloigne de la forme initiale.
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7.2.3 Résultats de 'optimisation
Comme on peut le voir sur la figure 7.12, 18 itérations ont été nécessaires pour at-

teindre 'optimum, le critere d’arrét étant la valeur minimale du pas de 'optimiseur

fixée & 1077. Les valeurs optimisées sont alors les suivantes :

CF = 0.119023 .
t FoPt = 1.646452 (7.3)
C’zp = 0.195965
2.0 T T T T ¥;L>K*>K>k%**éé 0.20
8k & ' 4018
16 | 3 0.16
14+ 1014
e
EIREYE e 012 0
3 a
= 10 4 0.10 0
8
S 08} -4 0.08
2
06 | 4 0.06
04 4 0.04
02 F 4 002
00 H 1 1 1 i 1 1 1 000

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
Nombre d’iterations

Fi1G. 7.12 Historique de 'optimisation de la finesse.

La fonction objectif a finalement augmenté d’un facteur proche de 11. Toutefois, la
plus grande partie de ce gain est atteinte apres seulement 10 itérations comme le
montre la figure 7.12 qui présente 1’évolution de la fonction objectif, des coeflicients

de trainée et de portance. Les derniéres itérations n’apportent ainsi qu'une petite
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amélioration de la finesse. Aussi, on note que l'essentiel du gain de la fonction
objectif provient d'une importante amélioration du coefficient de portance durant
Poptimisation. En effet, entre la configuration initiale et la configuration optimisée,
la portance a été multipliée par 10 alors que la trainée n’a diminué que de 3%. Le

profil optimal peut d’ailleurs étre comparé avec la forme initiale sur la figure 7.13.

Profil initial —
Profil optimis¢ =——

F1G. 7.13 Profils initial et optimisé lors de Voptimisation de la finesse.

On observe que I'épaisseur moyenne du profil a clairement diminué alors que sa
cambrure maximum a fortement augmenté (passant de 0.040 & 0.055) et sa position
s’est déplacée vers le bord d’attaque de l'aile (passant de 50% & 20% de la corde).
Le bord d’attaque s’est ainsi beaucoup modifié et se compare désormais a un bec.
Plus précisément, la forme du profil optimisé s’appuie sur les nouvelles valeurs des

parametres présentées ici :

Parametres | L; Valeurs L, Parametres | L; Valeurs L,
optimisées optimisées
Zs 0.10 | 0.24247 0.30 Y4 -0.03 | 0.03000 0.03
xg 0.05 | 0.05000 0.20 Ys -0.08 | 0.03000 0.03
Zg 0.25 | 0.27127 0.45 Ys 0.08 | 0.11862 0.12
Z10 0.50 | 0.50000 0.75 Yo 0.08 | 0.08000 0.15
Y3 -0.01 | 0.02000 0.02 Y10 0.05 | 0.05000 0.10

On note que sur 10 parameétres de design, 7 ont atteint les bornes qu’on leur avait

fixées. En effet, les parametres {ys, Ya, ¥s, Yo, Y10} évoluent de maniere & minimiser
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I’épaisseur de 'aile. Leurs variations sont donc limitées par 'épaisseur minimale
fixée & 5%. Les abscisses {xs, T10} diminuent jusqu’a atteindre leur borne inférieure
ce qui provoque le déplacement de la cambrure maximum vers le bord d’attaque.
L’évolution des parametres durant 'optimisation est présentée sur la figure 7.14.
Tout d’abord, Poptimiseur diminue I’épaisseur du profil en jouant dans un premier
temps sur les ordonnées {ys, v, y5 } déterminant la forme de l'intrados puis sur les
parametres {yo, Y10} situés sur Pextrados. Cette diminution de I’épaisseur engendre
a la fois un gain de portance et une diminution de la trainée. Ensuite, la variation du
parametre yg provoque une aumgentation de la cambrure qui se déplace vers le bord
d’attaque suite a la diminution de xg. On observe alors une nette augmentation
de la portance ainsi qu’un léger accroissement de la pression. Enfin, l'optimisation
se termine en ajustant les abscisses {5, 9, 210} afin d’améliorer encore un peu la

finesse du profil.

0.7

06 -

05 -

Valeur des paramétres
o
w
i

] 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22
Itération d’optimisation

F1G. 7.14 Evolution des parametres de design durant l'optimisation.

L’influence aérodynamique des variations des parametres de design est présentée
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sur la figure 7.15 sous la forme de contours de pression pour les profils initial et
optimisé. On observe alors une dépression plus importante sur l'extrados qui s’est
déplacée vers le bord d’attaque. Ceci conduit a une plus forte aspiration induisant
plus de portance. De méme, sur U'intrados la zone de basse pressions s’est concentrée

vers l'avant et participe de 'augmentation de la portance.

a) Pour le profil initial b) Pour le profil optimisé

F1G. 7.15 Distributions de pression pour I'optimisation de la finesse.

7.2.4 Conclusion

En conclusion, on doit souligner les énormes avantages de I'utilisation de la facto-
risation conditionnelle et du solveur UMFPACK qui permet désormais de réaliser
une optimisation de profil en une nuit au lieu de plusieurs semaines auparavant ! Du
coOté de optimisation elle-méme, la forte augmentation de la cambrure permet une

améliotation importante de la portance mais aussi un accroissement de la trainée
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qui est en partie due a la portance. Toutefois, la forte diminution de 1’épaisseur
permet de réduire légérement la trainée en fin d’optimisation tout en participant
de Paugmentation de la portance. La fonction objectif est donc fortement bonifiée
grace a des performances aédrodynamiques améliorées par la nouvelle forme du pro-
fil. 11 est alors intéressant de noter que cette optimisation s’est déroulée avec un
nombre de Reynolds tres faible ce qui limite les comparaisons avec des ailes d’avions
ou les interprétations physiques. Toutefois, Kunz et Krool®! ont mené un travail
d’optimisation similaire avec des nombres de Reynolds variant entre 2000 et 6000.
Ils notent les mémes effets de la cambrure et de I’épaisseur sur la finesse et ob-
tiennent des profils optimisés tres fins (2% d’épaisseur maximum) et avec de fortes
cambrures supérieures a 0.06. Contrairement & nos résultats, la cambrure maximale
est située proche du bord de fuite. Les travaux futurs pourront donc explorer avec

bénéfice les profils fins en utilisant plus de parametres de design sur le bord fuite.
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CONCLUSION

Le but de ce mémoire était d’apporter une contribution a l'analyse et au de-
sign optimal de phénomenes d’interactions fluides-structures. On a tout d’abord
implémenté les modeles hyperélastiques pour les structures subissant de grands
déplacements et/ou de grandes déformations causés par un écoulement fluide. En-
suite, on a développé un code permettant de gérer la paramétrisation NURBS et on
I’a implémenté dans un code d’éléments finis. Dans 'optique d’un processus d’op-
timisation, on a choisi d’utiliser la méthode de I’équation des sensibilités. I a donc
fallu développer les équations des sensibilités pour les modeles structuraux ainsi que
pour la paramétrisation NURBS. On a également revu les équations d’équilibre a
Pinterface fluide-solide pour les rendre compatibles avec un parametre de forme
pour linterface initiale. De plus, on a intégré la paramétrisation NURBS et ses
sensibilités a la procédure de design optimal. Enfin, on a appliqué la factorisation
conditionnelle aux sensibilités afin de gommer 'un des plus grands inconvénients

de la MES par rapport aux méthodes adjointes.

L’implémentation des équations ainsi que la procédure de design optimal ont été
vérifiées a 'aide de deux problemes aux solutions connues. En premier lieu, on
a développé une solution manufacturée pour un cas d’interaction fluide-structure.
On a ainsi vérifié la performance du solveur pour un écoulement et ses sensibilités
par rapport a des parametres de forme grace & 1'étude de la convergence des er-
reurs avec le raffinement du maillage. Ceci a en outre permis de tester avec succes
la méthodologie proposée pour calculer le gradient des forces aérodynamiques
nécessaire au processus de design optimal. Enfin, toujours avec la solution ma-
nufacturée, on a observé les bonnes performances du solveur pour des phénomenes
d’interactions fluides-structures et leurs sensibilités par rapport a des parametres

de valeur. Dans un deuxiéme temps, la procédure de design optimal retenue a
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été vérifiée grace a un exercice de flow-matching utilisant avec succes une pa-
ramétrisation NURBS pour le profil et la MES pour le calcul des gradients de
la fonction cofit. La convergence rapide de 'optimiseur vers les valeurs cibles a
confirmé la bonne implémentation des équations et a validé les choix des éléments
de la procédure d’optimisation comme le calcul des gradients par les sensibilités.
Avec ces vérifications, on a pu aborder en toute confiance les divers cas d’applica-

tion.

La premiere application portait sur profil flexible subissant de grands déplacements
dus & 'écoulement fluide. Elle a montré les limites de précision des calculs pour
les problemes d’interactions fluides-structures et notamment pour leurs sensibilités.
Toutefois, on a pu observer les bénéfices de I'utilisation du pseudo-solide et de 'ap-
proche du lagrangien actualisé pour faire face aux grands déplacements de la struc-
ture. Grace a un maillage régulier méme en configuration déformée, il a été possible
de tirer quelques conclusions qualitatives quant a l'influence de I'écoulement et de
sa viscosité sur la forme de la structure. On a notamment remarqué que le profil a
tendance a s’aligner avec I’écoulement fluide en se déformant fortement et que par
conséquent ses performances aérodynamiques sont grandement modifiées par rap-
port a celles de sa configuration initiale. Ceci souligne 'importance de considérer

les phénomenes d’interactions fluides-structure pour les profils flexibles.

Dans la deuxiéme application, on a mené une optimisation de la finesse d’un profil
rigide représenté par une NURBS. Cette optimisation a été menée a son terme en
grande partie grace a l'utilisation de la factorisation conditionnelle et du solveur
UMFPACK. On peut désormais réaliser une optimisation de profil presque 100
fois plus rapidement! Les résultats obtenus vont dans la méme direction que les
travaux les plus avancés pour les écoulements a faible nombre de Reynolds. Une
augmentation de cambrure permet une améliotation de la portance et un léger

accroissement de la trainée. Toutefois, une diminution de l’épaisseur permet de
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réduire légérement la trainée tout en participant de 'augmentation de la portance.
La finesse se trouve donc améliorer par les effets paralleles d’'une augmentation de

la cambrure et une diminution de I’épaisseur.

Les contributions apportées par ce travail laissent entrevoir la possibilité pro-
chaine de mener avec succes un design optimal de phénomenes d’interactions
fluides-structures. Toutefois, certaines améliorations et certains développements
sont encore nécessaires avant d’atteindre ce but. Tout d’abord, I'utilisation d’un
solveur plus performant comme UMFPACK est nécessaire pour obtenir une ana-
lyse précise des phénomenes d’interactions fluides-structures et de leurs sensibi-
lités. L’implémentation robuste et fiable de UMFPACK est donc une étape incon-
tournable sur la voie de I'optimisation de profils flexibles. Ensuite, la vérification
du solveur reste encore a faire pour un probléme d’IFS avec des sensibilités de
forme. En effet, lorsque la forme de l'interface fluide-solide non-déformée dépend
d’'un parameétre de sensibilité, les équations d’équilibre sont plus délicates et leur
implémentation doit étre vérifiée grace a une solution manufacturée complete. En-
fin, une optimisation multidisciplinaire basée sur une approche découplée pour le
fluide et la structure permettrait de comparer les performances avec 'approche

monolithique.

Finalement, la méthodologie et les outils développés dans ce mémoire peuvent faci-
lement étre utilisés dans des domaines autres que ’aéronautique, permettant ’acces
a de nouvelles applications. Par exemple, le développement de modeles structuraux
incompressibles pourrait étre appliqué en bio-mécanique afin de modéliser les tis-
sus sanguins. De méme, les modeles hyperélastiques peuvent servir pour simuler
des applications industrielles de mise en forme de matériaux. Enfin, le processus
d’optimisation peut s’appliquer sur une géométrie quelconque représentée par une
NURBS : trompette d’admission d’air, ailerons de formule 1 ou encore structures

du génie civil.
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ANNEXE I

OUTILS MATHEMATIQUES

1.1 Dérivations d’une fonction composée

Théoréme : Soit Q un ouvert de RM et soit ' un ouvert de RY. On note
x = (x1, -+ ,xp) la variable dans Q et y = (y1,- -+ ,yp) la variable dans €.
QO —
Soit f
r — y=f(z)
une application dont les P composantes f1,---, fF sont de classe C?,
QO — R
et soit g
y — 9(y)

une application de classe C!. Alors ' = go f : @ — R est de classe C', et pour
tout 1 € {1,--- ,M} et tout z € Qona:

(L1)

En appliquant 4 nouveau cette formule, on peut obtenir pour une dérivée d’ordre 2 :

rf:(gxy(:c) = Z [Z( g (f(z)) %(x)) of;

’ . z 1.2
Jj=1 q=1 ay‘layj al'k 81*1 ( ) ( )

dg 0%f;
b3 (1(0) 5o
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1.2 Invariants d’une matrice

Les invariants d’une matrice A sont les coeflicients I; de son polynome ca-

ractéristique P(A). On a en effet :

P = det(A— M) =N+ A2~ LA+ s
ou L, = trj
I, = tr (_IT_1> det A
I = detA

1.3 Produit tensoriel

Soient deux vecteurs u et v, leur produit tensoriel donne un tenseur @ d’ordre 2

tel que :

ell
Il

ux v

avec: a; = ((W®V)); =uv;

[.4 Dérivée matérielle

Soit une variable T'(x,y) définie dans un domaine 2. On note I' la frontiere de ce

domaine définie par les équations paramétrées suivantes :

T = Xx t,a A
! (t,a) x; = X (t,a) (L.3)
Yr = Xy(t7a)

ol ¢ est Pabscisse curviligne de la courbe et a est un parametre de forme.
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Sur"'onaalors T =T (X(t,a), a).

n(t, a+Aa) R
d Ut, at+Aa)

t(t, a)

(t, a) N

FiG. 1.1 Notation pour une frontiere dépend d'un parametre a.

La dérivée matérielle (ou totale ou lagrangienne) de T sur la frontiere ['(a) suit
un point d’identité fixé, soit ¢ constant (voir figure I.1). On la note DT/ Da et elle

s’exprime par :

DT T 0X 9T 9T dx; IT dyy
BT V4 Attt ettt M Wadatiid £ &
Da  Oa v da da * dr da Oy Oa

ont 3T /Oa est la dérivée eulérienne (ou locale) de T.
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ANNEXE II
QUELQUES DEMONSTRATIONS

II.1 Relations entre ?ps et ?8 a linterface

Pour démontrer les équations (3.9) et (3.10), on se place sur I'interface I'; définie

par I’équation paramétrée suivante :

~

Th(t) = {X(t) Ite [to,tl]} avec : X = [z4(t), ys ()] (IL.1)
ou t est 'abscisse curviligne de la courbe.

D’apres 'équation (3.8), on a Vt € [to, t1], X, (t) = x;(t) alors :

Dxps Dx
_ s II.2
Dt Dt 12
o F)
Xps 025 OXps Oyr O O Oxs Oy (I1.3)
or Ot oy ot ox Ot dy ot

Cette derniére relation vectorielle peut se décomposer selon les deux directions

(z,y) et donne le systéme suivant :

Ops Oxy | O&ps Oys

dr ot = o9y Ot Oz 0t | Oy ot (IL.4)
Onps 9y Onps Oy Oy 0Ty Oy Oy (IL5)
dr Ot Oy Ot dxr ot Oy Ot '

En outre, on peut introduire la tangente t, et la normale n, a l'interface 'y qui



s’expriment :

Ozs _ 9y A
ts:—l- ot et ns=l ot ou L= G_X
9ys Oz ot
ot
Enfin, on a :
43 %3 an an
S = = -
= | & B = 1|5 T
I IR I S
ox Ay oy dx
Ainsi, d’apres les relations (I1.4) et (IL.5), on obtient :
06017 96,0
= 1 ox Ot dy ot
Fo-ts = — + t,
’ L | Oty Oy, Onps Oy
L Ox Ot oy ot
[ 08 Oy | 08 Oys
1| 0x ot Oy ot =
- 7 s =F,-t,
L\ OnsOxy O, 0y o '
L Ox Ot dy ot
[ Onps Oyr _ Ops O2¢
=-T 1 oy Ot oxr Ot
el ST oy wony | T
| Oy Ot Jx Ot
[ _Ons Oyy _ Ons Oxy
1 dy Ot Ox Ot =-T
= = —JLF
LI ooy dgoe |TMT0
dy ot  Ox Ot
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(IL.6)

(IL7)

(11.8)

(1L.9)



128

Finalement, on obtient les deux relations suivantes valables seulement sur 'inter-

face I'y :

Tty = F,-t, (I1.10)

Y (IL11)

I1.2  Equilibre des forces a l'interface pour les sensibilités

On démontre ici comment trouver les équations (3.40) et (3.41) grace & la formule de
Nanson!?l. Elle relie I'interface déformée I';, & interface initiale I'z, en considérant
F le gradient de la transformation. On utilise alors des surfaces infinitésimales

quelconques 61"y et 4Ty pour lesquelles la formule de Nanson s’écrit :

—=-T

n6C, =JF -nydly, (11.12)

La transformation qui nous intéresse étant celle du solide, on a F = F,. En outre,

sur 'interface on a la relation (I1.11) pour le pseudo-solide. On peut alors écrire :

=-T

njély, = JF, -n}ly, (I11.13)
—-T
= JpF,, 13l (I1.14)

On peut alors reformuler 'équation (2.61) sur l'interface initiale I'y,. On se place
sur une surface infinitésimale quelconque 0I';, de maniere & garder les quantités de

cette équation constantes. Par la suite, on applique les formules (I1.13) et (IL.14).
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En rappelant que n/ = —n?®, on obtient alors les deux équations suivantes :

T, 00T, +7 nloT;, = 0 sur Iy, (IL15)
L =-T . =-T
7. J,F. 0Ty +5 JyF

s

nléT;, = 0 sw Ty  (IL16)

En se servant de 'équation (2.18), on peut finalement écrire quelque soit 6Ty, :

— — =—-T
T, +5-J.F  nlél, = 0 sur Ty, (IL.17
0 0 P ps 0

Ainsi, D'équilibre des forces a linterface pour les sensibilités formulée par
Péquation (3.35), peut aussi s’exprimer de maniere équivalente en différentiant

I'équation précédente (I1.17). On obtient alors le développement suivant :

D = s —_ =-T f
—D-E o - n05F10 +o- Jps Fps . n0<5F10 =0 (1118)

D — s — =-T
Da [al ‘N0 +0 - Jps Fppg - ng] oLy,

— — —-T
+[El-n3+?i-JpsF :

ps

DT
ng,”] _DZEQ =0 (IL19)

./

— 0 d’apres (IL17)

On continue donc avec 'équation :

D = s = =-T f

Da |7t Mo +& - Jps Fpy -mp | 0T, = 0 (11.20)
D D [— =-T
D_a [?fl . ng] 5F10 + m |:E . Jps Fps . ng} (51_‘[0 =0 (1121)

On va développer séparément les deux parties de 'équation. La premiére concernant

la structure est traitée en fonction de la surface non-déformée I'y, puisqu’on travaille
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avec le tenseur de Piola-Lagrange :

_[% [?l . ng] = [(?; + Vo, - s@) ‘ng + T ng'] (11.22)

ol sz représente la sensibilité de I'interface non-déformée.

La deuxieme équation concernant le fluide est développée de fagon différente. En

effet, approche eulérienne utilisée veut qu’on travaille en configuration déformée
— =-T

et qu'on garde &(X) sans le condenser avec Jp, F',; . Bien qu’on soit sur la confi-

guration non-déformée, @ s’exprime toujours sur la surface déformée et on écrit :

D =-T ya o =-T
D—G[E-JPSFPS .ng] = (z‘f +VE-SX)-Jpst5]~n£
:___ =T !
+ E-(JpstS”-ng
:_ T ,
+ |TJF, ] n (11.23)

oll s représente la sensibilité de I'interface déformée.

En injectant ces relations dans ’équation (I1.21), on obtient I’équation (3.40) :

—-T =-1\' f
N 3F,, ) | -nfoTy, +

v
} 6Ty, + [(?l' + Vo, - sﬁ) ‘nd+ 7 ng'] 6T, =0 (11.24)

e
Q|
+
Q[
w0

x)
SN’
gk'
|

3
+
all

Toutefois, comme on I'a souligné, on calcule les sensibilités du fluide sur 'interface
déformée I'y,. Il faut alors rappeler qu’on travaille avec des normales unitaires, i.e.

n} - nj = 1. En projetant la formule de Nanson (I1.14) sur n§, on obtient alors :

=T
1’18 . Fps nf (SFII = Jps(SF[O (1125)
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En utilisant cette formule de Nanson dans (I1.24), on arrive a (3.41) :
[(ﬁ' +VT 55) 47 (prpf)l Jp—;ﬁq -nfoT, + (11.26)
n{) o'y, + [(5; + Vo, - s@) ‘n+ 0oy - ngl] o, =0
Ainsi dans cette expression, tous les termes concernant le solide font bien référence

a une configuration non-déformée alors que ceux du fluide font référence a la confi-

guration déformée.
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ANNEXE III

MECANIQUE DES MILIEUX CONTINUS

II1.1  Décomposition polaire

En Mécanique des Milieux Continus (MMC), on peut toujours décomposer une
transformation en une rotation pure et en un allongement pur. On parle de
décomposition polaire. En chaque point X du milieu continu, cette décomposition

est unique et s’applique sur le gradient de la transformation F

<l
2l
=l

F=R (IIL.1)

T = =T
V=70

=l
I
~il
g
i
ol

—T
ot R (LI1.2)

Dans IIL1, U et T définissent respectivement le tenseur d’allongement ¢ droite
(ou matériel) et le tenseur d’allongement o gauche (ou spatial). Ces tenseurs sont
uniques, définis positifs et symétriques. U est défini par rapport a la configuration
de référence alors que T agit sur la configuration courante. Enfin, on note les deux

relations suivantes :

=2

S
I
Sl

=C et (111.3)

Le tenseur orthogonal R représente donc une rotation avant ou apres l'allongement.

Les tenseurs U et T étant symétriques définis positifs, ils possedent respective-

ment trois vecteurs propres unitaires orthogonaux {N;, No, N3} et {n;, ny, ns}.



133

Ces vecteurs forment deux bases orthonormales ou principales et sont associées &
des valeurs propres réelles positives communes {\;, Ag, A3}. En effet, si A; est une

valeur propre de ﬁ, ona:

UN, = \N,

RUN,; = MRN,

TRN; = AMRN, dapres (IIL1)
Tn, = \n;

A; est alors aussi une valeur propre de v associée au vecteur propre n; = RN;.

On nomme alors {A;, Ao, A3} les dilatations linéiques principales. En outre,
{22, X2 )2} sont les valeurs propres de C et b assocides respectivement aux bases

principales {INy,Ng, N3} et {n;,ns, ns}.
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ANNEXE IV

LOIS DE COMPORTEMENT

IV.1 En termes de fonction d’énergie libre

7 - ) Fovc) (IV.1)
oF 9
— = F)=T
s - 7% (IV.2)
7, - 22C)_ovE) (IV.3)
oC OF
IV.2 En termes d’'invariants
— V&Y o\ = OV == oY =-T
o = — _— - — I;— F V.4
o 2_<8I1+Il(9]2> F 8[2FC+ 3813 ] ( )
_ oU 0¥\ = Ol= _ 9%=-1
= _ -1 = = il _ il
o, = 2J [(12812+[38[3) I+6]1b Igalzb :l (IV5)
— [ (0T o\ = V= oV =-1




135

IV.3 En termes de dilatations linéiques principales

— oV
i=1 OA;
3
— 1. O¥
o, = ZJ 1)\ia—)\ini®ni (IVS)
i=1
3
— 1 0¥
Ty = ZEﬁNi ® N; (IV.9)

oun; = ﬁNi et ® exprime le produit tensoriel défini dans Pannexe 1.3.

IV.4  Pour les matériaux hyperélastiques incompressibles

5 = —pF a‘P(IF ) (IV.10)
OF
7, = —p?+a\1/(__{?)?T (IV.11)
OF
5. = 0 +224C) (IV.12)
oC
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Dans la cas isotrope :

_ =-T ov N\ = ==
o = —pF 2{\—+ 11— |\F-2—FC 1
T pE (ah i 18]2> A (IV-13)
3
1 ov
_ L }nZ@Ni (IV.14)
= = ov ov\=z= 0¥z
. = —pl+2( = +L=)b—2—b -
o pI + (811+ 18]2)b FTA (IV.15)
3
ov
= Zzzl: [‘“p-f— )\za\:} n; ®n; (IV.16)
_ —1 (U 9U\= U=
o = —pC +2<8—Il+115};)1—28—120 (IV.17)
3
1 10V
= Z [—;\*Zp—l- —):-57} N; @ N; (IV.18)
i=1 i LA

IV.5 Pour les matériaux hyperélastiques compressibles

Dans le cas particulier des matériaux isotropes, on obtient :

¥ (i) = Tu(J) + Uy (B) (IV.19)
et T, = 0., +0, = pI + dev (@)
I a\Ijiso E
avec @, = 2J7'b —8—5(2 (IV.20)

Remarque : on aurait pu partir de cette décomposition des contraintes en
une composante de pression et en une composante deviatorique pour retrouver

I'équation (2.33)1.

1Voir 3 ce sujet ¥ p.112-113 et p126-129



ANNEXE V

QUELQUES MODELES HYPERELASTIQUES

V.1 Modeles incompressibles

V.1.1 Modele d’'Ogden

137

Les caoutchoucs sont souvent considérés comme incompressibles, on doit donc

avoir : J = A = 1.

On doit & Ogden un dévelopement tres sophistiqué pour traiter les matériaux in-

compressibles. Il décrit les changements des dilatations linéiques principales A,

depuis la configuration de référence jusqu’a la configuration déformée. La fonction

d’énergie libre qu’Ogden propose prend alors la forme suivante :

N
wzz%(x‘#mgpﬂgp—s)

p=1 P
N
ou 2u = Z UpQyp  avec  ppap, >0
p=1
avec 1 . le module de cisaillement

pp = des modules (constants) de cisaillement

o, : des constantes adimensionnelles

(V.1)

On obtient alors de IV.9 l'expression suivante pour le second tenseur de Piola-
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Kirchhoft :

3 N
_ 1 .
g, = E -)'\'é' (—p + E [Lp)\ap> Na &® Na (V2)
a=1"1¢ p=1

L’expérience montre que prendre N=3 donne déja de trés bons résultats cohérents

avec les données expérimentales.

V.1.2 Cas particuliers du modele d’Ogden

A partir du modele d’Ogden (voir équation V.1), on peut obtenir trois cas parti-

culiers; les modeles de Mooney-Rivlin, Neo-Hookien et de Varga.

V.1.2.1 Modele de Mooney-Rivlin

On considere dans ce cas particulier : N =2, a; = 2 et o = —2.

On obtient alors avec I'hypothese d’incompressibilité I3 = MX2\2 =1 :

o= B8 - B0 - 9) (V.3)
= Bh-3-Ln-9 (V-4

avec le module de cisaillement : g =y — po.

Et d’apres les expressions du second tenseur de Piola-Kirchhoff IV.17 et V.2 :

3

_ 1

T = Y35 (prmA ) Na® Ny (V-5)
a=1"@

—-1

= —pC  + ( — )L + 12C (V.6)



V.1.2.2 Modele Neo-Hookien
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Ce modele est encore plus simple : N = 1 et «; = 2. On obtient alors simplement :

U = %(A§+)\§+)\§—3)

H1
- B -
(1 - 3)

avec le module de cisaillement : y = p.

Et :

V.1.2.3 Modele de Varga
Enfin, le modele de Varga considere : N =1let a; =1:
\I/ = /,Ll()\1+)\2+)\3—3)

avec le module de cisaillement : p = &

Et:

ﬁk = Z—E(_p'f'/-/’l)\a)Na@Na

(V.7)
(V.8)

(V.9)

(V.10)

(V.11)

(V.12)
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V.1.3 Forme polynomiale

Alors que le modele d’Ogden utilise les valeurs propres de —ﬁ, la forme polynomiale

nécessite seulement ses invariants Iy et I :

N

Z (I = 3)'(I, — 3)? (V.13)

avec le module de cisaillement initial : p = 2(c10 + co1)

V.1.4 Cas particuliers de la forme polynomiale

Tout comme pour le modele d’Ogden, on utilise le plus souvent des cas particuliers
de la forme polynomiale et on obtient sous la forme polynomiale des variantes des
modeles de Mooney-Rivlin et Neo-Hookien. Cepdendant, comme cette forme ne

fait pas appel aux valeurs propres de U on ne retrouve pas 'équation de Varga.

V.1.4.1 Modeles de Mooney-Rivlin

1l existe en fait plusieurs modeles de Mooney-Rivlin et pas uniquement celui a
deux parametres précédemment présenté. Ils découlent tous plus naturellement de
la forme polynomiale que de celle d’Ogden. On présente trois cas particuliers de la

forme polynomiale :
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e N =3 : modele de Mooney-Rivlin 4 9 parametres

U = ClO(Il 3 +001(Iz 3)

)
+ en(ly = 3) (o = 3) + cao(ly — 3)* + ca (I, — 3)°
+ en(l; - 3)° (I =3) + cro(Iy = 3)(I2 — 3)°

)

+ czo(ls = 3)° + coa(I2 — 3) (V.14)

e N =2 : modele de Mooney-Rivlin & 5 parametres

v = 010<Il - 3) + 001(12 — 3)
+ C11(Il - 3)([2 - 3) + 020(11 - 3)2 + COQ(IQ _ 3)2 (V15)

e N =1:modele de Mooney-Rivlin a 2 parameétres

¥ = 010(11 - 3) + C()l(IQ - 3) (V].G)

V.1.4.2 Modele Neo-Hookien

On retrouve ici aussi le modeéle Neo-Hookien comme un cas particulier avec NV =1

et ¢g; =0

U = cyo(I; — 3) (V.17)
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V.1.5 Modeles pour les élastomeres renforcés

Bien que ce ne soit pas un point clé dans cette étude’, il parait important de
mentionner qu'il existe des modeles spécifiques aux élastomeres renforcés par des
fibres de carbone ou de silice. En effet, ces matériaux ont un comportement tres
non-linéaire notamment vis-a-vis de leur module de cisaillement p qui varie au cours

de la déformation. On peut ici citer les modeles de Yeoh et d’Arruda et Boyce.

V.2 Modéles compressibles

Les matériaux de type caoutchouc sont toujours légerment compressibles avec
une petite dilatation. On peut alors considérer une approche découplée et voir
la compressibilité des matériaux dans leur partie volumétrique : ¥,,. Toutefois,
les matériaux plus moux ne peuvent pas étre assimilés a des matériaux incompres-
sibles. De ce fait, une approche couplée basée sur des résultats expérimentaux sera

nécessaire.

V.2.1 Modele d’Ogden

Le modele d’Ogden pour les matériaux compressibles est une extention du modele
incompressible en appliquant une méthode découplée. En effet, on considere la

représentation de la fonction d’énergie de déformation suivante :

U = \Ijvol(J) + Wiso (>‘_17 >\_2a >\_3)

Ogden propose alors la fonction volumétrique suivante en terme du rapport de

1pour plus de renseignements, consulter 123 p242-244
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volume J :

Upot(J) = kB2 (BInJ +J 7 = 1) (V.18)

avec k le module d’extension et J un coeflicient empirique.

Ce modele donne de tres bons résultats notamment pour la pression hydrostatique

avec # = 9. Simo et Miehe proposent un modele ou 3 = —2 et ainsi :

—_

Yyor(J) = k= (J2—1—2InJ)

o

Quant & la partie isochorique, on utilise 'expression V.1 du modele d’Ogden in-

compressible :

N
zso Z '@ ( + )\2 + )\30‘10 - 3)

p=1

3

Le second tenseur de Piola-Kirchhoff pour ce modele s’écrit alors?

— =-1

= gklso + JpC (V'lg)

k = Ok, T Ok

vol

avec p = mﬁj (1— J—lﬁ)

2yoir démonstration 2% p245-246 en se rappelant que J = Az ApAc
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et :
3
gkiso = Z§k1soaNa ® Na (V20)
a=1
_ 1 (o0 1<~ 0v
Ol Ty = 3| de — 3 — V.21
O’khsoa )\g ( a)\a 3 ; b akb ) ( )
8\1! i ——ap—1
et = = Ao V.22
oy Zu (V.22)

V.2.2 Cas particuliers du modele d’Ogden

Comme pour le cas incompressible, il existe des modeles découlant directement
du modele général d’Ogden. La partie isochorique de ¥ demeure identique a celle
définie dans le cas compressible (voir équations V.3, V.4, V.7, V.8 et V.11 ) et on
lui rajoute la partie volumétrique, par exemple la méme que celle définie pour le

modele d’Ogden (voir équations (V.18)).

V.2.2.1 Modele de Mooney-Rivlin

Dans ce cas la fonction d’énergie de déformation pour le modele de Mooney-Rivlin

devient :

¥ = \Ijvol + \I/iso

= kB2 (BlnJ+JF —1) +’—;i(1_1— 3) — %"1(1—2 ~3) (V.23)

On trouve alors a l'aide de I'équation (V.19) le second tenseur de Piola-Kirchhoff
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pour ce cas particulier ou il suflit simplement de remplacer la dérivée de ¥;,, par :

a‘I/iso

o = % (M-Xa—z + Mz—)\_(;_z)

Toutefois, il est de coutume de présenter les modeles sous forme couplée. On peut

alors écrire la forme couplée du modele de Mooney-Rivlin ainsi :

U=cJ-1?-dinJ+2 (I -3)— 2(12—3) (V.24)

avec ¢ une constante du matériau et d = 2(5 — ).

L’équation (2.22), nous fournit 'écriture suivante du second tenseur de Piola-

Kirchhoff (en notant que I = J?) :

= ov ov 0V = 0¥ =-1
g —= 2]:(871 812>I—8—I‘2‘C+13—a-1—30 ]

— 9 {(*;1 -B)T+ 2T+ (cJ(J —1)- g) 5"1] (V.25)

V.2.2.2 Modele Neo-Hookien

On procede de méme pour trouver la fonction ¥ du modele Neo-Hookien :

U o= kB72(BlJ+JP—1)+ %(T1 —3) (V.26)

Gréace a l'équation (V.19), on trouve le second tenseur de Piola-Kirchhoff en rem-
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placant la dérivée de ¥, par I'expression suivante :
%;‘I%-:—o = Ml)\_a
Dans ces conditions la forme couplée de ce modele sécrit :
U= Qﬁﬁ-(r” —1) + g(l1 —3) (V.27)

v
1—-2v
encore écrire :

ou g =

avec v le coeflicient de Poisson et grace a 'équation 2.22, on peut

— = _252—1
S =pu|I—J2C (V.28)

V.2.2.3 Modele de Varga

Finalement, le modele de Varga va donner :

U = skB2(BInJ+JP 1)+ (N + X2+ X — 3) (V.29)

Grace a I'équation (V.19), on trouve le second tenseur de Piola-Kirchhoff en rem-

placant la dérivée de U;,, par 'expression suivante :
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V.2.3 Forme polynomiale

Tout comme pour les matériaux incompressibles, il existe une forme polynomiale
pour les matériaux compressibles qui fait apparaitre le troisiéme invariant .J. Elle
s’exprime alors ainsi :

N

N
1
Z (T -3)'(L-3)+> d_k —1)* (V.30)
k

avec le module de cisaillement initial : g = 2(ci0 + co1) et le module d’extension :

K,——E
_dl

V.2.4 Cas particuliers de la forme polynomiale

On retombe alors sur les mémes cas particuliers mais cette fois-ci en compressible.

V.2.41 Modeles de Mooney-Rivlin

e N =3 : modele de Mooney-Rivlin a 9 parametres

U = ol -3) + (G —3) dll( _1)
+ (T —3) (T —3) + cao (T — 3)° + coa (T — 3)
en (T =3)" (I = 3) + cno (T, - 3) (T - 3)°
cso(Ty = 3)" + cos(T; — 3)° (V.31)
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e N =2 : modele de Mooney-Rivlin 4 5 parameétres
_ —_ 1 5
U = ClO(Il — 3) + 601(.[2 b 3) + d—(J - 1)
1
+ cn (I_l - 3) (E - 3) + Cyo (1_1 - 3)2 + Co2 (E - 3)2 (V32)
e N =1 :modele de Mooney-Rivlin & 2 parameatres
— — 1
¥ = 010([1 - 3) + Co1 (12 - 3) + d—(J - 1)2 (V33)
1
V.2.4.2 Modele Neo-Hookien
N =1 et Cy = 0 : modele Neo-Hookien
— 1 9
U= cyo(l — 3) + —(J-1 (V.34)
1

V.2.,5 Modele de Blatz et Ko

Pour les élastomeres qui ne peuvent pas étre considérés comme incompressibles,
Blatz et Ko proposent un modeéle combinant des dévelopements théoriques et des

données expérimentales. Ce modele est basé sur la fonction couplée suivante :

U= fg [(11 ~3)+ % (I;ﬁ - 1)] (- f)g [(% - 3) + % (15 - 1)} (V.35)

avec v le coeflicient de Poisson et

avec 1 le module de cisaillement, § = T Y
— LV

f € [0,1] un parametre d’interpolation.
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Grace a équation 2.22, on trouve le second tenseur de Piola-Kirchhoff :

Gr = B (f +(1- f)%) T- ul—;;iﬁ (V.36)

— IZ—I'H+1 —_
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ANNEXE VI

METHODE DU LAGRANGIEN ACTUALISE

Pour de tres grands déplacements, on utilise une méthode de Lagrangien Ac-
tualisé qui permet d’atteindre plus facilement la configuration finale de maniere
itérative en utilisant des étapes intermédiaires, i.e. : des configurations déformées
intermédiaires. L'équation d’équilibre de Cauchy pour des contraintes s’écrit alors
dans la configuration déformée (dénotée dans ce cas par 2) en fonction d’une surface

correspondant a une précédente configuration déformée (dénotée par 1) :

V-G +=0 dans € (VL1)

On introduit les déplacements : x; qui permet de passer de 1’état initial & la confi-
guration 1, x, qui permet de passer de ’état initial a la configuration 2 et x5, qui
permet de passer de la configuration 1 a la configuration 2. On a alors les gradients
des déplacements suivants :
ﬁl = Vxu = = =
— hot = VX9 = VX — VX; = hy — hy (V13.2)
hy = Vx,
ou x4 correspond au tenseur du déplacement relatif entre les 2 configurations. On
calcule donc ces tenseurs en considérant ﬁl comme connu puisqu’il fait référence a
une configuration précédente. Cette décomposition des déplacements facilite ainsi
la linéarisation des étapes successives de substitution lors de la résolution, en parti-
culier lorsque la loi de comportement du solide est linéaire par rapport aux tenseurs

de Green-Lagrange (modele de Saint-Venant Kirchhoff par exemplé).
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Dans un cas général, l'introduction des trois gradients des déplacements xy, X, et
X15 X2

X2; va permettre d’écrire les gradients des transformations comme suit :

.y

Fy= ﬁm + ?1

|
I
[l =i I

o
|

Pl

>
Il
>
no

|
Ca

Les tenseurs des déformations se reformulent aussi ainsi :

= 1 = =T =T =
E, = 5 hy+ h1 + hl hy _ _ _
= 1 (= =T =T= Ey =FE,—-F,

= 1 /= =T =T = =T = =T =
= Ey = 5 <h21 + h21 + h21 hoy + hy hoy + h21 h1>

- 9E,
9,
- B,-E,

H
|

~Il il

ﬁ2 = 2521 + ﬁ1

“'i-i-

wl ol A
It

]
=
|

(VL.3)

(VL4)

(VL5)

(VL6)

Des termes supplémentaires apparaissent dans E»,; a cause de la non-linéarité du

tenseur de Green-Lagrange. En général, les lois de comportement ne sont pas

linéaires (modeles d’hyperélasticité finie par exemple) et on ne peut pas pous-

ser plus loin nos investigations. Toutefois, on remarque que chacun des différents

tenseurs hq, Fy, Es et Cy se décompose en une partie inconnue dénotée par 21 et

une partie connue correspondant a la configuration 1. Ceci permet une linéarisation

plus efficace en tenant compte de cette partie connue.
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V1.2 Cas d'une loi de comportement linéaire

Dans le cas ot la loi de comportement du solide est linéaire par rapport aux tenseurs
de Green-Lagrange (modele de Saint-Venant Kirchhoff par exemple), on voit plus

concrétement cet avantage. On peut en effet écrire :

?kz = _E_kl +§k21 (VI7)

A ce stade, le tenseur de Piola-Lagrange des countraintes de la configuration

déformée par rapport a la configuration initiale non-déformée s’écrit comme suit :

o, = F, (?kl —f—ﬁkﬂ) (VIS)

Enfin, le tenseur de Piola-Lagrange des contraintes de la configuration déformée 2
par rapport a la précédente configuration déformée 1 s’obtient par la formule sui-

vante :

= = = Fl = =
o, = Fioyp A + Fy Gy,
1

F
7

W g
linéaire non-linéaire

(VL9)

/

On observe que le premier terme de I'équation (VI.9) est linéaire par rapport
aux déplacements puisque Ji, ?1 et o, sont des termes connus de la précédente
déformation. La non-linéarité apparait donc dans le deuxieme terme seulement.
Cette méthode va donc permettre une linéarisation plus facile des itérations de

susbstitution successives précédent souvent les itérations de Newton.
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ANNEXE VII

DESCRIPTION DES NURBS

Les NURBS sont des fractions rationnelles de B-splines. Afin de comprendre com-
ment elles sont construites, comment on les différentie et comment on trouve leurs
sensibilités, il faut d’abord introduire les concepts de splines et de B-splines. Les
splines constituent la premiere méthode d’interpolation a s’étre imposée en CAO.
Toutefois, elles nécessitent trop de points d’interpolation pour les utiliser en op-
timisation. On leur préfere désormais les courbes B-splines qui permetfent une
interaction plus simple avec la courbe grace a des points de controle. La construc-
tion de ces B-splines s’appuie sur des splines particulieres : les fonctions de base
B-splines. On décrit donc ici les splines et les fonctions de base B-splines, les B-

splines elles-mémes et enfin les NURBS.

VII.1 Splines et fonctions de base B-splines

On trouve une définition générale des splines dans 3% :

Soient les noeuds {a1,- - ,a,} tels que : Vi € {1, m], a; < ajq1 et a; < Gippi1
Une courbe s(u) est alors une spline de degré p (ou d’ordre p+ 1) si :
- elle est p — k différentiable en tout noeud k-multiple!

- c’est un polynéme de degré < p sur chaque intervalle [a;, ;1]

1Un noeud a;y1 est k-multiple (k-fold) si a; < gj41 = .. = G4 < Qigk+1
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Cette définition reste trés théorique et n’indique pas comment construire les splines.
On s’intéresse donc & des splines particulieres que Pon nomme fonctions de base et
4 leur. définition proposée par C. de Boor!™, M. Cox et L. Mansfeld. C’est la plus
utilisée car elle conduit & une implémentation tres élégante grace a sa formule de
récurrence. Les fonctions de base reposent sur un vecteur nodal T = {ti,...,t;}
C’est une suite croissante de m nombre réels ¢; (généralement dans [0, 1]) appelés
noeuds. Il existe n = m — p — 1 fonctions de base de degré p. La 1™ fonction de
base B-spline de degré p (d’ordre p+1), notée N;,, est alors définie par récurrence

comme suit :

Nip(t) = +——Nip-1(t) + ;fi%——Ni+1,p_1(t) (VIL1)
tz+p tz tz+p+1 tz+1
1 si ¢, <t<{
avec Nio(t) = Pere (VIL2)

0 sinon
ol t est 'abscisse curviligne.

Notons que s’il existe deux nombres ¢ et p qui annulent un des dénominateurs des
fractions dans I’équation (VIIL.1), la fraction correspondante sera considérée comme

nulle :

Nz}p—l -0
tivp — bi

Par exemple si t; =t,;, alors on pose : Nip-1=

VII.1.1  Quelques propriétés des fonctions de base B-splines

Plusieurs propriétés®” des fonctions de base B-splines découlent de cette définition

récurrente. Notamment, une propriété d’influence locale :

Nm)(t) =0 s1 ¢ ¢ [ti,ti+p+1)
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On note également que toutes les dérivées des B-splines de base NV; , existent entre
deux noeuds consécutifs. Aux noeuds, les fonctions N, sont p—k fois continuement
différentiables, oii k est la multiplicité du noeud. Ainsi, la continuité s’améliore avec

le degré p mais se détériore avec la multiplicité k.

VII.1.2 Formules de différentiation

Les dérivées des fonctions de base B-splines sont elles aussi définies par récurrence

de la maniére suivante :

j—1 -1
NO(t) = p | Do Mg (VIL3)
P tivp — bt ligpy1 — tiya

ol j est 'ordre de la dérivée.

On remarque ici que si j > p alors N} » = 0. En outre, comme précédemment, si le
k2

dénominateur s’annule, on considére aussi le quotient comme nul.

VIL.2 Représentation B-spline

On définit les B-splines par composition linéaire de fonctions de base B-splines

grace A 'introduction de points de controle. Ainsi, une B-spline de degré p s’écrit :

Clt)=) Nipy®)P; to=a<t<tn=b (VIL4)
i=1
ot P; = [z;,5:]7 sont les n points de controle de la courbe et les fonctions Ny,

sont les fonctions de base B-splines de degré p définies sur un vecteur nodal a
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m =n+ p+ 1 noeuds :

T:{a’... 7a,7tp+2’... 7tm—p—17b7"' 7b}

ptl p+i
VIL.2.1 Quelques propriétés des B-splines

On note que dans la cas particulier o n = p et 7 = {0,---,0,1,--- |1}, la B-

spline C devient une courbe de Bézier.

En outre, les splines étant des fonctions & support compact, les points de controle
n’ont qu’une influence locale sur la géométrie. Plus précisément, un déplacement
du point P; changera la courbe C(t) uniquement dans intervalle [t;,¢;4,41). Le
reste de la courbe demeurera inchangé ce qui est une propriété intéressante pour
Poptimisation de profils. En effet, si on désire optimiser un profil en n’en modi-
fiant qu’une partie (par exemple au voisinage du bord de fuite), il suffit de retenir
seulement les P; affectant la région d’intérét comme parametres d’optimisation, les

autres n’ayant aucune influence sur la partie géométrique concernée.
En outre, il est intéressant de souligner que 'on a : C(0) = Py et C(1) = P,,.

Enfin, les B-splines possedent de nombreuses propriétés découlant par linéarité de

celles des splines comme leur différentiabilité.
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La dérivée 9™ d’une B-spline s’exprime simplement en fonction des dérivées des

fonctions de base B-splines :
Z N(J)

VII.3 Paramétrisation NURBS

(VIL5)

Afin d’aller plus loin que de simples combinaisons linéaires de fonctions de base, on

introduit des courbes rationnelles. Ces derniéres permettent en effet de représenter

des géométries plus complexes que celles obtenues avec les B-splines comme des

cercles ou des coniques. Ce sont les Non Uniform Rationnal Beta-Spline (NURBS).

Une NURBS C de degré p (i.e. d’ordre p + 1) se définit comme suit :

" w N (OP;
C(t) — Zz:nl Wi %p(t) [ a S t S b
> i1 Wilip(t)
avec les éléments suivants :
— P, les points de controle
— w; les poids associés a chaque point de controle

— Nj, les B-spline de base de degré p définies sur le vecteur nodal T

- T:{(I,“' »aatp+27"' 7tm~p—17ba"' 7b}

p+1 p+1

(VIL6)

On introduit les fonctions de base rationnelles de degré p, R;, pour obtenir une
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écriture semblable & celles des B-splines :
C{t) = f:R@p(t)Pi (VILT)
i=1
avec Rip(t) = M (VILS)

VIL.3.1 Propriétés de la représentation NURBS

De part leur formulation rationnelle, les NURBS possédent des propriétés découlant
de celles de B-splines ainsi que des propriétés spécifiques qui leur conférent des avan-
tages particuliers. On retrouve alors les propriétés de différentiation et d’influence
locale déja évoquées pour les B-Splines. On note ensuite que les B-splines ainsi
que les courbes rationnelles et non-rationnelles de Bézier sont des cas particuliers
de NURBS. Enfin, les NURBS peuvent représenter de maniére précise une grande
variété de courbes (les cercles et les coniques le sont de maniére exacte) grace a

une formulation mathématique commune et flexible.

Il existe toutefois certaines limites a la représentation NURBS :

— La représentation des géométries non-bornées, comme une droite infinie, est
presque impossible.

— Déterminer si un point appartient ou pas a une courbe ou surface paramétrée
nécessite des processus itératifs onéreux.

- il peut apparaitre des anomalies causées par la paramétrisation (par exemple les
poles d'une sphére sont des points critiques bien que géométriquement identiques
a tous les autres).

— on a parfois besoin de stocker de I'information supplémentaire pour certains cas
simples comme celui d’un cercle comparativement & des représentations par des

équations implicites.
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VIIL.3.2 Formules de différentiation

La différentiation des NURBS est délicate puisque ce sont des fonctions rationnelles.

Nous devons donc introduire quelques nouvelles notations afin de faciliter le travail :

c® = w(t) - w(t)
A(t) = zn: wiN,(OP;, = AV@E) = Zn: wND (P, (VILY)
w(t) = Xn: wiNip(t) = w(t) = zn: wiNI) () (VIL.10)

En utilisant la régle de Leibnitz pour la j°™¢ dérivée de A on obtient :

k .
AV = el =Y | 7 ] udcu (VIL11)
=0 ?
. 1 NN A s
-~ 0 - = A(J)_Z wdel=9 (VIL.12)
" .
i=1 t

La dérivée j™¢de C se calcule donc par récurrence.



160

VII.3.3 Sensibilités des NURBS

Afin de connaitre I'influence de la variation d’un parametre de (P; = [z;,y;] ou
w;) sur la forme de la NURBS, il suffit de calculer les sensibilités de la NURBS par
rapport aux parametres z;, y; et w; pour j € [1,n]. Comme on peut le voir dans la
formule de récurrence (VII.1), une fonction de base des B-splines dépend de 7, le
vecteur nodal, et de t, 'abscisse curviligne. Par conséquent, elle est indépendante
des points de contréle. Ainsi, les sensibilités de X par rapport aux parameétres de

design se déduisent facilement et s’écrivent :

oC(t) w;N;p(t) 1
= L (VIL13
Oz > i1 WilNip(t) 0 )
N o ]
Ay; > e WilVip(t) 1
oC) _ Nult) |
bu Sl |y
Np(t) S einlt) | (VIL15)

1 (E?:l wiNi,p(t))2 Ui
VII1.3.4 Sensibilités et différentiation

Lors du calcul du gradient de la fonction objectif, on doit calculer des termes de
2

Otoa
NURBS. La difficulté réside dans le fait que les équations (VIL.13-VIL.15) obte-

la forme . Autrement dit, il faut exprimer la dérivée de la sensibilité d’une
nues pour les sensibilités ne représentent pas, en général, une NURBS. Différentier
ces expressions requiert donc quelques étapes, basées sur celles utilisées lors de la

différentiation de NURBS. Tout d’abord, nous devons introduire quelques notations
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afin de rendre notre développement plus clair :

Ap(t) = wpNgy(t)

wt) = 3 wNialt)

On peut alors réécrire les formules (VII.13-VIIL.15) pour les sensibilités de la fagon

suivante :
1
oC(t) _ A9 (VIL16)
Oxy, w(t) 0
0 hn |
oC(t) _ Ak (VIL17)
Oy w(t) | 1
aC(t) Nk p(t>
_ : P. - C(t VII.1
o oty [Pe = C(0) (VIL18)
En utilisant la formule de dérivation pour une fraction on obtient alors :
2 7 — A, 4 I 1 ]
C(t) _ Aw(t) A;(t)w (t) (VIL19)
otdxy, (w(t)) 0
2 ! — ! [ 0 ]
O°C(t) _ Ai(w(t) Azk(t)w (t) (VIL.20)
OtOyy, (w(t)) 1
2 N, (Dw(t) = Np (D' (¢
PCt) _ NpyHuw) :,p( WO b~ o) - Yo e vian
Dtdwy (w(t)) w(t)
2
Ces expressions permettent de calculer les expressions du type grace aux

Otda
formules de différentiations pour les B-splines et les NURBS.



