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RESUME

Au cours des derniéres décennies, la classe des systémes singuliers a suscité 'intérét
de plusieurs chercheurs, dans divers domaines tels que la robotique, la chimie,
I’économie. Parallélement, une autre classe de systéme a aussi connu un essor
remarquable depuis les années quatre vingt, il s’agit de la classe des systémes
a sauts, qui se définissent comme des systémes continus sautant d’un état a un
autre selon une chaine de Markov a états finis. Cette classe de systéme permet de
modéliser des processus soumis & des événements aléatoires et discontinus tels que
les pannes et les réparations.

La plupart des travaux de recherche se rapportant aux systémes singuliers a sauts
markoviens, se sont concentrés sur la situation ou ceux-ci ne manifestent que des
discontinuités intrinséques sur certaines de leurs variables d’état continues. Cepen-
dant pour certaines applications, en plus des discontinuités citées-ci-haut, toute
la. composante continue du systéme subit une discontinuité dite forcée, qui prend
naissance aux différents instants de sauts. Nous pouvons citer comme exemples de
ces applications 1’économie d'un pays (modéle de leontief), un robot sauteur.
L’objectif de cette thése est de développer des outils de 'analyse et de la synthése
pour cette classe de systéme présentant des discontinuités forcées sur la variable
d’état continue. Jusqu’a présent, ce sujet n’a pas été abordé dans la littérature.

Dans ce travail de recherche, nous allons :

e ¢tablir une condition suffisante de stabilité stochastique asymptotique en
moyenne quadratique pour ce type de systéme, celle-ci permet entre autre,

de vérifier la régularité et ’absence de modes impulsifs.

e développer de nouvelles méthodologies de synthése des lois de commande, qui
garantissent la stabilité stochastique du systéme en boucle fermée, la régular-

ité et I’absence d’impulsions dans le comportement de celui-ci. En outre, elles
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assurent certaines performances aux systémes considérés, en terme de rejet
de perturbations externes i énergie finie et de satisfaction des contraintes
imposées sur la commande. Dans ce sens, plusieurs architectures de lois de
commande sont considérées, selon que 'information sur les variables d’état

est totalement disponible, ou ne 1'est pas. Ces lois sont :

~ la loi de commande par retour d’état,

— la loi de commande H,

la loi de commande avec saturation,

la loi de commande par retour d’état basé sur un observateur de type

Luenberger,

— la loi de commande par retour de sortie dynamique.

e ¢étudier la robustesse en stabilité de la classe des systémes étudiés, en présence
d’incertitudes structurées bornées en normes, avec et sans perturbations a

énergie finie.

o valider les outils utilisés et les approches proposées a 1'aide des exemples de

simulation.

Les résultats développés sur 'analyse et la synthéde de cette classe de systémes et
leurs robustesses, sont basés sur la théorie de Lyapunov, les techniques d’optimisation,
a savoir les inégalités matricielles linéaires et bilinéaires, et sur la méthode de com-

plémentarité sur le cone.
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ABSTRACT

Singular systems are frequently encountered in practice, for exemple, in robotics,
chemical processes, power systems and economic systems. It is for this reason that
the study of such systems has attracted considerable attention, and a lot of new
results, have emerged recently.

In paraliel, more attentions have recently been devoted to the study of Markovian
jump linear systems, in which the mode process is a continuous discrete state
Markov chain, taking values in a finite set. This class of systems has been used to
model many practical systems where abrupt changes, random failures and repairs
may occur.

Most of the researches on singular systems driven by continuous-time Markovian
process, have concentrated on situations in which there are no abrupt changes in
the states at the transitions between modes. However, for some processus decribed
by this class of systems, when a switch occurs from one mode to another, the state
vector exhibits discontinuities at these switched moments. This phenomena often
occurs in many singular systems such as economic systems (leontief model where
the production state vector jumps when some administration effects are included),
robotics (robots that make jumps over obstacles).

The objective of this research is to deal with the analysis and the synthesis of this
class of systems with discontinuities on the state. This subject has never been
tackled in the literature.

In this thesis, we will:

e establish a sufficient condition for piecewise regularity, abscence of impulses

and asymptotic stochastic stablility in mean square sense,

e develope new methodologies for synthesising controllers which guarantee the

stochastic stability of the closed-loop system, piecewise regularity and impulse-
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free. Moreover, they ensure certain performances to the considered systems,
such as the rejection of external disturbances and the respect of the imposed

constraints.

To this purpose, several types of controllers are considered, according to
whether information on the state variable is completely available or not.

These control laws are:

state feedback controller,

— Ho state feedback controller,
— observer-based controller,

— output feedback controller.

e study the robustness of stability for the considered class of systems with

norm-bounded uncertainties and disturbances.

e validate the obtained results with the help of numerical examples and simu-

lations.

The proposed results on analysis and synthesis and their robustnesses, are based
on the theory of Lyapunov, linear and bilinear matrix inequality technique and

complementarity cone method.
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CHAPITRE 1

INTRODUCTION

L’objectif de ce chapitre est de faire I’état de I'art des différents travaux, qui ont été
publiés sur la classe des systémes singuliers avec sauts markoviens faisant I'objet de
cette thése. Bien évidemment, le but n’est pas de présenter une étude exhaustive
de ces travaux, mais nous allons nous contenter de citer ceux qui sont connexes
a notre recherche. Ensuite, nous allons dégager la problématique et présenter les
motivations pour le choix des méthodologies adoptées par la suite. I.’organisation

de cette thése y sera également exposée.

1.1 Survol de la littérature

1.1.1 Systémes singuliers

Au cours des derniéres décennies, la classe des systémes singuliers a connu une
avancée majeure dans les domaines de ’analyse et de la synthése des lois de com-
mandes, de différents problémes pratiques de I'ingénieur. , et ceci dans différents
domaines tels que la mécanique (Dumont et al., 2001), électro-technique (Stykel,
2002), la chimie (Gilles, 1998), la robotique (Tzierakis et Koumboulis, 2003) et
Pélectronique de puissance (Schein et Denk, 1998), (Winkler, 2001), (Winkler,
2004).

La représentation mathématique de cette classe de systéme combine des relations
dynamiques comme les lois de Kirchoff pour les circuits électriques, les équilibres

dynamiques de masse et d’énergie en chimie (Daoutidis, 1995), et des relations



statiques (Newcomb et Dziurla, 1989) comme celles contraignant un robot manip-
ulateur & se déplacer sur un plan (Komanduri, 1993). En chimie, ces relations
peuvent étre des équations d’équilibre thermo-dynamiques, des hypothéses de sta-

tionnarité ou des corrélations.

L’étude de ce type de systémes a motivé beaucoup de recherche depuis le début
des années soixante dix, en particulier depuis les premiers travaux de (Verghese
et al., 1981), (Cobb, 1983, 1984) sur la commandabilité et 'observabilité, ceux de
(Lewis, 1985, 1986) sur la stabilité et la commande optimale, sans oublier I'ouvrage
de référence de (Dai, 1989) qui présente une étude détaillée des différents concepts
de bases de cette classe de systémes. Et depuis ces travaux, plusieurs efforts ont
été déployés pour généraliser les résultats connus sur les systémes standards aux
systémes singuliers. Dans ce cadre, de nombreux travaux d’analyse et de synthése
sont apparus dans la littérature, basés sur la théorie de Lyapunov, dont ’avantage
est de permettre de conclure quand 4 la stabilité d’un systéme sans la connaissance
a priori de sa solution. Parmi ces travaux, nous pouvons citer celui de (Takaba et
Katayama, 1995) qui ont proposé une approche de stabilité, basée sur la résolution
des égalités algébriques de Lyapunov généralisées dont la lourdeur de mise en oeuvre
est connue (Uezato et Tkeda, 1999). En outre, leur résultat est établi en supposant
que le systéme singulier est régulier, or cette propriété qui est nécessaire pour
I’existence et I'unicité de la solution pour ce type de systéme, peut étre détruite,
comme il sera expliqué dans le chapitre 2 (Fang, 1994, 1997), par un simple retour
d’état ou lorsque le modeéle de celui-ci est entaché d’erreur. De méme, des conditions
d’observabilité et de commandabilité du systéme étudié sont requises. Dans (Chun-
Liang, 1999), cette approche a ¢té ¢tendue au cas ou le modéle du systéme est
incertain. Ces conditions ne sont pas nécessaires a ’application de I'approche qui a
été introduite par Masubuchi, (Masubuchi et al., 1997), et qui consiste a résoudre

un probléme d’optimisation convexe impliquant des inégalités matricielles linéaires



LMIs (voir annexe I). Il est & noter que depuis le résultat de Boyd, (Boyd et al.,
1994) sur le formalisme LMI et celui d’El Ghaoui (El Ghaoui et al., 1997), cette
technique est devenue parmi les plus appliquées dans le domaine de 'analyse et de

la commande.

Par la suite, une généralisation aux systémes singuliers avec retards discrets et
distribués sur le vecteur d’état, du probléme de stabilité et de stabilité robuste, est
effectuée dans (Fridman, 2002) en se basant sur la fonction de Lyapunov-Krasovski.
Récemment, (Guoping et Ho, 2006) étendent 1'approche de la stabilité quadratique
d’un systéme non linéaire, & un systéme continu singulier soumis a des perturbations

non linéaires bornées en norme.

Depuis le début des années soixante dix, la stabilisation par retour d’état s’est
développée selon que tout le vecteur d’état est disponible ou non. Dans le premier
cas, plusieurs chercheurs ont commencé & s’intéresser a ce probléme en se basant
sur la théorie de Lyapunov et sur la résolution des LMIs; en 'occurrence, Uezato et
Ikeda, (Uezato et Tkeda, 1999) qui ont fourni une condition nécessaire et suffisante
de régularité, d’absence d’impulsions et de stabilité du systéme singulier en boucle
fermée, méme dans le cas ou ce dernier incorpore un comportement impulsif (ce
comportement sera détaille dans le chapitre 2). Une extension de ce résultat au
systéme singulier discret avec retard, avec ou sans incertitudes, est considéré dans

(Xu et Lam, 2006).

En présence de perturbations supposées a énergie finie sur le systéme, plusieurs
auteurs ont fait appel a un autre type de commande par retour d’état, appelé
Heo qui permet d’un cété, de stabiliser le systéme en boucle fermée et en méme
temps, d’atténuer les perturbations agissant sur celui-ci. (Masubuchi et al., 1997)
sont parmi les premiers qui ont utilisés les bases de 'utilisation de la technique des

LMIs pour la résolution de ce type de problémes, et ceci dans un cadre plus général,



dans le sens o les systémes considérés peuvent présenter des modes impulsifs, sans
pour autant supposer des contraintes sur les rangs des matrices de ceux-ci, comme

c’est le cas dans (Uezato et Tkeda, 1999).

(Xu et al., 2003) se sont intéressés & la commande robuste Ho, par retour d’état d’un
systéme singulier avec un retard sur ’état, et soumis & des incertitudes inconnues
mais bornées en normes. Ces incertitudes sont présentes dans les matrices de
I’état actuel et retardé, ainsi que sur la matrice de la commande. En se basant
sur les résultats de stabilité robuste développées dans (Xu et al., 2002), et sur les
techniques d’optimisation, les auteurs ont proposé des conditions suffisantes qui

assurent que le systéme en boucle fermée soit régulier, non impulsif et stable.

Le cas ou le vecteur d’état n’est pas disponible, a été résolu en utilisant un sys-
téme dynamique auxiliaire, appelé observateur d’é¢tat, développé par (Luenbeger,
1971), et qui est venu & point pour permettre la commande par retour d’état,
en estimant les variables d’états non accessibles. Récemment (Ho et Gao, 2001)
ont développé une nouvelle technique de construction d’observateurs d’ordre réduit
pour un systéme singulier, basée sur I'identité de Bezout. Dans (Boukas, 2005c¢),
I’auteur présente une approche de commande par retour de sortie statique d’un
systéme singulier, basée sur la théorie de Lyapunov et sur les techniques des LMIs.
Cette approche garantit que le systéme en boucle fermée soit régulier, non impulsif

et stable.

Cependant ces résultats restent insuffisants pour vaincre certaines variations des
paramétres du systéme, en particulier, lorsque le systéme est soumis & des événe-

ments aléatoires et discontinus, ce qui limite leur champ d’application.



1.1.2 Systémes a sauts markoviens

Parallélement aux systémes singuliers, une autre classe de systéme a aussi connu un
essor remarquable depuis les années quatre vingt, il s’agit de la classe des systémes
hybrides dont les systémes & sauts markoviens en sont une famille. Ceux-ci se
définissent comme un systéme continu sautant d’un état a un autre selon une
chaine de Markov. Ainsi une fois dans un mode, le systéme évolue de la méme

maniére qu’un systéme déterministe.

L’intérét porté a ces systémes a été initié par les travaux de (Krasovskii et Lidskii,
1961), (Kushner, 1967). Ce dernier a développé un critére de stabilité stochas-
tique de ce type de systéme en introduisant le concept de fonction de Lyapunov
stochastique. Cette technique a été utilisée successivement dans (Mariton, 1988) et
dans (Ji et Chizeck, 1990), pour aboutir & des conditions suffisantes et/ ou néces-
saires sous forme d’un systéme d’équations algébriques de Lyapunov couplées, mais
dans le cas de la commande optimale, ces équations se traduisent par un systéme

d’équations algébriques de Riccati couplées difficile a résoudre.

Plus tard, les travaux de recherche se sont intensifiés & ce sujet pour formuler ce
probléme en un probléme d’optimisation, et plusieurs résultats ont été publiés.
Nous citons par exemple les travaux de (De Souza et Fragoso, 1993), (Boukas et
Hang, 1997) sur la stabilité exponentielle de ce type de systémes soumis a un bruit
de Wiener, celui de (Costa et Boukas, 1998) sur la stabilité robuste en moyenne
quadratique d'un systéme a paramétre markovien, soumis & des incertitudes bornées
en normes, et celui de (Boukas et Liu, 2002) qui ont considéré les retards sur les

variables d’état.

Concernant la stabilisation par retour d’état d’un systéme continu linéaire a sauts

markoviens, de nombreux efforts ont été faits pour étendre les résultats sur la com-



mande par retour, des systémes standards aux systémes a sauts, en se basant sur
la théorie de Lyapunov et les techniques LMIs. Nous pouvons citer comme exem-
ples les travaux développés par Boukas et Liu (Boukas et Liu, 2002) et (Boukas,
2005). Outre, plusieurs méthodes de stabilisation robuste de ce type de systémes
avec retard sur I’état et avec incertitudes, sont présentées dans (Boukas et Liu,
2001) (Boukas et Liu, 2004), et (Xiong et al., 2005). La commande robuste H
est abordée dans (Cao et al., 2000) et (Magdi et Peng, 2003). La version discréte
de ce probléme a été abordée par (Shi et al., 1999).

Quant au probléme de la commande par retour de sortie d’'un systéme a sauts
markoviens, plusieurs résultats ont été publiés, tels que celui développé par (De
Farias et al., 2000) o1, en se basant sur le formalisme LMI, les auteurs ont élaboré
des conditions nécessaires et suffisantes qui assurent que celui-ci soit stable en
moyenne quadratique. Par la suite, ce résultat a été étendu a d’autres classes de
ces systémes, tels que les systémes & sauts markoviens avec retard qui ont été con-
sidéré dans (Chen et al., 2004), les systémes stochastiques non linéaires a sauts
markoviens dans (Boukas, 2006b). Le cas ou ce systéme est soumis & des perturba-
tions stochastiques, sans et avec retards sur les variables d’état, a été traité dans
le livre de (Boukas, 2005), ou l'auteur utilise entre autre, une autre approche de
stabilisation et de stabilisation robuste plus générale, s’appuyant sur une loi de
commande basée sur un observateur de type Luenberger. Il est & noter que cet
ouvrage constitue une référence clé dans le domaine d’étude des systémes & sauts
markoviens, et présente entre autres, la résolution de plusieurs problémes tels que
la stabilité robuste, la stabilisation robuste par retour d’état dont le gain est con-
stant ou dépendant du mode, la stabilisation robuste par retour d’état basé sur un

observateur, et la commande robuste Ho.

Le cas d’un systéme incertain a sauts markoviens, dont les vecteurs d’état continus

incorporent une discontinuité, a été considéré dans (Pavel et al., 2005). Ces derniers



ont proposé des conditions de stabilisation robuste via une loi de commande par
retour de sortie, cependant celle-ci ne pose aucune condition sur la fonction qui
décrit les sauts des variables continues, ce qui risque d’engendrer dans certains cas,

'instabilité du systéme comme il a été montré dans (Shunjin et al., 2004).

En général, le probléme de stabilisation par retour d’état a base d’observateur ou
par retour de sortie dynamique d’un systéme & sauts markoviens aboutit & des
inégalités matricielles bilinéaires (BMIs) (voir annexe I, section 1.3). Certaines
de ces inégalités peuvent étre transformées moyennant un changement de vari-
ables ou l'utilisation de la technique d’élimination des variables, en un probléme
d’optimisation convexe. D’autres BMIs peuvent étre converties en un probléme
LMIs, équivalent avec une contrainte de rang (El Ghaoui et al., 1997). Ceci est
un probléme non convexe difficile & résoudre. Cependant, il existe des méthodes
heuristiques permettant de trouver des solutions a ce genre de problémes. Dans
ce cadre, nous pouvons citer la technique de complémentarité sur le cone que nous
adopterons tout au long de cette thése, celle-ci a été initialement introduite par (El
Ghaoui et al., 1997). L’utilisation de cette technique a permis de résoudre le prob-
léme mixte Hy/H,, au moyen d’une loi de commande par retour de sortie statique
d’un systéme standard dans (Leibfritz, 2001), Alors que dans (Chen et al., 2004),
en se basant sur une transformation du systéme & sauts markoviens avec retard
sous une forme descriptive, les auteurs ont développé une condition de stabilisa-
tion qui dépend du retard, et qui s’exprime au moyen des inégalités matricielles.
Le controleur par retour de sortie proposé est obtenu en utilisant 1'algorithme de
linéarisation par la technique de complémentarité sur le cone (El Ghaoui et al.,

1997).

Quand a la commande H, des systémes 4 sauts markoviens, (De Souza et Fragoso,
1993) sont parmi les premiers & s’intéresser & ce probléme. Ils ont étendu a cette

classe de systéme, les résultats applicables aux systémes déterministes, en pro-



posant une loi de commande par retour d’état qui permet d’une part de stabiliser
le systéme en boucle fermée, et d’autre part de rejeter les perturbations sur un hori-
zon fini et infini. Le probléme principal de cette approche réside dans la difficulté

de résoudre le systéme d’équations de Riccati couplées obtenu.

Jusqu’a présent, les lois de commandes citées que se soit pour les systémes a sauts
markoviens ou les systémes singuliers, et qui sont congues pour assurer diverses
performances, ne considérent pas a priori les contraintes qui peuvent avoir lieu sur

I'amplitude de la commande et / ou des états.

Dans la littérature, il existe plusieurs approches se rapportant a ces problémes.

Parmi eux, on peut identifier deux axes de recherche:

e le premier considére que le comportement non-linéaire du systéme saturé est
pris en compte a partir de 'utilisation d’un modéle polytopique (o les matri-
ces du systéme appartiennent & des polytopes de matrices), obtenu en mod-
élisant localement les saturations comme des incertitudes polytopiques. Ce
type de modélisation proposée initialement dans (Molchanov et Pyatnitskii,
1986) et (Molchanov et Bauer, 1989) dans un contexte plus général de sys-
témes non-linéaires a été particularisé dans (Burgat et Tarbouriech, 1993) et
(Burgat et al., 1996) pour le cas des systémes linéaires avec saturation sur la
commande. Cette approche a été utilisée pour la stabilisation des systémes
variant dans le temps (Cao et al., 2002), des systémes linéaires invariants
dans le temps (Zhigiang et al., 2004), des systémes avec retard (Fridman et
al., 2003), ainsi que pour les systémes a sauts markoviens (Liu et al., 2006).
Néanmoins, elle est conservative, car I’équivalence entre le systéme saturé et
le systéme polytopique n’est pas satisfaite, a cause de la dépendance de la
matrice d’état en boucle fermée, de la valeur du vecteur d’état & un instant

donné, contrairement aux systémes incertains pour lesquelles cette représen-



tation polytopique est également utilisée, mais la seule différence est que la
matrice d’états dans ce cas est fonction d’un vecteur qui représente les vari-
ations paramétriques et qui peut prendre n’importe quelle valeur dans un
intervalle donné. Pour surmonter ce conservatisme, il faut remarquer que
I’équivalence entre le systéme non-linéaire et le systéme polytopique n’est
valide qu’a l'intérieur d’un certain domaine ot la commande ne dépasse pas

une certaine valeur, et qui & son tour doit inclure le domaine de stabilité.

e La deuxiéme approche consiste & déterminer des régions de saturation oul
le systéme saturé est représenté par un systéme linéaire avec ou sans per-
turbation additive. Ce type de représentation a été adopté pour étudier la
stabilisation d’un systéme linéaire avec saturation de la commande tels que
les suspensions actives d’un véhicule avec des contraintes sur la commande et
sur les sorties (Hong, 2005), et le systéme de production de plusieurs articles
mais avec des capacités limitées, traité dans (Boukas, 2006). Elle a aussi été
utilisée dans le cadre des systémes singuliers (Ohse et Matsuda, 2003), et des

systémes singuliers avec retard (Wu-Neng et al., 2004).

1.1.3 Systémes singuliers déterministes par morceaux

Récemment, la classe de systémes singuliers déterministes par morceaux, composées
de processus singuliers déterministes et de processus a sauts, a commencé i susciter
un intérét considérable des chercheurs de divers domaines. Celle-ci offre un cadre
mathématique idéal pour I’étude de systémes dont la dynamique est perturbée par

des sauts.

L’étude d’une telle classe représente un champ de recherche qui est encore & son
stade embryonnaire, mais qui constitue une avenue trés intéressante a explorer, car

le champ applicatif couvert par ces systémes est trés vaste comme nous allons le
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voir par la suite.

Dans cette classe de systémes, on peut distinguer les systémes singuliers déter-
ministes & sauts, dont la logique de commutation est connue, les systémes sin-
M 2 ra ya ’ . b4 . -« .
guliers perturbés par une séquence pré-définie d’impulsions, mais qui retrouvent
leur modélisation initiale une fois la séquence terminée (cette sous-classe de sys-
témes est communément appelée dans la littérature: systémes singuliers avec effets
impulsifs), et finalement, les systémes singuliers perturbés par un processus a sauts
markoviens. Dans ce qui suit, nous allons nous intéresser a ces deux derniers types

de systémes singuliers.

1.1.3.1 Systémes singuliers avec des effets impulsifs

Bien que faisant I'objet d’un intérét croissant dans le domaine de la recherche,
Iétude de la classe des systémes singuliers avec des effets impulsifs, ne date que
des années quatre vingt dix. Ceci est en fait un champ de recherche relativement
récent comparativement a I’étude de la classe des systémes standards avec des effets
impulsifs tels qu'’ils ont été définis dans (Bainov et Simeonov, 1989) (c’est-a-dire,
translation du vecteur d’état en des instants donnés), et pour laquelle plusieurs
travaux de stabilité et de synthése ont été abordés dans la littérature. Pour plus
d’informations sur le sujet, le lecteur peut consulter les travaux suivants: (Bainov
et Simeonov, 1989), (Yang, T., 1999), (Yang, T., 2001), (Sun et al., 2003), (Sun et
al., 2003a).

En effet, (Hill et Mareels, 1990) se sont intéressés au cas ou le systéme singulier
présente un comportement impulsif & I'instant initial, et en se basant sur la théorie
de Lyapunov, ils ont développé des conditions qui ont permis de stabiliser un sys-

téme électronique de puissance. Dans (Guan et al., 1995), (Guan et al., 2001),
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(Kablar, 2003), et (Guan et Hill, 2005), les auteurs supposent I’existence d’une
séquence prédéfinie d’instants ou les composantes du vecteur d’état subissent des
sauts. Dans, (Guan et al., 1995), le systéme considéré est un systéme non linéaire
multi-échelle de temps avec retard, incorporant des impulsions a des instants don-
nés. La séquence de ces instants est générée par le biais des perturbations externes
qui agissent sur le vecteur d’état, mais qui s’annulent en dehors de ces instants.
L’approche de stabilité exponentielle proposée est basée sur la connaissance ex-
plicite de la solution, et elle est obtenue en imposant au systéme, plusieurs con-
traintes de rang et de commutativité qui doivent étre vérifiées par les matrices du

systéme.

Dans (Guan et Hill, 2005), en employant la forme de Kronecker-Weierstrass qui
sépare la dynamique lente des dynamiques rapides du systéme (voir annexe II,
eq. I1.4), les auteurs ont établi et montré la relation entre la stabilité exponen-
tielle qui se base sur le calcul du moment de second ordre de z(t) et la stabilité
E-exponentielle qui se base sur celui de Ez(t). Ils proposent une méthode de sta-
bilisation par atténuation des perturbations externes bornées en norme, basée sur
la théorie de Lyapunov. Les conditions de stabilisation obtenues sont formulées
sous forme d’inégalités de Riccati. Ces différents résultats ont été établis en appli-
quant certaines contraintes sur le systéme, telles que la propriété de la régularité,
la commandabilité, I’observabilité, et les contraintes de rang de certaines matri-
ces du systéme, qui doivent étre respectées. Ainsi, ceux-ci sont trés restrictifs
pour bien des situations pratiques. (Weiqun et Yun, 2001) se sont intéressés a
I'élaboration d’un observateur standard de Luenberger pour un systéme singulier
non régulier, en considérant les impulsions dues aux conditions initiales et aux en-
trées de commande. L’existence d’un tel observateur exige la commandabilité du

systéme singulier.

Dans ces différents travaux, I'amplitude de 'impulsion & chaque instant de saut
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est calculée par I'intermédiaire d’'une matrice, en général diagonale et & coefficients

constants.

La section suivante fera I'objet de la revue des principaux travaux de recherche

dans le domaine des systémes singuliers & sauts markoviens (SSSM).

1.1.3.2 Systémes singuliers stochastiques

Pour la classe des SSSM, seuls quelques chercheurs se sont penchés sur ’étude de
celle-ci, bien que divers problémes de commande de plusieurs applications, peu-
vent étre résolus en adoptant ce type de modélisation. Nous pouvons citer comme
exemples, le modéle de Leontief qui a été utilisé pour modéliser la tendance de
I’économie d’un pays (Leontief, 1953), ou la dynamique continue de celui-ci décrit
les différentes phases de croissance et de décroissance, alors que la composante dis-
créte dans ce cas, représente le changement du taux de chémage. Pour plus de
détails concernant cette application, voir (Luenbeger, 1977b), (Thomas, 1985), et
(Yin et Zhang, 2002) qui ont proposé une approche de réduction d'un systéme sin-
gulier & sauts markoviens moyennant la technique des perturbations singuliéres, qui
permet de séparer les dynamiques lentes des dynamiques rapides de celui-ci. Les
réseaux d’énergie électrique, soumis & des événements aléatoires tels qu'un coup de
foudre, une panne d’alternateur, ou un court-circuit. Les systémes électroniques
muni d’un interrupteur dont la position change instantanément selon le choix aléa-
toire d'un opérateur (Boukas, 2005). La commande du niveau d’eau dans deux
réservoirs, munis de vannes permettant le passage du liquide d’un réservoir & un
autre. L’ouverture et la fermeture de ces vannes sont supposées étre instantanées
relativement au temps d’opération globale considéré (Chun-Hsiung et al., 1998),

(Raouf et Boukas, 2006).
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Pour ces différentes applications, il a été démontré que celles-ci sont mieux décrites
par un systéme singulier qu’un systéme standard. Entre autres, les événements
aléatoires auxquels ils sont soumis, peuvent étre adéquatement modélisés par une
chaine de Markov. Par conséquent, toute politique de commande de ces difféerents

systémes doit tenir compte de ces perturbations aléatoires.

Récemment, (Boukas, 2005a) propose une procédure de stabilité robuste d’un sys-
téme singulier & sauts markoviens. Les conditions établies permettent de vérifier si
le systéme sans ou avec incertitudes est régulier, non impulsif et stochastiquement

stable ou stochastiquement stable de fagon robuste.

Dans (Boukas et Liu, 2004), ce type de systéme avec retard a été considéré. Des ré-
sultats sur la stabilité stochastique, la stabilisation stochastique par retour d’état
et leur robustesse ont été établis. Néanmoins, les résultats sur la stabilisation
stochastique et la stabilisation stochastique robuste, développées exigent une cer-
taine contrainte de rang sur la matrice de commande, ce qui rend ces approches
conservatives et par conséquent limite leur champ d’application. Et derniérement,
des approches de stabilisation par retour d’état de ce type de systéme basée sur
une majoration de la matrice associée i la fonction de Lyapunov, a été proposée
dans (Boukas, 2005) pour un SSSM et dans (Boukas et Xu, 2005d) dans le cas ou

celui-ci incorpore des retards dans son vecteur d’état.

(Yan-Ming et al, 2006) ont développé une stratégie de commande optimale pour
ce type de systéme en faisant appel a la théorie de Lyapunov et a la résolution
des LMIs. Ils ont fourni des conditions suffisantes basées sur la minimisation d’un
critére quadratique de performance, celles-ci permettent de préserver la régularité,

d’éliminer le comportement impulsif et de stabiliser le systéme en boucle fermée.

Derniérement, une monographie des auteurs (Xu et Lam, 2006), vient de voir
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le jour. Une bréve introduction de la classe des SSSM y est considérée, et des
problémes tels que la stabilité, la commande par retour d’état et leur robustesse

ont été abordés dans le cas continu et discret.

Contrairement aux travaux précédents de stabilisation par retour d’état qui re-
quiérent la connaissance de ’état du systéme, (Raouf et Boukas, 2004b) ont pro-
posé une loi de commande par retour d’état, basée sur un observateur singulier qui
a la méme structure que le systéme considéré, celui-ci est élaboré pour reconstruire
les états non disponibles du systéme. Cette approche a été ensuite généralisée & ce
type de systéme avec des perturbations stochastiques matérialisées par un bruit de

Wiener dans (Raouf et Boukas, 2006).

Notons qu’aucune étude sur le comportement temporelle de ce type de systéme
n’a été donnée dans la littérature, Or cette classe de systéme présente certaines
particularités qui la différencie des systémes a sauts markoviens comme nous allons

le voir dans la section suivante.

1.1.4 Formulation du probléme

En général, un systéme singulier présente un saut a 'instant initial, si celui-ci
présente des valeurs différentes aux instants t = 07 et ¢t = 0% (Dai, 1989). Par
analogie, dans le cadre d’un SSSM, en dehors de ’état initial, quand le processus
de Markov saute d’un mode & un autre, la valeur de la composante continue juste
avant le saut est forcément différente de celle aprés le saut, générant ainsi des sauts
de la variable continue aux moments des changements des modes. En effet, il est

bien connu que pour tout mode r(¢) =7 € S, S étant un ensemble dénombrable,
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la forme équivalente par décomposition en valeurs singuliéres du SSSM suivant:

(1.1)

x(to) = CL'(),?"(tQ) = Tg.

avec to = 0 est instant initial, £ > tg est la variable temps, et 79 est le mode &

origine, est décrite par les relations ci-dessous (Dai, 1989), (Boukas et Xu, 2005d):

&1(t) = AL(0)&1(t) + A (D) (2), (1.2)
0= A3(i)&1(t) + Aa(d)a(t). (1.3)

ou: &(t) € R™, &(¢) € R™2, M(i) et N sont deux matrices non singuliéres telles
que:

M@EGN = ro  M@E)AG)N = Ai(7) As(9) No(t) = &i(1)

00 As(i)  Aq(i) &(1)
D’aprés la représentation équivalente (1.2) et (1.3), le SSSM initial (1.1) se réduit
4 un systéme & sauts markoviens (1.2), rassemblant les dynamiques de celui-ci,
tandis que la deuxiéme relation (1.3) traduit ses interconnexions et ses contraintes

statiques.

Sans perte de généralité, supposons que la matrice A4(7) est inversible, et que 7,
k = 1,2,... désignent les instants auxquels le systéme (1.1) saute du mode 7 au
mode j. Ainsi, & partir des propriétés du processus a sauts (1.2) et des dynamiques

(1.3), il découle:

&(mg) = &), (1.4)
&(ry) = —ATN ) As(@)e (), (1.5)
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avec Tk;_ = limA—»O(Tk - A), et 7']:_ = hmA_,o(Tk + A)

Au terme de la relation (1.4), on voit bien que & (t) est maintenue a la valeur
qu’elle avait juste avant le changement du mode a l'instant 7%, préservant ainsi la

continuité de la trajectoire de celle-ci. D'un autre coté, on a:
&) = AT () As(e(n)). (1.6)

Tenant compte des relations (1.4) et (1.5), 'expression de &(t;) devient:

&) = (A7 () A ) (- A7 () A (0) (i) (1.7

A partir de la relation (1.7), il s’en suit que &(7r) # &(74), ce qui implique
que cette variable d’état va subir des discontinuités d’amplitudes finies, 4 chaque
changement de mode. On parle dans ce cas de discontinuités propres au systéme,
dues a la nature méme de celui-ci. L’allure de la trajectoire de I'état du SSSM
(1.1) est représentée par la figure (1.1), dans le cas ou celui-ci posséde deux modes

et deux variables d’état continues.



Processus de Markov
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L —te i i 1 i o
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Figure 1.1 Evolution du mode et des variables d’état continues d’un SSSM
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1.1.5 Moteur & courant continu:

Un exemple d’application qui peut étre adéquatement modélisé par un SSSM et
qui manifeste ce type de comportement, est la commande d’'un moteur & courant
continu (MCC) perturbé par un signal qui le fait tourner dans deux sens opposés,

comme l'illustre la figure 1.2.

Figure 1.2 Moteur a courant continu

Notez qu’a la figure 1.2, R, représente la résistance interne du moteur caractérisant
la résistance du bobinage de 'induit, w(t) est la vitesse de 'arbre du MCC en rad/s,
em(t) est la force contre-électro-motrice du MCC en Volts, i,(¢) dénote le courant de
I'induit en Ampeéres. u(t) correspond a la chute de tension aux bornes de 'induit en
Volts, J(r(t)) représente la charge totale du MCC, b est le coefficient de frottement.
r(t) € {1,2} représente le sens de rotation du MCC.

En faisant appel a la loi de Kirchoff et a la relation fondamentale de la dynamique,
que nous appliquons au schéma du circuit de Pinduit de la figure 1.2 qui néglige

la bobine, les équations électriques et mécaniques régissant le moteur en opération
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seront données par (Boukas, 1995):

0 = Ruig(t) + k,0(t) — u(t), (1.8)
Jr)it) = ksia(t) — b(t). (1.9)

Il

ou A(t) est la position de 'arbre du MCC, k,, et k; représentent respectivement, les

constantes de force contre-électromotrice et du couple.

Le modéle illustrant le comportement hybride de cet exemple peut étre obtenu en
supposant que le signal d’entrée est la tension aux bornes de U'induit u(t) et en
prenant comme variable d’état continue z(¢) = [i} (¢),w (¢)]7. D’un autre c6té, le
sens de rotation du MCC est modélisé par un processus de Markov & deux états.
Le modéle mathématique sera alors donné par la représentation singuliére suivante:

pour tout mode r(t) =1 € {1,2} :

B(r(t)i(t) = Ar(t)z(t) + Br(H)u(t), (110
avec:
00 R, k, -1
B(i) = A@=| T LB =
01 e -2 0

D’aprés le modéle (1.10), lorsque le moteur change de sens de rotation, la dy-
namique de la vitesse de I'arbre du MCC qui est régie par I’équation d’un systéme
standard, change aussi. Ce changement va se traduire par une discontinuité dans le
comportement de la trajectoire du courant de I'induit, qui constitue la composante

non dynamique du systéme étudié.

Jusqu’a présent, les quelques travaux de recherche cités ci-haut, traitant I’étude de



20

I’analyse et la synthése des lois de commande des SSSM, se sont tous concentrés sur
la situation ou les discontinuités sur les contraintes sont intrinséques au systéme.
Cependant, comme nous allons le voir par la suite sur une application de ces sys-
témes, en plus de ces discontinuités, toute la composante continue du SSSM subit
entre autre une discontinuité dite forcée, qui prend aussi naissance aux différents
instants de sauts, mais qui peut &tre générée par une perturbation externe finie

agissant sur celle-ci.

Dans le cadre des systémes a sauts markoviens, seuls quelques chercheurs ont étudié
la synthése de ce type de systéme avec des discontinuités sur la composante con-
tinue. (Sworder et Rogers, 1983) sont parmi les premiers qui ont proposé une com-
mande optimale stochastique fondée sur la théorie du régulateur linéaire quadra-
tique. Dans le modéle qu’ils ont utilisé, les discontinuités dans ’état prennent leur
origine de la différence des états d’équilibre désirés dans chaque mode. Plus tard,
(Khanbaghi et al., 1997) ont adapté cette approche au probléme de la gestion des
réservoirs d’eaux blanches et de cassés dans une usine de papier. Pour cela, le
modéle de systéme linéaire proposé, est perturbé par le processus de casses décrit

dans ce cas par un processus de Markov.

Ce phénomeéne se produit aussi dans d’autres applications qui peuvent étre adéquate-
ment modélisées par un SSSMD, comme nous allons le voir sur un probléme de la

planification de la production et de la maintenance d’un systéme de production.

1.1.6 Systéme de production flexible

Les systémes de production flexible (SPF) se distinguent par leur capacité de sat-
isfaire la demande des consommateurs, en tenant compte de la présence des événe-

ments aléatoires tels que les pannes et les réparations des machines. L’objectif de
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la stratégie de commande de tel systéme est de maintenir constant un niveau de
stock des produits finis, dans le but de continuer a satisfaire la demande durant
les états non opérationnels de la machine. Les méthodes proposées dans ce sens
sont généralement basées sur la représentation des SPF a l'aide des systémes per-
turbés par des processus de sauts. Ces processus sont couramment modélisés par

des chaines de Markov.

Dans (Boukas, 1987), (Boukas et Haurie, 1990) et (Boukas, 1995a), les auteurs ont
incorporé ’age des machines dans la modélisation et la commande d’un systéme de
production flexible. Les états dans ce cas sont: machine opérationnelle, machine
en panne et machine en maintenance préventive. Les transitions entre ces état sont
décrits par un processus de Markov. Ainsi, chaque fois qu’'une machine revient
d’une maintenance préventive ou d’une réparation de panne, elle va étre considérée
comme neuve et par conséquent son age va étre remis & zéro. Ce qui génére des

discontinuités de la composante continue du SPF.

Cette classe de systémes peut étre adéquatement représentée par un SSSM avec
discontinuités sur la composante continue au lieu d’étre modéliséE par un systéme
standard a sauts markoviens avec discontinuités sur la composante continue, comme
elle a été décrite dans (Boukas, 1995a). En effet, considérons un modéle de systéme
constitué d’'une machine et traitant un seul produit, ce dernier peut étre décrit par
un état hybride formé d’une partie continue (dynamique des stocks, de la demande

et des ages) et d’une partie discréte (modes des machines) comme suit:

E(r@®)a(t) = A((t)T(t) + B(r(t)ut), ¢ = 7,

a(TI:—) = ‘P(r‘r,j =J,Tn, = iva(Tk»a

avec:



z(t): stock.

u(t): taux de production.

d(t): taux de la demande.

v(t): taux de publicité.

a(t): age de la machine.

Tk: instant de saut.

¢: fonction de remise & zéro de ’age de la machine.

100 -a =1 0

E@=1000;A0)=| 0 -1 0 |;a>0
I 0 01 0 0 0
[ L) 0 z(t) o
B)=| 0 o@) [;2@)=| d@) |;ult)= { @ }
| w0 a(t)

si la machine est opérationnelle,

si la machine est en réparation.

Machine

Figure 1.3 Systéme de production flexible
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D’aprés cet exemple d’application, il est facile de constater que le processus con-
sidéré, incorpore a la fois un comportement continue et un autre discret. De plus,
entre deux instants aléatoires ou se produisent le saut des modes, le systéme va
évoluer de la méme maniére qu’'un systéme singulier déterministe. En outre toute

la composante continue subit une discontinuité aux instants de sauts du mode.

1.1.7 Conclusion sur la recherche bibliographique

D’aprés les travaux présentés ci-dessus, nous rapportons ce qui suit:

1. Les propriétés de régularité et de la non présence d’impulsions dans le com-
portement d’un systéme singulier, doivent étre prises en considération dans

toute étude d’analyse et de synthése de ce type de systéme.

2. Concernant I’étude des problémes de la stabilité et de la stabilisation d'un sys-
téme singulier avec effet impulsif, un nombre limité de travaux a été rapporté
dans la littérature. Cependant, jusqu’a présent, la plupart de ces travaux

considére que les instants ol se produisent ces impulsions sont connues.

3. Pour les systémes avec sauts markoviens et discontinuités sur la composante
continue, seulement quelques travaux ont discuté le probléme de la stabilité

et de la stabilisation stochastique pour ce type de systéme.

4. Plusieurs travaux d’analyse et de synthése ont été faits sur les systémes sin-
guliers et sur les systémes a sauts, et seuls quelques uns ont considéré la classe
des SSSM. Cependant, & notre connaissance, une ¢tude des propriétés struc-
turelles de celle-ci en présence de discontinuités sur la composante continue,

n’a pas encore été abordée dans la littérature.

5. la plupart des résultats de stabilisation proposés d’'un SSSM sont donnés via
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la conception d’une loi de commande par retour d’état, cependant, ce type de
stratégie de commande demeure insuffisant dans le cas ou les variables d’état

ne sont pas disponibles.

6. Jusqu'a présent, a part quelques travaux qui ont été établis sur la commande
Hy d’un SSSM, cet aspect de commande n’a pas été suffisamment étudié.
En outre, le probléme de la commande avec saturation de ce type de systéme,

n’a pas encore été traité dans la littérature.

7. Les travaux proposés sur la stabilité en robustesse des SSSM, sont inappli-
cables pour un grand nombre d’applications ou la composante continue de

celui-ci subit des discontinuités aux instants de sauts.

Les travaux présentés dans cette thése contribueront & combler ces lacunes en
proposant de nouvelles méthodologies d’analyse et de synthése, de la classe des
SSSM incorporant des discontinuités sur le vecteur d’état continue, tout en tirant
profit des avantages des différentes approches déja existantes dans la littérature,
concernant ’étude des systémes singuliers, des systémes & sauts markoviens ainsi

que des SSSM. Toutes nos contributions sont essentiellement théoriques.

1.2 Organisation

Cette these décomposée en cing chapitres est organisée de la fagon suivante:

Le chapitre 2: Ce chapitre fera P'objet de rappels de la théorie des SSSMD.
On y trouve une présentation des notions de base et des définitions de stabilité
stochastique au sens de Lyapunov. Dans une deuxiéme partie, I’étude de 'effet des
discontinuités sur le vecteur d’état continu, sur 'existence et 'unicité de la solution

et en général sur le comportement temporelle de la dynamique d’'un SSSMD sera
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effectuée. Entre autres, aprés avoir défini le concept de la stabilité stochastique
asymptotique, en moyenne quadratique, nous proposons des conditions suffisantes
permettant de vérifier si le systéme étudié est régulier, non impulsif et asymp-
totiquement stochastiquement stable en moyenne quadratique. Pour cela, nous
allons nous baser sur une fonction de Lyapunov continue par morceaux et sur les

techniques des LMIs.

Le chapitre 3: Le chapitre trois sera intégralement consacré a la synthése des lois
de commande par retour d’état. Dans un premier temps, nous allons élaborer ce
type de commande pour assurer que le systéme étudié en boucle fermée présente
les propriétés de régularité, d'immunité d’impulsions par morceaux et de stabil-
ité stochastique en moyenne quadratique. FEnsuite, nous allons appliquer cette
approche pour concevoir la commande H., et la commande avec saturation qui
satisfassent & des spécifications supplémentaires, & savoir le rejet des perturbations
externes & énergie finie et la satisfaction des contraintes sur les entrées de com-
mande. L’élaboration de ces résultats sera tributaire des résultats proposés lors de
I’analyse de la stabilité et sera basée sur la formulation des problémes de synthése
sous forme de LMIs, et BMIs qui sont non convexes et difficiles & résoudre. Pour
contourner cette difficulté, nous allons utiliser la technique par complémentarité

sur le cone.

Le chapitre 4: La synthése des lois de commande par retour d’état basées sur
des observateurs locaux pour reconstruire les états non mesurables d’un SSSMD,
fera 'objet de ce chapitre. Dans ce cadre, un observateur de type Luenberger et
un autre connu dans la littérature sous le nom d’observateur dynamique par retour
de sortie seront considérés, ces observateurs représentent la méme structure que le

systéme étudié.
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Le chapitre 5: Ce chapitre mettra ’accent sur le probléme de la robustesse en
stabilité des SSSMD lorsque les paramétres du systéme sont incertains. Dans ce
cadre, tous les problémes considérés dans les chapitres deux, trois et quatre, seront
réétudiés et résolus sauf celui de la commande avec saturation que nous laisserons

pour un travail futur.

Les résultats obtenus dans cette thése, sont résolus avec le logiciel Matlab et les
utilitaires Yalmip et Sedumi (version 2005), et illustrés par des exemples pour
lesquels I’évolution dans le temps, des variables d’état continues et des modes
composant les SSSMD, ont été simulés avec un simulateur que nous avons développé

a l'aide du logiciel Matlab.

Finalement, nous allons clore ce travail avec une conclusion générale. Un apercu
des résultats obtenus et un ensemble de propositions relatives aux perspectives de

recherche y sera exposé.
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CHAPITRE 2

SYSTEMES SINGULIERS A SAUTS MARKOVIENS AVEC
DISCONTINUITES

Dans ce chapitre, nous allons introduire la classe des SSSMD. Nous présentons
tout d’abord leur modélisation mathématique, ensuite nous allons donner une bréve
description des concepts de base: notamment, la régularité, 'immunité d’impulsion,
la commandabilité, Pobservabilité ainsi que la stabilité stochastique basée sur la
connaissance de la solution du systéme. Quelques outils mathématiques qui nous
seront utiles par la suite seront également exposés. Dans une deuxiéme partie, nous
allons étudier le comportement de cette classe de systéme pour laquelle un critére
de stabilité stochastique en moyenne quadratique sera entre autre présenté, celui-ci
est basé sur la théorie de Lyapunov et les techniques d’optimisation convexe (voir

annexe I).

2.1 Equations d’état

Les systémes singuliers & sauts markoviens, qui seront utilisés tout au long de cette
thése ont la particularité de présenter des discontinuités forcées chaque fois que le

mode change, par 'intermédiaire d’une fonction vectorielle. Mathématiquement,
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ceci se traduit par la représentation d’état suivante, pour tout mode r(t) =i € S :

+ B(r(t), t)sat(u(t)) + Bu(r(t))w(t),

z(t)

y(t) = Cy(r(t), )a(t) + Dy(r(t), hu(t) + By (r(t))w(t), 21)
D
=1)

-
~~

t), u(t) + B (r(t)w(t), ¢ # 7,

z(7k), t = Tk, Tyy = Zo,7(to) = To.

ou z(t) € R™, u(t) € R™, y(t) € RP, 2(t) € R? désignent respectivement le vecteur
d’état, le vecteur de commande, le vecteur de sortie mesurée, le vecteur de sortie
controlée, et w(t) € R? représente la perturbation externe a énergie finie, c’est-a

-dire vérifiant la relation suivante :

/00 w' (t)w(t)dt < oo. (2.2)

{r(t),t > to} est un processus de Markov & temps continu et & états finis, prenant
ses valeurs dans un ensemble d’entiers, fini S = {1,2,..., N} C N avec la matrice

des taux de transitions donnée par :

m™M1 ... TN

TNt ... TNN

dont les éléments 7;; sont définis par les taux de transition de I'état 7 a I'état j,

celles-ci sont décrites par les relations suivantes :

' ' i AL + o(At) 1#
Plreear = jlr(t) =i =4 ° (2.3)
1+ WiiAt + O(At) 1= ]



o(A)

ou At > 0, limas_g o)

> 7
j=t#i i

= 0 et vérifiant m;; > 0, Vj # 4, et m = —m; =

Br(®), A(r(t),£) B(8),8), Bulr(®), Cy(r(2),8), Dy(r(8),8), By(r(®)), Calr(t), ),
D,(r(t),t), et B,(r(t)) sont des matrices de dimensions compatibles avec celles de
z(t), u(t), y(t) et z(t). Elles sont fonction du processus aléatoire {r(t),t > to} et
sont données pour tout i €S par:

At t) = A(G) + Da(i)Fa(i, t) Ea(d),

B(i,t) = B(i) + Dp(i)Fp(i,t)Ep(3),

Cy(i,t) = Cy(1) + D¢, (3) Fe, (4, t) Ec, (3), (2.0
Dy(i,t) = Dy(i) + Dp, (i) Fp, (i,t) Ep, (7),

C2(i, t) = Coé) + De, (i) Fe, (1, £) Ec, (i),

D,(i,t) = D,(z) + Dp,(1)Fp,(3,t)Ep,(1).

\

avec A(i), B(1), Cy(i), Dy(1), Da(i), Ea(i), Dp(2), Ep(i), Ec, (1), Dc, (1), Ec, (1),
De, (i), Ep,(i), Dp,(i), Ep,(i) sont des matrices constantes connues, et Fu(i,t),
Fg(i,t), Fc,(i,t), Fp,(i,t), Fc,(3,t) et Fp,(¢,t) représentent les parties inconnues
de l'incertitude. Elles décrivent la structure de l'interconnexion entre le systéme
nominal (pour lequel les incertitudes sont nulles), et les parties incertaines, nous

allons supposer qu’elles vérifient les inégalités suivantes :
4

FI(6,t)Fa(i,t) <1, FL(i,)Fp(i,t) <1,

{ F& (i, t)Fe, (i,t) < I, FJ, (i,8)Fp, (i,t) <1, (2.5)

F¢ (i, t)Fe,(i,t) <L, Fp_(4,t)Fp,(i,t) < L.
\
Les incertitudes qui vérifient (2.5) sont dites admissibles pour tout mode ¢ € S.

La matrice R(.,.) est une constante connue, elle traduit la discontinuité du vecteur

d’état continu du systéme considéré (2.1) aux instants ou celui-ci change de mode
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(Bainov et Simeonov, 1989). En outre, pour tout mode ¢ € S, R(it) = I. Nous

supposons également qu’il existe un ensemble de scalaires positifs 0 < hy < 1, tel

que :
max1RG ) < A (2.6)
Pour tout mode i, et tout s = 1,...,m, sat(us(t)) désigne la fonction de saturation.
Elle est définie par :
)
Usi st ugi(t)z(t) > Uy,
Sa‘t(u‘”'(t)) = usi(t) 51 — Hsi _<_ usi(t) S usi: (27)
—Ug St usi(t)(t) < —Usg;,
\

ol ug(t) représente la siéme composante de la loi de commande u(t) du systéme
(2.1), se trouvant dans le mode %, T, désigne les limites d’amplitude sur la gleme

composante du vecteur d’entrées.

L’avantage de cette modélisation est la possibilité de :

e prendre en considération certaines contraintes sur le comportement du sys-
téme qui ne doivent pas étre négligées, chose qui ne peut pas étre faite par le

biais de la modélisation standard.

e tenir compte de la structure aléatoire et discontinue d’'une grande variété de

systémes industriels.

e combiner les propriétés utiles de chaque structure utilisée.

Le modéle adopté ici (2.1) est une représentation trés générale dans le sens oi
il englobe aussi bien les systémes standards décrits par ©(t) = A(r(t),t)z(t) +
B(r(t),t)sat(u(t)) + By, (r(¢))w(t),t # 7, pour tout mode r(t) =i € S, que les
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sytémes singuliers obtenus en posant R(ij) = I,4,j € S dans (2.1). Ainsi, ce modéle
peut représenter tous les systémes multi-variables a sauts markoviens, sujets a des
perturbations externes, avec des contraintes sur la commande et E(¢) inversible ou

non inversible.

D’un autre coté, le vecteur d’état z(t) est composé de plusieurs variables d’état,
dont certaines sont des variables naturelles qui décrivent le systéme. Par con-
séquent, les relations (2.1) incluent souvent un nombre d’équations qui sont pure-
ment statiques, ceci entraine que la matrice F(i),i € S est souvent singuliére, d’ont
Pappellation SSSMD. Par ailleurs, le comportement de certains des vecteurs d’état
z(t) formant ces équations statiques, est non dynamique comme on va le voir par
la suite. Ceci va engendrer une insensibilité du comportement du systéme aux
conditions initiales E(7)z(t; ) suivant ces directions dans I'espace d’état (Verghese
et al., 1981) pour tout mode i € S. Ainsi, le degré de liberté du systéme représen-
tant le nombre de valeurs indépendantes que peut prendre les conditions initiales

E(1)z(ty), est réduit & k =rang E(i) < n.

Pour tout mode ¢ € S, si le degré du déterminant du faisceau de matrice est donné

par (Dai, 1989) : deg|sE(i) — A(i)| =d < k < n, alors :

e k = d, implique que le régime libre du SSSMD manifeste n modes exponentiels

dits modes finis et n — d modes non dynamiques infinis appelés contraintes.

e lorsque k > d, en plus des d modes exponentiels, le SSSMD posséde des modes
dynamiques infinis correspondant aux (n—k) contraintes et aux (k—d) modes
impulsifs pour lesquels le faisceau de matrice (sE(z) — A(7)) est singulier
(Verghese et al., 1981), (Rosenbrock, 1974), (Van Der Weiden et Bodgra,
1980).

Pour tout mode i € S, l'existence de ces trois types de modes rend le caractére
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structurel et le comportement de ce type de systémes trés complexes, contrairement

aux systémes standards qui ne possédent que les modes finis.

Il est & noter que tout au long de ce chapitre, nous allons supposer que le SSSMD
considéré n’est pas soumis 4 des perturbations externes bornées (w(t) = 0), et que
la commande n’est pas saturée (sat(u(t)) = u(t)), ainsi la modélisation adoptée

sera la suivante :
4

E(r(t)z(t) = A(r(t), t)z(t) + B(r(t), )u(t), t # 7x,

Y e(n) = Rl = j,re = d)z(me), t = (2.8)

km(to) = T4, 7(to) = To.

L’étude de la stabilité et de la stabilisation du SSSMD dans le cas ou w(t) # 0 sera

vu en détail dans le chapitre 3.

Commencgons d’abord par introduire quelques définitions qui nous seront utiles

pour ’étude de 'analyse et la synthése de cette classe de systémes.

2.2 Concepts et outils mathématiques

2.2.1 Propriétés structurelles

Régularité et comportement impulsif : les notions de régularité et de présence
d’impulsions reviennent trés souvent lors de ’analyse et de la synthése d’un SSSMD
en général, et particulierement en stabilité et lors du calcul de la solution du sys-
téeme, dont D’existence et 1'unicité ne sont garanties que si le systéme étudié est
régulier (Dai, 1989) comme le montre la figure 2.1. Pour cela, nous allons donner

ces différents concepts pour un SSSMD.
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s
Det(s E(i-Ali 0

Det(s E(i}-A (1))=0
I

. Solutich existe,
elle est unique

une’ Plusigurs
soiution solutions

Figure 2.1 Systémes singuliers réguliers et non réguliers

Définition 2.2.1 Pour tout mode i € S, le systéme (2.8) avec u(t) =0 est dit :

o réqulier si et seulement si (ssi) le déterminant de (sE(i) — A(1)) est non

identiquement nul.

Cette définition est inspirée de celle donnée par (Dai, 1989) pour les systémes

singuliers.

Remarque 2.2.1 e De part la variation aléatoire de la dynamique d’un SSSMD,
la propriété de régularité de celui-ci dépend du mode dans lequel se trouve le

systéme.
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o Pour un systéeme standard, la propriété de la réqularité est satisfaite automa-

tiquement.

o [l est a noter que le faisceau de matrice du systéeme (2.8) change d’expression
si le modéle de celui-ci est soumis o une incertitude AA(2),i € S, ou st un
bouclage par retour d’état de matrice de gain K (i) lui est appliqué. En effet
dans le premier cas la matrice d’état devient A(i) + AA(7), alors que dans
le deuzieme cas, elle devient A(i) + B(i)K(i). En conséquence, la propriété
de la régularité peut étre détruite dans de telles situations. Ainsi, ceci doit
étre pris en compte lors de la synthése de contrdleurs pour ce type de systéme

(Verghese et al., 1981), (Fang et al., 1994), (Xu et al., 2002).

Généralement un comportement impulsif est indésirable car il peut engendrer dans
certains cas l'instabilité du systéme. Comme nous allons le voir, ultérieurement,
lors du calcul de la réponse temporelle d’'un SSSMD; ce comportement impulsif
peut prendre son origine soit des conditions initiales, quand ¢ tend vers ty*, soit
de la loi de commande. Pour éviter qu’'un tel phénoméne se produise, il faut que
ces derniéres aient des spécifications particuliéres, ceci sera expliqué en détail dans
la section suivante. Ainsi, tout au long de cette thése et moyennant différentes
approches de stabilisation stochastique, notre objectif sera de rendre non impulsif
par morceaux, n’importe quel SSSMD (2.1) (nominal ou incertain, avec ou sans
perturbations externes, avec commande linéaire ou avec contraintes). Mathéma-

tiquement, ceci se traduit par :

Définition 2.2.2 (Boukas, 2005) Pour tout mode i € S, le systéeme (2.8) avec
u(t) = 0 est dit :

e non impulsif ssi deg(det(sE(i) — A(3))) = rang (E(3)).



35

Remarque 2.2.2 o D’apres les définitions 2.2.1 et 2.2.2, il est facile de voir
que lorsque le faisceau de matrice (E(i), A(1)) est non impulsif, ceci implique

qu’il est réqulier.

o Pour un systéme standard, cette propriété est toujours vérifice.

Stabilité : une autre notion qui sera souvent évoquée tout au long de ce travail
de recherche, est la notion de stabilité. Néanmoins, de part la nature aléatoire du
SSSMD (2.8) avec u(t) = 0, il n’est pas possible de traiter sa stabilité comme pour
un systéme déterministe. Pour cela, nous allons introduire le concept de stabilité
stochastique pour le systéme nominal, et le concept de stabilité stochastique robuste

lorsque le SSSMD considéré est entaché d’erreurs.

Dans la littérature, concernant un systéme a sauts markoviens en général, plusieurs
types de stabilités ont été étudiés, notamment la stabilité exponentielle, la stabilité
presque stre (Mariton, 1988), (Boukas et Hang, 1997), la stabilité stochastique
ainsi que la stabilité asymptotique en moyenne quadratique (Boukas, 2005). Dans
ce qui suit, nous allons nous intéresser aux deux derniers concepts de stabilité d'un

SSSMD se rapportant au cas nominal et au cas incertain.

Définition 2.2.3 (Boukas, 2005) Pour tout mode i € S, le systéme nominal (2.8)
avec u(t) = 0 est dit :

o stochastiquement stable, s’il existe une constante positive T(zo,70) telle que

pour toutes conditions initiales xo et ro, l'inégalité sutwante est vérifiée :
[e0]
B | [ et Pathan 0| < P00, 29
0

o asymptotiquement stable en moyenne quadratique : si pour toute condition
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witiale o € R, et pour tout mode initial ro € S, ’égalité suivante est

satisfaite :

lim E|z(t)|? =0 (2.10)
t—00
Lorsque le SSSM est incertain, ces définitions deviennent :

Définition 2.2.4 (Boukas, 2005) Pour tout mode i € S, le systéme (2.8) avec
u(t) =0, est dit :

o stochastiquement stable de facon robuste, s’il existe une constante positive
T(zg,10) telle que linégalité (2.9) est satisfaite pour toute condition initiale

(zg,70), et toutes incertitudes admissibles.

o asymptotiquement stable en moyenne quadratique de fagcon robuste, si l’égalité
(2.10) est vérifiée pour toute condition initiale (2o, 7o), et pour toutes incer-

titudes admissibles.

Il est & noter que I’étude de la stabilité stochastique du systéme (2.8) avec u(t) = 0,
basée sur ’application directe des définitions 2.2.3 et 2.2.4, exige le calcul explicite
de la solution du systéme, ce qui risque d’étre extrémement difficile pour certaines
applications. D’ou l'intérét de la deuxiéme méthode de Lyapunov (voir annexe 1V),
qui consiste & examiner la variation d’une fonction scalaire pour étudier la stabilité

stochastique du systéme.
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2.2.2 Théorie de Lyapunov

Dans le cadre de notre étude, nous optons pour une fonction de Lyapunov stochas-

tique V(z(t), r;), définie pour tout 7; = 4,7 € S par :
V(@(t),re=1) = a (B (r) P(re)a(?), (2.11)

ol P(r;) est une matrice non singuliére.

Dans ce cas, la mesure de la décroissance de celle-ci peut étre évaluée moyennant
le calcul de sa dérivée généralisée, appelée générateur infinitésimal de la fonction

de Lyapunov (2.11), défini par le lemme suivant :

Lemme 2.2.1 (Arnold, 1974; Kats et Martynyuk,2002) Généralement, le généra-

teur infinitésimal d’un systéme stochastique {x(t),r(t),t > to} est un opérateur L
Y

défini par :
1 . :
LV (xz(t),r(t),t) = in_r}lo Z{E [V(x(t + A),r(t+ A),t+ A)lx(t) =z, = z] - V(m,z,t)}
— OVa(e(t)rit) + Vila() )
N
+ Z T4 [V(R(’L])xa Ty = ja t) - V(.’L‘, Ty =1, t)] (212)
=Ty

oﬁ:szg—‘;et%=%.

La valeur de LV(.,.) peut étre interprétée comme la valeur moyenne de la dérivée
de la fonction V(¢,z,7)) le long de toutes les réalisations du processus de Markov

{z(¢),r(t),t > 0} émanant du point (z,7) a P'instant ¢.

Les lemmes suivants seront entre autres utilisés pour 1’élaboration du résultat sur

la stabilité stochastique de la classe des systémes considérés.



38

Lemme 2.2.2 (Dai, 1989) Soit U’ la dérivée au sens des distributions d’une fonc-
tion O continue par morceaus, présentant des sauts d’amplitude finie AU; au point

T; pour 3 =1,...,1 est donnée par :

l
U’(t) =U; + ZAT]U](S(t — Tj)

j=1

ot Uy est la dérivée usuelle de U par rapport d la variable t, A, U; = U(r}") - U(7}")

et 0(t) est la fonction de Dirac.

Lemme 2.2.3 ( Vidyasagar, 1978) Pour toute matrice @ € R™ ™ et tout scalaire

IT+eQf—1
>4

e > 0, la mesure de la matrice p(Q) définie comme p(Q) = lim,_g+ ,

posséde les propriétés suivantes :

o —[QI SR AMQ) < p(@) < Q.
* /@) = 3Amaa(@+QT),

Lemme 2.2.4 Soit une fonction ¢ : Rt — R. Si ¢ est bornée sur [0, o), c-a
-d qu’il existe un scalaire B > 0 tel que |p| < B pour tout t € [0, 00), alors ¢ est

continue uniformément sur [0, oo).

Lemme 2.2.5 (Krstié et Deng, 1998) Soit une fonction ¢ : Rt — R. Si ¢ est

continue uniformément et fot (s)ds < 0o alors lim;_, (t) = 0.

Aprés cette bréve définition des différents concepts et outils qui seront utilisés pour
I’élaboration de nos résultats sur 'analyse et la synthése des SSSMD, nous allons

étudier le comportement de la réponse temporelle de ce type de systéme.
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2.3 Existence et unicité de la solution

Jusqu’a présent, le probléme de I'existence de la solution d’un systéme singulier
& sauts markoviens n’a pas été abordé en détail dans la littérature. Ainsi, dans
cette section, nous allons étudier le comportement du SSSMD en se basant sur
le calcul de sa solution. Pour atteindre cet objectif, nous allons nous inspirer du
travail de (Mariton, 1990) sur la recherche de la solution d'un systéme & sauts et
de celui de (Dai, 1989) qui consiste 4 décomposer le systéme singulier sous la forme
de Kronecker-Weierstrass pour simplifier la résolution de ce probléme (voir annexe

II, eq. 11.4).

Commencons d’abord par définir cette décomposition pour un SSSMD. Cette forme

équivalente utilise le résultat énoncé par le lemme suivant :

Lemme 2.3.1 (Gantmacher, 197}) Pour chaque mode fize iy, et t € (Tk, Thy1], le
systéme nominal (2.1) est régulier ssi il existe deuz matrices non singuliéres M (ix)

et Ny, i € S, telles que :

M (ig) E(i) Ny = diag(L, J (ix)), Ma(ix) A(ix) N1 = diag(A(ix),I)  (2.13)

Dans ce cas, le systéme nominal (2.1) est équivalent a :

£(t) = AGE) + Balie)u(t), ¢ # Tisn (214)
T(i)é(t) = &(t) + Ba(ix)u(t),t # Tha (2.15)
G(ti) = Re&ilmem),l =1,2. (2.16)

&i(to) = &0, &2(t0) = &2 (2.17)

ou : &(t) € R™M &(t) € R™, ny + ng = n, J(4) est une matrice nilpotente
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d’indice de nilpotence p;, (c-a-d: il existe p;, € N, tel que J'(ix) # 0,7%(ix) #
0..,JP% (i) # 0, mais JP* (i) = 0). Les matrices By(ix), B2(ix), Rk et les
variables &1(t) et &(t) sont telles que :

Mi(ix)B(ix) = ?Ef’“; Ry = N7 R(iy, ig_1) Ny = };’“ 1;)
2tk k
| &()

Les deux sous-systémes obtenus (2.14) et (2.15) sont souvent appelés sous-systémes

lent et rapide respectivement.

2.3.1 Sous-systéme lent

En se basant sur la décomposition de Kronecker-Weierstrass citée ci-haut, nous
constatons que la réponse temporelle du sous-systéme lent est celle d'un systéme
a sauts markoviens. Ainsi, si on note par i,,%1,...,%, i € S,k = 1,2,..., une
séquence des modes visités par le processus &;(t) sur lintervalle ]0,¢]. Alors, par-
tant d’une condition initiale & (¢9),rs, = %o, le sous systéme lent évolue selon la
dynamique décrite par les équations (2.14) jusqu’au saut 7., = i; qui a lieu au
temps 71, généré selon une loi exponentielle de taux m;,;,, dont la loi de distribu-

tion P(m; > t) = F(t) est donnée par :

e Mo (t=t)  pour t <7
P(t) =

0 pour t > 71,

ensuite, le systéme évolue avec la dynamique associée au mode 7; jusqu’au saut
Tr = ig, et ainsi de suite (Mariton, 1990). Et la solution générale de (2.14) sera

alors formée par la concaténation des solutions continues par morceaux &;(t,&10, 70)
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définies sur les intervalles (7x, Tk4+1), k£ € S. Aux instants de sauts 741, cette solu-
tion présentera des discontinuités dont l'intensité est déterminée par les matrices
Ry;. Ce méme raisonnement est valable pour le sous-systéme rapide. Pour décrire
ce comportement pour tout ¢ > 0, considérons la solution de I'équation (2.14) sur

Vintervalle (7%, Tkq1] :
i

£1(t) = AWt () -I—/ eARE=9) B (4, Yu(s)ds (2.18)

Tk

Prenant en considération 'équation (2.16), (2.18) devient :

t
£1(t) = AR £ (1) + / eA)=9) B3 u(s)ds (2.19)

Tk

D'un autre c6té, notons que :

T

. k .
61(Tk)=eA(”“‘l)(T’“_Tk‘l)ﬁl(Tziil)+/ A=) B(iy_1)u(s)ds,  (2.20)

Tk—1

Il s’en suit que I’équation (2.19) sera donnée par :

. Tk .
&(t) = eA(ik)(t—Tk)Rk[eA(%—l)(Tk—Tk—l)gl(7-]:_1)+/ eA(““l)(t"s)B(ik_l)u(s)ds]

Thk—1

¢
+ / eA(i’“)(t_s)B(ik)u(s)ds

Tk

D'une maniére semblable a ce qui précéde, remplacons successivement &;(77,) et
3 k-1

&1(7i_1) par leur expression, par conséquent la derniére égalité devient :

&(t) = RkRk_leA(ik)(t—Tk)eA(ik—l)(Tk—Tk—l)
Th—1 i
><[eA(ilc—2)(Tk—2“Tk-1)€1(Tk':f‘_2)+/ eA(““’z)(t—s)B(Z';c_z)u(s)ds]

Tk—-2

Tk t )
+6A(ik)(t_Tk)Rk/ eA(i’““l)(t_s)B(ik_l)u(s)ds+/ eAR)E=9) B4, )u(s)ds

Tk—1 Tk
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Il en découle :
— A(ig)(t—Tk) Al —1) (T =Tk —1) Ak 2)(Tk—2—Tk—1)
&(t) Ry Ry_1Ri_se e e £1(7—2)

+RkRk_leA(ik)(t—Tk)e-A(ik—l)(Tk—‘rk—1) /Tkﬂ1 C'A(ik_z)(t—s)B(ik_z)u(8>d8

Tk—2
. Tk . t .
+e“4(“°)(t_”°)Rk/ eA(““—l)(t“s)B(z'k_l)u(s)ds+/ A=) B (4, Yu(s)ds
Tk—1 Tk
Ainsi, par un calcul itératif, 'expression de la composante continue &;(t) va étre

donnée pour tout k =1,2.., et t > tq par :

T1
&(t) = ip(etti)n—tolg, 4 / AWM= B35 )u(s)ds) (2.21)

to

k ¢
+ Z QM/ A2 B(j))u(s)ds) +/ AR E=9) B3 Vu(s)ds
1=2

Ti—1 Tk
ou :

k
b0 = HRTeA(ik)(t—Tk)e'A(ik—-1)(Tk—7'lc-—1)'“e-A('il)(TZ—Tl),

by = Ret@t-m)

et do(t, T10,70) = Psoe(0)(m—%) représente la matrice de transition du systéme lent

(2.14) au temps t commengant & to.

Remarque 2.3.1 I est a noter que la solution du sous systéme lent (2.14) est
complétement déterminée pour toute condition initiale xyy et pour toute entrée u(t)
connue sur lintervalle [0 t]. Entre autres, nous pouvons constater que si le sous-
systéme lent (2.14) saute d’un mode & un autre avec Ry = 1,k = 1,2,..., alors,
on retrouve la solution d’un systéme a sauts markoviens (2.21), développée par
(Mariton, 1990) (voir anneze I1I, eq. II1.8). Alors que si on suppose que le systéme
lent (2.14) posséde un seul mode S = {1}, la solution (2.21) est équivalente a celle
d’un systéme singulier développée par (Dai, 1989) (voir anneze II, eq. II.6).
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Calculons a présent la réponse du sous-systéme rapide (2.15).

2.3.2 Sous-systéme rapide

Comme nous ’avons expliqué au chapitre 1, le sous-systéme rapide (2.15) présen-
tent des sauts d’amplitudes finies aux instants de sauts de celui-ci d’un mode vers
un autre. Dans de telles situations, (Verghese et al., 1981) et (Cobb, 1983) ont
proposé d’utiliser la théorie des distributions pour trouver sa solution. Pour cela,
nous allons faire appel au lemme 2.2.2. En outre nous allons supposer que 7, = 7
(Guan et Hill, 2005). D’aprés ce lemme, la dérivée au sens des distributions de la

composante rapide &;(t) sur tout intervalle (7%, 741}, £ = 1,2, ... est donnée par :

&) = &)+ Ar, 6 6(t — Thgr)
= SQ(t) + (52(7'1;:1) - 52(7'k—+1))5(t ~ Tht1)
= &(t) + (Rk — D& (Ta1)0(t — Thsr)

Ainsi, pour chaque mode i, € S et t € (7k, Tkr1], k= 1,2..,0on a :

T (ir)6a = &a(t) + Ba(d)u(t) + T (i) (B — Dé2(h11)0(¢ = Th11) (2.22)
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D’un autre c6té, dérivons au sens des distributions et multiplions par J (ix), (p;, —1)

fois ’équation (2.22), on aboutit aux équations suivantes :

THi)E ) = T(i)&(t) + T (ix) Ba (i)' (t)
+ jz(ik)(Rk - H)§2(Tk+1)5,(t ~ Tht1)

THEE) = T @)E () + T (i) Balin)u ™ (2)
FTi8) (R~ Dfaltia) (¢ — tiga)

1

TP i) () = TR ) () + TP k) By )uP ()
+ TP (ik) (R — D)o (b ) 0P 72(t — tpn)

TP ) EETH(E) + TP (i) Bo (k) uPis 2 (t)
+ TP (k) (R — Déa(tra)P% ~H(t — thya)

TP ()85 ()

En sommant membre 4 membre ces équations, y compris I’équation (2.22), et en
tenant en compte que JPi (i) = 0, on en déduit alors 'expression de &(t) qui sera
donnée pour tout i € S et t € (7, Tk41] par :
plk_‘l sz—l
&(t) ==Y T (in)Balin)u (¢ Z T (i) (R — D)€ (b1 )81 (8 — ty1)2.23)
7=0

ot g%(t) désigne la j™¢ dérivée au sens des distributions de g(t).

Ainsi, en concaténant les expressions de la composante rapide &(¢) (2.23) sur tous

les intervalles (7x, 7k+1], €t en ajoutant entre autre 1’éventuel saut en t = ¢o, on
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obtient 'expression de celle-ci pour tout ¢ > ty, sous la forme suivante :

k pip—1 pip—1
L) = =) Z T (i) Ba (i) (1) — Z T (i0)€2(t0)87 7 (t — to)
- O PR~ Dl ). 21)

D’aprés lexpression (2.24), il apparait que la réponse du sous-systéme rapide
dépend exclusivement de la valeur des dérivées de ’entrée a 'instant ¢, des impul-
sions a l'origine et de I'effet des discontinuités forcées matérialisées par la matrice
Ry. En particulier, si on suppose qu’il n’y a pas de sauts & l'instant initial et aux
instants tg, k = 1,2, ..., (c’est-a-dire Ry = [), alors pour tout ¢ > to, lorsque ¢ tend
vers t7, on obtient :

k pip—1

&) = =) Y T ) Balin) (t). (2.25)

r=0 j=0
Les conditions initiales vérifiant cette contrainte sont dites admissibles (Lewis,
1986), (Dai, 1989). Il en découle que, dans notre cadre, pour que le sous-systéme
rapide ne présente pas d’impulsions aux instants de changement de modes t = {,
en plus des sauts générés par les matrices Rg,k = 1,2,..., il faut que &(t = ¢7)
soient admissibles. Ainsi, le premier terme de la réponse du sous-systéme rapide

permet de ramener le systéme & un état admissible.

Entre autres, les relations (2.24) et (2.25) montrent que le sous-systéme rapide

admettra une trajectoire unique, continue et dérivable par morceaux si les condi-

tions initiales sont admissibles, et la loi de commande est continue et dérivable par

morceaux.

Remarque 2.3.2 En régime libre, pour t > 0, la réponse du sous-systéme rapide
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est identiquement nulle par morceauz. D’un autre coté, étant donné que toute
matrice nilpotente a toutes ses wvaleurs propres égales a 0, ainsi l’ensemble des
valeurs propres du faisceau (E(3), A(7)) est égal au spectre de A, il apparait donc
que la stabilité stochastique du systéme (2.8) ne dépend que du sous-systéme lent.
Ce qui n'exclue pas que (2.8) peut incorporer des modes impulsifs. Dans ce sens, les
chercheurs ont définie une notion supplémentaire appelée admissibilité (Masubuchi
et al., 1997), (Uezato et Ikeda, 1999) (pour éviter le paradoze d’un systéme stable

avec un comportement impulsif ).

Le lemme suivant définit ce concept pour un SSSMD.

Définition 2.3.1 (admissibilité stochastique). Pour tout mode i € S, le systéme
(2.8) est dit stochastiquement admissible ssi (E(1), A(3)) est régulier, non impulsif
par morceauz el stochastiquement asymptotiquement stable en moyenne quadra-

tique.

Remarque 2.3.3 57 le systéeme initial (2.8) ne posséde qu’un seul mode S =
{1}, sa solution donnée par (2.21) et (2.24) se réduit o celle du systéme sin-
gulier, présenté dans (Guan et Hill, 2005) (lemme 2.1), qui incorpore une séquence
prédéfinie des sauts. De méme, si E(t) =1,1 € S, et Ry =1L,k =1,2,..., celle-ci
est équivalente a celle d’un systéme & sauts markoviens (Mariton, 1990). Alors
que st S = {1} et Ry = I, on retrouve la solution d'un systéme singulier (Dai,
1989). Par conséquent, la solution présentée dans cette section est une formulation

générale de Uévolution de la trajectoire de la classe des systémes singuliers.

Exemple 2.3.1 Pour illustrer Ueffet de la matrice Ry = Lk = 1,2,..., sur

Uévolution de la trajectoire d’un SSSDM, nous allons considérer ’exzemple suiv-
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ant :
[ 2 1 1 110 (1 0 1
A = 1 -1 0 |,EQ)=E2)=]0 1 0|, AL)=]0 0 1|,
1 2 -3 000 (0 -1 1
(2 0 -1 2 0 3 (02 0 0
A2) = o 0 2 |[,AB=|1 0o 1|, R=R2)=| 0 01 0 |,
0 -2 1 0 -1 2 (01 0 05

L'évolution de la trajectoire de ce systéme dans ce cas est illustrée par la figure 2.2.
Comme on le voit sur cette courbe, I’évolution temporelle des trois composantes
continues, présente des discontinuités aux instants de changement des modes, mais

le systéme converge vers 1'état d’équilibre.
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Processus de Markoy

‘4 T R] T T T
I —L*L__i L]
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1é&re variable d'état
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2&me variable d'état

o '\\h -‘
D 1 L L 1

D 1 2 3 4 5

3éme variable d'état

U T T T T
0.5 f -
1 L I 1

Figure 2.2 Evolution des modes et des variables d’état continues d’un SSSMD stable
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2.4 Commandabilité stochastique

La notion de commandabilité des systémes singuliers est une généralisation de la
commandabilité des systémes standards, en tenant compte de la partie impulsion-

nelle de la réponse.

Définition 2.4.1 Pour tout mode r(t) =i € S, le systeme (2.8) est dit stochas-
tiquement commandable, si pour toutes conditions initiales xo € R™ etr, € S, pour
tout scalaire ¢ > 0 et pour tout T > t, > 0 donné, il existe une loi de commande

u(t) contindment dérivable par morceauz, telle que:

E{x,(T’ Toy Uy Lo, To)x(Ta Toy U, Lo, 7"0) lxm To} <g.

D’aprés cette définition, la commandabilité stochastique signifie donc la possibilité
d’amener, dans un sens quadratique, 1’état du systéme dans un voisinage < de

'origine en un temps fini 7' (Ji et Chizeck, 1990).

Le théoréme suivant présente des conditions nécessaires et suffisantes pour la com-
mandabilité stochastique du systéme (2.8) et des parties lente (2.14) et rapide
(2.15).

Théoréme 2.4.1 (Dai, 1989; Ji et Chizeck, 1990; Ho et Gao, 2001) Pour tout
modei €S :

o Le sous-systéme lent (2.14) est stochastiquement commandable ssi :
o rang[sE(i) — A(i) B(3)] = n,Vs € C, avec s fini.

e Les propositions suivantes sont équivalentes:
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1. Le sous-systéme rapide (2.15) est commandable

2. rang[By(i) J(1)Ba(1) ... TP~ (4) Bs] = ns.

3. rang|J (i) Ba(i)] = na.

4. rang|E(i) B(3)] = n.

5. Pour toutes matrices M (i) et N non singuliéres telles que :

M) EG)N = diag(Ii,0), on pose M(1)B(:) = [B, B,|T et B, ¢
R(=k)n) est de plein rang ligne.

o Les propositions suivantes sont équivalentes:

1. Le systéme (2.8) est commandable.

2. Les sous-systémes lent (2.14) et rapide (2.15) sont stochastiquement

commandables.

8. La matrice C € R¥»*(+mk ost de plein rang ligne:

—A(t) B(i)

E@)  —A() B(i)

C= E@) . B(3)

—A(i)

E(i) B(7)

rang[B.(i) A(G)By(i). .. Am™(9)By(i)] = na,

rcmg[BQ(i) J(Z)Bz(b) N in*l(’l;)Bz(’l;)] = ngy.

5. rang(sE(i)— A(1) B(i)] = n,Vs € C ot s est fini et rang[E(i) B(i)] = n.
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2.5 Observabilité stochastique

I’observabilité d’un processus est un concept trés important en automatique. En
effet, pour reconstruire I’état d’un systéme, il faut savoir & priori, si les variables

d’état sont observables ou non.

Ce concept se généralise aux SSSMD de la méme maniére que celui de la command-
abilité stochastique. Ainsi, comme dans le cas des systémes standards, 1’observabilité
stochastique d’un SSSMD se définit comme la possibilité de reconstruire 1’état ini-
tial & partir de la connaissance du systéme de la commande et de la sortie du

systéme durant un intervalle de temps fini (Ji et Chizeck, 1990).

Définition 2.5.1 Le systéme (2.8) est dit stochastiquement observable s’il existe
un instant T fini, tel que la connaissance de lentrée u(t) et de la sortie y(t) du

systéme sur Uintervalle [t, T fini suffisent pour déterminer ’état initial x,.

Le théoréme suivant présente des conditions nécessaires et suffisantes pour I’'observabilité

du systéme (2.8) et des parties lente (2.14) et rapide (2.15).

Théoréme 2.5.1 (Dai, 1989; Ji et Chizeck, 1990; Ho et Gao, 2001) Pour tout

mode1 € S :

o Le sous-systéme lent (2.14) est observable ssi :

rang[sET (1) — AT() CT()] = n,Vs € C, avec s fini.
o Les propositions suivantes sont équivalentes:

1. Le sous-systéme rapide (2.15) est observable

2. rang[Cy (i) T (1)CF (1) ... (TP T (1) CF | = na.
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8. rang[J T (i) Cy ()] = ny.

4. rang[ET (i) CT(i)] = n.

5. Pour toutes matrices non singulieres M (i) et N telles que :
M@)E@G)N = diag(Iy,0), on pose CG)NG) = [C;, Cy|T et C, <

R™* (k) est de plein rang colonne.
e Les propositions sutvantes sont équivalentes:

1. Le systéme (2.8) est observable.

2. Les sous-systémes lent (2.14) et rapide (2.15) sont stochastiquement ob-

servables.

3. La matrice © € RV*(tm=1n oot do plein rang colonme:

[ —47() C (i) '
ET(G#) —AT(®) CT@)

0= ET@G) . CT ()

—AT(3)

ET (i) CT(3)

ranglCT (6) ATG)CT () ... (A ) T()CT] = m,
rang[CY (6) T TG)CT (1) ... (TH10)TCF (6)) = .

5. rang[sET(i)—AT(3) CT(i)] = n,Vs € C oa s est fini et rang[ET (1) CT(3)] =

n.
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2.6 Stabilité stochastique

La stabilité est une propriété fondamentale d’un systéme standard, puisqu’elle
garantit que la réponse du systéme ne diverge pas en réponse a une entrée ou
a une condition initiale finie. Pour les SSSMD, ’étude de cette propriété struc-
turelle s’avére plus compliquée que celle des systémes standards, car non seulement
il faut étudier la stabilité interne du systéme, mais aussi de garantir les propriétés

de régularité et d’immunité d’impulsions pour les raisons citées auparavant.

Dans le cadre de la théorie de Lyapunov, il y a deux fagons de choisir la fonction
de Lyapunov pour les systémes hybrides en général, la premiére consiste & prendre
une fonction de Lyapunov commune pour tous les modes, la deuxiéme approche est
la fonction de Lyapunov continue par morceaux (voir annexe IV, eq IV.2). Néan-
moins, 'utilisation de ce type de fonction de Lyapunov cause des problémes lors de
I’analyse de la stabilité d’un systéme a sauts, dont la logique de commutation est
connue, et ceci est dii essentiellement & la discontinuité de la fonction de Lyapunov
qui survient au moment des commutations. En effet, pour que le systéme considéré
soit stable, il faut que la fonction globale de Lyapunov qui lui est associée décroit
continuellement, ce qui peut ne pas étre vérifié aux instants des commutations.
Pour contourner ce probléme, il faut non seulement trouver une fonction de Lya-
punov qui décroit pour les différents modes, mais en plus, il faut s’assurer que la
fonction de Lyapunov globale décroit aux instants des commutations (Pettersson
et Lennartson, 1997b), (Pettersson et Lennartson, 1997a). En d’autres termes, si
le systéme saute du mode ¢ au mode j, il faut que la fonction de Lyapunov juste
aprés la commutation soit inférieure o égale a celle qu’avait le systéme juste avant
le saut. Ceci reste vrai tant que les variables continues du systéme ne subissent pas
de discontinuités aprés chaque commutation et seul le mode change. Dans le cas

contraire, (Pettersson et Lennartson, 1997a) ont proposé une approche basée sur le
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principe d’une fonction de Lyapunov continue par morceaux et sur le formalisme
LMI. En tenant compte de 'amplitude du saut de ’état continu du systéme, cette
approche permet d’assurer que le systéme hybride soit stable méme en présence
de discontinutés sur la composante continue. Pour plus de détail sur le sujet, le
lecteur peut consulter (Pettersson et Lennartson, 1997b), (Decarlo et al., 2000).
Dans (Shunjin et al., 2004), le cas ou les instants de sauts sont aléatoires a été
traité pour ’étude de la p-stabilité uniforme d’un systéme non linéaire stochas-
tique, perturbé par une commutation aléatoire (non markovienne). D’aprés leur
résultat (Théoréme 1), la condition qu'il faut ajouter aux conditions que doit véri-
fier un systéme non linéaire stochastique sans sauts, pour qu’il soit uniformément
p-stable, est que le rapport des espérances de la fonction de Lyapunov juste avant
le saut et aprés le saut doit étre inférieur & une certaine fonction définie positive et

vérifiant une certaine contrainte de convergence.

Etant donné que ce cas de figure se présente aussi pour les SSSMD lors de I'étude
de la stabilité, dans la section suivante, nous allons nous inspirer des travaux
cités ci-dessus pour établir un critére d’admissibilité stochastique d’'un SSSMD.
Pour cela, nous allons utiliser la fonction de Lyapunov stochastique et la technique
d’optimisation convexe qui utilise une formulation en termes de LMIs. Toutefois,
avant de présenter ce résultat, nous allons introduire ce lemme qui va étre utilisé

dans ’élaboration de ce dernier.

Lemme 2.6.1 Considérons la fonction de Lyapunov (2.11) et son générateur in-
finitésimal associé L, ainsi, pour tout mode i € S, et tout scalaire positif hy, tel

que 0 < hpy <1, 0na:

o o) E[V(z(t),i)] - E [V(z(r}),is)] = E [ [ LV(m(s),i(s))dsl(x(Tk),ik)] .

o b) E[V(a(rf), ik))] < RE[V (a(n),i(k))].
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o ¢)E [ I LV(z(s),i(s))ds](mO,io)} = E[V(2(T),4)] — E[V(2o,40)]
+ Lo (1= BE[V(2(7), )],
ot l est le nombre des sauts du systéme (2.8) avec u(t) = 0 sur tout intervalle

[to, T

Preuve : a) la premiére relation du lemme 2.6.1, peut étre obtenue par application
directe de la formule de Dynkin sur tout intervalle (7y,t],k = 1,2.., cette formule

est donnée par le lemme suivant :

Lemme 2.6.2 (Skorohod, 2004) : Soit {r(t),t > 0} un processus de Markov con-
tinu & droite et V(z(t),r(t)) une fonction stochastique de Lyapunov définie dans
le domaine de I qui est le générateur infinitésimal, alors pour tous temps d’arrét

aléatoire, t1, ty tels que 0 < t; <ty <+o00 :

to
E [/ LV (z(s),rs)ds|(z(t1),r(t1)| = E[V(z(te),r(te)] — E[V(z(t1),r(t1)]. (2.26)

t1

b) II est & noter que pour tout mode i et instant de saut ¢ = 7, la fonction de

Lyapunov (2.11) est exprimée par :

E[V(z(rl),i(k)] = Ele"(5)E" (ix) Pli)2(ry)]

R (igig+ ) BT (i) P (i) R(ik -1, 1x) % (7))
1) P (1) R(i-1, )2 (1) |I°]

i) Pi) 1| o1, 3) | 12 (i) 7]

ix) P(ir) | *maz|| R(ie—s, 5) || () |1%].

Il
&=

IN A
885 8 &5 8
SRS

A
&=
El
..1
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En outre, en utilisant la majoration (2.6), on obtient :

E[V(z(r),i(k)] < hE[IET (ix) PGr)z(me) )]
= RE[z" () E" (ix) P(ix)z ()] (2.27)

Il est & remarquer que le dernier terme de la relation (2.27) n’est autre que la
fonction de Lyapunov du systéme (2.1) se trouvant au mode ix a l'instant 7%, ceci
démontre b).

¢) Pour tout ¢ appartenant a l'intervalle [to, T}, on a :

E{/%y@@mmmumm]=EUMLWA@%Mm%Jﬂ

to to

N [/” Lv(m(s),is)dﬂ(fvl,il)] o+ [/TT:]LV(a:(S),is)dSI(xT,c_l,z’k_ﬁ}

1 k

+E{/TLV@@LQMQQWJQ}

Tk

En outre, en utilisant la premiére relation a) du lemme 2.6.1, on aboutit a :

E [/0 LV(m(s),is)dsto,io)} =E[V(z(r),i1)] — E[V (20, %)]
+E[V (z(r2),12)] — E[V((r), i) + ... +
E[V(z(n),i)] = B[V (2(ri,), tk-1)] + E[V(2(T), )] — E[V(z(), ik)]

Au terme de cette égalité, considérons la relation b) du lemme 2.6.1, il en découle :

T
E [ /t LV (a(s), is)ds| (@0, i0) | = E[V (z(r1), )] — E[V (0,0)]

+E[V(z(12),i2)] — BIE[V (z(1),i1)] + ... +
E[V (z(7k), k)] — hi_1E[V (@(7h-1), tk-1)] + E[V (&(T),1)] — hi_1E[V(z(x), ix)]

l
= "(1 - hOE[V(2(rp),ip)] + E[V(2(T),i)] — B[V (z0,0)]-
p=1
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Maintenant, nous sommes en mesure d’énoncer le critére d’admissibilité stochas-

tique d'un SSSMD. Celui-ci est donné par le théoréme suivant :

Théoréme 2.6.1 S’ ezxiste un ensemble de matrices non singuliéres

P=(P(1),...,P(N)), tel que la LMI suivante est vérifiée pour tout mode i € S :

AT(@)P@E) + PT()A@G) + > my R (i) ET(§)P(j)R(ij) <0 (2.28)

=1

sous la contrainte :

ET()P(@E) = PT(i)E(i) > 0, (2.29)

alors le systéme nominal (2.8) avec u(t) =0, t > 0 est stochastiquement asympto-

tiquement admissible.

Preuve : Supposons qu’il existe un ensemble de matrices non singuliéres P(7),: € S,
tel que les relations (2.28) et (2.29) sont satisfaites, et commengons par montrer
la régularité et I’absence d’impulsions dans le systéme considéré. Pour cela, nous
allons adopter la méme approche illustrée dans (Xu et al., 2002), qui consiste a
décomposer le systéme singulier avec retard en valeurs singuliéres (voir annexe 11,

eq. 11.3). Dans le cadre de ’é¢tude d’'un SSSMD, cette forme équivalente est basée
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sur l'existence de deux matrices non singuliéres M (i) et N telles que (Dai, 1989) :

- (1 0

E@G) = M@E)E@N = } (2.30)
(00

- -Al’t AQZ

A() = M@HA@GN = Q (') , (2.31)
| As(i)  Asld)

P(i) = M~T(#)P@)N = A A , (2.32)

Py(i) Py(d)

R(i) = N7'R(ij)N = Baij) Bs(ig) . (2.33)

Ry(ij) Ra(ij)

Alors en multipliant & droite et & gauche ’équation (2.29) par N' et N, on aura :
NTET()P(i)N = NTPT()E(i)N > 0 (2.34)
ceci implique que :
NTET@MT(M-T(@)PEN = NTPT()M ') M@ EGN >0 (2.35)
Et en tenant en considération (2.32) et (2.30), on obtient :

ET(@)P(i) =P ()E@G) >0 (2.36)

Il est & noter que d’aprés (2.36), il faut que Ps(i) = 0.

De méme, multiplions a droite et & gauche P'inégalité (2.28) par N et N, cette
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derniére devient :

NTPT)M T()M(E)AGN + NTAT(G)MT ()M~ (1) P(i)N

N
+ > mNTRT(@)NTNTET ()M (5)M T () P())NNT R(ij)N < 0

j=1

ce qui est équivalent & :

_ [AI@) A:{(i)} [H(i) 0 +[Pf<z> PJ@)} [Am) Az(z)}
A70) A1G) | | RG) P) 0 PrG) || Ast) Ad)
. S fg@ R{(q)} [n o} {le J } [R1(lj) Rs<”>} )
i=1 3 (i) R{Gi5) | [0 0 () Pa(s) | | Ro(if) Ralif)
Ainsi, on a
AG) ) | -
a3(1) (i)
avec

(i) = A[()P(i) + PT (D) ALG) + A3 (6) Pa(0) + By () As(3) + By () Pr() R (d),
(1) = A3 ()Pi) + P[ (D) As(0) + Py (1)As(i) + R{ (1) P1(8) Ba (i),

(i) = A;(6)Pi() + Af (6)Pa(0) + P (1) As(i) + R () P () Ra(3),

(i) = PJ()Au() + A ()Ps(i) + Rg (i) Pa(i) Ra(d).

D’aprés (2.37) on a :

P (0)A4(i) + A] (4) Pa(3) + Rg (i) Py (i) Rs(i) < O. (2.38)
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et comme R; P,R; >= 0, d’aprés le lemme 2.2.3, il s'ensuit que :

Re MPI0)A44(0)) < p( BT 0)As(0)) = 5hmac (B (A + AT GBI < 0,

ceci entraine que Aj (i) P4(4) est inversible, ce qui implique que les matrices A4(1)
sont non singuliéres, et par conséquent, d’aprés le lemme 2.2.3 et la remarque 2.2.2,
nous pouvons déduire que le systéme nominal (2.8) avec u(t) = 0 est non impulsif

par morceaux et régulier, pour chaque mode fixe ¢ € S.

Par la suite, nous allons prouver la stabilité stochastique. Pour cela, considérons
la fonction stochastique de Lyapunov (2.11), ainsi, le générateur infinitésimal du

processus de Markov {z(t),r;,t > to} (2.12) peut étre évalué par :

LV(z(t),7) = &' ()ETG)PE)x(t) +z' (t)ET(3)P(i)(t)

avec .

N
(i) = AT(@)P(i) + PT()A(i) + Y _ m; R (i) ET () P(§) R(i3)-

j=1

D’aprés le Théoréme (2.6.1), nous pouvons déduire que pour tout mode ¢ € S,

©(i) < 0. Par conséquent, il en résulte que :
LV (z(t),i) < —minies [Mmin (—0))] " (¢)z(t) (2.39)
En intégrant (2.39) sur lintervalle [to, 7], on obtient :

/ LV(s(t),i) < — /t minies Pon (O] 27 (s)o(s)ds  (2.40)

to 0
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En combinant (2.40) avec I'utilisation de la formule de Dynkin (lemme 2.6.2),

appliquée sur l'intervalle [to, T}, on a :

E[V(2(T),i)] —E[V(2o,%0)] < —E [ mines [Anin (—O(0))] 27 (8)z(s)ds

to

Prenant en considération le lemme 2.6.1, (relation c), cette derniére inégalité de-

vient :

mines{ Amin(—O (1)) }E [/t :L"T(s)x(s)ds|(x0,i0)] < E[V(mo,io)} - E[V(LC(T),’L)]
!

— > (1= R)E[V(2(r,),5)].

p=1
Sachant que pour tout p =1,2..[, 0 < h, < 1, il s’en suit que :
oo

E[V(a(T), )] + > (1= h)E[V(x(r),4,)] 20

p=1
Ainsi, en tendant T vers l'infini, on aboutit & l'inégalité suivante :
o0
| [T 6hals)dsl(an )| < Tl ), (2.41)
to

. E[V (xo,i
avec T(IEO, 7’0) = miniesl{)\snfnz((f]@(i))} ’

comme T'(zg,%y) est une constante strictement positive pour tout zo non nul, ceci
montre que Efz(t)||? est bornée. D’un autre coté, d’aprés équation dynamique
(2.8) du systéme nominal étudié, il s’en suit que ||Z(t)|| est bornée. En plus,
E%Hx(t)H? = 2||z(¢)||||#(¢t)]| est aussi bornée. Ainsi, en faisant appel au lemme
2.2.4, on en déduit que ||z(¢)||? est uniformément continue. En plus, prenant en
considération 'inégalité (2.41) et en utilisant le lemme de Barbalat 2.2.5, on peut

alors conclure que lim;_,, E[|z(¢)||? = 0. Ceci démontre le Théoréme 2.6.1.
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Remarque 2.6.1 Le Théoréeme 2.6.1 fournit une condition suffisante d’ admissi-
bilité stochastique du SSSDM nominal (2.8) avec u(t) = 0. Celle-ci est intéressante

par la simplicité du test numérique associé, en outre:

o quand R(ij) =1,i,j € S, celle-ci se rameéne a celle que doit vérifier un sys-
teme singulier avec sauts markoviens pour étre stochastiquement admissible

(Raouf et Boukas, 2004b; Boukas, 2005).

e lorsque le systéme (2.8) ne posséde qu’un seul mode (N = 1) et R(ij) =
Li,j € 8, on retrouve la condition d’admissibilité d’un systéeme singulier

développée par (Masubuchi et al., 1997) (voir annexe III, eq. III.4).

o quant E(i) = 1,0 € S, la LMI (2.28) correspond au critére d’admissibilité
stochastique d’un systéme avec sauts markoviens et discontinuités sur la com-

posante continue donné par (Pavel et al., 2005).

o Finalement, pour le cas E(i) =1 et R(ij) = 1,4i,7 € S, la LMI (2.28) n’est
autre que la condition que doit vérifier un systéme & sauts markoviens pour
étre stochastiquement stable (Mariton, 1990; Boukas, 2005; De Farias et al.,
2000) (voir annexe III. eq.IIl.]).

En raison de ceuz-ci, le Théoréme 2.6.1 peut étre considéré comme une extension
des résultats existants sur la stabilité stochastique, des systémes standards a sauts
markoviens et discontinuité sur la composante continue, et sur l’admissibilité des

systémes singuliers. A

Exemple 2.6.1 Pour illustrer ce résultat, considérons le méme exemple (2.8.1)

utilisé précédemment. Les LMIs & résoudre sont celles du Théoréme 2.6.1, elles
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sont réalisables et aboutissent aux résultats suivants :

0.4359 —0.0620 0.0000 0.5388 0.0812 0.0000

P(1) = | —=0.0620 0.5404 0.0000 |,P(2)={ 0.0812 0.5217 0.0000 |,
0.4671 —0.4019 0.7337 0.2527 0.0499 0.3027

0.3753 —0.0750 0.0000
P(3) = —0.0750 0.3873 0.0000
0.6670 —0.1349 0.3728

Il est facile de vérifier que les matrices P(1), P(2) et P(3) sont non singuliéres, et
par conséquent, d’aprés le Théoréme 2.6.1, on peut conclure que le systéme étudié

est stochastiquement admissible.
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2.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons d’abord introduit le modéle d’un SSSMD, nous avons
vu que celui-ci peut étre considéré comme une généralisation de l'espace des états
standards et généralisés. Ensuite nous avons rappelé quelques unes des propriétés
structurelles de cette classe de systéme: 1’accent a été mis sur la régularité, 'absence
d’impulsions, la commandabilité, ’observabilité ainsi que sur la stabilité stochas-
tique basée sur ’étude du comportement du systéme. D’un autre c6té, nous avons
présenté quelques concepts et outils mathématiques qui seront intensivement util-
isés tout au long de cette thése. Parmi ceux-ci on retrouve la fonction stochastique

de Lyapunov et le générateur infinitésimal qui lui est associé.

Dans une deuxiéme partie, I’étude de V'existence d’une trajectoire unique du sys-
téme étudié est considérée. Dans ce sens, nous avons montré qu’un tel systéme
présente des impulsions dans 1’évolution de sa trajectoire, dues soit & des condi-
tions initiales non admissibles, soit & des lois de commande qui ne sont pas continues

et dérivables par morceaux.

En outre nous avons constaté que le phénoméne des discontinuités aux moments
des sauts, des composantes continues de ce type de systéme, ajoute un niveau de
difficulté supplémentaire lors de 'analyse de la stabilité stochastique de ce type
de systéme. Difficulté que nous sommes parvenues i surmonter en supposant que
lamplitude des discontinuités est finie. Ainsi, nous avons proposé une condition
suffisante de stabilité stochastique asymptotique en moyenne quadratique, qui per-
met de vérifier qu’un SSSMD est stochastiquement admissible. Le résultat proposé
est exprimé sous forme de LMIs, ainsi il peut étre facilement implanté & l'aide
d’outils numériques largement répandus sur le marché, notamment Matlab, Scilab,
Sédumi et Yalmip. Entre autre, ce résultat sera a la base de la synthése des dif-

férents types de lois de commande qui feront ’objet du chapitre suivant.
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CHAPITRE 3

STABILISATION STOCHASTIQUE

3.1 Introduction

La conception d'un systéme de commande s’applique aux systémes qui sont par
construction instables ou dont les performances ne sont pas acceptables. D’un
point de vue pratique, le probléme lié 4 la stabilisation consiste 8 déterminer la loi
de commande qui force la dynamique du systéme étudié en boucle fermée a étre

stable et & garantir les performances souhaitées concernant le design.

Différentes architectures de commande peuvent étre envisagées, et 'utilisation de
chacune de ces architectures dépend principalement de ’accés aux variables d’état
continues qui peut étre total, ou partiel pour le retour (bouclage) et selon qu’on
est intéressé a rejeter les effets des perturbations externes qui peuvent affecter le

fonctionnement du systéme, ou éviter la saturation de la commande.

Ce chapitre traite le probléme de stabilisation stochastique d’un SSSMD. Il est com-
posé de trois parties: la premiére partie est consacrée & I’étude de la stabilisation
stochastique et la synthése d’une loi de commande par retour d’état qui garantit
que le SSSMD en boucle fermée est stochastiquement admissible. Cette approche
s’appuie sur 'exploitation des conditions d’admissibilité stochastique développées
dans le chapitre précédent. Le résultat obtenu est exprimé sous forme de LMIs avec
contraintes. Les deuxiéme et troisiéme parties seront dédiées aux problémes de la
commande H,, et au probléme de la commande avec saturation d'un SSSMD. La

synthése de telles lois de commande assurent non seulement 1’admissibilité stochas-
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tique de celui-ci, mais en plus, conférent certains niveaux de performance pour
le systéme en boucle fermée, en termes de rejet des perturbations externes et de
non violation des contraintes d’amplitudes sur la commande. Tous les résultats

proposés seront exprimés sous forme de LMIs avec contraintes.

Tout d’abord commencons par I’étude de la stabilisation du systéme étudié par un

retour d’état, ceci fera 'objet de la section suivante.

3.2 Commande stochastique par retour d’état

Pour étudier ce probléme de commande stochastique pour un SSSMD, nous allons
dans un premier temps définir la notion de stabilisabilité stochastique pour ce type

de systéme, comme suit :

Définition 3.2.1 Le systéeme (2.1) nominal, avec la commande u(t) non saturée
et w(t) = 0, est stochastiquement stabilisable, si pour toutes conditions initiales xg

et ro, et pour tout mode r(t) =1, il existe une loi de commande linéaire :

u(t) = K(r(t))z(t) (3.1)

telle que le systéme bouclé est stochastiquement admissible, avec K(i) est le gain a

déterminer.

Ensuite, dans tout ce qui suit, nous allons supposer que:

H1 Le systéme (2.8) nominal est stochastiquement stabilisable.
H2 Le mode 7(t) est mesurable.

H3 Le vecteur d’état z(¢) du systéme est parfaitement mesurable.
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En outre, nous allons faire appel au lemme suivant pour majorer les parties incon-

nues des incertitudes :

Lemme 3.2.1 (Cao et al., 2000) Soient E, F et G trois matrices réelles de dimen-
sions appropriées, alors pour tout scalaire € > 0 et pour toute matrice F' vérifiant

FTF < I, on a l inégalité suivante : EFG + GTFTET < eEET +e7'GTG.

Notre objectif est de concevoir une loi de commande par retour d’état qui garantie
que le systéme en boucle fermé soit stochastiquement admissible. Le Théoréme

suivant résume ce résultat :

Théoréme 3.2.1 S’ existe un ensemble de matrices non singuliéres
P=(PQ),...,P(N)), X = (X(1),...,X(N)), un ensemble de matrices symétriques
définies-positives Vp = (Vp(1),...,Vp(N)) et Zp = (Zp(1),...,Zp(N)), et un en-
semble de scalaires positifs € = (e(11),...,e(1N)), tel que les inégalités matricielles

sutvantes :

@) XT(E) ST
)

X)) —Zp() 0 <0 (3.2)
| S(@) 0 —Z (4)
Vel WO (3.3)
WT(i) 2()
avec !
G = X'TGATE) +AGOXE) +YT(@)BTE) + BEY(E) +mu X ()ET (1), (3.4)

W(i) = [RT(1)ET(A)P()R(1),...,RT(ii -~ )ET (i — 1)P(i — )R(@i — 1), (3.5)
R'(ii+1)ET (i +1)P(i + 1)R(# +1),...,RTGN)ET (N)P(N)R(iN)],
(3.

P(i) = diag[e ' G@DL,...,e7 (@ — DLe (@ + 1)L, .., e (iN)I] 3.6)
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SG) = %[leT(z'),...,mi_lXT(i),miHXT(i),...,mNXT(i)], (3.7)

(i) = diagleG,... (i — 1), e(@ + 1)L,...,e(aN)I]. (3.8)

sont vérifiées pour tout mode © € S, sous les contraintes d’égalité :

ET(@)PGE) = PTEE(®) >0, (3.9)
PHX() = 1, (3.10)
Vp()Zp(i) = 1, (3.11)

alors le systéme considéré en boucle fermée est stochastiquement admissible sous la loi de

commande (8.1), dont le gain est donné pour tout i € S, par :

K@ =Y@H)X ). (3.12)

Preuve : Pour cela, considérons le systéme (2.8) bouclé, sans incertitudes. D’aprés
le Théoréme 2.6.1, ce systéme sera stochastiquement admissible si en plus de la con-

trainte égalité (3.9), celui-ci vérifie 'ensemble des inégalités matricielles suivantes:
AT(@)P(i) + PT())A(E) + PT(§)B()K(5) + KT (i)B' (i) P(4)

+ Y mR(if)ET () P(j)R(ij) < 0 (3.13)

1,5=1

Remarque 3.2.1 Il est & remarquer que l’inégalité (3.13) est non linéaire, et
ceci est di au produit entre les variables de décision, a savoir la matrice P(i)
et la matrice gain K(i),i € S. Toutefois, pour formuler ce probléme en un
probléme d’optimisation, on peut multiplier & gauche et & droite l’inégalité ci-
dessus, par P~T(i) et P71(i) respectivement, et en posant X (i) = P~1(i) et procé-
dant au changement de variable Y (i) = K(4)X (i), on peut linéariser les dif-

férents termes de cette inégalité, sauf le terme sous la sommation qui devient non
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linéaire, en plus la singularité du terme ET(5)P(j) rend impossible toute tentative
de linéarisation par utilisation du complément de Schur (voire anneze I, lemme
1.2.1), habituellement utilisé dans de telles situations. Pour résoudre ce dernier
probléeme, (Boukas, 2005) et (Boukas et Xu, 2005d) ont introduit la contrainte
suivante ET(§)P(5) > e(if)PT(j)P(5), Cependant, cette contrainte reste trés re-
strictive dans la mesure ot elle engendre par multiplication & gauche et a droite, par
PT(i) et P7Y(4), Uinégalité X (§)ET(5) > e(ij)1, ce qui peut créer des problémes

numériquement.

Pour éviter cela, transformons tout d’abord le terme Z;\le mi; R (i) BT (5)P(j) R(i5)

par le biais du lemme suivant :

Lemme 3.2.2 o I existe un ensemble de scalaires positifs {e(ij),j = 1,7 #
i, € S} tel que l'inégalité suivante est vérifiée :
N N

> wRT(i)ET G)PG)R() < D %ﬂ%_l(zj)]l (3.14)

J=1,5#i J=Lj#
N
+ S )[R ET()PGRG] T [RTG)ET(G)PG)RG))
J=1j57A
o Pour tout modet € S, supposons qu’il existe un ensemble de matrices symétriques
définies-positives Vp(i), tel que :
al T
Y e [RTEETGPGR)] [RT(i)ET()PG)R(if)] < Ve(i)(3.15)
=1

alors l'inégalité ci-dessus peut étre transformée en la LMI (8.3) du Théoréme

3.2.1.

Remarque 3.2.2 Ce lemme sera intensivement utilisé tout au long de cette thése,
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pour transformer le terme sous la sommation, contenant la matrice qui refléte les

discontinuités de ’état continu du systéme.

Preuve : L’inégalité (3.14) peut étre obtenue par application directe du Lemme
3.2.1 sur la majoration des incertitudes, alors que la LMI (3.3) peut étre déduite

de l'inégalité (3.15) en lui appliquant le complément de Schur.

En prenant en considération le lemme cité ci-dessus, Iinégalité (3.13) devient :

AT P@E) + PT()AG) + PT(0)B(O)K (%) + KT (1)BT(4)P(i) + m; ET (1) P(¢)
N

NACESY iﬂfjs"l(ij)<0. (3.16)

j=1 ki

D’autre part, en multipliant & droite et a4 gauche I'inégalité (3.16) par P~T(i) et

P~1(4) respectivement, on obtient :

T()K T (1)B" (4)

P~
P TWETE) + POV P + Y gmgP (0 P imy <0,

J=1,j7#1

P=T(0)AT (i) + AQ) P (@) + B@K ()P (1) +

Appliquons maintenant les changements de variables X (i) = P71(i), et Y (i) =
K (i) X (i), V'inégalité précédente devient :

XT(@)AT(@) + A@)X(E) + YT ()BT (@) + B@)Y (i) + 7 X T(0)ET(4)
FXTEOVROXE) + Y zll-vrinT(i)e"l(z’j)X(i)vr(z’j) <0. (3.17)

=1,

Au terme de cet inégalité, si on définit les matrices S(@) et Z(7) par (3.7) et (3.8), et

on pose Zp (i) = Vp(i), 1 € S, ot Z(4) est une matrice symétrique définie-positive,
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on en déduit la LMI suivante :

XT@EATG@) + AG)XE) + YT ()BT (i) + BE)Y (4) + 7 X T ())ET (4)

N
+XTDZp X @)+ Y. STEH)Z(1)SE) <0 (3.18)

j=1,5

Et finalement, en appliquant le complément de Schur a (3.18), on obtient la con-

dition (3.2) du Théoréme 3.2.1. Ceci compléte la démonstration de celui-ci.

Remarque 3.2.3 Il est évident que les conditions du Théoréme 8.2.1 sont toujours

non linéaires pour deuz raisons :

1. les relations (3.2) et (3.8) sont deux LMIs couplées (la solution de l'une doit
étre linverse de lautre pour satisfaire les contraintes bilinéaires (8.10) et

(8.11).

2. la présence des termes e 1(ij)L, i,j € S, dans la relation (5.6).

Ainsi, pour transformer le probléme initial en un probléme d’optimisation convexe,
tout d’abord, supposons qu’il existe un ensemble de scalaires positifs 5(i7) tel que

B(ij) = 71(2j), il s’ensuit que la contrainte bilinéaire :

e(if)B(ij)l =1 (3.19)

doit également étre prise dans la résolution numérique du probléme. Pour cela,

faisons recours au lemme suivant :

Lemme 3.2.3 Les contraintes bilinéaires (3.10), (8.11) et (8.19) peuvent étre

écrites sous leurs formes équivalentes & laide des inégalités suivantes :
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Tr(P()X (%)) =n,Tr(Ve(1)Zp(2)) = n, Tr(B8(ij)e(ij)I) = n, (3.20)
O B GO B C ) I 0(3.21)
I XG) | | 1 Zp() | I e(if)l |

Remarque 3.2.4 Conjointement au lemme 3.2.8, le lemme cité ci-dessus, sera
utilisé tout au long de cette theése pour transformer les contraintes bilinéaires (3.10),

(8.11) et (8.19) en LMIs.

Preuve : La démonstration de ce lemme est une application directe du complément
de Schur, et du formalisme de (El Ghaoui et al., 1997), qui permet d’approcher

une contrainte égalité par une LMI avec contrainte (voir annexe I, eq. 1.3).

Ainsi, en tenant compte de ceci, le probléme initial peut étre transformé en un

probléme de complémentarité sur le céne comme il est énoncé dans ce Théoréme :

Théoreme 3.2.2 S’ existe un ensemble de matrices symétriques définies-positives
P=(P(1),...,P(N)), X =(X(1),...,X(N)), Vp = (Vp(1),...,Ve(N)) et Zp =
(Zp(1),...,Zp(N)), et un ensemble de scalaires positifs € = (e(il),...,e(iN)), et
B =(B(:1),...,B(iN)) qui satisfont au probléme suivant :

min Z Tr[P(i)X (i) + Vp(3) Zp(3) + B(if)e(i5)]] (3.22)
sujet auz LMIs (3.2), (3.21) et :

Ve(i) W()
W) 93)

>0

— i

(3.23)

avec : 9 (i) = diag [/Bil]L ooy Bl Byl ,ﬁiN]I], sous la contrainte (8.9), alors
le systeme en boucle fermée est stochastiquement admissible, sous la loi de com-

mande dont le gain est donné par (3.12).
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La solution du Théoréme 3.2.2 peut étre trouvée en utilisant I’algorithme du gra-

dient conditionnel proposé par (Leibfritz, 2001) (voir annexe V).

Celui-ci est basé sur 'approximation linéaire de la fonction objectif (3.22) par :

swv SN Tr[PP(3) X (i) + P(6) XP (i) + VE(i) Zp (i) + Vp (4) Z5 (1) + B (i5)e (i) + B(ig )eP (3)I],
ou PP(1), XP(3), VE(i) Zp(1), BP(ij) et €P(ij) sont des solutions particuliéres des
LMIs (3.2), (3.21) et (3.23) : il s’agit de minimiser cette trace en différents points
réalisables, ceci va engendrer une suite décroissante minorée par 2Nn si ce minorant

est atteint, alors le minimum global est atteint.

Exemple 3.2.1 Considérons un SSSMD composé de trois modes avec les données

numeriques suivantes :

2 1 1 100
A= 1|1 -1 0 |,BEQ=E2=EG =01 0],
1 2 -3 000
10 1] 4011 01 0 05
A1) = o -1 1 |,B)=|0 3 1|,R=]02 03 o0 |,
0 -1 -1 | 0 01 02 0 1
(1 0 1] (20 1]
A2) = |0 -1 -1 |,B@2)=]0 1 0 |,R(2)=R(),
0 1 -2 | 101
(1 0 3] (30 1]
AB) = o0 -1 1 [,B@)=]0 1 0|,RE8) =R(Q).
[0 -1 -2 | 10 1|
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En résolvant les LMIs avec contraintes du Théoréme (3.2.2), on obtient :

5.5639 —0.0156 0.0000 5.5620 —0.0155 0.0000
P(1) = | -0.0156 5.9649 0.0000 |,P(2)=| —0.0155 5.9632 0.0000 |,
| 0.0000  0.0000 11.1132 | | 0.0000  0.0000 11.1087
[ 5.6657 —0.0221 0.0000 | [ 0.1797 0.0005 0.0000
P(3) = | —0.0221 6.0786 0.0000 |,X(1)= | 0.0005 0.1676 0.0000 |,
L 0.0000  0.0000 11.1243 | | 0.0000 0.0000 0.0900
[ 0.1798  0.0005 0.0000 0.1765 0.0006 0.0000
X(2) = 0.0005 0.1677 0.0000 |,X(3)= | 0.0006 0.1645 0.0000 |,
| —0.0000 0.0000 0.0900 0.0000 0.0000 0.0899
[ _0.2679 0.0063 0.2021 | ~0.1820 —0.0290 0.0002
Y(1) = 1.5043 —0.9288 04312 |,Y(2)=| 0.0671 —0.8687 0.0068 |,
| 03157 1.2129 —0.1309 | 0.3247  0.24540 0.5886
[ 03021 0.0150 —0.4863 |
Y(3) = | —0.0676 —0.2573 —1.4679 |,B(1) =0.8966, 3(2) = 0.8306, 5(3) = 0.8841,
1.3678 —2.6789 0.3205
a(l) = 1.1153,a(2) = 1.204, (3) = 1.1311.

avec les gains suivants :

-

—1.4907 0.0418  2.2460 ~1.0118 —0.1701 0.0022
K1) = 8.3843 —5.5637 4.7920 |,K(2)=| 03867 —5.1813 0.0755 |,
17376 7.2299 —1.4545 1.8022  1.4583 6.5386

1.7113 0.0900  —5.4097
K@3) = —-0.3773 —1.5625 —16.3204
7.8087 —16.3142  3.5653

L
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Processus de Markov

variable d'état I_

- ] H 1 1 A L [ 1=

1.5 2 25 3 35 4 45 5
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OF7 1=
o
3 i
0 05

—_

Figure 3.1 Stabilisation par retour d’état d’'un SSSMD

Comme il apparait sur les figures 3.1 et 3.2, qui représentent 1’évolution des vari-
ables d’état et de la commande, les trajectoires de celles-ci convergent vers zéro
quand ¢ tend vers l'infini. Par conséquent, le systéme en boucle fermée, et stochas-

tiquement admissible.

Il est intéressant de noter que P’approche développée dans cette partie, peut étre
appliquée & un SSSMD pour synthétiser une loi de commande par retour d’état,
assurant au systéme en boucle fermée, admissibilité stochastique et conjointement,

un rejet des perturbations externes. Ceci fera I'objet de la section suivante.
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Processus de Markov
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Figure 3.2 Evolution de la loi de commande par retour d’état d’un SSSMD
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3.3 Commande stochastique H,

3.3.1 Position du probléme

En général, lorsqu’un systéme est soumis a des perturbations externes w(t), le régu-
lateur linéaire quadratique gaussien (LQG) est un bon candidat pour garantir la
stabilifcé de celui-ci et de rejeter les effets de ces perturbations qui peuvent dégrader
ces performances. Cependant, celles-ci doivent étre gaussiennes: c’est-a-dire avec
une moyenne nulle et une variance constante (Doyle et al., 1978). Toutefois, ces
propriétés statistiques sont difficiles & satisfaire en pratique. Une alternative a cette

limitation est I’emploi de 'optimisation par la norme H.

Le probléme de la commande H,, est un probléme de rejet des perturbations. Il
consiste & minimiser le gain maximal de la fonction de transfert en boucle fermée des
signaux exogénes w(t) (perturbations, consignes, bruits, etc.) mesurée en norme
2,[0,T) (vérifiant la relation (2.2)), sur les sorties 4 commander z(t) (Boukas,
2005), c’est-a -dire :
2(t)l2, [0, T

G w — su H ¥ ¥

” z “oo p||w(t)||2,[0,T]#O“w(t)HQ, [O,T]
ou G, est la fonction de transfert entre la sortie z(¢) et la perturbation externe
w(t). Par gain maximal, on entend, la plus grande amplification des entrées vers
les sorties sur 'ensemble des fréquences. La norme H,, revient donc a considérer

le pire cas, puisqu’il s’agit d’'une recherche du minimum d’un maximum.

Dans le cadre de notre étude, étant donnée la représentation du SSSMD (2.1) sans
incertitudes et saturation sur la commande, nous allons rechercher une structure

de commande qui assure pour le systéme bouclé les spécifications suivantes:
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o 'admissibilité stochastique,

e un gain %(7y, M(xo, o)) "faible” entre I'entrée de perturbation et la sortie
a commander, c¢’est-a-dire: pour deux scalaires M (xg, 7o), avec M(0,ry) =
0,Vro € S et v strictement positif donnés et pour tout temps positif T,

I'inégalité suivante est satisfaite :

122 = E[ / T () 2()dtao, o] < Iw®)E + M(zo,ro).  (3:24)

Remarque 3.3.1 Pour alléger la lecture de ce paragraphe, nous allons remplacer
Vezpression ( SSSMD (2.1) sans incertitudes et saturation sur la commande) par

( SSSMD (2.1)).

Pour réaliser 'objectif cité ci-dessus, commencons d’abord par introduire les défi-
nitions suivantes qui seront utilisées par la suite, vu leur réle clé dans I’élaboration

de nos résultats :

Définition 3.3.1 Etant donné un scalaire strictement positif v. Pour tout t > 0,
le SSSDM (2.1) avec u(t) = 0, est dit stochastiquement stable en moyenne quadra-
tique, avec un niveau de rejet des perturbations égal & vy, s’il est stochastiquement

stable en moyenne quadratique, et vérifie la relation (3.24).

Définition 3.3.2 Etant donné un scalaire strictement positif v. Pour tout t >
0, le le SSSDM (2.1), sans incertitudes et saturation sur la commande, est dit
stochastiquement stabilisable en moyenne quadratique avec un niveau de rejet des
perturbations égal a v, si pour toutes conditions initiales xo et ro, et pour tout mode
r(t) € 8, il existe une loi de commande linéaire par retour d’état donnée par (3.1),

telle que le systeme en boucle fermée est stochastiquement admaissible, entre autre,
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il satisfait :
Joo = ]E[/OOO(ZT(t)z(t) - fysz(t)w(t))dt} < 00 (3.25)

Remarque 3.3.2 Ces définitions restent valables méme lorsque les incertitudes du

systeme (2.1) sont non nulles.

Pour mener & bien notre étude, nous allons supposer que :

H4 les hypothéses H2 et H3 citées & la section 3.2, sont satisfaites,

H5 le systéme (2.1) est stochastiquement stabilisable avec un niveau de rejet des

perturbations v,

H6 les perturbations externes w(t) sont a énergie finie.

3.3.2 Analyse

Le théoréme suivant donne les conditions & satisfaire pour assurer ’admissibilité
stochastique avec un certain niveau de rejet de perturbations v > 0, du SSSMD

(2.1) avec (u(t) = 0).

Théoréme 3.3.1 Etant donné un scalaire strictement positif v. 8%l existe un
ensemble de matrices non singulieres P = (P(1),..., P(N)) tel que la LMI suivante

est vérifie pour tout 1 € S :

w | e
Oi) = - HP0B) <0 (3.26)
WG By ) - g1
| | +BI6)P() _
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ou -
N
Jo(i) = AT () P(i) + PT (1) A(i) + CJ (i)C.(i) + Z miy R (i5)ET (i) P()R(if) (3.27)
sous la contrainte :
ET()P(i) = PT(G)E®G) > 0, (3.28)

alors pour tout t > 0, le systéme (2.1) avec u(t) = 0, est SA, et satisfait I’inégalité
(3.24).

Preuve : On remarque d’abord d’aprés (3.26) que Jo(i) < 0, et comme C (4)C, (1) >

0, cela signifie que I'inégalité suivante reste vérifiée :

N
AT(@)P(i)+ PT()AG) + > _ m;RT (i) ET (5)P(4)R(i5) < 0 (3.29)
j=1
ceci implique d’aprés le Théoréme 2.6.1 que le systéme (2.1) est stochastiquement

admissible.

Pour montrer que l'inégalité (3.24) est satisfaite, il faudrait minimiser de fagon
optimale le critére (3.25). Pour cela, il suffit d’é¢tablir que Ji vérifie I'inégalité

suivante :
Joo < V(xo,m0) = QJE)FET(T'O)P(TO)JCO (3.30)

En considérant la fonction de Lyapunov (2.11), 'expression du générateur infinitési-

mal LV (z(¢),2),7 € S, sera donnée dans ce cas par:

LV((®),9) = o7 (O[ATOPE) +PTOAWD + Y mR ()EG)PU)R(I) a0

42T (1) PT () Bou()w(t) +w' (£)BL (1) P(i)x(t).
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Et en faisant appel a la formule de Dynkin donnée par le lemme (2.6.2), pour tout

t € [Tk, Tka1), k = 0,1,2, ..., I'inégalité suivante est vérifiée :

E[V(x(t),9)] —E[V(z(n),i)] = E [/ LV (z(s),i(s))ds|(z(m),ik)| . (3.31)

Tk

D’un autre c6té, remarquons que :

2T (1)2(t) — YT (Hw(t)
= [C.()2(t) + B.(i)w(t)] ' [C:()z(®) + B.(w(t)] — v*w" (H)u(?)
= ' (t)C] (1)C.(1)a(t) + 2" (t)C; (1) B:(d)w(?)
+ w (OB ()C.(3)a(t) +w' (t) B (1) B.(w(t) — vw (Hw(t).  (3.32)

En combinant ceci avec I'expression de LV (z(¢),r(t)),r(t) € S, on obtient alors :
2T (1)2(t) = Y*wT (Hw(t) + LV (2(8), (1)) = n" (1)O(r())n(?) (3.33)

avec n' (t) = [ ' (t),wT(t) ] et J,(7) est donnée par (3.27).

Il est & remarquer que si on considére P'expression du critére J.,, donnée par (3.25)
sur un intervalle |74, 7k41),k = 0,1,2, ..., et qu’'on ajoute et on retranche le terme

E [f:k LV(x(s),z’(s))ds](m(Tk),ik)], a l'inégalité (3.32), on aura :

Jr = E[ / (27 (1)2(t) — Y2w T (w(t) + LV (2(t), r(t))]dt

k

— E[/t LV (z(t),r(t))]dt (3.34)

Tk

Par un raisonnement analogue a celui utilisé pour montrer I’admissibilité stochas-

tique d'un SSSMD dans le chapitre précédent, moyennant le Lemme 2.6.1, on peut
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montrer que pour tout ¢ > 0, on a I’égalité suivante :
T
E [/ LV (z(t), r(t)dt|(zo,m0)| = E[V(2(T),r(T))] — V(xo,70) (3.35)
0
Ainsi, en combinant les relations (3.33), (3.34) et (3.35), on obtient :
T
I =E[[ 70O O] - EV (D), (TN + Vi) (339
0

Puisque O(i) < 0 (voir équation 3.26), l'expression (3.36) implique que pour tout
t >0, Jp < V(xzg,19). Par conséquent on aboutit a I'inégalité (3.24). Le Théoréme

3.3.1 est ainsi démontré.

Exemple 3.3.1 Pour illustrer ce résultat, considérons un systéme SSSMD soumis
a des perturbations externes, composé de trois modes instables avec les données

numériques suivantes :

-2 1 1 100 1 0 1
A = 1 -1 0 |,EW=]01 0|, A)=|0 -1 1 |,
1 2 -3 000 0 -1 -1
3 0.3 1 01
B(l) = B,()=|1|,Bu()=1}01 |,Cc()=|1 0 2|,
0 0 1 0 2
(1 0 1 1 0.1
A2) = |0 -1 -1 |,B@2)=B.(2)=| 2 |,Bu(2)=| 02 |,
(0 1 -2 1 0.2
(111 1 1 01 0 01
C.2) = o 10|, D2=|0]|DM)=}|1|,R=| 0 03 0 |,
(0 0 1 1 0 0 0 01
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2 0 3 1 0.1
AB) = |1 0 1|,B@)=B:03)=]|0|,Bu@) =] 0 |,
0 -1 2 1 0.1
10 0 1 0.1 02 0.5
C.3) = |o10l,D.3=|1|,RB=|02 03 0 |,R2) =RQ).
001 1 05 0 0.3

Les LMIs a résoudre sont celles du Théoréme 8.3.1, elles sont réalisables et aboutis-

sent aux résultats suivants :

0.5376 0.1817 0.0000 | 07047 0.3824 0.0000
P) = | 01817 05253 0.0000 |,P(2)= | 0.3824 0.6743 0.0000 | ,
0.7960 0.3731 0.6181 0.5100 0.3878 0.4194

[ 0.5396 0.1728 0.0000 |
P(3) = | 0.1728 0.4451 0.0000 |,y =0.3.
| 1.3824 05071 0.6089

Un exemple de simulation de ’évolution du SSSMD soumis & des perturbations
externes est illustré par la figure 3.3 qui montre que celles-ci convergent vers zéro
quand ? tend vers l'infini. Ainsi, d’aprés le Théoréme 3.3.1, nous pouvons conclure
que le systéme est stochastiquement admissible avec une norme H, inférieure a

v =0.3.
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Figure 3.3 Evolution du mode et des variables d’état d’un SSSMD avec perturba-
tions externes
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3.3.3 Synthése H,, d’un contréleur par retour d’état

Pour synthétiser la loi de commande qui assure l'admissibilité stochastique du
SSSMD (2.1), nous allons remplager celle-ci par son expression dans (2.1), on ob-

tient alors les relations suivantes :

E(r(1))a(t) = A(r(t)a(t) + Bu(r(t))w(t),

Q 2(t) = C.(r()z(t) + B.(r(t))w(t); (3.37)

z(1) = R(i7)x(r7),t = 7,2(0) = zq,7(0) = 1.

\

avec : A1) = A@3) + BG)K () et Co(3) = C, (i) + D,(i)K(s) quand r(¢) = i.

D’aprés le Théoréme 3.3.1, le systéme en boucle fermée (3.37) est stochastique-
ment stable avec un rejet des perturbations v > 0, s’ils existent un ensemble
de matrices non singuliéres P = (P(1),...,P(N)), et un ensemble de matrices
K =(K(1),...,K(N)) tel que I’ensemble des inégalités couplées suivant est vérifié

pour tout i € S :

T

N Jo(1) C, ()B.(i) + PT(i)By(3) -0 (3.36)
B[ (i)C.(i) + By, (i) P(4) B] (i)B.(i) — 1
J,(8) = AT()PG) + PT(0)AG) + C. (5)CL() + > m R (i) ET (3)P(j) R(i)

Jj=1

sous la contrainte (3.28), en outre, le systéme (3.37) satisfait 'in¢galité (3.24).
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Remarquons que l'inégalité (3.38) peut étre écrite sous la forme suivante:

Jo(3) G, (i)B.(i) + T(z) Bu(i) | _
| BJ()C.()) + BJ()P(i)  BJ(i)B.(i) -
h6 o PTOBG) || E6 ]
| BI()PG) 1 B (i) ’
ot Ji(i) = AT()P(s) + PT()A(i) + i, 7y RT (i) ET (6) P(j) R(i3).

Ainsi, en prenant en considération ceci et en utilisant le complément de Schur,

'inégalité (3.38) devient :

TGy PT(@)B.G) C. (i)

BI(i)P(i) -1  BI() | <0 (3.39)

Notons que J;(i) n’est autre que la condition suffisante (3.13), que doit satisfaire
un SSSMD avec w(t) = 0 pour étre stochastiquement admissible, et que nous avons
traité dans la section 3.2. Par conséquent en tenant compte de la série de manip-
ulations faites sur celle-ci, suite a 'application du lemme 3.2.2, puis en gardant
les mémes notations que définies précédemment, I'inégalité (3.39) se raméne aux

inégalités (3.3) et :

Jo (1) PT(i)B,(i) C, (i)
BI)PG) - BIG) | <0 (3.40)
C.(7) B.(3) —I

avec : fg(i) = AVT(i)P(i)+PT(i)Z(i)+7T¢iET(i)P(i)+VP( )+Z] 1#@% mheH(j)L

En exploitant ’égalité (3.9), et en multipliant & droite et & gauche I'inégalité (3.40)
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par diag(X " (:),1,1) et diag(X(4),[,1), avec X (i) = P~1(:), I'inégalité (3.40) de-

vient :
Tx(@)  BuG) XTG)C. ()
BlG) -1 BI() <0
C.()X () B.() -1

ou

—

Jx(0) = XTG)AT () + A@)X () + mu X T (D) ET (4)

N
+ 3 X X (ms + XTOVGEX ()

(3.41)

En remplacant les matrices Z(z) et 6’:(1) par leurs expressions, ensuite, en procé-

dant aux changements de variables, Y (i) = K(4)X (i) et Vp(i)

Z5'(3) et en

appliquant le complément de Schur & l'inégalité (3.41), celle-ci devient :

‘ X)) T .
o) Bu(i YTEDT () @ 5@
B, (i) —7’l B; (3) 0 0
[ C.()X () \ y N
+D.(1)Y (0)
X () 0 0 AT
| ST() 0 0 0 -Z()

ou TI(7), S(7) et Z (i) sont données par (3.4), (3.7) et (3.8).

<0 (3.42)

Finalement en utilisant le Lemme 3.2.3 pour linéariser les contraintes bilinéaires

non convexes (3.10), (3.11) et (3.19), on aboutit alors au corollaire suivant :

Corollaire 3.3.1 Soit v, un scalaire strictement positif. S’il eriste un ensem-
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ble de matrices symétriques et définies-positives P = (P(1),...,P(N)), X =
(X(),...,X(N)), Zp = (Zp(1),...,Zp(N)), et Vp = (Vp(1),...,Vp(N)), une
matrice Y = (Y(1),...,Y(N)) et un ensemble de scalaires positifs

B = (B(i1),...,B(N)) et e = (e(il),...,e(iN)), tels que le probléme suivant est

satisfait pour tout 1 € S :
min ZTT [P(&)X () + Zp(5)Ve(5) + B(i7)e(35)] (3.43)

suget auz LMIs (3.42), (3.23) et (3.21), sous la contrainte égalité (3.28), alors le
systeme (8.87) est SA sous la loi de commande (8.1) dont le gain est donné par

(8.12), en outre sa norme Hy, est inférieure ¢ v > 0.

Exemple 3.3.2 Pour illustrer ce résultat, considérons les données numérigues de
Uexemple précédent 3.3.1. Dans ce cas, les LMIs a résoudre sont celles du Théoréme

38.8.1, elles sont réalisables et aboutissent aux résultats suivants :

0.2186 —0.1074 0.0000 1.3241 —0.1571 0.0000
P(1) = | —0.1074 0.1525 0.0000 |,P(2)=| —0.1571 0.0597 0.0000 |,
| 0.0000  0.0000 0.0221 0.0000  0.0000 0.0040
[ 13183 —0.1736 —0.0000 6.9949 4.9262  0.0000
P(3) = | —0.1736 0.0796 0.0000 |,X(1)= | 4.9262 10.0267 0.0000 |,
| —0.0000 0.0000  0.0096 0.0000 0.0000 45.2489
[ 1.0981 2.8895 0.0000 1.0642 2.3209  0.0000
X(2) = | 2.8895 24.3542 0.0000 |,X(3)=| 2.3209 17.6244 0.0000 |,
| 0.0000 0.0000 250 0.0000 0.0000 104.1667
[ 1.0106  0.0370 —0.0070 1.0986  0.0810 —0.0408
V() = 0.0370  1.0653 —0.0111 |,V(2)=| 00810 1.0732 -0.0584 |,
| —0.0070 —0.0111  0.9559 —0.0408 —0.0584  0.9920
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1.0800  0.0342 —0.0375 0.9908 —0.0343 0.0069
V(@i3) = 0.0342  0.9636 —0.0374 | ,Zp(1) = | —0.0343 0.9400 0.0107 |,
| —0.0375 —0.0374  1.0070 0.0069  0.0107 1.0463
[ 0.9165 —0.0673 0.0338 0.9281 —0.0317 0.0334
Zp(2) = | —0.0673 0.9398 0.0526 |,Zp(3)= | —0.0317 1.0403 0.0374 |,
| 00338 0.0526 1.0126 0.0334  0.0374 0.9957

e(1)
B(1) = 1.0758,~ = 1.6578.

fl

0.9296, £(2) = 1.0045,£(3) = 0.9179, B(3) = 1.0894, 5(2) = 0.9956,

Il est important de remarquer que pour tout i € S, les contraintes (8.10), (8.11)

et (8.19) sont vérifies. Les gains des lois de commandes sont donnés par :

K(1) = [_1.0804 0.0379 —1.2062],1((2):[—4.8128 0.4118 —0.1475 |,
K(3) = | 71479 2.2100 —0.5084 |

L’évolution du mode, des variables d’état, et de la commande du systéme en boucle
fermée avec les gains trouvés, est illustrée par la figure 3.4. D’aprés celle-ci, on
constate que leurs trajectoires convergent vers zéro quand ¢ tend vers l'infini. Ceci
montre que la synthése de la loi de commande moyennant ’approche proposée
garantie que le SSSMD soumis & des perturbations externes bornées en norme .%,

est bien stochastiquement admissible avec le rejet des perturbations recherché.

Dans ce qui suit, il sera supposé que le SSSMD (2.1) n’est pas soumis a des pertur-
bations externes (w(t) = 0) mais que ses entrées de commandes sont bornées. Dans
ce cas, il sera alors déterminé une loi de commande permettant de garantir que le
systéme en boucle fermée soit stochastiquement admissible et que les contraintes

sur la commande soient toujours vérifiées. Cela sera traité dans la section suivante.
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Figure 3.4 Stabilisation par la commande H, d’un SSSMD avec perturbations
externes: évolution du mode, des variables d’état et de la commande
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3.4 Commande stochastique avec saturation

3.4.1 Formulation du probléme

Le probléme de saturation de la commande et des états est un probléme omniprésent
dans plusieurs systémes de commande, et la conception et I’application des lois de
commande qui ne prennent pas en compte la possibilité de saturation, peuvent
étre source de dégradation des performances, par ailleurs le systéme en boucle fer-
mée peut présenter des points d’équilibre parasites et des cycles limites ou méme
devenir instable & cause de la caractéristique non-linéaire de la saturation (Tar-
bouriech et Castelan, 1999). Si on suppose que cette saturation n’existe pas, et
que la loi de commande est une fonction linéaire de 1’état donnée par (3.1) dans
ce cas, la stabilité stochastique du SSSMD (2.1) nominal bouclé, avec w(t) = 0,
est assurée par les conditions du Théoréme 3.2.2 qui a fait I'objet du paragraphe
3.2. Supposons maintenant que la loi de commande est soumise a des contraintes
d’amplitude données par (2.7), avec ug = K,(i)z(t), ot K,(i) est la s*™¢ ligne de
la matrice gain K () du systéme du mode i. Une telle loi de commande est appelée
dans la littérature retour d’état saturé ou retour saturant (Burgat et Tarbouriech,

1993). Elle est représentée par la courbe 3.5.

Ainsi, le systéme (2.1) avec w(t) = 0, admet un modéle localement linéaire dans la

région suivante :

LKG),T) ={zeR,ieS: |K.)z®)| < Toiys=1,...,m}.  (3.44)

Cette région est appelée région de linéarité, elle posséde la propriété suivante
: si z(0) € Z(K(1),T;), alors z(t) peut étre déterminée en utilisant les équa-
tions dynamiques d’'un SSSMD sans incertitudes et saturation, avec w(t) = 0.

Cependant, le fait d’avoir z(0) € Z(K(¢),4;), n'implique pas nécessairement que
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+ g » Usf{l')
Uy

T = Ug

Figure 3.5 Fonction de saturation

z(t) € L(K(4),T;) et ceci méme si le systéme en boucle fermée est stable. Notre
objectif est donc de trouver une loi stabilisante, telle que la norme de chaque com-
posante du vecteur d’état ne dépasse pas une certaine valeur %y, qui caractérise la
saturation possible de l’actionneur. Autrement dit garantir que pour toutes condi-
tions initiales prises dans 'ensemble Z(K (i), ), les trajectoires du systéme étudié
restent confinées dans cet ensemble, en outre, il faut assurer que cet ensemble inclut

le domaine de stabilité.

Avant d’établir ce résultat, introduisant quelques concepts qui seront utilisés tout au

long de cette partie, il s’agit du domaine d’attraction et de ’ellipsoide de Lyapunov.
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3.4.2 Préliminaires

3.4.2.1 Domaine d’attraction

En général, pour les systémes saturés, la stabilité est intimement liée au choix de
la condition initiale, on est alors amené a définir le domaine d’attraction qui donne

la région de stabilité exacte du systéme saturé :

Définition 3.4.1 L’ensemble 5 C R"™ est appelé région d’attraction de origine
en moyenne quadratique si pour toutes conditions initiales xo € € et g € S, la
solution x(t,zo,mo) du systéme saturé (2.1) avec w(t) = 0, vérifie la condition de

stabilité stochastique en moyenne quadratique, donnée par (2.9).

Cette définition peut étre considérée comme une généralisation de celle donnée dans
(Liu et al., 2006) (Définition 2.1) pour les systémes markoviens avec saturation.
En outre, d’aprés cette définition et celle sur la stabilité stochastique d’un SSSMD,
que nous avons introduit au chapitre 2 (Définition 2.2.3), nous pouvons dire que si
xo appartient au domaine d’attraction dans le sens quadratique, alors le systéme

saturé en boucle fermée est stochastiquement stable & l'origine.

3.4.2.2 Ellipsoide de Lyapunov

Analytiquement, la détermination exacte de la région d’attraction citée ci-dessus
est en général difficile, voir impossible (Khalil, 1992), (Suarez et al., 1991). Cepen-
dant, on peut déterminer des approximations de ce domaine, c’est-a-dire on peut
déterminer des régions de I’espace ou la convergence des trajectoires vers l'origine,

est garantie.



94

A la lumiére de ceci, un choix naturel de domaine de stabilité dans le cadre de

notre étude, est ’ellipsoide de Lyapunov donné par :
F(XH),E@@)={zeR": xT(t)ET(i)X‘l(i)x(t) < 1}, (3.45)

ou X (i) € R™*™ { € S, est une matrice inversible. Ainsi, si la fonction de Lyapunov
V{(z(t),3) = 2" (t)ET (1) X1 (1)x(t) pour r(t) = i € S, vérifie, pour toute trajectoire
z(t,zo,70), la condition LV (z(t),7) < 0, alors toute trajectoire initialisée dans

F (X (i), E(i)) y reste et converge vers l'origine quand t — oo.

A x[i

X,
) .

x,{t)

Figure 3.6 Schéma d’un ellipsoide de Lyapunov.

L’ellipsoide représente le domaine d’attraction qu’on peut estimer en utilisant la
fonction de Lyapunov quadratique (figure 3.6). Pour la maximisation de ce do-
maine, plusieurs approches ont été abordées dans la littérature, pour plus de détails,

voir par exemple (Gutman et Hangander, 1985) et (Boyd et al., 1994).
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3.4.3 Résultat

Aprés l'introduction de ces concepts, nous allons établir notre résultat sur la sta-
bilisation par retour d’état du SSSMD (2.1) avec w(t) = 0, en nous inspirant des
travaux de (Tarbouriech et Castelan, 1999) et (Liu et al., 2006). Ce résultat va se

baser sur 'utilisation :

e de la propriété d’invariance du domaine de stabilité du systéme étudié (un
domaine ¢ est dit invariant si zo appartient a ce domaine, ceci implique que

pour tout ¢t > 0, z(t) reste dans ce domaine),

e des conditions du Théoréme 3.2.2 qui assurent que Pellipsoide F (X (i), E(1))
est invariant, mais ne garantissent pas que la contrainte de saturation (2.7)

ne soit pas transgressée.

Ainsi, dans le cadre de la commande des SSSMD en présence de saturation, d’autres
conditions doivent étre déterminées. En effet, pour vérifier que la condition initiale
x, appartient au domaine d’attraction, il faut ajouter la condition suivante a celles

du Théoréme 3.2.2 :

] ET() X (8)z, < 1. (3.46)

Il en découle que z(t)T ET(4)X~1(i)z(t) < 1 pour tout t. Ainsi, d’une part, toutes
les trajectoires initialisées dans le domaine de stabilité de I’ellipsoide ne s’en échap-
pent pas, d’autre part, cela nous permet de borner I’état du systéme, et donc aussi

la commande, qui n’est qu'une projection linéaire de 1'état.

En utilisant le complément de Schur, I'inégalité (3.46) devient :

(3.47)
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ol H(z) est une matrice symétrique définie-positive telle que :

ET@H)X7H6) < HT(i). (3.48)

Soit L(:) = H~'(i), une matrice symétrique définie-positive, il en découle :

ET(i)P(i) < L(i). (3.49)

D’un autre coté, pour concevoir le controleur du systéme saturé, en plus de ces
conditions, il faut démontrer que |K (i)z(t)|| < s, Va(t) € N, F(X(5), E(i)),
(C’est-a-dire : ﬂf\_j__l F(X (i), E)) C L(K(i),us)), cette contrainte sera vérifiée a
tout instant si inégalité suivante est satisfaite pour tout z(t) Z0et s=1,...,m
(Cao et al., 2002; Liu et al., 2006) :

=2 OKTOK,()2(t) < 2T (HET 6 X (0)a(0).

2
18

Ainsi, en utilisant le complément de Schur, ceci est équivalent a:
ET(0)X (i) K] (i)

K()  wl (3:50)

En pré et post multipliant 'inégalité (3.50) par diag(X " (s),1) et diag(X (z),I), on
obtient :
XT@ET(i) XT()K] (1)
K,(9) X (2) Al

78

> 0. (3.51)

Et finalement, en notant Y,(i) = K,(i) X (¢) la s*™® ligne de la matrice Y (i), on a :

[ XTOETE) ¥T6) ] .

(3.52)
Y, (1) 71

Ce résultat est récapitulé dans le Théoréme suivant :
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Théoréme 3.4.1 (Raouf et Boukas, 2007a) S’il existe un ensemble de matrices
symétriques définies-positives P = (P(1),...,P(N)), X = (X(1),...,X(N)),
Ve = (Vp(1),...,Ve(N)), Zp = (Zp(1),...,Zp(N)), H = (H(1),..., H(N)) et
L = (L(1),...,L(N)), une matrice Y = (Y(1),...,Y(N)), et un ensemble de
scalaires positifs € = (e(1),...,e(N)), et 8 = (6(i1),...,B(iN)), vérifiant le prob-

leme ci-dessous pour tout i € S :
N
Py: min Y Tr (P(z’)X(i) + Vp(3)Zp(i) + HG)L() + ﬁ(ij)e(z’j))
i=1

sujet aux LMIs (8.2), (8.23), (3.21, (8.47), et (8.52), et auz contraintes (3.9) et
(8.49), alors Vensemble N\, F(X (i), E(3)) est contenu dans le domaine d’attraction

du systéme en boucle fermée, sous la loi de commande (3.12).

Remarque 3.4.1 Le Théoréme 8.4.1 fournit une condition suffisante pour que le
systeme (2.1) avec w(t) = 0, bouclée soit stochastiquement admissible. En outre,
Dapplication de la loi de commande saturée garantie la convergence vers lorigine
de toute trajectoire initialisée dans le domaine d’attraction, ce qui veut dire que la

contrainte sur la commande est toujours satisfaite.

Il est a remarquer que linégalité (8.47) est une LMI en xo, ce qui permet de
généraliser ce résultat au cas ot la condition initiale est inconnue, mais bornée.
En effet, considérons un polytope de conditions initiales contenant le point zéros et
défini par ses sommets & = Co{z}, ..., x5}, dans ce cas, la contrainte (3.47) sera

donnée par :

1 oz
? >0,f=1,..,r (3.53)

L’algorithme que nous avons utilisé pour la résolution du probléme P est ’algorithme
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V.0.1 (voir annexe V).

Remarque 3.4.2 approche de stabilisation stochastique par retour d’état, moyen-
nant la technique des LMIs et la méthode de complémentarité sur le cone, dévelop-
pée dans cette partie pour le SSSMD avec saturation sur la commande, peut étre
appliquée a un vaste choiz de classe de systémes : notamment, les systémes sin-
guliers markoviens traités dans (Boukas, 2005), les systémes a sauts Markoviens
avec et sans discontinuité sur la composante continue (Kats et Martynyuk,2002),
(Boukas, 2005), ainsi que les systémes singuliers. Par conséquent, elle peut étre
considérée comme une généralisation de la théorie de la commande avec saturation

pour les différents types de classe de systémes cités ci-haut. A

L’exemple suivant illustre ’approche proposée dans cette partie.

3.5 Exemple numérique

Considérons un SSSMD composé de deux modes au cours desquels le systéme est

instable, avec les données numériques suivantes :

- 10 0 1 0 2
—2 2
A = . . JEM=E2)=|01 0|, A)=]0 -11 0 |,
- 00 0 0 1 -4
(1 0 15 1 1
A2) = [0 -1 0 |,B)=B2)=|1|,x0=| 1 |,r0o=1,
0 1 -2 0 0.25
[ 02 04 0 02 0 0
R(1) = 0 0 01|,R2=| 0 001 |, wmi=ux=1
| 0 0 02 0 0 02




En résolvant le probléme Pq, on obtient les matrices suivantes:

Zp(].) =

0.3617 —0.0040 0.0000
—0.0040 0.4172  0.0000 |,X(2)= | 0.0003 0.1627 0.0000
| 0.0000  0.0000 0.2216

| 0.2122 0.0040 0.0000 0.2130 0.0003 0.0002
0.0040 0.2270 0.0001 |,Zp(2) = | 0.0003 0.2132 0.0001
| 0.0000 0.0001 0.2421 0.0002 0.0001 0.2193

4.1123 —0.0001 0.0000 ] 4.1105 0.0002 0.0000
—0.0001 4.1153 0.0000 |,H(2) = | 0.0002 4.1125 0.0000
0.0000  0.0000 4.1327 | 0.0000 0.0000 4.1315

47131 —0.0820 —0.0009 |
—0.0820 4.4065 —0.0013 | ,&(1) = 0.4553,£(2) = 0.5095,
—0.0009 —0.0013 4.1314

4.6958 —0.0074 —0.0036 |
—0.0074 4.6899 —0.0017 |,B(1) =0.9192, 3(2) = 1.9626.

—0.0036 —0.0017 4.5601

avec les gains :

K(1)

2.7651 0.0266 0.0000 6.4301 —0.0111 0.0000

0.0266 2.3974 0.0000 |,P(2)=| —0.0111 6.1470 0.0000
0.0000 0.0000 4.5130 0.0000  0.0000 9.1216

0.1555 0.0003 0.0000 |

0.0000 0.0000 0.1096 |

)

—5.4543 0.0183  0.0002 54722 —-0.0108 -0.0004

0.0183 5.2223 —0.0006 |,L(2) = | —0.0108 5.3908 —0.0002
| 0.0002 —0.0006 4.1321 —0.0004 —0.0002 4.1316

b

[—1.9193 0.2170 0.0000],K(2)=[—1.8007 0.0974 0.0000]

99

)
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Un exemple de simulation du SSSMD avec et sans saturation, bouclé avec la
loi de commande (3.1) dont les gains sont donnés ci-dessus, est présenté par la
figure 3.7. Celle-ci illustre les trajectoires du mode, des variables d’état et de la
commande. D’apreés ces figures, on constate que les variables d’état du systéme
convergent vers zéro quand t tend vers I'infini. On remarque aussi que la loi de
commande sature au voisinage de I’origine et que la contrainte sur la saturation est
toujours satisfaite. Il est important de noter aussi que le systéme sans contrainte
converge plus rapidement que son homologue avec contrainte, et ceci pour les trois

composantes.
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Processus de Markov
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Figure 3.7 Réponses temporelles du mode et des variables d’état du systéme bouclé
avec et sans saturation
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3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons d’abord proposé des conditions suffisantes de sta-
bilisation par retour d’état d’'un SSSMD sans perturbations externes et sans sat-
uration sur la commande. Ces conditions garantissent que le systéme étudié en
boucle fermée est stochastiquement admissible. L’étude a été menée en se basant
sur les résultats de la stabilité stochastique développée dans le chapitre précédent.
Cependant, la synthése des lois de commande moyennant ’application directe de
ces résultats, a conduit a des contraintes non convexes qui ne peuvent pas étre
résolues en utilisant les algorithmes d’optimisation convexes. Pour contourner ce
probléme et le transformer en LLMIs avec des contraintes de rang, nous avons util-
isé la technique des LMIs et de complémentarité sur le cone, et la résolution de la
formulation obtenue a été faite moyennant 'algorithme du gradient conditionnel

(V.0.1).

Ensuite, nous avons appliqué cette approche pour concevoir des lois de commandes
par retour d’état qui satisfassent des spécifications supplémentaires. Dans le cadre
de notre étude, nous nous sommes intéressées au probléme de rejet des perturba-

tions externes & énergie finie, et aux contraintes sur les entrées de commande.

Dans le premier cas, nous avons proposé tout d’abord des conditions suffisantes qui
permettent de garantir que le systéme autonome SSSMD soumis a des perturbations
externes, est stochastiquement admissible, et d’assurer que le rapport entre I’entrée
de perturbation et la sortie & commander reste inférieur 4 un certain niveau .

Ensuite, nous avons synthétiser une loi de commande par retour d’état qui permet

de conférer au systéme bouclé les propriétés considérées lors de ’analyse.

Dans le deuxiéme cas, nous avons mis en oeuvre une méthode qui permet d’une part,

de déterminer une loi de commande garantissant que le systéme en boucle fermée
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est stochastiquement admissible, d’autre part de trouver un ellipsoide positivement
invariant contenant le domaine d’attraction qui lui-méme est contenu dans la région
de linéarité du SSSMD, ce qui assure que les contraintes sur la loi de commande

sont toujours satisfaites.

Il est important de remarquer que la synthése d’une loi de commande par retour
d’état dans n’importe quel contexte, nécessite que les variables d’état, continues
et discrétes du systéme soient mesurables. Cependant, lorsque les variables d’état
ne sont pas accessibles ou ne le sont que partiellement, il est donc nécessaire de
reconstruire 1’état du systéme & 1’aide d'un observateur, et par la suite, concevoir
une loi de commande qui stabilise le systéme étudié. Deux types de commande

associée A un observateur seront traités :

e une commande par retour d’état basée sur un observateur de type Luenberger.

e une commande par retour de sortie dynamique.

Ceci fera ’objet du chapitre suivant.
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CHAPITRE 4

COMMANDE BASEE SUR UN OBSERVATEUR

4.1 Introduction

De facon générale, la connaissance de I’état d’un systéme est une exigence impor-
tante qui intervient dans le domaine de la commande par retour d’état des systémes.
Sur le plan pratique, cette exigence s’avére difficile a satisfaire directement dans la
plupart des cas (capteurs nécessaires indisponibles ou de précision insuffisante par
exemple). Par conséquent, dés qu’une stratégie de commande demande I'utilisation
de variables d’état non mesurées, il est indispensable de reconstruire entiérement
ou partiellement, le vecteur d’état du systéme. Ce probléme peut étre résolu en
utilisant un systéme dynamique auxiliaire, appelé observateur d’état, dont le role
est de fournir en temps réel une estimation du vecteur d’état du systéme étudié en

fonction des entrées connues, des sorties et du modeéle dynamique de celui-ci.

Ce chapitre est dédié a ’étude de la stabilisation d’'un SSSMD sans perturbations
externes ni saturation sur la commande, moyennant un observateur pour recon-

struire les états non mesurables. Deux approches vont étre proposées :

e la premiére approche est la commande par retour d’état basée sur un obser-
vateur de type Luenberger, dont ’entrée sera proportionnelle & ’entrée du
systéme et a ’erreur d’estimation sur son état. Sa sortie est ’estimation du

vecteur d’état.

e la deuxiéme approche est la commande par retour de sortie dynamique qui

n’est autre qu’un cas particulier de la premiére approche comme nous allons
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le montrer ultérieurement. Elle fait appel & un observateur dont I’entrée est
constituée par I'entrée et la sortie du systéme, et sa sortie est 1’estimation de

Iétat.

Ces deux approches vont exploiter les résultats concernant la stabilité stochastique,
et se baser sur la théorie de Lyapunov, les techniques des LMIs et de la complémen-
tarité sur le cone, afin de synthétiser une loi de commande par retour, qui assure

que le systéme en boucle fermée (2.1) est stochastiquement admissible.

4.2 Retour d’état assuré par un observateur de type Luenberger

En général, la loi de commande incorporant un observateur est construite comme

suit :

ou :
o L(i) et K(),i=1,...,N sont les matrices de gains & déterminer.

o z.(t) et y.(t) sont les estimations des vecteurs d’état et de la sortie.

o Les matrices E(r(t)), A(r(t)) et B(r(t)) sont définies comme précédemment.

Pour que l'estimation du vecteur d’état soit garantie, il faut que la variable
d’état estimée z.(t) approche asymptotiquement z(t), c’est-a-dire il faut que

Perreur d’estimation d’état donnée par :

e(t) = a(t) — z.(t) (4.2)
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tende vers zéro asymptotiquement.

En remplagant la loi de commande u(t) par son expression, définie ci-dessus, les

équations décrivant le systéme (2.8) et 'observateur (4.1) deviennent :

E(r(t)z(t) = [A(r(t)+ B(r(@)K(r(t)]z(t) - B(r(t))K(ie(t)  (4.3)
E(r)i.(t) = [A(r(t) + B(r()K(r®)) zc(t) — L(r(t))Cy(t)e(t) (4.4)

Alors que I'équation de la dynamique d’évolution de ’erreur s’écrit :

E(r(t))é(t) = [A(r()) + L(r()Cy(r(1)] e(t) (4.5)

En combinant les équations de Pobservateur (4.1), du systéme (4.3) et de la dy-
namique d’évolution de l'erreur (4.5), et en utilisant le vecteur d’état augmenté

n(t) = [zT(t),eT()]7, on aboutit au systéme en boucle fermée suivant :
E(r(6))n(t) = A(r(®)n(t), t # 7,
n(rid) = R(ign(ry), R(id) = Lt = 7,

(4.6)

pour tout ¢,j € S, on aura :

B(i) = E(1) 0' Ali) = A(i) + B(#)K (1) —-B(’L)K(’L) |
0 E(7) 0 A(t) + L()Cy (1)
hapy - | RO 0
|0 R(ij)

Pour mener & bien notre étude, en plus des hypothéses H1 et H2 précédemment

définies, nous allons supposer que les variables d’état du systéme formant z(t) ne

sont pas accessibles.
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Approche proposée

Le théoréme suivant fournit des conditions suffisantes d’existence d’une loi de com-
mande par retour d’état assuré par un observateur de type Luenberger. Ces condi-
tions vont garantir que le systéme augmenté en boucle fermée soit stochastiquement

admissible.

Théoréme 4.2.1 S’ils existent un ensemble de matrices non singuliéres
P=(PQ),---,P(N)) et Q@ = (Q(1), - ,Q(N)), un ensemble de matrices K =
(K(1),--- ,K(N)) et L = (L(1),---,L(N)) vérifiant les inégalités suivantes pour
toutt €S :

P60 PT@BG) | _ “n
LBT(i)P(i) -1

Py(i) KT(i) -0 (4.8)
| K@) -

avec !

P(0) = AT@)PT(i)+ PGE)AGE) + KT ()BT (i)P(i) + P(5)B(#) K (3)

N
+ ) mRT)ET()PUR), (4.9)
Po(i) = AT(H)Q() + Q' (1)A(:) + Qi) L(1)Cy(d) + C; () LT (1)Q(3)
+ Do R ET ()RR (4.10)

sous les contraintes :

ET(#)P(i) = PT(4)E(i) > 0 (4.11)
ET(1)QG) = QT(1)E(i) > 0. (4.12)

Alors le systéeme (4.6) est stochastiquement admissible, sous la loi de commande
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assurée par lobservateur (4.1).

Preuve : Pour démontrer ce résultat, commencons par considérer la fonction de

Lyapunov suivante :

V(z(t),e(t),i) =z ()ETP()x(t) + e (t)ETQ(i)e(t)

avec P(i) et Q(¢) sont deux matrices non singuliéres. En calculant, le générateur

infinitésimale L du processus {(z(t), e(t),¢),t > 0} qui dans ce cas, sera donné par:
LV (a(0) (), §) = [|AG) + BOK@)a(t) - BOK@e(t)] Pli)e ()
+2T ()P (3) [[A(i) + BG)K ()] z(t) - B(z’)K(i)e(t)]
+ [146) + LG, @) 0] Quelt)
+ T (OQT M)A + LG)C,()] et
N
+>_maleT (R @) ET () PG)RE)=(?)
+e' (R (i) ETQ) R(ig)e(?)]
=2T()[AT()PG) + PT()AG) + KT ()BT ())PG) + PT()BOK()
+ 3wy RT ()BT ()PG)R() | 2(t) — 227 () PG)B() K (De(?)

i=1

+e' (t) [AT(Z')Q(Z') +QT(1)A) + QT (1) L()Cy (3) + CJ ()L (1)Q)

+ 3 s R (i) ET()QU)RG)| et

j=1

Il est & noter qu’en faisant appel au Lemme 3.2.1, on obtient :
—22" (t)PT())BG)K (i)e(t) < =" (t)PT()B(#)BT (1) P()x(t) + eT (1)K T (3) K (i)e(t)

On a alors :
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LV (z(t), e(t),i) < z' (1) [AT(z')P(z') + PT())A() + KT (i)BT (i) P(i) + PT (i) B(1) K (i)
+ PTG BEBTWPE) + Y my R ()E ()PG)RE)| (1)

+ T O[ATORE +QTMAG) + QTDLHGC,H) + O] (LT (QU))

N
+ KTOKE) + 3 mR (1) ET (HQU)R() | e() (4.13)

i=1

avec .

H(3) = AT (1) P(i) + PT()A@) + KT ()BT (i) P(i) + PT(i)B(3)K ()

+ PT(4)B(i)BT (4)P(i) + Z m R (i5)ET(5)P(j)R(i5) (4.14)
H(i) = ATH)QE) + QT ()A®) + QT (B)L()Cy (i) + Cy ()L™ ()Q()
N
+ KT(1)K (@) + Z mi R (i5)ET(§)Q() R(%5) (4.15)

D’apres le Théoréme 4.2.1, on a J(i) < 0 pour tout ¢ € S, ceci entraine :

LV (2(t),e(8),) < ~minieshuan(~J0)) [ 27(t) €7(0) | [””(t)] (4.16)

En appliquant le Lemme 2.6.1, et en adoptant une procédure analogue a celle
utilisée dans le chapitre 2, pour démontrer la stabilité stochastique d’un SSSMD,

on peut monter que pour tout ¢ > 0, il existe une constante strictement positive
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T(xo,i0) tel que l'inégalité suivante est toujours vérifiée :

E /t{xT(s) eT(s)} “(5) ds|(zo, e0,10) | < T(xo,e€0,%) (4.17)

avec T(xzg,i9) = mlf[e‘;%\(%:?_“}%))} Ceci compléte la démonstration du Théoréme
4.2.1.

Remarque 4.2.1 Le Théoréme 4.2.1 fournit des conditions suffisantes pour que le
systéme augmenté en boucle fermée (4.6) soit stochastiquement admissible. Il est &
remarquer que quand la matrice E(i) = 1,1 € S et que le systéme saute d’un mode
vers un autre sans considérer la discontinuité forcée sur la composante continue
auz moments des sauts, nous retrowvons le résultat développé dans (Boukas, 2005),
relatif & la stabilisation stochastique par retour d’état assuré par un observateur
d’un systéme a sauts markoviens. De méme, lorsque le systéme ne présente qu’un
seul mode avec E = 1, nous retrouvons les résultats développés pour un systéme
conventionnel. Ainsi, le résultat du Théoréme 4.2.1 peut étre considéré comme une

généralisation des résultats eristants dans la littérature.

Néanmoins, bien que les conditions du Théoréme 4.2.1 soient formulées sous forme
de deux inégalités matricielles séparées, le résultat reste non linéaire par rapport
aux inconnues P(1),Q(i), K(i) et L(i), et par conséquent, celles-ci sont difficiles
A utiliser immédiatement pour calculer les gains de la loi de commande et de
Pobservateur. La section suivante permet de résoudre ce probléme en transfor-

mant ces inégalités matricielles en un probléme de complémentarité sur le cone.
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Conception d’une loi de commande assurée par un observateur

Pour synthétiser la loi de commande assurée par l'observateur (4.1) du systéme

étudié, nous allons procéder a la linéarisation des inégalités (4.14) et (4.15).

Pour la premiére inégalité (4.14), remarquons tout d’abord qu’en utilisant le lemme
3.2.2 sur la majoration du terme sous la sommation dans celle-ci, ensuite en posant
X (i) = P71(4) et en la multipliant & gauche et a droite par P~7(3), et P~1(i), cette

inégalité peut étre transformée en :

XTEATG) + A@DXE) + XT@)KTG)BT () + BG)K ()X (1) + 7 X () ET (i)

N
+BG)BT(@) + XTGVROXE) + Y }lijT(i)s_l(ij)X(i)mj<O (4.18)
J=1J#i
Ve(i) W() } >0 (4.19)
W) 23)

ou Vp(i) est 1a matrice symétrique et définie-positive, précédemment définie dans

le lemme 3.2.2 conjointement aux matrices W (i) et (i) qui sont données par :
W) = [RTGL)ETQ)PQ)R(EL),...,RT(ii— 1)ET(i— 1)P(i — 1)R(i — 1), (4.20)
R+ 1)ET (6 +1)P(i + 1)R(i5 + 1),..., RTGN)ET(N)P(N)R(iN)],

2(G) = diag[e ' ((DL,...,e7 (@ — Le @+ DL, .., e EN)]. (4.21)

Ainsi, en procédant au changement de variables Y, () = K (i)X (¢), et en appliquant

le complément de Schur a l'inégalité (4.18), on obtient le résultat suivant :

Ip(i) XT() S
XG) —Zpld) 0 | <0, (4.22)
Sty 0 -0

avec :
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Ip(E) = XT@ATE)+AOXE)+Y, ()BT @)+ B@i)Ye(d)

+B@BT() + maX T ()ET (), (4.23)
SiE) = %[le (@), ..., 51 X" (1), Ti1 X | (i ), - ..,mNXT(i)], (4.24)
Z (i) = diagleGGL),... e(ii — DL e@i + 1)I,...,e(@N)I]. (4.25)

Transformons maintenant la condition J%(i) < 0 sous forme d'une LMI. Pour

cela, posons Y, (i) = Q' (4)L(3), ainsi, on aura :

ATOQ() + QTOAN) + H0)C,0) + O Y, (1) + KTOK()
N
+ mET@QMW + Y, mRT()ET (1)QU)R() <0 (4.26)
=151
En appliquant 14 aussi le lemme 3.2.2 sur la majoration du terme sous la sommation
de (4.26) et le complément de Schur, on peut déduire que pour tout é,j € S, il
existe un ensemble de scalaires positifs €(i7) et un ensemble de matrices symétriques
définies-positives Vo (1), tel que la vérification de l'inégalité précédente se raméne a

celle des deux inégalités ci-dessous :

N
[HdwK(w}<07 wan
K@) -1
V(i) Wal(i) S0, (4.28)
Wg i) 2(i)
avec
Mo(i) = AT<')Q(')+QT<') (6) + Y, ())Cy (3) + C (1)Y,T (4) + Vo (i) (4.29)

+ 7rm Q(’L + Z szé(lj
Jj= 13;*éz
Wo(i) = [RTGL)ET(WQ)R(GL),...,R (1 — 1)ET (i — 1)Q(i — 1)R(ii — 1),(4.30)

RT(#+1)ET (6 +1)Q( + 1)R(i5 + 1),...,RT(iN)ET (N)Q(N)R(iN)],
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2(i) = diagle(1)L,...,e(i — DL el + DI,...,e(N)]. (4.31)

Ce résultat est résumé dans le Théoréme suivant :

Théoréme 4.2.2 S’ existe un ensemble de matrices non singuliéres

P = (P(1),...,P(N), X = (X(1),...,X(N)), et Q = (Q(1),...,Q(N)), un
ensemble de matrices symétriques et définies-positives Vp = (Vp(1),...,Vp(N)),
Vo = (Vo(1),...,Vo(N)) et Zp = (Zp(1),...,Zp(N)), un ensemble de matrices
Y, = (Yo(1),...,Ye(N)) et Y, = (Yo(1),...,Yo(N)) et un ensemble de scalaires
positifs € = (e(il),--- ,e(iN)) et € = (e(il), - ,e(iN)) vérifiant les LMIs (4.19),
(4.22), (4.27), (4.28), avec W (i), P(i), Lp(i), S(¢), Z (i), Ug(i), Wo(i) et 2(3)
sont données par (4.20), (4.21), (4.23), (4.24), (4.25), (4.29), (4.30) et (4.31),
sous les contraintes (4.11), (4.12) et :

X@)PG) =1, Zp(i)Vp(i) = I (4.32)

alors le systéeme bouclé (4.6) sera stochastiquement admissible, sous la loi de com-

mande assurée par l'observateur (4.1), dont les matrices gains sont données par:
K() = Y.()X(), (4.33)
LG) = QG)Y.(). (4.34)

Les conditions développées jusqu’a présent dans ce théoréme, sont non linéaires et
non convexes, & cause de la présence de I'inverse du scalaire () dans expression
de la matrice (i), et des contraintes bilinéaires (4.32). Pour les linéariser, et les
exprimer sous forme de LMIs avec contraintes, nous allons utilisé le lemme 3.2.3.

Ainsi, on obtient :
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P(i)) I Veli) 1 | s 1
I X() I Zp(r) I e(ij)

Le corollaire suivant récapitule ce résultat :

Corollaire 4.2.1 S’ eziste une matrice non singuliere Q = (Q(1),...,Q(N)),
un ensemble de matrices symétriques et définies-positives P = (P(1),..., P(N)),
X = (X(l)) cee >X(N)): Vp = (VP(1)7 e 7VP(N))7 Vo = (VQ(l)a cee 7VQ(N)) et
Zp = (Zp(1),...,Zp(N)), , un ensemble de matrices Y, = (Y (1),...,Yo(N)) et
Y, = (Yo(1),...,Yo(IN)), et un ensemble de scalaires positifs € = (e(i1),...,e(iN)),
8= (B(i1),... ,ﬂ(zN)), et € = (e(il),...,e(iN)), qui satisfont au probléme suivant,
pour tout i,j €S :
: mmz Tr(P(i)X (i) + Vp(1) Zp(4) + B(if)e(i7)I)
sujet auz LMIs (4.19), (4.22), (4.27), (4.28), (4.35) et :
Vp(i) W(i
p(i) W) >0, (4.36)

avec (i) = diag[B(i1)L,..., B(ii — I, Bii+1)L,..., B(IN)I], sous les contraintes
(4-11), (4.12), alors le systéme en boucle fermée (4.6) est stochastiquement admis-
sible, sous la loi de commande assurée par un observateur (4.1), dont les matrices

gains sont données par (4.33) et (4.84).

Remarque 4.2.2 Pour résoudre l’ensemble des inégalités matricielles linéaires de
ce Corollaire, on utilise lalgorithme (V.0.1). Pour cela, il faut d’abord résoudre les
LMIs (4.36) et (4.22), pour trouver les matrices P(i), Zp(3), Vp(3), Ye(3) et X (1),

qui seront a la base du calcul de la matrice gain K (i) donnée par la formule (4.33).
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Ce gain est ensuite reporté dans les LMIs (4.27), (4.28) pour trouver les matrices
Q(1), Vg(1),Y,(i). Et aprés obtention de ces matrices, nous pouvons déduire la

matrice de gain L(3).

Remarque 4.2.3 Notons que:

o lorsque R(ij) =1,4,j € S, les conditions énoncées dans le Corollaire 4.2.1, se
raménent a celles que doit vérifier un systeme singulier avec sauts markoviens
pour étre stochastiquement admissible au moyen d’un retour d’état assuré par

Pobservateur qui a été présenté dans (Raouf et Boukas, 2004b).

e quand E(i) = 1 et R(:j) = I, ce résultat peut étre considéré comme une
généralisation de la commande par retour d’état assuré par un observateur,

développé par (Boukas, 2005) pour un systéme avec sauts markoviens.
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4.3 Retour de sortie dynamique

Une loi de commande basée sur un retour de sortie est représentée mathématique-

ment par les équations suivantes :

E(re)§(t) = Ka(r(£)£(t) + Kp(r(t))y(t)

u(t) = Ke(r(t))E(¢t), pour tout r(t) € S

(4.37)

o &(t) € R™ est estimation du vecteur d’état z(t), K4(r(t)), Kp(r(t)), et Kc(r(t))
sont les matrices de gains & déterminer du contréleur et de I'observateur. Ces
trois matrices de gains doivent é&tre choisies de maniére & assurer la convergence

asymptotique de I'état estimée vers I'état réel.
Les estimées fournies par 'observateur seront utilisées pour I’élaboration de la loi

de commande stabilisante.

Remarque 4.3.1 [l est a noter que ’observateur (4.87) n’est qu’un cas particulier
de Dobservateur (4.1) utilisé dans la premiére approche. FEn effet, en remplagant

u(t) par son expression dans (4.1), on aboutit a :

E(ri)ac(t) = [A(r(t) — L(r(8))Cy(r(t)) + B(r(8)) K (r(t))] z(t) + L(r(t))y(2),

qui n'est autre que la structure de ’observateur par retour de sortie donnée par

(4.87).

En remplagant la loi de commande u(t) par son expression, et en combinant les

équations décrivant le systéme (2.8) et observateur (4.37), on obtient le systéme
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en boucle fermée suivant :

E(r(t))n(t) = A(r(£))n(t),t # 7
Nt = Blrs = v = (), t =7,
ot le vecteur d’état augmenté n(t) et les matrices E(r(t)), A(r(t)), ﬁ(rrg =j,r,=

i) sont donnés pour tous 7,5 € S par :

. AG)  Bl)Kcl)
| Ks()C,()  Ka(i)

De la méme maniére que pour la loi de commande par retour d’état assuré par
un observateur traité dans la premiére partie de ce chapitre, nous allons dévelop-
per des conditions suffisantes qui assurent la convergence asymptotique de I’erreur
d’estimation d’état. Ceci va nous permettre de calculer les matrices gains K 4(i),
Kpg(t) et Kc(i), qui assurent que le systéme en boucle fermée (4.38) soit stochas-

tiquement admissible.

Pour cela, en se basant sur le Théoréme 2.6.1, le systéme en boucle fermée (4.38)

sera stochastiquement admissible, s’il vérifie les LMIs suivantes pour tout ¢ € S :

N
Jp (i) = AT(0)P@) + PT()AG) + > my BT (i) ET ()P(j)R(i) <0 (4.39)

J=1

sous la contrainte :

ET()P@E) = PTG)EGE) > 0 (4.40)
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Cet inégalité est non linéaire par rapport aux paramétres de design K 4(i), Kp(i),
Kc(i), et P(7) pour tout ¢ € S. Pour la transformer en LMI, nous allons définir

les matrices suivantes :

. (i) Fi)
PE) = ) P3(i)} (4.41)
W) = [P() - PO)EOF 0] (4.42)
U@) = W H} (4.43)
| W(i) 0
V@) = I 0 :| (4.44)
[0 ~PTU P ()

ou P(i) et Ps(z) sont des matrices inversibles et Py(i) est une matrice symétrique

définie-positive.

Ainsi on a :

W@ ! } (4.45)

VEU(E) = [_Pg_l(i)pmwu) 0

En multipliant & droite et & gauche (4.39) par U (i)V 7 (i) et U(i)V (4) respective-
ment, on obtient :
UT@OVT@ATG)PEV UG +UT @V T (@) PT () AEV (@)U E)

N
+3 mUT @)V @R (65)ET(G)PG)RGH)VEUE) <0 (4.46)

J=1

En calculant les différents termes de l'inégalité ci-dessus et en procédant a des
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manipulations algébriques, on obtient :

avec :

Ni(1)

Na(i)

N3(i)

Na(i)

P i) P2<z'>] [ Ali) B(l)KC(l)] [ W (i) H}
Py(i) Ps(i) | | Kp())Cyli)  Kal(i) ~P7(i)P ()W (i) 0
WT(E)P(5)
WGP PTGP) W () Pai)
—WT () Po(i) Py T () Y ()
Py (i) By(i)

W (@) P (5) = WT () Pa(i)P5 () By ()][A()W ()
—B(i) Ko (i) Py (i) Py ()W (0)]

+HW T () Pa(s) = W' (0)Po(i) P (i) Ps(4)],

WT@PT (i) ~ Pa(0)P5 (0) By (D)IA()

+HWT () Py(i) — W T () Po(i) 5 (1) Py (1)) Kp(3)Cy(4),

Pl (0)[A(1)W (i) — B(i)Kc (@) Py (1) P ()W (@) + Pa())[Ks(d)Cy ()W (i)
—Ka(i) Py (i) B (YW ()],

P (1)A(i) + P () K(i)Cy (i).

Ceci donne :
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Mi(d)

Il

WP (HAOW @) + W (@) P()Ks(i)Cy ()W (D)

—WT (i) P (8) P () AW (5) = WT () P (i) KB ())Cy (W (3)

~WT &) P ())B(&)Ke ()P () Py (YW (0)

~WT () B ()Ka(i) Py (i) Py ()W (3)

+WT (i) Po(i) Py () B()) K (6) Py (6) By (D)W (0)

+WT (i) Pa(8) Ka (i) P (0) Py (W (0)

No(i) = WTEPTG)AR) — WT () P(i) Py ()P, (1)A()
—WT (&) Po(8) Kp(6)Cy (i) + W () Pa(i) KB (i) Cy (3),

Ns(i) = P ()AGW () + Py(1)KB(E)Cy ()W (i)

— P (i) B(i)Ko(i)Py () Py ()W (5) = Pa(6) Ka(i)P5 ' () Py (1) R(if)W ()

Na(i) = P (D)AG) + P(i)Kp(1)Cy(0)

Tl est & remarquer qu’en utilisant le fait que : W (i) [P (i) — Po(i) Py ‘(i) Py (i)] =1,
les égalités citées ci-dessus deviennent :
NiGi) = W) [PT6) - RGP OP (0)] AQW )
W TP () KB ()C, (6)W (i) = W () Po()) KB()Cy ()W (1)
~WT @) [BT () - Poi) P 0P ()] BOK()P5 (P (YW ()
= A@W() - BO)Kc()P;6)B (W),
No(i) = W) [P G) - BO)PTG)P ()] A)

= A1),
Ns(@) = P (A@W() + P()Kp(i)Cy(i)W (i)
— P ()B(i) Ko () Py 1 () Py ()W (i) — Pa(8) Ka(8) P (D) By (W (0),
Ny(i) = P ()AG) + P())Kp(1)Cy(i)

D'un autre coté, comme le terme UT(5)V T (0)AT (i) P(s)V (i)U (i) est le transposé
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de UT(@)VT (1) PT(i)A(5)V T (i)U(4), on obtient alors :

TN T Dl (T NT(3) N5 (3)
UT@HOVT()ATG)PE)V(E)UG) = 0.
@OV (A @) PEHV(HU() [NJ(z’) Nf(i)}<

Quand au terme UT(i)VT(i)ET(ij)E’T(j)P(j)ﬁ(ij)V(i)U(i), il est donné par :

wT (i) W)
UT@VT @R GH)ET(G)PG)REHVEUE) = x Py(4) Py (i)
I 0
M B T /L T . 7] [ T ’L T . 7] T _
R'(i5)E" (5) RY(ij)E" (4) ) ;
L | L xPO)RG) || xP()RG) | P
T ’L” T/ T ’L T/ 3 7 0
R (if)E" (4) R (i5)E" (5) {xPJ(z‘)W(z’)
| | xPT(DRGG) | | xPs(DRG) | |
_ [wre wTarerte | [ a6 RTGE ORGMRGG) |
1 0 La(i) RT(H)ET(5)Pa(4)R(i5) |
ou :

£1() = RTGH)ETG)PG)REH)W(E) — RT(6§)ET () P) (7)R(id) Py (i) Py ()W (3),
Lo(i) = RTGHET(G)Pa(f)R(5)W(E) — RT (1) ET () Ps(j)R(i5) Py (&) Py (i)W (3).

Ainsi, on a :

U@V OE ()BT (G)PG) RV UG = { £a(®) L@ } (447
Ls(i) Le(i)

avec :
L) = WTOR @)ETG) [BG)RGIH) — PG)RGP 0 (6)] W)
~WT (i) P (i) Ps ()R (i) E T () P7 (J)R(i5)W (2)
+WT (@) Pa()) P (1) R (i) ET () Ps(5) R(i5) Py (6) Py ()W (2),
Ly@) = WT@ORT(5)ETG)P G)R(i5) - W' (6P (i) P35 ()
xR (i5)E" (5)Py (7)R(j),
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Ls) = RT(H)ETG)PG)RGEHW () — R (i) ET () Pa(§) R(i5) Py () P ()W (3)

Le(i) RT(i5)ET(j) PL(4)R(ij).

Notons que L3(7) peut étre écrite comme suit :
Ly(i) =W @R (i5)ET () [PG)RE) — P(G)RE)Ps () Py ()] WD)
~WT ()R (i) E" (§)Po(5)R(i5) Py (0) Py ()W ()
+WT (G RT (i5)E" () Pa(5)R(i5) P5* (5) Py (5)W (3)
~WT (i) P, (i) Py ()R (i) BT (§) Py (4)R(if)W (3)
(6)Po(i) P (6) R (i) ET (4) Ps(4) R(ig) P5 (§) Py ()W (i)-

1

+W T

Et en remarquant que Py ())E(j) = ET(5)P3(j), Py (j)E(j) = ET () P2(4), la derniére

égalité devient :
La(s) = WTE)RT(iH)ET(5) [P()R(i5) — B() RGP (1) By ()] W)
~WT@)R (1) Po(j) E(G) R(15) Py (6) Py ()W (3)
+W T (6)RT(i5) P(4) B(7) R(i5) Py (5) Py ()W ()
~WT (i) Py(i) P (G)RT (i) ET () Py () R(if)W (3)
+WT(5)Py(i) Py G RT (i5) P3(5) E()R(4) Ps (4) Py (i)W (4).

Aprés quelques manipulations algébriques sur celle-ci, on aboutit 2 :
Ls(i) = W) [Pa(i) P ()R (i) Pa(5) — R(i5)Pa(5)] ()P (4)
% [Po(i) Py ()R (i) Py(5) — R(§)P(5)] W)
+WT )R (1) B()EG) P () PG — REHIW ()
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Ainsi, I'égalité (4.47) sera exprimée comme suit :

UT@OVTGRT @) ET () PG)RG)V GUG) =
[ [ WT@)RT (i5)ET (5) [P ()R () }
—Py(j)R(if) Py (5) Py ()W (i) + L3(i)
RT(ij)ET () Po(j)R(if)W ()
J)P;

RT(4)E™ ()P RGig)
R (i) ET )Py RG7) P () B ()W(i)} R

En prenant en considération toutes ces manipulations, la condition de stabilité

pour le systéme en boucle fermée devient alors :

{ Mi(i) Ma(i) } gy

* M3(i)
avec : N
M) = MiG)+ Y mWTGRT (i) ET (5)[P(5)R(is)
j=1
—Py(4)R(i§) Py () Py ()W +ngc3(z

j=1

Mi@) = WTEATE) + AGW(E) - W (§)Py(i) Py T (6) K& (1)BT (3)
—B(i)Kc(4) Py (6) P (i)W (4)

+iijT(i>RT<mET(j) |[PLG)RGS) = BGYRGH PGB ()] W)
M) = AG) - WTOAT RO + WG] K0P ()

W ORGP OKEOBT PG - W ORGP ORI R )

+ng () [RG)RG) - B VRGP 6P (6)] | EG)RGI)
Ms(i) = P1 (1)A(1)+P2(i)KB(i)Cy(i)+AT('L')P1('L') +Cy (EF 0P (9)

N
+2_ iR (i) BT (7) P () R(i5).
Jj=1

Il est & noter que pour j = ¢, £3(i) = 0. Il en découle que Zjvzl miiL3(t) > 0.
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Ainsi, la condition de stabilité stochastique devient :

Mii) Myi) | (4.48)
* Mg(l)

Comme choix de la matrice de Lyapunov, nous allons prendre la forme suivante :

X (i) Y1) — X(4)
Y-

i) = N v v i
i) —X(@) X)) —-Y4)

(4.49)

ot X(4) et Y'(Z) sont deux matrices non singuliéres pour tout ¢ € S, ¢’est-a-dire :

ceci implique que :

W) = [B()-BEPGP 6] =Y6), P76 F () = -

Si on définit (i) et Ke(i) par :
Ks(i) = P(i)Kp(i) = [Y7'(1) — X(9)]K5(i) (4.50)
Ko@) = —Ke(@)Py ()P ()W (i) = Ko(9)Y (i) (4.51)

on aura alors :
Mi(3) My(i) <0
M3 (1) Ms(i)

avec :

M) = A@YE) +YTEATE) + B(i)Ke(i) + KEGE)BT (4)
N
+> mi YT ()R (i5)ET (5)Y () R(i5)Y (i)
j=1



125

My(i) = A@)+YT[H)AT@H)X(E) + YT (0)C] DKEE) + KEE)BT (6)X(5)
+YTOELOY 6 - X @) + ivj mi;Y TR (@)Y T () E()R(ij)
Ms(i) = XT(E)A®) +Kp(H)Cy () + AT(z‘))J(_(;) +C (1)K 5 (5)
+ i R (i) ET (5)X ())R(if)
p

En prenant I’expression suivante pour le gain K 4(¢), on aura :
Ka(i)) = [Y7H) = X@)] ARG + YT (AT ()X (@) + YT (0)C,) ()5 ()
N
+ Ke()BT (1) X(0) + Z i R(47) T ET ()Y T (G)R@H)Y (1)]Y ()
on aura Mj(7) = 0 ceci implique que :
Ml(’L) <0
Mg(l) <0

C’est-a-dire :

AGDY () +YT@)AT (i) + B(i)Ke (i) + K&(3) BT (3)

+2_mgY T ORTGDET ()Y T (G)RE)Y (5) < 0 (4.52)
XT(@)A®G) + Kp(i)Cy(i) + AT() X (i) + CJ ())K}(3)
N
mu BT (1) X (1) + Z m R (i) ET ()X (j)R(if) < 0 (4.53)
J=1,ji

D’un autre coté, supposons qu'’il existe deux matrices symétriques définies-positives

Zy(j) = Y1(j) et Vy(j) et un scalaire positif a(7), telles que :

ET(5)2v(5) + a(i)I = Vi (5)
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On aura alors :

A(i )Y( )+ YT(E)AT(0) + B(1)Ko (i) + K5(1)BT(2)

+ZWT (@) RT (i) Vs () R(#)Y (3) < (4.54)

j=1

Remarquons que :

3w YTGRT(i5)Vi ()Y () R(i5) = maY T (D ET (i) Z STV W (W)S(Y),
Jj=1 j#i,=1
avec .

S(Y) = [WmaYT@GRTED),. .., /Y (@R (i - 1),
VT TR (@ +1) ..., vmnY  (()RT(GN)), (4.55)
VilWy) = diag[vy(l),...,vy(z'—1),Vy(¢+1)...,vy(1v)]. (4.56)

Ainsi 'égalité précédente devient :

AQ@)Y (@) + YT () AT (i) + B(i)Kc (i) .
+KE&E)BT (@) + maY T (1) ET(4)
Si(Y) -Vi(Wy)

Pour Vinégalité ET(i)P(i) = PT(i)E() > 0, elle implique que :
o o |[re me|_[Fo RO |]E0 o |
0 ET() | | K@) B() BiG@) Pf@ || 0 E@ |

Il s’ensuit que :

ET()X({) = X"(G)E®) > 0, (4.57)
YT()ET () = E(1)Y (5) > 0. (4.58)

De méme, pour le terme UT(i)VT(i)RT(ij)ET(j)P(j)R(ij)V(i)U(i) > 0, ce dernier
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donne :

Ri()) = WTEET() [P(h)R(iF) — P(5)RE5) P () Py (5)] W(5)
Ra(i) = RT(if)ET(§)Pi(j)R(E5)W (i) — R' (i) ET (i) Pa(4) R(i5) Py (1) Py (i)W (4)

et pour 7 = ¢ on obtient :

o~

UTEi)VT(i)RT(ii)ET(i)P(i)ﬁ(z’i)V(i)U(i)
YT@OET@) X6 + (Y760 - X@)IYE) s }
| ETOX@)Y @)+ ETE)(Y (@) - X(©)Y(6) ET@E)X()

| YTWETG) X S0
| ET0)  ETO)XG)

En combinant cette derniére inégalité avec les contraintes égalités données par

(4.57) et (4.58), il s’ensuit:

ETG@) 0 X@ 1 | | XT@) I
0 E®) I Y@ | | 1 YTH)

Ces résultats sont résumés dans le théoréme suivant :

{ EG) 0

> 0. (4.59
0 ET(i)}_ (459)

Théoréme 4.3.1 S’il existe un ensemble de matrices non singuliéres

X =(X(1),...,X(N)), un ensemble de matrices symétriques et définies-positives
Y =(YQ),....Y(N), w = (W(Q@),...,VWw(N)), Zp = (Zp(1),...,Zp(N)), un
ensemble de matrices Kp = (Kg(1),...,Kp(N)), Kc = (Kc(1),...,Kc(N)), et
un ensemble de scalaires positifs € = (e(1),...,e(N)) et a = (a(1),...,a(N)), qui

S~



vérifient le probléme sutvant pour tout i € S :

[ Mll('L) *

| S(Y) VW)

M31(i) <0
YTHETG)  E@)

sous les contraintes (4.59) et :

ot .

M (3) = AG)Y (5) + YT () AT (4)

(ET(i)Zy(i) + a(z’)]l) V(i) =1,
Zy()Y (@) =L

Mz (1) = XT(3)AG) + AT ()X (3) + Kp(3)C, (i)

+Cy ()KhE) + Y 7 RT(6H)ET ()X (5)R().

4,7=1
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(4.60)
(4.61)

(4.62)

(4.63)
(4.64)

+ B(i)Co(i) + Kg(1)B' (1) + maY T (1) E7 (i),

avec Si(Y) et Vi(Vy) sont données par (4.55) (4.56), alors le systéme en boucle

fermée est stochastiquement admissible, sous la loi de commande basée sur le retour

dynamique (4.37), dont les matrices gains sont données par :

'4

Ka(i) = [X() - Y@ |ATG6) + XD AG)Y () + X() BG)Ko(i)

+Kp(i)Cy(1)Y (i) + i, miR(i5) T ET (i)Y~ (§)R(if)Y (i)]Y ' (3),
Kp(i) = [Y71(i) — X(i)] " K5(3),
| Ke(i) = Ke()Y 72(0).

(4.65)

Jusqu’a présent, les conditions développées dans ce théoréme ne sont pas linéaires,
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a cause de la présence des égalités (4.63). Ainsi, pour rendre le probléme convexe
et le transformer sous forme de LMIs, nous allons approcher ces égalités par des

inégalités matricielles linéaires semi-définies comme suit (El Ghaoui et al., 1997) :

[ BT+l 1| 0 (4.66)
i I V(i) | , |

Zy(i) 1 - (4.67)
I I Y ()

On aboutit alors & un résultat sous forme de LMIs comme énoncé par le théoréme

suivant :

Théoréme 4.3.2 (Raouf et Boukas, 2007c) S’il existe un ensemble de matrices
non singulieres X = (X(1),..., X(N)), un ensemble de matrices symétriques et
définies positives Y = (Y(1),...,Y(N)), Vx = (Vx(1),...,Vx(N)),

Vo = (Ve (L),...,Vu(N)), Zy = (Zv(1),...,Zy(N)), et un ensemble de matrices
Ks = (Ks(1),...,Kp(N)), Ko = (Ke(1),...,Kc(N)), un ensemble de scalaires
positifs € = (e(1),...,e(N)) et a = (a(l),...,a(N)), qui vérifient le probleme

sutvant pour tout i € S :

N
Ps: min Y Tr(Zy(i)Y (i) + (BT (1) Zy (§) + a()D) Vy (3))
i=1
sujet auz LMIs suivantes (4.60), (4.61) et ({.66), sous la contrainte égalité (4.59),
alors le systeme en boucle fermée (4.38) est stochastiquement admissible, sous la

loi de commande basée sur le retour de sortie (4.37), dont les matrices gains sont

données par (4.65).

Remarque 4.3.2 Le Théoréme cité ci-dessus, fournit des conditions suffisantes

pour que le systéme augmenté en boucle fermée (4.38), soit stochastiquement ad-
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missible. Notons que:

e quand E(i) =1 et R(i) =1, ce résultat peut étre considéré comme une général-
isation de la commande par retour de sortie dynamique, développée par (De

Farias et al., 2000) pour un systéme avec sauts markoviens.

o lorsque le systéme singulier posséde un seul mode, on retrouve le résultat

proposé dans ce sens par (Xu et Lam, 2006).

o Dans (Pavel et al., 2005), les auteurs ont élaboré une loi de commande
par retour de sortie, pour la stabilisation stochastique d’un systéme & sauts
markoviens avec discontinuités sur la variable d’état continue. Cette méth-
ode consiste & calculer un gain commun pour tous les modes, ce qui est trés
conservatif, contrairement a celle que nous avons proposé dans cette section,

et qui associe & chaque mode un gain donné.

e notre approche ne pose aucune contrainte sur les matrices du systeme comme
c’est le cas du résultat de (Ching-Hu et Chun-Hsiung, 2003) ou la méthode
développée fait intervenir des contraintes sur la matrices de sortie du sys-
téme singulier avec un seul mode entre autre le retour de sortie considéré est

statique.

Exemple 4.3.1 Pour illustrer les approches développées dans cette partie, nous

allons considérer un systéme de dimension trois, composé de deuz modes, et dont



les données numériques sont données par :

- 1
-1 1
A= E(1)=E@) = | 0
2 =2
- 0
1 0 1 1 0
A2) = |0 -1 -1 |, A@)=]0 -1
0 1 =2 0 -1
2 01 3 01
B2 = |010][,B3=[010
1 01 1 01
1 01 011
Gl = lo1o0]|,G2)=]100
L1 0 1_ 010
4.3.1  Premziére approche
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00 1 0 1
10, Al)=]0 -1 1 |,
00 0 -1 -1
3 41 1
1 |,B()=(03 1],
J 001
06 02 0
,R(1)=R(2)=]102 03 0 |,
05 0 05
101
,Cy(3)=10 1 0|,E(3)=E(_2).
101

En résolvant le probléme Po, on aboutit alors aux résultats suivants :

—1.0313 0.0000 1

1.7073 1.6016 —0.9682 0.0000
P(1) = | -1.0313 17175 0.0000 |,P(2)=| —0.9682 1.6126 0.0000 |,
| 0.0000  0.0000 1.3673 | 0.0000  0.0000 1.2830
[ 2.3993  —1.2876 0.0000 | 1.0066 —0.0045 0.1078
P(3) = | —1.2876 1.9507 0.0000 |,Zp(1) = | —0.0045 0.9694 0.1180 |,
L 0.0000 0.0000 1.0045 | 0.1078 0.1180 1.0910
[ 1.0126 0.0001 0.1132 0.9870 —0.0182 0.0686
Zp(2) = | 0.0001 0.9753 0.1235 |,Zp(3)= | —0.0182 0.9568 0.0921 |,
| 01132 01235 1.1020 0.0686  0.0921 1.1009



Vp(1)

Vp(3)

Ye(3)

Q1)

Q(3)

Vo(2)
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1.0043  0.0169 0.1010 0.9992 0.0131 0.1041
0.0169 1.0456 0.1148 |,Vp(2) = | 0.0131 1.0403 0.1179 |,
01010 0.1148 0.9389 0.1041 0.1179 0.9314
1.0182 0.0256 0.0656 | [ 0.9191 0.5519 0.0000 |
0.0256 1.0543 0.0898 |, X(1)= | 0.5519 0.9136 0.0000 |,
0.0656 0.0898 0.9200 | 0.0000 0.0000 0.7314
0.9801 0.5885 0.0000 | [ 0.6454 0.4260 0.0000 |
0.5885 0.9734 0.0000 |, X(3) = | 0.4260 0.7938 0.0000 |,
0.0000 0.0000 0.7794 | 0.0000 0.0000 0.9955
~3.0781  0.0000 0.0000 | [ 32101 0.7878  0.0000
~1.7299 —2.2805 0.0000 |,Ye(2) = | —3.5192 —0.5410 0.0000
~0.2235 0.1413  0.8794 | | 03492 —0.0000 0.5298
_4.2673 —0.1561 0.0000 | [ 80.3337 —73.0929  0.0000
—3.9550 —2.3199 0.0000 |,Yo(1)=| 10.3719 —1.2793 —0.0000
~0.0000 —0.0000 0.5997 | | 0.0000 —0.0000  56.7402
1.0043  0.0169 —0.1010 24.5810 12.8386 0.0000
0.0169  1.0456 —0.1148 |,Q(2) = | 12.8386 22.4055 0.0000
~0.1010 —0.1148 0.9389 346883 34.6883 34.6883
25.4268 12.8979 0.0000 | [ 371414 7.0208 2.2446
12.8979 221430 0.0000 |,Vo(l)=| 7.0208 46.3330 3.7252
20.6301 34.6883 81.3396 | | 22446 37252 339754
41.9677 6.6661 2.3820 | [ 408105 7.3364  0.5224
6.6661 45.7911 3.2453 | ,V@(3)= | 7.3364 45.8570 3.4777
23820 3.2453 38.2250 | 05224 —3.4777 35.8522
60.6181 —98.2373 11.210

_70.1807 —64.0935 —0.0000 | ,&(1) = 0.9706;(2) = 1.0300;
275375 0.0000  90.1587

b

¥

Y

?

b
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15.3494 —27.6165 —0.0000
Y.(3) = 92.5838 —21.1047 0.0000 | ,B(1)=1.0303;3(2) = 0.9708;

—0.0000 —0.0000 10.5190
£(3) = 0.9440; 5(3) = 1.0594.

Il est important de remarquer que pour tout i = 1,2, les contraintes suivantes

PN)X @) =1, Ve(i)Zp(i) =1 et B(i)e(i) = 1 sont toujours vérifiées.

En outre, les matrices gains (4.33) et (4.84) sont données par :

—2.8290 —1.6987  0.0000 ~5.2552 3.1744  2.1059
K(1) = | —2.8485 —3.0382 0.0000 |{,K(2)=| —0.6016 —2.1327 0.0000

| 0.0000  0.0000 —0.6432 —0.5273  0.0000 —1.2024

[ 10,0375 5.1901  0.0000 —8.8549 —4.5841 —0.0000
K(3) = —6.5021 0.5670 0.0000 |,L(1)=| 9.7089  2.6038 —0.0000 |,

| 0.0000  0.0000 —0.6024 ~1.5374 0.0576  0.5763

[ 58541 —3.5712 0.0000 —11.5875 —0.8554 0.0000
L(2) = | —6.4867 -0.8143 0.0000 |,L(3)= | 10.9307 —0.4549 0.0000

| 14265  4.3855 2.5991 —~1.7213  0.4110 1.2850

4.3.2 Deuziéme approche

La résolution du probléme Pgs donne les résultats suivants :

43110 0.5285 0.0000 4.4398 0.4275 0.0000
X(1) =1 05285 4.1708 0.0000 |,X(2)=| 0.4275 4.1593 0.0000 |,
0.0000 0.0000 12.5908 0.0000 0.0000 7.7522

)
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[ 42780 0.3708 0.0000 7.3754 —0.8294 0.0000
X(3)= 03708 4.1560 0.0000 |,Y(1)=| —0.8294 9.7425 0.0000 |,
| 0.0000 0.0000 5.4005 0.0000  0.0000 6.9758
[ 84423 —0.6267 0.0000 | 6.8192  —0.9028 0.0000
Y(2) = | —0.6267 10.2298 0.0000 |,Y(3)=| —0.9028 9.3575 0.0000 |,
| 0.0000 0.0000 81172 0.0000  0.0000 6.3794
[ 0.8893  —0.0095 0.0000 | 0.9063 —0.0061 0.0000
Vp(1)=| —0.0095 0.9164 0.0000 |,Vr(2) = | —0.0061 0.9237 0.0000 |,
| 0.0000  0.0000 1.0125 | 0.0000  0.0000 1.0158
[ 0.8653 —0.0111 0.0000 |
Vp(3) = | —0.0111 0.8966 0.0000 | ,e(1) =8.2758,¢(2) = 8.3141,¢(3) = 8.2934,
0.0000  0.0000 0.9928 |

a(1) = 0.9877, a(2) = 0.9845, o(3) = 1.0073.

La aussi, on remarque que pour tout 1 = 1,2, les contraintes suivantes Zy (1)Y (i) =

T et (ET(i)Zy (i) + a(i)])Vy (i) = I sont toujours vérifides.

Les gains des lois de commandes (4.65) sont donnés par :

—7.6238 —0.8377 —5.4809 —6.1222 —2.7643 0.4203
Ka(1) = | —2.2949 —1.9186 0.0045 |,Ka(2)=| 1.8101 —1.5623 2.0217 |,

| —5.5614 0.2688 —3.9564 —~5.1558 —0.1026 1.7493

[ 06508 —2.8740 —3.9772 3.1154 1.7639  0.0000
Ka(3) = —~0.3111 —1.8373 13360 |,KpB(l)=| 2.3637 0.8871 0.0000 |,

| —10.5184 —2.8202 —5.5412 0.0000 —0.0000 0.4386

[ 07705  3.0894  0.0000 3.2799  —0.1296 0.0000
Kp(2) = 1.0305 —1.3177 —0.0000 |,Kp(3)= | -0.3408 1.1476 0.0000 |,

| —0.9878 0.0000  0.9119 0.0000 —0.0000 0.3750
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0.0201  0.0025 0.0000 1.1303 —0.7846 0.0000
Ke(l) = 0.4616 —0.4024 0.0000 |,Kc(2)= | 04765 0.5232 —0.0000 |,
—5.9373 1.2716 3.3389 —6.2239 —0.3813 —0.6662

1.7843  —0.5711 0.0000
Kc(3) = —0.6385 0.4241 (.0000
-12.4679 —1.2030 3.7037

Les figures 4.1 et 4.2 permettent d’illustrer graphiquement les trajectoires des vari-
ables d’état et de la commande du systéme étudié en boucle fermée, obtenues moyen-
nant les deur approches. Il apparait d’aprés ces figures, que les trajectoires de
celles-ci convergent vers zéro quand t tend vers Uinfini. Entre autre, nous pouvons
constater qu’en régime permanent, les deux observateurs fournissent une bonne

estimation des variables d’état.

Ainst, nous pouvons conclure que la synthése des lois de commande assurées par
un observateur, qui ont été proposées dans ce chapitre, garantissent que le SSSMD

en boucle fermée est stochastiquement admissible.
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Processus de Markov
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Commande basée-observateur -
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T
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Figure 4.1 Evolution des variables d’état reconstruites via deux observateurs dif-
férents:
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Processus de Markov
4 1 ) 1 T ) 1 T 1 1 I

D { | | 1 I | | | 1 |
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Loi de commande
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0 bt - RIS LS Ot
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| | | | | | i 1 [ 1
0
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Loi de commande
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4t i
| i 1 l 1 1 | { i 1
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Loi de commande
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; ; Commande basée-observateur i
“r —+—— Commande par retour de sortie | |
-3t ! I 1 ! I ] 1 1 ] i

0 02 0.4 06 08 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

Figure 4.2 Lois de commande obtenues par les deux approches
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4.4 Conclusion

Au cours de ce chapitre, nous avons proposé des conditions suffisantes permettant
la synthése de lois de commande qui incorporent un observateur, et qui assurent
que le SSSMD est stochastiquement admissible. Deux variantes ont été considérées
: la premiére est la loi de commande par retour assuré par un observateur, elle
s’appuie sur 'utilisation de la théorie de Lyapunov et sur les techniques LMIs et
BMIs. Alors que la deuxiéme approche dont ’observateur utilisé n’est qu’un cas
particulier de celui adopté dans la premiére approche, s’appuie sur I'exploitation

directe des résultats du Théoréme (2.6.1).

Pour les deux approches, les conditions de synthése obtenues par 'application
directe de la théorie de Lyapunov ou du Théoréme 2.6.1, sont non linéaires et
le probléme résultant est non convexe. Dans ce sens, plusieurs techniques ont été
utilisées pour linéariser les inégalités matricielles telles que la méthode classique de
changements de variables, le lemme de majoration, la technique de complémentarité
sur le cone, pour finalement transformer le probléme initial sous une formulation
LMIs par complémentarité sur le cone, dont la résolution a été faite moyennant

lalgorithme V.0.1.

Les résultats obtenus dans les deux cas sont assez satisfaisants et peuvent étre
considérés comme généralisation de plusieurs résultats existants dans la littérature,
se rapportant & la stabilisation par retour assuré par un observateur d’une grande
variété de systémes dynamiques tels que les systémes singuliers, les systémes a sauts

markoviens et les SSSM.
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CHAPITRE 5

ETUDE DE LA ROBUSTESSE

5.1 Introduction

Au cours des derniéres décennies, beaucoup de progrés ont été réalisés dans les do-
maines de ’analyse de la robustesse et de la synthése de correcteurs robustes, car
pour diverses raisons, les incertitudes subsistent toujours sur le systéme dont les
performances peuvent étre dégradées si la loi de commande n’en tient pas compte.
Ces incertitudes peuvent provenir d’une simplification voulue d’'un modéle plus
précis, elles sont parfois inhérentes & la réalité physique d’un systéme pour lequel
I’identification de certains de ses paramétres intervenant dans ses équations dif-
férentielles, est impossible, comme elles peuvent aussi refléter des perturbations

externes au systéme, qu’il est difficile de prévoir a ’avance.

Plusieurs techniques ont été établies pour contrer les méfaits de ces incertitudes
par la recherche des lois de commande qui permettent de stabiliser le systéme.
Néanmoins, les méthodes développées restent encore insuffisantes, voire inapplica-
bles dans un grand nombre d’applications, ou il faut gérer des incertitudes et des

événements aléatoires.

Les travaux présentés dans ce chapitre comporteront une phase d’analyse suivie
d’une phase de synthése. La phase d’analyse a pour objectif de développer des
conditions suffisantes de stabilité robuste d’'un SSSMD incertain sans saturation,
avec ou sans perturbations externes. La phase de synthése sera tributaire des

résultats obtenus lors de Panalyse et comportera I'étude de la stabilisation robuste
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du systéme étudié moyennant différentes structures de lois de commande robustes,
proposées dans la littérature. Parmi ces lois de commande robuste, nous allons

aborder :

¢ la loi de commande par retour d’état,

e la loi de commande par retour d’état basé sur un observateur robuste de type

Luenberger,

la loi de commande par retour de sortie dynamique robuste,

la loi de commande H, robuste.

En outre, plusieurs exemples numériques seront envisagés pour permettre la vali-

dation des outils et méthodes proposés dans ce chapitre.

5.2 Concept de la robustesse

La robustesse d'un systéme nominal refléete sa capacité a garder ses capacités es-
sentielles malgré des incertitudes et/ou des perturbations. Toutefois, pour parler

de robustesse, il faut préciser:

e le type de perturbations agissant sur le systéme étudié. S’agit t’il d’une
incertitude haute fréquence, ou paramétrique (certains parameétres du mod-
éle sont inconnues)? structurées, non structurées (certains paramétres du
systéme varient et on ne dispose que d’une information globale sur ces varia-
tions), déterministes, stochastiques (une perturbation aléatoire, intervenant

sur une large bande de fréquences de la matrice d’état du systéme)?
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e la propriété souhaitée: la robustesse en stabilité, en performance (rapidité de

réponse, par exemple), ou les deux a la fois?

Ainsi la notion de robustesse n’est pas unique puisqu’il y’a diverses fagons de décrire
les incertitudes et diverses performances auxquelles on peut s’intéresser. Dans notre
étude, nous allons nous intéresser principalement aux incertitudes paramétriques

structurées de type bornées en normes et a la robustesse en stabilité.

5.3 Stabilité stochastique robuste

Pour mener A bien notre étude sur la robustesse en stabilité d’'un SSSMD incertain,
nous allons considérer le modéle (2.8) sans saturation sur la commande. Ensuite,
nous allons supposer que l'incertitude n’affecte pas la matrice E(i),i € S, cette
hypothése n’est pas restrictive, car il a été démontré que toute incertitude sur la
matrice de la dérivée de 1’état, peut se ramener a une incertitude sur la matrice de

I'état (Fang, 1997), (Chun-Hsiung et al., 1998).

Dans le cadre d’un SSSMD, I'analyse de la stabilité robuste s’avére plus difficile
que celle d’'un SSSM nominal, car les incertitudes qui affectent le systéme peuvent
détruire la propriété de la régularité qui est directement liée & son faisceau de
matrice, qui change dans ce cas. Ainsi, il faut non seulement étudier la stabilité
stochastique robuste du systéme en question, mais aussi de garantir la propriété de
régularité et d’absence d’impulsions, quelle que soit la valeur de Vincertitude dans

les bornes considérées.

Le théoréme suivant fournit ce résultat :

Théoréme 5.3.1 S’ existe un ensemble de matrices non singuliéres

P = (P(1),...,P(N)), et un ensemble de scalaires positifs €4 = (€4(1),...,ea(N))
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tels que la LMI suivante est vérifiée pour tous 1 € S et incertitude admissible :

J@)  PT(1)Da(i)

<0 (5.1)
DI()P(@E)  —ea(i)l

avec : J(i) = AT(i)P(i)+PT (6) A(i)+e () E} (0) Ea(6)+ 12, mi; RT (i) E (§) P(5) R(45)
sous la contrainte :

ET(@)P(i) = PT()E() > 0, (5.2)

alors le systéme (2.8) avec u(t) = 0 est stochastiquement admissible de fagon robuste.

Preuve D’aprés le Théoréme 2.6.1, le systéme (2.8) avec u(t) = 0 sera stochas-

tiquement admissible si la LMI suivante est vérifiée :

[A(i) + Da(6)Fali,t)Ea(i)] ' P(5) + PT())[A(i) + Da(3)Fali, t) Ea(i)]

N
+> m R (i) E" (§) P(5)R(i5) < 0. (5.3)

=1

En appliquant le lemme de majoration des incertitudes 3.2.1, on obtient :

PT(i)Da(i)Fa(i, t)Ea(i) + E4(1)F4 (i,t)D 4 (1) P(3)
< ex () PT())Da(B) DA () P(i) + ea(i) Ef () EA(3).

Ainsi, en tenant en compte de ceci et en appliquant le complément de Schur & (5.3),

on aboutit & (5.1). Ceci compléte la preuve du Théoréme (5.3.1).

Exemple 5.3.1 Pour illustrer notre résultat sur la stabilité robuste, nous allons
considérer un systéme a trois modes, décrits par (2.8) dont les valeurs numériques

sont données par :
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2 1 1 100
12 -3 00 0
1 0 1 10 1 1 0 3
A(l) = 0 -1 1/, A®=}0 -1 -1/,48)=|0 -1 1 |,
0 -11 0 1 =2 0 -1 -2
01 02 05
R(1) = R(2)=R(3)=1{02 03 0 ,EA(l):[o.z 0.1 0.1],
05 0 01
0.1 0.13
Ea2) = {003 0. 0.1],DA(1)= 02 |, Da@ =1 01 |,
0.12 0.2
[ 01
D4s(3) = | 012 ,EA(3)=[0.2 0.1 0.1],
L 0.1

En résolvant la LMI (5.1), on obtient :

130.3810 —119.3816  0.0000
P(l) = —119.3816 209.9485  0.0000 |,ea(l)=2,e4(2) =2,€4(3) = 1.5,
| 205.6506 —288.7304 186.7606

[ 12,0767 11.6724  0.0000 42812 —1.2090 0.0000
P(2) = 11.6724 11.6284 0.0000 |,P(3)=| —1.2000 4.6689  0.0000 |,
5.0188 —6.2773 19.9263 16.0194 4.5286 26.0779

L

1l est facile de vérifier que P(1), P(2) et P(3) sont des matrices non singuliéres, ainsi
d’aprés le Théoréme (5.3.1), on peut conclure que le systéme est stochastiquement

admissible de fagon robuste comme on peut le constater sur la figure 5.1.
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Figure 5.1 Comportement d’un SSSMD incertain stable
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Il est & noter que les conditions suffisantes d’admissibilité stochastique robuste,
établies dans ce paragraphe, seront A la base de la synthése des différents types de

controéleurs robustes que nous allons développer par la suite.

5.4 Stabilisabilité stochastique robuste

Pour étudier le probléme de commande robuste par retour d’état d’'un SSSMD (2.8)
(X), dont la forme standard est donnée par la structure illustrée par la figure 5.2 :

nous allons supposer les hypothéses suivantes :

Figure 5.2 Schéma de principe d’un controleur robuste par retour d’état

C1 Le systéme incertain est stochastiquement stabilisable (définition 3.2.1).
C2 Le mode r(t) est mesurable.

C3 Le vecteur d’état =(t) du systéme est parfaitement mesurable.
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Commencons par injecter 'expression du contréleur (3.1) dans les équations dy-

namiques (2.8), ceci donne pour r(t) =i € S :
E(r(t))a(t) = A(r(t), t)a(t) (5.4)

avec A(i,t) = A(3) + Da(§)Fali, t) Ea(i) + [B(5) + Dp(i) Fu(i, t) Es(i) B(i, )| K (3).

Alors, en se basant sur le résultat du Théoréme 5.3.1, ce systéme en boucle fermée

est stochastiquement admissible de fagon robuste si l'on a :

J@)  PT(i)Da(i)
D4(i)TP(3{)  —ea(d)l

<0 (5.5)

J@@) = AT()P(@)+ PT(1)A®G) +ea(t)Ea(i) T Ea(i) + PT (i) B()K (3)
+K T (1)BT(i)P(i) + PT(3)Dp(i)Fg(i, t) Eg(i) K (i)

j=1
En se basant sur le lemme 3.2.1, de majoration des incertitudes, on obtient :

PT(3)Dp(i)Fp(i,t) Bp()) K (i) + K" (i) ER (i) F5 (i, ) Dp (i) P (i)
< e5 ()P () Dp()DE()P() +ep() KT (1) E5(1) Ep () K (3).

Ainsi en tenant compte de ceci, par simple application du Lemme 3.2.2 sur la

majoration du terme sous la sommation de I'inégalité (5.5), celle-ci est transformée
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en :

(5.6)
WT(i) 2P(i)

AT(i)P(E) + PT())A(@4) + PT()B())K (1) + K" (i) BT (i) P(i) 4+ € 4(1) E} (4) E4(4)

+ex ()P (1) Da(i) D) P(3) + e5' (1) PT () D () DE (1) P(i) + mu BT (4) P(0)

Vp(d) W(z’)] o

1
+ep(i) KT () ER () Es(i)K () + Y waje_l(ij)]l+Z;1(z’) <0 (5.7)
j=lj#i
sous la contrainte bilinéaire :
Vp(1)Zp(i) = 1, (5.8)

ol €(ij),i,j € S sont des scalaires positifs, Vp(i) et Zp(i) sont symétriques et

définies-positives, alors que les matrices W (i) et &(¢) sont données par:

W(i) = [RT(E1)ET(1)P(1)R(GEL),...,R (4% — 1)ET (i — 1)P(i — 1)R(35 — 1)(5.9)
RT(é+1)ET(i + 1)P(i + 1)R(ii + 1),..., RT(iN)ET(N)P(N)R(iN)],
P() = diag[e 'GDL,...,e7 (@ — DLe (@ + DI,..., e (iN)I]. (5.10)

D’autre part, en remarquant que le terme e5(i) K7 (i) EL(:)Eg(i) K (i) est positif.
Ensuite, en multipliant & gauche et & droite I'inégalité (5.7) par P~T(z) et P1()
respectivement, et en procédant aux changements de variables X (i) = P71(4), et

Y (i) = K(:)X(i), Pinégalité précédente devient :

XTHAT@E) + ADX @) +YT@BT(4) + BO)Y () +e4()X T (1) E] (1) Ea(3) X (4)
+e3 (1)) Da(i) D4 (é) + €5 (1) Dp (i) D () + X T (4) Zp (1) X (3)

N
+ma X TWETE) + Y STHZH(1)S(E) < 0

=Lt
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ou les matrices S(7) et Z (i), sont données :

S(’L) = %[ﬂ'ilXT(i), e ,Wii_lXT(i), 7Tii+1XT(’i), e ,WiNXT(i)], (511)
Z (i) = diagle(iD,... e(i — D e(@ + 1)L,...,e(GN)I). (5.12)

Par conséquent, en appliquant le complément de Schur & l'inégalité précédente,

celle-ci devient :

[ m) XTOEIG X6 STE)
Es()X(GE) —va(0)l 0 0 0 (5.13)
X(7) 0 —-Zp(i) O
| SO) 0 0 —20) |
ILG) = XTHATG) +AGX3E) +YT(@)BT(@) +BEY (@) + 1 X T (G)ET(2)
+ va(1)Da(i) D () + vp(3) Dp(i) D5 (1),
va(t) = ex'(i),un(i) = e5'(i).

sous la contrainte bilinéaire :

X@)P@iE) = L (5.14)
Pour linéariser les contraintes bilinéaires (5.8), (5.14) et :
Blig)e (i)l =1, (5.15)

on utilise le lemme 3.2.3 de linéarisation. Ainsi, on obtient :

O B R ORI Alg) T > 0.(5.16)
I X() ' I e@i)
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Le théoréme suivant récapitule ce résultat :

Théoréme 5.4.1 Pour tout ensemble de scalaires positifs va = (va(l),...,va(N))
et vg = (vg(l),...,up(N)), s’l eziste un ensemble de matrices symétriques et
définies-positives P = (P(1),...,P(N)), X = (X(1),...,X(N)),

Vp = (Ve(1),...,Vp(N)) et Zp = (Zp(1),...,Zp(N)), un ensemble de matrices
Y =Y (1),...,Y(N)) et un ensemble de scalaires positifs e(ij) = (e(i1),...,e(iN))
et B(ig) = (B(:1),...,B(iN)), qui satisfont au probléme suivant, pour tout 1 € S et

toute incertitude admissible :
N
min Y Tr(P(i)X () + Ve (i) Zp(i) + B(ij)e(if)I) (5.17)
i=1

suget auz LMIs (5.13), (5.16) et :

Ve(i) W(i) >0 (5.18)
WT(E) 43)
avec .
9 (i) = diag[B(1)L, ..., B¢ — DL, B(i + 1)L,..., BGEN)T], (5.19)

sous la contrainte égalité (5.2), alors le systéme en boucle fermée (5.4) est stochas-
tiquement admissible de fagon robuste, sous le contréleur (8.1) dont le gain est

donné par :

K@) =Y () X(). (5.20)

La solution du Théoréme 5.4.1 peut étre trouvée en utilisant 'algorithme V.0.1

(voir annexe V).

Exemple 5.4.1 Considérons un SSSMD incertain composé de trois modes, avec
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les données numériques de l’exemple 3.2.1, et les incertitudes de l’exemple 5.3.1,

en plus des valeurs suivantes :

Ep(l) =

Dp(2)

0.1

= 0.1

0.1

0.1

0.12

0.13

,EB(3)=[0.2 0.1 0.1},DB(3): 01 |,

0.2

En résolvant les LMIs avec contraintes du Théoréme 5.4.1, on obtient :

PQ1) =

Y1) =

i

L

1.9835
0.9970
0.0000

[ 2.0082 1.0259 0.0000 ]

1.0259
0.0000

0.6753
—0.3404
0.0000

—0.5228

—0.1451

—0.8546
0.0389

—0.3365
0.0000

0.9970 0.0000 |
1.9786  0.0000 | ,P(
0.0000 2.2875

2) =

1.0107 0.0000 |,X(1) =

0.0000 2.2875

—-0.3404 0.0000
0.6767 0.0000
0.0000 0.4372

—0.5259 —0.5023
—0.1520 —0.0000
—0.4306 —0.5502

—7.6394 —0.0000
6.4756  —0.0000
—15.8810 —4.8752

1.9837 0.9977 0.0000
0.9977 1.9795 0.0000
0.0000 0.0000 2.2875

0.6752 —-0.3402 0.0000
—0.3402 0.6768 0.0000 |,
0.0000  0.0000 0.4372

1.0343 —1.0498

,X(3)=| —1.0498 2.0550

, Y (2)

(0.0000  0.0000

1.0462 -—-1.0670
=1 09428 -0.9587
0.0000 0.0000

0.0000
0.0000
0.4372

0.0000
0.0000
2.3016

:0.2 0.1 0.1],DB(1)= 0.2 ,EB(2)=[0.03 0.1 0.1],

1



151

D’apres (5.4.1), les gains sont donnés par :

—-1.5613 —1.5619 —1.1488 —3.1403 —3.1564 0.0000
K1) = —0.4394 —0.4455 —0.0000 |,K(2) = | —2.8271 —2.8389 0.0000 |,
| —1.2657 0.0000 —1.2585 —0.0000 0.0000 5.2642

—0.5702 —3.8660 0.0000
K(3) = | —0.1325 6.1993 0.0000
L 0.4316 —0.3840 0.0897

Comme il apparait sur les figures 5.3 et 5.4, représentant I’évolution des variables
d’état et de la commande, les trajectoires de celles-ci convergent vers zéro quand
t tend vers l'infini. Par conséquent, le systéme en boucle fermée, et stochastique-
ment admissible de fagon robuste pour toute incertitude admissible, sous la loi de

commande avec les gains trouvés.

Dans le cas ou les variables d’état continue du systéme ne sont pas mesurables, nous
allons concevoir deux types de controleurs pour garantir I’admissibilité stochastique
du systéme étudié en boucle fermée, & savoir le contréleur par retour d’état basé-

observateur et le contréleur par retour de sortie dynamique.
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Processus de Markov

4 T 1 T T T
D | 1 1 i L
] 1 2 3 4 f
A4
2 3 4 5
%5
2 3 4 5
X3
D L 5 l..—_ T T T T
Ak i
2 i
L L 1 L 1
0 1 2 3 4 5

Figure 5.3 Stabilisation robuste par retour d’état d’un SSSMD incertain: évolution
du mode et des variables d’état
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Processus de Markov
1 i 1 1 1
] 1 2 3 4 8
Loi de commande

05F~ T T ' T L =
0

0.5 F -
H ! L 1 H
4] 1 2 3 4 5
Loi de commande
D i "‘———__—_l_l T T T T
REn Ny
2 |
] 1 1 I 1
] 1 2 3 4 5
Loi de commande
1‘5 1 T ] T T -‘
1 -
0.5+t
OF |
045 ! 1 L 1
0 1 2 3 4 5

Figure 5.4 Evolution de la commande par retour d’état d’un SSSMD incertain
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5.5 Retour d’état assuré par un observateur stochastique robuste

Pour I'é¢tude du probléme de commande par retour incorporant un observateur,
tout d’abord, nous allons considérer la représentation du systéme incertain (2.8),
celle du controleur donnée par (4.1) et adopter Pexpression de Perreur d’estimation
définie dans (4.2). Ensuite, nous allons supposer que les variables d’état du systéme

ne sont pas mesurables.

Ainsi, en remplagant la loi de contréle, u(t), par son expression dans les équa-
tions dynamiques, les équations décrivant le systéme (2.8) et I'observateur (4.1)

deviennent pour tout r(t) € S :

E(r(t)a(t) = [A(r(t)) + B(r()K(r(t)) + L(r(£))Cy(r(t))] (2(t) — e(t))
— L(r(@®) [Cy(r(®)) + AC,(r(t))] 2(2)
= [A(r(®) + B{r() K(r(t)) — L(r(£))AC(r(t), ¢)] x(t)
— [A(r(®) + B(r() K (r(t)) + L(r(£))Cy(r(£))] e(t), (5.21)
E(r()2(t) = [A(r(t) + AA(r(8), )] 2(t) — [B(r(t)) + AB(r(t), t)] K(r(t))e(t)
+ [B(r(t) + AB(r(t), )] K(r(t))=(t), (5.22)

D’un autre c6té, ’évolution de Perreur dynamique sera alors donnée par :
E(r()e(t) = [A(r(®)) + AA(r(t), 0)](t) + [B(r(t)) + AB(r(t), )] u(®)
— [A(r(8)) = Br(®) K (r(t)] zc(t) — L(r (1)) [Cy(r(D), t)z(t)]
= L) [Cy(r(t), t)z(t) — AC(r(t), t)x(t)] (5.23)
= [A(r(®)) + L{r(£)Cy(r(¥)) — AB(r(2), ) K (r(1))] e(t)
+ [AA(r(t),t) + AB(r(t), ) K(r(t)) + L(r(t)) AC,(r(t), t)] z(t)

En combinant les équations de l'observateur (5.21), du systéme (5.22) et de la
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dynamique d’évolution de erreur (5.23), et en utilisant le vecteur d’état augmenté

n(t) = [z7(t),e" (t)]T, on aboutit au systéme en boucle fermée suivant :

—— s e

E(r(t))n(t) = (A(r(t)) + AA(r(t), t)n(t) (5.24)
- [ EG) o i | AD+BOKG  -BOKG
0 EG) | 0 A() + L()C, (4)
STy - [ AA() + ABG)K () _AB()K(i)
’ | AAG) + AB()K (i) + L)AC,(i) —AB()K (i)

Rendue a cette étape, la méthode utilisée pour la stabilisation robuste du systéme
étudié par retour d’état basé-observateur, sera analogue & celle utilisée pour le
cas nominal. Une premiére formulation de ce résultat est donnée par le théoréme

suivant :

Théoréme 5.5.1 Etant donné un ensemble de scalaires positifs
ea=(ea(1),...,ea(N)), eg = (e5(1),...,e5(N)), €c = (€c(1),...,€(N)), €c, =
(ec,(1), .-, ec,(N)), eq = (e(1), ..., e(N)),eBg = (¢Bo(1), .. .,e8Q(N)), €8x =
(esr(1),...,eBr(N)). Pour un ensemble de matrices données K = (K(1),...,K(N))
et L = (L(1),...,L(N)), s’il eriste un ensemble de matrices non singulieres P =
(P(1),...,P(N)) et Q= (Q(1),...,Q(N)) qui vérifient l’ensemble d’inégalités cou-

plées suwivant, pour tout mode fize et toute incertitude admissible :

(i) = HA(0) +eg' (1) EA () Ba(@) + ea(@) PT () Da() D4 (5) P(0)
ex' ()B4 () Ea(i) + ep(i)P(i) D (1) Dp(i) P(3)
ep' () K () Ef () Ep(i)K (i) + ec(i) P(1) Dp(i) D (i) P(i)

e56(0) KT () B (3 Es(i)K (i) + e, (1) E¢, (i) Ec, (i) <0,  (5.25)

+ + o+
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H5(0) + e (K T (1) Eg () Ep(i) K (i) + £0(6)Q" (1) Da(i) DA (1)Q(0)
epo(1)Q" (1) Da(i) DT B(1)Q(4) + epk (1)@ (i) Dp(4) Dp (1)Q(i)

e, (1)Q" (1) L(3) Do, (i) DE, () LT ()Q(3)

ep (VKT () EL(1)Ep(i)K(i) < 0, (5.26)

S
=
I

+ o+ o+

avec JE (1) et F65(1) sont définies par :

A = AT@PT(E) + P()A@G) + KT(@)BT (1) P(3) + P(3)B(i) K ()
+ PT(i)B(:)B(4)P(i) + iijT(z‘j)ETU)P(j)R(ij)(azﬂ

H5(i) = AT(H)Q(E) + QT () A() tb(i)L(i)Cy(i) +CJ (LT ()Q()
+K T () K (i) + ZN;ijT@'j)ET(j)Q(j)R(z'j), (5.28)

SoUus 168 contraintes :
ET(@)P() =P ()E@E) >0, (5.29)

ET()Q() = QT()E®) >0, (5.30)

alors le systéme en boucle fermée (5.24) est stochastiquement admissible, sous sous

la loi de commande basée-observateur (4.1).

Pour étudier la stabilité du systéme en boucle fermée (5.24), nous allons faire appel
a la théorie de Lyapunov. Pour cela, pour tout mode fixe (¢) = ¢, on considére la

fonction de Lyapunov suivante :
V(a(t),e(t),i) = z () ET () P(1)x(t) + €' () ET (1)Q(i)e(t)

ou P(i) et Q(i) sont deux matrices non singuliéres, qui vérifient les contraintes

égalités (5.29) et (5.30).
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Dans ce cas, le générateur infinitésimal, L, du processus {z(t),e(¢),r(t),t > 0}

pour r(t) = 1, sera donné par :

LV (x(t),e(t),)

+

T (ETP()zt) + 2" ()ETPE)E(t) + T (1) ETQ(1)e(t)
" (1) ETQ)é(t)

[[A() + BG)K (i) + AA(D) + AB() K (i) (t)

[BG)K () + AB()K(i)le(t)] ' Pa(t)

=T (1)PT[[A) + B()K(5) + AAG) + AB() K (i))a(t)
[B()K (i) + AB() K (5)]e(?)]

[[AAG) + AB()K (i) + L()AC, (3)]x(t)

[A(i) + L()C, (i) — ABG) K (i)]e(t)] " Qe(t)

e ()Q[[AA() + AB(3)K(5) + L(1)AC, ()] (t)

[A5) + L(E)Cy (5) — ABE)K (1))e(t)]

o () RT(35) ET (i) P(§) R(ij)z(t)

M=
ks
.

o,
Il
-

mge (DR (i) ET (1)Q(j) R(ij)e(?).

E

1

<.
Il

Ceci peut s’écrire comme suit :

LV (z(t),e(t),?)

()[[A(') B(i)K(i)]" P(i) + PT(i)[A(i) + B(1) K (i)]
Z%RT (@) ET () P(§)R(i5))(t) + 22" (t) P())AA()a(t)

j=1

21T (H)P()ABG)K(i)z(t) — 22T (t)P(5) B(i) K (4)e(t)
2T () P())AB() K (d)e(t) — 22T () P(i))AB() K (i)e(t)
e’ (1) [[AG) + L(E)Cy ()] T Q) + QT (1) [A() + L(5)Cy ()]
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N
+ ZijT(ij)ET(z’)Q(j)R(ij)]e(t)

+ 2T (OQE)AA®R)z() + 2T (H)QE)AB() K (3)x(t)
+ 2T (OQELAAC,(1)e(t) - 26T (OQU)AB(D)K (e(?t)

D’un autre coté, en utilisant le lemme de majoration (3.2.1) on obtient :

2¢ T () P(i)AA(3)z(t)

2z () (1) PT(§) Dali) Fa(i, ) Ea(i)z(t)

ea(i)a" (t)PTDa()) D (1) P(d)x(t)

+ &g ()T (OEL () Ea(i)z(t),

2z (t)(t) P (1)Dp(3) Fp(i, t)Ep(d) K (4)x(t)

ep(i)z" ()P Dp(i)Dp(i) P(i)a(t)

ep )z (KT (1) Eg (i) Ep (i) K (1) (t)

' ()PTB(i)B" (1) P(i)x(t)

K (@e (KT (@)K ()e(t),

—QxT( )(£)P"(6) Dp(i) Fa(i,t) En(i) K (1)e(t)

ec(i)x" (t)PT Dp(i) Dp (i) P()z(t)

+ 521(2) T(O)KT () Ep (1) Ep () K (9)=(t),
e ()(H)QT () Dali)Fali, t) Ba(i)z(t)

eq(i)r " (H)QT Da(i) DA (1)Q()z(t)

+ eg'(D)a' (t)E4(1) Eali)z(t),
2¢T(1HQT (1) AB(i, ) K(i)x(t) = 2" (t)Q' (1) Da(0)Fa(i,t)Es(i)K(i)z(t)
0)e" (1)QT () Dp(0)Dp(0)Q(5)e(t)

e () K () B (6) Ep (i) K (i)a(t),

IA

227 (£) P(i) AB(3) K (3)x(t)

A

IN -+

—2¢ T (t)P(1) B(i) K (i)e(t)

_|_

—2z" (t)P(i)AB(3) K (i)e(t)

Il

IN

2¢’ (H)Q(i)AA(H)x(t)

IA

< 53Q
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2¢ " ()QT (i) L(1) ACy (i)x(t) 2¢" (t)Q" (i) L(i)De, (i) Fo, (i, t) Ec, (i)m(t)

ec, (e (1)QT (1) L(i)De, (1) D&, () LT (1)Q(i)e(t)
+ eg()z" () E, (1) Ec, (D)= (t),

—2¢' (1)Q (1) Dp(d) F(i,t) Ep(i) K ()e(t)
epk(ie’ ()QT () Dp ()DL (1)Q(i)e(t)

+ epr(e (KT (H)ER () Ep(i)K (i)e(t).

If

IA

—2¢T ()QT (1) AB(4,t) K (i)e(t)

IA

oll €.(i),€5' (i), €Bq (i), £c, (1) et epx (1) sont des constantes positives.

En tenant compte de ceci, on aura donc :

LV (z(t),e(t),i) < z'(t)[JAE) +e'QU)EL()Eal(d)
ea(i)PT(i)D (i) D4 () P(i) + e A(i) E 1 (1) Ea(i)

+ep(i)PT ())Dp(i)Dj (i) P(i) + e5 () () KT (1) Ep (1) Ep () K (1)

+

ee(i)PT (1) Dp (i) D (i) P(3)

(VK () E5(1)Ep(i)K (d)ec, () EC, (i) Ec, (1)) (1) +

e (t)[s(i) + e, () K (i) B (i) Ep () K (i)

e())QT ())Da(§) DA ()Q() + ep(1)Q (i) D (i) DE()Q()
epr(1)QT (1) Dp(i)DE()Q(i) + gk () K T () EL (i) Ep(4) K (i)
eg (1)@ ())L(i) D¢, (i) D, ()L™ ())Q(6)] e(t)

+ + o+ o+ 4+ o+

Sous la forme matricielle, I'inégalité précédente devient :

) 0
LV (z(t), e(t),1) [ 2T () e'(t) ] { /1;(1) P 1 [ xgg }
Qlt e

IA

avec
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Fr@) = () +e'QU)EL(I)Ea(i) + ea(i)PT (i) Dal(i) D (1) P(3)
+ ep())PT(1)Dp(&)DE(6)P() + e5 () K T ()EE () Ep(i) K (3)
eo(i)PT (i) Dp (i) D (i) P(i)
+ e3')EL()EAG) + epp(i) K T () ES () E(i)K (i) + ec, (§) B¢, (8) Eg, (i),
Foli) = (i) + e (KT () EF)Ep(i)K(5) + £0(1)Q () Da())D s () QD)
+ epe()Q" (1) Da())DEH)QE) +epx (1)QT (1) Dp(8) D5 (3)Q(5)
epi KT ()ER @) Ep(i)K (i) + et ()QT (1) L(1) Doy(8) DT C, (i) LT (1) Q).

ceci donne :
LV (xz(t),e(t),i) < —minies[Amin (—O(1))] [ z"(t) eT(t)]

le reste de la démonstration est le méme que celle faite pour démontrer la stabilité

stochastique d’un SSSMD nominal. Ceci termine la démonstration du Théoréme

(5.5.1).

Les conditions de stabilisation par retour d’état a base d’observateur, données par
le Théoréme (5.5.1) ne sont pas linéaires en les paramétres de design P(7), K(3)
et L(i). D’on Pintérét de les transformer en LMIs que nous pouvons résoudre
efficacement, et par la suite calculer les matrices gains de la commande basée-
observateur, qui stabilise le systéme en boucle fermée (5.24). Ceci fera ’objet du

prochain paragraphe.

Conception d’une commande stochastique 4 base d’observateur de type

Luenberger

Pour déterminer les matrices gains K (i) et L(i) de la commande basée-observateur

(4.1) du SSSDM incertain considéré, nous n’allons pas tarder sur la transformation
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des termes relevant des conditions de stabilisation par retour basé-observateur d’un
SSSDM nominal, chose qui a été faite dans le chapitre 4, nous allons plutét nous
concentrer sur la linéarisation des termes incorporant des incertitudes. Pour cela
commencons d’abord par multiplier & gauche et & droite, la premiére inégalité (5.25)

du Théoréme 5.5.1, par P~T(i) et P~1(4), il s’en suit :

PT()24(6) P~ (3) + 5" (1) PT (1) EA () Ea(t) P (4) + €a(8) Da()) D1 ()
+ €3 ()P TT()EL ) Ea)) P (0) + 5" () P~T () K T () E (i) Bp(i) K () P~ (1)
+ B(i)B' (i) + €.(1) Da()) D (5) + e () PT () KT (1) E5 (1) Ep (i) K (i) P~ ()
+ ec,(D)PT (i) B, (i)Ec, (1) P (i) < 0

Au terme de cette inégalité, en appliquant le lemme 3.2.2 sur la majoration du
terme sous la sommation dans (i) comme il a été fait précédement, ensuite en
procédant aux changements des variables X (:) = P~1(4), et Y,(1) = K(1)X(3), on

arrive a (5.6) et :

Ip() + X T (OVp(H)X(0) + ST O X (0)SE) + 3" ()X () EL (0 Ea(i) X (3)
+ep(1)Dp(1) D5 (8) + 5" ()Y () B (§) Ep()Ye(d) + ea(i) Da()) DA (i) + B())B” ()
+eo())Dp()) D (i) + €5 (1) XT (1) EL () EA(1) X (i) + ec, () XT (1) ES, () Ec, () X (i)

+e56 (DY (6 BE () Ep(1)Ye(d) < 0 (5.31)
avec S(7), Z (¢) et IIp(¢) sont données par (5.11), (5.12) et :

Mp(i) = XTE)AT(0)+A@X () + Y, (6)BT () + BE)Ye(d)
+B)BT(G) + 7 X T () ET (4). (5.32)
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D’autre part, on a :

e (@OXTH)EL () Ea(G)X () + ec, () XT (1) ES, (1) Ee, (1) X (i)
+eg () XT () EL (1) Ea(d)X (9)
= XT ()& ()E; (1) Re(D) X (i)

avec .

Z; (i) = |BAi) Ex(i) EE,(1)], (5.33)
%.(1) = diag(ea(i)L, ()L, €5, (1)) (5.34)

En considérant ceci, Pinégalité (5.31) devient :

Q) + X7 (1)2p (6)X (i) + e5' Y (D EF () Ep()Ye(i) + ST (1) 2 ()S(0)
+epo ()Y () ER (0 Ep()Ye(d) + XT ()R ()€ (1) %e(i) X (i) < 0

Qi) = Tp(i) +ep(i)Dp(§) D§(5) + ec(i) Dy (1) D (4)
+ e4(i)Da(i)D}(4) + ex(i)B(i) BT (3) (5.35)

En posant e5pq(i) = €5 (i) + €50 (i) et en appliquant le complément de Schur a

Vinégalité ci-dessus, on obtient le résultat suivant :

ap X0 XTEATG) YOG ST

X (%) —Zp(1) 0 0 0
(1) X (1) 0 —€71(1) 0 0 <0 (5.36)
Eg(1)Y,(3) 0 0 —£ppo(#)l 0

S(7) 0 0 0 40N
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De méme, en multipliant & gauche et & droite, la contrainte (5.29) par P~T(3) et

P~1(3), et en posant X (i) = P~1(4), celle-ci devient :
ET()X (i) = XT()E(@{) > 0 (5.37)

Revenant a la deuxiéme inégalité (5.26) du Théoréme 5.5.1 que ’on souhaite trans-
former en LMIs. La aussi, appliquons le Lemme 3.2.2 au dernier terme de sa ma-
trice s%(i). Dans ce cas, pour tout ¢ € S, il existe une matrice Vi (¢) symétrique

et définie-positive, et un ensemble de scalaires positifs €(ij), j € S tels que :

[ Vali) Woli) | _ 539
Wa (i) 2()
avec :
MoGi) = AT()QE)+QT()AWE) + Yo(§)Cy(d) + Cy ()Y, (3) + Va(i) (5.39)
N
b omETOQE + Y et
=1
Wo@@) = [RTG1)ET(1)Q)R(:1),...,R (i — 1)ET (i — 1)Q(i ~ 1)R(ii — 1), (5.40)
RT(45+1)ET(i + 1)Q( + 1)R(# + 1),...,RT(iN)ET(N)Q(N)R(iN)],
2(i) = diagle(L...,e(t — L@+ 1)L,...,e(N)I]. (5.41)

Tenant compte de ceci, et posons Y, = Q(i)L(¢), dans ce cas 'inégalité (5.26) se

transforme en (5.38) et :

Ho(i) + KT (1)K () + e (i) KT (i) E () Ep (1)K () + e@(1)Q T (6)Da(i)D A (1)Q(5)
+epq(1)QT () Dp (i) DH(1)Q(I) + e (i)QT (1) Dp (i) D (1)Q(i)
+egic (1)K T (1) ER (1) E () K (i) + €5} (1)Yo(?) D, () D&, (1)Y,' (4) < O (5.42)

avec .
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Remarquons que le terme suivant de I'inégalité précédente peut étre réécrit de la

maniére suivante :
KT()K(@0) + e (1)K (1) BL (i) Ep (i) K (i) + e 5k (§) K T ()) Eg (1) Eg (1) K (4)
= KT ()%, (i€, (§)R(1) K (3)
e@(1)Q" ())Da(i) DA(1)Q(H) + ese(1)Q" (4) D (1) D (1)Q(2)
+epx(1)Q " (4) Dp(1) DE(5) Q)

= Q1) 7, () Z()Q()
avec :
Z, (i) = [I Bp(i) Ep(i), (5.44)
%,(i) = diag(l,e.(4),epx(i)l) (5.45)

T = [VEal)Dali) VEEali)Ds(i) VEsx(i)Ds(@)].  (5.46)
Ainsi, I'inégalité (5.42) devient :

Ho() + KT ()%, (16, (1) Z(1) K (1) + QT (1) 7, (i) Zo(1)Q(3)
+ &g, (1)Yo(i) Do, (1) D3, (1)Y,T (4) < 0

En utilisant le complément de Schur, cette inégalité devient :

HoG)  KTORI() QT6)TT() Yali)Da, (i) |
R (VKG)  —€7) 0 0 0 (am
(1) Q1) 0 —1I 0
| DLGY,SG) 0 0 o
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Et finalement en utilisant le lemme 3.2.3 sur la linéarisation des contraintes bil-
inéaires, pour transformer les contraintes (5.8), (5.14) et (5.15) . Ainsi, on obtient

le résultat énoncé par le Théoréme suivant :

Théoréme 5.5.2 Etant donné un ensemble de scalaires positifs

ea = (ea(l),...,€a(N)), es = (e8(1),...,eB(N)), €c = (€e(1),...,€e(N)), €c, =
(e, (1),- .- e, (N)), eq = (eq(1),-.-,eq(N)), ensg = (eBBQ(L); - -, €EBBQ(N)),
epg = (esg(l),...,eBo(N)), esx = (epr(l),...,e5x(N)). S’ existe un en-
semble matrices non singulieres Q@ = (Q(1),...,Q(N)), un ensemble de matri-
ces Y, = (Yo(1),...,Yo(N)) et Yo = (Y(1),...,Y(N)), un ensemble de matrices
symétriques et définies-positives X = (X (1),...,X(N)), P = (P(1),...,P(N)),
Vp = (Vp(1),...,Vp(N)), Zp = (Zp(1),...,Zp(N)), et Vo = (Vo(1),...,Vo(N)),
un ensemble de scalaires positifs € = (e(il),...,e(iN)), 8 = (B(i1),...,B(iN)) et
€ = (e(il),...,e(iN)) qui vérifient le probléme suivant pour tout i € S et toute

incertitude admissible :
min S Tr(P()X (i) + Zp(i)Ve(i) + Bijeisl)

sujet auz LMIs (5.16), (5.18), (5.96),(5.38) et (5.47) avec Q(i), o(i), Z(),
We (i), Wol(1), 2(i), S(i), Z (i), Cu(1), Zc(t), To(3), Cu(i), Zo(t) sont données par
(5.95) (5.43), (5.19), (5.9), (5.40), (5.41), (5.11), (5.12), (5.34), (5.93), (5.46),
(5.45), (5.44), sous les contraintes (5.30) et (5.37), alors le systéme en boucle fer-
mée (5.24) est stochastiquement admissible de fagon robuste, sous la loi de contréle

(4.1), dont les gains sont donnés par :

K(l) = }/o(i)X—l(i%
L) = QY.

Remarque 5.5.1 Notons que:
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o lorsque E(3) = 1 et R(ij) = L,i,j € S, les conditions énoncées dans le
Théoréme 5.5.2, se rameénent & celles que doit vérifier un systeéme G sauts
markoviens pour étre stochastiquement admissible via un retour basé-observateur

qui a été présenté dans (Boukas, 2005).

Exemple 5.5.1 Considérons lezemple suivant :

—2 1 1 1.0 0 002 0.6 02 05
A = 1 -1 0 |RW)=| o 08 0 [,R2)=]02 03 0 [,
12 -3 002 0 06 05 0 05
(100 1 0 1 1 0 1
El) = {010 |AD)=|0 -1 1 [,A2)=|j0 -1 -1},
(000 0 -1 -1 0 1 -2
(1 0 3 111 2 01
AB) = |0 -1 1 |,BW=]03 1|,B2)=|01 0],
0 -1 -2 001 101
(10 1] 101 011
BB = |o0o10/,CML=]{010],C@2=|100]/,
[ 1.0 1 101 010
10 1|
C,(3 = |0 1 0]|,E®2=E®),R(3)=R(1),
1.0 1|
0.01 |
Bu(l) = ;0.2 0 0.1],DA(1)= 0.02 ,EA(2)=[0 0.1 0.2],
0 m
0.13 0.1
Da(2) = 0 ,EA(3)=[0 0.1 O.I:DA(?)): 0 |,

0.2 0.1
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0.01
Ep(l) = :0.2 0 0.1],DB(1)= 0.02 ,EB(2)=[0 0.1 0.2],
[ 0.13
Dp(2) = 0 ,EB(3)=[0 0101 DB(3)
| 02
E(1) = L0.2 00.1],Ec(2)=[0 0.1 02 ,Ec(3) = 0 0.1 01]
[ 0.01 0.13
D,,(1) = | 002 |,De,@=1| 0 |,De,3=] 0 [,
0 0.2 0.1

ea(l) = 0.1,e4(2) = 0.11,64(3) = 0.2,e5(1) = 0.2,e5(2) = 0.3,e5(3) = 0.1,
ec,(1) = 0.1,60,(2) =02,60,(3) =03,60(1) = 0.1,£0(2) = 0.2,60(3) = 0.1,
ce(1) = 0.1,60(2) = 0.1,60(3) = 0.2,e50(3) = 0.2,6,(1) = 0.1,
(1) = 0.1,epr(2) =0.3,epk(3) =0.1,epg(1) =0.1,epg(2) = 0.1,
espr(l) = 0.0667,ep5x(2) = 0.12,e85xK(3) = 0.05,¢(2) = 0.3,61(3) = 0.1,
(1) = 0.1,e(2) =0.3,62(3) =0.1,e3(1) = 0.1,€3(2) = 0.3,€3(3) = 0.1

En résolvant les conditions du Théoréme 5.5.2, on aboutit alors auz résultats suiv-

ants :
[ 30138 1.7261 0.0000 | 3.2212 2.0699 0.0000
P(1) = | 1.7261 2.6224 0.0000 |,P(2)= | 2.0699 3.3808 0.0000 |,
Lo.oooo 0.0000 3.7637 | 0.0000 0.0000 3.7637
[ 3.0688 1.7819 0.0000 | 1.0066 —0.0045 0.1078
P@3) = 1.7819 2.7096 0.0000 |,Zp(l)= | —0.0045 0.9694 0.1180 |,
| 0.0000 0.0000 3.7637 | 0.1078  0.1180 1.0910




Zp(2)

Vp(1)

Vp(3)

Ye(1)

Ye(3)

Q1)

—-0.3133  0.4876
0.0000  0.0000

12.0088 6.5690
4.5156 2.2572
(0.0000 0.0000

13.3012 7.3273
0.0951 7.7132
0.0000 0.0000

2.8051 0.3511
0.3511 2.4608

3.0554  0.3594
0.3594  3.2616

[ 1.0126 0.0001 0.1132
0.0001 0.9753 0.1235
0.1132 0.1235 1.1020

46402 07915 0.2844 ]
0.7915 4.9722 0.4124
02844 0.4124 4.2854 |

49237 1.1479 0.3864 |
11479 5.4243 0.5672
0.3864 0.5672 4.4019

0.5118 —0.3133 0.0000

0.0000
0.2657

0.0000 ]

,Zp(3) =

,Vp(2) =

, X(1) =

0.0000 |,Y.(2) =

5.8894

0.0000 |

0.0000 |,Yo(1) =

3.0694 |

—0.1749 —0.9288 0.0000
4.3836 —2.1288 (.0000
1.7581 —1.0762 0.0000

—0.0000
—0.0000

53.4589 —15.9864 67.0522

0.0000
0.0000

—1.9985 —1.6883 0.5136

,Yo(3)

L]

—-0.3506 0.6121  0.0000

0.9870 —0.0182 0.0686
—0.0182 0.9568 0.0921
0.0686  0.0921 1.1009

4.4674 0.7449 0.2242
0.7449 4.9800 0.3300 |,
0.2242 0.3300 4.0607

0.5326 —0.3506 0.0000 |

0.0000  0.0000 0.2657 |

0.5272 0.3467 0.0000 ]
0.3467 0.5970 0.0000
0.0000 0.0000 0.2657

0.0519 12.9478 0.0000
2.1317 0.4832 0.0000 |,
0.0000 —0.0000 5.2203

—0.0889 —1.2721 0.0000
4.5120 —2.2576 0.0000
1.8295 —1.2043 0.0000

4.2958 3.3191 0.000
3.4532 6.3157 0.0000
0.0000 0.0000 2.1721
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Vo(2)

—

2.7432
= 0.3509
—1.0392

6.9880
= —0.1453
—0.1319

6.7461
= —0.0798
—0.0956

6.8268
= —0.1418
—-0.1273

—0.1453 —0.1319 |
7.2278  —0.0401 | ,€(3)0.9440; 4(1) = 1.0303;
~0.0401 6.6170

_0.0798 —0.0956 |
7.1645 —0.0368 | ,0(2) = 0.9708;3(3) = 1.0594,
_0.0368  6.4388

—0.1418 —0.1273 |
7.2206  —0.0397
—0.0397  6.6023
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0.3509  0.0000
2.4623  0.0000 | ,&(1) =0.9706;¢(2) = 1.0300

—0.3543 3.1689

Il est important de remarquer que pour tout © = 1,2,3, les contraintes suivantes

PR)X©E) =1, Vp(:)Zp(t) =1 et B(:)e(?)l = 1 sont toujours vérifiées.

En outre, les matrices gains (4.33) et (4.84) sont données par :

KQ) =

K@) =

—

—2.4853
9.7130
3.4351

—5.3875
—1.3452
0.0000

—-1.7741
—1.0982
—-10.5129

—3.5018 0.0000 —2.6967 —4.3881 0.0000
1.8751 3.8943 | ,K(2) = | —5.8665 —2.7788 0.0000 |,
0.0000 2.2165 1.9543  0.0000 1.9647
—4.3555 —1.2613 0.8636  0.3035  0.0000
—2.0730 0.0000 |,L(1)= | —1.7237 —1.0901 0.0000 |,
0.0000 —1.1552 —~1.0995 —0.5018 —0.0370
—0.5442  0.0000 -1.4123 —0.8982 0.0000
—-1.0674 0.0000 |,L(3)=| -1.2012 -2.4370 0.0000
—5.6262 —5.0261 —~0.5975 —0.5670 0.6855
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Processus de Markov
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Figure 5.7 Evolution de la loi de commande par retour assuré par un observateur

Comme il apparait sur les figures 5.5, 5.6 et 5.7, représentant ’évolution des vari-
ables d’état de Perreur d’estimation et de la commande, les trajectoires de celles-ci
convergent vers zéro quand ¢ tend vers I'infini. Par conséquent, le systéme en boucle
fermée, et stochastiquement admissible de fagon robuste pour toute incertitude ad-

missible, sous la loi de commande avec les gains trouvés.
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5.6 Retour de sortie dynamique robuste

Dans cette partie, nous allons développer des conditions suffisantes pour assurer
Padmissibilité stochastique de fagon robuste du systéme incertain (2.1) via un con-
troleur par retour de sortie dynamique. Pour cela nous allons considérer la représen-
tation du contrdleur par retour de sortie dynamique donné par (4.37). Dans ce cas

le systéme augmenté en boucle fermée sera donné par :
E(r®)it) = [A(r(t)) + AA)(r(t)]n(t) (5.48)

avec 7(t), E(r(t)) et A(r(t)) sont donnés pour tout mode r(t) =14 € S par :

() = i> ° 1,
5(75 E(7)
A = A) (8) Ke(i)
LK B(1)Cy(i)  Ka(d)
AAYG) = | ()F'A(Z t)?A() | Di(3)Fp(i, t) Ep(1) Ko(i)
I Kg(i) D¢, (i) Fe, (i, t)Ec, (1) 0

e

Il est & remarquer que A(A)(¢) peut s’écrire comme suit :

—

A(A)() = AAA(6,t) + ABg(4,t) + ACq, (i, t)

avec .
DA\ FAli. O\ ali DB(i)FB(iwt)
ATAGt) = { AOTAOEAO 0},A§B(i,t)= xE(Kc(i) | |
0 0
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0 0

ACq,(i,t) =
Cy( t) KB(i)DCy(i)FCy(i’t)ECy(i) 0

ces incertitudes peuvent étre écrites comme suit :

- A

AAA(i,t) = Df(‘)(i) FA(i,t)[ Eali) o]zﬁA(i)fA(i,t)EA(i),

- :DBz’ : -
ABg(i,t) = 0() FB(i,t)[o EB(Z‘)KC(q;)]=DB(i)FB(z',t)EB(z')(5.49)
ACq,(i,t) = _KB(i)(;Cy(i) Fcy(z',t)[ Eg, (i) o}:ﬁcy(i)ﬁcy(i,t)ﬁcy(i).

La démarche suivie pour la stabilisation robuste du systéme étudié par retour de
sortie dynamique sera analogue a celle utilisée pour le cas nominal. La difficulté va
résider dans les non-linéarités rencontrées, pour les contourner nous allons utiliser
les différentes techniques précédemment présentées i savoir le lemme du complé-
ment de Schur, les lemmes des majorations et des incertitudes, les changements de
variables, les techniques d’optimisation convexes impliquant des LMIs et des BMISs,
ainsi que ’algorithme de linéarisation basée sur la technique de complémentarité

sur le cone.

En se basant sur le résultat du Théoréme 2.6.1, ce systéme en boucle fermée est

stochastiquement admissible de fagon robuste si la LMI suivante est vérifiée :

PT(i)AG,t) + AT (5,)P(i) + Y _ 7y R (i) E7 (i) P(§)R(ij) < 0 (5.50)

Jj=1

ot PT(7) est donnée par (4.41). En remplacant Av(z',t) par son expression, (5.50)
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devient :

J(E) = J.(0)+AALGP@E) + PT(0)AAA(G, L) + ABL (4, t) P(i)
+ PT(i)ABg(i,t)) + ACZ (4,£)P(i) + PT(i)ACq, (i,t)) <0 (5.51)

J-(1) correspond a la condition d’admissibilité stochastique d’'un SSSDM nominal

via une loi de commande par retour de sortie, Celle-ci est définie par (4.39).

En remplagant AA4(i,t), AA4(, t) et Aégy (i,t)) par leurs expressions (5.49), et
en appliquant le lemme 3.2.1 sur les incertitudes, aux termes incertains de (5.51),

on obtient :
PT(@)AAs(,t) + AAL (G, t)P(3) < &) PT (1) Da(i)D ()P (i) + Ea() B () Ea(d),
PT(5)ABg(i,t) + ABg (i, t)P(i) < &5'(6) PT (1) Dp(i) D (i) () + R () Ef (i) En(d),
PT(6)AC¢, (i,t) + ACE, (4, 1) P(3) < €51 (5)PT (i) De, (8) DE, (4) P(3) + Ec, (6) ES, (6) Ec, (3),
Tenant compte de ces majorations, Putilisation du complément de Schur & 'inégalité

(5.51) donne :

[ @) PT()Dal)) PT(i)Ds(i) PT(i)De, (i)
DI@PGE)  —Ea() 0 0 <0
D (i) P(i) 0 —&5(1) 0

| DZ,6)P(0) 0 0 —£5,(1) |

P(i) = Jo(i) +Ea(Q)EL (1) Ea(i) + E5(1) ES (1) Ep(3) + 8o, (1) ES, (i) Ec, (1)
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En posant :
ga(i)l 0 0
Q@)=| o0 EHI 0
0 0 €c, (1)l

Et en réutilisant le complément de Schur, 'inégalité précédente devient :

Dj(3)
J(@)+PT@) [ Dati) Dstt) De,() | 9760 | DRG0 | PG)
D¢, ()
Ej (i)
+| Bali) Bali) Bo,i) |900) | EJ() | <0 (5.5

Cet inégalité matricielle, qui garantit la stabilité stochastique robuste du systéme,
est non linéaire en P(7), K4(i), Kp(i), et Kc(4). Pour les transformer en LMIs,
multiplions & gauche et & droite I'inégalité précédente par UT (i)V' (i) et V(1)U (3)
(voir (4.45)) . 1l est & noter que UT())V T (i)J.(i)V()U(3) a déja été calculé dans

le chapitre 4, pour les autres termes, on a :

UT(rt)vT(rt)PT(i)[ﬁA(i) Dp(i) De,(i) | Q7' | DEGE) | POVEUE)

£21(1)PT (i) Da(i) DX (i) P(i)
=UT()VTGE) | e326)PT@)Dp(i)DE()PG) | VEU(G) (5.53)
g5 (i)PT (i) D¢, (i) D, (i) P(i)
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Commencons par calculer la premiére ligne de la matrice (5.53)
UTEVTE) | PT6)Da0)DLEPE) | VOUG)
_[ %6 #a
#3(i) #a(i)
avec :

#i(i) = WGP (1)Da@)DL0)[PLE) — PP (6P ()W ()
— WT(E)P(5)Py (5) By (i) Da(i) DL (1)[P(3) — Pa(i) Py (i) By ()]W(3),
#5(i) = WT(O)[P(E) — Pa(i) Py (1) By ()] Da(6) DA(0)Pi(3)
#a(i) = Py ())Dali)DAE)Pi(i) — Po(i) Py (0) Py (1)]W (4)
#i(i) = P (i)Da(i)D () Pi()

En utilisant le fait que : [Pi() — Py(i) P (3) Py (1)) W(3) = T, le terme précédent

devient :
UT@)VT() [ PT(4) VP | V(&)U
_ D4(i)DA(4) Da(i )Dl(l)Pl(z)
Pl (1)Da(i)D} (i) P{(i)Da(d) D) Fi(d)

Pour la deuxiéme ligne de (5.53) on a :

avec .
4(i) = WT@)P@)Dp@E)DE)Pi(0) — PP ()P ()W)
— WT()Py(i)) P (5) P} (i) D (6) DE(0)[P1(6) — Pa(i) Py (3) Py (8)]W(2),
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(i) = WT(I)[Pi(i) — Py(8)Ps (i) P, (4)]Dp(i) Dy (i) Pu(i),
%) = P(i)Dp(E)DL(3)[Pi(s) — P(d) Py () Py (5)]W(3),
9(i) = P (i)Dp(d)D5()Pi(5).

La aussi, en utilisant le fait que : [Py(i) — P,(i)P; (i) Py (1)) W(i) = 1, le terme

précédent devient :

UT@)VT() [ PT(i)Dp(i) DL (i) P(i) ] V(iU
Dp(i)D5(i) Dp(i)Dp(i) P1(3)
P{(i)Dp(i)Dp(i) P (i)Dp(8)Dg (1) (i)

Pour la troisiéme ligne de (5.53) on a :

UTEVT@) | PT()Do,6)DE, PG | VEUG)

[ PJ()Ks(i)D, (i) | | BI()Ks()Dc, (i) | ]
— UT(Z)VT(’L) L XDg ()Kg(z)P2() - L XDgy(Z)Kg(z)PS(?’) T V(’L)U(’L)
P (i) K5 (i) D, (i) PJ (i)K5(i) Do, (i)
| | DL OKL@OPRG) | | xDEOKFOPsG) | |

0 0
0 P, (i)Kp(i)De,()DS, (3K (1) Pa (i)W ()

En tenant en considération ces différentes manipulations, (5.53) devient :

D ()
U%)VT(rt)PT(i)[ﬁA(i) D(i) b'cy(i)}srl(i) DLG) | POVEUG)
DT, (i)
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~ =) Da(4)D4(4) D4(4) D} (4) Pi(2)
P (1))Da(i)D(5) P (1)Da(i)D}(3)Pi(2)
1 Dp(i)Dj(4) Dp(i)Dg (i) Pi(2)
+€B (Z) T . . T . T . . T . .
| Py (1)Dp(i)Dp(i) Py (1)Dp(i)Dp(i)Fi(i)
_ [ 0 0
+2g, (1) N
| 0 By (1)K5(i)De, (1) De, (4) Kg (i) P2 ()W (2)

D’un autre coté, en remplacant les termes incertains E4(i), Ep(i) et Ecy(i) par
leurs expressions (5.49), le développement du troisiéme terme de I'inégalité (5.52)

donne :

B16)
UT@OVT() | Bal) Bsl) Bo, ) |06) | EfG) | VOUG)
EL(0)
s | WTOBIOEGW WT(@)EM)EA@)}
EIOEAOWE)  EIG)EAG)

- W (i) Py(i) Py (i) K (§) ES (1) Ep(4) K (4) Py (i) Py (6)W(3) 0O
] 0 0
v o) WT () ES, (1) Ec, (YW (i) WT(E)ES, (4 Ec, (4)

' E¢, (i) Ec, ()W (i) Eg (i)Ec, (i)

Ainsi, en tenant en considération toutes ces transformations, la condition de sta-

bilité stochastique du systéme augmenté devient :

Ma(z) M7 L E) Da(1) D} (3) D(i) D (5) Pr(4)
* Ms(i) ! Pl (1)Da(i)D (i) P (i)Da())Di(E)P1(i)



+€p(4)

+&g, (1)

ol /V41(i),/b1

de la concept

Ceci peut étr

avec .

L1(4)

+ o+

Lo (i)

I
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Dg(i) D (i) Dg(i) D (i) Pi(1)
| P (i)Ds(i)DE(0) P () Dp(E)Dp (i) Pi(7)

0 0
|0 PJ()Knli)Do, () DF, (i) K (0) Pa(i) W (i) }
WT@ELO)BAGW () W (0)EL()Eali)
EL()EAG)W (i) E}(i)Ea(i)

0 0

[ WT(i) Po(i) P (6) K G () B (6) E () K (1) P () PT (W (i) 0 }

L.

| [WT(i)Egy(z')Ecy(i)W(i) WT(z')Egy(i)Ecy(i)} 0

E¢, (i) Ec, ()W (1) E¢,(1)Ec, (1)

2(1) et Ms(4) sont définies comme précédemment dans le cas nominal

ion d’un controéleur par retour de sortie.

e écrit comme suit :

£i0) £a(0) } o
*  L3(3)

Mu(i) + &4 () DA DA () + &5 () D (6) Db (3)
()W () Po() Py () K (DEB() En () Ko () By () Py (DWW (0)
g, (W T ()EE, () Ec, ()W (i) + oW () BA(R) Ea()W ()

Ma(i) + &1 (1) Da(6) D} (5) P (i) + E5' (6) DB (4) D (i) Py (3)

+ Ea@)WT G EL@)Eali) + 80, )W (1) EL, (1) Ec, (3)
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Ls(i) = Ms(i)+ €4 ()P (5)Da(i)Da (i) Pi(i) + €5 (6) P, (5)Dp (i) D (5) Py (5)
+ 55;(¢)P2T (i1)Kp(i)De, (z’)Dgy (K g () Py())W (i) + Ea(d) E} (1) E4(3)
+ &¢,(i)ES, () Ee, (i)

De méme, en définissant comme dans le chapitre 4, P(i), Kp (i) et Kc(3) par (4.49)

et (4.50), et en posant Lo(¢) = 0, la matrice gain K4(7) sera donnée par :

K a(i) (Y730 — X@ITAG) + YT (@) AT (D)X (6) + YT (6)Cy (1)KR(3)
KE@BT (@)X (i) + &5 (0) Da(i) DA (1) X (3) + €5 (1) Dp(4) Dy (6) X (i)

EA( )Y T (1) Ex(i)Ea(i) + €, (0)Y T (i) E, (i) Ec, (i)

+ o+

+

ZWT (i)"Y (G EG)RGH)] Y ) (5.54)

Dans ce cas, on aura alors :

avec :

L1(1)

il

Mu(i) + €5 (D) Da() D (5) + €5 () Dp(i) D (i)

Ep()KEG) ES (1) Ep(0)Kc (i) + Ec, ()Y T (1) ES, (1) Ec, ()Y (i)
T
(
)

+ o+

Ea)Y T()EL()EAWDY (),

Ma(i) + &4 (1) X T(@)Da@) DA () X (i) + &5' (1) X T () D(i) D (1) X (4)
EcL(§)Ka(i) Do, (8) D4, (1)K (6) + Ea(i) E (1) Eal3)

&c, (1) ES, (1) Eg, (4).

)
w
~

o>,
A

+ o+

En appliquant le complément de Schur a l'inégalité précédente et en procédant de
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la méme facon que précédemment, on aboutit a:

[ L) YTOELG) KIOELGQ) YTGEL@) S(Y) |
E.()Y(E) —g5'(0) 0 0 0
Eg(i)Kc(4) 0 —£5' () 0 0 <0
Ec,(1)Y (4) 0 0 ~Eg, ()1 0

I SiT(Y) 0 0 0 —Vi(Vy)_

[ JiG) XTG)Dal) XT()Ds() Ks(i)Da, (i) |
DI)X()  —Ea(i) 0 0 <0
DL6)X () 0 &)1 0

| DLGKLE 0 0 2, ()1

Jo, (1) = Mu(i) + €5 (0)Da(i) D4 (5) + €5 (1) Dp(i) Dy (5), (5.55)
I, (1) = Mai(i) + Ea() B (i) Eali) + £, () ES, (1) Ec, (3) (5.56)

avec Mi1(z), Ma1(2), Si(Y) et Vi(Vy) sont données par (4.65), (4.60), (4.55) et
(4.56).

En utilisant la technique de complémentarité sur le cone moyennant le lemme 3.2.3,
pour linéariser les différentes contraintes bilinéaires et qui sont dans ce cas, celles

obtenues dans le cas nominal, on arrive au résultat suivant :

Théoréme 5.6.1 Pour tout ensemble de scalaires positifs, €4 = (e4(1),...,€a(N)),
ep = (ep(l),...,es(N)), et eq, = (ec,(1),...,e¢,(N)), s’il eziste un ensem-
ble de matrices non singulieres X = (X(1),...,X(N)), un ensemble de matrices

symétriques définies-positives Y = (Y(1),...,Y(N)), Zy = (Zyv(1),...,2Zy(N)),
W = (W(1),..., Vo (N)), un ensemble de matrices Kg = (Kp(1),...,Kps(N)),
Kc = (Kco(l),...,Kc(N)), un ensemble de scalaires positifs a = (a(1),...,a(N)),
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e = (e(1),...,e(N)), qui vérifient le probléme suivant pour tout i € S et toute

incertitude admissible :

min Y Tr(Zy ()Y (0) + (ET (1) Zy (i) + (i) Vi (i)

i=1

sous les LMIs (5.55), (5.56) et :

[ Zu6) 1 -
| I Y(@)
[ ET()Zy()) + o)l I o
i I 120 ’
sous les contraintes :
ET@) 0 X)) 1 _ XT@) 1 E(i) 0 5 0, (5.5)
0 E(®) I Y() I YT@) o ETG |

alors le systéme en boucle fermée (5.24) sera stochastiquement admissible, de fagon
robuste, sous le contréleur ({.87), dont les matrices gains sont données par (5.54)

et :

Exemple 5.6.1 Prenons les valeurs numériques de 'exemple (5.5.1), avec en plus
:ea(l) = ep(3) = 0.1, €a(2) = 0.11,e4(3) = ep(l) = ¢, (1) = €¢,(2) =

0.2,ep(2) = €¢,(3) = 0.3. Dans ce cas la résolution des conditions du Théoréme



5.6.1 fournit les résultats sutvants:

Vp(3) =

13316
0.1446
| 0.0000

[ 12837
0.1371
0.0000

4.1816
—0.2912
0.0000

0.8215
—0.0161
0.0000

0.8215
~0.0161
| 0.0000

0.0000 |
0.0000
5.089 |

(0.1446
1.1006
0.0000

0.0000 |
0.0000
2.0718 |

0.1371
1.1035
0.0000

—0.2912 0.0000 |
46493 0.0000
0.0000  3.5105 |

0.0000 |
0.0000
1.0815 |

—0.0161
0.8542
0.0000

0.0000 |
0.0000

—-0.0161
0.8966
0.8542

X
Y

(2)[
(1)[

1.0815

184

1.32948 0.14205 0.0000
0.1420  1.0585 0.0000 |,
0.0000  0.0000 1.4275

—0.3080 0.0000
0.0000 |,
4.6568

3.6414
—0.3080 4.3866
0.0000  0.0000

3.4368 —0.3198 0
—0.3198  4.0872 0 )
0 0 4.3325

Y (3)

-0.0113 0.0000
0.8765 0.0000 |,
0.0000 1.0810

0.8583
-0.0113
0.0000

’VP(Z)

Je(1) = 0.9604, £(2) = 0.9644, £(3) = 0.9509,

a(1) = 0.9192, a(2) = 0.9251, &(3) = 0.9247.

Les gains des lois de commandes (4.87) sont donnés par :

Ka(1)

Ka(3)

11.4171 1.8207  5.2951 8.9587 1.7361 —2.8198
0.9699 6.8974 —5.7040 | ,Ka(2) = | 0.2404 4.5823  1.4904

0.7667 —4.3733 —0.2858 2.3252 —0.4983 1.29863
[ 91087 1.3535 3.2204 10.5781 —5.2891 —16.8489
~1.8292 85257 —1.5686 |,Ks(l)= | 57377 —2.8689 —2.9699
| 1.3687 1.6119 0.9834 —0.4085 0.2043  —0.7968

b

’
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[ _0.0764 —6.8364 —0.1649 | [ _5.3042 —0.1130 0.0000 |
Kp(2) = | —04919 -1.2178 —0.9056 |,KB(3)=| —0.5947 —1.9725 0.0000
—04352 —1.5537 0.4969 | | 0.0000 —0.2886 —0.0755 |
[ _0.0199 03129 —0.3684 | [ _0.1874 —0.2057 —0.6339 ]
Ko(l) = | —0.5316 0.6036 —0.0000 |,Kc(2)=| 05359 0.9565 0.0000
—0.2016 —0.5752 0.4761 | | —0.9406 —0.1942 1.7054 |
[ 0.4208 —0.3758 —1.6569 |
Keo(3) = 0.9062  1.8319  0.0000
| -1.9121 01192  3.0234 |

Les figures 5.8 et 5.9 représentent les trajectoires, du mode, des variables d’état et
de la commande du systéme en boucle fermée. Il apparait d’aprés ces figures, que
celles-ci convergent vers zéro quand t tend vers l'infini. Ainsi d’aprés le Théoréme
5.6.1, nous pouvons conclure que la synthése des lois de commande par retour de
sortie, proposée dans ce chapitre, garantissent que le SSSMD en boucle fermée soit

stochastiquement admissible de facon robuste.
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Processus de Markoy
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Figure 5.8 Stabilisation par retour de sortie d’'un SSSMD incertain: évolution du
mode, des variables d’état
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Processus de Markoy
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9 Evolution de la loi de commande par retour de sortie d’un SSSMD
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5.7 Commande stochastique robuste H.,

Dans cette partie, nous allons concevoir un contréleur robuste qui nous permettra
de minimiser l'effet des signaux exogénes w(t) vers les sorties & commander, tout
en assurant 'admissibilité stochastique du systéme incertain autonome, malgré la

présence des incertitudes admissibles.

Pour la réalisation de cet objectif, nous allons supposer que:

C4 Le systéme incertain (2.1) est stochastiquement admissible avec un niveau de

rejet des perturbations +.
C5 Le mode 7(t) est mesurable.
C6 Le vecteur d’état z(t) du systéme est parfaitement mesurable.

C7 Les perturbations externes w(t) sont a énergie finie, c’est-a-dire qu’elles véri-

fient la relation (2.2).

5.7.1 Stabilité robuste d’un systéme déterministe par morceaux avec

perturbations externes

Théoréme 5.7.1 Soit v une constante positive donnée. S’il eriste un ensemble de
matrices non singulieres P = (P(1),..., P(N)) tel que la LMI suivant est vérifiée

pour tout 1 € S et toutes incertitudes admissibles :

50 C (i, )B.(i) + PT(5) Bu (i)

<0  (5.58)
BI()C.(i,t) + BL()P(i) B (i)B.(i) — 41
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ol :

(i) = AT(i,t)P() + PT(3)A(i,t) + CF (4, ) Ca(i, t)

+ 3 mRT(i5) BT (6) P(5) R(35) (5.59)

j=1
alors le systéeme (2.1) avec u(t) = 0, pour tout t > 0, est stochastiquement admis-
sible et satisfait ce qui suit :

1/2
l2lle < [¥2llws | + <F BT P(ro)ao (5.60)

La démonstration de ce théoréme est similaire & celle du Théoréme 3.3.1.

D’un autre cété, remarquons que :

J,() CT,8)B.() + PT()BuG) | _
BI()C.(i,H) + BI@)P()  BI(@)B.G) -+
[ Qo)) PT()Bu(i) } N {OJ (i,1)

BIOPG  —1 o1y | L0600

En tenant compte de ceci, et en utilisant le complément de Schur, on obtient :

Jl(Z) PT(i)Bw(i) CZ(Z’ t)
B/l (i) P() ! B] (i) <0
C,(i,t) B, (i) —I

ou :

1) = AT, )P() + PT()AG, &)+ 3 mg R () ETG)PG)RG)  (5.61)

j=1
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Remplacons les matrices A(i,t) et C,(i,t) par leurs expressions (2.4), on obtient

alors :

L) PT()BuG) CT,b)
BIGPW) -1 BIG) (5.62)
C.(i,1) B,(3) 1
[ BL()FIG,0DE0PE) 0 0 | | PT@)Da@)Fali, )Ea)) 0 0

+ 0 0 0} + 0 00
I 0 00 0 00
[0 0 E,()FE(,t)DE, () 0 0 0

+10 0 0 + 0 0 0]<0
100 0 Do, (8)Fe, (i, ) Ee, (i) 0 0

Il est & noter que :

EL()FS G, HDEG)P) 0
0 00| =
0 0 O_
PT())Da(i)Fa(i, ) Ea(i) 0 0 |
0 00 =
0 0

De, (i) Fe,(4,t)Ec,(i) 0 0 |

Fg“z(z',t){o 0 Dgz(i)}.

Fe, (4, t) [ Ec,(i) 0 0 ] :




En utilisant le lemme (3.2.1) sur les majorations des incertitudes, on aura :

0 0 0

[PT(i)DA(i)FA(i,t)EA(z') o} N {PT(i)DA(i)FA(i,t)EA(z’) 0

3 { e31(6)PT(i)Da(i)DL())P(i) + a()EL (i) Ea(i) 0 }

0 0
0 0 EZ (4)FE(i,t)DE, (i) 0 00
00 0 o+ 0 00
00 0 De, (1)Fe, (i, t)Ec,(i) 0 0
e, (1)) B¢, (1) Ec. (i) 0 0
< 0 0 0
0 0 ec,(i)De,(4)DE,(3)

Au terme de cette série de manipulations algébriques, (5.62) devient :

Ju@)  PT(@)Bu(i) CT()
BI@)PG) 1  BIG) |+
| c) B -l
£21 ()P (i) DA()) DE () P(0) + £a()) E] (1) Ba(i) 0
0 0
L
51(2)Egz (1)Ec, (i) 0O 0
+ 0 0 0 <0
0 0 ec,(i)De,(i)DL,(0)

avec Ju(i) = AT(@)P() + PT(5)A(:) + zj.vz i RT(35)ET (0)P(j)R(i5)

191
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En définissant _#.(¢), 4. (i) et Z;(i) comme suit :

Hei) = Jn(i) + (@) EL (i) Ea(i), (5.63)
M) = diaglea(i)],ec, ()], (5.64)
Z.(i) = [PT(i)Da(i), EBZ, (1)) (5.65)

et en utilisant le complément de Schur a I'inégalité précédente, on obtient :

26)  ETWPE)BLG) CFG)  £0) |

BIWPOE® 1 B 0| o
C. i) B.(i) Al 0

AL 0 0 —li) |

avec B(i) = —1+ ec, (i) Dc, (1) DL, (4).

Le Théoréme suivant résume ce résultat :

Théoréme 5.7.2 Soit v > 0 une constante positive donnée. S’il existe un ensem-
ble de matrices non singulieres P = (P(1),...,P(N)), un ensemble de scalaires
positifs €4 = (ea(l),...,€4(N)) et ec, = (ec,(1),...,ec,(N)) tels que la LMI
(5.66) est vérifice pour tout i € S et pour toutes incertitudes admissibles, avec
(i), M) et L) sont données par (5.63), (5.64) et (5.65), alors le systéme
(2.1) avec u(t) = 0, est stochastiquement admissible de facon robuste, en plus il

vérifie la condition de rejet des perturbations avec un niveau 7.

Exemple 5.7.1 Pour illustrer ce résultat, nous allons considérer un SSSDM de
dimension trois, composé de trois modes, avec les matrices A, E(1), E(2), E(3),
A1), A(2), A(3), Bw(l), By(2) et B,(3) de lezemple (2.5.1), et Ea(1), Ea(2),
E4(3), Da(1), Da(2) et D4(3) de lezemple (5.3.1), le reste des données numeériques
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est comme suit :

C.(1) = [1 0.2 0.2],Cz(2)=[1 0 1],05(3)=[1 1 1],

= o2 0 0.1 |, Be.(2)=|0 01 02],Be®=]0 01 01],

(1)

Ec. (1)

B.(1) = 0.1,B,(2) =0.15,B,(3) = 0.2, D¢,(1) = 0.1, D¢, (2) = 0.2,
(3)

1

Dc,(3) = 0.4,e4(1) =ep,, (1) = ey, (3)0.1,€4(2) = €5, (2)0.2,64(3) = 0.3,
04 0.2 0.5

R(1) = R(2)=REB) =|02 03 0 |,
05 0 0.3

Les LMIs ¢ résoudre sont celles du Théoréeme 5.7.2, elles sont réalisables et aboutis-

sent aux résultats suivants :

1.1158 0.3076 0.0000 1.0879 0.6243 0.0000

P(1) = | 0.3076 009175 0.0000 |,P(2)= | 06243 1.1428 0.0000 |,
1.5124 0.5480 1.03461 1.0824 0.6794 0.8628

0.8073 0.2836 0.0000
P(3) = | 0.2836 0.6873 0.0000 |,y =
1.9295 0.8163 0.9323

Un exemple de simulation de I’évolution des variables d’état et de la fonction de
Lyapunov du SSSMD considéré, est illustrée par la figure 5.10 qui montre que
celles-ci convergent vers zéro quant ¢ tend vers l'infini. Ainsi, d’aprés le Théoréme
5.7.2, nous pouvons conclure que le systéme est stochastiquement admissible de

facon robuste avec une norme H, inférieure 4 v = 1.
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Figure 5.10 Comportement d’un systéme singulier Markovien incertain, perturbé

et stable
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5.7.2 Stabilisation robuste par retour d’état

D’aprés le Théoréme 3.3.1, on peut montrer que le systéme en boucle fermée étudié
est stochastiquement stable en moyenne quadratique de facon robuste si 'inégalité

suivante est vérifiée (voire section 3.3.2, inégalité (3.40)):

TG)  PTG)B.G) C. (i,t)
)

Bl (1) P() -1 B (i) | <0, (5.67)
a(i7t) Bz(l) -1
avec
- - - N
Jo(i) = AT(0,)P(0) + PTWA(L D) + V() + D grhey]
J=1,j#i

AGi,t) = A(G,t)+ B, K (),

—

C.(i,t) = C.(i,t) + D,(i, t) K ().

En remplagant les matrices Z(z, t) et 6’;(1, t) par leurs expressions citées ci-dessus,

I'inégalité (5.67) devient:

J1(i) PT(i)By(i) C7 (i) + K'(5)D; (i)
By, (4)P(i) —°1 B} () +
a‘2:(7’) + Dz(Z)K(z) Bz(l) -1
ELG)FT(i,)DL()PE) 0 0 PT()Da())Fali,t)Ea(i) 0 0
+ 0 0 0|+ 0 00
0 00 0 00

' {PT@)DBu)FB(i,t)} 0 o
x Eg(3)K (i)

0 00 0 00
0 00 0 00




0
0

0
0

avec Ji(7) est donnée par (5.61).

Il est & noter que :

|

0
0

0
0

KT(i)EL(i)FE(i,1)
x DE(4)P(3)

0
0

P (i) D (i) Fa (i, t) }
xEp (1)K (i)

0
0

[ ET(:)FT(i,t)DL(H)PG) 0 0

0 0
0 0

0
0

[ PT(0)DaGi)Fa(i,)Eai) 0 0 |

0

0—

0 0

Dp,(i)Fp,(i,t)
x Ep, (1)K (i)

0

196

<0



KT(i)EL, (i)
x Fp_(i,t)DE,, (1)

| De, (i) Fo. (i,6)Eo, () |

0
0 =
L DCz(i)FCz(iat)EC’z(i) ]
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KT(i)EL, ()
-1 o |FBGH[0 0 DRO ]
0
0
= 0 FD,(i,t)[EDz(i)K(i) 0 o].
Dp, (i)
240
= o |F&an[o 0 DRW ]
0
Do, (i) |
0 Fc (Z,t)[Ecz(i) 0 0]
0
De, (i)
0 Fcz(i»t)[Ecz(i) 0 o]
0

et en appliquant le lemme (3.2.1), on aura :

{PTmDA(i)FA(z',t)EA(z‘) 0} +[EX(¢)FI<M)D£<¢)P(¢) 0}
0 0 0

|

ea(i)PT(1)Da()) D}

0

(O)PG) +e5 () EL(D)Ea(i) 0
0 ol
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[PT(z‘)DB(v:)FB(i,t)EB(wK(i) 0] N

KT(i)B () F3 (6, ) DR () P(E) 0 }
0 0

0 0

3 [ e8()PT()D(6) DY) P() + 5 VKT () EF () Ep()K () 0 } |

0 0
0 0 KT@)EL (i)Fp, (5,¢)DFL,(3) 0 00
0 0 0 + 0 00
00 0 Dp, (i)Fp,(i,t)Ep,(i))K (i) 0 0
ep. (VKT () B}, (i) Ep, (i)K(i) 0 0
< 0 0 0
0 0 ep,(i)Dp,(H)Dp,(9)
0 0 EZ (i)FZ (i,t)DE (%) 0 00
00 0 + 0 00
00 0 Dc, (i)Fc, (4,t)Ec. (i) 0 0
€5 () BE, (i) Be. (i) 0 0
< 0 0 0
0 0 ec,(i)De, (1) DS, (4)

En utilisant ceci on obtient :

J1(4) PT(i)Bu(i) CF(:)+KT(i)D; (i)
B, (i) P(i) —1 B] (i)

Cz (7‘) + Dz(z)K(l) Bz(z) ~1
N e22(0)PT(1)Da(i)D (1) P(i) + ea(i)Ef (1) Ea(i) O
| 0 0
N [ e5(i)PT(i)Dp(i)DLE)PG) + 5 (VKT () EF (1) Es()K (@) 0 }
0 0
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[ 5L (KT ()ED, ()Bp, (VK () 0 0
+ 0 0 0
_ 0 0 ep,(i)Dp, (i)DP, ()
[ <G (0)EL, ()Ec, () 0 0
+ 0 0 0 <0
I 0 0 ec.(i)De, (1)DE, (9)

En définissant _Z (), # (i) et £ (i) comme suit :

A @) = Ji() + €3 () EL(G)Eali) + 5" (K (1) EF () Bp(1)K (i), (5.68)
M (i) = diagley' (D) e (D), ec, ()], ep, ()], (5.69)
ZL@) = [PT()Da(s), E,@), (5.70)
2(i) = I-ec,(i)De.()) D¢, (i) — ep, (i) Do, (1) Dp, (i) (5.71)
et en utilisant le complément de Schur, on obtient 'inégalité suivante :
0 reme | 9 | e |
+K (i) D7 (4)
B/ (3)P(3) —21 B] (i) 0 <0 (572)
C. (1) .
' B, (i) —-2(3) 0
+D.() K (i)
i A0 0 0 A |

I'inégalité précédente est non linéaire en les paramétres P(i) et K (i), pour la trans-

former en LMIs, tout d’abord, utilisons le fait que :

ET(i)P() = PT(4)E(3), (5.73)

ensuite posons X (i) = P~(i), et multiplions I'inégalité précédente & gauche et a
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droite par diag(X " (i),1,1,1) et diag(X(:),I,1,I) ceci donne :

| | XT()CT @) N
1 B, (i X)L
S (i) ( Lxmw T ] (i)20)
Bl (i) 1 BJ (i) o |,
C:)X(0) B o) .
+D, () K @)X (i)
LT()X () 0 0 — A (5)

Fx(@) = XTEATE) + A@)X(0) +e3' ()X ()E () Ea(1) X (2)

+ e5t()XT@)KT(G)EL()Es()K ()X () + X (6K (5)B' (i)
+ BHKOXE) +XTOVe@O)XE) > 7w X (1) (6§) X (i)my

j=Li#i

Il est & noter que :

N N
Y X O @)Xy = Y SHZTHSTE)
J=1,j#i J=1j#

avec S;(X) et Zi(X) définies comme précédemment.

Ainsi en posant Y (i) = K(4)X (i) et en appliquant le complément de Schur a
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I'inégalité ci-dessus, on obtient le résultat suivant :

i - )
o) B | 0D xh e sw
+Y T (5)D; (i)
B, (1) —y21 B] (i) 0 0 0
[ C:OXO | g —9,(i) o 0 0 |<o
+D.(1)Y (¢)
X () 0 0 —Zp(i) 0 0
N () 0 0 0 ~#(i) 0
ST 0 0 0 0 -
(5.74)
ol :
MG = XT@E)ATE) +AG)XE) +YTE)BT(E) +BEY () + n ET (1) X (1),
(i) = diaglea(d)L,ep(i)l, ec, (D)L, ep, ()],
N () = [XTGELE),YT@)ERE), Y (D)ES (), YT () Ep, (),
2i(i) = I-ec,(i)De,(#)D¢,(4) — ep,(4) Dp, (1) D, (4)

En posant 3(ij) = £71(ij) dans l'expression de S;(X), et en utilisant le lemme

3.2.3, on aboutit au Théoréme suivant :

Théoréme 5.7.3 Soit v une constante positive donnée. S’il existe un ensemble de
matrices symétriques et définies-positives P = (P(1),..., P(N)),

X = (XQ),...,X(N)), Zp = (Zp(1),...,Zp(N)), et Vp = (Vp(1),...,Vp(N))
un ensemble de matrices Y = (Y(1),...,Y(N)), un ensemble de scalaires posi-
tifs B = (B(1),...,B(N)), e = (e(1),...,e(N)), ea = (ea(l),...,ea(N)), e =
(eg(1),...,es(N)), ec, = (ec.(1),...,ec,(N)) et ep, = (ep,(1),...,ep,(N)) tels
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que le probléme suivant est vérifié pour tout ¢ € S et toute incertitude admissible :
N
min Y Tr(P(i)X (i) + Zp(i)Ve(d) + B(i5)e(i)T)
i=1

sujet aur LMIs (5.74), (5.18), (5.16), sous la contrainte égalité (5.73), alors le
systeme (2.1) est SA de fagon robuste, sous la loi de commande (3.1) dont le gain
est donné par (5.20), et qui permet en outre, de rejeter les perturbations avec un

niveau v > 0.

Exemple 5.7.2 Pour valider ce résultat, considérons les données numériques de

Vezemple (8.8.2) du SSSMD nominal, avec en plus les données suivantes :

(10 0] 011 0.1 01 0.1
D(1) = (00 1|DQ2={001]|,B.()=]0 0 01|,
1.0 0| 00 1 0 01 012
(001 1] 01 0 0 0 01 01
D3) = |00 1|,Bu(2=|0 0 02],Bu(@=]012 0 0
|10 0 0 01 0 0 0 01
10 0] (011 01 1
C:(1) = [o10][|,C@2=]110],C8=|001],
|00 2| 001 001
(11 0] (11 0 100
B(l) = {010]|,B.2)=|0 1 02{,B.(3=|010],
00 1 101 1 001
0.01

Eu(1) = [0.2 0 0.1],DA(1): 0.02 ,EA(2)=[0 0.1 0.2},
0

?



Ep(3)
Dp(2)

Dans ce cas,
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0.13 0.1
= | o [\Ea®=]0 01 01],0a®)=] 0 |,
0.2 0.1
0.01
= [ 02001 ], Ds(1) = | 0.02 |, Es(® = [ 00102 |,
0
[ 0.13 0.1
= | o ,EB(3)=[0 01 01],053)=| 0 |,
| 02 0.1

- :0_2 0 0,1],EC(2)=[0 0.1 0.2],

0.01 0.13
= [0 01 0.1},Dc(1)= 002 |, Dc@=| o |,
0 0.2

0.1

= 0 ,ED(1)=[0.2 0 0.1],ED(2)=[0 0.1 0.2],

Lo.l

= [0 0.1 0.1],DD(1)
[0 01 02],D0(38)=]0 01 01],

02000 0 0.1000 |,

les LMIs & résoudre sont celles du Théoréme 5.7.8, elles sont réalisables

et aboutissent aux résultats suivants :

0.2186 —0.1074 0.0000 1.3241  —0.1571 0.0000
—0.1074 0.1525 0.0000 | ,P(2)=| —0.1571 0.0597 0.0000 |,
0.0000  0.0000 0.0221 0.0000  0.0000 0.0040
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[ 1.3183  —0.1736 —0.0000 6.9949 4.9262  0.0000
P(3) = | —0.1736 0.0796 0.0000 |,X(1)=| 4.9262 10.0267 0.0000 |,
| —0.0000 0.0000  0.0096 0.0000 0.0000 45.2489
[ 1.0981  2.8895  0.0000 1.0642 2.3209  0.0000
X2 = 2.8895 24.3542 0.0000 |,X(3)=| 2.3209 17.6244 0.0000 |,
| 0.0000 0.0000 250 0.0000 0.0000 104.1667
[ 1.0106 0.0370 0.0070 | [ 1.0986 0.0810 0.0408
Ve(l) = 0.0370 1.0653 0.0111 |,Vp(2) = | 0.0810 1.0732 0.0584 |,
| 0.0070 0.0111 0.9559 | 0.0408 0.0584 0.9920
1.0800 0.0342 0.0375 | [ 0.9908 —0.0343 0.0069
Ve(3) = 0.0342 0.9636 0.0374 |,Zp(1) = | —0.0343 0.9400 0.0107 |,
| 0.0375 0.0374 1.0070 | 0.0069  0.0107 1.0463
[ 0.9165 —0.0673 0.0338 0.9281 —0.0317 0.0334
Zp(2) = —0.0673 0.9398 0.0526 | ,Zp(3)=| —0.0317 1.0403 0.0374 |,
| 0.0338  0.0526 1.0126 0.0334  0.0374 0.9957

a(l) = 0.9296,a(2) = 1.0045, a(3) = 0.9179, 3(3) = 1.0894, 3(2) = 0.9956,

B(1) = 1.0758,y = 1.6578.

Les gains des lois de commandes sont donnés par :

K1) = [—1.0804 0.0379 —1.2062],K(2)=[—4.8128 0.4118 —0.1475],
K(3) = [~7.1479 2.2199 —0.5984].

L’évolution du mode, des variables d’état, et de la commande du systéme en boucle
fermée avec les gains trouvés, est illustrée par les figures 5.11, 5.12. D’aprés ces
figures, on constate que leurs trajectoires convergent vers zéro quand ¢ tend vers
Pinfini. Ceci montre que la synthése de la loi de commande via I'approche proposée

garantie que le SSSDM incertain, soumis & des perturbations externes bornées en
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Figure 5.11 Stabilisation par la commande robuste Hy: réponses temporelles du

mode et des variables d’état

norme .%; est bien stochastiquement admissible de fagon robuste, avec le rejet des

perturbations recherché et dans les normes des incertitudes considérées.
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Figure 5.12 Evolution de la loi de commande M robuste d’un SSSMD
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5.8 Conclusion

A travers ce chapitre, nous avons abordé le probléme de la robustesse en stabil-
ité d’un SSSMD incertain. Tout d’abord, nous avons traité la stabilité robuste
de ce type de systéme, pour lequel nous avons proposé des conditions suffisantes
d’admissibilité stochastique robuste, en s’appuyant sur le résultat du Théoréme
2.6.1 relatif & 'admissibilité stochastique d’'un SSSMD nominal et sur la technique
LMI. Nous avons vu que le résultat développé est principalement intéressant par sa
simplicité de mise en oeuvre numériquement. Ensuite, nous avons élaboré des con-
ditions suffisantes permettant la synthése de différentes lois de commande robustes,
qui garantissent I’admissibilité stochastique du systéme en boucle fermée, malgré
la présence d’incertitudes sur celui-ci. L’accent est mis sur les lois de commande
robustes, par retour d’état, par retour d’état basé-observateur de type Luenburger,
par retour de sortie dynamique, et la loi de commande robuste H,. Les approches
de stabilisation stochastique développées, se sont basées sur la fonction de Lya-
punov stochastique, le critére d’admissibilité stochastique robuste établi dans la

premiére partie de ce chapitre, ainsi que sur les techniques LMIs et BMIs.

Pour les différents résultats proposés, nous notons la grande difficulté a formuler
le probléme de stabilisation stochastique qui est initialement non linéaire et non
convexe, en un probléme d’optimisation convexe qu’il est possible de résoudre effi-
cacement via les divers logiciels existants sur le marché. Ceci a nécessité ’emploi de
différents outils tels que le complément de Schur, les majorations des incertitudes,
la technique de linéarisation par changements de variables, ainsi que la technique
de complémentarité sur le cone. En outre, tous les résultats développés dans ce
chapitre ne supposent aucune contrainte sur les matrices du systéme, et peuvent
étre considérés comme une extension de ceux proposés dans la littérature sur les

systémes singuliers, les systémes & sauts markoviens et les SSSM.
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CHAPITRE 6

CONCLUSION GENERALE

Les travaux proposés dans cette thése, présentent une contribution a I'étude des
méthodes d’analyse et de synthése des lois de commande pour un SSSMD. Les
méthodologies développées pour la réaslisation de ces travaux, sont essentiellement
théoriques. Leur établissement fait appel exclusivement & la deuxiéme méthode
de Lyapunov, et au probléme d’optimisation qui présente un outil trés performant
dans le domaine de la commande, en particulier la technique LMI qui s’avére un
concurrent alternatif de taille, aux équations de Riccati, dont on connait la lourdeur
de mise en oeuvre. Au dela de 'outil mathématique, nous avons constaté que la
mise en oeuvre des inégalités matricielles obtenues nécessitent souvent le recours a
des algorithmes numériques tels que la linéarisation des BMIs, la minimisation de

la trace de matrice, et la prise en compte des contraintes de rang.

Dans I’étude que nous avons mené sur l'analyse, tout d’abord, nous avons étudié
P’existence de la solution d’un SSSMD. La formulation trouvée constitue une formu-
lation générale d’évolution de la trajectoire, aussi bien des systémes singuliers, que
des systémes & sauts markoviens. Cette solution a été simulée avec un simulateur
que nous avons développé pour cette classe de systéme a 'aide du logiciel Matlab.
Ensuite nous avons établi des conditions suffisantes d’admissibilité stochastique
du systéme considéré pour n’importe quelle séquence de chaine de Markov, pour
cela il suffit que les perturbations qui agissent sur le vecteur d’état continu, soient

d’amplitudes finies. Le résultat proposé est exprimé sous forme de LMIs.

La stabilisation par retour d’état a également été considérée. Dans ce sens, dif-

férentes stratégies de commande ont été utilisées selon que l'information sur le
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vecteur d’état est disponible ou non.

Dans le premier cas, tout d’abord, en se basant sur le résultat proposé, relatif
& 'analyse de ce type de systéme, nous avons synthétisé une loi de commande
qui assure ’admissibilité stochastique d’'un SSSMD bouclé, ou la saturation sur
la commande et les perturbations externes a énegie finie sont supposées non exis-
tantes. Ce résultat a été a la base du développement de la loi de commande avec
saturation qui garantit en plus de 'admissibilité stochastique, que les contraintes
sur la commande soient toujours vérifiées. Entre autre, nous avons proposé une
loi de commande Ho, qui a permis de garantir que le rapport entre 'entrée de

perturbation et la sortie & commander reste inférieur & un certain niveau 7.

Dans le deuxiéme cas, nous avons utilisé deux types de lois de commande par
retour d’état quand toutes les variables ne sont pas accessibles. L’accent a été
mis sur la loi de commande basée sur un observateur de type Luenberger et sur la
loi de commande par retour de sortie dynamique. Les conditions de stabilisation
stochastique obtenues moyennant ces deux types d’observateurs, ont permis de

synthétiser séparément les gains du contréleur et de I'observateur.

Pour les divers types de techniques proposées sur la stabilisation stochastique du
SSSMD étudié, les conditions obtenues par application directe de la théorie de
Lyapunov, sont exprimées sous forme de BMIs, qui sont difficiles & linéariser par les
techniques classiques de changement de variables. Pour contourner cette difficulté,
nous avons transformé ces conditions en un probléme LMIs avec complémentarité

sur le cone, que nous avons résolu moyennant I’algorithme du gradient conditionnel.

Le dernier chapitre a été consacré a I’étude de la robustesse en stabilité d’un SSSMD
en présence d’incertitudes bornées en normes, avec ou sans perturbations externes a

énergie finie. En effet, en se basant sur la théorie de Lyapunov et sur les techniques
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LMIs et BMIs, toutes les approches d’analyse et de synthése développées dans
le cas nominal ont été étendues au cas incertain. Les méthodes proposées ont
permis de garantir ’admissibilité stochastique robuste du systéme étudié pour toute
incertitude admissible, entre autres, d’assurer certaines performances de rejet des
perturbations dans le cas de la commande robuste Ho,. Les difficultés majeurs
rencontrées dans cette étude, résident dans ’élimination des parties inconnues des
incertitudes et dans la transformation du probléme obtenu, qui est généralement
non linéaire et non convexe, surtout dans le cas de la synthése, en une formulation
LMI par complémentarité sur le céne. Pour contourner ces problémes nous avons
fait appel aux différentes techniques de majoration des incertitudes, et aux outils

de linéarisation utilisées dans les chapitres précédents.

Les résultats d’analyse et de synthése proposés dans cette thése aussi bien pour
le cas nominal que le cas incertain sont une extension de ceux obtenus dans la

littérature sur les systémes singuliers, les systémes & sauts et les SSSM.

Comme extension des approches de commandes proposées dans cette thése, nous

pensons qu’il serait souhaitable :

e de considérer des lois de commande continues vue que celles synthétisées
tout au long de ce travail de recherche sont discontinues. Pour cela il suffit
de prévoir un terme additif dans ’expression de celles-ci, qui va compenser

la discontinuité dans le vecteur d’état continue au moment des sauts.

o d’explorer d’autres classes de fonctions de Lyapunov que la fonction de Lya-
punov stochastique, qui a permis de réduire le conservatisme des résultats
issus des fonctions quadratiques communes. Dans ce sens, une piste intéres-
sante serait d’utiliser les fonctions quadratiques sous forme de polyndomes
représentables en sommes de carrés. Ce type de probléme peut é&tre formulé

sous forme d’un probléme d’optimisation impliquant des polynémes, pour
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lequel de trés récents outils de calcul numérique ont été développés : SOS-

TOOLS (Papachristodolou et Prajna, 2005)

o d’étendre ces travaux a la classe des SSSMD avec d’autres types d’incertitudes

que celles bornées en normes.
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ANNEXE I

TECHNIQUE D’OPTIMISATION

[.1 Analyse convexe

La notion de convexité tient dans cette thése une place importante étant données
les orientations choisies. En effet, les problémes d’analyse et de synthése dont il est
question sont formulés, lorsque cela est possible, en termes d’optimisation convexe.

La convexité d’un probléme d’optimisation a un double avantage:

e les temps de calcul sont raisonnables, et il n’existe pas de minimum local de

la fonction coiit a optimiser,

e le résultat correspondant est un minimum global unique.

La convexité est une notion a la fois ensembliste et fonctionnelle dont voici les

définitions:

Définition I.1.1 Soit un ensemble D C R", D est un ensemble convexe si et seule-

ment si:
Yo €[0,1] C R,¥(21,22) € D*, p2; + (1 — p)zg € D

Définition 1.1.2 Soit une fonction f: D C R* — R, avec D est un ensemble

convexe, alors f est convezxe si et seulement si:

Vp € [0,1] C R, ¥(a1,25) € D?, f(pa1 + (1 — p)z2) < pf(a1) + (1= p) f(w2)
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Un probléme d’optimisation convexe s’énonce alors comme étant la minimisation
d’une fonction convexe sur un ensemble convexe comme suit: mingep(f(z)). Dans
ce qui suit, nous allons rappeler quelques résultats sur I’optimisation définies par

des inégalités matricielles linéaires développés par (Boyd et al., 1994).

[.2 Les techniques LMIs

Définition 1.2.1 Etant donnée une famille de matrices symétriques Py, P, € RP*P i €

{1,...,N}, et un vecteur x = (z1,...,zn)" € RN, une LMI stricte (resp. non
stricte) en x;,1 € {1,..., N} s’écrit sous la forme:
N
F(z) =P+ inPi > O(resp. > 0)
i=1

Remarquons que ’ensemble D défini par D = {x € RN : F(x) > 0} est conveze, ce

qui nous amene o considérer une contrainte LMI comme une contrainte conveze.

Parmi ces problémes d’optimisation convexes sous forme de LMI, nous pouvons

citer :

e Probléme de réalisabilité: il s’agit de trouver un vecteur x tel que la
contrainte convexe F(z) > 0 est satisfaite. Ce probléme peut étre résolu en

cherchant la valeur x minimisant le scalaire g tel que:
F(z) < ol

Si la valeur de o est négative, le probléme est réalisable.

e Probléme de valeurs propres (EVP): il s’agit de minimiser la plus grande

valeur propre d’une matrice symétrique sous une contrainte de type LMI:
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minimiser o

ol —A(z)>0

sous les contraintes =
B(z) >0

Ces problémes convexes peuvent alors étre résolus par différents types de méth-
odes, telles que la méthode du simplexe, la méthode des points intérieurs, dévelop-
pée initialement par (Karmakar, 1984) pour la programmation linéaire, et étendue
ensuite par (Nesterov et Nemirovski, 1994) au cas de la programmation convexe
dans I'espace des matrices définies-positives. Parmi les logiciels qui permettent la
résolution de telles inégalités matricielles, on peut citer I'utilitaire de (El Ghaoui

et al., 1995), les utilitaires Yalmip et Sédumi.

Parmi les contraintes de type LMI les plus classiques, nous citons le Complément

de Schur donné par le lemme suivant :

S1 S
Lemme 1.2.1 (Boyd et al., 1994) La matrice : ; 2 > 0 ss1 S5 > 0,

S; — 838518y > 0, Cette derniére inégalité est appelée complément de Schur.

[.3 Les techniques BMIs

Un nombre important de problémes de commande et d’observation s’expriment

sous forme d’inégalités matricielles bilinéaires (BMIs) qui sont données par:

N N N
F(z) = Fo + Z%‘Pi + szixj])ij > O(resp. = 0)
i=1 i=1 j=1

ou P; et P;; sont symétriques.

Aujourd’hui, il n’existe pas de méthodes exactes pour résoudre ce genre d’inégalités
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qui peuvent étre vues comme des généralisations des LMIs. Cependant, certains
problémes BMIs peuvent se ramener facilement a des LMIs par un changement
judicieux de variables (Henrion et al.,, 1999), (Apkarian et Tuan, 2000): cette
astuce mathématique est fréequemment utilisée dans le cadre de la commande par
retour d’état statique et dynamique, ot le produit de deux variables qui apparait
dans les conditions de synthése est remplacé par une nouvelle variable. D’autres
BMIs peuvent étre converties en LMIs équivalentes avec une contrainte de rang.
La résolution de ce genre de problémes apparait fréquemment dans les formalismes
d’analyse et de synthése. Il s’agit d’un probléme non convexe difficile, cependant,
il existe des méthodes heuristiques permettant de lui trouver des solutions, un

exemple de ces heuristiques est donné dans ’annexe V.

1.4 Probléme de complémentarité conique

Dans le but de pouvoir résoudre des inégalités matricielles, toutes les conditions
doivent étre nécessairement convexes (Boyd et al., 1994), (El Ghaoui et al., 1995).
La présence de conditions non convexes rend en général le probléme trés difficile a

résoudre.

Considérons le probléme non convexe en V, Wet Z suivant:

F(V,W,2) > 0, (L.1)
VW o= 1 (1.2)

ot V> 0, W > 0 sont des matrices de méme dimension n X n, et F(.) est une
fonction matricielle affine symétrique. L’inégalité (I.1) représente la contrainte

LMI du probléme et la condition (I.2) la contrainte non convexe.
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Remarquons que la contrainte (I.2) peut étre écrite comme suit: V= W' > 0, et

en appliquant le complément de Schur, on aboutit a:

V I
I w

> 0. (L3)

Le probléme de complémentarité sur le cone correspondant au probléme initial est

le suivant:

Ps: minTr( VW) sous les contraintes (I.1,1.3).

le lemme suivant garantit I’existence d’une solution au probléme précédent si et

seulement si le minimum de P est 2n (El Ghaoui et al., 1997).

Lemme 1.4.1 (Convergence) Soient V et W deuz matrices telles que (1.3) est
vérifiée. Alors (1.2) est satisfaite si et seulement si Tr(VW) = 2n.
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ANNEXE II

SYSTEME SINGULIER

II.1  Modele d’état

Un systéme singulier continu linéaire, invariant dans le temps est régi par les équa-

tions suivantes:

Ei(t) = Az(t)+ Bu(t) (IL1)
y(t) = Cz(t)

ou les matrices F, A, B et C sont réelles, constantes et de dimensions compatibles
avec les dimensions de z(t), u(t) et y(t). Sans perte de généralités, la matrice E

est supposée étre singuliére.

I1.2 Représentations équivalentes

Pour I’étude de cette classe de systémes, deux types de représentations équivalentes
ont un intérét particulier dans I’étude de I’analyse ou la commande: il s’agit de
la décomposition en valeurs singuliéres, qui permet de séparer les dynamiques,
des interconnexions et des contraintes statiques du systéme, et de la forme de
Kronecker-Weierstrass qui permet de décomposer le systéme singulier en un sous-

systéme lent et un sous-systéme rapide (Lewis, 1986), (Dai, 1989).



235

I1.2.1 Décomposition en valeurs singuliéres

Si la régularité de la paire (E, A) est inconnue, il est possible de trouver deux

matrices non singuliéres M; et N; telles que (Dai, 1989):

— I o) _ A Ay
E == MlENl = ,A == MlANl - . (112)
00 As Ag
Dans ce cas, le systéme (I1.1) est équivalent a:
(
Ctl = Alxl(t) + Azxz(t) + Blu(t)
\y(t) = 01111(75) + CQI?Q(t)

Ot z1(t) € R", z4(t) € R**, k étant le rang de la matrice E. Les matrices By,
By, Cy, Cy, sont telles que:
By

M,B = ,CN; = [ C, 02},Nflfc(t)=
B,

Il(t)
iEQ(t)

Cette décomposition est souvent utilisée dans le cadre de I’analyse des systémes
singuliers, principalement pour la vérification des propriétés structurelles telles que
la commandabilité, 'observabilité, la régularité, I'immunité d’impulsions (Lewis,
1986), (Dai, 1989), comme le montre le lemme suivant, qui présente une condition

équivalente de non impulsivité du faisceau de matrice (£, A):

Lemme 11.2.1 (Dai, 1989):

o Le faisceau de matrice (E,A) est non impulsif ssi Ay est inversible.
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11.2.2 Kronecker-Weierstrass

Cette forme équivalente utilise le résultat énoncé par le lemme suivant:

Lemme I11.2.2 (Gantmacher, 197/) Le faisceau de matrice (E,A) est réqulier ssi

il existe deux matrices non singuliéres My et Ny telles que:

MgENZ = d’LG,g(I[, jQ), MQANZ = dzag(.A, ]I) (114)

Dans ce cas, le systéme (I1.1) est équivalent a:

&1 = Azi(t) + Byu(?)
Jnty = z,(t) + Byu(t) (IL5)

y(t) = Crzi(t) + Coz,(t)

Ow z(t) € R™, z,(t) € R, ny + ny = n, J» est une matrice nilpotente d’indice
de nilpotence p (c-a-d: il existe p € N, tel que J¥~' = 0 et JF = 0), les matrices
By, By, C, C, et les variables x; et x, sont telles que:

B 1
MQB = ,CNQ = |: Cl 02 ] aN2 I(t)

B,

Notons que la forme de Kronecker-Weierstrass est aussi un exemple de décompo-
sition par valeurs singuliéres de E, ce qui est toujours le cas lorsque la matrice J,

est nulle (Lewis, 1986).
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I1.3 Réponse temporelle d’un systéme singulier

La réponse temporelle du sous-systéme lent est celle d’un systéme standard (Lewis,
1986), elle est complétement déterminée pour toute condition initiale zj et pour

toute entrée u(t) connue sur l'intervalle [0 ¢] par :
t
y(t) = CreMay +/ e Byu(t — 1)dr
0
Alors que celle du sous-systéme rapide peut étre obtenue en dérivant et en pré-
multipliant (p — 1) fois la deuxiéme équation de (IL.5) par J:
p—1
w(t) = Y CoJf Byuuk(t).
k=0

avec u(t) € CP~1. Cette réponse dépend exclusivement de la valeur des dérivées de

l'entrée a I'instant t.

Ainsi, la solution totale du systéme, sera donnée par:

I, t o |22
z(t) = N71 ' ] (eMzyo + / e Byu(t — 7)dr) — N7* { >~ T4 ByuF(tX11.6)
0 0 ng k=0

1.4  Admissibilité des conditions initiales

Considérons le cas particulier: ¢ > 0, et ¢ tend vers 0%, dans ce cas la réponse

totale du systéme devient:

I o |22
"z —NT! > JEByuf(0)
I[nz k=0

z(0T) = N7}
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lorsque les conditions initiales du systéme singulier initial vérifient cette contrainte,

on dit qu’elles sont admissibles (Lewis, 1986).

La relation (II.6) montre qu’un systéme singulier admet une trajectoire unique &
condition que la condition initiale soit admissible et que la commande u(t) soit (p—
1) fois continiiment dérivable par morceaux, contrairement 3 un systéme standard

qui posséde une solution unique pour tout u(t) continue par morceaux.

1.5 Critéres de stabilité

D’aprés expression de la solution d’un systéme singulier donnée par (IL.6), la
réponse libre du sous-systéme rapide est identiquement nulle pour tout ¢ > 0, il
apparait donc que la stabilité d’un systéme singulier ne dépend que de son sous-
systéme lent. Entre autre, étant donné que toute matrice nilpotente a toutes ses

valeurs propres égale a 0, ainsi le spectre généralisé du faisceau (F, A) donné par:

sp(E, A) = mazRe(\), X € {s|det(sE — A) =0} (IL.7)

se réduit & Pensemble des valeurs propres finies du faisceau sp(I,.A). On peut alors

caractériser la stabilité d’un systéme singulier selon le lemme suivant:

Lemme 11.5.1 (Dai, 1989), (Lewis, 1986),

o Le systeme singulier (II.1) est dit stable si et seulement si sp(I, A) < 0.

Un autre concept qui est important dans I’étude des systémes singuliers est la

notion d’admissibilité. Dans ce sens, les propositions suivantes sont équivalentes:

Lemme 11.5.2 (Dai, 1989), (Lewis, 1986),
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o Le systéeme singulier (I1.1) est dit admissible, si et seulement si il est réqulier,

non impulsif et stable.

o Le systeme singulier (II.1) est dit admissible, si et seulement si Jo = 0 et

sp(I, A) < 0.

Pour la décomposition en valeurs singuliéres, cette derniére propriété devient:

Lemme I1.5.3 (Dai, 1989), (Lewis, 1986),

o Le systéme singulier (I1.1) est dit admissible, si et seulement si Ay est in-

versible et sp(l, (A; — AyA7 A3) <0

Remarque 11.5.1 Il est & noter que les lemmes 11.5.2 et 11.5.3 présentent des con-
ditions équivalentes d’admissibilité d’un systéme singulier. Néanmoins, ces condi-
tions sont basées sur la décomposition du faisceau de matrice du systéme original,
ceci peut s’avérer difficile surtout lorsque la dimension du systéme étudiée est im-
portante. Ceci a incité les chercheurs a trouvé d’autres approches qui permettent
de vérifier admissibilité du systéme (11.1). Dans ce sens, le lemme suivant donne
une condition d’admissibilité exprimée sous forme de LMIs qui peut étre résolue

efficacement a laide des outils numériques existants.

Lemme I1.5.4 (Masubuchi et al., 1997) la paire (E, A) est admissible si et seule-

ment si il existe une matrice P non singuliére telle que:

E'P=P'E>0 (IL.8)
PTA+ATP<0 (I1.9)
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ANNEXE III

SYSTEMES A SAUTS MARKOVIENS

Modeéle d’état:

Les systémes linéaires a sauts markoviens sont des systémes linéaires pouvant
décrire différentes dynamiques. A chaque dynamique est associée un mode, et dans
chaque mode, le systéme peut étre considéré comme un systéme linéaire invariant
déterministe. Pour la représentation mathématique de celui-ci, a la variable d’état
continue est ajoutée une variable aléatoire discréte (mode). Cette variable décrit
les passages (sauts) du systéme d’une dynamique a autre. Mathématiquement,

ceci se traduit par la représentation d’état suivante (Mariton, 1990) :

(t) = A(r(t))a(t) + B(r(t))u(t)

y(t) = C(r(t)z(t) + D(r(t))u(t), z(0) = zg, 74, = 70

(II1.1)

ou z(t) € R, y(t) € RP,u(t) € R™ zo € R™ et 7o sont respectivement le vecteur
d’état, le vecteur de sortie, le vecteur de commande, le vecteur d’état et le mode
initial & instant initial ¢y du systéme; A(r(t)), B(r(t)),C(r(¢)), et D(r(t)) sont des
matrices de dimensions appropriées, et elles sont fonction d’un processus aléatoire
{r(t),t > to} correspondant a 'état discret du systéme. Cet état discret (mode)
est généré par un processus de Markov & temps continu et a états finis r(t), prenant

ses valeurs dans un ensemble fini § = {1,2,..., N} C N avec la matrice des taux



241

de transitions suivante:

T ... TIN

™1 ... TNN

dont les éléments 7;; sont définis par les probabilités de transition de I'état 4 a ’état

j et ils sont décrits par les relations suivantes:
mij At + o At) 15£
Plresas = jlr@®) =4 =4 (111.2)
1+ WiiAt + O(At) 1= ]

oit At > 0, limp,—o 282 = 0 et vérifiant:
Ty 2 0 Vi #i
N
i = =T = D e ok T

Supposant que i,,11,...,i, k € S représentent une séquence de modes visités par
le processus z(t) et 71,...,7% désignent les instants de sauts correspondant sur

lintervalle [0, ¢].

La solution générale du systéme (IT1.1) est donnée sur 'intervalle [to,t] par (Mari-

ton, 1990):

. oo
z(t) = ¢i0(€A(Z°)(n—t°)§1o+/ At} M=) B (45 )u(s)ds)
to
k

m ) t ,
+ > (¢ / eAm=9) B(i)u(s)ds) + / eAR)E=9) B3 u(s)ds (I11.3)
1=9 Ti—1 Tk

ou:

big = eANE=TR) A1) (Tk=Th—1) | eAl)(2—71) ) — ACD(E—T),

Le théoréme suivant donne la condition suffisante qu’un systéme a sauts markoviens
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doit vérifier pour étre stochastiquement stable.

Théoréme I11.0.1 (Mariton, 1988) S’il existe un ensemble de matrices symétriques
et définies-positives P = (P(1),..., P(N)), tel que la LMI suivante est vérifiée pour
tout mode i € S :

N
AT(@)P(E) + PT()AG) + Z m;P(j) < 0 (111.4)

alors le systéme (II1.1) avec u(t) =0, t > 0 est stochastiquement stable.
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ANNEXE IV

LA THEORIE DE LYAPUNOV

En 1892 et dans le cadre de ses travaux de thése, Lyapunov a proposé une méth-
ode directe appelée deuxiéme méthode de Lyapunov pour étudier la stabilité d’un
systéme. Cette méthode s’appuie sur une observation physique fondamentale: si
’énergie totale (qui est scalaire) d’un systéme linéaire ou non linéaire, est contind-
ment dissipée, alors on peut espérer que le systéme tende vers un point d’équilibre.
Ainsi, I'idée de Lyapunov est d’examiner la variation d’une fonction scalaire pour
étudier la stabilité d’'un systéme donné. Entre autre, il n’est pas nécessaire de ré-
soudre explicitement les équations du systéme pour se prononcer sur leur stabilité.
Plus tard, dans les années soixante, cette technique a été étendue par (Kushner,
1967) aux systémes stochastiques, et a été la base de plusieurs études d’analyse et

de synthese de cette classe de systeéme.

Pour les systémes hybrides en général, deux types de fonctions de Lyapunov sont
utilisés: a savoir la fonction de Lyapunov commune et la fonction de Lyapunov

stochastique.

IV.1  Fonction quadratique commune

L’idée est d’associer une seule fonction de Lyapunov aux différents modes r(t) € S

du systéme a sauts markoviens ou commutation, comme suit:

V(z(t),r(t)) = z' (t)Pz(t), P > 0. (Iv.1)
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L’étude de stabilité a I’aide de ce type de fonction a constitué la base de nombreux
travaux jusqu’a maintenant (par exemple (Boyd et al., 1994) et (El Ghaoui et
al.,, 1997)), lintérét de cette méthode vient du fait que rechercher une fonction
de Lyapunov commune revient & trouver une matrice symétrique définie-positive,
ce qui peut étre énoncé comme un probléme d’optimisation convexe en terme de
LMI résolu efficacement. Cependant son défaut majeur réside dans 'obligation de
satisfaire N LMIs vis-a -vis de la méme matrice P, N étant le nombre des modes
du systéme. En d’autres termes, la fonction de Lyapunov recherchée doit tenir
compte de toutes les dynamiques possibles du systéme, ce qui est extrémement
difficile & réaliser sur un exemple concret. En outre, ces contraintes deviennent
encore difficiles & satisfaire si I’on ajoute des contraintes de performances, ce qui
rend cette méthode trés conservative. Pour relaxer ce conservatisme, une autre
approche a été utilisée dans la littérature, il s’agit de la fonction de Lyapunov

stochastique.

IV.2  Fonction de Lyapunov stochastique:

L’idée de base de cette approche est de partitioner l’espace d’état du systéme
hybride en un nombre de régions et d’associer a chaque région une fonction de

Lyapunov. Cette famille de fonctions posséde la forme suivante:
Vi (z(t)) = 2" ()ET (r,) P(r))z(t), P(ry) > 0,ry =3 € S. (Iv.2)

, représente le mode, S est un ensemble dénombrable et P(r;) est une matrice

symétrique définie-positive.

L'utilisation des fonctions de Lyapunov stochastiques, appelées fonctions de Lya-

punov continues par morceaux dans le contexte déterministe (Pettersson et Lennart-
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son, 1997a) et (Pettersson et Lennartson, 1997b), est intéressante car elle permet
de réduire un probléme de stabilité globale d’'un modéle non linéaire a I’analyse in-
dépendante de la stabilité locale de modéles linéaires. En effet, ce type de fonction
a fait I'objet d’étude dans le cas des systémes singuliers (Xu et al., 2002) et des
systémes singuliers a sauts markoviens (Boukas, 2005). Elle a permis d’obtenir des
conditions suffisantes moins conservatives que celles obtenues en se basant sur une

fonction quadratique commune (Yuewu et Jitao, 2002).
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ANNEXE V
ALGORITHME

Algorithme V.0.1 1) Trouver un ensemble de solutions réalisables { P°(1), X°(3),
VB(3), Z2%(i), B°(ij) , €°(ij)}, qui vérifie les LMIs (3.2), (3.21) et (3.23).
Sl n'existe aucune solution, sortir. Autrement, poser P(i) = P°(i), X (i) =
X°(3), V(i) = V°(3), Zp(i) = Z8(0), Bi) = B°(if), (i) = =), instialiser
k, k =0 et aller & I’étape (2).

2) Résoudre les problémes d’optimisation convexe suivants pour les variables

(P, X, Zp,Vp,[,€) sur leur ensemble réalisable :

min iTr [P())X*(i) + P*(3) X (5) + Vp(1) ZE (i) + V() Zp(i)]
+ ;}[ﬁ’c(z‘j)say‘)ﬂﬂh6(ij)s’“<z‘j>ﬂ]
sujet auz LMIs (3.2), (3.21) et (3.23).
8) Poser PH(i) = P(i), Z*(i) = X (1), 7*(i) = Vp(i), ZB(i) = Zp(i), w*(ij) =
B(ij), o*(i5) = *(ij),
4) Sile critére suivant est vérifié | Yoo, Tr(P* (1) X (i) +P*(E) 2 * () +7*(0) 2% (5)+

V(i) 24 () +0% BE +whel —2 T Tr(PRE)XF(6)+ V() Z()+05ek)| <,
aller a Uétape (5).
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5) Calculer le pas « € [0, 1] par résolution du probléme min, h(a), ou :

N
h(a) = ZTT[(P'“(i) +a(PH(0) — PR@))XP@E) + (27 (0) - X*(0)

(VEGE) + a(75G6) — VEE))(ZR () + (2 () — 25(3)))
(e"(i5) + ao®(ig) — £*(i5))) (B* (35) — a(w* (i5) — BF(ij))]

+

+

6) Pour tout 1 € S, poser P**1(i) = (1 — a)P*(i) + aP*(i), X* (1) = (1 -
) XE(@) +aZ*(1), VEH (i) = (1 — a)VFE) + (i), 254 () = (1 — o) ZF () +
aZ(i), e (i) = (1 — a)ek(ig) + alig)ot(if), 65T = (1 — @) + awk(ij),

etk=k+1. Sik <l 1, étant le nombre maximal d’itérations, alors aller a

Uétape (2), autrement aller & Uétape (7).

7) Sile critere d’arret SN Tr [PE(@)XF*(0) + VE(E) Z5(5) + B*(ij)er(i5)] = 2N,
est vérifié, alors Uoptimum local trouvé est la solution du probléme, sinon

sortir.

Il est & noter que 1'étape 5) consiste a résoudre un probléme LMI linéarisé four-
nissant une solution optimale qui est utilisée pour le calcul du gradient & I’étape

suivante (étape 6).

L'algorithme présenté ci-dessous est appelé aussi 'algorithme du gradient condi-
tionnel, (Leibfritz, 2001). Il est particuliérement intéressant numériquement puis
qu'on lui trouve le résultat de convergence cité par (El Ghaoui et al., 1997) (voir
annexe I, lemme 1.4.1.), et a pour avantage sa simplicité de mise en oeuvre. Pour
autant, comme toutes les méthodes de linéarisation du premier ordre, la vitesse de
convergence s’avére parfois faible au voisinage de 'optimum et il n’est pas rare de
ne pas trouver un optimum local dans ce cas il faut faire appel & des méthodes de

linéarisation du second ordre (Leibfritz, 2001).



