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RESUME

Ce mémoire traite des méthodologies d’approximations dans le contexte de I’optimisation
de simulation numérique des fluides. Alors que les méthodes d’approximations ex-

istent depuis longtemps, leur apparition dans le domaine de la mécanique des fluides

est récente. Ils approximent les boucles d’analyses dont le temps de calcul est non-

négligeable. Toutefois, on remarque que les méthodes empruntées ne sont pas les plus

efficaces. On propose alors une nouvelle méthode mieux adaptée aux problemes de la

simulation numérique.

On retrouve au cceur de cette nouvelle méthode le principe de la stabilité des approxi-

mations. Ce principe, introduit dans ce mémoire, détermine quand une approximation

atteint un niveau de stabilité ol elle représente la déviation moyenne toute en filtrant le

bruit de la fonction qu’elle approxime.

En plus de concevoir une nouvelle méthode d’approximation, ce mémoire a pour objectif
d’élaborer une méthodologie permettant de comparer les fonctions d’approximations les

unes au autres de fagon non-biaisée. Cette comparaison nous permettra de choisir la

fonction la mieux adaptée aux problemes.

La nouvelle méthode est jumelée avec le krigeage. Ceci nous permet, a 1’aide de cas

tests, de caractériser la performance du krigeage pour différents scénarios.
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ABSTRACT

Approximation methodologies have existed for a long time. Originally used for exper-
imental data, we are now seeing numerical simulations being approximated in order
to accelerate the optimization process. These optimizations that use time consuming
numerical simulation like those of Navier-Stokes equations benefit greatly from these
approximations but, the present methods used were not conceived for such applications.
We present in this work a new method of approximation better adapted for the process
of optimization via numerical simulations.

The method is based on a principal of stability that we define in this thesis. This principal
is an indicator of when an approximation filters the noise and is representative of the
function being approximated.

Another objective of this thesis is the elaboration of a methodology that permits the
comparison of the performance of approximation functions. This unbiased comparison
enlightens the decision of which approximation function to use for the problem at hand.
In this thesis, the kriging function is coupled with the new method to give an analysis of
its performance. Test cases are used to see how the kriging function behaves for different

scenarios.
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XVviil
DEFINITIONS

boucle d’analyse : Une série de programmes permettant de connaitre le comportement
ou les caractéristiques d’une modélisation quelconque. Cette série de programmes prend
en entrée des variables de design et, donne en sortie des valeurs caractéristiques de la
modélisation. Une boucle d’analyse serait composée, par exemple, d’un logiciel pour
générer le domaine de travail, d’un mailleur pour discrétiser ce domaine de travail, d’un
résoluteur pour calculer un comportement physique quelconque et d’un poste processeur
pour remanier les résultats du résoluteur et extraire un parametre de performance pour
un design.

fonction exacte : Une fonction quelconque que 1’on appelle exacte car elle représente
exactement ce que I’approximation doit approximer. La fonction exacte peut étre en
soit une approximation de 1a réalité. A titre d’exemple, la fonction exacte peut étre une
boucle d’analyse ou les résultats de tests expérimentaux.

fonction d’approximation : Une fonction dont le but est d’approximer le comportement
ou la forme que prend une autre fonction. En général, ces fonctions n’ont aucune signi-
fication physique en soi. Elles permettent de lier mathématiquement des points dans un
espace de travail. Il y a toute de méme exception a la régle. Par exemple, une approx-
imation peut prendre la forme d’une version simplifiée d’une boucle d’analyse et ainsi,
I’approximation retient une signification physique.

cas tests : Fonction exacte utilisée pour tester les fonctions d’approximations.

méthode d’approximation : Une méthodologie qui vise a exploiter les fonctions d’ap-
proximations.

dimension : Le nombre de variables dépendantes et indépendantes associées a une fonc-
tion.

nombre de degré : Le nombre de variables indépendantes associées a une fonction.
complexité d’une fonction : La complexité est le nombre de points critiques qu’a une

fonction. Un point critique peut étre un optimum, un point d’inflexion, un point de selle,



XiX

etc. La complexité ne tient pas compte du bruit. Elle ne caractérise que la tendance
moyenne de la fonction.

exactitude : L’exactitude définit de combien la réponse d’une fonction proche est a la
vraie valeur. Celle-ci est souvent quantifiée a I’aide de normes.

précision : La précision définit comment répétable est la réponse d’une fonction. La
précision est souvent associée a I’écart-type. Plus celle-ci est petite, plus la précision est

bonne.
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CHAPITRE 1

INTRODUCTION

1.1 Les turbines hydrauliques

Les turbines hydrauliques qui alimentent nos villes en €lectricité sont les grandes descen-
dantes des roues a eau qui ont vues leurs premiers jours plusieurs centaines d’années
passées. Les premiéres turbines couplées a des génératrices ont vu le jour au 19iéme
siecle. On retrouve maintenant trois principaux types de génératrices exploitées pour
produire de 1’électricité. 1l y a les turbines de type Francis, les turbines de type Kaplan
et les turbines de type Pelton. Chacune a été congue pour exploiter un différent type
de réservoir. Les turbines Pelton sont utilisées pour exploiter des réservoirs avec une
chute d’eau allant de 200 a 2000 metres alors que les turbines Francis sont utilisées pour
exploiter des réservoirs avec une chute d’eau d’environ 10 a 700 metres et les turbines
Kaplan, pour leur part, sont généralement utilisées pour des chutes d’eau de moins de
30 metres. De ces trois types de turbines, on retient un objectif commun : convertir le
mieux possible I’énergie potentielle de I’eau en énergie mécanique pour les génératrices.
Le rendement idéal d’une turbine pour convertir cette énergie est 100% mais comme il

est impossible d’avoir un rendement parfait, il y a toujours place a I’amélioration.

L’optimisation joue un rdle important dans la quéte d’un meilleur rendement. Les pre-
mieres optimisations des turbines furent accomplies a 1’aide de tests expérimentaux et
d’équations empiriques. Pratiques et bien connus, ces outils ne permettaient tout de
méme pas de compléter les optimisations selon le souhait des ingénieurs, faute de temps

d’exécution et de précision.



La venue des méthodes numériques a permis aux ingénieurs de mieux explorer les de-
signs et ce en prenant moins de temps que les méthodes traditionnelles. Alors que la tech-
nologie informatique ne cessa de progresser, les ingénieurs se permettaient des études
numériques de plus en plus complexes et longues. Cette course est tant6t menée par le
développement informatique, tantdt menée par les innovations au niveau des modeles.
Mais le désir pour une connaissance plus approfondie du comportement d’une turbine
et de son rendement en fonction de toutes ses variables nous assure que ’on atteindra
toujours les limites de la technologie informatique. On se retrouve donc avec une opti-
misation de quelques variables ou sur un domaine limité car si les ingénieurs augmentent

trop la complexité, les temps de calculs seraient inacceptables.

Pour accélérer le processus d’optimisation, il est pratique d’approximer le résultats d’ana-
lyses numériques par des équations analytiques. Il s’agit alors d’un retour aux méthodes
d’approximations car les premieres utilisations de celles-ci étaient sous forme d’équations

empiriques.

1.2 L’évolution technologique

L’évolution technologique qu’a vécu la turbine se compare a celle de tous grands projets
de notre époque. A titre d’exemple, les avions, les trains, les bateaux et les grandes
structures civiles sont tous congus a I’aide de calculs et de modélisations numériques.
L’avion qui, a ses débuts, était concu par des moyens plutdt artisanaux, est maintenant
le sujet d’optimisations multidisciplinaires. Une optimisation accomplie & la fois sur
la structure, I’aérodynamique, les coiits d’opérations, etc. Pour accélérer le processus
d’optimisation d’un probleme aussi complexe, les ingénieurs envisagent de plus en plus

I’utilisation de fonctions d’approximations.

L’optimisation peut également servir a d’autre fin que la conception. D’ailleurs, elle



peut servir a optimiser des pieces existantes dans le cas ou leur envergure favorise la
reconstruction au lieu du remplacement. Dans cet optique, un projet visant & modifier

les turbines de centrales hydro-€électriques du Québec a été proposé.

1.3 OPALE : un projet d’Hydro-Québec

Le projet de recherche OPALE porte sur I’Optimisation des PALES de turbines hy-
drauliques. Ce projet concrétise une collaboration entre 1'Ecole Polytechnique de Mon-
tréal et PIREQ (Institut de Recherche d’Hydro Québec). Le projet vise a faire avancer
trois aspects du processus d’optimisation, soit la modélisation géométrique par sur-
face de subdivisions des turbines, ’échange de données numériques et les méthodes
d’optimisations. Ce projet a été créé précis€ément pour améliorer la performance des
turbines existantes. Cette amélioration de performance est le sujet d’un projet plus vaste
dans lequel s’inscrit le projet OPALE, soit le projet MATH. Celui-ci est réalisée en trois
étapes. La premiere consiste a mesurer la géométrie des composantes de la turbine (dis-
tributeur, roue, aspirateur) et a les représenter par un modele numérique. La deuxieme
partie a pour but d’optimiser la modélisation de la géométrie pour améliorer la perfor-
mance théorique de la turbine. La troisieéme partie consiste a reconstruire la turbine selon
les dimensions du modéle optimisé. Le projet OPALE vise a améliorer certains aspects

de la deuxieme étape du projet MATH.

L’optimisation est accomplie avec une boucle d’analyse. On retrouve dans cette boucle,
un modele représentant la géométrie de la turbine, un mailleur discrétisant le domaine
de I’écoulement de 1’eau (soit I’espace qui se trouvent entre les pales et les parois de
la turbine), un résoluteur pouvant calculer les caractéristiques de 1’écoulement de 1’eau
et un post-processeur chargé d’interpréter les caractéristiques de I’écoulement pour cal-
culer I’efficacité de la turbine. On a donc pour, une itération dans la boucle d’analyse, la

suite des éveénements ci-apres.



Cette boucle d’analyse, couplée a un optimiseur, permet d’améliorer de fagon automa-
tique les caractéristiques géométriques. Toutefois, les calculs effectués dans la boucle
d’analyse (tel que la résolution des équations de Navier-Stokes) sont tres lourds et né-
cessitent un temps de calcul énorme. Cette contrainte limite la précision atteignable par
calcul. En effet, afin d’avoir des résultats dans un délais raisonnable, on impose soit une
limite sur le nombre d’itérations de I’optimisation, soit une limite sur la précision de la
modé€lisation. Or, si on est en quéte d’une réponse exacte (au sens d’une modélisation
représentant la réalité avec grande précision et offrant la solution la plus optimale), on ne
peut se permettre de trop limiter la modélisation et I’optimisation. On peut, cependant,
approximer la boucle d’analyse pour accélérer I’optimisation. Le temps d’optimisation
est dévouée en grande partie a la recherche de la direction du point optimal. Seul les
quelques dernieres itérations de 1’optimisation servent a connaitre la valeur exacte du
point optimal. Une approximation peut donc €tre utilisée pour accélérer la localisation

du point optimal.

1.4 Les fonctions et les méthodes d’approximations

Ce mémoire fera souvent référence a deux types de fonctions, soit les fonctions exactes
et les fonctions d’approximations. Le premier regroupe toutes les fonctions que 1’on
souhaite approximer tel que les boucles d’analyses et les résultats de tests expérimen-
taux. Ces fonctions ne sont pas limitées au domaine de la mécanique. Elles peuvent aussi
provenir du génie €lectrique ou méme du domaine de la finance. Il ne s’agit donc pas de
fonctions qui sont exactes au sens strict du terme mais plutdt des fonctions qui représen-
tent les valeurs exactes que 1’on souhaite approximer. Les fonctions d’approximations
sont des fonctions qui, contrairement aux fonctions exactes, n’ont aucune signification
physique. Elles ne servent qu’a associer des points dans un espace de travail par une

relation mathématique.



11 existe plusieurs types de fonctions d’approximations. Il y a, par exemple, les fonc-
tions classiques telles que les approximations paramétriques, les fonctions plus adapta-
tives comme les fonctions de base radiales ou 1’on retrouve le krigeage, 1’approximation
bayesienne et les réseaux neuroneaux. Il y a aussi les fonctions dérivées de la simulation

numérique comme les modeles a fidélité€ variable.

Il existe aussi plusieurs fagons d’utiliser ces fonctions d’approximations. Il s’agit alors
de méthode d’approximation. On trouve dans la littérature deux approches aux méthodes
pour exploiter les fonctions. On peut soit initialiser I’approximation et ensuite la raffiner
au fur et 2 mesure que I’on optimise ou on peut utiliser une approximation locale qui se

déplace dans le domaine pour suivre la direction que prend I’ optimiseur.

1.5 Objectif de la recherche

L’ objectif de ce mémoire est de développer une méthode d’approximation permettant
de caractériser la performance d’une fonction d’approximation pour son utilisation dans
un contexte industriel. On souhaite ensuite utiliser cette méthode pour construire une
approximation globale localisant les optimums de la fonction exacte. Le contexte indus-
triel qui nous intéresse est I’optimisation accomplie a 1’aide de simulations numériques
ou la fonction exacte est la fonction coiit. Un autre objectif qui se combine bien aux deux
mentionnés ci-haut est I’'idée de faciliter la tache de 1’optimiseur en lui donnant une ap-
proximation lisse, soit une approximation qui filtre le bruit numérique présent dans la

fonction exacte.

Le premier objectif, soit de caractériser la performance, sera accompli selon des critéres
qui sont la dimensionalité, le bruit et le nombre de point critiques. La caractérisation
d’une fonction d’approximation sera accomplie en comptant le nombre d’évaluation de

la fonction exacte nécessaire pour avoir une approximation représentative. Pour ce faire,



on essaie de répondre a deux questions : comment pouvons-nous savoir si et quand une
approximation est représentative de la fonction exacte. On répond a ces questions en

introduisant la notion de stabilit€ d’une approximation dans le chapitre 5.

Alors que 1’on souhaite développer une méthode qui sera éventuellement généralisée
pour toutes fonctions d’approximations, ce mémoire vise a développer la méthode avec
le krigeage, une fonction d’approximation souvent utilisée pour I’approximation de sim-

ulation numérique des fluides.

1.6 Structure du mémoire

En plus de ce premier chapitre d’introduction, ce mémoire comporte cinq autre chapitres.

Le second chapitre discute des méthodes d’approximations. Une analyse approfondie
des méthodes existantes nous amenera a conclure qu’il est préférable de développer une

nouvelle méthode d’approximation.

Le troisieme chapitre élabore en détail le développement de cette nouvelle méthode. Ce
développement explique le choix du type d’erreur que I’on souhaite utiliser. Elle décrit
aussi en grand détail la méthode d’échantillonnage utilisée et les cas tests développés

pour cette étude.

Le chapitre quatre est dédi€ a la sélection et a la description d’une fonction d’appro-
Ximation qui sera soumise a la méthode de caractéristation. On retrouve au début du
chapitre une section discutant des fonctions d’approximations existantes et, par la suite,

une explication approfondie du krigeage et de ses variantes.

Le chapitre cinq est en deux partie. La premiere discute de résultats préliminaires qui

nous ont permis de développer un critére pour connaitre la représentativité de I’approxi-



mation par rapport a la fonction exacte. La deuxieme partie discute de la caractérisation

du krigeage et de I’efficacité du critere développé dans la premiere partie.

Le chapitre six conclut sur cette nouvelle méthode d’approximation et discute des travaux
ultérieurs envisageables. Il y aussi discussion des travaux ultérieurs envisageables pour

le krigeage.



CHAPITRE 2

APPLICATION ET COMPARAISON DES FONCTIONS D’APPROXIMATIONS

2.1 Probleme observés lors de ’application des fonctions d’approximations

Les méthodes d’approximations s’averent trés utiles dans le domaine de 1’optimisation
par le fait qu’elles permettent d’accélérer la recherche de I’optimum en réduisant le
nombre d’évaluations de fonctions exactes. Par exemple, les fonctions pour la fonction
coft et les contraintes sont remplacées par des fonctions d’approximations beaucoup
plus rapides a évaluer. On discerne dans la littérature deux approches pour intégrer
les approximations a I’optimisation. La premiere propose d’utiliser une approximation
construite au préalable a I’optimisation et enrichie au fur et 2 mesure que 1’on optimise.
La deuxiéme approche est I’approximation locale ; qui ne regarde que sur une portion
du domaine de travail. De ces deux approches, on remarque qu’il y a un trait commun ;
ils ont une approche comparative. Ils comparent le résultat obtenu de 1’approximation a

celui obtenu de la fonction exacte pour en déduire la précision de I’approximation.

La premiere approche va, en principe, approximer tout le domaine de travail. Elle ac-
complit ceci en suivant la séquence d’évenements décrites ci-apres. On doit, dans un
premier temps, initialiser I’approximation. Pour ce faire, on utilise la fonction exacte
pour calculer quelques points dans le domaine de travail. Plusieurs méthodologies ont
été proposées pour choisir ces points initiaux. Quelques exemples de ces méthodes de
sélections sont I’hyper cube latin McKay et al. (1979), le Minimum Point Design Khuri
(1987), le D-Optimal Khuri (1987), etc. Une fois initialisée, I’optimisation est lancée
sur I’approximation. Une vérification de la précision de 1’approximation est faite péri-

odiquement. En général cette vérification est faite quand I’optimum de I’approximation
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Figure 2.1 Exemple d’optimisation a I’aide d’approximation globale. L’ objectif est
de trouver le point optimal a 1’aide de I’approximation. On voit que la méthode
d’approximation aboutit sur le point optimal apres quelques itérations.
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est trouvé. On compare ainsi cette valeur avec celle de la fonction exacte obtenue
pour le méme point. La figure 2.1 schématise cette méthodologie. Une revue de la
littérature montre que cette méthode est souvent utilisée pour implémenter les fonc-
tions d’approximations dans le processus d’optimisation. A titre d’exemple, Chung et
Alonso (2000), Chung et Alonso (January 14-17, 2002) et Koch et al. (2002) illus-
trent comment les méthodes de krigeage et de co-krigeage peuvent étre utilisées pendant

I’ optimisation.

La deuxieme approche, fréquemment utilisée dans le contexte d’optimisation, permet
d’approximer seulement la région d’intérét. La région d’intérét dans ce cas est celle
entourant I’optimum que 1’on recherche. La premiére étape de cette approche est de
localiser la région d’intérét dans le domaine de travail et de définir sa taille. On va
ensuite construire 1’approximation dans cette région a 1’aide des mémes méthodes de
sélection que celles énumérées ci-dessus. Une fois construite, on trouve I’optimum de
I’approximation et on compare cette valeur avec celle de la fonction exacte obtenue
pour le méme point. Si les valeurs ne sont pas les mémes, la région est déplacée,
I’approximation est reconstruite, I’optimum de cette nouvelle approximation est trouvé
et ainsi de suite. Il est aussi possible de changer la taille de la région en fonction de la
confiance que ’on a en ’approximation. Cette confiance découle généralement d’une
preuve démontrant que I’approximation tend vers une représentation exacte du voisinage
de I’optimum. On retrouve plusieurs exemples de cette méthode dans la littérature. No-
tamment, Alexandrov et al. (2000) qui mettent en ceuvre cette méthode sous la dénomi-
nation de I’Approximation Management Framework (AMF), Giunta (2002) qui utilise la
méthodologie de surface de réponse sous la forme de Surrogate Base Optimization, Jeon
et al. (January 14-17, 2002) qui mettent en évidence I’utilité de différentes fonctions
d’approximations avec une méthodologie de surface de réponse dont les origines provi-
ennent de la statistique, et Eldred ef al. (2004) qui démontrent comment des corrections

de second ordre peuvent €tre apportées a une approximation du type basse fidélité.
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On remarque dans ces deux approches que la recherche de I’optimum dicte comment
I’approximation sera construite. Ceci est tout a fait naturel quand I’intérét est fixé sur la
précision de cet optimum. Et de cette recherche de I’optimum découle le critere d’arrét
le plus utilisé pour les deux approches décrites ci-dessus : 1’erreur entre les valeurs de
la fonction exacte et la fonction d’approximation au point optimum de cette derniére.
Alors que ce critere assure la cohérence entre les optimums prédits et les optimums
réels, il n’est pas sans défauts. Jones (2001) démontre que, dans le contexte d’une
recherche de I’optimum global, ce critére ne peut I’assurer. A titre d’exemple, la figure
2.2 illustre comment un optimum global de la fonction d’approximation est en réalité
un optimum local de la fonction exacte. Un tel scénario se réalise lorsque, par exemple,
le critere d’arrét choisi est peu rigoureux et I’échantillonnage est mal conditionné. Un
autre exemple ou ce type de critére peut faillir est quand I’approximation est instable. La
figure 2.3 illustre un tel cas ot le nombre de pics et de vallées change a chaque ajout de
point. Il faut noter que la fonction exacte a €té choisie de facon a exagérer ’instabilité ;
il reste que ce scénario peut se produire soit a une petite échelle dans le cas du bruit, soit
a une fréquence plus basse pour une fonction comprenant plusieurs minimum locaux

relativement proches.

Dans toutes les applications de fonctions d’approximation énumérées ci-dessus, on re-
marque que ’utilisation du minimum de points dans I’échantillonnage pour trouver
I’optimum est primordiale. La premiere approche assure I’utilisation du plus petit échan-
tillon en raffinant I’approximation pendant I’optimisation, apportant ainsi plus de préci-
sion seulement dans les régions d’intérét. La deuxieéme approche explore le domaine
de travail morceau par morceau, permettant ainsi de limiter le nombre d’évaluations
de la fonction exacte nécessaire pour créer I’approximation. Seule une région du do-
maine de travail est explorée en espérant que le I’optimum global s’y trouve. Quelque
soit I’approche utilisée pour approximer le domaine de travail, si elle est développée

dans I’optique de minimiser la taille de ’échantillon, on ne sera jamais certain de la
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Figure 2.2 Exemple ou I’optimum global n’est pas trouvé. Dans un premier temps,

I’approximation est initialisée et ensuite I’optimisation est lancée.
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Figure 2.3 Exemple d’instabilité d’une approximation. Les trois approximations sont

contruites avec des ensembles de points ayant la propriété I, C I, C I.. Les courbes
en lignes continues sont les fonction exactes et les courbes en lignes tirerées sont les

approximations.
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qualité de la représentation. Cette incertitude de I’approximation se révele importante
dans plusieurs cas particuliers. Le cas le plus classique est I’incertitude sur la nature de
I’optimum obtenu, a savoir s’il est local ou global. Une deuxieme possibilité est que
I’optimum trouvé soit sous 1’influence de bruit. Une troisi¢eme possibilité est le cas de

mauvaises approximations telles qu’illustrées sur les figures 2.2 et 2.3.

Il y a aussi des conséquences plus globales quand I’approximation est imbriquée dans la
démarche de I’optimisation. En général, on approxime les fonctions cofits. La forme que
prennent ces fonctions sont variées et multiples mais, typiquement elles sont une combi-
naison de variables d’état dont les valeurs proviennent de fonctions exactes comme, par
exemple, des boucles d’analyses. Cette combinaison de variables d’état fait que chaque
fonction coiit est propre a une formulation du probléme d’optimisation. Un inconvénient
se présente quand on change cette formulation ; 1’approximation générée auparavant
n’est plus représentative. Il est alors nécessaire d’en générer une nouvelle. Toutefois,
cet inconvénient est facilement contourné en approximant chaque variable d’état de la

fonction cofit au lieu d’approximer la fonction cofit elle-méme.

Malgré cela, si I’on change la formulation du probléme d’optimisation, I’optimum sera
déplacé et la précision de 1’approximation sera décentrée par rapport au nouvel op-
timum. Il est donc nécessaire de reconstruire 1’approximation ou alors de compléter
I’échantillonnage avec de nouveaux points. Or la reconstruction de I’approximation né-
cessiterait un nombre non négligeable d’évaluations de la fonction exacte et, I’ajout de
points a I’échantillonnage peut faire en sorte que la fonction d’approximation soit mal

conditionnée.

Toujours dans le contexte de I’optimisation, les études postérieures a I’ optimisation, telle
que I’étude de la sensibilité de 1a solution pour différents parametres, nécessitent souvent
un temps long d’exécution et ne peut donner qu’une caractérisation locale. Une fagon

d’accélérer les études postérieures et, dans le cas de la premi¢re approche (apporter une
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vue plus globale) serait de substituer les boucles d’analyses par des approximations. Or
la précision des approximations construites selon les deux approches décrites ci-haut

n’est pas assurée ni localement, ni globalement.

Finalement, un dernier mot sur la construction de 1’approximation durant 1’optimisation.
Le processus d’optimisation se veut automatisé mais il arrive que I’ingénieur intervienne
a I’occasion pour voir comment évolue I’optimisation. Si I’ingénieur souhaite, pour une
raison quelconque, explorer le domaine de travail, il devra attendre que I’approximation
soit remise a jour. Cette attente peut €tre longue étant donnée que la mise a jour peut

nécessiter des réévaluations de la fonction exacte.

Pour éviter les problemes énumérés ci-dessus, la précision de I’approximation doit étre
connue pour tout le domaine de travail du probléme d’optimisation. On entend par
précision d’approximation le degré avec lequel I’approximation représente la tendance
moyenne et le bruit. La tendance moyenne est 1’allure que prend la fonction dans le
domaine de travail quand on néglige le bruit. Cette allure peut étre polynomiale, expo-
nentielle, sinusoidale ou discontinue. Vouloir connaitre la précision de 1’approximation
sur tout le domaine sous-entend qu’une mesure d’une erreur quelconque doit étre prise
de facon global sur tout le domaine. Cette idée, on le remarque, diverge du principe
gouverneur des deux approches décrites au début de ce chapitre. Alors que celles-ci
sont axées sur le principe de I’économie, soit minimiser le nombre d’évaluations de la
fonction exacte, cette nouvelle approche est plutdt axée sur le principe de la certitude
; connaitre de fagon certaine 1’allure que prend la fonction exacte sur tout le domaine.
Avant d’aborder le sujet de la comparaison des méthodes d’approximations, nous allons

donner les grandes lignes décrivant comment cette nouvelle approche est formulée.

On propose, dans un premier temps, de découpler I’optimisation de I’approximation et de
concentrer le travail sur la précision globale de I’approximation. Ainsi I’échantillonnage

n’est pas biaisé par la recherche de 1’optimum et, la mesure de la précision est représen-
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tative de tout le domaine. Pour connaitre cette précision, une €tude de la variation de
I’erreur en fonction de la taille des échantillons ainsi que des entités dans I’échantillon
est nécessaire. La précision que 1’on souhaiterait atteindre est fonction des caractéris-
tiques que 1’on veut représenter. Par exemple, les tendances moyennes et le bruit. No-
tamment, une fonction d’approximation peut €tre construite de facon a bien représenter

les tendances moyennes toute filtrant le bruit.

Connaitre la précision d’une approximation est assurément plus cofiteux que viser di-
rectement un optimum mais, une telle connaissance apporte une grande confiance envers

les résultats finaux de I’approximation, et de la localisation de I’optimum.

Une fois la phase d’approximation complétée, la phase optimisation pourra alors débuter.
Les optimiseurs utilisant une boucle d’analyse quelconque, par exemple, DONLP2 Spel-
lucci (1999) peuvent étre utilisés sur I’approximation. Un autre option consiste a utiliser
I’optimiseur spécialisé pour certaines fonctions analytiques, étant donné que les approx-
imations sont a la base des fonctions analytiques. On retrouve de tels optimiseurs dans

le domaine de 1’économie et une description de ceux-ci est donnée par Zlobec (2001).

2.2 Les méthodes d’évaluation des performances de fonctions exactes

L’ approche utilisée pour comparer les fonctions d’approximations aux fonctions exactes
est généralement de méme nature que I’approche utilisée pendant I’application des fonc-
tions d’approximations. Si, par exemple, le but de I’application est d’approximer avec le
minimum d’évaluations possible la fonction exacte, alors la performance de la fonction
d’approximation sera évaluée dans cette optique. Ceci veut dire que la meilleure fonction
d’approximation sera celle capable d’atteindre le critere d’arrét avec I’échantillonnage
le plus petit. Ce critere d’arrét doit obligatoirement €tre le méme que celui utilis€ pen-

dant I’application, notamment dans ce cas, il s’agit de 1’erreur entre la fonction exacte et
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I’approximation au point optimum de ce dernier.

Le but de cette comparaison entre fonctions d’approximations et fonctions exactes est
d’avoir un point de référence par lequel il est possible de comparer la performance des
fonctions d’approximations les unes aux autres. Or cette information de la performance,
aussi pertinente soit-elle, ne peut étre utilisée car on ne connait pas a priori le type de
fonction exacte qui sera approximée. Il est alors impossible de savoir si la taille de
I’échantillon est juste et par conséquent, on ne peut savoir si I’approximation n’est pas

sujette a I’un des scénarios décrits dans la section précédente.

Si I’on fait abstraction de cette problématique de comparaison, on discerne deux fagons
de comparer les fonctions d’approximation. La premiere est une application directe de
la méthode d’approximation et la deuxieéme utilise un échantillonnage déterminé aupar-

avant pour tester un aspect spécifique de la fonction d’approximation.

Dans le cas d’une application directe de la méthode d’approximation, on peut répéter
1’approximation pour créer une base de comparaison. La répétition peut étre faite en util-
isant différents échantillonnages pour un méme cas test ou peut étre faite avec plusieurs
cas tests. L’utilisation du méme cas test peut nous renseigner sur la robustesse d’une
méthode pour le type de fonction exacte que représente le cas test. L’utilisation de deux
ou plusieurs cas tests permet de connaitre la polyvalence des méthodes. Quoique la
majorité des comparaisons entre 1’approximation et la fonction exacte ont été faites au
point optimum, certains auteurs font une comparaison a I’aide de plusieurs points (El-
dred et al. (2004), Alexandrov et al. (2000)). Or dans le cas ou des boucles d’analyses
complexes sont utilis€ées comme cas test, ce type de comparaison est limité par le temps
non-négligeable d’une itération. Ceci limite alors la taille de I’échantillon ainsi que le

nombre de points que I’on utilise pour la comparaison.

La deuxieme fagon de comparer les fonctions d’approximations utilise des équations
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Figure 2.4 Démonstration d’un choix de points démontrant la faiblesse d’une méthode
d’approximation.

analytiques comme cas tests. L'utilit€ de ces fonctions analytiques est qu’il est possi-
ble d’exercer un controle sur elles et sur I’échantillonnage. Jones (2001) utilise des
fonctions analytiques pour connaitre les points faibles des méthodes. Les échantillons
sont choisis pour donner des résultats tels que la figure 2.2 et figure 2.4. Par ailleurs,
Liu et Batill (2000) démontrent le bon fonctionnement d’une méthode a réseau neu-
ronal a I’aide d’un échantillonnage idéal pour le cas test choisi. Cette deuxieme facon
de comparer permet alors de connaitre les points forts et les points faibles des méthodes
d’approximations. Il reste cependant bien cerner comment la méthode d’approximation

peut exploiter ces points forts et faibles durant son application.

Ces deux approches a la comparaison utilisent des moyens intéressants. Notamment pour
la premiere approche, 1’idée de répéter I’approximation sur un cas test avec différents
échantillons et ce, pour plusieurs cas tests, apporte une connaissance plus générale de
la performance. La deuxieéme approche démontre qu’il est utile de connaitre la perfor-
mance des méthodes d’approximations pour des cas extrémement simples et extréme-
ment complexes. Ces idées sont incorporées dans le développement de la méthode de

comparaison décrite dans le chapitre suivante.
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2.3 En résumé

Les méthodes d’approximations de type comparatives ont une approche qui favorise un
échantillonnage de tres petite taille. Le fait de coupler I’approximation a 1’optimisation
diminue le temps de calcul. Cependant, le fait de ne pas connaitre I’état de I’approximation
seme I’incertitude dans les résultats. Il se peut que I’optimum ne soit pas global ou que
I’optimum de I’approximation ne représente pas un optimum de la fonction exacte. Ce
genre d’échantillonnage qui ne satisfait qu’un objectif, soit la recherche pour I’optimum,

ne peut garantir une bonne représentation.

Le principe de comparer 1’approximation a la fonction exacte sans pour autant connaitre
réellement la nature de cette derniére, nous informe peu sur la véritable performance de
la fonction d’approximation. Pour étre en mesure de bien caractériser cette performance,
il est nécessaire de connaitre, pour tout le domaine de travail, la valeur que prend la fonc-
tion exacte. 1l sera alors possible de calculer une erreur absolue de 1’approximation et
donc connaitre le comportement de la fonction d’approximation pour certains scénarios.
C’est dans cette optique que 1’on propose une nouvelle fagon d’évaluer la performance

d’une fonction d’approximation.
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CHAPITRE 3

METHODE DE CARACTERISATION GLOBALE

Le theme de ce chapitre est le développement d’une méthode de caractérisation. On
décrit dans une premicre section, I’idée sous-jacente a cette nouvelle méthode d’appro-
ximation. La deuxieéme section est une bréve description de la validation et vérification.
La suite de ce chapitre traite du développement de la méthode de caractérisation. Celle-ci
est décomposée en quatres parties ; les criteres de performances pour les approximations,
le calcul de I’erreur, le développement statistique de la caractérisation et la création de
cas test. Les trois dernieres sections utilisent les principes de validation et vérification
définis prochainement. Ces trois sections suivent la méme démarche : définition du sujet,

vérification des calculs et conclusion de la section.

3.1 Une alternative a la comparaison : la caractérisation

On propose ici une nouvelle facon d’évaluer les fonctions d’approximations. Il ne s’agit
pas réellement de faire la comparaison entre les fonctions exactes et d’approximations
mais plutdt de caractériser le comportement de ces dernieres face a différents types de
problemes. On voudrait, par exemple, savoir comment une certaine fonction filtre le bruit
ou quelle taille d’échantillonnage est nécessaire pour obtenir une bonne approximation.
Cette caractérisation des fonctions d’approximations doit passer par la caractérisation
des fonctions exactes sur tout le domaine de travail du probléme d’optimisation. Toute-
fois, pour €tre en mesure de bien accomplir cette caractérisation, il est nécessaire de

I’accomplir avant méme de débuter I’optimisation.

On doit avant tout, définir les caractéristiques des fonctions d’approximations. Une fonc-
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tion d’approximation peut &tre définie par :

e sa capacité a modéliser des fonctions complexes,
e sa capacité a modéliser des fonctions a grand nombre de variables,

e sa capacité a filtrer ou a quantifier le bruit.

Ces caractéristiques découlent directement des caractéristiques définissant les fonctions

exactes. Celles-ci sont :

e la complexité d’une fonction(non-lin€airité, multiples extrémums, convexivité),
o la dimensionnalité d’une fonction,

e le bruit présent dans la fonction.

3.2 Concepts de vérification et de validation

Les principes de la vérification et de la validation sont utilisés a plusieurs reprises dans ce
travail. On consacre donc une section a une bréve description de ces concepts, permettant

ainsi une meilleure compréhension des sections qui suivent.

La vérification traite de la résolution des équations mathématiques alors que la validation
justifie le type d’équations mathémaﬁques utilisées (d’apres Boehm (1981) et Blottner
(1990)). Autrement dit, la vérification s’assure que les équations sont bien codées et que
les chiffres significatifs sont respectés. La validation s’assure que les modeles mathéma-
tiques respectent la physique qu’ils sont censés représenter; soit par exemple les modéles

de turbulence, les équations de transports, etc.
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La vérification peut €tre accomplie en observant soit le comportement d’une erreur, soit
le comportement d’une grandeur caractéristique. Les équations sont correctement ré-
solue lorsque I’erreur tend vers zéro de fagon asymptotique ou lorsque la valeur d’une
grandeur caratéristique tend vers une constante. Dans le cas d’une grandeur caractéris-
tique, la résolution des €quations est vérifiée si son comportement est asymptotique et
tend vers une constante. Pour étre en mesure de définir une erreur, le probleme doit
nécessairement avoir une solution analytique. Dans le cas contraire, une grandeur carac-
téristique telle que le débit du fluide, le frottement en paroi ou la perte de pression peut

étre utilisée.

La vérification peut étre décomposée en deux parties : la vérification de 1’algorithme et la
vérification d’une simulation en particulier. L’algorithme doit correctement solutionner
les équations du modele, et ce, pour une suite de cas tests ayant des solutions analytiques
représentatives du probleéme considéré. Il reste ensuite la vérification de cas particuliers,

généralement des cas réels, tel que I’écoulement dans une turbine.

La validation ne peut s’appliquer qu’a la modélisation de cas réels car le but est de
s’assurer que les équations modélisent bien la réalit€. La méthode la plus commune
pour la validation est la comparaison des résultats numériques avec des données expéri-

mentales.

3.3 Critere de performance et convergence de I’approximation

Pour étre en mesure de quantifier les caractéristiques des fonctions d’approximation,
un critere de performance doit étre défini. Sachant que 1’on s’intéresse a la fois a
I’exactitude de I’approximation et a la taille de I’échantillon, 1’erreur en fonction de
I’échantillonnage semble étre un bon criteére. L’erreur est acceptable lorsque 1’approxi-

mation a une certaine stabilité et elle représente adéquatement les caractéristiques de la
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fonction exacte que 1’on cherche a approximer. La convergence de 1’approximation en
fonction de la complexité, du bruit et de la dimension sera déterminée avec la conver-
gence de I’erreur. A titre d’exemple, supposons une suite de fonctions sinusoidales pour
lesquelles la fréquence augmente au fur et a mesure que I’on progresse dans la suite.
Pour une fonction donnée de la suite, I’approximation va converger vers un €tat stable
en fonction de la taille de I’échantillonnage. Le comportement de cette convergence
pour la suite de fonctions permet de quantifier la performance pour un type de complex-
it€ donné. De facon analogue, pour étudier la convergence en fonction de la dimension,

une suite de fonction ol la dimension augmente sera utilisée.

Une possibilité décrite par Roache (1998) pour déterminer le taux de convergence est de
calculer I’ordre de convergence une fois la zone asymptotique atteinte. L’inconvénient de
cette approche est que, souvent, la zone asymptotique est atteinte que lorsque I’erreur est
trés petite. Or le but d’approximer n’est pas nécessairement d’avoir une représentation
parfaite. La précision recherchée peut étre en fait a I’extérieur de la zone asymptotique.
Un autre fait important est que les propriétés de filtrage des fonctions d’approximations
sont souvent liées au nombre de points dans 1’échantillonnage. Par exemple, la figure
3.1 montre comment une approximation par krigeage est capable de converger en deux
temps, tout d’abord vers une approximation représentant la tendance moyenne de la

fonction exacte et par la suite est capable de converger vers une représentation exacte.

Deux défis doivent €tre relevés pour étre en mesure de savoir quand 1’approximation
atteint I’'une des deux convergences. Le premier est de quantifier I’erreur de 1’approxima-
tion en fonction du nombre de points échantillonnés sans se référer a la fonction exacte.
Le second est d’introduire une norme qui permet de connaitre quand 1’approximation
est convergée. Dans ce qui suit, nous allons tout d’abord décrire les grandes lignes de
la méthode de caractérisation et son application pour des cas tests préliminaires. En se
basant sur ces expériences nous avons établi une méthodes pour le calcul de erreur

utilisant une norme qui sera présentée au chapitre 5.
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Figure 3.1 Exemple de convergence d’une fonction d’approximation sur une fonction
bruitée. (a) fonction exacte. (b) approximation avec seulement 6 points. (c) approxi-
mation ayant atteint une convergence a la représentation lissée de la fonction exacte. La
convergence est atteinte avec 11 points. (d) approximation avec 42 points qui converge
vers une représentation exacte.
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3.4 Calcul de Perreur

Le calcul d’une erreur, aussi simple soit-elle, nécessite tout de méme une démarche
méthodique pour garantir un résultat juste et précis. On choisit, dans un premier temps,
le type d’erreur qui sera calculée et ensuite on vérifie la précision de 1’algorithme dédié
au calcul de cette erreur. Cette vérification sera faite avec des solutions manufacturées
Roache (1998) et avec les cas tests qui seront utilisées pendant la caractérisation des

fonctions d’approximations.

3.4.1 Définition

L’erreur que I’on calcule doit étre représentative de I’exactitude sur tout le domaine de
travail. On a choisi d’utiliser la distance moyenne calculée par 1’intégrale de la distance
absolue des fonctions sur tout le domaine de travail. On suppose que les fonctions ex-
actes utilisées pendant la caractérisation seront différentiables au moins une fois. La

norme L! est utilisée pour calculer I’erreur.

L’erreur moyenne s’écrit :

o1
E==
V/v

ol V est le volume, f (x) I’approximation et f(xz) la fonction exacte. Sous forme dis-

f@) - ()| dv G.1)

crete, I’intégrale s’écrit :
.1 X
B=y ; (@) = flw)| Av (3.2)

ol n est le nombre d’éléments dans la discrétisation. Avec une discrétisation uniforme,
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on peut utiliser la méthode du point milieu pour retrouver :

D
V = Hx]u - le
j=1

D
A = J]Ag
j=1
x‘ _1‘.
— Zduw "N
Al‘j =
n

ol z;, et x;, sont respectivement les limites supérieures et inférieures de z; et D est la

dimension du probleme. Ceux-ci permet de réécrire 1’équation 3.2 sous la forme suivante

f@i) = f(z:) (3.3)

Notons que dorénavant, le mot erreur sous-entendra I’erreur moyenne entre la fonction

exacte et la fonction d’approximation, telle que décrit ci-dessus.

3.4.2 Vérification du code

Une vérification du calcul de ’erreur est accomplie a I’aide de la méthode des solu-
tions manufacturées, proposée par Roache (1998). Cette méthode consiste a créer un
probleme adapté a notre algorithme et qui a une solution analytique. Dans ce cas-ci, on
choisit des fonctions analytiques pour la fonction exacte et la fonction d’approximation
tel qu’illustré sur la figure 3.2. La solution manufacturée est I’intégrale analytique de
I’erreur entre ces deux courbes. Deux solutions manufacturées sont utilisées dans cette
vérification : la premicere est le cas le plus simple ou les courbes s’intersectent seulement

aux extrémités ; la seconde correspond au cas ou il y a intersection ailleurs qu’aux ex-
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Figure 3.2 Courbes analytiques simulant la courbe de la fonction exacte et de la fonction
d’approximation.

trémités. On limite la vérification a des cas en deux dimensions. Ceci est justifiable car

la dimension D du probléme n’intervient pas dans 1’équation 3.3.

Premiére solution manufacturée

La solution exacte et la solution approximée sont des sinus bornés entre [0 , 7] avec

différentes amplitudes comme 1’illustre la figure 3.2(a). Les équations des deux courbes

sont :

= Asin(nx)

= Bsin(nz)
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avec ) < z < 1. Onimpose A > 0 et B > 0 pour avoir la solution la plus simple

possible. L’équation analytique du calcul de I’erreur est

1
E:/"m@—m@nm: (3.4)
0
Sachant que a(x) # b(z),x €]0, 1], on obtient :

E= /01 a(z) — b(x)dz

_2|A- B
- T

(3.5)

(3.6)

Deuxiéme solution manufacturée

Les fonctions des deux courbes sont des sinus tels qu’auparavant mais il est maintenant

possible d’avoir croisement des courbes ailleurs qu’aux extrémités (voir figure 3.2(b)).

Les équations pour cette deuxieme solution sont :

a(z) = Asin(27x)

b(x) = Bsin(2mz +r)

z € [0,1]. Le parametre r sert a décaler les équations. Pour étre en mesure d’évaluer
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I’intégrale de I’équation 3.4, il est nécessaire de la décomposer en plusieurs parties.

Z1
B, = 1 / a(x) — b(z)dz
21 [Jo
_ 1 T2
E, = —b(z)d
s = | ) - b
- 1 1
E3 = 1= o~ /xz CI,(CL’) - b(l’)d.’r

oll 1 et x5 sont les points ol a(x;) = b(xy) et a(xy) = b(x2). Dans le cas particulier
r = 0, la premiere intégrale est annulée car 21 = 0. L’erreur moyenne de 1’ensemble est

calculée par une moyenne pondérée sur les sous-ensembles [0, x1],[x1 , z2] et [z2, 1].

E = .’L’lE—l + (1‘2 — 1‘1) .E_2 -+ (1 e 1‘2) Eg (37)

La solution manufacturée pour les E;, E,, F5 est

E, = 27;1 [—B (cos(2mzy + 1) — cos(r)) + A (cos(2mz1) — 1))
E, = é—?}—(—x—zl_—z_ﬂ [B (cos(2mzg + 1) — cos(2rxy + 1)) — A (cos(2mzs) — cos(2mzy))]
E, = —2-—7;(—11_—@) [—B (cos(4m + 1) — cos(2mzy + 1)) + A (cos(4n) — cos(2mz3))]

Résultats de la vérification

Notons avant tous que I’ordre théorique de la convergence est 2. La figure 3.3 démontre
que le calcul numérique de I’erreur converge bien vers la premiére solution manufac-

turée. Sa convergence est d’ordre 2.0 et elle n’est pas bruitée. On peut donc conclure
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Figure 3.3 Convergence du calcul de I’erreur pour la premiere solution manufacturée.

que I’algorithme est capable de correctement calculer 1’erreur du scénario le plus simple.

Les résultats de la deuxiéme solution numérique sont plus complexes a interpréter. En
effet, on remarque sur la figure 3.4 que la convergence est bruitée. Dans le cas ou les
sinus ne sont pas déphasés (voir figure 3.4(a) et (b)) il y a une distinction entre les
discrétisations paires et impaires. Ce zigzag est dii au fait que dans les cas paires, un
nceud est placé exactement au croisement des courbes alors que dans le cas impaire, il
n’y en a pas. Les cas paires sont donc légerement plus précis. Cette démarcation en
zigzag dégénere au fur et a mesure que 1’on décale les courbes (voir figure 3.4(c) et (d)).

L’ ordre de convergence est en moyenne 1.0.

En conclusion

Il a ét€ démontré que 1’algorithme de calcul de I’erreur converge quoique, cette conver-
gence ne soit pas toujours lisse. Ceci peut avoir des conséquences quand vient le temps

de vérifier la convergence de I’erreur des cas test.
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Calcul du GCI

Selon Roache (1998), I’incertitude de la valeur caractéristique (I’erreur dans notre cas)

est bornée par :

Ei1(1 — GClyine) < Epo < (1 4+ GClyine) B

ou Ej_ est la valeur caractéristique évaluée pour un interval Ak infiniment petit, soit
quand le nombre de points tant vers I’infini. Le GCI pour une discrétisation donnée est

défini par :

el
TP —1

GCI = F;

(3.8)

ou F; est un facteur de sécurité, r est le ratio entre deux discrétisations, p est I’ordre de
convergence de I’erreur et |e| est une mesure du changement de I’erreur. Pour ne pas

biaiser le calcul du GCI, on prend une valeur relative du changement de 1’erreur, soit

_E,-E

€ E1

ou E; est I’erreur calculée pour une discrétisation donnée, la discrétisation étant définie
par le nombre de points de comparaison. Le facteur de sécurité que I’on impose ici est
un terme assurant que les prévisions soit conservatrices. Dans le cas ol on utilise trois

discrétisations, on a choisi F, = 1.25. Le ratio entre deux discrétions est

T_Am
Al

I’ ordre de convergence est donné par

pzM(%E%%)ﬂMﬂ
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ou E; est I’erreur calculée avec la plus fine discrétisation, E5 la plus grossiere discréti-
sation et E, celle entre les deux. Deux vérifications doivent étre faites pour assurer que
la convergence est dans la zone asymptotique. La premiére est de s’assurer que 1’ordre
de convergence est borné, entre 0 et 1. La deuxiéme est de vérifier si le calcul est dans

la zone asymptotique avec

GCly3 = r’GCILy 3.9)

ot GC 4 est calculé avec E et Ey et, GC I3 est calculé avec F, et Fs.

Ces équations, misent sous forme d’algorithme, déterminent le nombre de points néces-

saires pour la comparaison de 1’approximation a la fonction exacte.

3.4.3 Vérification pour chaque cas test

La partie précédente vérifie 1’exactitude du code pour le calcul de I’erreur entre deux
fonctions quelconques. Il reste a vérifier maintenant la précision du calcul de I’erreur
pour chaque test. Dans le cas ol il n’y a pas assez de points de comparaison, I’erreur
engendrée par ce calcul peut influencer I’erreur que I’on cherche a connaitre, soit I’erreur
moyenne entre la fonction exacte et la fonction d’approximation. L’évolution de cette
incertitude par rapport au nombre de points utilisés pour le calcul de I’erreur peut étre
représentée par un graphique tel que celui de la figure 3.5(a). La valeur précise de
I’erreur (la distance moyenne entre les fonctions exacte et d’approximation) se situe entre
les deux droites, soit la droite de la valeur de I’erreur calculée par le code et la borne
inférieure définie par le GCI. Le GCI (Grid Refinement Index), proposé par Roache
(1998), définit en pourcentage les bornes supérieures et inférieures de la valeur exacte
de I'erreur. Cette valeur exacte, calculée par extrapolation de Richardson, est Ia valeur

de I’erreur quand on suppose un nombre infini de points de comparaison. La précision
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Figure 3.5 Convergence du calcul de I’erreur des cas tests. Ah est la distance entre les
points de comparaison.

de cette extrapolation croit lorsque le nombre de points de comparaison augmente (Ah
diminue) et par conséquent, les bornes se resserrent, montrant ainsi la convergence du

calcul.

On remarque sur la figure 3.5 que la convergence idéale differe d’une convergence réelle.
Ceci est dii au fait que 1’algorithme a une convergence plutdt bruitée. L'effet de ce bruit
est mieux illustré a la figure 3.6 ou deux cas semblent diverger plutdt que converger.
En théorie, le calcul de 'erreur de chaque cas test devrait converger vers une valeur
constante au fur et a mesure que 1’on ajoute des points de comparaison. D’ailleurs, ¢’est
ce que I’on observe sur la figure 3.6(a). Or vu que la convergence n’est pas lisse, on
observe parfois des phénomenes non désirables. Cette effet du bruit est accentué quand
Ierreur est grande. On remarque, d’ailleurs, que I’échelle de I’ordonnde est bornée entre
10795 et 107%20 pour les graphiques (c) et (e) de la figure 3.6. Pour ces deux cas, la

convergence ne sera pas atteinte avec un nombre raisonnable de points.

Etant donné que la convergence n’est pas garantie pour chaque calcul de I’erreur, une

astuce doit étre utilisée pour définir le nombre de points nécessaires pour la comparai-
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Figure 3.6 Convergence du calcul de I’erreur. Graphiques (a), (c) et (e) représentent
la convergence de I’erreur pour trois différentes approximations du méme cas test. Le
méme algorithme et la méme discrétisation sont utilisés pour les calculs d’erreurs. Ah
est la distance entre les points de comparaison. Les lignes pleines des graphiques (b),
(d) et (f) sont les fonctions exactes et les lignes tiretées sont les approximations.
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son. Le choix de ce nombre est plutdt conservateur, assurant ainsi que I’incertitude soit
bornée. On impose donc un nombre fixe de points de comparaison pour chaque cas test,
peut importe la forme que prend I’approximation. Le choix de ce nombre de points est
décidé par la convergence nécessitant le plus de points pour atteindre le GCI désiré. Dans
le cas o la convergence n’est pas atteinte, tel que c’est le cas des graphiques (¢) et (e),
une limite supérieure est fixée pour le nombre de points. Cette limite est un compromis
entre le temps de calcul et la précision désirée pour le calcul de I’erreur. En se référent
aux calculs qui ont convergés, on s’assure qu’en moyenne, la limite est plus grande que

le nombre de points utilisés pour atteindre le GCI désiré.

3.5 Une approche statistique a la caractérisation

La performance générale d’une fonction d’approximation est évaluée sur des échan-
tillons dont la taille et la position des points varient. Une vérification des méthodes
d’échantillonnages est nécessaire pour assurer qu’il y a indépendance de la réponse par

rapport a la taille de I’échantillon.

3.5.1 Création de base de donnée

Il y a deux volets a I’échantillonnage, la taille de 1’échantillon et la position des points
dans I’échantillon. La performance d’une fonction d’approximation est donc testée en
utilisant, pour chaque cas test, une multitude d’échantillons de différentes tailles et, pour
chaque taille, une grande variété de positions des points de comparaison. Des propriétées

aléatoires sont apportées aux deux volets pour créer des résultats non biaisés.
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Echantillonnage A taille fixe

Dans I’optique de bien représenter tout le domaine de travail de la fonction exacte, la
sélection des points de 1’échantillon ne doit pas étre centrée autour d’un optimum et
doit étre capable d’apporter de I’information pertinente a la fonction d’approximation.
Il existe plusieurs méthodes de sélection pour créer un €chantillon. Citons, entre autres,
les méthodes D-Optimal (Khuri (1987)), G-efficient (Khuri (1987)), hyper cube latin
(McKay et al. (1979)), Orthogonal array (Khuri (1987)). La majorité de ces méth-
odes sont congues pour que I’échantillonnage ait un conditionnement particulier pour un
type de fonction d’approximation. A titre d’exemple, les méthodes telles que D-Optimal,
créent des échantillons qui permettent de discerner quelles variables de la fonction exacte
sont sensibles. Or, pour étre en mesure d’utiliser un échantillonnage pareil, il est néces-
saire de connaitre a priori le type de régression qui approxime bien la tendance moyenne,
ou alors d’imposer une régression quelconque. Un échantillonnage D-optimal congu
pour une régression linéaire, par exemple, aurait la propriété F [x;] = 0,i = 1,...,n
et aurait des points maximisant ¢;,% = 1,...,n ou n est la dimension. Or cette infor-
mation sur la tendance moyenne n’est pas connue dans notre cas et on ne souhaite pas
imposer une régression. Une méthode de sélection qui adhere a nos critéres est I’hyper
cube latin. Celle-ci prend pour acquis qu’aucune information n’est connue a priori. 1l
favorise une répartition plus uniforme sur tout le domaine. La démarche de I’hyper cube
latin est la suivante. Le domaine est divis€ en k™ secteurs, k étant le nombre de points
que I’on veut dans 1’échantillonnage. k secteurs sont choisis de facon a ce qu’il n’y ait
aucun chevauchement. Un point est ensuite choisi par secteur de fagon aléatoire. Une
explication plus détaillée se trouve dans McKay et al. (1979) et la figure 3.7 illustre un

exemple en deux dimensions.
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Figure 3.7 Exemple de sélection de points par hyper cube latin en deux dimensions. La
figure de gauche montre le domaine divisé en 42 secteurs. 4 secteurs sont choisis de sorte
qu’ils ne partagent pas une colonne ou une rangé avec un autre secteur. Des points sont
choisis de facon aléatoire dans chaque secteur. La figure de droite est une autre fagon de
représenter la sélection des points. L’axe x; correspond aux positions des points selon la
dimension z; de la figure de gauche. De méme pour I’axe 4.

Echantillonnage A taille variable

L utilisation de la méthode de 1’hyper cube latin assure une répartition non biaisée des
points pour un échantillon de taille fixe. Une méthode 2 taille variable doit étre capable
d’ajouter ou d’enlever des points de 1’échantillon sans trop affecter la répartition globale.
On discerne trois approches : soit créer, pour chaque taille désirée, un nouvel échantillon
dont les points de celui-ci ne sont pas nécessairement partagés par les tailles inférieures
et supérieures, soit ajouter de fagon stratégique un point dans 1’échantillon, soit enlever

de fagon stratégique un point de 1’échantillon.

La premiere approche assure que les échantillons ne seront pas biaisés. Bien que cette
aspect soit tres attrayante, le fait de ne pas avoir la possibilité de partager les mémes
points avec les échantillons de tailles supérieures et inférieures est un inconvénient. La
création d’un échantillon dans le contexte d’une application industrielle peut s’avérer
tres coliteux. Et dans le cas ou I’on veut augmenter la taille de 1’échantillon, 1’approche

décrite ici nécessiterait la création d’un nouvel échantillon!
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L’idée de commencer avec un petit échantillon de base et de I’augmenter de nouveaux
points au fur et 2 mesure que I’on veut augmenter la taille est tres attrayante. Ici, les
échantillons de tailles inférieures sont des sous-ensembles des tailles supérieures. Or
I’application de ce principe n’est pas simple. Si on souhaite suivre le principe de I’hyper
cube latin, il serait nécessaire de re-diviser le domaine en secteurs de tailles égales tout
en tenant compte des points existants. Une tiche difficile, voir impossible dans certaines

circonstances.

Le principe de I’appauvrissement d’un échantillon partage les mémes caractéristiques
intéressantes que 1’augmentation mais est plus facilement implémenté. En ayant au dé-
part un échantillon de grande taille, correspondant a la taille souhaitée, on soustrait des
points jusqu’a ce que 1’on atteigne la taille voulue. La figure 3.8 montre quelques exem-
ples d’appauvrissement. Cette soustraction doit étre accomplie de facon a assurer que
I’échantillon soit toujours non biaisé. Pour ce faire, le choix du point a enlever est fait a

I’aide d’une fonction aléatoire.

Pour assurer que le tirage du point que I’on souhaite soustraire soit bien aléatoire, on
examine 1’écart entre des valeurs moyennes associées a chaque point de I’échantillon.
On part avec un échantillon de taille n et de cette échantillon, on soustrait un point
par itération a 1’aide d’un tirage aléatoire. On note a quel itération chaque point est
soustrait. On it€re jusqu’a ce que la taille de I’échantillon soit de un. Cette démarche est
répétée a plusieurs reprises, donnant ainsi la possibilité€ de calculer une moyenne pour
chaque point de 1’échantillon. Cette moyenne représente 1’itération auquel le point est
soustrait. Avec un échantillon de 80 points, on se retrouve avec 80 moyennes. Dans un
appauvrissement idéal (ou les tirages seraient indépendant), les 80 moyennes auraient la
méme valeur, soit 40. Or ceci n’est pas notre cas et on doit donc surveiller 1’écart entre
les moyennes. Celle-ci diminue quand le nombre de hyper cube latin croit. Il s’agira
alors de choisir le nombre d’hyper cube latin permettant d’avoir une représentation se

rapprochant du cas idéal.



39

. .
0 0
. .
. .
hd . F—to—f—r~e—|lo——|—ei-o—
. . e ee e | ele
° o F—teo—t—efe—fo—o{—ate-
c s o o oo e e} e
N ° x1

(a) (b)

appauvrissement

Figure 3.8 Exemple d’appauvrissement en deux dimensions. (a) Un quadrillage d’un
domaine ot la soustraction des points est montrée par les cercles vides. (b) Graphiques
montrant 1’appauvrissement pour une dimension du probleme (a). (¢) Un exemple ou il
y a 80 points au départ et 1 point reste apres 79 soustractions.
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On doit définir, dans un premier temps, la probabilité de soustraire un point. S’ily an
points dans un échantillon et que I’on fait un tirage pour connaitre le point que 1’on veut
soustraire, alors la probabilité que le point z soit tiré est p(x est soustrait). En supposant
que le tirage n’est pas biaisé, la probabilité est p(z soustrait) = % Le tirage est alors
équiprobable pour tous points dans 1’échantillon. S’il y a plus d’un tirage effectué sur
I’échantillon et que les tirages sont indépendants, la probabilité que z soit soustrait est
au i-eme tirage est p(z soustrait au i-eme tirage) = % Dans ce cas, la probabilité que
p(x soustrait) soit soustrait est :

h
p(z soustrait) = Z p(x soustrait au i-&me tirage) (3.10)

1=1

ol h est le nombre de tirages effectués. De 1’équation 3.10, on peut connaitre a quel

tirage, en moyenne, est soustrait z :

MHe =

S|

h
> i (3.11)
i=1

L’écart-type associ€ a I’appauvrissement est

h

1 .

oo == (= )’ (3.12)
=1

L’indépendance des tirages simplifie grandement le calcul de 1a moyenne et de 1’écart-

type, mais les tirages ne sont en fait pas indépendants. Pour avoir 1’indépendance de ces

tirages il faut remettre = dans I’échantillon avant de faire le prochain tirage. Or le but de

I’appauvrissement est de diminuer la taille de 1’échantillon !

Ceci étant dit, il est tout de méme possible de comparer la moyenne et 1I’écart-type de
tirages idéaux a ceux de tirages réels. Pour ce faire, plusieurs hyper cubes latins sont

créés et soumis a un appauvrissement. On peut alors calculer a quel tirage, en moyenne,
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est soustrait chaque point de I’échantillon et aussi quel est I’écart-type. La figure 3.9
montre les moyennes et les écart-types des points pour un nombre variable d hyper cubes
latins. On remarque dans cette figure que les écarts-types et les moyennes réelles se
rapprochent des valeurs idéales avec 1’augmentation du nombre d’hyper cubes. Cette
tendance est représentée par la figure 3.10 a la fois sur un graphique a échelle normale et
sur un graphique a échelle logarithmique. On observe dans cette figure 1’écart-type de la
moyenne de tous les points en fonction du nombre d’hyper cubes utilisés, soit ,,(n), o
n est le nombre d’hyper cubes. On remarque sur le graphique (b) que la convergence est
constante et on note sur le graphique (a) que le changement devient minime aux environs

de 35 hyper cubes.

On peut donc conclure que pour avoir des résultats avoisinant 1’appauvrissement idéal

d’un échantillon, il est nécessaire d’effectuer au moins 35 répétitions.

3.5.2 Présentation des résultats

L’information provenant de I’approche statistique décrite ci-dessus nécessite une représen-
tation graphique cohérente. Rappelons que, pour un cas test, on connait ’erreur de 1’ap-
proximation en fonction de la taille de I’échantillon et de la position des points dans
I’échantillon. Rappelons aussi que cette information est reproduite 35 fois en imposant
une sélection al€atoire pour avoir une connaissance plus générale de la performance.
On s’intéresse principalement a I’erreur associée a 1’approximation en fonction de la
taille de 1’échantillon et ce, pour un échantillon typique. Un échantillon typique est un
échantillon qui n’accentue ni les points forts ni les points faibles d’une fonction d’ap-
proximation. Le graphique de la figure 3.11 est un exemple de la performance d’un cas
test. Alors que la taille de 1’échantillon est mise en évidence sur le graphique de la figure
3.11, la position des points joue un rdle plus subtil. C’est grace aux multiples échan-

tillons ayant chacun un positionnement différent des points que 1’on peut associer une
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Figure 3.9 Moyennes et écarts-types associés a I’apauvrissement. n = 80, h = 79. Sur
I’abscisse, j = 1,...,n, la cardinalité des points dans I’échantillon. Sur I’ordonnée, i =
1,..., h,lacardinalité des tirages. Les moyennes et écarts-types idéaux sont représentés
par des lignes pleines et tiretées respectivement.
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Figure 3.10 La convergence de 1’appauvrissement. La valeur vérifiée est 1’écart-type de
la moyenne.

erreur moyenne, un €cart-type et une erreur maximale pour chaque taille d’échantillon.

3.6 Création de cas test

Dans le contexte de cette étude, le type de fonction que I’on rencontre est le résultat d’une
boucle d’analyse CFD. Les cas tests doivent €tre représentatifs des fonctions réelles.
Par ailleurs, on souhaite découpler les effets de complexité de la fonction des effets de

dimension pour mieux quantifier la performance des fonctions d’approximations.

Il y a deux facons de créer des cas tests : soit utiliser des fonctions réelles pour différents
points de fonctionnement, soit utiliser des fonctions analytiques avec des parameétres
variables. L’avantage d’utiliser des fonctions réelles est qu’il n’est pas nécessaire de se
soucier de la vraisemblance entre les cas tests et les fonctions. Un des désavantages est
qu’il est souvent difficile de modifier le cas test pour étudier une condition en particulier.
Par exemple, il est difficile d’éliminer le bruit d’une boucle d’analyse pour connaitre la

performance d’une approximation avec et sans bruit. Un autre grand désavantage est le
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Figure 3.11 Exemple de représentation des résultats d’une fonction d’approximation
pour un cas test. L’abscisse représente le nombre de points dans les échantillons. Les
échantillons ont été répétés 35 fois pour connaitre la performance minimum, moyenne,
et I’écart-type.

temps requis pour évaluer le cas test. Dans le cas d’une boucle d’analyse, une évaluation

peut prendre plusieurs minutes ou méme plusieurs heures.

Dans le cas des fonctions analytiques, les avantages et les désavantages sont inversés
par rapport aux fonction réelles. Les fonctions analytiques que nous utiliserons comme
cas tests sont rapides a évaluer et il est facile de les modifier pour étudier des conditions
particulieres. Toutefois, il est nécessaire d’assurer la vraisemblance entre les fonctions

analytiques et les fonctions réelles que I’on souhaite approximer.

Dans notre cas, les fonctions proviennent d’une boucle d’analyse CFD d’une aube avant-
directrice de turbine Francis. Nous avons mis en place cette boucle d’analyse et nous
avons effectué sa vérification. A partir de la réponse de cette boucle d’analyse, nous

avons développé des fonctions analytiques représentatives.

Dans un premier temps, on analyse les surfaces de réponses de la boucle d’analyse pour
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ensuite les approximer avec des fonctions analytiques. Une €tape, qui a du étre com-
plétée au préalable a la création des cas tests, est la vérification de la boucle d’analyse

que I’on retrouve dans I’annexe 1.

3.6.1 Création de cas tests analytiques

Le choix du type de fonction analytique utilis€ pour représenter la réponse d’une boucle
d’analyse se fait par essai — erreur. Toutefois, quelques critéres doivent étre respectés
pour assurer une certaine flexibilité des cas tests. Entre autres, I’ajout et la suppression
du bruit doit se faire facilement. La complexité doit €tre variable et I’ajout de dimension

aux cas tests doit étre évident.

Une question se pose a cette étape : Comment pouvons-nous justifier 1’utilisation de
ceﬁe seule boucle d’analyse pour créer des cas tests représentant 1’ensemble de toutes
les boucles d’analyses en CFD? Cette induction par inférence, comme toutes autres,
pose le probléme de la généralisation d’une théorie créée a partir de cas particuliers.
La justification de cette généralisation doit se faire par le biais des prémisses. Refor-
muler la question rend ces prémisses plus évidents : De combien different les surfaces
de réponses d’une boucle d’analyse a une autre? La similitude que I’on recherche est
principalement celle de la continuité et du bruit. On propose alors quelques prémisses
assurant une certaine similitude entre les réponses de différentes boucles d’analyse. Or
avant de proposer ces prémisses, deux suppositions doivent étre explicitées. On suppose
que les réponses des boucles d’analyses représentent généralement une valeur globale de
la modélisation, soit la différence de pression entre 1’entrée et la sortie par exemple. On
suppose aussi que le régime est turbulent pleinement développé. La premiére prémisse
propose que toutes les réponses de boucles d’analyse représentant une valeur globale
et dont le régime est turbulent pleinement développée auront la méme continuité. La

deuxieme prémisse propose que le bruit peut étre dissocié de la réponse.
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Les cas tests développés ci-apres seront, sous les deux prémisses énumérées, représen-

tatifs d’une certaine classe de réponses de boucles d’analyses.

Etude de la réponse de la boucle d’analyse

L’aube modélisée en deux dimensions dans la boucle d’analyse (voir 1’annexe I) est
soumise a un écoulement turbulent en régime stationnaire. La partie que 1’on souhaite
optimiser est le bord d’attaque de 1’aube. La NURBS définissant la géométrie de I’aube
est fixée pour I’intrados, 1’extrados et le bord de fuite. Les cinq points de contrdle
définissant le bord d’attaque peuvent varier dans les deux dimensions, soit X et Y. Il est
aussi possible de varier leurs poids W. La boucle d’analyse a donc 15 degrés de liberté

et retourne la différence de pression entre I’amont et 1’aval de I’aube.

La forme du bord d’attaque de I’aube est manipulée en déplacant les cinq points de
contrdle de la NURBS. Notons que pour faciliter la visualisation, seulement deux degrés
de libertés sont choisis pour créer les surfaces, notamment le déplacement en X et en
Y du troisiéme point. Ceci permet de représenter la surface de réponse en 3D. La
figure 3.12 montre la position des points de contrdle. Les coordonnées sont manipulées
de sorte que le point se retrouve a I’extérieur de I’ensemble des solutions réalisables.
Cet ensemble est défini par la contrainte du rayon de courbure du bord d’attaque et la
longueur de corde de 1’aube. Le bord d’attaque ne doit pas avoir un rayon plus petit qu’un
certain minimum et la longueur de corde ne doit pas dépasser un certain maximum. Les
bornes des points de contrdle ont été choisies de sorte que la NURBS ne créé pas de
boucle. Ces limites sont définies par les valeurs aux coins du tableau 3.1. Les figures
3.13 et 3.14 montrent la géométrie de 1’aube pour les valeurs limites du tableau. Deux
surfaces de réponses sont créées pour deux positions du point quatre. Les géométries de
I’aube résultant de ce déplacement ne différent pas énormément afin de modéliser des

formes qui ne sont pas trop irréalistes.
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Figure 3.12 Les points de contrdles sujets a la manipulation

Tableau 3.1 matrice des coordonnées (z, y) normalisées pour le point 3

(-1.0,-1.0) (=1.0,—-0.9) ... (=1.0,—0.1) (—1.0,0.0)
(=0.9,—-1.0) (=0.9,-0.9) ... (=0.9,-0.1) (—0.9,0.0)
(0.9,:—1.0) (0.9,:—0.9) (0.9,;0.1) (0.9,:0.0)

(1.0,-1.0)  (1.0,—=0.9) ... (1.0,-0.1)  (1.0,0.0)
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(@) (~1.0,-1.0) (b) (-1.0,0.0)

- A : H L el

() (1.0,0.0) (d) (1.0,-1.0)

Figure 3.13 Géométrie de 1’aube pour différentes coordonnées du point trois. Figure
3.15 est la surface de réponse correspondante.

7
S
Py

(b) (~1.0,0.0)

(©) (1.0,0.0) ) (1.0,-1.0)

Figure 3.14 Géométrie de 1’aube pour différentes coordonnées du point trois avec dé-
placement du point quatre. Figure 3.16 est la surface de réponse correspondante.
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Figure 3.15 Surface de réponse obtenue en déplacant le point trois et en gardant fixe
tous les autres points aux positions optimales. Les points sur les surfaces représentent
les échecs percus pendant 1’évaluation de la boucle d’analyse. (a) Une vue en coupe
démontrant le bruit présent dans la surface de réponse.
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Figure 3.16 Surface de réponse obtenue en déplacant le point trois et en gardant fixe tous
les autres points aux positions optimales sauf le point quatre. Les points sur les surfaces
représentent les échecs percus pendant 1’évaluation de la boucle d’analyse. (a) Une vue
en coup démontrant le bruit présent dans la surface de réponse.
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Les cas tests

Quelques observations peuvent étre faites au sujet des deux surfaces de réponse (voir
figures 3.15 et 3.16). On remarque dans les deux cas que la continuité semble étre
au moins d’ordre 2. Il semble aussi que le bruit présent dans les réponses puisse étre
dissocié de la tendance moyenne, permettant ainsi de modéliser la surface de réponse par
I’équation y(z) = f(z) + €. La figure 3.17 montre comment il est possible de dissocier
le bruit de la tendance moyenne et le tableau 3.2 montre les valeurs caractéristiques du
bruit de deux courbes. Finalement on remarque que la différence entre les deux surfaces
de réponse des figures 3.15 et 3.16 est minime, ce qui est souhaitable.

045 x 10

0.145¢
0.14r

0.1351

o NOAsE O W

f(x)
o
©

errour

-2
—4t
—-6F

et -8r

82.5 E X 85.5 82.5 83 83.5 " 84 84.5 85

(a) (b)

Figure 3.17 Soustraction de 1’erreur pour connaitre sa forme. (a) Réponse de la boucle
d’analyse en ligne pleine et régression polynomiale en ligne tiretée. (b) Valeur de
Ierreur.

La figure 3.18 montre une approximation analytique de la premiere surface de réponse.
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Tableau 3.2 Valeurs recueillies de I’erreur pour deux courbes de la figure 3.15 (a). A est
I’amplitude. fréq. est la fréquence. absolu est abrégé par abs. et relative est abrégé par
rel.

courbe E [¢] Elo] | Aabs. | Arel. | fréq. abs. | fréq. rel.
1 —1.57712 1 24871 [ 5.727% | 0.017 2.7 225
2 1.0037* [ 3.917* | 7.167% | 0.022 3.2 26.7

22 N

Cette approximation analytique est créée a 1’aide de fonctions sinusoidales :

y = Acos(2rfr)+c
yo\2 -\ 2
m= ) - ()

ou f estla fréquence, A est’amplitude, c est une constante et r est le rayon. L'utilisation

d’une fonction sinusoidale permet de modifier la complexité des cas tests en changeant

la fréquence f.

La suite de cas tests en deux dimensions varie selon la fréquence, 1’amplitude étant
constante. Trois suites sont créées : une sans bruit et deux avec bruit. Le bruit est ajouté
par I’addition d’une fonction sinusoidale ayant une fréquence 25 fois celle du cas test et
une amplitude soit 0.015 fois I’amplitude du cas test, soit de 0.03 fois I’amplitude du cas

test.

En trois dimensions, la surface de réponse a une allure quasi-axisymétrique. On peut
donc représenter la réponse par un produit de fonctions sinusoidales associeés a chaque

dimension :

y = Asin (mz1) cos (rz2 + d) (3.13)
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Figure 3.18 Comparaison de la surface de réponse obtenue de la boucle d’analyse et de
I’approximation analytique.
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ol A est ’amplitude et d un décalage entre les fonctions. Il y a donc trois suites de cas
tests en trois dimensions : une quasi-axisymétrique, une axisymétrique et une qui a deux
plans de symmétries. Aucun bruit est ajouté a ces fonctions. Les figures 3.19 compare

les cas tests ayant tous une fréquence de 1.5.

(a) (b)

(©

Figure 3.19 Cas tests en trois dimensions. (a) cas test aximétrique. (b) cas test quasi-
aximétrique. (c) cas test avec deux plans symétriques.

Les suites de cas tests créées ici serviront a tester les fonctions d’approximations. Ils per-
mettront de caractériser la performance de la fonction selon la complexité (la fréquence
associ€ au sinus des cas tests). Ils permettront aussi de connaitre 1’influence du bruit sur

cette performance. Les suites de cas tests en trois dimensions serviront a caractériser



55

la performance selon différente complexité. Alors qu’il serait intéressant de connaitre
I’influence du bruit pour des cas en trois dimensions, on se restreint a des cas tests lisses

pour limiter le temps consacré au calcul.

3.7 La méthode de caractérisation

On a maintenant tout ce qu’il faut pour commencer la caractérisation d’une fonction
d’approximation : les cas tests nous permettent d’étudier quelques aspects précis des
fonctions ; I’échantillonnage nous donne une approche statistique non-biaisée ; le calcul
de I'erreur nous permet de quantifier la performance de la fonction d’approximation.
Telle que décrit au début de ce chapitre, une étude préliminaire sera entamée. Cette
étude nous permettra de proposer une méthode servant a quantifier 1’erreur sans faire
référence a la fonction exacte. Elle nous permettra aussi de proposer une norme adaptée

pour la mesure de convergence.

L’étape suivante est la sélection d’une fonction d’approximation que I’on souhaite car-
actériser. Le choix de cette fonction est influencé par la tendance que prend le domaine
de I’optimisation multidisciplinaire en aéronautique. On retrouve dans le chapitre 4 une

description approfondie de la fonction d’approximation que 1’on a choisi.
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CHAPITRE 4

LE KRIGEAGE

Dans ce chapitre, on introduit le krigreage. Il s’agit de la fonction d’approximation
choisie a €tre caractérisée par la méthode développée dans le Chapitre 3. La premiere
section discute des fonctions existantes, de leurs avantages et désavantages. La deux-
ieme et troisiéme section explique 1’origine et la théorie du krigeage. La section qua-
tre explique comment celui traite 1’erreur epistémique. La section cing et six note les
commentaires sur le krigeage et décrit ses variantes. La section sept décrit comment la

caractérisation du krigeage sera accomplie.

4.1 Le choix d’une fonction d’approximation

Plusieurs types de fonctions d’approximations ont été introduites au Chapitre 1, no-
tamment les régressions polynomiales, le krigeage et 1’approximation baisienne, les
réseaux neuronaux et modeles a basse fidélités sont les plus connues dans le domaine
de la simulation numérique. De ces fonctions, on discerne deux groupes : les fonc-
tions paramétriques et les fonctions non-paramétriques. En théorie, une approximation
paramétrée suppose que la forme que prend la fonction exacte est connue alors qu’une
approximation non-paramétrée suppose que la fonction exacte peut prendre une forme
arbitraire. A titre d’exemple, les régressions polynomiales, qui sont des approximations
paramétrées, supposent que la fonction exacte prend la forme d’un polynéme, typique-
ment la forme quadratique. Les régressions polynomiales sont souvents utilisées avec
des méthodes d’approximations locales telles que RSM (Response Surface Model). Le

krigeage, I’approximation baisienne et les réseaux neuronaux sont des exemples de fonc-
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tions non-paramétriques.

Les modeles a basse fidélité sont généralement considérés comme une classe a part.
Un modele a basse fidélité est une représentation simplifiée de la fonction exacte. Si
celle-ci est une boucle d’analyse en CFD modélisant un écoulement avec les équa-
tions de Navier-Stokes, il est possible de concevoir un modele simplifi€ soit en utilisant
un maillage grossier, soit en utilisant les équations d’Euler, soit en limitant la préci-
sion/convergence des calculs. Le premier cas est un modele a basse résolution, le deux-
ieéme est un modele a physique simplifiée et le troisieme est un modele a basse précision
(d’apres Alexandrov et Lewis (2000)). Vu la nature de ce type de d’approximation, il
est difficile de généraliser sa performance. Chaque approximation est un cas particulier
préparé précisément pour une fonction exacte. Pour cette raison, on ne s’intéressera pas
au modele a basse fidélit€ dans cette maitrise. Un dernier mot sur ce type d’approxi-
mation ; ceux-ci peuvent étre utilisées conjointement avec les autre types de fonctions
d’approximations. Pour qu’un modele simplifié interpole les points d’échantillons on
peut apporter une correction sous la forme d’une interpolation de I’erreur entre la fonc-
tion exacte et le modele a basse fidélité€. Cette interpolation est souvent réalisée par
une fonction d’approximation paramétrique ou non-paramétrique. Au final, la fonction
exacte est approximée par le modele a basse fidélité qui est lui méme corrigé par une

interpolation de I’erreur.

Parmi les avantages des fonctions d’approximations non-paramétriques, on retrouve la
flexibilité. Elle peuvent €tre utilisées pour des approximations locales aussi bien que
globales et elles sont capables d’approximer des fonctions exactes de la méme nature
que ceux des simulations numériques en fluides. Pour ces raisons, elle sont souvent
combinées aux simulations numériques. Nous avons donc utilisé€ ce type de fonctions

dans notre étude.

Chaque fonction d’approximation non-paramétrique a ses avantages et ses inconvénients.
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Dans notre cas, le krigeage a été choisi parce qu’il présente une possibilité d’analyser
la fonction exacte via la matrice de coefficients de régression et la matrice de corréla-
tion. On remarque aussi dans la littérature que, parmi les fonctions d’approximations, le
krigeage semble Etre souvent utilis€ pour I’approximation de simulations numériques.
On peut citer par exemple Srivastava et al. (January 14-17, 2002) qui utilisent le
krigeage avec une méthode de «Surrogate Based Optimization» pour approximer des
problemes de grandes envergures tel que la conception d’un avion commercial super-
sonique. Jeon et al. (January 14-17, 2002) utilisent le krigeage avec la méthodologie
de surface de réponse (provenant du domaine de la statistique) pour accélérer le pro-
cessus d’optimisation de problémes multidisciplinaires. Koch et al. (2002) utilisent
aussi le kirgeage pour accélérer I’optimisation de problemes multidisciplinaires. Chung
et Alonso (January 14-17, 2002) utilisent une version plus générale du krigeage, soit
le co-krigeage, pour incorporer I’information des gradients provenant de problemes a
grandes dimensions. Ces mémes auteurs, Chung et Alonso (2000), développent aussi
une méthode pour le krigeage qui utilise des fonctions de mérites pour choisir le prochain

point dans I’échantillon.

4.2 Les origines du krigeage

Le krigeage a ses origines dans la géostatistique. Le nom krigeage ou kriging en anglais
vient de Daniel G. Krige, un géostatisticien Sud Africain. Il développa en 1950 une
méthode permettant de connaitre la distribution de minerai a partir d’un échantillonnage.
Krige congut alors une méthode qui differe fondamentalement de 1’approche classique.
L approche classique suppose que la distribution du minerai est aléatoire et peut-Etre
représentée par une fonction de distribution probabiliste. Au contraire, Krige suppose
que la distribution du minerai est une fonction déterministe. Sa méthode tient compte

des caractéristiques spatiales des échantillons, permettant ainsi d’élaborer une appro-
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ximation plus précise de la fonction déterministe sous-jacente. Il y a toute de méme
un aspect probabiliste dans le krigeage : le covariogramme. Le covariogramme et la
covariance, tels qu’utilisés par Krige, font référence a un aspect probabiliste qui, tel que

précisé par Matheron (1965), n’existe pas dans les problémes déterministes.

L’incertitude que 1I’on retrouve dans la géostatistique ou dans la CFD difféere de celle
que 1’on retrouve dans les problemes de procédés industriels. Il y a d’ailleurs deux
types d’incertitudes (voir notamment Oberkampf et Helton (2004)); I’incertitude aléa-
toire et I’incertitude épistémique. La premiere incertitude est liée a la nature aléatoire de
certaines variables du probléeme. A titre d’exemple, on retrouve ce genre d’incertitude
dans les évaluations de I’entretien d’équipements et aussi dans la fabrication de produit
manufacturés. Cette incertitude ne peut étre éliminée. Il est seulement possible de la
caractériser en multipliant le nombre d’épreuves et en la modélisant avec les théories
classiques de la probabilité. L’incertitude €pistémique quant a elle est liée au manque
d’information et/ou a la subjectivité de celle ci. Il est possible de la minimiser en élar-
gissant nos connaissances du probléme. Par exemple, les fonctions d’approximations
sont entachées d’une incertitude epistémique qui peut éventuellement étre réduite en

multipliant le nombre de points dans I’échantillon.

Cependant, Batill er al. (2000), Oberkampf et al. (2002) et Oberkampf et Helton
(2004) insistent sur le fait que I’incertitude €pistémique ne peut €tre parfaitement mod-
€lisée par une approche probabiliste. Notons qu’une approche probabiliste suppose que
I’incertitude peut &tre modélisée, par exemple, par une distribution de probabilité gaussi-
enne. Une inférence de cette ordre sur la nature de I’incertitude peut engendrer une er-
reur non négligeable. Matheron (1989) explique pour sa part qu’une telle supposition
va belle et bien a ’encontre de la logique. Par contre, il note que, méme si 1’aspect
probabiliste présenté dans le krigeage risque d’introduire une erreur dans 1I’approxima-
tion, le krigeage nous apporte tout de méme une meilleure connaissance de la fonction

sous-jacente.
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Matheron explique en détail le principe du krigeage et la nouvelle fagon d’analyser les
chantiers géologiques dans son livre La théorie des variables régionalisées et ses appli-
cations. On retrouve dans les définitions des variables régionalisées, une similitude entre
les problémes abordés par la géostatistique et ceux abordés par la simulation numérique.
Sacks et al. (1989) furent parmi les premiers a noter cette similitude dans leur article De-
sign and Analysis of Computer Experiments. Les avantages a utiliser une méthode d’ap-
proximation basée sur le krigeage sont multiples. I y a en fait une multitude d’articles
démontrant I’application du krigeage aux simulations numériques d’écoulement de flu-
ide et en design multidisciplinaire (e.g, Koch et al. (2002), Srivastava et al. (January

14-17, 2002), Chung et Alonso (January 14-17, 2002), Chung et Alonso (2000)).

4.3 La théorie du krigeage

Dans ce qui suit, nous allons présenter succinctement la théorie du krigeage. On va
commencer tout d’abord par quelques rappels sur les méthodes des moindres carrés et
des variables aléatoires. Le développement mathématique va nous amener a questionner
comment le lien entre la modélisation probabiliste de 1’incertitude épistémique est ac-
compli. Par la suite on va énumérer les variantes de la méthode du krigeage utilisée dans
la simulation numérique. La boite a outil DACE (Design and Analysis of Computer Ex-
periments) développée par Lophaven et al. (2002) est utilisée pour tester les méthodes

de krigeage.

Le krigeage est a la base une méthode des moindres carrés. On y retrouve les mémes
éléments tels que la matrice de covariance et la fonction d’interpolation polynomiale.
Elle différe de la méthode des moindres carrés par le fait qu’elle approxime I’erreur en

plus d’approximer la tendance moyenne.

Notons ici que le terme dimension sous-entend la dimension de la fonction exacte. Si
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par exemple une fonction exacte a deux variables indépendantes, alors la dimension du
probléme est deux. Les variables dépendantes sont exclues pour simplifier la notation

du développement.

4.3.1 Rappels sur la méthode des moindres carrés

La méthode des moindres carrés ordinaire permet d’approximer une série de points sous

la forme suivante :

§(x) = f(x)f (4.1)

f(z) est un vecteur rangée de termes polynomiaux et [ un vecteur colonne de coeffi-

cients de régression. Notons d’ailleurs que la valeur exacte s’écrit sous la forme

y(z) = f(2)B + 2(x) (4.2)

y(x) est 1a valeur au point z et z(z) I’erreur associée a I’approximation. La dimension du
vecteur f est définie par p, le nombre de degrés de liberté de I’approximation. Dans le cas
des moindres carrés ordinaires, p = n+1, n étant la dimension de la fonction exacte. Les
points de I’échantillonnage sont alors approximés par un hyperplan. Pour étre en mesure
d’utiliser I’équation 4.1, on doit supposer que la moyenne est indépendante de 1’erreur
ou, inversement, que 1’erreur est indépendante de la moyenne. Pour simplifier les calculs,
on suppose aussi que la variance de I’erreur est constante et indépendante de z. Ces deux

suppositions s’expriment sous la forme des équations 4.3 et 4.4 respectivement:

Elz(z)] = 0 4.3)
CEfx(2)*] = o (4.4)
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Ces suppositions portent aussi le nom de conditions de stationnarité.

L’objectif de la méthode est de trouver les valeurs des coefficients § qui minimisent
Perreur z. L’équation 4.2 est réécrite sous la forme z = y(z) — f(x)5. Avec un échan-

tillonnage de m points, on a :
Z=Y-Fp (4.5)

oll Y est un vecteur de dimension m des réponses, F' une matrice m X u ot u = n{p+1)

et Z un vecteur de dimension m des erreurs. L’erreur au carré est

Z'7 = (Y - FB)" (Y — Fp)
=YTY - YTFB— (FB)'Y + (FB)' F8
=YTy —28TFTYy + gTFTFp3

Afin de minimiser I’erreur, on cherche 3 tel que la dérivée du carré de I’erreur est égale

a z€ro :

dzt7

=-2FTY +2FTF3 =0
8 * b

C’est-a-dire :

B=[FTF] " FTy

Dans le cas ol la supposition E [2(z)] = 0 est valide mais la supposition E [2(z)?] = o?

ne l’est pas, c’est-a-dire que ’amplitude de I’erreur varie en fonction de x, une nor-
malisation doit €tre apportée au systetme d’équations. Il s’agit alors de la méthode des
moindres carrées généralisée. La nouvelle supposition est E [2(z)?] = o?r(z), ou ()

est la corrélation entre le point z et tout le domaine. Avec un échantillon de taille m, on
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peut réécrire 1a supposition sous la forme Z7Z = o?R, ou R est la matrice carrée de
corrélation des points de 1’échantillonnage. Notons que si R est une matrice identité, on
retrouve le cas des moindres carrées ordinaires. Dans le cas ol R est une matrice diag-
onale, la variance change selon = mais il n’y a pas de corrélation. R est par définition
non-singuli¢re et définie positive car o R est la covariance de I’erreur. Il existe donc une
matrice K qui a la propriété KT K = KK = R. Cette matrice nous permet de faire un

changement de variable
V=K1Y Q=K'F G=K'Z

Le nouveau systeme d’équation est V = )3 4 G. Cette nouvelle erreur respecte main-
tenant les suppositions des moindre carrés ordinaires, soit F [G] = 0et GTG = 021. La
preuve détaillée de ces observations est donnée par Myers et al. (2002). Il est main-
tenant possible de procéder comme auparavant pour trouver les valeurs de 3. L’erreur

au carré est

GTG=ZTK 'K 'z (4.6)
=(Y-FB" R (Y - FB)
=YT'R'Y - 28TFTR'YY + fTFTR™'Fp3

En posant la dérivée de cette équation a zéro on obtient

diG'G

a5 2FTRY +2FTRIFB =0

8= [FTR'F]" FTR'Y 4.7)

Notons que la méthode des moindres carrés est interpolante quand il y a autant de points
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échantillonnés qu’il y a de coefficients J; soit quand m = p. Notons aussi qu’il est
possible d’approximer les points par autre chose qu’un hyperplan. On peut I’approximer
par un plan a valeur constante, soit p = 1, ou par une forme quadratique, soit p =
%(n + 1)(n + 2). On peut aussi I’approximer par d’autres formes que des régressions

polynomiales. A titre d’exemple, le modele linéaire s’écrit :

. 2mx 27x
y%ﬁo+ﬁ151ﬂ—1“2~+520051—2

Notons aussi que de 1I’équation 4.6 découle la variance du procédé, soit
1
o*==(Y -F3) R (Y - Fp) (4.8)
m

Cette variance correspond a I’estimé du maximum de vraisemblance selon I’approche

bayesienne.

4.3.2 Le krigeage

Le krigeage décrit ci-dessous est celui de la régression avec krigeage de 'erreur. Le
développement des équations ci-dessous est tiré de Matheron (1970) et Lophaven et al.
(2002). Notons avant tout que I’on normalise les données pour permettre un meilleur

conditionnement de matrice. On a entre autre

X; = (X;-n(X,)/e(Xy), i=1...,n
Y = (T-u(®)/o(7)
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ol X est une matrice m X n normalisée de I’échantillonnage et par définition z; = X ;
est un point normalisé dans le domaine de travail. Notons que la nomenclature X ; veut
dire toutes les valeurs dans la colonne j et X ;. veut dire toutes les valeurs dans la rangée
j. X est la matrice de I’échantillonnage non-normalisée. Dans la section précédente,
on a cherché a minimiser ’erreur z(z). Le krigeage différe de la méthode des moindres
carrés généralisée par le fait que 1’on n’utilise pas I’erreur comme fonction colit mais
plutdt comme partie intégrale de la fonction cofit. 1l est alors nécessaire de définir une

autre erreur, celle qui servira de fonction cofit. Dans cette optique, on pose
s\ T
gla) =Y (4.9)

ou ¢ est I’approximation, définie par une combinaison linéaire entre Y, le vecteur colonne
de réponses, et ¢(z) € R™. On peut noter que, déja a ce stade, le krigeage se veut une
méthode qui interpole tous les points de 1’échantillonnage. Notons que les conditions
de stationnarité supposées auparavant, ¢’est-a-dire E [2(z)] = O et E [2(z)?] = o2, sont

cruciales au développement du krigeage. L’erreur prend la forme

e =j(z) —y(z)
=c"Y ~y(2)
=c' (Ff+Z) - f(2)B + 2(x)
= ("F - f(2)) B+ "Z — 2(z)

Pour que I’approximation ne soit pas biaisée, on impose que la tendance du polyndme

des moindres carrés soit la méme que celle de la valeur exacte. Autrement dit,

c'F = f(z) (4.10)
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Lerreur est maintenant e = ¢¥' Z — z(x). Le carré de I’erreur est donc

ele=["Z - z(m)]T ["Z — 2(z)]
= (2)" 2~ ("2)" 2(a) = 2(2)" " Z + 2(a)? @11

Sachant que z(x) est un scalaire, z(z) = z(z)7, 1’équation se simplifie 2
eTe=c"22%c - 2c" Z2(x) + 2(x)?

Les suppositions données aux équations 4.3 et 4.4 justifient les trois énoncés suivants.
Le terme ZZ7 est la matrice de covariance de taille m x m. Le terme Zz(x) est la

covariance du point z par rapport 2 tout le domaine, soit Zz(x) = o?r(z). Le terme

z(x)? est la variance au point z, soit 2(z)?> = o2 Les détails de la matrice R et du
vecteur r(x) sont donnés dans la section suivante. On réécrit I’équation précédente sous

la forme
eTe =0 (c"Re — 2c"r(z) + 1)

La condition imposée en 4.10 et 1’équation ci-dessus sont combinées pour donner le

lagrangien :
L(c,A) = 0? (c"Rc = 2"r(z) + 1) = A (T F — f(2)) (4.12)
Afin de minimiser ’erreur tout en vérifiant la condition 4.10, on écrit le gradient du

lagrangien :

dL(c, \)

et 0? (2Rc—2r(z)) = AF =0 (4.13)
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On a maintenant un systeme a deux équations, soit 4.13 et 4.10. Les étapes suivantes,
que I’on retrouve dans I’annexe III, sont des manipulations d’équations pour avoir au

final, I’équation suivante :

§g=f@)"B+r@@) R (Y - Fp) (4.14)

L’équation 4.14 est I’approximation de krigeage pour les points dans le vecteur Y. On
peut démontrer en substituant x par x;, que ¢ interpole un point de 1’échantillon dont la
valeur est connue. Dans ce cas, r(x;) = R; . 1a ieme rangée de la matrice R et le produit

RT R™! = ¢, est la i¢me colonne de la matrice identité. On a donc

§(zi) = f(z)TB+ e (Y — FB)
= f(z:)"8+vy; — Fi.0

=Y

La variance de krigeage est connue en substituant dans 1’équation 4.11 la valeur de ¢(x)

trouvée ci-dessus. On a donc
ele = o* (1 + M FTRIF) - r(x)TR'lr(a:)>

En théorie, tous les termes de 1I’équation 4.14 sont connus a I’exception de R et de r(x)
(B est calculé a I’aide de 1’équation 4.7 et o2 est approximée par I’ équation 4.8) Ces deux
informations découlent de la covariance et du covariogramme. La section suivante dis-
cute de leurs définitions mathématiques et des complications que peuvent poser celles-ci

lorsqu’elles sont appliquées a I’approximation de simulations numériques.
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4.4 La modélisation de ’incertitude épistémique

4.4.1 Rappels sur les procédés stochastiques et les variables aléatoires

Notons S(a) un procédé stochastique et A un ensemble de variables aléatoires dans
I’espace R%. On pose A = {S(a) € R?,Va € R"} dans le cas continu et

A= {S (a;) eR%Gi=1.. m} dans le cas ou a est discret. Un cas particulier de cette
notation est quand d = 1, c’est-a-dire que S(a) est un scalaire associé au vecteur a.
Notons aussi la probabilité p(a) que S(a) soit réalisé. La fonction de probabilité a la

propriété de sommation

/oo p(a)da = 1 Zp(ai) =1

- i=1

pour le cas continu et discret respectivement. La valeur moyenne (ou I’espérance) que

prend A dans le cas continu et discret sont
p=EMU= [ Spla)de p=ElA]= 3 S()p(a)

Dans le contexte du krigeage, le procédé stochastique S(a) est propre a un espace du
domaine de travail, typiquement a un point dans 1’espace. Les échantillons a associés a
S(a) peuvent étre prélevés au méme endroit mais jamais au méme temps. Dans le cas
ou le domaine serait, par exemple, de dimension deux, il serait possible de tirer plusieurs
échantillons du genre a(z1, z2,t) ol les valeurs de z; et zpseraient fixes et ¢ serait soit
I’index des échantillons a ou le temps auquel I’échantillon a est cueilli. Rappelons que
dans le cas d’un procédé€ stochastique, 1’incertitude aléatoire prévaut et la valeur que
prend S (a(x,t)) & t; n’est pas la méme que S (a(x,t)) A t, pour z constant. A titre
d’exemple, en océanographie, S(a) peut prendre la forme d’une observation telle que le

pourcentage d’un type de poisson. On a alors a(z, t), une portion d’océan prise au temps
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t et S(a), la valeur aléatoire que prend le pourcentage de poisson. Il arrive, parfois, que
A et S(a) soit confondus de sorte que A soit appelé le procédé stochastique. Cette
confusion sera évitée dans la description qui suit. Il se peut tout de méme que A soit

appel€ variable aléatoire au lieu d’ensemble de variables al€atoires.

4.4.2 Rappels sur la covariance et le covariogramme

Quand les conditions de stationnarité faibles sont vérifiées, soit E[z] = 0 et E[z72] =

o2, I’équation de la covariance s’écrit

Cov[AB] = E[(Sa(a) — p1a) (Sp(b) — )] (4.15)

Les ensembles A et B sont associ€s chacun a un point fixe dans I’espace de travail et i 4,
(g sont les espérances des ensembles A et B. Ici on fait la distinction entre les procédés
stochastiques : celui de la variable aléatoire A n’est pas nécessairement le méme que

celui de la variable aléatoire B. Dans la conditionou A = B,on a:

oa = E[(Sa(a) = pa) (Sa(a) — pa)]
= E [(Sa(a) — pa)’]

soit la variance de A. La covariance entre deux variables aléatoires peut dépendre
de plusieurs facteurs inconnus mais il est possible, quand les conditions de station-
narité sont vérifiées, de faire un lien entre la covariance de deux points et la distance
qui les sépare.Le covariogramme est une représentation graphique de la covariance en
fonction de la distance. A titre d’exemple, notons les covariances Cov(AB) = 0.6,
Cov(AC) = 0.55 et Cov(BC) = 0.75. De la figure 4.1 on s’ apercoit que bc < ab < G¢.

Le covariogramme de ces valeurs est représenté par le graphique de la figure 4.2 ou



70

35
3t .
b
' 2.5 .
2
1.5
b5 1 1.5 2 25 3

Figure 4.1 Points ol les ensembles A, B et C sont échantillonnés.

h est la distance entre les points. Typiquement le covariogramme est représenté par un
graphique tel que celui de la figure 4.3. Dans un cas pareil, il est possible d’approximer le
covariogramme par une équation analytique. Celle-ci permet de connaitre la covariance
entre un point inconnu et tous les autres points dans le domaine sans avoir a échantillon-

ner a plusieurs reprises ce point inconnu.

Le covariogramme peut €tre normalisé pour varier entre z€ro et un avec h variant entre
z€ro et deux. D’ailleurs, la normalisation décrite au début de la section sur le krigeage
assure la normalisation du covariogramme. Une régression paramétrique du covari-
ogramme normalis€ est appelée la corrélation. Les types de corrélations les plus utilisés
sont présentés dans le tableau 4.1. On retrouve plusieurs autres types de fonctions de

corrélations dans Lophaven et al. (2002).

Notons que si la distance h est euclidienne, il s’agit alors d’un covariogramme isotrope.
Si la variation de la covariance dépend de la direction en plus d’étre dépendante de la
distance h, la covariance est anisotrope. Dans un tel cas, on crée un covariogramme par

dimension.
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Figure 4.2 Covariogramme pour les variables aléatoires A, B et C.
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Figure 4.3 Covariogramme typique avec régression.

Tableau 4.1 Tableau des équations les plus utilisées pour la corrélation. Le parametre 6

est le coefficient de régression.

nom R(0, hy)

exponentielle e~ Oklhxl

exponentielle gaussienne e(_oklh’“lenﬂ), 0<Opt1 <2
gaussienne e(=6xh%)

linéaire max (0,1 — 6|hg|)
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4.4.3 La matrice R et le vecteur r

La matrice de corrélation R et le vecteur de corrélation r peuvent étre calculés soit
directement avec 1’équation de la covariance, soit en utilisant la régression du covari-
ogramme. Pour des raisons qui seront mises en évidence dans le prochain paragraphe,
la régression, ou la fonction de corrélation, est utilisée dans le krigeage. La matrice et le

vecteur de corrélation sont alors

R(HkXikak), i,j= 1,...,m

S::o
Il
=

b
Il
i

r(w) = RO Xipwy), i=1,...,m

=

b
Il
—

ou w est le point dont la valeur est inconnue. Cette forme de corrélation tient compte de

I’anisotropie que peut avoir les données.

Pour étre en mesure de créer le covariogramme et ainsi connaitre la fonction de cor-
rélation telle que décrite ci-dessus, il serait nécessaire d’échantillonner les points a de
multiple reprises pour connaitre la valeur moyenne de la variable aléatoire associée a
chaque point. Il serait nécessaire, par exemple, d’échantillonner une dizaine de fois le
point a, une dizaine de fois le point b et une dizaine de fois le point ¢ de la figure 4.1.
Or cette approche ne s’avere pas pratique quand le nombre de points échantillonnés est
grand. Elle s’avere impossible quand la fonction sous-jacente est déterministe : un nom-
bre infini de tirage au mé&me point donnera toujours la méme réponse. Dans le cas du
krigeage tel que décrit ci-dessus, une solution mathématique se présente. Un deuxiéme

coup-d’ceil sur les équations pour R, § et o démontre qu’elles sont toutes dépendantes
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de 6. Sacks et al. (1989) proposent le programme
mein |R| g2

exprimant ainsi la relation qu’il y a entre les points de 1’échantillonnage et les parametres
6. Le terme |R| est le déterminant de la matrice de corrélation. La solution de ce pro-
gramme donne une interpolation qui est un compromis entre la solution optimale pour

la régression f(x)/[ et la déviation minimale locale requise pour assurer I’ interpolation.

4.5 Commentaires sur le krigeage

4.5.1 Le choix de régression et corrélation

Le krigeage, comme plusieurs autres méthodes, est une méthode dite non-paramétrique.
Il y a tout de méme une notion de paramétrisation dans la régression et la corréla-
tion. Il est nécessaire de supposer que la fonction sous-jacente peut étre approximée
globalement par une certaine régression et localement par une certaine corrélation. A
la limite, le choix d’une régression et d’une corrélation n’influence que la taille de
I’échantillonnage requis pour atteindre la précision désirée. Mais ceci va a 1’encontre
du principe de I’approximation : minimiser le nombre d’évaluations de la fonction ex-

acte.

A moins de connaitre a priori la tendance moyenne globale et la tendance moyenne locale
de la fonction exacte, il est impossible de justifier le choix d’une type de régression
et de corrélation. Le choix peut se faire en supposant le cas le plus simple, ce que
semblent faire plusieurs auteurs, ou alors utiliser une approche comparative. Il s’agit de
créer plusieurs approximations, chacune utilisant une combinaison unique de régression

et de corrélation. La convergence des approximations vers un état stable est observée
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et une approximation est éliminée quand on juge qu’elle nécessiterait un plus grand

échantillonnage que les autres.

4.5.2 Les fonctions de corrélations

Il existe une multitude de fonctions de corrélations ayant chacune un comportement
unique mais, quelques traits communs peuvent étre dicernés. Entre autres, le comporte-
ment de la fonction quand la corrélation tend vers un et quand elle tend vers zéro sont
deux aspect importants. Ces comportements sont illustrés par la figure 4.4. A des fins
d’interprétation, notons qu’il y a un lien direct entre la corrélation et la dérivée de I’erreur
calculée par différences finies. Si on interprete la covariance comme la dérivée ou le
pas de discrétisation est variable, le covariogramme serait alors une représentation de
I’amplitude moyenne du gradient en fonction du pas de discrétisation. Rappelons que
la covariance représente la variation de I’erreur 2 : la différence entre I’approximation
f(z)B et les points de 1’échantillon. Dans le cas particulier out f(z)3 = constante,
la covariance serait représentative de la dérivée de la fonction exacte. Ce point de vue

permet de mieux interpréter la fonction de corrélation.

L’analyse des fonctions de corrélations sera limitée aux quatre fonctions présentées dans
le tableau 4.1. On observe deux comportements de la fonction de corrélation a I’origine.
Soit que la fonction est asymptotique a zéro comme c’est le cas pour le modele expo-
nentiel et le modele linéaire, soit qu’elle prend une valeur quasi-constante tel que c’est
le cas pour le modele gaussien et le modele gaussien-exponentiel. Dans le premier cas,
ce comportement signifierait que 1’erreur est discontinu. Dans le deuxiéme cas, 1’erreur

serait continu.

Il y a deux types de comportement quand » — 2, soit que la fonction de corrélation

devient asymptotique comme c’est le cas pour les courbes du graphique (c) de la figure
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4.4, soit qu’elle ne tend pas vers zéro comme c’est le cas des courbes a lignes tiretées
et a lignes pleines des graphiques (a) et (b). Le premier cas signifie que I’erreur a une
portée locale. Le deuxieéme cas signifie que la corrélation a une portée globale : elle
prend la place de la régression. Il se peut, dans ce deuxiéme cas, que la régression
globale ne satisfasse pas les conditions de stationnarité : elle n’approximerait pas bien
la tendance moyenne de la fonction exacte. Dans le cas o la fonction de corrélation est
asymptotique quand h — 2, deux scénarios se présentent : soit la transition vers une
valeur asymptotique est continue, soit elle ne ’est pas. Dans le cas du modele linéaire, la
transition n’est pas continue. On peut interpréter ceci comme si I’erreur est une fonction
périodique a fréquence constante. Dans le cas ou la transition est continue, I’erreur est

beaucoup plus complexes.

4.5.3 L’effet pépite

Un phénomene souvent discuté dans la littérature de la géostatistique mais qui semble
étre inconnu dans la modélisation numérique est 1’effet pépite. Ce phénomene est lié
aux volumes des échantillons et la taille du minerai que I’on observe. Admettant un
minérai de taille A et des échantillons de sol de volume B. Quand A < B, la variation
de la concentration du minerai dans 1’échantillon en fonction de h sera plutdt continue.
Mais quand A ~ B, on n’observera pas une variation continue de la concentration.
Plus précisément, on observe un comportement aléatoire de la concentration. 11 est alors
impossible de connaitre la corrélation a ce niveau et le covariogramme serait indéfini.
Ce probléme est solutionné, en théorie, en assurant que le volume B soit bien supérieur
a lataille A. Ceci a pour effet d’assurer que la concentration dans I’échantillon soit bien
représentative. Ceci a aussi comme effet de limiter la distance h minimale que 1’on peut
échantillonner car il ne peut y avoir deux €chantillons qui partagent le méme volume,
soit By (B2 = 0 ol B; et B, sont les volumes de deux échantillons. La figure 4.5

démontre ce a quoi ressemble les échantillons avec effets pépites.
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Figure 4.5 Illustration de I’effet pépite. La premiere rangée montre le cas A ~ B et la
deuxiéme rangée montre le cas A < B.

Dans le cas de la simulation numérique, on n’échantillonne pas un volume mais plutdt
un point. Il se peut tout de méme que I’on observe des phénomeénes similaires a celui
de I’effet pépite. L’échantillonnage par points peut étre influencé par le bruit numérique.
Selon la logique décrite ci-dessus, il serait nécessaire d’échantillonner plusieurs points
dans un volume B pour ensuite utiliser sa valeur moyenne pour le krigeage. Or une
approche pareille serait bien trop coliteuse pour une fonction exacte telle qu’une boucle
d’analyse. L’alternative est d’imposer une distance minimale a h, assurant ainsi que le
bruit, ayant une certaine fréquence, ne crée pas 1’effet pépite. Une alternative est de
remplacer le covariogramme avec le semivariogramme. Celui-ci représente aussi bien
la variation de I’erreur en fonction de h et peut modéliser I’effet pépite. Par-contre, la
substitution du covariogramme par le semivariogramme nécessite une modification du

développement mathématique. Cette approche n’a pas €t€ utilisée dans ce travail.

4.5.4 L’ optimisation

Ce qui fait du krigeage un calcul potentiellement lourd est 1’optimisation. En partant
de valeurs @ initiales, I’optimisation doit calculer la matrice R, calculer les coefficients
(3 et calculer la valeur scalaire 0. Notons que le calcul de 3 nécessite I’inversion de la

matrice R. Dans le cas ou I’on considére 1’anisotropie des données, le degré de liberté
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de I’optimisation est équivalent au degré de liberté de la fonction exacte. Une étude
détaillée du probleme d’optimisation est présentée par Lophaven et al. (2002). Le
krigeage étant un systeme d’équations analytiques, sa complexité décourage la recherche
d’une solution analytique au probleme d’optimisation. Lophaven et al. (2002) utilisent
un optimiseur d’ordre zéro, un pattern search. 1ls justifient I’ utilisation de cette approche
par le comportement de la fonction colit observé pour plusieurs scénarios. 1ls notent pour
des cas 2D (deux variables indépendantes) que la fonction ne semble pas bruitée, qu’elle
n’a qu’un point optimum et ne semble pas étre sensible, advenant que la matrice R soit

bien conditionnée.

4.5.5 Automatisé versus manuel

Le krigeage utilis€ en mécanique des fluides ou en optimisation multidisciplinaire est
généralement automatisé€, comme c’est le cas du krigeage développé€ ici. Dans d’autres
domaines, par contre le krigeage est utilisé de facon plus manuelle. Ils trouvent la ré-
gression approximant au mieux 1’échantillonnage, ils trouvent la fonction de corrélation
approximant au mieux le covariogramme normalis€ et ensuite ces deux parties sont util-
isées pour faire le krigeage. Cette approche se trouve entre le krigeage simple et le
krigeage universel, deux types de krigeage définis dans la section suivante. Elle s’avere

particulierement utile quand il est impossible d’augmenter le nombre d’échantillons.

4.6 Variante du krigeage

Il existe quelques variantes du krigeage que nous présentons succintement dans ce chapitre.

Le krigeage simple prend pour acquis que la tendance moyenne est bien connue. Math-

eron (1970) donne I’exemple f(z)5 = 0 ou f(z)@ = cte. Dans ce cas, il n’est pas
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nécessaire d’imposer la condition donnée par les équations 4.10 et le terme de droite
du lagrangien (équation 4.12) est éliminé pour donner une optimisation sans contrainte.
Avec cette approche, il est toujours nécessaire d’inverser la matrice de corrélation et une
optimisation sur  doit &tre accomplie. Elle est aussi plus restrictive car il faut connaitre
explicitement les coefficients 3 de la régression. Si la régression n’approxime pas bien
la tendance moyenne de la fonction exacte, les conditions de stationnarité ne éeront pas

respectées et la corrélation ne pourra pas bien représenter 1’erreur.

Le krigeage universel est essentiellement identique au développement ci-dessus. Les

différences sont de 1’ordre de la généralisation des équations.

Le co-krigeage est une généralisation du krigeage. La corrélation définie ci-dessus ne
tient compte que de I’influence de la fonction exacte par rapport a elle méme. Il s’agit
d’auto-corrélation. Par exemple, il peut y avoir dans un champs cultivé une relation
entre la concentration de phosphore dans le sol et la densité de la luzerne au temps
de la récolte. Une auto-corrélation du phosphore peut €tre accomplie pour estimer sa
distribution dans le sol et de méme pour la densité de la luzerne. S’il y a une corrélation
entre les deux, il est possible de la connaitre avec une corrélation croisée. En incorporant
cette nouvelle information dans le krigeage, on peut améliorer la précision de 1’appro-
ximation, soit celle de la luzerne, par exemple, si on utilise la corrélation de celle-ci par
rapport au phosphore. Or pour que cette nouvelle information soit utile, il est nécessaire
que I’échantillonnage du phosphore soit plus grand que celui de la luzerne ou qu’ils ne
partagent pas les mémes échantillons. Autrement il n’y aura aucun apport de précision a

I’approximation.

Le co-krigeage est justifiable quand la fonction sous-jacente faisant le lien entre les deux
fonctions exactes n’est pas connue ou trés compliquée. Une relation compliquée entre
deux problemes est, par exemple, le dimensionnement d’une aile pour I’aérodynamique

et le dimensionnement pour 1’aéro-€lasticité.
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4.7 Caractérisation du krigeage

Il a été montré dans la section de la modélisation de I’incertitude qu’il est possible de
choisir une régression et une corrélation quelconque. Il a été suggéré aussi, dans les
commentaires, comment cette sélection peut étre accomplie. Etant donné que le but ici
est de connaitre le comportement du krigeage pour différents scénarios, seule une com-
binaison de régression/corrélation sera utilisée pour tous les scénarios. La combinaison
testée est celle que 1’on retrouve le plus dans la littérature, soit une régression d’ordre

z€ro et une corrélation gaussienne.

Maintenant que le choix d’un fonction d’approximation est faite, on proceéde a sa carac-

térisation dans le chapitre suivant.
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CHAPITRE 5

RESULTATS

Au début du chapitre 2, on a introduit le principe que I’approximation converge vers la
fonction exacte. Nous avons aussi dit que nous souhaitons connaitre cette convergence.
Ce que I’on propose plutdt de faire ici est de déterminer le nombre de points nécessaire
pour que I’approximation soit stable. A prime-a-bord, cette observation de la stabilité
n’assure pas la convergence car on ne compare plus I’approximation a la fonction exacte
mais plutot a elle méme. Ceci dit, on démontre tout au long de ce chapitre qu’il y a une

grande corrélation entre une approximation stable et une approximation qui a convergée.

Rappelons que 1’on souhaite caractériser le krigeage en utilisant des cas tests en un, deux
et trois degrés de libertés congus a I’aide de fonctions sinusoidales. Plusieurs approxima-
tions seront faites avec des échantillonnages dont la taille des échantillons et la position

des points variront.

Dans la premiere section, on définit ce que 1’on entend par la stabilité. On décrit com-
ment la détection de stabilité est appliquée aux cas tests a un degré de liberté et au cas
tests a plus d’un degré de liberté. On termine cette section avec un exemple de détection
de stabilité. Cette idée de stabilité provient d’une étude préliminaire faite sur quelques

cas tests avec un et deux degrés de libertés.

La deuxieme section décrit les résultats de la caractérisation du krigeage pour un, deux
et trois degrés de liberté. 11 y a tout au long de cette deuxieéme section des observations
et des commentaires sur la méthode de caractérisation. Ceux-ci servent a expliquer, en

partie, les résultats obtenus de la méthode de caractérisation.
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Le chapitre est ensuite bouclé par un résumé des résultats du krigeage dans lequel on

décrit ses points forts et ses points faibles.

5.1 Stabilité

5.1.1 Définition de la mesure de stabilité

Une approximation peut &tre décrite par ses points critiques, soit ses maximums, ses
minimums, ses points d’inflexions, ses points de selle, etc. 1’approximation est stable
lorsque la position des points critiques approximés ne change pas significativement en
fonction de 1’échantillon. L’ajout ou la soustraction d’un point dans 1’échantillon af-
fectera la stabilité si un point critique est déplacé ou mute. Par exemple, 1’ajout d’un
point pourrait perturber 1’approximation en déplagant un maximum ou encore en le mu-
tant en un minimum. Notons que la mutation d’un point critique bien que peu fréquente,

est possible comme on la vue précédement sur la figure 3.1.

On peut mesurer la stabilité en comparant I’approximation a elle méme au fur et 2 mesure
que I’on échantillonne. La différence entre I’approximation de 1’échantillon de taille
m — 1 et I’approximation de I’échantillon de taille m est appelée «, la stabilité. On peut

écrire :
Q= - Z |Om — Tm—1,]| G.1

la moyenne de la stabilit€ pour m échantillons de taille m—1, avec ¢, ; I’approximation
iy créée a partir du i-eme sous-ensemble de taille m — 1. La figure 5.1 illustre les sous-

ensembles d’un échantillon de taille m = 4. Généraliser 1I’équation 5.1 pour tous sous-
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LS

i=1 i=2 1=3 i=4

Figure 5.1 Exemple de sous-ensembles de taille m — 1 = 3 pour un échantillon de taille
m. L’index 7 correspond aux équations 5.1 et 5.2.

ensembles plus petits que m donne :

L

Omm—k = Ty [Um — Ym—rk.il (5.2)
k) i=1

=3

la moyenne de la stabilité de 1’approximation pour les sous-ensembles de taille m — k
ou k est le nombre de points soustraits de 1’échantillon m. Le terme (’]?) est I’équation
binomiale. Notons que la suite & -k, k = m — 1,...,1 décrit comment évolue la
moyenne de la stabilité. Si celle-ci tend asymptotiquement vers zéro, 1’approximation

est stable.

11 est aussi possible d’associer un €cart-type a la stabilité. L’équation de la variance est

Ufn,m_k =F <(am,m—k - O_4’m,m—k)2>
@
=7my Z (am,m——k,i - @m,m—k)Q
(%) 4

i=1

ol Amm—ki = |Om — Um—ks|. Cette variance est asymétrique. La variance associée a
I’écart supérieur a la moyenne peut prendre n’importe quelle valeur car elle n’est pas
bornée mais, la variance associée a 1’écart inférieur a la moyenne est bornée par zéro
car la stabilité€ est définie comme une valeur absolue. On a donc respectivement og
et o; pour la variance supérieure et la variance inférieure. Les stabilités satisfaisant

OCmm—ki = Omm—k SONt utilisées pour le calcul de og et par défaut, tous les autres



84
satisfaisant ap, m—k,; < G m—k sont utilisées pour le calcul de o;.

Notons que la stabilité ne dépend strictement que de 1’approximation. Elle n’a pas re-
cours a la fonction exacte. Ce qui veut aussi dire qu’une approximation stable n’est pas
nécessairement une approximation représentative de la fonction exacte. Il se peut qu’elle

ait atteint une stabilité tout en divergeant de la fonction exacte.

5.1.2 Détection de la stabilité

Selon la définition de la stabilité, il est possible de déterminer si I’approximation est
stable en observant la suite &y, m—k, K = m —1,..., 1. Mais pour étre en mesure de dire
gu’une approximation est stable, il est nécessaire de trouver un critere d’arrét. Le critere
choisi ci-dessous est un premier essai. Il se peut que ce critere soit trop sévere ou trop

simple.

Détection pour cas test avec un degré de liberté

Dans un premier temps, on peut supposer 1’hypothese qu’une approximation stable aura
une erreur absolue stable. L’erreur absolue ici est la distance moyenne entre la fonc-
tion exacte et I’approximation, tel qu’énoncé dans le chapitre 2. La stabilité de I’erreur
absolue peut étre mise en évidence en fonction du nombre de points dans 1’échantillon
tel qu’illustré par le graphique (a) de la figure 5.2. Ces graphiques sont les résultats
des cas tests avec un degré de liberté. On remarque sur le graphique (a) qu’il y a une
relative confiance de I’erreur entre 5 et 29 points. On remarque aussi que ce plateau ne
correspond pas a une erreur absolue de zéro. Ceci s’explique par le fait que la fonction
exacte est bruitée (voir figure 5.2(b)) et I’approximation filtre ce bruit. Pass€ ce plateau,
I’erreur absolue augmente énormement pour redescendre avant d’atteindre un deuxieéme

plateau. Celui-ci est situé entre 40 et 80 points , et correspond pratiquement a une erreur
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Figure 5.2 Résultats du calcul de I’erreur absolue et de 1a stabilité pour un cas test avec
un dégrée de liberté. (a) L’erreur absolue pour un échantillonnage. (b) Le cas test bruité
avec I’approximation en ligne tiretée. (c) La stabilité calculé pour I’échantillonnage de
(a). Ici, le nombre de points dans 1’échantillon est 80 et on varie kK de 79 a 1. (d) La
moyenne et I’écart-type de 1’erreur absolue pour 35 échantillonnages.
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absolue de zéro. Ce qui signifie que le bruit et la tendance moyenne sont approximeés.
On explique I’augmentation de 1’erreur absolue par la nature du krigeage. Les fonctions
de corrélations qui apportent une correction locale sont des fonctions de base. Celles-ci
ont une zone d’influence sur I’approximation et la taille de cette zone est liée an nombre
de point dans 1’échantillon. Plus il y a de points, plus il y a de fonctions de base et plus
petite est leur zone d’influence. Il arrive un moment ot la taille de la zone est de la mémie
ordre de grandeur que la fréquence du bruit et c’est a ce moment que les fonctions de
corrélations donnent aux corrections locales des amplitudes démesurées. Cette effet est

illustré par les figures 5.3 et 5.4

Le graphique (c) de la figure 5.2 présente la mesure de stabilité€ en fonction du nombre
de points dans 1’échantillon, soit la suite &p, -k, k = m — 1,...,1. On observe sur
ce graphique un plateau entre 5 et 25 points et un autre entre 55 et 80 points. Ces deux
plateaux ont les mémes dimensions et ont a peu pres le méme positionnement que ceux
de I’erreur absolue. Cette similitude entre I’erreur absolue et la stabilité démontre qu’il
y a corrélation. On remarque aussi que la stabilité indique la zone de transition entre les
deux plateaux, soit la région ou les zones d’influences des fonctions de corrélations sont

de méme ordre de grandeur que la fréquence du bruit.

L’exemple donné ci-dessus traite d’un cas particulier o on observe une approximation
pour un cas test donné mais, ce premier plateau est toujours observé pour les approx-
imations que nous avons menées. Le graphique (d) de la figure 5.2 représente ’erreur
moyenne de 35 approximations en fonctions du nombre de points dans 1’échantillon. On

voit qu’en moyenne le plateau est présent et bien démarqué.

L’objectif du critere d’arrét est de détecter le premier plateau sur le graphique (c) de la
figure 5.2. On remarque que la variation de stabilité d’un point 7 & un point ¢ + 1 est
de ’ordre de 0.01. Cette variation est observée pour plusieurs suites de stabilité des

différents cas tests ayant un degré de liberté. Les graphiques de la figure 5.3 illustrent
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comment varie I’approximation quand elle a atteint le premier plateau et au-dela. On
observe une dégradation de I”approximation avec I’augmentation du nombre de point. A
priori, cette dégradation peut étre attribué aux effets de bruits ou & un mauvais échan-
tillonnage sur le krigeage. Toutefois, dans le cas ou il n’y a pas de bruit, il n’y a qu’un
plateau. Les graphiques (a) et (d) de la figure 5.5 présentent ce scénario. Le premier
plateau du graphique (a) de la figure 5.2 n’est pas nécessairement a valeur constante.
L’erreur augmente de facon linéaire. La stabilité, par contre, ne capte pas cet effet. Le
premier plateau du graphique (c) de la figure 5.2 est a valeur constante. Ayant not€ cette
dégradation de I’approximation a mesure que I’on progresse sur le plateau, on se con-
tente toute de méme d’un critére assez simple pour ce premier essai. On propose alors

d’utiliser comme critére d’arrét, une variation minimum de 0.01 de la stabilité.

Détection pour cas test avec plus d’un degré de liberté

Le critere doit étre 1égerement modifié pour les cas tests de plus de un degré de liberté.
Nous avons noté lors des différents essais que la stabilité ne semble pas évoluer de la
méme facon pour les cas tests a un degré de liberté que ceux a deux degrés de liberté.
On remarque que la stabilité peut varier de I’ordre de 10~2 sans avoir atteint un plateau et
les approximations qui en résultent ne sont pas treés représentatives des fonctions exactes.
On a aussi observé sur certains cas tests qu’il peut y avoir deux plateaux méme si la
fonction exacte n’est pas bruitée. A titre d’exemple, le graphique (a) de la figure 5.6 aun
plateau entre 11 et 27 pour un cas test simple. Il se peut, dans ce cas, que 1’approximation
soit assez stable et précise au premier plateau. Or I’existence de ce premier plateau n’est
pas garantie. D’ailleurs on voit sur le graphique (e) de la figure 5.6 que généralement le

plateau n’existe pas.

Le critere de stabilité énoncé pour le cas test a une dimension ne semble pas pouvoir étre

utilisé pour le cas test a deux dimension. On propose alors d’élever a la puissance d le
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Figure 5.3 Evolution de 1’approximation au fur et 2 mesure que des points sont ajoutés.
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Figure 5.4 Evolution de I’approximation au fur et 2 mesure que des points sont ajoutés.

Continuation de la figure 5.3.
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Figure 5.5 Résultats du calcul de I’erreur absolue et de la stabilité pour un cas test avec

un degré de liberté et sans bruit.
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Figure 5.6 Résultats du calcul de I’erreur absolue et de la stabilité pour un cas test a deux
degrés de libertés. (a) erreur absolue. (b) stabilité. (c) fonction exacte. (d) approximation
avec un échantillon de 15 points .
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critére d’arrét pour avoir comme critére :
~ d
Aam,m_k,m_kﬂ S 0.01 (53)

ou d dans ce cas représente le nombre de degré de liberté de la fonction exacte.

Précision sur la détection de stabilité

L’un des objectifs de la méthode de caractérisation globale des approximations est de
développer des outils qui pourront étre appliqués en industrie utilisant un minimum
d’évaluation de la fonction exacte. Dans cette optique, 1’approximation est initialisée en
utilisant deux points de plus que le nombre minimum requis pour résoudre les équations
du krigeage. On calcule la stabilité moyenne pour les deux tailles de sous-ensembles.
On calcule ensuite la variation entre les sous-ensembles. Si le critére d’arrét n’est pas
atteint, un point est ajouté a I’ensemble et on re-calcule la stabilité moyenne des sous-

ensembles. Cette procédure est répétée jusqu’a détection de la stabilité.

Une approximation idéale devrait filtrer le bruit et identifier les points critiques de la
fonction qu’elle approxime. C’est a dire, on souhaite obtenir une approximation telle
que celle du graphique (b) de la figure 5.3 plutdt que celle du graphique (e). Pour ce
faire, on re-vérifie la stabilité des sous-ensembles de taille a jusqu’a la taille m, ol a
elle le plus petit ensemble permis pour résoudre les équations du krigeage et m est le
nombre de point dans I’échantillon. Si la stabilité existe pour un sous-ensemble de taille
b,a < b < m, on considere b comme étant la taille d’échantillonnage offrant une stabilité

acceptable pour cette approximation.

Le nombre de sous-ensembles possibles pour un échantillon de taille m + 1 est défini par

m-+1

. ) Cette quantité peut atteindre des chiffres astronomiques

I’équation binomial, soit (

quand m est grand. Pour limiter le temps de calcul, seuls 50 sous-ensembles par taille
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Tableau 5.1 Sous ensembles possibles pour I’échantillon de points 1 a 3.
pts  échantil- | sous-ensemble | sous-ensemble
lonnés taille 1 taille 2

a3 1,2,3 12,13,23

sont testés pour les cas tests a un degré de liberté et 35 sous-ensembles par taille pour
tous les autres cas tests ayant plus d’un degré de liberté. Le choix de ces sous-ensembles
est accomplie aléatoirement. Le choix du nombre de sousensemble est discuté dans la

section 3.5.1.

Pour mieux expliquer comment la détection de stabilit€ est accomplie, on présente un
exemple. Supposons que 1’on veut approximer un probleme quelcohque ayant un degré
de liberté. Pour initialiser 1’approximation, on échantillonne trois points, De cet échan-
tillon, on peut créer des sous-ensembles de taille un et deux. Ces sous-ensembles sont
présentés dans le tableau 5.1. On calcule maintenant la stabilit€ moyenne associée a

chaque taille de sous-ensemble. On a donc pour les sous-ensembles de taille un :

3
_ 1 P
31 = g Zzzl lys - yl,il

Pour le sous-ensemble de taille deux, on a :

3
_ 1 A
032 = g ; |y3 - yz,il

La variation de la stabilit€¢ moyenne est alors Adg 9 = |03 — G31|. Si Adsi2 >
0.01, on échantillonne un autre point. Ce nouveau point nous permet d’avoir des sous-
ensembles de taille 1 a 3. Il y a maintenant pour quelques tailles de sous-ensembles,
plus de trois combinaisons possibles. Si on souhaite limiter le temps de calcul, on sélec-

tionne que trois sous-ensembles par taille. On calcule ensuite les stabilit€s moyennes
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Tableau 5.2 Sous ensembles possibles pour les échantillons de points 1 a3, 1a4et1as5.
Les sous-ensembles soulignés sont ceux choisis pour le calcul de la stabilit€ moyenne.

pts €chantil- | sous- SOus- SOuS- Sous- critere
lonnés ensembles ensembles ensembles ensemble
taille 1 taille 2 taille 3 taille 4

1a3 1,2,3 12,1323 — — Adz 2 > 0.01

124 1,2,3,4 12,13, 14,123,124, | — Adg,1,2 2 0.01
23,24,34 (134,234 Adyg,2,3 > 0.01

1a5 1,2,3,4,5 12,13, 14, | 123,124, | 1234,123 | Aas,1,2 = 0.01
15,23,24, | 125 134, |5, 1245, 1 | Adsp23 <0.01
25,34,35 | 135,145, | 3452345 | Aas3zq <001
45 234,235,

45,345

pour connaitre la variation. Si les variations Ady 1 2 et Ady 2 3 sont supérieures a 0.01,
un cinquiéme point est échantillonné. Le tableau 5.2 résume la démarche pour les échan-
tillonnagesde 143,de 1 a4 etde 1 a5. On remarque que la variation de stabilité Ads 2 3
et Ad; 3,4 pour ’échantillonnage 1 a 5 sont inférieures a 0.01 alors que a4 o 3 ne Pest pas
pour I’échantillonnage 1 a 4. La sélection du cinquieme point offre des sous-ensembles
plus stables. Pour construire I’approximation finale on choisit donc un échantillon parmi

les sous-ensembles de taille 3 plutdt que 5 pour s’assurer d’un meilleur filtrage de bruit.

Le fait de limiter le nombre de sous-ensembles testés a 50 a des conséquences. Prenons
par exemple les cas tests a 1 degré de liberté. Dans le cas ou m < 7, tous les sous-
ensembles possibles sont testés. Par contre, lorsque m > 7, il est possible d’avoir plus
d’une cinquantaine de sous-ensembles pour une taille donnée. L’exemple de m = 8
telle qu’illustré dans le tableau 5.3 démontre que certaines tailles, notamment ceux de
taille cing, quatre et trois, dépassent la limite de 50. Dans ce cas, on teste 87% des sous-
ensembles possibles. Quand une approximation nécessite une vingtaine de points, on ne
teste alors que 0.05% de tous les sous-ensembles possibles en posant la limite a 50 car le
nombre des ensembles dans ce cas dépasse un million. Pour des raisons de ressources
de calculs, on ne peut se permettre de tous les tester. Cependant, il est possible de
discerner les grandes tendances dans les résultats méme si le nombre de sous-ensembles

testés n’est pas statistiquement représentatif. Des calculs ont été accomplis avec une
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Tableau 5.3 Nombre de sous-ensembles possible pour chaque taille quand m = 8. k =

m-—1,...,1

70 | 56

28
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Figure 5.7 Comparaison des résultats obtenus pour différentes limites du nombre de
sous-ensembles par taille. (a) est le résultat moyen, I’écart-type supérieur et I’écart-
type inférieur obtenu avec une limite de 50. (b) compare les moyennes pour des résultats
obtenus avec les limites de 35, 50 et 70. (c) et (d) compare respectivement les écart-types
inférieurs et supérieurs pour les mémes limites.
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limite de 35, 50 et 70 sous-ensembles par taille. On observe qu’il y a peu de changement
d’une série de résultats a I’autre. Le graphique (a) de la figure 5.7 est une représentation
des résultats pour la suite de cas tests a un degré de liberté sans bruit. On retrouve
sur ce graphique les valeurs moyennes, les écarts-types inférieures et les écarts-types
supérieures pour des tests effectués sur 50 sous-ensembles par taille. Les graphique
(b) (c) et (d) présentent respectivement les résultats obtenues pour la moyenne, 1’écart-
type inférieur et I’écart-type supérieur pour les trois limites de 35, 50 et 70. Notons
que les résultats ne seront analysés que sur les segments de zéro a cinq sur 1’abscisse.
Cette limitation est justifiée plus loin dans la présentation des résultats. On voit sur les
graphiques (b), (c) et (d) que les tendances sont les mémes. D’ailleurs on voit que les

pentes des moyennes affichées sur le graphique (b) sont similaires.

On propose alors deux limites du nombre de sous-ensembles par taille. La premiére, pour
les cas tests ayant un degré de liberté : 50 par taille. Ceci permet de compléter plusieurs
séries de calculs dans un délais acceptable. Pour les cas tests ayant un degré de liberté
supérieur ou égale a deux, on propose de limiter le nombre de sous-ensembles a 35 par

taille. Ceci permet de compléter plusieurs séries de calculs dans un délai acceptable.

5.2 Meéthode de caractérisation : résumé de la démarche

Vu I’envergure de la méthode, un résumé de la démarche est donnée. La premiere étape
est de créer les échantillons et faire la soustractions des points. La deuxiéme étape est le

calcul de I’erreur absolue. La troisicme €tape est le calcul de la stabilité.
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Création des échantillons

10
11
12

-Initialiser une structure dans laquelle se trouvera les coordonnées des points dans
les échantillons et 1l‘ordre dans laquelle ils sont soustaits. Cette structure
aura l’information des 35 échantillons par cas tests pour tous les cas tests

d'une suite.

-Pour le nombre de cas test dans la suite
-Pour le nombre d’échantillon que 1l’on désire avoir (généralement 35)
-Créer un échantillon de taille maximum (soit 80 points pour les cas tests

4 1 degré de liberté et 120 pour les autres).

-Pour le nombre de cas test dans la suite
-Pour tous les échantillons

-Pour le nombre de points que l’on souhaite soustraire (généralement tous

sauf un)
-Choigir aléatoirement un point dans 1’échantillon.
-Noter la position et 1’ordre dans lequel le point est choisi.
-Soustraire ce point de 1’'échantillon.

-Choisir le prochain échantillon.

-Repartir de la ligne 7.



Calcul de 1l’erreur absolue

1 -Pour tous les cas tests dans la suite

2 -Pour tous les échantillons associés au cas test
3 -Ajouter des points pour avoir la taille minimum nécessaire.
4 -Pour tous les points soustraits de 1’échantillon
5 -Créer une approximation du cas test & 1’aide de 1’échantillon.
3 -Discrétiser uniformément 1’'approximation et le cas test a trois
reprises (la troisiéme étant plus raffinée que la deuxiéme et la
deuxiéme étant plus raffinée que la premiére) .
7 -Selon 1’équation 3.3, calculer les erreurs avec les trois
discrétisations.
8 -Boucle sur la précision du calcul de 1’'erreur
9 -Calculer le GCI_12 et GCI_23 selon l’éguation 3.8 pour les
trois erreurs calculées précédament.
10 -8i la condition 3.9 est satisfaite, on sort de la
boucle.
11 -Si la condition 3.9 n’est pas satisfaite et la
discrétisation n’a pas atteint la limite imposée
12 -Discrétiser uniformément 1’approximation et le cas test
de facon & ce que cette discrétisation soit plus raffinée
que la troisiéme.
13 -Calculer 1’erreur avec cette nouvelle discrétisation.
14 -Renuméroter les erreurs de sorte que le 2 devient le 1,
le 3 devient le 2 et le nouveau devient le 3.
-Repartir de la ligne 9.
15 -Si la discrétisation 3 atteint la limite imposée, on sort de 1la
boucle
16 -Archiver cette erreur.
17 -Ajouter un point a 1’échantillon.
18 -Repartir de la ligne 5.
19 -Choisir le prochain échantillon.
20 -Repartir de la ligne 3.
21 -Choisir le prochain cas test.

22 -Repartir de la ligne 2.
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Vérification de la stabilité

1

NN e W

11

12
13

14

15

16

17

18

19

20

21
22

-Pour tous les cas tests dans la suite

-Pour tous les échantillons associés & un cas test.

-Ajouter des points pour avolr la taille minimum nécessaire.
-Boucle sur le nombre de point dans 1’échantillon
-Créer une approximation du cas test & l’aide de 1l’échantillon
-Pour tous les tailles de sous-ensembles de 1’échantillon
-Pour tous les sous-ensembles que l’'on choisi (environ 35
sous-ensembles)
-Sélectionner aléatoirement les points qui feront le
sous-ensemble.
-Créer une approximation avec ce sous-ensemble.
-Discrétiser uniformément les deux approximations a
trols reprises. La troisiéme étant plus raffinée que
la deuxiéme et la deuxiéme étant plus raffinée que la
premiére.
-Selon 1l’équation 3.3, calculer les erreurs (mesure de
stabilité) de pour les trois discrétisations.
-Boucle sur la précision du calcul de 1l’erreur
-Calculer le GCI_12 et GCI_23 selon 1l’éguation
3.8 pour les trois erreurs calculées précédament.
-8i la condition 3.9 est satisfaite, on sort de
la boucle.
-81i la condition 3.9 n’est pas satisfaite et la
discrétisation n’a pas atteint la limite
-Discrétiser uniformément 1'approximation et
le cas test de fagon a ce que cette
discrétisation soit plus raffinée que la
troisiéme.
-Calculer 1l’erreur de cette nouvelle
discrétisation.
-Renuméroter les erreurs de sorte que le 2
devient le 1, le 3 devient le 2 et le
nouveau devient le 3.
~-Repartir de la ligne 13.
-Si la discrétisation & atteint la limite imposée,
on sort de la boucle.
-Archiver cette erreur.
-Repartir de la ligne 8.
-Calculer la stabilité moyenne pour cette taille de

sous-ensemble selon 1’équation 5.2.
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23 -Pagser & la prochaine taille de sous-ensemble (repartir de
la ligne 7)

24 -Calculer la variation de la stabilité moyenne.

25 -8i la variation est plus petite que le critére d’arrét 5.3, la

taille de cette échantillon est déterminé et on poursuit avec le
prochain échantillon (on repart de la ligne 2}.

26 -8i la variation est plus grand que le critére d’arrét 5.3, on
ajoute un point & 1l’échantillon et on repart de la ligne 5.

27 ~-8i la taille maximum de 1l’'échantillon est atteint, sauter au

prochain échantillon (on repart de la ligne 2).

5.3 Caractérisation du krigeage

Cette section présente la caractérisation du krigeage. On présente dans une premiere par-
tie le comportement du krigeage pour des cas tests a un degré de liberté. On note les ef-

fets du bruit et de la complexité et I’impact qu’ils ont sur la stabilité de 1’approximation.

On présente ensuite les résultats des cas tests a deux degrés de libertés. Trois types
de cas tests sont utilisés pour évaluer 1’adaptivité du krigeage. Ces cas tests qui ne
sont pas bruités, représentent des conditions idéales. En plus d’évaluer I’adaptivité, ces
séries de cas tests permettent aussi d’évaluer le nombre de points nécessaires pour les

approximations en fonction du degré de liberté du probleme.

La troisieme série de résultats provient de cas tests avec trois degrés de libertés.

5.3.1 Présentation des résultats

Les résultats sont présent€s sous deux formes de graphiques. Le premier a en abscisse
la fréquence des sinus et en ordonnée le nombre de points nécessaires pour atteindre la
stabilité. Le deuxieéme graphique a en abscisse la fréquence des sinus des cas tests et en

ordonnée I’erreur associée au nombre de points nécessaires pour atteindre la stabilité.
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Les deux graphiques présentent a la fois les valeurs moyennes et les écart-types. Les
moyennes et les écarts-types proviennent des 35 approximations stables obtenues chaque

cas test.

5.3.2 Cas test a2 un degré de liberté

La suite de cas tests utilisée pour €valuer le krigeage utilise une fonction exacte sinu-
soidale. Le domaine de travail est normalisé entre z€éro et un et ’amplitude du sinus
est un. On retrouve dans la suite dix cas tests ayant chacun une fréquence différente
variant entre 0.5 Hz et 22 Hz (ici, le terme Hertz n’est pas pris au sens temporel. 11 est
employé au sens spatial ou 1 Hz est un cycle sur une unité de distance). Le premier cas
test représente le cas classique d’une fonction exacte strictement convexe. Les figures

I1.1 de I’annexe II présentent des approximations dites stables pour différents cas tests.

cas tests sans bruit

Cette premiere suite offre déja des observations intéressantes. En portant notre attention
sur le graphique (a) de la figure 5.8, on s’apercoit que le nombre de points nécessaires
pour atteindre la stabilité varie linéairement avec la complexité de la fonction exacte
pour des cas tests de moins de 5 Hz. Le krigeage ne semble pas &étre capable de bien ap-
proximer les cas tests avec une fréquence supérieure a 5 Hz. D’ailleurs, on observe pour
tous cas tests supérieurs a 8 Hz, que le nombre de points nécessaires pour atteindre la
stabilité n’est plus dépendant de la complexité. Ce phénomene est attribué a I’apparition
d’un deuxieme plateau méme pour les cas tests sans bruit lorsque la fréquence devient
importante. Les figures 5.9(a)-(c) démontrent qu’il y a création d’un plateau au fur et a
mesure que la complexité de la fonction exacte augmente. Le fait que le plateau débute

a ’origine explique pourquoi le nombre de points nécessaires pour atteindre la stabilité
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Figure 5.8 Résultats de la suite de cas tests ayant un degré de liberté et sans bruit. (a)
montre le nombre de points nécessaire pour la stabilité en fonction de la complexité. (b)
montre I’erreur absolue associée aux approximations dites stables.

n’est plus fonction de la complexité. Aussi, on remarque que sur le graphique (d), il
s’agit plutdt d’une droite inclinée au lieu d’un plateau. Mais cela est interprété comme

un plateau par le critere proposé.

Les observations énumérées ci-dessus concordent avec le graphique (b) de la figure 5.8.
Celui-ci montre que I’erreur est relativement petite pour les approximations stables de

moins de SHz puis il y a une transition vers une plus grande erreur.

Cas tests avec bruit

Il y a deux suites de cas tests avec bruit créées a partir de la suite de cas tests a un degré
de liberté. Le bruit ajouté pour la premiere suite est une fonction sinusoidale avec une
fréquence 25 fois plus €élevée que celle de la complexité et une amplitude 0.03 fois celle
de la complexité. Le bruit ajouté pour la deuxieme suite a la méme fréquence mais a une

amplitude de 0.015 fois celle de la complexité.
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Figure 5.9 Apparition d’un nouveau plateau pour les cas tests sans bruit.
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On peut voir sur les figures 5.10 (a)-(f) qu’un plateau est présent lorsque la complexité
est supérieure 2 SHz avec et sans bruit. Toutefois, ce nouveau plateau est créé en amont
du plateau démarquant le niveau de stabilité ot le bruit est filtré. Ceci trompe la détection

de stabilité et il en résulte une approximation qui n’est pas fidele a la fonction exacte.

En portant notre attention que sur les cas tests inférieurs a 5Hz sur les graphiques (a), (c)
et (¢) de la figure 5.10, on remarque que la re]ation‘entre le nombre de points nécessaire
a la stabilité et la fréquence est linéaire. Une régression sur cette partie des graphiques
montre que les tendances pour les cas tests sans bruit et avec bruit sont trés similaires.

On a comme résultats pour la régression, les équations suivantes.

ys = 2.8z +4.3
yn = 1924438

Yo = 2.2 +4.9

oll ¥s, Yp1, Y2 SONL respectivement les équations pour suites sans bruit, avec bruit d’am-

plitude 0.03 et avec bruit d’amplitude 0.015.

Leffet filtreur du krigeage est bien démontré par les graphiques (d) et (f) de la figure
5.10. Le bruit que néglige le krigeage est illustré par une erreur absolue beaucoup plus
€levée pour les fréquences inférieures a SHz sur les graphiques (d) et (f) de la figure 5.10

que celle du graphique (b).

5.3.3 Cas tests avec deux degrés de libertés

Il y a trois suites de cas tests a deux degrés de libertés. Les deux premicres, tel que

décrit dans le chapitre 3, sont trés similaires. Les cas tests different par le fait que le
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premier est axisymétrique, le second est quasi-axisymétrique, et le troisiéme est un cas
plus classique avec deux plans de symétries. La figure 3.19 a la page 54 illustre un cas
de ces trois types. Les deux premicres suites ont neuf cas tests variant de 0.5 a 6 Hz. La
troisieéme suite a onze cas tests variant de 0.5 & 3 Hz. Les résultats sont présentés dans la

figure 5.11 et on retrouve dans I’annexe II des exemples de différents cas tests.

Le critére d’arrét

La figure 5.11 ne présente les résultats que pour les cas tests ayant atteint le critére
d’arrét. Le fait que les autres cas tests n’aient pas atteint le critere d’arrét est li€ a
deux parties essentielles de la méthode de caractérisation. La premiere est le nombre

maximum de points permis pour les approximations. Le deuxiéme est le critere d’arrét.

En principe, il serait souhaitable de ne pas limiter le nombre de points utilisé pour con-
struire une approximation mais la méthode de soustraction des points I’oblige. Cette
limite assure aussi que le temps de calcul ne soit pas excessivement long. Toutefois,

pour les cas tests a deux degrés de liberté, la limite est de 120 points.

Le critere d’arrét fixe une variation maximale acceptable de la stabilité sous la suppo-
sition que 1’approximation n’aura atteint le début du plateau qu’a ce moment. Or il se
peut que ce critere d’arrét soit trop limitatif. Alors que la plus grande fréquence qu’a
pu approximer le krigeage, selon le critere d’arrét, est de 2.5Hz, on note que le plateau
existe toujours pour les cas tests supérieurs a 2.5Hz. Les graphiques (a) a (c) de la figure
5.12 montre I’existence du plateau pour les cas tests avant et apres le cas test de 2.5Hz.
Ceci laisse a penser que le critere d’arrét ne détecte pas bien le plateau. Ceci dit, on
peut tout de méme, pour les cas tests supérieurs a 2.5Hz, extrapoler le nombre de points
nécessaires pour atteindre le plateau. Pour le cas test de 3Hz, il serait nécessaire d’avoir

environ une centaine de points pour atteindre le plateau. Pour le cas tests de 3.5Hz, il
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serait nécessaire d’avoir au dela de 120 points pour atteindre le plateau.

Les effets de la méthode d’échantillonnage

On remarque que les barres d’erreurs des graphiques (a), (c) et particulierement (e) de le
figure 5.8 sont grandes. Ceci peut s’expliquer par la méthode d’échantillonnage qui n’est
pas optimale. La méthode de sélection et de soustraction arbitraire des points semble
donner parfois une approximation stable avec peu de points et parfois avec beaucoup de
points. Cela peut aussi se voir sur les graphiques (a) a (d) de la figure 5.13 qui montrent

que I’erreur absolue peut varier significativement selon I’échantillonnage.
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Figure 5.13 Erreur absolue en fonction du nombre de points dans 1’approximation. Ré-
sultats de la suite avec cas tests axisymétriques.
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2.51

Figure 5.14 Exemple de ’'influence qu’a la corrélation sur toute I’approximation. La
régression globale est effectuée sur un plan a valeur constante.

On explique I’écart-type des graphiques de la figure 5.11 par I’effet combiné de 1a méth-
ode de sélection des points de I’échantillon et les termes de corrélations du krigeage. La
corrélation qui est fonction de la distance entre deux points limite la propagation de ses
connaissances. La connaissance qu’acquierent les termes de corrélations sont les dévi-
ations des points par rapport a la régression globale. Dans le cas présent, ce sont tous
les points ne passant pas par un plan a valeur constante 3. La propagation de cette infor-
mation est dictée par la distance entre les points. Si, par exemple, deux points proches
annoncent un gradient fort, cette information sera propagée dans 1’approximation mais

de facon limitée comme on le voit sur la figure 5.14.

Le choix des points a donc une grande influence sur la précision de 1’approximation. Si
on peut s’assurer d’une distance caractéristique minimale entre deux points, il est prob-
able que I’approximation soit plus stable et précis. Or le fait que la méthode de sélection

des points soit aléatoire, cette longueur caractéristique minimale n’est pas toujours re-
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spectée. Dans ce cas, il est nécessaire d’avoir plus de points pour atteindre la précision
et la stabilité souhaitées. C’est a cet effet que 1’on attribue les écart-types si prononcés

des graphiques de la figure 5.11.

Le krigeage pour des fonctions a deux degrés de libertés

Les résultats des cas tests a 2 degrés de libertés permettent de connaitre quelques aspects
intéressants telles que la taille de I’échantillon en fonction de la complexité et la capacité

qu’a le krigeage de tirer le plus d’information possible de 1’échantillon.

En moyenne, la taille de I’échantillon augmente avec la fréquence des cas tests mais cette
augmentation ne semble pas étre lin€aire comme c’est le cas des cas tests a un degré de
liberté. Selon le graphique (e) de la figure 5.11, la tendance serait plut6t logarithmique
mais, ceci reste a vérifier. Dans le cas ol cela serait vrai, cela voudrait dire que le
krigeage profite des informations qui est d’autant plus présentes dans 1’échantillonnage
que la fonction est complexe. Les graphiques (a) et (c) de la figure 5.11 démontrent
que le krigeage peut, parfois, plus facilement approximer une fonction complexe qu’une
fonction simple. Ce phénomene peut étre le résultat de la combinaison du type de ré-

gression et de corrélation utilisé pour le krigeage.

Pour illustrer comment le krigeage arrive a reconnaitre les corrélations entre les degrés
de libertés, on introduit une notion utilisée pour 1’affichage de courbes et de surfaces.
En principe, une surface en D dimensions nécessite m? points pour étre bien représen-
tées. Si, par exemple, on représente par 25 points une parabole en deux dimensions
et que ’on suppose une interpolation linéaire entre chaque point, cette représentation
aura une erreur absolue faible par rapport a la fonction analytique. Si maintenant on
souhaite représenter une paraboloide en trois dimensions avec la méme précision que

la représentation de la parabole en deux dimensions, il serait nécessaire d’utiliser en-
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viron 150 points. Dans le cas des fonctions d’approximations, on compare le nom-
bre de points nécessaires a la stabilité pour des cas tests a un degré et a deux degrés
de libertés. Admettant une fonction d’approximation nécessitant m? points pour une
fonction exacte avec une complexité donnée, ou d est le degré de liberté. Cette méme
fonction d’approximation nécessiterait, en principe, m?*! points pour une fonction ex-
acte d’une complexité équivalente mais avec un degré de liberté de plus. Une fonction
d’approximation pouvant se démarquer de cette tendance démontrerait ainsi une capac-
it¢ d’utiliser d’autant plus les informations sous-jacentes dans les échantillons. Pour
connaitre cette tendance, on compare les résultats des cas tests a un degré de liberté aux

racines carrées des résultats a deux degrés de libertés. La figure 5.15 résume les résultats.

Notons que dans I’esprit de trouver une suite de fonctions a deux degrés libertés équiv-
alentes (en terme de complexité) aux fonctions sinusoidales des cas tests a un degré de
liberté, la troisieéme suite, soit celle ou les fonctions ont deux plans de symétries, est la

plus juste. Cette suite utilise, en moyenne, moins de m? points oll, m est le nombre
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de point utilisé par les cas tests a un degré de liberté. Ceci suggere que le krigeage
va effectivement chercher les informations indiquant la corrélation entre les degrés de
libertés. Les deux premiers types de cas tests, axisymétrique et quasi-axisymétrique né-
cessitent plus de points pour les cas tests a basses fréquences mais le krigeage semble,
par la suite, étre capable d’approximer des cas tests compliqués avec moins de m? points.
Ceci confirme I’affirmation que le krigeage profite bien de I’information provenant d’un

échantillonnage d’une fonction dite complexe.

5.3.4 Cas tests a trois degrés de libertés

Des cas tests a trois degrés de libertés ont été préparés pour mettre le krigeage a 1’épreuve.
Mais le probleéme du critere de convergence €énoncé dans la section précédente c’est man-
ifesté des les premiers cas tests de cette suite. Il était nécessaire d’atteindre une variation
maximale de I’ordre de 10~° pour satisfaire le critere d’arrét. Or aucune approximation
a réussi a atteindre cette ordre de grandeur avec des échantillonnages de 120 points. IIs
nous est donc impossible de présenter des résultats en fonction de la stabilité. Par contre,
on peut présenter la variation de I’erreur absolue en fonction du nombre de points pour

les cing cas tests de cette suite.

De la figure 5.16 on remarque que les approximations converger une stabilité pour les
fréquences 0.5 Hz, 0.625 Hz, 0.75 Hz et 0.875 Hz méme si le critere n’est pas satisfait.
Deux calculs de la stabilité sont présentés ainsi que les erreurs absolues associées pour
le cas test a 0.5 Hz sur la figure 5.17. On observe que la stabilité représente raisonnable-

ment bien la tendance de 1’erreur absolue.
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5.4 En résumé

On voit avec ces tests que le krigeage est capable de créer une approximation stable
pour des fonctions assez complexes comprenant plusieurs vallées et crétes. Dans le
cas ou il n’y a qu’un degré de liberté, le nombre de points nécessaires pour avoir une
approximation stable semble croitre linéairement avec le nombre de crétes et de vallées
dans la fonction exacte et ce, indépendamment du fait que la fonction soit bruitée. Dans
le cas ol le nombre de degrés de liberté est plus grand que un, le nombre de points
nécessaire pour la stabilité ne semble plus varier linéairement. Nous avons observé
qu’une augmentation du degré de liberté ne signifie pas une augmentation exagérée de
la taille de I’échantillon. Ceci démontre bien que le krigeage utilise I’information locale
sous forme de corrélation pour apporter une plus grande précision a I’approximation.
Toutefois, lorsque une approximation du krigeage atteint la stabilité, la démarcation entre
un état stable et un état instable est moins évidente quand le nombre de degré de liberté

augmente.
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CHAPITRE 6

CONCLUSION ET TRAVAUX FUTURS

L’objectif de cette maitrise était de caractériser la performance d’une fonction d’appro-
ximation dans 1’optique de 1’utiliser pour faciliter le processus d’optimisation. Pour ce
faire, nous avons opté pour la création d’une nouvelle facon d’évaluer la performance
au lieu d’utiliser les méthodes existantes. Cette approche semble étre efficace car les
résultats qui en découlent donnent un apercu plus complet des fonctions d’approxima-
tions que ceux retirés des méthodes qui utilisent une approche comparative. Soumettre la
fonction d’approximation a des cas tests analytiques a permis d’évaluer sa performance
pour différents scénarios. Cette approche a permis aussi de constater que la méthode

d’échantillonnage peut €tre personnalisée suivant la fonction d’approximation.

Cette méthode fait dans un premier temps, la caractérisation des fonctions d’approxi-
mations. Mais elle peut aussi servir a la caractérisation des fonctions exactes car, une
fois que I’on connait le comportement de la fonction d’approximation pour certaines
complexité, il nous sera possible d’associer une complexité a une approximation d’une

fonction exacte inconnue.

La caractérisation telle que présentée dans ce mémoire permet de caractériser le com-
portement des fonctions d’approximations. Toutefois, il est apparent que des améliora-

tions a la méthode seraient souhaitables pour en augmenter 1’efficacité.
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6.1 Précision et travaux futurs pour la méthode de caractérisation

Critére d’arrét

Parmi les aspects a améliorer, la définition d’un nouveau critére d’arrét est primordiale.
Le critére proposé se base sur une mesure de stabilité et il tend a identifier des approxi-
mations qui ont déja convergées a toute fin pratique. Le critere idéal devrait €tre capable

de détecter la transition entre la zone instable et la zone stable.

Méthode d’échantillonnage

Un autre aspect qui devrait étre amélioré est la méthode d’échantillonnage. La méth-
ode d’échantillonnage aléatoire utilisée pour la caractérisation du krigeage est "trop par-
faite" car elle est universelle et offre un échantilionnage non-biaisé. Mais dans le con-
texte d’une application en milieu industrielle, il serait préférable d’adapter la méthode
d’échantillonnage afin de respecter plutdt une longueur caractéristique minimale. Cette
longueur, n’étant pas connue a priori, devra étre établie pendant 1’échantillonnage. Ceci
veut dire qu’il n’est pas possible de faire la sélection de tous les points potentiels dans le

domaine de travail tel qu’il est faite présentement.

Ce qui suit est un exemple de ce a quoi pourrait ressembler la méthode d’échantillonnage
pour le krigeage. Cette méthode serait une version modifié de I’hyper cube latin. Le
domaine de travail serait divisé en sous-domaine, tel qu’on le fait habituellement pour
I’hyper-cube latin. Le nombre de sous-domaines, et donc le nombre de points dans
I’échantillon, serait défini par le maximum de fois que I’on souhaite évaluer la fonction
exacte. Une fois le domaine divisé, on ne choisit que le nombre minimum de sous-
domaines nécessaire pour évaluer la fonction d’approximation. Cette sélection peut étre

aléatoire ou peut suivre une régle quelconque. Pour chaque sous-domaine, un point est
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choisi. Le choix de la position du point dans le sous-domaine peut aussi étre soit aléatoire
ou peut suivre une regle quelconque. Si ’approximation n’a pas atteint la stabilité, un
sous-domaine n’ayant pas de point est choisi et un nouveau point y est inséré. Cette
approche assure, dans le pire des cas, que 1’échantillonnage sera représentatif de tous le

domaine de travail.

La stabilité

Le calcul de la stabilité est un outil qui permet de discerner si I’approximation est sta-
ble et, suivant quelques prémisses, peut déterminer si I’approximation est représentative
de la fonction exacte. Cependant, on y retrouve tout de méme quelques limites. Dans
le cas ol la fonction exacte est d’une grande dimensionnalité, il se peut que la transi-
tion vers une approximation stable ne soit pas trés bien démarquée. La stabilité semble
bien démarquer quand I’approximation diverge de la fonction exacte mais, une mauvaise

interprétation de cette information pourrait induire en erreur.

Le principe de la stabilité semble bien fonctionner pour des approximations utilisant des
fonctions de bases. Or il est peu probable que des approximations paramétrisées telle
qu’un polyndme de Lagrange ou des régressions polyndmiales démontreraient le méme
comportement de stabilité. Il est donc préférable de n’utiliser cette méthode qu’avec des

approximations non-paramétrisées.

Le calcul de la stabilité semble bien représenter I’évolution de I’approximation méme si
le nombre de sous-ensembles n’est pas statistiquement représentatif. Ceci dit, il serait

bien, pour légitimer 1’outil, de tester plus rigoureusement cette affirmation.
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Cas tests

Les cas tests utilisés dans ce mémoire ont été€ développés sous deux suppositions. La
premiere suppose que la réponse de la boucle d’analyse est continue sur tout le domaine
et la deuxieme suppose que le bruit est indépendant de la moyenne. On a démontré que
pour une modélisation d’une aube en deux dimensions, ces deux suppositions tiennent.
Or il reste a démontrer que ces suppositions tiennent pour des modélisations en trois
dimensions d’écoulements incompressibles et, a la rigueur, le démontrer aussi pour des

modélisations d’écoulements compressibles avec chocs.

6.2 Le krigeage

Le krigeage est une fonction d’approximation qui réussit a représenter une fonction ex-
acte avec peu de points. 11 offre a I’utilisateur la chance de personnaliser 1’approximation
en choisissant une fonction de régression et une fonction de corrélation parmi plusieurs
ou alors en créer de nouvelles. 11 offre aussi a posteriori la chance d’étudier I’approxima-
tion par le biais des matrices de régressions et de corrélations. Or il est rare que le type
de régression et de corrélation permettant de mieux approximer la fonction exacte soit
connu a priori. C’est dans cette optique qu'une méthode d’application a été proposée

dans le chapitre du krigeage.

Un détail sur les calculs qu’effectue le krigeage : I’optimisation itérative qui est accom-
plie pour connaitre les coefficients de régressions et de corrélations serait un bon sujet
d’étude. Cette étude analyserait, dans un premier temps, s’il est possible de trouver une
solution analytique a cette optimisation. Si celle-ci n’existe pas, 1’étude se pencherait

sur la sélection d’un optimiseur itératif plus efficace.



121

6.3 Conclusion

Le but de ce travail était de concevoir une nouvelle facon d’évaluer la performance de
fonctions d’approximations selon quelques critéres. Nous avons identifi€ avant tout
deux besoins essentiels dans I’optimisation : 1’assurance d’une bonne représentativité
de la fonction exacte par une approximation et I’opportunité d’avoir une information ac-
crue de la fonction exacte. Pour satisfaire ces besoins, deux taches on €t€ accomplies.
Nous avons développé une méthodologie permettant de connaitre 1’influence de la di-
mensionalité, du bruit et de la complexité sur la précision d’une approximation. Cette
méthodologie utilise des cas tests congus avec des fonctions sinusoidales et échantillonne
le domaine de travail de facon aléatoire. Nous avons aussi établie un criteére pouvant dis-
cerner le nombre de points nécessaires pour assurer la représentativité. Ces deux tiches
satisfont les besoins décrits ci-haut en nous renseignant sur la complexité d’un probleme
selon sa dimensionalité et le nombre de point nécessaire pour avoir une approximation

stable.

Le principe d’échantillonner de fagcon aléatoire pour reconstruire une fonction qui est
sinusoidale s’apparente un peu a une analyse fréquencielle mutlidimensionnelle que I’on
retrouve en génie €lectrique. On remarque d’ailleurs qu’il y a des efforts consacrées a
la reconstruction de signaux ou le but est d’assurer que ceux-ci soit bien représentés par
leurs approximations. I serait alors intéressant d’explorer ce domaine de recherche pour

voir s’il est possible d’appliquer leurs outils a nos problemes.

En somme, il y a quelques travaux a faire pour perfectionner la méthode de caractéri-
sation. Ces travaux permettraient dans un premier temps a assurer une bonne caractéri-
sation des fonctions d’approximations et, dans un deuxiéme temps de caractériser des

fonctions exactes dans un milieu industriel.

Maintenant que la structure de la caractérisation est en place, une prochaine étape serait
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de caractériser plusieurs autres fonctions d’approximations, permettant ainsi de voir

comment elles se comparent les unes aux autres.
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ANNEXE 1

VERIFICATION ET VALIDATION DE LA BOUCLE D’ANALYSE DE L’AUBE
AVANT-DIRECTRICE

1.0.1 Vérification et validation d’une boucle d’analyse de CFD

La vérification accomplie ici est seulement celle du cas particulier de ’aube avant direc-
trice. On suppose que le code de CFD FLUENT a été suffisament vérifi€. La validation
de la modélisation sera accomplie en justifiant le choix du modele de turbulence, des
conditions aux frontieres et des conditions initiales. Aucune comparaison avec des don-

nées expérimentales n’est effectuée cas celles-ci ne sont pas disponibles.

Compromis et hypothéses

Le but de la vérification, selon Roache (1998), est de connaitre I’erreur associée a la
solution. Cette erreur permet d’avoir une certaine confiance dans la solution numérique
avant méme de la comparer aux résultats expérimentaux. Le calcul de I’erreur, dans notre
cas, sert plut6t a démontrer que la solution a une certaine stabilité et qu’il est pertinent

de I'utiliser comme référence pour définir des cas tests vraisemblants.

Dans un contexte de vérification rigoureuse, chaque variation de la géométrie ou des
conditions de I’écoulement nécessiterait une vérification. Une étude de cette envergure
est tres coliteuse et n’est donc pas réellement envisageable. L alternative est de proposer
I’hypothese suivante : Advenant un maillage ayant une topologie fixe pour toute vari-
ation géométrique du domaine. Advenant aussi que les mailles respectent les critéres

d’une métrique qualitative pour toute variation de la géométrie du domaine. Si le mail-
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lage pour une géométrie donnée converge, alors le maillage converge pour toutes autres
géométries. On entend ici par convergence du maillage ’indépendance de la solution
par rapport au maillage au fur et a mesure que celui est raffiné. Cette hypothese est
applicable aux maillages structurés. Or le maillage dans ce travail est mixte : structuré
dans la zone correspondant a la couche limite et non structuré pour le reste du domaine.
La topologie du maillage change donc en fonction de la géométrie. Il est alors néces-
saire de modifier I’hypothese : Supposons qu’il y a des maillages représentant chacun
une variante de la géométrie. Advenant que la topologie des maillages est tres similaire.
Advenant aussi que les mailles respectent les criteres d’une métrique qualitative. Si une
suite de ces maillages converge, alors toutes les suites de maillages convergent. Cette
hypothese est théoriquement vérifiable, quoiqu’elle nécessiterait une infinité€ de calcul.
Dans le cas de la modélisation ci-présente, une vérification de I’hypothese consiterait a

évaluer la convergence du maillage pour toutes variations possibles de la géométrie.

Source potentielle d’erreur

Bien qu’il y ait plusieurs sources d’erreurs dans un calcul numérique, la convergence de
la solution pour un maillage donné a une grande influence sur les résultats. La précision
de la solution est dépendante des résidus des calculs effectués par le code de CFD. Pour
minimiser cette source d’erreur, la tendance d’une grandeur caractéristique globale en
fonction des résidus sera observée. L’idée est de s’ assurer que la grandeur caractéristique

tend vers une valeur asymptotique.

La modélisation et sa validation

La discrétisation du domaine et le calcul de I’écoulement sont accomplis avec les logi-

ciels fournis par la compagnie Fluent, soit Gambit version 2.1.2 et Fluent 6.1.22.
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Le domaine La géométrie 2D considérée est une aube d’avant directrice d’une turbine
Francis. Le domaine de calcul débute a la bache spirale et finit a I’entrée de la roue. La
figure 1.1 schématise le domaine. On retrouve typiquement dans une turbine 20 aubes
avant directrices. L’idéal serait de modéliser les 20 aubes mais cela serait trop coliteux
en temps et en ressource de calcul. Alors, le domaine de calcul choisi ne représente

qu’une avant-directrice.

Les frontieres supérieures et inférieures du domaine sont de I’eau. On impose dans ce
cas une condition aux frontieres de type périodique. L’entrée de I’eau dans le domaine
est représentée par un profil de vitesse. Ce profil décrit comment I’eau sort de la bache
spirale. La sortie est représentée par une condition de pression constante. Il est justifiable
d’utiliser cette condition car la sortie est loin a 1’aval de I’aube et le profil d’écoulement
a la sortie est supposé uniforme. De plus, de toutes les conditions frontiéres testées,

celle-ci donne la meilleure convergence.

Le but principal de la modélisation est de déterminer la perte de pression entre I’amont
et ’aval de I’aube. Une paroi imaginaire est placée directement a 1’aval de 1’aube pour

calculer la pression a la sortie.

L’ aube est enticrement définie par une NURBS. Celle-ci débute et finit au bord de fuite
en passant par I’extrados, le bord d’attaque et I'intrados. La NURBS utilisée n’est pas
une courbe fermée et le bord de fuite a une épaisseur non nulle. Le bord de fuite est

défini par un segment de droite liant le premier point de la NURBS au dernier point.

L’eau entre dans le domaine a une vitesse de 15 m/s et a2 un angle de 15 degrés. La
pression de référence est prise a la coordonnée (0, 0). Plus de détails sur la modélisation

sont donnés par Long (2003).
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Figure 1.1 Le domaine de calcul pour 1’étude d’écoulement autour d’une aube avant
directrice. 1,2 : condition de type périodique imposée a ces frontieres. 3 : aube avant-
directrice. 4 : entrée du domaine. 5 : section ol la pression de sortie est calculée. 6 :
angle d’entrée

Le maillage Le maillage idéal pour ce type de probléme serait structuré. Ceci assur-
erait une bonne représentation de 1’écoulement dans tout le domaine et surtout a la paroi
de I’aube. Malheureusement ce type de maillage n’a pu étre utilisé pour deux raisons. La
forme du domaine impose une déformation inacceptable des mailles. Bien des astuces
auraient permis de contourner ce probléme mais celles-ci n’ont pu étre utilisées, a cause
de limitations du mailleur Gambit. La deuxiéme complication est le changement de la
géométrie. Etant donné que ce maillage sera utilisé pour explorer une grande variété
de géométries du bec de I’aube, il est nécessaire que le maillage puisse s’adapter. Or
Gambit ne peut adapter un maillage structuré pour des géométries de formes extrémes.
Lalternative, que nous avons choisi, est d’imposer un maillage de couche limite sur

I’aube et de mailler le reste du domaine en non structuré.

La modélisation de la turbulence Les modeles de turbulence suggérés pour ce genre

de scénario sont ceux du type a une équation. On retrouve par exemple le modéele de
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Figure 1.2 Turbulence au bord de fuite de 1’aube modélisée avec RNGK-¢.

Baldwin-Barth qui, d’aprés Rogers (1993), modélise bien les profils a grande por-
tance. Le modele de turbulence utilis€ dans ce travail est celui de Spalart-Allmaras
(voir Spalart et Allmaras (1992)). D’apres Dominik (1994), il est réputé bien représen-
ter le décrochage en compressible et en incompressible. Les figures 1.2 et 1.3 montrent
comment le modele de Spalart-Allmaras permet de bien capturer le décrochage au bord

de fuite de 1’aube.

La vérification

La vérification du code est accomplie a I’aide de la méthodologie élaborée par Roache
(1998). Cependant, avant d’attaquer la vérification, une petite étude est faite pour con-
naitre le ratio idéal entre le nombre de maille dans la couche limite et nombre de maille

dans le reste du domaine. Le but de cette exercice est d’avoir au final le maillage le



132

- #
|| 1 P
1.49¢e+0 - { t : Y : ! . - - -
| 154es0f <> ) MY * oo e e 7 e
_.e+“‘ *i \,\\\ ST e e s §r//
|| 1198401 Y14 by LA N g y
|| 1.05e+01._ , *q!H !\\i ‘x‘\ LRS- e L
X [ RN i P . #
e A \"\\‘ A EERSR)
1 ° 1 3 - ™ - /
T L R T e -~ ﬁf; Z
|| 4498400 v e T e P M/
|| 3.006+00 N A S
1508400 8 NN AT T2 e :
| E N \\ LN e P / /’%%I;
L] 130602+ 327~ e e g y e
N e e il -
Velocity Vectors Colored By Velocity Magnitude (m/s) Jul 27, 2005
FLUENT 6.1 (2d, dp, segregated, S-A)

Figure 1.3 Turbulence au bord de fuite de I’aube modélisée avec Sparlat-Allmaras.

plus fin que Gambit peut produire avec un ratio raisonnable pour les différentes types de
mailles dans le domaine. L’approche, inspirée de la méthodologie de Roache, cherche a
connaitre le nombre de mailles nécessaire pour qu’il y ait indépendance de la grandeur
caractéristique par rapport au maillage. Pour simplifier cette €tude, les variables du
maillage sont regroupées en trois parameétres : les directions u et v dans le maillage de la
couche limite et S, I’intervalle des mailles sur les arétes du domaine. Ce dernier contrble
la taille des mailles non structurées dans le domaine. 1l est alors possible de varier ces
trois parametres et voir comment réagit la grandeur caractéristique. Etant donnée que le
but est de trouver le maillage le plus raffiné, le parametre v est fixé & son minimum, soit

la valeur idéal pour y™, et seul les paramétres u et S seront variés.

Ce qui suit est une syntheése de la démarche élaborée par Roache. Dans un premier
temps, 15 calculs CFD ont été fait avec 15 différents maillages, tous maillés selon la

méme géométrie du domaine. Trois des résultats sont utilisés pour calculer la conver-
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Figure 1.4 Paramétrisation du maillage de la couche limite.

gence, pour extrapoler la valeur de la grandeur caractéristique pour un maillage infini-
ment raffiné€ et pour connaitre les bornes d’erreurs. L’ordre de convergence est calculé

selon

o ()

ol f; est la valeur de la fonction cofit pour le maillage 7, r le ratio de raffinement entre
les maillages et p 1I’ordre convergence. Le maillage ¢ = 1 est le plus raffiné et 7 = 3 est
le plus grossier. La variable f; peut représenter n’importe quelle valeur obtenue par le
calcul numérique : la vitesse en un point, I’intensité de la turbulence, etc. Cependant, le
choix de la différence de pression entre ’entrée et la sortie permet de connaitre 1’ordre
de convergence sur tout le domaine. En général, on crée les maillages de sorte que le
ratio r = hj/hs soit constant, h; étant la longueur des mailles. Or le ratio n’a pu étre
gardé constant pendant le raffinement du maillage dans ce travail et donc une valeur

équivalente a du étre utilisée. Cette valeur est donnée par

N 1/D
- () b
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ou D est la dimension du probléme, N; le nombre d’éléments dans le maillage ¢. 1l arrive
que r ne soit pas constant, c’est a dire que r13 # 793. Il est impossible, dans ce cas, de
trouver I’ordre de convergence avec I’équation L.1. Il existe tout de méme une équation

transcendantale pouvant calculer 1’ordre avec des ratios non constants :

pi+1 = wpj+(1 "W%{%
€12 112" — 1
b = €93 Tog?i — 1
€y = fo— N1
fi
€y = fa—fo
f2

w est une constante bornée 0 < w < 1. Les termes €15 €t €53 sont les erreurs relatives des

maillages. Une fois que p est connu, on peut calculer la valeur extrapolée de la différence

de pression. Son équation est

fh:0=f1+];1p—i{%

Les bornes de I’erreur pour la solution numérique est

Fs|€12|
rP—1

GClyine =

GCline est la valeur des bornes en pourcentage pour une série de maillage fins et F; est
le facteur de sécurité. L’équation est lIégérement modifiée dans le cas ou des maillages
grossiers sont utilisés (voir Roache (1998)). Le facteur de sécurité est soit trois dans
le cas ol seulement deux maillages sont utilisé€s pour calculer I’erreur, soit 1.25 dans le

cas ou trois maillages sont utilisés. Finalement les bornes de 1’erreur pour la solution
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numérique sont

fl (1 - GC[fine) S fh:O S (1 + GCIfz'ne) fl

Pour que tous ces calculs soient valides, on doit étre dans la zone asymptotique de la

convergence du maillage. On vérifie cette condition avec la comparaison

GCIQ3 = ’I“pGC[lg

ol GCIy3 et GCI44 sont les GCly;y, calculés avec les maillages deux trois et les mail-

lages un deux respectivement.

Résultats

Les 15 maillages utilisés ont entre 3236 et 125731 mailles. Le nombre maximum de
mailles est décidé€ par les limites de Gambit et I’ordinateur utilisé€. Le nombre minimum
est décidé de facon plus qualitative. On remarque que la grandeur caractéristique devient
trés bruitée lorsque le nombre de mailles est sous un certain minimum. Pour assurer la
qualité des maillages, un maximum de 0.7 est imposé€ selon la métrique equi angle skew
de Gambit. Il a donc été nécessaire de faire quelques ajustements sur quelques maillages

pour respecter ce maximum.

Raffinement du maillage et convergence des résidus Le raffinement de la couche
limite et du domaine ont donné les résultats que 1I’on observe sur la figure 1.5. On re-
marque que la perte de pression converge bien vers une valeur asymptotique lorsque
le nombre de mailles sur le domaine augmente. Or ce n’est pas le cas avec la couche
limite. Son comportement est plutdt étrange mais pas unique (on remarque un prob-

Iéme similaire dans la section suivante). Une étude approfondie de cette anomalie serait
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Figure 1.5 Convergence du maillage selon les valeurs de la grandeur caractéristique. Ces
deux convergences sont les résultats des variations individuelles du nombre de maille
dans la couche limite et dans le domaine. A noter: I’abscisse représente le nombre total
de mailles dans le domaine de calcul. Si la couche limite semble avoir une plus grande
influence sur toute le domaine c’est que les mailles non structurées voisines subissent
aussi un raffinement afin que le maillage soit de bonne qualité.

souhaitable mais elle dépasse 1’optique de ce mémoire. On doit donc se contenter de ces
résultats pour choisir le rapport entre le maillage structuré et non structuré. Le rapport
est calculé en utilisant pour le domaine, la configuration obtenue pour 1’avant dernier
maillage et pour la couche limite, la configuration obtenue pour I’avant dernier mail-
lage. Ces maillages sont représentés respectivement par les points situés a NV 7 = 245 et

N2 =325 surla figure L.5.
L erreur induite par la précision de la résolution des équations principales est minimisée

en assurant une convergence a 1078 (voir figure 1.6).

Calcul de I’ordre de convergence La figure 1.7 illustre la convergence de la solution

en fonction de la taille du maillage. Les trois derniers maillages sont utilisé€s pour les
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Figure 1.6 La convergence de la grandeur caractéristique en fonction des résidus.
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Figure 1.7 Convergence du maillage selon les valeurs de la fonction cofit. Cette conver-
gence est calculé selon la méthodologie de Roache (1998)
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Tableau 1.1 Résultats obtenu pour les calculs de la vérification.
\ p = 0.8796 [ r = 1.1586 | GClfine = 41.17% | fr=0 = 0.0438 |

calculs du GCI. Le tableau 1.1 résume les résultats. Une premiére remarque doit étre
faite a propos de r. Roache suggere que le rapport entre les maillages soient supérieur
a 1,1 pour minimiser toutes sources de bruit tels que la discrétisation, la troncature, etc.
Bien que le ratio idéal serait de deux, le ratio obtenu avec ces maillages est toute méme

acceptable.

La convergence obtenue semble raisonnable. Bien que Fluent ait utilisé des méthodes de
deuxieéme ordre pour les calculs des équations Navier-Stokes, les conditions particuliéres
du cas calculé font en sorte que la résolution globale du probléme soit d’ordre un ou

moins.

Les trois maillages sont bien dans la zone asymptotique mais de justesse. L’idéal serait
d’avoir un GCT plus faible, apportant plus de confiance a la solution numérique mais

ceci nécessiterait un maillage plus fin que celui obtenu.

Conclusion

L’ objectif de ce travail était de vérifier et de valider la modélisation d’une aube d’avant-
directrice. Bien que la complexité de la géométrie du domaine de calcul était probléma-
tique, il a été€ toute méme possible de montrer qu’en raffinant le maillage ont obtient une

solution qui converge.

N’ayant pas de valeurs expérimentales, on ne peut faire autrement que se contenter de la
validation par justification. Ceci dit, on a réussi a justifier les aspects les plus influents

de la modélisation.
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On peut donc conclure que cette modélisation est représentative de 1’écoulement autour
d’une aube d’avant-directrice et, pour les fins de vraisemblance, elle est représentative

d’une modélisation typique en CFD.
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Tableau 1.2 Variation de la couche limite. Tableau d’information des maillages.

[ maillage testé | 1 [ 2 I 3 i 4 | 5 [ 6 |

nombre de maille 17725 22885 30877 45553 59485 82317

informations skew max du maillage 0.61 0.61 0.61 0.63 0.63 0.61
bord de fuite 0.035 0.035 0.035 0.035 0.035 0.035
intra et extra 0.45 0.36 0.288 0.18 0.14 0.112
des bord d’attaque 0.15 0.12 0.096 0.07 0.056 0.045
périodique fi n écoulement 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0

périodique intérieur 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0

maillages entrée sorti et interface 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
couche limite: 1*¢"¢ maille 0.03 0.03 0.03 0.03 0.03 0.03

couche limite: agrandissement | 1.000001 | 1.000001 | 1.000001 | 1.000001 | 1.000001 | 1.000001

Tableau 1.3 Variation de la couche limite. Résultats de I’étude de convergence des mail-
lages.

| maillage testé [ 1 | 2 [ 3 [ 4 | 5 | 6 |

pression entrée 219103.53 | 223187.92 | 218084.81 | 231481.42 | 236222.11 | 236269.08

pression sortie 199328.73 | 204739.59 | 201597.72 | 2143195 | 218256.44 | 218232.00
fonction cofit 9.03% 8.27% 7.56% 7.41% 7.61% 7.63%

itération de fhent 1047 1655 1931 2361 3209 4925

temps de calcul 0:05:00 0:20:00 0:25:00 0:30:00 0:50:00 1:10:00

convergence continuité | 9.960le-6 | 9.9842e-6 | 9.9555e-6 | 9.9412e-6 | 9.9783e-6 9.684e-6

vitesse en x 3.5856e-7 | 4.4718e-7 | 4.4016e-7 | 6.0772e-7 | 5.8271e-7 | 4.8184e-7

vitesse en y 3.6161e-7 | 5.0465¢-7 | 5.5501e-7 | 7.6752e-7 | 7.2493¢e-7 | 5.2167e-7

nut 2.3082e-6 | 2.3444e-6 | 2.7491e-6 | 6.5009e-6 | 3.859%9e-6 | 3.7337e-6

Tableaux de données et de résultats
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Tableau 1.4 Variation du nombre de mailles sur les arrétes du domaine. Tableau
d’information des maillages.

[ maillage testé [ 1 I 2 ] 3 ] 4 ] 5 |
nombre de mailles 59485 61681 64542 68492 73772
. . skew max du maillage 0.61 0.61 0.63 0.62 0.62
informations bord de fuite 0.035 0.035 0.035 0.035 0.035
intra et extra 0.14 0.14 0.14 0.14 0.14
des bord d’attaque 0.056 0.056 0.056 0.056 0.056
périodique fi n écoulement 1.0 0.8 0.64 0.51 0.41
périodique intérieur 1.0 0.8 0.64 0.51 041
maillages entrée sortie et interface 1.0 0.8 0.64 0.51 0.41
couche limite: 1*¢"€ maille 0.03 0.03 0.03 0.03 0.03
couche limite: agrandissement | 1.000001 1.000001 1.000001 1.000001 1.000001
maillage testé 6 7 8 9
nombre de maille 81524 93003 108037 129492
. . skew max du maillage 0.64 0.65 0.65 0.62
informations bord de fuite 0.035 0.035 0.035 0.035
intra et extra 0.14 0.14 0.14 0.14
des bord d’attaque 0.056 0.056 0.056 0.056
périodique fi n écoulement 0.33 0.26 0.21 0.0.17
périodique intérieur 0.33 0.26 0.21 0.17
maillages entrée sorti et interface 0.33 0.26 0.21 0.17
couche limite: 1*¢"¢ maille 0.03 0.03 0.03 0.03
couche limite: agrandissement | 1.000001 1.000001 | 1.000001 1.000001

Tableau 1.5 Variation du nombre de mailles sur les arrétes du domaine. Résultats de
I’étude de convergence des maillages.

| maillage testé | 1 | 2 | 3 | 4 [ 5 |
pression entré 236222.11 | 235865.03 | 235212.25 | 236576.47 | 237360.36
pression sortie 218256.44 | 217673.28 | 217171.00 | 218340.44 | 219248.66
fonction cofit 7.61% 7.71% 7.67% 7.71% 7.63%
itération de fhient 3209 3235 3063 3002 3065
convergence continuité | 9.9783e-6 9.9842e-6 9.9706e-6 | 9.9575e-6 | 9.9530e-6
vitesse en x 5.8271e-7 4.4718e-7 9.5621e-7 1.7286e-6 2.3852e-6
vitesse en y 7.2493e-7 | 5.0465e-7 | 9.3686e-7 1.6007e-6 | 2.1995e-6
nut 3.8599-6 | 2.3444e-6 | 3.7751e-6 | 5.2309-6 | 7.3645e-6
maillage testé 6 7 8 9
pression entré 236664.03 | 239139.55 | 236159.23 | 212149.27
pression sortie 218585.64 | 22134697 | 218750.39 | 196515.42
fonction cofit 7.63% 7.44% 7.37% 7.36%
itération de fhent 3084 3278 3607 4329
convergence continuité | 7.4978e-6 | 6.6863e-6 | 4.9031e-6 | 4.9010e-6
vitesse en X 2.1315e-6 | 2.6494e-6 | 2.8810e-6 | 2.9188e-6
vitesse en y 1.9275e-6 | 2.6343e-6 | 2.5182e-6 | 2.269%-6
nut 9.9946e-6 | 9.9897e-6 | 9.9974e-6 | 9.9836e-6

Tableau 1.6 Tableau de I'influence de la convergence. Le maillage cinq a été utilisé pour
cette étude.

| convergence testé | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 |
convergence le-3 le-4 le-5 le-6 le-7 le-8
itération 1400 2197 3208 3644 4398 4925

pression entré 203931.06 | 242285.41 | 236222.11 | 236344.08 | 236269.3 236269.08
pression sortie 202127.19 | 225229.98 | 218256.44 | 218194.34 | 218230.98 [ 218232.00
fonction coiit 0.9% 7.04% 7.61% 7.68% 7.63% 7.63%
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Tableau 1.7 Variation du nombre de mailles dans le domaine pour une étude de GCI. Le
facteur de multiplication est 1.15. A noter, la géométrie utilisée dans ce cas a la forme

dite optimisée.

[ maillage testé 1 2 [ 37 4 1 5 17 6 [ 7 7]
informations nombre de maille 3236 | 4165 | 5570 | 7062 | 8676 | 10896 | 12854
skew max du maillage 0.64 0.64 0.62 0.62 0.62 0.62 0.62
bord de fuite 0.15 | 0.185 | 0.161 | 0.140 | 0.122 | 0.106 | 0.092
intra et extra 0.569 | 0.495 0.43 0.37 0.37 0.37 0.37
des bord d’attaque 0.347 | 0302 | 0.263 | 0.229 | 0.199 | 0.173 0.15
périodique fi n écoulement 1.31 1.14 0.987 | 0.858 | 0.746 [ 0.649 0.564
périodigue intérieur 1.31 1.14 | 0.987 | 0.858 | 0.746 | 0.649 | 0.564
maillages entrée sorti et interface 1.31 1.14 0.987 | 0.858 | 0.746 | 0.649 0.564
maillage testé 8 9 [T 10 [ 1 [ 12 [ 13 ] 14 [ 15
informations nombre de maille 17276 | 23153 | 29899 | 40406 | 53346 | 72818 | 97747 | 125731
C skew max du maillage 0.62 0.66 0.62 0.62 0.62 0.62 0.65 0.65
bord de fuite 0.08 0.07 0.061 | 0.053 | 0.046 0.04 0.035 0.03
des intra et extra 0.184 0.16 0.14 0.11 0323 | 0.281 | 0.244 0.212
bord d’attaque 0.13 0.113 | 0.098 | 0.085 | 0.074 | 0.064 | 0.056 0.049
périodique fi n écoulement 0.49 0.426 0.37 0.32 0.28 0.24 0.21 0.215
périodique intérieur 0.49 0.426 0.37 0.32 0.28 0.24 0.21 0.215
maillages entrée sorti et interface 0.49 0.426 0.37 0.32 0.28 0.24 0.21 0.215

Tableau 1.8 Variation du nombre de mailles dans le domaine pour une étude de GCI.

Résultats de la convergence des maillages.

| maillage testé | 1 | 2 | 3 I 4 | 5 1 6 1 7 ]
pression entré 269547.59 | 269212.03 261115.7 259619.91 257160.88 | 258402.19 | 253474.34
pression sortie 236632.38 | 237556.66 | 23144252 | 231547.42 | 230337.23 | 233254.67 | 229753.28
fonction cofit 12.21% 11.75% 11.36% 10.81% 10.43% 9.73% 9.36%
itération de fhent 1170 1283 1248 1248 1357 1426 1611
convergence continuité | 7.5535e-07 | 1.4399e-07 | 2.4374e-07 | 3.8949e-07 | 1.5230e-07 | 5.4764e-08 | 6.5518e-8
vitesse en x 2.8672e-07 | 5.3886e-08 | 1.6168e-07 | 3.3461e-07 | 1.8092e-07 | 4.0870e-08 | 9.4507e-8
vitesse en y 3.4642e-07 | 5.3772e-08 | 1.5987e-07 | 3.3562e-07 | 1.6819e-07 | 4.4020e-08 | 9.4549e-8
nut 9.9625e-07 | 9.9603e-07 | 9.9512e-07 | 9.9621e-07 | 9.9997e-07 | 9.9237e-07 | 9.9975e-7
maillage testé 8 9 10 [ 11 [ 12 ] 13 | 14 [ 15
pression entré 2472178 | 239172.72 | 241061.62 | 236078.72 | 231414.78 226044.7 221233.58 | 219957.27
pression sortie 224788.02 | 218408.73 | 221346.25 | 217811.72 | 214448.58 | 210243.78 206526.2 205935.75
fonction cofit 9.07% 8.68% 8.18% 7.74% 7.33% 6.99% 6.64% 6.37%
itération de fhient 1842 2167 2601 3127 3717 4277 5281 7291
convergence continuité | 3.4179%-8 | 4.7452e-8 | 2.8915e-8 | 2.2163e-8 | 1.8986e-08 | 3.2002e-8 | 3.2820e-08 | 4.3959e-07
vitesse en X 4.5119e-8 1.0877e-8 | 5.8033e-8 | 8.224%-8 | 7.5966e-08 | 1.4662e-7 | 1.3054e-07 | 6.0043e-07
vitesse en y 4.1446e-8 | 9.1410e-8 | 5.9796e-8 | 6.7358e-8 | 7.5625¢-08 | 1.4174e-7 | 1.2056e-07 | 6.0552e-07
nut 9.9808e-7 | 9.9611e-7 | 9.9787e-7 | 9.9615e-7 | 9.9888e-07 | 9.9837e-7 | 9.9953e-07 | 9.9859e-07
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ANNEXE I

EXEMPLES DE CAS TESTSET D’APPROXIMATIONS
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Figure II.1 Exemples de différents cas tests et d’une approximation stable pour la suite

sans bruit.
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Figure I1.2 Exemples de différents cas tests et d’'une approximation stable pour la suite

avec le bruit d’une ampliture de 0.03.
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Figure I1.3 Exemples de différents cas tests et d’une approximation stable pour la suite

avec le bruit d’une amplitude de 0.015.
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(a) approximation 0.5 Hz (b) exacte 0.5 Hz

o o

(c) approximation 1 Hz (d) exacte 1 Hz

[

(e) approximation 1.25 Hz (f) exacte 1.25 Hz

Figure 11.4 Exemples de différents cas tests et d’une approximation pour la suite ax-
isymétrique. (a) Une erreur absolue de 0.001476 avec 28 points. (c) Une erreur absolue
de 0.006235 avec 52 points. () Une erreur absolue de 0.000163 avec 73 points.
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Figure I1.5 Exemples de différents cas tests et d’une approximation stable pour la suite
axisymétrique. (a) Une erreur absolue de 0.0491 avec 40 points. (c) Une erreur absolue
de 0.0530 avec 77 points. (e) Une erreur absolue de 0.070 avec 94 points. A noter,
I’échantillon utilisé pour I’approximation (e) est le seul qui a atteint la convergence pour

ce cas test.
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(a) approximation 1.5 Hz (b) exacte 1.5 Hz

0 o

(c) approximation 2.5 Hz (d) exacte 2.5 Hz

[

(e) approximation 3 Hz (f) exacte 3 Hz

Figure 11.6 Exemples de différents cas tests et d’une approximation stable pour la suite
quasi-axisymétrique. (a) Une erreur absolue de 0.0022 avec 40 points. (¢) Une erreur
absolue de 0.00032 avec 72 points. (e) Une erreur absolue de 0.034 avec 39 points.
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(a) approximation 1.5 Hz (b) exacte 1.5 Hz

Figure I1.7 Exemples de différents cas tests et d’une approximation stable la suite quasi-
axisymétrique. (a) Une erreur absolue de 0.095 avec 45 points.
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(a) approximation (0.625 Hz (b) exacte 0.625 Hz

(c) approximation 0.75 Hz (d) exacte 0.75 Hz

(e) approximation 0.875 Hz (f) exacte 0.875 Hz

Figure I1.8 Exemples de différents cas tests et d’une approximation stable pour la suite
quasi-axisymétrique. (a) Une erreur absolue de 0.022 avec 18 points. (c) Une erreur
absolue de 0.026 avec 20 points. (e) Une erreur absolue de 0.070 avec 22 points.
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0 o 0 0

(a) approximation 1 Hz (b) exacte 1 Hz

(d) exacte 1.25 Hz

(e) approximation 1.5 Hz (f) exacte 1.5 Hz

Figure I1.9 Exemples de différents cas tests et d’une approximation stable pour la suite
quasi-axisymétrique. (a) Une erreur absolue de 0.074 avec 22 points. (c) Une erreur
absolue de 0.085 avec 33 points. (e) Une erreur absolue de 0.065 avec 47 points.
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ANNEXE 111
LE KRIGEAGE

On a maintenant un systeéme a deux équations, soit 4.13 et 4.10. On veut connaitre de
fagon explicite les valeurs des inconnus ¢(z) et A. Avec quelques manipulations et en

posant A=\ /20 on trouve pour I’équation 4.13
c= R (r(:c) - 5\F> (IL1)
et de I’équation 4.10 on a
c=F""f(x)
On a donc
R'r(z) = AR'F = FT ()
en isolant \ on obtient :
A= [FTR'F]7 [FTR 'r(z) — f(2)] (111.2)

Sachant que la matrice R est symétrique et en substituant dans § = ¢7Y les termes c” et

Y donnés par les équations III.1 et I1I.2 on obtient :
o N\T
§ = (r(x) - ,\F) RY
- T
= (r(@) - [F"R7F] 7 [FTR'r(2) - f()] F) R7'Y

=r(@)’R'Y — [FTR'1(z) - f(2)]" [FTR'F]” FTR'Y
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Sachant que Y ~ '3 selon I’équation 4.1 et que la solution obtenue pour la méthode

des moindres carrés généralisée est donnée par 1’équation 4.7 on trouve

j=r(@)"RY - [FTR 'r(z) - f(z)]"
F@)'B+r@)TRY — r(z)'RFS
(@)'8+r(z)TR™I(Y — F3) (11.3)
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