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RESUME

La recherche proposée dans ce mémoire est un prolongement des travaux précé-
demment entamés sur les codes correcteurs d’erreur dits convolutionnels double-
ment orthogonaux (CSO?C). L’utilisation de ce type de codes permet 'usage au
récepteur d’'une structure itérative de décodage sans entrelaceur. Cette propriété
rend la combinaison des opérations de codage et de décodage trés simples a réaliser

en comparaison avec la technique de décodage itérative Turbo.

Toutefois, la recherche de codes CSO?C se traduit en un probléme d’optimisation
trés complexe consistant a trouver des codes répondant a toutes les conditions
requises tout en minimisant leurs longueurs. Jusqu’a présent, les codes obtenus
offrent des performances d’erreur tres acceptables cependant, ils induisent un délai

de décodage peu apprécié car la longueur des codes est tres élévée.

Ainsi, lobjectif de ce travail de recherche fit de réduire la longueur des codes
en éliminant certaines conditions imposées a ceux-ci. La prospection de ces nou-
veaux codes convolutionnels doublement orthogonaux dits simplifiés (S-CSO2C-
WS) et simplifiés perforés (S-PCSO*C-WS) a permis d’importantes réductions de
la longueur des codes conduisant & une diminution de la latence tout aussi prononcée

au prix d’une légere dégradation des performances d’erreur.

Ce travail de recherche s’est avéré fructueux car il découvre et propose 1'utilisation
de nouveaux types de codes offrant de bons compromis fort avantageux entre la
réduction de latence et la dégradation des performances d’erreur et ce, sans modi-

fier la structure itérative utilisée lors du décodage.
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ABSTRACT

This thesis presents a new class of error correcting codes called Simplified-
Convolutional Self-Doubly Orthogonal codes (S-CSO?C). These codes have the
property that they can be easily decoded with an iterative threshold decoder

without the need of interleavers.

Based on the algebraic properties of Convolutional Self-Doubly Orthogonal codes
(CSO2C), S-CSO2C’s are codes for which we have reduced some conditions on
the double orthogonality of the CSO2C codes. This action allows a important
reduction of the span of the codes, which in return leads to a reduction of the
total decoding delay. A Punctured version of S-CSO?C’s codes (S-PCSO?C) is
also investigated. We observed that the error performances was not decreasing
dramatically, just a few tenth of a decibel at low signal to noise ratio, when we use
simplified codes instead of CSO?C codes. At high SNR, the error performances of

simplified codes are the same as CSO?C codes.

Finally, the use of S-CSO2C’s codes offers a good tradeoff between the error per-
formances degradation and the time delay reduction at the decoder. For that, this
study was fruitful and allows an easy implementation of this error control coding

technique into real time communications systems.
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CHAPITRE 1

INTRODUCTION

1.1 Motivations

La théorie de 'information établie vers la fin des années 1940, par C. E. Shannon a
donné naissance entre autre a un théoreme fondamental celui du codage de canal.
Ce dernier expose les limites théoriques associées aux systemes de communications
utilisant le codage, comme moyen pour contrdler les erreurs de transmission
provenant du canal. Malgré les résultats présentés par Shannon, rien n’indique
comment nous devons nous y prendre pour atteindre les limites promises par la

théorie.

Deés lors, une multitude de chercheurs et d’ingénieurs ont orienté leurs travaux dans
le but d’élaborer des structures de codage et de décodage plus ot moins complexes
permettant de s’approcher de la terre promise par Shannon. Rapidement, le codage
de canal a trouvé une niche au sein des communications numériques limitées en

puissance telles que les communications spatiales.

Toutefois, ce n’est qu’en 1993 que Berrou, Glavieux et Thitimajshima proposerent
une structure de codage et de décodage bien particuliére appelée codes Turbo qui,
pour la premiere fois, permettait de s’approcher de la limite théorique de Shannon.
Bien que cette technique offre d’excellentes performances d’erreur lorsque le canal
est fortement bruité, quelques désavantages l'accompagne. D’une part, le délai
associé au décodage peut étre imposant et d’autre part, la complexité de mise
en oeuvre est élevée. Dans le but de réduire cette complexité de mise en oeuvre
ainsi que le délai imposé par 'opération de décodage, les professeurs Christian

Cardinal, Francois Gagnon et David Haccoun ont proposé, en 1997, une technique



de codage et de décodage brevetée basée sur des propriétés algébriques des codes
convolutionnels. Cette nouvelle classe de codes appelée codes convolutionnels
doublement orthogonaux, permet l'utilisation d’'un décodeur itératif a seuil en
plus de permettre l'abolition des entrelaceurs que ’on retrouve dans la technique
de codage Turbo. Ce nouveau systeme de codage permet de contourner les
désavantages associés aux codes Turbo cependant, les performances d’erreur
offertes par les codes doublement orthogonaux sont inférieures, lorsque le canal est

trés bruité, a celles obtenues avec les codes Turbo.

La problématique reliée aux codes doublement orthogonaux réside dans la
recherche de bons codes. Les codes utilisés jusqu’a présent offrent de bonnes
performances d’erreur, mais engendrent un délai de décodage assez important
venant compromettre leur utilisation dans des systémes de communications
fonctionnant en temps réel. C’est ce probleme qui vient motiver la recherche

présentée dans ce mémoire.

Ainsi Palternative proposée est I'utilisation d’une variante de codes doublement or-
thogonaux appelée codes doublement orthogonaux simplifiés. L’idée est de relaxer
certaines conditions imposées aux codes doublement orthogonaux afin de les simpli-
fier. De plus, dans le but d’obtenir facilement des codes de taux de codage élevés,

la perforation des codes doublement orthogonaux simplifiés est aussi proposée.



1.2 Contributions

Les contributions apportées par ce travail de recherche sont les suivantes :

1. Elaboration de définitions associées aux codes convolutionnels doublement or-
thogonaux simplifiés au sens large et aux codes perforés simplifiés doublement

orthogonaux au sens large.

2. Conception de programmes permettant la recherche de codes simplifiés dou-
blement orthogonaux au sens large et de codes simplifiés perforés doublement

orthogonaux au sens large.

3. Analyse et évaluation des performances d’erreur des codes simplifiés double-
ment orthogonaux au sens large et des codes simplifiés perforés doublement

orthogonaux au sens large.

Toutes les simulations ont été effectuées a I'aide d’ordinateurs munis de processeurs
pentium® IV d’Intel® cadencés & 3 Ghz et possédant 1 Gb de RAM sous
I'environnement Windows XP®. Les logiciels de programmation Matlab® et Mi-

crosoft Visual Studio® ont servi a la conception des simulateurs utilisés.



1.3 Organisation du mémoire

Ce mémoire comporte cing chapitres. A la suite du présent chapitre, le document

se subdivise de la fagon suivante.

e Le chapitre 2 présente les notions élémentaires associées aux codes convo-
lutionnels orthogonaux. La structure de décodage a seuil des codes convo-
lutionnels orthogonaux est présentée. Ensuite, nous exposons brievement le

principe associé a la technique de décodage turbo.

e Le chapitre 3 présente le décodeur itératif a seuil des codes convolutionnels
doublement orthogonaux au sens large et définit les codes simplifiés double-
ment orthogonaux au sens large. Les algorithmes développés pour construire
ces codes sont présentés et ’étude des performances des codes est entreprise.
Enfin, les avantages ainsi que les inconvénients associés a ce nouveau type de

codes sont dégagés.

e Le chapitre 4 résume le décodeur itératif & seuil pour les codes perforés et
définit les codes perforés simplifiés doublement orthogonaux au sens large.
Deux types de codes simplifiés et perforés sont présentés pour différents taux
de codage. Les algorithmes utilisés pour la recherche de ces codes sont décrits

ainsi que les performances d’erreur de ces codes.

e Finalement, le chapitre 5 résume ’ensemble des travaux effectués et propose

certaines avenues pour lesquelles les codes simpliés pourraient étre utilisés.



CHAPITRE 2

CODAGE DE CANAL

2.1 Introduction

Dans ce premier chapitre, nous abordons les différents concepts reliés aux codes con-
volutionnels systématiques orthogonaux (CSOC). Ainsi, nous analysons les struc-
tures de codage et de décodage relatives a ces codes ; lesquelles seront reprises aux
chapitre 3 et 4. La derniere section, sur les codes Turbo, effectue le pont entre ce
chapitre et les codes convolutionnels doublement orthogonaux (CSO?C) présentés

au chapitre 3.

2.1.1 Systéme de communications numériques

Dans cette section, nous présentons le systeme de communications numériques
utilisé pour ce mémoire dont le schéma est exposé a la figure 2.1. Nous considérons
une source qui émet une séquence d’information binaire u = (ug, uy, . ..) ou chaque
bit u; est d’énergie Ey. Cette séquence est ensuite transmise vers un codeur de
canal de taux de codage R égal & k/n. Le taux de codage représente le rapport
entre le nombre de bits d’information k nécessaires pour produire un mot de code
de n bits. Le role du codeur est d’ajouter des symboles de redondance (k < n)
selon certaines regles pour former la séquence binaire codée (ou le mot de code
binaire) v = (vg,v1,...). Cette séquence est ensuite envoyée vers un modulateur
BPSK (modulation antipodale). Ce dernier transforme les symboles codés en sym-
boles de canal s;(t), chacun d’énergie E,, en utilisant la regle d’assignation suivante
si(t) = x;f(t) ot x; = (2v; — 1) et ou f(t) représente une fonction définie sur le

support 0 <t < T et d'énergie E.
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Figure 2.1: Schéma bloc du systéme de communication pour un canal BSC

Les symboles a la sortie du modulateur sont ensuite transmis vers le canal. Le canal
considéré est de type binaire symétrique (BSC) sans mémoire & bruit blanc additif
et gaussien. Par conséquent, n;(t) est un processus aléatoire gaussien de moyenne
nulle et de densité de puissance spectrale bilatérale égale & Ny/2 (Watt/Hz). Le
signal requ 7;(t) = s;(t) + n;(t) est démodulé de fagon cohérente en utilisant un

filtre adapté normalisé pour produire une sortie en valeur réelle y; égale a :

vi=VEx +n (2.1)

olt n; représente une variable aléatoire gaussienne de moyenne nulle et de vari-
ance Ny/2. Le modeéle équivalent en quantification ferme (le décodeur assigne une
décision dure sur le symbole y;) est donné par v = v @ e ol le symbole binaire & la

sortie du démodulateur & Uinstant ¢ vaut :
73@' = U; @D €; (22)

ou e; est I'erreur binaire qui affecte le symbole codé v;. La probabilité d’avoir une er-
reur ¢; = 1, lorsqu’une modulation BPSK est utilisée pour transmettre I’information

dans un canal BSC sans mémoire dont le bruit est additif et gaussien, est donnée
par [17] :
2RE,

e =9 N,

) (2.3)



et la probabilité de ne pas avoir d’erreur e; = 0 est égale & (1 — ¢). Les sorties
non quantifiées y = (yo, y1, - . .) ou dures v = (¥, ¥, . . .) sont ensuite envoyées vers
le décodeur qui utilisera les symboles de redondance insérés par le codeur pour

effectuer une estimation ; sur les symboles d’information.

Pour ce type de canal, la capacité C établie par Shannon s’exprime a 1’aide de la

relation suivante [15]:

Pmoy .
C = Wlogy <1 + WN()) (bits/s) (2.4)

ou W (Hz) et P, (Watt) représentent la largeur de bande disponible ainsi que
la puissance moyenne d’émission respectivement. La signification de I'expression
(2.4) est la suivante : si le débit d’information a la sortie de la source est inférieur
a la capacité du canal C alors il est théoriquement possible, en utilisant un code
correcteur d’erreur approprié, d’effectuer une transmission sans erreur. A I'opposé,
si le débit de la source est supérieur a la capacité du canal alors quelque soit le
code correcteur d’erreur utilisé, il ne sera pas possible de controler la fiabilité de la

transmission. A partir de (2.4), nous pouvons déterminer le rapport signal sur bruit

minimum (%) & partir duquel il est possible de transmettre de I'information
de maniere fiable.
E
(—”) >0.69 (—1.6dB) (2.5)
0/ min

Pour un canal tres bruité ou le rapport —% est inférieur a -1.6 dB il n’existe aucune
technique de codage appropriée pour controler les erreurs. La valeur exprimée par

(2.5) est généralement utilisée pour comparer les systémes de codage entre eux.



2.2 Codes convolutionnels

Les codes convolutionnels se distinguent des codes en blocs, car les symboles
codés a la sortie du codeur dépendent non seulement des symboles d’information
a Pentrée, mais aussi des symboles d’information précédemment émis. Le codeur
est essentiellement constitué de registres a décalage de longueurs finies reliés a des

additionneurs modulo-2. Pour ce mémoire, nous nous intéresserons uniquement

(ST

aux codes convolutionnels systématiques de taux de codage R =

Un code convolutionnel est dit systématique si la séquence a l'entrée du codeur
est présente a l'une de ses sorties sans avoir été modifiée. La figure 2.2 présente
un codeur convolutionnel systématique de taux de codage 1/2 ou I'une des sorties
v(® génere la séquence d’information & ’entrée u. La seconde sortie v(*) pro-
duit a chaque instant ¢ un symbole de parité p; associé au symbole d’information
u;. Ce symbole de parité est obtenu en effectuant 1’addition modulo-2 entre cer-
taines cellules du registre a décalage qui contiennent les symboles d’information

précédemment émis. Par la suite, les deux séquences de sorties v(@ et v(}) sont

(0) =
v, i
4>
. U. i u. u.
Ui i-1 i-2 i-3 i-4
» D » D » D » D
-
an
p = p.
i P

»
:

Figure 2.2: Codeur convolutionnel systématique de taux de codage 1/2, m = 4



multiplexées en une seule séquence de sorte que le mot de code transmis vers le

canal est :

0 1 0 1
(o, o @ 0D )

= (u07p0a U, P1y - - )

L’ensemble des connexions reliant ’additionneur modulo-2 au registre a décalage
est suffisant pour spécifier entierement un code convolutionnel systématique. Cet
ensemble A est définit par J nombres entiers positifs oy représentant les posi-
tions des J connexions reliant le registre a I’additionneur modulo-2. Si la k-ieme
connexion relie la l-ieme cellule du registre alors oy = l. La derniére connexion
ay de ’ensemble A représente la mémoire m! du codeur donc le nombre de sym-
boles d’information stockés dans le registre . Nous pouvons, avec cet ensemble,
représenter les symboles de parité aux instants ¢ = 0, 1, ... en fonction des éléments

ag, kK =1, 2, ..., J, de sorte que :

J
pi = Eui_ak (26)
k=1

Exemple 2.1- L’ensemble des trois connexions associé au codeur de la
figure 2.2 est donné par A = {a;,a9,a3} = {0,1,4}, car la premiere
connexion «a; est reliée a l'entrée du codeur (position 0), la deuxiéme
connexion as est reliée a la premiere cellule et la derniére connexion g
est reliée a la quatrieme cellule. La mémoire m de ce code est égale
a quatre. Le symbole de parité a la sortie de ce codeur a l'instant

i s’obtient par la somme u; @ u;—1 @ u;—4 qui vérifie équation (2.6).

1En fait, la mémoire d’un code est donnée par oy — ;. Cependant, nous considérerons que
les codes possédant la premiere connexion égale a 0, donc m = ay.
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2.2.1 Codes convolutionnels systématiques orthogonaux

Les codes convolutionnels systématiques orthogonaux (CSOC) ont été introduit
par Massey [13]. Leur structure permet un décodage algébrique simple que nous
détaillons a la section 2.3. Pour qu’un code convolutionnel systématique de taux de

codage 1/2 soit CSOC, l'ensemble A du code doit respecter la définition suivante.

Définition 1 - Un code convolutionnel systématique A de taux de
codage 1/2 est orthogonal (CSOC) si les différences simples sx; = (o —
ap), k #1, oy, o € A sont distinctes.

Pour un code A donné, nous noterons la collection de toutes les différences simples
I’ensemble S. De cet ensemble nous distinguerons les différences simples positives
Sk, k > 1 qui forment le sous-ensemble S, des différences simples négatives sy, k <

l qui forment le sous-ensemble S_.
S = S.|.. U S_

En remarquant que pour chaque différence simple il existe la méme différence sim-
ple, mais de signe opposé, s;; = —s;4, et par conséquent que les sous-ensembles Sy
et S_ contiennent les mémes éléments a un signe pres, il est donc suffisant de vérifier
uniquement les différences simples positives pour tester la validité d’un code. La
cardinalité du sous-ensemble S, sera notée N; et est donnée par 1’équation (2.7).

N5 = (5) - 252 27)

Pour illustrer la définition associée aux codes CSOC utilisons le codeur de la figure
2.2 dont I'ensemble des connexions est A = {0,1,4}. Les différences simples posi-
tives engendrées par cet ensemble sont les suivantes : (a3 —a;) =4, (a3 —asz) = 3,
(ag—a;) = 1. L’ensemble S, = {1, 3,4} contient trois différences simples distinctes

par conséquent, le code A est orthogonal.
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2.3 Décodeur a seuil

Nous présentons dans cette section un algorithme de décodage a logique majoritaire
(ol & seuil) pour les codes convolutionnels systématiques orthogonaux. L’artisan
de cette technique de décodage, J. L. Massey, proposa cette structure [13] afin de
concevoir un systeme correcteur d’erreur simple. Ce type de décodeur se différencie
des algorithmes généralement utilisés pour décoder les codes convolutionnels, car il
base ses décisions en fonction de considérations algébriques et non pas probabilistes
comme |’algorithme de Viterbi, par exemple. Les deux décodeurs a seuil considérés

dans cette section sont a sortie quantifiée et a sortie non-quantifiée.

2.3.1 Décodeur a seuil a sortie quantifiée

L’algorithme de décodage a seuil est fondé sur le calcul de syndrome. Pour chaque
symbole d’information donné u; le décodeur a seuil utilise uniquement 1’ensemble
des J syndromes relatifs aux bits de parité {pi1q, : £ = 1,2,...,J} pour prendre
une décision dure sur 'erreur €} associée au symbole d’information u;. En se
référant au schéma du décodeur a seuil présenté a la figure 2.3, nous observons
que pour générer les syndromes, le décodeur encode les symboles d’information
provenant du canal @; pour former les symboles de parité p]. Ces symboles sont
ensuite comparés avec les symboles de parité provenant du canal p; pour former les

syndromes s;.
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oo ; = .
Codeur csoci oy Ligne de o Yoy Ui
o _.__.__.b. o .___......._..’
umﬁ Re=4 - délai : »\i/ >
p’;@, 5 rétroaction
N - - Registre des
Pirog (e Siva, syndromes

\ TS L2 | /

~

<

Figure 2.3: Schéma du décodeur itératif a seuil

Ainsi, le syndrome associé au bit de parité p;,, peut s’écrire :

~ /
Sitk = DPitk D Diyp

J
_ P ~
= €4, ODisk D Eui-{—k—al

=1

J J J
— p u
= €4 Euﬂrk—az & Euﬂ-k—az ©® EQ‘M—M

=1 =1 =1

J
= ef—}-k @ Ee;{f-k—al (28)

=1

En mettant en facteur le terme e} du terme de droite on obtient :

k—1 J
— U P u U
Sitk = € D€y D Eei+k—az S z:@ei+k—a, (2.9)
1=1

I=k+1

Pour effectuer une estimation sur l'erreur €} le décodeur doit calculer (m + 1)
syndromes dont seuls les J syndromes s;4,, seront nécessaires pour prendre une
décision sur le symbole décodé ;. Ces J syndromes forment ’ensemble des J

équations de parité {A;x, k=1,2,...,J}.
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k—1 J
Aik = Sita, = €8 D lro & DD (0 an © D B (ap—an) (2.10)
=1 I=k+1

Pour obtenir une estimation fiable sur I'erreur €}, certaines restrictions doivent étres
maintenues par Pensemble des équations de parité. En fait, I'ensemble {A,;} doit
etre orthogonal a l'erreur ej. La propriété d’orthogonalité entre les J équations
de parité est obtenue si toutes les équations de parité contiennent le symbole e et
que tous les autres termes formant les équations sont distincts. En se référant a
I’équation (2.10) nous pouvons observer qu'’il est possible de former un tel ensemble
orthogonal seulement si les différences (ax —ay) sont distinctes. Les codes CSOC que
nous avons présentés a la section 2.2.1 possedent cette propriété d’ou leur utilisation.
Le décodeur effectue une estimation sur le symbole d’erreur €} en utilisant une
simple régle majoritaire (ou un seuil) de sorte qu’une erreur est détectée € = 1 §'il
y a plus de | J/2] équations de parités égales a 1 autrement é¥ = 0.

o [0 Shiawsn) oy

1, S Au > |J/2)

Une version de ce décodeur peut étre obtenue en ajoutant une boucle de rétroaction
[12], [13]. En remarquant que la derniére sommation de I’équation (2.10) est con-
stituée de termes possédant des différences simples (ax — o) strictement négatives

(donc la valeur de lestimation é¥

N :
i+ (ap—ay) est connue a l'instant 4) nous pouvons

donc réintroduire ces termes dans les équations de parité pour minimiser Perreur

U

provenant des symboles e Les équations A4; s’écrivent alors :

itog—oyp
k—1 J
Ai,"? = e? @ e’zi)—i—ak @ Ee;{&(ak—al) @ Ba(e?—l—(ak—al) @ é?—l—(ak—al)) (2'12)
=1 I=k+1

Si nous considérons une rétroaction idéale, c’est-a-dire que 'estimation réinjectée
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U

€t (ap—ay) S BVETe toujours vraie, alors 'équation (2.12) devient :
k-1
Ai,k = 6? & eerak & Ee;ﬁr(ak-al) (213)

=1

Ce systeme d’équations est toujours orthogonal a l'erreur e et par conséquent, le
décodeur choisira é¢ = 1 que si il y a plus de || équations de parité égales & 1.
Autrement, il choisira €} = 0. Les performances d’erreur associées a ce décodeur
sont dictées par son seuil L%J qui correspond au pouvoir de correction t = LQL%J
Le pouvoir de correction varie donc en fonction de la distance minimale d,,;, du
code code CSOC utilisé:

Qin = J + 1 (2.14)

Il s’en suit qu’augmenter le nombre de connexions a; d'un code CSOC revient a
en augmenter le pouvoir de correction. Ce type d’algorithme base ses décisions
en fonction de la distance minimum du code ce qui en fait un algorithme sous
optimum en comparaison avec 'algorithme de Viterbi, car dpin < dfree [12]. On
remarquera que pour deux codes CSOC de méme dimension J, mais de mémoire
m = «y différente, on préférera, pour des raisons de conception, le code ayant la

plus petite mémoire (ou longueur).

2.3.2 Décodeur a seuil a sortie non quantifiée

Le décodeur a seuil & sortie non quantifiée (APP Threshold Decoder) se différencie
de son prédécesseur sous deux aspects. Premierement, il produit une estimation
directement sur le symbole décodé i; et non plus sur l'erreur . Deuxiemement,
il associe une valeur de fiabilité aux équations de parité en se basant sur le calcul

des probabilités a posteriori.

Le nouveau systeme d’équations de parité utilisé par le décodeur {B;, : k =
y p ,

0,1,...,J} est composé de (J + 1) équations obtenues & partir des équations de
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parité orthogonales A; ;. Les équations B, s’obtiennent en excluant le symboles

@; de I'équation (2.12) et en créant I'équation supplémentaire B; o = ;.

By = Aip®u (2.15)
k—1 J
= WO, B YD 0, ® D D(Eyaya B o) (216)
1=1 I=k+1
ouk=0,1,2,...,J. Signalons que si 'ensemble {4} est orthogonal au symbole

d’erreur e} alors Pensemble {B;} est orthogonal au symbole u;. Connaissant ce
systeme d’équations orthogonales, le décodeur associera au symbole décodé i; une
mesure de fiabilité basée sur le calcul des probabilités a posteriori. Ceci revient a
maximiser la probabilité conditionnelle Pr{u; =V | {B;x}} ou V est une variable

aléatoire binaire. Le décodeur choisira donc 4; = 1 si:
Pr(u; =1 |{Bix}) > Pr(u; = 0| {Bj}) (2.17)

autrement il choisira 4; = 0. En prenant le logarithme de la relation (2.17) nous
pouvons définir le logarithme du rapport de vraisemblance (LRV) de la variable
aléatoire binaire u; conditionnée sur I’ensemble des équations de parité orthogonales

{Bi 1} de sorte que le décodeur choisira 4; =1 si :

| {Bud) =t (s ) 2 0 2.18)

ol la valeur absolue |L(u; | {Bjx})| représente la fiabilité de la décision. La pro-
priété d’orthogonalité entre les équations B, ; nous permet alors de considérer les
symboles d’erreur comme étant indépendants (une erreur n’affecte qu'une équation
a la fois). Cette considération nous permet de réécrire la relation (2.18) en utilisant

le théoreme de Bayes :

L(u; | {Bix}) = Zln (i:gg:i : Zi Z (1)3) +1In <%> (2.19)
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Pr(u;=1)
Pr(u;=0)

ou ln( ) représente l'information a priori L(u;). Notons que si les proba-
bilités a priori sont équiprobables alors le terme L(u;) devient nul. Nous pouvons
simplifier 'expression (2.19) en observant que les équations B; j, prennent la valeur
1 que si le symbole u; = 0 et que le nombre de symboles en erreur constituant
I’équation de parité est impair ou bien si u; = 1 et que le nombre de symboles
en erreur est pair. Autrement, les équations B;; prennent la valeur 0 si w; = 0
et que le nombre de symboles en erreur dans les équations de parité est pair ou
bien si u; = 1 et que le nombre de symboles en erreur est impair. Ainsi, si nous
définissons par v;x la probabilité d’avoir un nombre impair de symboles en erreur
dans Péquation B,y (en excluant le symbole w;) alors p;x = (1 — 7;x) représente
la probabilité d’avoir un nombre pair de symboles en erreur dans I'équation B; .

Donc,

PrBix=0|u=0) = Pr(Byy,=1|u=1)=ps (2.21)

En regroupant les équations (2.20) et (2.21) dans (2.19) on obtient [13] :

J

L(u; | {Bix}) = > (2Bis — Dwig + (2Bip — Dwio + L(w;) (2.22)
k=1

Pik

%—k) représente la flabilité (ou le poids) de I’équation de parité k

ol wy, = In(
et le terme (2B;) — 1) représente le signe du symbole. En observant que ~;; =
Pr(B;y ®u; =1) et pip = Pr(B;x ®u; = 0) nous pouvons réécrire ’expression des
poids :

wix = In (sz) A (Pr((BLk Su) =1)

Yik

Les poids peuvent donc étres représentés par le LRV de la somme modulo-2 de

deux variables aléatoires binaires indépendantes. En utilisant ’équation (2.16)
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dans (2.23) on obtient :

wi,k = ( H—ak EB Eewak -y @ B} H—ak oy @ eH—ak al)> (224)

I=k+1

Une simplification de ce LRV peut étre apportée en utilisant 'opérateur add-min
définit dans [11] et que nous représenterons par le symbole ¢. Cet opérateur effectue
I’approximation du logarithme du rapport de vraisemblance d’une somme de n

variables aléatoires binaires indépendantes 3;, 7 = 1,2,...,n et peut s’exprimer par

[11]:

L (ZB@> ~ EL(@-) = (—1)"*! H51gn mln {[ LB )} (2.25)

En combinant les relations (2.22), (2.24), (2.25) et en considérant information a
priort nulle, il est montré dans [4] que I'approximation du LRV, L(u; | {Bi,}),

notée A; peut s’écrire :

L(ui | {Bl,J}) ~ )‘l = yz + Z <y1+ak<> Eyz—l— (ap—ayp) <> B)\H'(Oék —a) )2 26)

I=k-+1

:%+Z (2.27)

=%+%%) (2.28)

ou le symbole L.(1;) représente l'information extrinseque qui ne dépend pas de
Iinformation recue @;. L’information extrinseque ou supplémentaire représente la
contribution de chacune des équations de parité sur la décision finale effectuée sur

le symbole décodé ;. Le décodeur choisira donc :

A 1 si\>0 t=0,1,2,...
Ui =
0 autrement
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Exemple 2.2- Les équations de parité {1;} associées au code CSOC

de la figure 2.2 peuvent s’écrire :

%,1 = yf’<>/\i_1<>/\i_4
Yip = yf+1<>y?+1<>>\i—3

Yis = Y0 Ouits

de sorte que le schéma du décodeur a sortie pondérée relatif a cet ex-

emple est donné par la figure 2.4.

’ti“;‘mm-ﬁ&i“mmg
Lol Wit
_ . A i,
g th 2 ': —}r
E{ }_____"U k3 Décision
Yira ¥

Figure 2.4: Décodeur & seuil a sortie pondérée associé au code A = {0, 1,4}

Remarquons que ce décodeur offre & sa sortie une valeur réelle (sortie pondérée)
A; indiquant la fiabilité de la décision associée au symbole d’information décodé.
C’est cette propriété qui permet l'utilisation du décodeur a seuil a sortie pondérée

dans une structure itérative de décodage.

Le gain de codage asymptotique relatif au décodeur a seuil peut étre exprimé par
[12]:
GC = 1010g10(dm]nR) (dB) (2.29)

Ol dyyy S’exprime selon (2.14).
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2.4 Décodeur itératif Turbo

Le controle des erreurs a ’aide d'un décodeur itératif dit Turbo fut introduit en
1993 par Berrou, Glavieux et Thitimajshima [3]. Cette technique de décodage
combinée & un codage concaténé en parallele permet d’atteindre des performances
d’erreur extrémement pres de la limite théorique établie par Shannon [15]. Les
deux prochaines sections décrivent sommairement les opérations de codage et de

décodage associées aux codes Turbo.

2.4.1 Codage Turbo

Ala figure 2.5 nous présentons un codeur turbo de taux de codage 1/3 composé de
deux codeurs convolutionnels en parallele de faible mémoire. Les deux codeurs sont
séparés par un module, entrelaceur (E), qui effectue la permutation des symboles
d’information selon un certain ordre de sorte que les deux codeurs convolutionnels
ne codent pas la méme séquence d’information, u # u’. Cette derniére opération
joue un role clé, car c’est elle qui rend les performances d’erreur aussi attrayantes.
Pour obtenir de hautes performances d’erreur, la taille de I'entrelaceur doit étre
élevée, de l'ordre de plusieurs milliers de bits. Il s’en suit que plus la taille de
I'entrelaceur est élevée, plus le délai de codage est important rendant 1'utilisation

de ce codeur difficile pour des communications en temps réel.

(9)

Y <

- v
~ Codeur S

convolutionnel 1

(2)
E u > Codeur VE

convolutionnel 2

Figure 2.5: Schéma bloc du codeur Turbo
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Par exemple, supposons qu’une source délivre des bits d’information a un taux de
8 Kbps et que le codeur utilise un entrelaceur de 64 Kbits. Le délai de codage
induit par cet entrelaceur est de 8 secondes ! Ce délai serait intolérable lors d'une

conversation téléphonique sans fil.

2.4.2 Décodage itératif Turbo

Le décodage itératif turbo repose sur I’échange d’information entre deux décodeurs
en série. Cet échange permet 'amélioration de l'estimation sur les symboles
provenant de la source. Le décodeur turbo présenté a la figure 2.6 est composé
de deux décodeurs, d'un entrelaceur identique a celui utilisé par le codeur et d’un

délaceur (le délaceur effectue l'opération inverse de lentrelaceur).

P Lem(ﬁi) E : Entrelaceur
E E': Délaceur
)’(1) Y y(l)
_ — >
Décodeur 1 y© Décodeur 2 E! > 0
e — > E (> Organe de
y(o) décision
%
L (U(A > E

Figure 2.6: Schéma bloc du décodeur itératif Turbo

Généralement, les algorithmes utilisés par les deux décodeurs sont de type SOVA
(Soft Output Viterbi Algorithm)[12] ou BCJR [2]. Ces algorithmes produisent
une estimation (des valeurs de fiabilité) sur chaque symbole d’information.
Par exemple, I'algorithme BCJR est une technique de décodage symbole par
symbole calculant la valeur MAP (Maximum a posteriori) sur chaque symbole
d’information. En se référant a la figure 2.6, I’échange de l'information entre

les deux décodeurs s'effectue de la facon suivante. A Dlétat initial, le premier
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décodeur calcule la valeur extrinseque Lél)(ai) a partir des sorties pondérées du
(0)

. : 1 ‘ .
canal associée aux sorties v; ' et vlg ) du codeur. Cette valeur est transmise vers

le second décodeur en passant par l'entrelaceur. Le deuxiéme décodeur utilisera

1)/ ~ . . . . . . . s .
g)(ul) comme information a priori ainsi que les sorties pondérées du canal

(0)

associées aux sorties v; ’ et vl@) du codeur pour produire & sa sortie I'information
extrinseque L? (1;) qui sera retournée vers le premier décodeur en passant par le
délaceur. Le premier décodeur utilisera linformation extrinséque L& (4;) comme
information a priori en plus des symboles provenant du canal pour produire
Lél) (@;). Ce cycle représente une itération et est répété jusqu'a la convergence de
Palgorithme ou jusqu’a ce que le nombre d’itérations maximum soit atteint. Le
role de l'entrelaceur dans ce processus est de permettre 'indépendance entre les
observables d'une itération a I'autre pour améliorer l'estimation sur les symboles

d’information.

Les performances exceptionnelles qu’offrent les techniques de codage et de
décodage turbo reposent essentiellement sur la taille de I'entrelaceur et sur le
nombre d’itérations effectuées lors du décodage. Initialement, la structure proposée
[3] utilisait deux codeurs de mémoire m = 4, un entrelaceur pseudo-aléatoire de
taille 65536 bits et deux décodeurs utilisant 'algorithme MAP. En effectuant 18
itérations, cette configuration permet d’atteindre une probabilité d’erreur par bit
de 107® & 0.7 dB de la capacité du canal. Ces résultats font en sorte que cette
technique offre d’excellentes performances d’erreur lorsque le canal est trés bruité.
Toutefois, les performances d’erreur atteignent un certain “planché d’erreur”
(error floor), l’algorithme a atteint pour des valeurs de %’; croissantes sa valeur
de convergence pratique et ne permet plus d’améliorer les probabilités d’erreur
méme avec un plus grand nombre d’itération. Ceci dit, pour des systémes de

communications numériques nécessitant une faible probabilité d’erreur (sous le

planché d’erreur) cette technique de codage peut devenir un probléme.



22

Notons que le prix a payer pour obtenir de telles performances est important.
D’une part, le délai de décodage est imposant, car il est proportioﬁnel au nombre
d’itérations ainsi qu’a la taille de lentrelaceur. D’autre part, la mise en oeuvre
de cette technique est trés complexe et varie selon 1’algorithme de décodage utilisé.
Dans le but de réduire la complexité de mise en oeuvre ainsi que le délai de décodage,
les auteurs de [5] et [10] ont proposé une technique inspirée du concept apporté par
le décodage itératif turbo et du concept d’orthogonalité des codes orthogonaux.

Cette nouvelle structure est présentée dans le prochain chapitre.
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CHAPITRE 3

DECODEUR. A SEUIL ITERATIF ET CODES
CONVOLUTIONNELS DOUBLEMENT ORTHOGONAUX
SIMPLIFIES AU SENS LARGE (S-CSO2C-WS)

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous exposons les principes du décodage a seuil itératif et nous
définissons une nouvelle classe de codes pouvant étres utilisés avec ce type de

décodeur, soient les codes convolutionnels doublement orthogonaux simplifiés au

sens large (S-CS02C-WS).

Le décodeur a seuil itératif proposé dans [4] est une technique de décodage itérative,
symbole par symbole, permettant I’abolition des entrelaceurs que 1’on retrouve dans
la technique de codage Turbo. Toutefois, pour compenser le role prépondérant
joué par ces entrelaceurs, qui assurent 'indépendance entre les observables d’une
itération a 'autre, les codes convolutionnels systématiques utilisés dans cette nou-
velle structure doivent répondre & certaines conditions dites de double orthogo-

nalité.

La recherche de ces codes se traduit alors en un probleme d’optimisation trés com-
plexe consistant & trouver des codes convolutionnels systématiques répondant a
toutes les conditions requises, tout en minimisant leur longueur. A ce jour, les
codes trouvés [1], [7] et [8] possédent tous une longueur de contrainte élevée in-
duisant alors un délai de décodage important compromettant en quelque sorte, le
principal avantage de cette méthode de décodage. Pour faciliter la recherche des
codes et ainsi réduire leur longueur (span), nous avons réduit certaines contraintes
imposées a ceux-ci et nous avons étudié I'impact de cette réduction sur les perfor-

mances d’erreur.
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3.2 Décodeur a seuil itératif

Le décodeur a seuil itératif utilisé est constitué d’une succession de M décodeurs a
seuil & sortie non quantifiée, tout comme celui décrit a la section 2.3.2. La figure 3.1
présente le shéma bloc du décodeur considéré. Son fonctionnement est le suivant : a
chaque itération u, 1 < p < M, le décodeur calcule la sortie pondérée AE“ ) associée
au symbole u;, en se basant sur les symboles provenant du canal, y¥ et ¢, et de la
sortie pondérée provenant de l'itération précédente )\2”-1). A la dernitre itération
p = M, le décodeur compare la valeur de fiabilité /\z(M) a un seuil afin d’effectuer

une décision sur le symbole d’information transmis. La regle de décision est donnée

par :
. M
N 1, si )\g '>0
0, si A7/ <0
U Q
Y (M- Y o
1 Sre -
A - 1o . 5 o M-me
y ﬁMo} wération | AjsoMe) itération X(:E? -2) }U(;M‘ir itération A M i i
—M‘;ﬁ —”“-’%"'-{?1 ......... ,.,.K.% > S——
P, Décodeur & Décodeur 4 | Décodeur 4
Y itMo 3 seuil APP seuil APP »| seuil APP —
4 Décision
P, P,
Y itm-ng Y itay

Figure 3.1: Schéma bloc du décodeur itératif a seuil
ol la sortie non quantifiée & la M-iéme itération s’écrit [4] :

M=+ @)

1
J
u M
= ¥y t+ Z %(k :
k=1
k-1

J J
u - M
= yl + Z(yf—{-ako BAE-I]\—Jakl—)alO B)\’E—f—czk—al) (32)
k=1

= =1 I=k+1
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L’équation (3.2) nous permet de constater que pour maintenir I'indépendance entre
les observables tout au long du processus de décodage, les codes utilisés ne doivent
plus répondre seulement a la simple condition d’orthogonalité énoncée a la section
2.2.1. Ils doivent plutot etres M-orthogonaux, ¢’est-a~dire que I'orthogonalité doit
étre maintenue entre les équations, wgf,?, et ce pour les M itérations. Cependant,
il est montré dans [4] que la condition de double orthogonalité est suffisante pour
atteindre les performances d’erreur asymptotiques obtenues a 1’aide des codes

M-orthogonaux.

Le délai de décodage total 7 associé au décodeur présenté a la figure 3.1 est propor-
tionnel a la longueur des codes convolutionnels utilisés a; et au nombre d’itérations

effectuées. Nous pouvons écrire :
T = Mo, (bits) (3.3)

ou M et ay représentent le nombre d’itérations et la longueur du code utilisé
respectivement. Il s’en suit qu'une minimisation de la longueur des codes entraine

une diminution du délai de décodage.
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3.3 Codes convolutionnels doublement orthogonaux au sens-large
(CSO2C-WS)

On peut formaliser les conditions de la double orthogonalité des codes en observant
la somme des termes composant l'information extrinseque a la seconde itération.
Cette somme est donnée par Z;c]=1 1/1?,3, de sorte qu’en combinant les relations (2.26)
et (3.2) on obtient [4]:

k—1 J

J _

(2) (2)
w’i,k = y?—%—ako B)‘i—kak—alo E (y?—l—ak—al + Z (yf—kak .—al—f—ano
: I=k+1 =1 n=1,n#l

n—1

J
(1)
Z <>y?—}—(ak—ozl)—(ozm—ozn)O ZO)‘i+(ak—al)—(am—an))) (34)
m=1,m#k m=n-+1
A partir de (3.4) nous pouvons définir les conditions nécessaires sur ensemble des
connexions {ax} d’un code pour que les observables soient indépendants sur les
deux premieres itérations. On définit alors les codes convolutionnels doublement

orthogonaux au sens large comme suit [4]:

Définition 1 : Un code convolutionnel systématique de taux de codage

R = 1% est doublement orthogonal au sens large (CSO?C-WS) si et

1
2
seulement si I’ensemble des connexions A = {oy, : k=1,2,...,J },

répond aux trois conditions suivantes :

1- L’ensemble des différences simples S = {sx; = (ar — ;) : k # [} est

composé d’éléments distincts ;

2- L’ensemble des différences des différences D = {df!, = (u — ) —
(am —an) t k# L,m # nk # m,l # n} est composé d’éléments
distincts a l'exception des différences des différences inévitables

provenant de la permutation des indices (I,m) et (k,n);

3- Les ensembles des différences simples et des différences des

différences sont disjoints, SN D = (.
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Nous remarquons avec cette définition que tous les termes composant les équations
1/%(,213 k=1,2,...,J sont différents les uns des autres a l'exception des différences
doubles! inévitables provenant de la permutation possible des indices (I, m) et (k, n)
dans I'équation (3.4). Ces différences doubles non distinctes rendent les équations
wﬁ) corrélées et viennent ainsi compromettre 'indépendance des symboles dans les
équations de parité 2, de sorte que I'estimation des symboles n’est pas aussi fiable
que voulue. Comme 'ensemble des différences doubles D comporte des différences
doubles inévitables, on peut considérer selon [8] 'ensemble des différences doubles
sans les inévitables D* (on exclut les différences doubles inévitables de ’ensemble
D). Par conséquent, pour un codes CSO?C-WS les éléments constituant ’ensemble

D* sont tous distincts et 'ensemble D* est donnée par :
D*={dfﬁfn=(ak—al)—(am—an):k#l, m#En k#m,l#n k>n,1>m}

Tous les éléments constituant l’ensemble D* sont positifs ou négatifs ce qui nous
permet de réécrire cet ensemble a I'aide des sous-ensembles D7 et D* qui contien-

nent les différences doubles positives et négatives respectivement.
D* =Dl uD*

La cardinalité de D7 notée N, est donné par [8]:

1
N, =| Dy |=|D*|= §(J4—2J3+3J2~2J) (3.5)

IPour faciliter la lecture du mémoire, les différences des différences seront appelées différences
doubles.

2 titre indicatif, nous mentionnons qu’il est possible d’éviter les différences doubles inévitables
en utilisant une autre classe de codes convolutionnels doublement orthogonaux définis au sens

strict. Toutefois, cette classe de codes ne sera pas détaillée dans ce mémoire et le lecteur est référé
a [4].
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Les auteurs de [9] ont identifié, a I’aide de graphes, le réle que joue chacune des con-
ditions sur la prise de décision effectuée par le décodeur itératif. De cette analyse,
nous pouvons tirer les conclusions suivantes. La condition 1 (les différences simples
doivent étre distinctes) est la plus importante a respecter, car c’est elle qui a le
plus d’influence sur la prise de décision lors du décodage. Ensuite, les conditions 3
et 2 sont celles qui doivent étre respectées par ordre d'importance. A partir de ces
résultats, si nous désirons simplifier les conditions imposées aux codes CSO?*C-WS,
mieux vaut alors réduire la condition ayant le moins d'impact lors du décodage soit
la deuxiéme. Cette conclusion, nous permet de définir, a la section suivante, les

codes simplifiés doublement orthogonaux.
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3.4 Définition des codes convolutionnels doublement orthogonaux sim-
plifiés au sens-large (S-CSO?C-WS)

Les codes convolutionnels doublement orthogonaux simplifiés au sens large (S-
CSO?C-WS) représentent une classe de codes pour lesquels nous avons relaxé la
condition exigeant que les différences doubles doivent étres distinctes. Autrement
dit, pour les codes simplifiés, les différences doubles inévitables ne constituent pas
les seules différences doubles égales entre elles. Contrairement au codes CSO?C-
WS, T'ensemble des différences doubles positives sans les inévitables D7 contient

¢ éléments identiques. Nous définissons alors les codes doublement orthogonaux

simplifiés au sens large (S-CSO*C-WS) selon la définition suivante.

Définition 2 : Un code convolutionnel systématique de taux de codage
R = 3 est doublement orthogonal et simplifié (S-CSO?C-WS) si et seule-
ment si 'ensemble des connexions A = {ay : k=1,2,...,J } répond

aux conditions suivantes :

1- L’ensemble des différences simples S = {sx; = (ax — 1) : k # 1} est
composé d’éléments distincts ;

2- L’ensemble des différences des différences D = {d&, = (o4 —
a) — (am —ay) + k # Im # nk # m,l # n} est composé
de 2N7 éléments égaux en excluant les différences des différences

inévitables provenant de la permutation des indices, Nj < Ny;

3- Les ensembles des différences simples et des différences des

différences sont disjoints, SN D = §.
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3.4.1 Facteur de simplification associé aux codes S-CSO?C-WS

Nous caractérisons les codes simplifiés par un facteur, §, qui indique le degrés de non
conformité d’un code par rapport & la définition 1 associée aux codes CSO?C-WS.
Ce facteur représente le rapport entre les différences doubles égales positives NS (le
nombre d’éléments positifs identiques dans D7) et le nombre total de différences
doubles positives (le nombre d’éléments positifs Ny =| D% | dans I'ensemble D*).
On rappelle que 'ensemble D* représente I'ensemble des différences doubles D
excluant les différences doubles inévitables. Le rapport de simplification s’écrit
donc :

N¢
= e < .
=5 0<0<] (3.6)

ot Ny est donné par 1’équation (3.5). Sile rapport ¢ est égal a 0, alors le nombre de
différences doubles égales est nul et le code est doublement orthogonal au sens large.
11 est possible de formuler une borne supérieure® 6* sur le facteur de simplification

d’un code selon I'équation (3.7) :
=1-—= (3.7)

ou N; représente le nombre de différences simples positives. Nous devons noter
que les différences doubles égales ne se répartissent pas de fagon uniforme entre les
équations de parité rendant certaines d’entre elles plus corrélées que d’autres. Dans
ce mémoire, on ne tient pas compte de cette distribution des différences doubles

égales entre les équations de parité.?

3La démonstration de cette borne est énoncée 4 la section 1.2 de I’annexe 1.
4Voir I’annexe III pour un exemple de la répartition des différences doubles égales entre les
équations de parité.



Exemple 3.1- Soit le code CSOC, A = {0, 1, 4}, utilisé lors des exem-
ples précédents ou ’ensemble des différences simples positives est donné
par S; = {1,3,4}. L'ensemble complet des différences doubles sans les

différences doubles inévitables, D*, au sens des définitions 1 et 2 est

donné par :
Bi=-2 di=-2 =
dyy=—5 di5=—6 dy3=38
iy =-8 dyf=-T dy3=6
Bl=2  $2=7 &=z

)

D* = {-2,-2,-5,—-6,-7,-8} U{2,2,5,6,7,8}
= D*uUD}
donc D = {2,2,5,6,7,8} et Ny =| D | = L=202403223 |, o — 6. On
remarque la présence de différences doubles identiques dans I’ensemble
D et par conséquent le code n’est pas de type CSO?C-WS, car la
condition 2 de la définition 1 n’est pas respectée. On vérifie que les
ensembles D7 et S, sont disjoints donc ’ensemble A répond aux condi-
tions des codes S-CSO?C-WS. Le nombre d’éléments identiques N¢ dans

I'ensemble D7 est de un, donc le rapport de simplification est donné par

=1 =1
f=4=1
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3.4.2 Choix des coefficients de pondération

L’introduction d’éléments corrélés dans les équations de parité 1/1 dii aux permu-
tations inévitables des indices et a la simplification des conditions biaise I’estimation
sur le symbole a décoder et entraine une dégradation non négligeable des perfor-
mances d’erreur. Pour combattre ces effets nuisibles, une modification peut étre
apportée au décodeur itératif a seuil, de sorte que les équations de parité sont
pondérées a 'aide d’'un coefficient. Nous pouvons réécrire (3.2) de sorte que les

sorties pondérés deviennent [4] :
)\( = oy + Zak i, (3.8)

ou aé” ) , k=0,1,...,J représente le coefficient de pondération a l'itération u as-
socié a la k-iéme équation de parité. Le but de cette opération est de “décorréler”
les équations en quelque sorte, de facon & minimiser la probabilité d’erreur. Le
probléeme consiste donc a trouver la distribution des poids qui minimisera la prob-
abilité d’erreur. Il est montré dans [4] et [6] que de bons résultats sont obtenus
en considérant un coeflicient de pondération constant pour toutes les itérations,

afc” ) = a*, ce qui simplifie le calcul des valeurs )\5“ ). Par conséquent (3.8) devient :

J
AW = g (y Ly w§,ﬁ?) (3.9
k=1

La détermination des coefficients de pondération s’effectue a ’aide de simulations
pour lesquelles nous fixons le rapport E,/Ny et ot nous faisons varier le coefficient
de pondération pour toutes les itérations. Le tableau 3.1 présente les meilleurs
coefficients de pondération® pour les codes simplifiés et CSO?C-WS. On observe
que quelque soi le type de code utilisé, pour une dimension des codes fixée, le

coeflicient de pondération demeure le méme.

5Nous pouvons retrouver ces résultats & annexe II.
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Tableau 3.1: Meilleurs coefficients a* pour les codes les plus simplifiés S-CSO?C-WS
et CSO?C-WS, 6 < J <11, E,/Ny = 4 dB

J
6 | 7 | 8 [ 9 100100
S-CSO2C [[0.30 [ 0.30 | 0.25 [ 0.20 | 0.20 | 0.20
CSO?C_ | 0.30 | 0.30 [ 0.25 | 0.20 | 0.20 | 0.20

tPour 10 < J <11, Ey /Ny =3 dB
3.5 Recherche des codes simplifiés S-CSO?C-WS

3.5.1 Algorithmes de recherche

Dans cette section, nous présentons les deux méthodes de recherche utilisées pour

construire les codes simplifiés doublement orthogonaux au sens large.
e Recherche exhaustive

Le premier algorithme de recherche présenté est 'algorithme de recherche exhaus-
tif. Il est simple & concevoir et nous garantit un balayage complet de 'arbre de
recherche. Il nous offre donc une solution optimale quant & la minimisation de
la longueur des codes. Le schéma bloc a la figure 3.2 présente cet algorithme de

recherche.

Le fonctionnement de ’algorithme est le suivant : une nouvelle connexion est créée si
les connexions précédentes répondent a la définition des codes S-CSO?C-WS. Cette
connexion prend la valeur de la connexion précédente a laquelle nous ajoutons
une unité. Nous comparons la valeur de cette connexion & une métrique, o™,
qui représente le code le plus court. A Détat initial, la métrique est initialisée a
Iinfini. Si I’exploration d’une branche se termine sans satisfaire les critéres, alors
un mécanisme de retour en arriere permet 'emprunt d’une nouvelle branche de
recherche. La recherche se termine lorsque a; = 1, car tous les codes S-CSO2C-WS

débutent par la valeur 0.
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Figure 3.2: Diagramme représentant ’algorithme de recherche exhaustif

Exemple 3.2- Cet exemple montre le parcours effectué dans 'arbre de

recherche par l'algorithme exhaustif pour rechercher le plus petit code

S-CSO2C-WS de dimension 3, A = {ay, ay, az}.

A Tétat initial, la premieére connexion a; et la métrique de recherche

M3 gont initialisées & zéro et l'infini respectivement. La recherche

e}
débute en créant une nouvelle connexion as égale a (a; + 1). Ces
deux connexions forment alors ’ensemble A = {0,1} qui répond aux
conditions des codes S-CSO?*C-WS ce qui nous permet de créer une
nouvelle connexion ag égale & (g + 1). Maintenant, ’ensemble A

contient les trois éléments suivants {0, 1, 2}. Cet ensemble ne répond

pas aux criteres, et par conséquent la valeur oz est augmentée de 1
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générant U'ensemble {0, 1, 3}. Cet ensemble ne répond pas non plus
aux criteres, donc nous augmentons de 1 la valeur de a3 pour obtenir
I'ensemble A={0, 1, 4}. Cet ensemble répond aux critéres donc une
solution est trouvée. L’objectif de la recherche étant de minimiser la
longueur des codes, il est évident qu’en possédant cette solution nous
allons cibler la recherche vers des codes de longueur inférieure a 4. Par

conséquent, la métrique a™** est mise a jour et devient égale a 4.

S .

!

Nous constalons que o =4 west pas
inféricure 4 o™ | Par conséquent, hous
retoyrnons & la position précédente que
nous incrémentons de 1 done oy =1 Ce
gui indigue 1a fin de Jarecherche.

Premidre solution
Code : A= {0,1,4}
@ g >< 1 Lewode nereacontre pas les critéres

»--#1 Ues branches ne sont pas considérdes, car
oy west pas inférieurs & lamétrique o™

Figure 3.3: Parcours effectué dans 'arbre de recherche associé a 'exemple 3.2

Lorsqu'une solution est trouvée, nous retournons a la position
précédente, dans notre cas s, que nous incrémentons de 1 pour obtenir
as égale & 2. Cette opération a pour but de changer de branche dans
Iarbre de recherche. Dans un premier temps, nous vérifions que la
valeur de la nouvelle connexion est inférieure a la métrique. Par la
suite, nous vérifions que l’ensemble {0, 2} répond aux critéres. Cet

ensemble vérifie les conditions ce qui nous permet de générer la con-
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nexion suivante agz égale a (as + 1) = 3. Cette connexion est inférieure
& la métrique donc nous vérifions si ensemble {0, 2, 3} répond aux
criteres. Cet ensemble ne répond pas aux criteres des codes simplifiés
alors nous augmentons la valeur de a3z a {(ag+ 1) = 4. Nous constatons
que cette valeur n’est pas inférieure a la métrique o™** donc nous ne
testons pas le code et nous retournons a la connexion précédente que
nous incrémentons de une unité oy = 3. Cette valeur est inférieure
a a™® et l'ensemble {0, 3} répond aux conditions. Nous créons une
nouvelle connexion a3 égale & (ap+1)=4. Cette connexion n’est pas
inférieure & o™** donc nous revenons a la connexion précédente ay que
nous incrémentons de 1. Nous constatons que (ag + 1) = 4 n’est pas
inférieur a la métrique donc nous retournons a la connexion précédente
a1 que nous incrémentons de 1 donc oy = 1 ce qui indique la fin de la
recherche dans 'arbre, car tous les codes débutent par la valeur zéro
(a; = 0). Done, le plus petit code S-CSO*C-WS de dimension 3 est
donné par 'ensemble A = {0,1, 4}.

Suite aux recherches effectuées, nous avons constaté que l'algorithme n’est plus effi-
cace lorsque la dimension des codes est supéricure & 8. A titre indicatif, la recherche
a duré plus de deux semaines pour parcourir entierement ’arbre de recherche pour
J = 8. Le tableau 3.2 présente les temps requis pour parcourir 'arbre de recherche

pour trouver les plus petits codes S-CSO?C-WS.

Tableau 3.2: Temps nécessaire pour parcourir I’arbre de recherche, 4 < J <8

J | 4 | 5 [6] 7] 8
Temps (secondes) | < 1| < 1[11 632976209
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e Recherche aléatoire

Pour pallier & l'inefficacité en temps de 'algorithme de recherche exhaustif, nous -
avons développé une heuristique basée sur une recherche aléatoire. Ce type
d’algorithme permet 1’obtention de codes de dimensions élevées, J > 8, a I'intérieur
de délais raisonnables. Cependant, bien que les codes trouvés soient de bons codes,

rien ne garantit qu’ils soient de longueur minimum.
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Figure 3.4: Diagramme représentant ’algorithme de recherche aléatoire

Contrairement & ’algorithme de recherche exhaustif, celui-ci nécessite la connais-
sance de la longueur d’un code du méme ordre. Ce parametre a7, qui correspond
A la longueur du plus petit code CSO?C-WS connu, permet le calcul des bornes By,
sur 'ensemble des connexions {a;} du code. Nous créons des listes de différences

simples possibles, car les connexions seront générées a partir de différences simples.
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Par exemple, la k-iéme connexion est créée de la fagon suivante :
O = Qp_1 + Sk.k—1 (310)

ou sy -1 représente la différence simple tirée de facon aléatoire dans la liste Ly et
ou ay_1 est la valeur associée a la connexion précédente. La liste L est obtenue

selon la relation suivante :
Lk= {1,2,3,...,(Bk—ak_l)}\S+UD: (311)

ou By représente la borne supérieure associée a la k-ieme connexions et les ensem-
bles S, et D7 représentent les différences simples et doubles positives (sans les

inévitables) associées aux (k — 1) premiéres connexions du code.

Il s’en suit que si la connexion a créer oy possede la borne supérieure By alors la
valeur maximale que peut prendre la liste L (donc la différence simple sy x—1) est
By —o—1. On en déduit que s x_1 est compris entre 1 et By, — ag—1. De ces valeurs
possibles, nous pouvons éliminer les différences simples et doubles engendrées par le
code constitué des (k—1) premiéres connexions, car la définition des codes simplifiés
exige que les différences simples et doubles soient différentes. Autrement dit, la
différence simple s x_1 ne peut pas faire partie des ensembles S, et D7 engendrés
par les connexions connues. Si la liste est vide alors il n’est pas possible de créer un
code & partir des (k — 1) premieres connexions. Dans ce cas, I’algorithme retourne
en arriere pour éliminer la connexion aj_; de la liste Ly_; et tire une nouvelle
valeur dans cette liste. Lorsque la connexion oy est créée le code composé de k
connexions est testé. S’il répond a la définition des codes simplifiés 1’algorithme
poursuit sa recherche pour une nouvelle valeur ag,1. Dans le cas contraire, si le
code ne répond pas a la définition alors la valeur tirée s ;—; est retirée de la liste
L; et une nouvelle valeur est tirée. Si aucun code n’est trouvé apres un certain

temps alors la recherche arréte.
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La création des bornes sur les connexions est assez simple. Les bornes sont basées

sur la valeur maximale a}'** que peut prendre le code simplifié. Donc, la derniere
connexion du code a; est inférieure a la valeur maximale oy < a7'** de plus, nous
imposons a la premiére connexion «y la valeur zéro. Par la suite, nous utilisons la
regle suivante : |

(a7 —1)

pour i = 0,...,[logs(J)] — 1.

Exemple 3.3- Cet exemple montre le parcours effectué par ’algorithme
de recherche aléatoire pour trouver un code S-CSO?C-WS de dimension

J =3, A= {a1,as,a3}.

Sachant que le plus petit code CSO?C-WS de dimension 3 est donné par

Iensemble {0, 1, 5}, le parametre af***

choisi sera égale a 4 et la borne
sur la derniére connexion sera B; = 4. En utilisant la relation (3.12)
nous pouvons obtenir la valeur de la borne pour la deuxiéme connexion
et ap < By = 2. Par conséquent la liste Ly relative a la connexion
a9 ne peut que contenir la valeur égale & 1, car la connexion doit étre
inférieure & 2. On tire aléatoirement dans la liste une valeur (ici il n'y
a qu’une valeur) donc as = (a3 + 1). L’ensemble formé est {0, 1} et il
répond aux criteres des codes simplifiés. Les ensembles des différences
simples et doubles relatifs a ce code sont Sy = {1} et D% = {2}. La liste
Ly ={1,...,(Bs — a2) = 3} \ {1,2} = {3}. Nous tirons aléatoirement
une valeur et az = as + 3 = 4. L’ensemble {0, 1, 4} est créé et testé.

Ce code répond aux conditions pour un code S-CSO?C-WS, donc une

solution est trouvée.
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Les tableaux 3.3, 3.4 et 3.5 présentent les meilleurs ensembles de connexions obtenus
pour différentes valeurs de J avec les deux algorithmes présentés dans cette section.
Nous avons intégré dans ces tableaux les meilleurs codes CSO2C-WS (les plus petits
au sens de la longueur), § = 0, pour faciliter la comparaison entre la longueur des

codes S-CSO?C-WS et CSO?C-WS.
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3.5.2 Liste de codes S-CSO*C-WS

Tableau 3.3: Ensembles des meilleures connexions oy, € A pour les codes S-CSO?C-
WS, 5<J <10

J |

0

| Ensemble des connexions {ay}

5

0
0.2181
0.3636
0.3818

{0, 1, 24, 37, 41}
{0, 1, 10, 25, 32}
{0, 1, 15, 20, 23}
{0, 1, 15, 18, 23}

0
0.2333
0.4333

{0, 1, 17, 70, 95, 100}
{0, 35, 47, 67, 69, 76}
{0, 2, 11, 26, 42, 45}1

0
0.2294
0.3679

1 0.4286

0.4329
0.4416

{0, 1, 53, 128, 207, 216, 222}
{0, 48, 95, 121, 137, 154, 156}
{0, 3, 5, 33, 73, 82, 95}

{0, 1, 7, 50, 59, 78, 82}1

{0, 2, 23, 45, 72, 79, 82}1

{0, 4, 23, 32, 75, 76, 82}1

0
0.2241
0.4261
0.4433
0.4828

{0, 43, 139, 322, 422, 430, 441, 459}
{0, 40, 157, 200, 249, 253, 275, 287}
{0, 4, 19, 44, 95, 130, 144, 147}
{0, 1, 6, 45, 100, 119, 127, 142}
{0, 9, 22, 55, 95, 124, 127, 129}

0
0.2357
(0.3889
0.4895

10,79, 21, 395, 584, 767, 871, 899, 912}
{0, 41, 196, 215, 346, 349, 385, 446, 495}
{0, 17, 28, 78, 190, 216, 256, 263, 264}
{0, 1, 17, 26, 127, 138, 185, 204, 208}

10

0
0.1363
0.3575
0.4106
0.4638
0.4917

{0, 29, 40, 43,1020,1328,1495,1606,1696,1698}
{0, 128, 261, 410, 534, 698, 743, 891, 1038, 1190}
{0, 2, 10, 31, 103, 219, 316, 370, 447, 454}

{0, 95, 113, 145, 291, 346, 400, 424, 443, 453}
{0, 1, 5, 12, 61, 140, 251, 294, 327, 352}

{0, 1, 87, 93, 226, 262, 296, 316, 327, 340}

T Ces codes simplifiés, obtenus & I’aide de P’algorithme de recherche exhaustif, sont
ceux ayant la plus petite longueur possible ainsi ils sont optimaux au sens de la
longueur.
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Tableau 3.4: Ensembles des meilleures connexions ay, € A pour les codes S-CSO?C-
WS, 11 <J<15

J |

0

| Ensemble des connexions {ay}

11

0
0.0935
0.1786
0.3071
0.4539

{0, 8, 18, 25, 73, 150, 346, 839, 1900, 2055, 3467}

{0, 290, 487, 633, 890, 1153, 1243, 1542, 1858, 2117, 2239}
{0, 10, 211, 441, 541, 808, 1067, 1120, 1256, 1317, 1582}
{0, 117, 130, 174, 192, 443, 643, 717, 801, 808, 923}

{0, 1, 5, 12, 32, 61, 199, 350, 434, 480, 588 }

12

0
0.1922
0.2420
0.3311
0.4632

{0, 48, 212, 1014, 1381, 2217, 4198, 4373, 4766, 4885, 4014, 5173}
{0, 6, 79, 280, 482, 693, 972, 1108, 1483, 1575, 1998, 2035}

{0, 39, 56, 249, 325, 489, 816, 1183, 1279, 1368, 1627, 1631}

{0, 14, 16, 60, 124, 319, 481, 708, 906, 1042, 1048, 1061}
{01512 3261 107 271 411 584 707 894}

13

0
0.1418

0.2798
0.4193

{0, 39, 41, 44, 99, 230, 485, 785, 1693, 2913, 5319, 7183, 9252}

{0, 480, 818, 826, 1458, 1562, 1869, 2519, 2667, 3260, 3872, 4154,
4232}

{0, 228, 242, 297, 523, 586, 785, 796, 1001, 1635, 1738, 2052, 2356}
{0, 2, 12, 144, 190, 207, 633, 747, 974, 1052, 1111, 1214, 1217 }

14

0
0.1369

0.2494

0.4269

{0, 6, 10, 19, 59, 160, 384, 862, 1843, 2903, 5176, 7943, 12467, 13774}
{0, 79, 185, 369, 658, 693, 1412, 2398, 3307, 3655, 3990, 4411, 5363,
6202}

{0, 100, 132, 307, 656, 732, 1220, 1667, 2179, 2198, 2541, 2624, 2738,
3579}

{0, 1, 5, 12, 32, 61, 107, 230, 355, 514, 919, 1188, 1660, 1967 }

15

0

0.1035

0.1655

0.4253

{0, 26, 31, 68, 71, 122, 438, 445, 1539, 3797, 3969, 6570, 13785, 16503,
18548}

{0, 358, 577, 666, 1693, 2807, 3737, 4954, 6087, 7347, 7994, 8478,
9992, 10134, 10469}

{0, 137, 929, 1143, 1528, 1875, 2140, 3082, 4207, 4384, 4896, 5284
6388, 6778, 7734}

{0, 1, 5, 12, 32, 61, 107, 230, 355, 514, 824, 1424, 1726, 2384, 2653 }
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Tableau 3.5: Ensembles des meilleures connexions a;, € A pour les codes S-CSO?C-
WS, 16 < J <20

J | 40 [ Ensemble des connexions {ay}
16 0 {0, 5, 19, 27, 75, 170, 406, 867, 1505, 2715, 5267, 8828, 13569, 19449,
28349, 34908}
0.1609 | {0, 2851, 3494, 5311, 6915, 8488, 9052, 9337, 9918, 10335, 10453,
10472, 10576, 10597, 10706, 10709}
0.2218 | {0, 1426, 2101, 2381, 4323, 5872, 6114, 6570, 6699, 6782, 6912, T174,
7319, 7456, 7522, 7549}
0.4313 | {0, 1, 5, 12, 32, 61, 107, 230, 355, 514, 824, 1255, 1727, 2254, 3262,
3532}
17| 0 | {0, 4, 7, 30, 98, 168, 301, 885, 1846, 2088, 5442, 0382, 13426, 21519,
35643, 45366, 50071}
0.0435 | {0, 305, 5995, 11263, 12154, 24258, 24625, 26607, 30262, 34989,
35809, 36967, 37543, 38282, 38341, 38454, 38909}
0.1957 | {0, 5172, 7282, 7607, 8997, 9805, 10511, 10939, 11096, 12354, 12580,
13171, 13535, 13571, 13759, 13893, 13953}
0.4246 | {0, 1, 12, 39, 47, 108, 137, 220, 376, 589, 873, 1244, 1641, 2216, 3151,
3975, 4978}
18 0 {0, 2, 10, 21, 81, 167, 427, 797, 1703, 3043, 4991, 9073, 15783, 20973,
35336, 42994, 61796, 71858}
0.1703 | {0, 543, 3755, 3902, 4754, 7558, 10867, 12158, 12180, 13069, 13698,
13728, 14166, 14554, 14636, 14654, 14792, 14834}
0.2102 | {0, 295, 1613, 1918, 5042, 5339, 7987, 8028, 8815, 9519, 10633, 10995,
11424, 11484, 11590, 11599, 11602, 11800}
0.4002 | {0, 1, 12, 39, 47, 111, 178, 219, 378, 629, 831, 1315, 1914, 2648, 3331,
4420, 5507, 6905}
19| 0 | {0,513, 51, 57, 175, 472, 968, 1579, 2771, 5680, 9348, 13795, 20573,
33417, 51727, 73040, 96889, 107528}
0.2945 | {0, 491, 866, 1135, 1478, 1733, 2143, 2504, 2940, 2064, 2983, 3681,
4641, 5512, 7004, 8358, 10331, 10726, 13116}
0.4053 | {0, 1, 12, 39, 47, 111, 178, 219, 378, 629, 831, 1315, 1014, 2648, 3331,
4420, 5507, 6905, 8748}
20| 0 |10, 23,25, 51, 87, 103, 457, 996, 1698, 3225, 5423, 9379, 13147, 21753,
34552, 50375, 70040, 95517, 124463, 148787}
0.3806 | {0, 1, 182, 268, 396, 627, 935, 1066, 1225, 1549, 2058, 2279, 2908,
4210, 5575, 6334, 7539, 9169, 9429, 10768}
0.3923 | {0, 1, 280, 404, 583, 622, 867, 1048, 1414, 1883, 2452, 2906, 2923,
3860, 5132, 6693, 7384, 9490, 9701, 9749}
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3.5.3 Variation de la longueur minimale des codes simplifiés S-CSO?C-
WS et CSO?C-WS

La figure 3.5 présente la comparaison des longueurs des codes obtenus en fonction
de leur dimension J. Nous observons que plus J est élevé, plus la réduction de la
longueur des codes est grande par rapport & celle des codes CSO?>C-WS les plus

courts que l'on connaisse jusqu’a présent.

longueur du code (o J)

5 10 15 20
nombre de connexions (J)

Figure 3.5: Variation de la longueur des codes CSO*C-WS et S-CSO?C-WS, 5
<J<20

Nous pouvons aussi représenter ces résultats en exprimant la réduction maximale
de longueur obtenue en fonction de J. La réduction de la longueur entre deux codes

s’exprime par :
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ot o et a“ représentent les plus petites longueurs connues de dimension J pour les
codes S-CSO%C-WS et CSO?C-WS respectivement. Par exemple, lorsque J = 10, la
plus petite longueur pour un code simplifié est o5, = 340 et la plus petite longueur
pour un code CSO?C-WS est af, = 1698 donc, p;o = 0.7998. Nous remarquons
aussi que la figure 3.6 peut représenter la réduction de la latence totale entre les
codes S-CSO?C-WS et CSO2C-WS lorsque le nombre d’itérations et la dimension

entre les codes sont les mémes.

p (reduction maximale du span)

0.4 i i

5 10 15 20
J (connexions)

Figure 3.6: Réduction de la longueur entre les plus petits codes CSO?C-WS et
S-CSO2C-WS, 5< J < 20, R = 3
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e Borne inférieure sur la longueur des codes S-CSO?C-WS

Nous pouvons définir une borne inférieure, o, sur la longueur minimum des codes
simplifiés avec la relation suivante © .

N+ (1 —=0)Ny

] (3.14)

ay =

Cette borne inférieure peut servir de repere pour situer la longueur minimale des
codes trouvés aux tableaux 3.3 et 3.4. La figure 3.7 montre que plus le facteur de
simplification est élevé plus la longueur des codes simplifiés tend a s’approcher de

la borne inférieure.

........ : Borne inférigure .
"""" : o 22 = Simulations

longueur du code ((xJ)

0 0.1 0.2 03 0.4 0.5
Facteur de simplification (3)

Figure 3.7: Comparaison entre la borne inférieure sur la longueur des codes et les
valeurs obtenues par la recherche pour J =5,6,7,8,10,15, R = %

6Voir ’annexe I pour la justification de cette borne
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Remarquons que pour tous les codes simplifiés trouvés, la tendance indique que
le facteur de simplification § est inférieur a % ce qui est assez loin de la borne
supérieure exprimée par (3.7). Ceci dit, existe-t-il des codes simpliés ayant § > % 7
Cette question reste un probleme ouvert. Nous pouvons dégager un compromis
important de cette figure en remarquant que les codes simplifiés ayant la plus petite
longueur sont obtenus en introduisant plus d’éléments correlés dans les équations
de parité %(2,3 données par (3.4). Cependant, quel est le prix a payer en terme de

performances d’erreur lorsque nous utilisons les codes fortement simplifiés 7

3.5.4 Analyse des performances d’erreur des codes S-CSO?C-WS

Dans cette section, nous exposons les performances d’erreur’ du décodeur itératif a
seuil lorsque les codes simplifiés S-CSO?C-WS sont utilisés. L’étude des résultats de
simulation a l'ordinateur, nous a permis de mesurer Pinfluence de la simplification
des codes sur : la convergence de 'algorithme de décodage, les probabilités d’erreur

et le délai total de décodage.

e Convergence de l’algorithme de décodage a seuil itératif pour les

codes S-CSO?C-WS

La figure 3.8 présente les performances d’erreur obtenues pour le code le plus
simplifié de dimension 10 du tableau 3.3. Nous constatons que le code simplifié
offre une amélioration des performances d’erreur d’une itération a I'autre tout
comme le code CSO?C-WS. Cependant, nous pouvons remarquer une dégradation
du gain codage entre ces deux codes lorsque le canal est fortement bruité. Cette
dégradation s’accentue d’une itération a l'autre, car 'introduction des différences
doubles égales amplifie la propagation des erreurs réduisant ainsi les performances

du décodeur.

7A Pannexe V nous présentons plusieurs résultats de simulations complémentaires & ce chapitre



48

¢ itération: : :

Probabilité d’erreur par bit

| —6— CSO°C WS, o, = 1698

| —%—S CSOC WS, 0, =840 | =20
107 i i i i i i
15 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
Eb/NO(dB)

Figure 3.8: Performance d’erreur pour le code simplifié de dimension J = 10, {0,
1, 87, 93, 226, 262, 296, 316, 327, 340}, 6 = 0.4801, a* = 0.2, R = %
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1| —<—s cso”Cc wWs
—*= CSO°C WS

Probabilité d’erreur par bits

nombre d’itérations

Figure 3.9: Comparaison entre la convergence de 'algorithme itératif a seuil pour
le code S-CSO2C-WS J = 10, {0, 1, 87, 93, 226, 262, 296, 316, 327, 340}, 6 = 0.48
et le code CSO*C-WS J = 10, {0, 29, 40, 43, 1020, 1328, 1495, 1606, 1696, 1698},
a*=02 R=1

La figure 3.9 montre la capacité de correction du décodeur en fonction des itérations
effectuées par celui-ci pour les deux codes présentés a la figure 3.8. D’une part, nous
remarquons que pour différentes valeurs du rapport Ep/Ny le décodeur a seuil atteint
un seuil a partir duquel I'ajout d’itérations n’améliore plus la capacité de correction.
Par exemple, si E,/Ny = 3 dB peu importe le type de code utilisé le décodeur a seuil
itératif ne permet pas I'obtention dune probabilité d’erreur inférieure & 7 x 1076.
Pour cet exemple, le code simplifié atteint la capacité maximale de correction en 10
itérations soit deux de plus que le code CSO2C-WS. Bien que le nombre d’itérations

soit plus élevé lorsque nous utilisons le code simplifié, il n’en reste pas moins que la
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latence totale demeure inférieure a celle du code CSO2C-WS. De plus, nous pouvons
aussi remarquer que le nombre d’itérations supplémentaires a effectuer, en utilisant

le code simplifié, s’estompe & mesure que le rapport signal sur bruit augmente.
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e Performances d’erreur des codes simplifiés en fonction du rapport

de simplification

La figure 3.10 présente les performances d’erreur des codes simplifiés de dimension
10 du tableau 3.3 a la huitieme itération. On constate que le code le plus simplifié
adopte le méme comportement que le code CSO*C-WS lorsque Ey/Ny > 3.5 dB.
Nous avons pu observer, via les simulations, que méme les codes les plus simplifiés

convergent en terme de probabilité d’erreur vers les performances des codes CSO2C-

WS.

10"
E .m,.....,x.'%;mmm 8 = 0 =
o —%— 5=0.1363| 1
ff:::::::;:"‘ S TN 9 8 =10.4801 |
k4 3 :
o 10
€ pI N
® 10*|
o
o b R s N
O b e NG
= 5
o]
© b N A e N
_8 ....................................
& 10°E
107
10° : i i i i
2 4 6 8 10
E,/N, (dB)

Figure 3.10: Comparaison entre les performances d’erreur des codes simplifiés S-
CSO%C-WS & la 8¢ itération, J =10, a* = 0.2, R = %
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1l est intéressant de constater avec cet exemple, que quelque soit le code utilisé, pour
une probabilité d’erreur égale & 107°, il est possible d’obtenir un gain de codage
d’environ 6.9 dB par rapport au cas BPSK non codé. A performances égales, le
code le plus simplifié permet d’économiser 80 % de la latence totale par rapport
au code CSO?C-WS. Le compromis entre la réduction du délai de décodage total
et les performances est donc fort avantageux. La section suivante analyse de plus

pres ce comprormis.
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¢ Performances d’erreur des codes simplifiés en fonction de leur la-

tence totale

Comme nous avons vu précédemment, le fort délai de décodage induit par les
codes CSO%C-WS est une problématique pouvant étre résolue en utilisant les codes
simplifiés. La figure (3.11) compare la variation des probabilités d’erreur des codes

les plus simplifiés en fonction de leur latence totale de décodage avec celles des

codes CSO2C-WS.

—&— S CS0°C WS} ]
& CS0%°C WS ||

Probabilité d’erreur par bit

10 ; ; ; ; ;
0 0.5 1 1.5 2 25 3
Latence totale (bits)

Figure 3.11: Comparaison entre les performances d’erreur des codes les plus sim-
plifiés S-CSO2C-WS et CSO2C-WS en fonction de la latence totale, 8¢ itération,
R= %, Ey/Ng = 3.5 dB

D’une part, il est intéressant de constater que les performances d’erreur pour les

codes les plus simplifiés sont sensiblement les mémes que celles obtenues avec les
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codes CSO2C-WS lorsque la dimension des codes est la méme . D’autre part, il est
clair qu’en fixant la latence totale au décodage, que les codes simplifiés deviennent
largement avantageux. Par exemple, le meilleur code CSO?C-WS de dimension
J = 9 induit un délai de décodage de 7296 bits contre 7152 pour le code le plus
simplifié de dimension J = 12 lorsqu’on effectue huit itérations. Les performances

d’erreur de ces deux codes sont représentées a la figure 3.12.

—5-— CSO?C WS,J=9 |
—*— 5 CSO’C WS, J = 12}

..........................
.........................

...................................................

Probabibilité d’erreur par bit

7 i : & i i
2 25 3 35 4
E/N, (dB)

Figure 3.12: Comparaison entre les performances d’erreur des codes S-CSO?*C-WS
(pire cas) et CSO?C-WS , 8¢ itération

Oz, a fort rapport signal sur bruit, pour un délai de décodage sensiblement iden-
tique, on obtient de meilleurs performances d’erreur avec le code simplifié. Pour
cet exemple, lorsque la probabilité d’erreur par bit est fixée & 107° il est possi-
ble d’obtenir un gain de codage additionnel d’environ 0.6 dB en utilisant le code

simplifié J = 12.
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3.6 Conclusion

Les résultats obtenus dans ce chapitre, nous permettent de constater que les codes
simplifiés de taux de codage 1/2 se révelent étre des codes avec lesquels il est
possible d’obtenir des performances d’erreur semblables a celles obtenues avec les
codes CSO?C-WS. Par conséquent, les performances d’erreur des codes simplifiés
s’améliorent pour des valeurs de J croissantes et varient tres peu en fonction du
facteur de simplification. Avantageusement, ils offrent une réduction supérieure &
80 % de la latence totale, lorsque J est supérieur a 10, et permettent une réduction
considérable des composants physiques par rapport aux codes CSO?C-WS. Pour le
pire des cas, nous avons constaté une dégradation négligeable du gain de codage

par rapport aux codes CSO?C-WS & haut rapport signal sur bruit.

De plus, nous avons remarqué que les codes simplifiés peuvent offrir de meilleures
performances d’erreur que les codes CSO2C-WS pour un délai de décodage fixe.
Cette caractéristique provient du fait qu’il est possible de réduire fortement la
longueur des codes en relachant certaines des conditions sur les propriétés de double

orthogonalité des codes CSO2C-WS.
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CHAPITRE 4

CODES CONVOLUTIONNELS DOUBLEMENT ORTHOGONAUX
SIMPLIFIES ET PERFORES AU SENS LARGE (S-PCSO?C-WS)

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous analysons l'influence de la perforation des codes convolution-
nels systématiques (SCC) de taux de codage R = 1 sur les performances d’erreur
du décodeur itératif a seuil présenté au chapitre précédent. Toujours afin de min-
imiser la latence totale lors du décodage, nous réduirons les contraintes imposées
aux codes perforés dans le but de diminuer leurs longueurs. Nous rechercherons
alors des codes SCC de taux de codage R = % ne répondant pas a la définition des

codes simplifiés S-CSO?C-WS au départ, mais une fois que ces codes seront perforés

b

777+ s acquieront toutes les propriétés des codes dou-

a un taux de codage R =
blement orthogonaux simplifiés au sens large. Les codes simplifiés trouvés seront
ensuite comparés avec les nombreux codes convolutionnels doublement orthogonaux

perforés proposés dans [7].

4.2 Introduction a la perforation des codes convolutionnels

La perforation est une technique simple permettant d’augmenter le taux de
codage en éliminant de fagon périodique certains symboles du mot de code généré
par le codeur. Ce mécanisme offre comme avantage une diminution du facteur
d’expansion de la largeur de bande rendant les communications plus efficaces du
point de vue de la largeur de bande. En contre partie, la perforation engendre une

diminution des performances d’erreur.

L’élimination des symboles codés s’effectue selon un certain patron de perforation

qui est caractérisé par une matrice de perforation P. Cette matrice est constituée
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d’éléments binaires ou les 0 représentent les symboles perforés et les 1 correspon-
dent aux symboles conservés. Le nombre de lignes et de colonnes composant cette
matrice varie en fonction du taux de codage initial et du taux de codage obtenu
apres perforation. Pour le cas de figure envisagé dans ce mémoire, ou les codes

d’origine sont tous des codes convolutionnels systématiques de taux R = % et ol

b

T la, matrice de

le taux de codage obtenu apres la perforation est égal a R =

perforation P considérée comporte alors 2 rangées et b colonnes, tel qu’illustré en

(4.1).

11 1 11
P= (4.1)
0 0 1 0 0
b co?gnnes

La premiere ligne ne comporte que des 1 et est associée aux symboles d’information
transmis par le codeur systématique, tandis que la deuxieme ligne ne contient qu’'un
seul 1 et indique le seul symbole de parité conservé pour les b symboles d’information
transmis vers le canal tous les (b— 1) autres symboles de parités sont éliminés. Par
convention, la position de la valeur 1 sur la deuxiéme ligne de la matrice P est
notée m, 0 < 7 < b— 1, ainsi les symboles de parité conservés sont représentés par

I'ensemble suivant [7]:

{pﬂ'-}'qb y § = 07 17 27 .. } (42)

Exemple 4.1- Considérons un code convolutionnel systématique de
taux de codage R = —é— pour encoder la séquence d’information u. On

observera a la sortie du codeur la séquence suivante :

v = (vg,v1,Va, V3, Vs, Us, Vg, V7, . ..)

= ((uo,p0), (w1,p1), (w2, p2), (u3, p3), - )
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ol u; et p; représentent les symboles d’information et de parité respec-
tivemment. Pour obtenir un taux de codage plus élevé, soit par exemple
R = %, alors on perfore la séquence de sortie avec une matrice P tel

qu'illustrée ci-dessous (7 = 0).

On transmet alors vers le canal la séquence perforée v’ :

VI = ((UOapO)v (ulv X)7 (u27p2)7 (U3, X)) .. )

= (U07U17U2,X, 1)4,’05,’1)6,X, o )

oll les ‘X’ représentent les symboles éliminés par le processus de perfo-
ration. On observe que pour deux symboles d’information transmis vers
le canal, on ne transmet plus 2 symboles de parité mais un seul. Donc
le taux de codage obtenu apres la perforation est R = 2/3 et ’ensemble
des symboles de parité conservé est donné par {py, : ¢=0,1,...}. Si
7 avait été égal a 1 alors 'ensemble représentant les symboles de parité

conservés aurait été {p14o, : ¢=0,1,...}.

4.3 Décodage itératif a seuil adapté aux codes perforés de taux R = 3;’:—1

Intuitivement, nous pouvons envisager que ’action de perforer les codes entrainera
une dégradation des performances d’erreur lors du décodage, car le décodeur
disposera de moins d’information pour décoder les symboles d’information. Il est
bien connu en théorie des communications qu'une augmentation du taux de codage
entraine une augmentation des probabilités d’erreur. En fait ici, I’élimination des

symboles de parité conduit a une diminution de I'information extrinseque, Lg” ) (1),
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ce qui entraine une dégradation des performances d’erreur.

En se référant aux expressions (4.4) et (4.5) on constate que seuls les symboles
de parité provenant du canal y7,,, interviennent dans le calcul de l'information

extrinséque pour décoder le symbole 4; a l'instant .

- itération y = 1
J
1
A= D
k=1

J k—1 J
w U 1
= Y + Z (yf-}—akOEyi-l—ak—ajO ZO)‘z(‘+)ak—aj> (4'4)
k=1 Jj=1

j=k+1

- itération u, u > 2
J
MW= g Yyl
k=1

J k—1 J
u (p—1 (
AEM) = Y + Z (yip+ak<> EAiiak)—alO B)‘ii)ak—al) (45)
k=1 I=1 I=k+1
Par conséquent, les seuls symboles de parité qui pourront étre utilisés pour le calcul
des équations 1,[157‘;) seront ceux dont 'indice (i+qy) sera égal a 'indice des symboles
de parité conservés apres la perforation (7 +¢b), ¢ =0,1,2,... et k=1,2,...,J.

Donc, si la condition suivante est respectée [7]:
ap = (m—i)mod(b),k=1,...,J (4.6)

alors les équations d)gf,? pourront bénéficier du symbole de parité provenant du
canal y tay,- Autrement, si la position oy ne répond pas a (4.6), alors les équations
1/11(”,? devront étre éliminées lors du décodage pour éviter qu’elles ne modifient de
facon aléatoire la valeur de fiabilité associée au symbole décodé. Le décodeur doit

donc étre modifié pour fixer ces équations Qﬂi(l;) a zéro.
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4.4 Etude des performances d’erreur des codes perforés de taux R = b%l

Nous venons de mentionner que la perforation entraine 1’élimination de certaines
équations de parité. Par conséquent, cette remarque nous ameéne a définir la distri-

E”,? disponibles dans le temps pour décoder les sym-

bution des équations de parité
boles d’information. Nous définissons le nombre d’équations de parité disponibles
pour décoder le symbole u; a I'instant i a l'itération u par la cardinalité de ’ensemble
suivant [7]

Ap = {ag : o = (7 — i) = h mod(b)} (4.7)

ou la cardinalité de cet ensemble est définie par J, = |Ay| avec h =0,1,...,b— 1.
Nous remarquons pour b et 7 fixés, I'indice temporel ¢ définit entierement quel sous-
ensemble de connexions, 4y, sera utilisé pour décoder le symbole d’information
u;. D’ailleurs, ce méme sous-ensemble sera utilisé pour décoder les symboles
d’information w1, ¢ =0,1,... et i =0,1,.... Il est évident que chaque connexion
ne fait partie que d’un sous ensemble, A, donc, J = Zl,’i;z Jr- Si la cardinalité de

tous les ensembles est égale,

Aol = i] = . = Ml = 5
alors nous dirons que le code perforé offre une protection égale sur les symboles
décodés pour le taux de codage R et sera défini EEPP (Equal Error Punctured
Protection). Dans le cas contraire, le code perforé offrira une protection inégale sur
les symboles décodés et sera défini UEPP (Unequal Error Punctured Protection).
Schématiquement, la distribution des équations s’effectue a ’'aide du spectre de
perforation des codes. Ce spectre représente la proportion des symboles décodés

en fonction du nombre d’équations de parité disponibles. Par exemple, a la figure

4.1a, nous présentons le spectre de perforation d’un code UEPP, et a la figure 4.1b,
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celui d’un code EEPP. Nous constatons que les codes EEPP ne comportent qu'une
seule raie et que la proportion des symboles décodés avec % équations de parité est
égale a 1, car tous les symboles sont décodés avec le méme nombre d’équations.
Le spectre des codes UEPP se différencie du spectre précédent, car il comporte
plusieurs raies et la proportion des symboles décodés avec J, équations de parité

n’est pas nécessairement égale pour tous les symboles.

Proportion des bits Proportion des bits
d'information d'information
A A

2
bt @ | =+
|
l
|
I

I1,

L=l b o Jo=---=1y,

Nombre d'équations de Nombre d'équations de
parité disponibles parité disponibles

[

a) code UEPP b) code EEPP

Figure 4.1: Spectres de perforation associés aux codes a) UEPP b) EEPP

Au chapitre précédent, nous avons défini le gain de codage asymptotique du
décodeur itératif a seuil a Paide de la relation (2.29) qui peut étre adaptée, pour

tenir compte de effet de la perforation [7] :

ol dpmin = JImin + 1. Le nombre d’équations de parité minimum disponibles Jpn

pour décoder un symbole d’information s’obtient avec la relation suivante :

(4.9)

|

Imin = h:OI,.I.l.i,{ll)—l){jh} <

ol Jin prend la valeur maximum % si le code est de type EEPP. Donc, pour une
dimension J fixée, la distance minimum d’un code EEPP sera supérieure a celle

d’un code de type UEPP et par conséquent, les performances d’erreur des codes
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EEPP seront supérieures a celles des codes UEPP. Pour cette raison, la prospection

des codes perforés sera axée uniquement sur la recherche de bons codes EEPP.

4.5 Codes convolutionnels perforés doublement orthogonaux simplifiés
au sens large S-PCSO?C-WS

Jusqu’a présent, nous avons énoncé les principaux effets que provoque la perfo-
ration des codes sur les performances d’erreur du décodeur itératif a seuil, sans
définir les conditions que doivent rencontrer les codes perforés. Dans cette section,
nous définissons ces conditions ainsi que les techniques de recherche utilisées pour

les obtenir.

La figure 4.2 présente les 2 classes de codes perforés convolutionnels doublement
orthogonaux simplifés au sens large (S-PCSO2?C-WS) possibles. La figure indique
qu'’il est possible de former des codes S-PCSO2C-WS offrant une protection iden-
tique (EEPP) ou inégale (UEPP) sur les symboles d’information.

Code dlorigine Codes SCC Codes S- CSO*C-WS
"3 AN /
Perforation I I -1 1
P= B
Code perforé
$-PCSO *C-WS
R= b UEPP EEPP a partir de codes SCC
b+1 d partir de codes $- CSO>C-WS

Figure 4.2: Types de codes convolutionnels perforés doublement orthogonaux sim-
plifiés au sens large (S-PCSO2C-WS)

La perforation permet de générer des codes S-PCSO?C-WS de taux de codage

R = b—|—L1 a partir de codes origine de taux de codage initial R = % de type S-
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CSO?C-WS ou bien & partir de code origine de type convolutionnel systématique

(SCC) ne répondant a aucune des conditions de double orthogonalité au départ.

4.5.1 Conditions de double orthogonalité pour les codes perforés

L’équation (3.4) ainsi que la condition (4.6) nous permettent d’établir les conditions
sur la double orthogonalité des codes perforés PCSO2C-WS. Celles-ci se résument

de la maniere suivante [7].

Définition 3 : Un code convolutionnel systématique (SCC) de taux

de codage R = -21- est doublement orthogonale au sens large pour un

taux de codage R = b%l (PCSO2C-WS) si et seulement si 1'ensemble
des connexions du code SCC A ={a; : k=1,2,...,J } répond aux

conditions suivantes :

1- L’ensemble des différences simples S;, = {(oz,(ch) —a)  k#log €
Ap, oy € A} est composé d’éléments distincts ;

2- L’ensemble des différences des différences Dy = {(a!™ —a{") = (ot —

a,&h')) ck#FIm#Enk#Fml#n B =01,...,(b-1), o, €
Apyam € A} est composé d’éléments distincts & exception des

différences inévitables ;

3- L’ensemble des différences simples et 'ensemble des différences des

différences doivent étre disjoints, S, N Dy, = 0.

Pour générer les codes perforés doublement orthogonaux simplifiés au sens large,
nous modifions la deuxiéme condition de la définition 3 en acceptant dorénavant
certaines différences doubles identiques autre que les différences doubles inévitables.

Un code S-PCSO?C-WS devra donc répondre aux conditions de la définition 4.
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Définition 4 : Un code convolutionnel systématique (SCC) de taux
de codage R = % est S-PCSO?C-WS si et seulement si 'ensemble des
connexions du code SCC A = {oy, : k = 1,2,...,J }, répond aux

conditions suivantes :

1- L’ensemble des différences simples S, = {(a,(ch) —o) s k#Flag €
Ay, oy € A} est composé d’éléments distincts ;

2- L’ensemble des différences des différences D), = {(oz,(ch) - ozl(hl)) -

(m— YN k£ Im £ nk#£ml#n b =01,..,(0-

1), a0 € Ap,a,, € A} est composé de Ns(h) éléments iden-

tiques a l'exception des différences des différences inévitables ;

3- L’ensemble des différences simples et I’ensemble des différences des

différences doivent étre disjoints, S, N Dy, = 0.
e Facteur de simplification associé aux codes S-PCSOQ?>C-W$S

Tout comme pour les codes S-CSO?C-WS, le facteur de simplification associé aux
codes perforés s’exprime, pour un sous-ensemble A, de connexions, par le ratio

(h)

entre le nombre de différences doubles égales N et le nombre total de différences

doubles N éh) (toujours en excluant les différences doubles inévitables).
Ne(h)
h=—2_ 0<d6<1 (4.10)

Ny

Le facteur de simplification ¢ est donc associé a I’ensemble des équations de parité
formé par l'ensemble A,. Tout comme cet ensemble, &, est périodique et par
conséquent, pour chaque ensemble Ay, h = 0,1,...,b— 1, nous aurons un facteur
de simplification. Donc, un code S-PCSO2C-WS sera représenté par b facteurs de
simplification et nous caractériserons ce code a l'aide du facteur maximum, d,,4,.

Omaz = h_Iona%-l{éh} (4.11)

-----
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e Spectres de perforation associés aux codes S-PCSO*C-WS

Nous pouvons modifier le spectre de perforation présenté a la section 4.4 pour tenir
compte de la distribution dans le temps des différents taux &y, entre les équations. La
figure 4.3 présente les spectres de perforation associés aux codes perforés de type

EEPP et UEPP. Nous remarquons que les codes EEPP n’offrent plus vraiment

Nombre d'équations de Nombre d'équations de
parité disponibles parité dis ponibles
a) code UEPP b) code EEPP

Figure 4.3: Spectre de perforation associé aux codes a) UEPP et b) EEPP

une protection identique sur les symboles décodés, car certains d’entre eux seront
décodés avec un ensemble d’équations plus corrélées que d’autres. En observant
les raies du spectre des codes EEPP sur une période de b symboles, nous pouvons
entierement déterminer les performances d’erreur du décodeur. Chaque bit étant
décodé avec le méme nombre d’équations de parité, mais avec un facteur J;, différent,
nous pouvons écrire la probabilité d’erreur moyenne sur les bits décodés comme
suit :

Py, (4.12)

ou Pj, représente la probabilité d’erreur associée au symbole d’information décodé
avec J/b équations de parité possédant un facteur de simplification égal & d,. I
est clair que la probabilité d’erreur en (4.12) est inférieure & la probabilité d’erreur

associée au pire cas possible, soit celui ou les symboles sont tous décodés avec le
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systéme d’équations le plus corrélé (6, = dpmaz)-

E < Pémaz (4’13)

Toutefois, nous avons remarqué au chapitre précédent qu’a haut SNR les perfor-
mances d’erreur des codes doublement orthogonaux simplifiés convergeaient vers les
performances d’erreur des codes CSO2C-WS et ce quelque soit la valeur du facteur
de simplification du code utilisé. A partir de ces résultats on en déduit que la prob-
abilité d’erreur Ps,  converge (& haut SNR) vers la probabilité d’erreur associée
aux codes PCSO?C-WS. 11 s’en suit que la probabilité d’erreur moyenne P, doit
aussi converger vers les performances obtenues avec les codes PCSO?C-WS. Par
conséquent, pour un code simplifié de type EEPP, on peut considérer que chaque

bit sera décodé avec la méme probabilité d’erreur ce qui n’est pas le cas pour les

codes de type UEPP.



Exemple 4.2 - Cet exemple permet de mettre en contexte les notions
développées jusqu’a présent sur les codes perforés. Supposons que 'on
désire connaitre le nombre d’équations utilisées par le décodeur pour
décoder les symboles 4; aux instants ¢ = 0 et ¢ = 1 lorsque le code
perforé S-PCSO?C-WS de taux de codage R = % ayant A = {0, 3, 43,
60, 84, 91, 125, 152, 170, 181}, est utilisé avec la matrice P suivante
(m = 0).

P= (4.14)

Selon (4.7), le nombre d’équations disponibles pour décoder les symboles

s’obtient en générant les ensembles A;,.
Ap ={ap = (7 —i) = hmod(b)}

Donc, pour décoder les symboles aux instants ¢ = 0 et 4 = 1 nous devons

vérifier les connexions appartenant aux ensembles suivants :
Ao = {ar, = 0mod(2)} et A; ={ox =1mod(2)}
En calculant le modulo-2 sur chacune des connexions, nous obtenons :

a; =0=0mod(2) as=91=1mod(2)

ay =3 =1mod(2) a7=125=1mod(2)
a3 =43 =1mod(2) ag=152=0mod(2)
ag=60=0mod(2) ag=170=0mod(2)
a5 =84 =0mod(2) aj =181 =1 mod(2)

67
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de sorte que :

Ao = {an, a4, a5, 08,0} et Ay = {an, a3, ag, a7, a1o}

Avec ce code, le décodeur dispose, & chaque itération, de 5 équations
de parité pour estimer les symboles g et 4, offrant ainsi une protection
égale sur les symboles décodés. Les équations utilisées pour décoder
les symboles g et 4y sont représentées par les ensembles ¥y et ¥ qui

possédent un facteur de simplification égal a §y = 0.22 et §; = 0.19

respectivement.
Uy = o, v, ol ol iy (4.16)

Le spectre de perforation de ce code peut étre représenté par celui de
la figure 4.4a. Si la position 7 était égale a 1, alors le symbole g
serait décodé avec les équations de ’ensemble ¥; tandis que le symbole
1y serait décodé avec les équations de l'ensemble ¥y. Le spectre de

perforation de ce code serait alors celui de la figure 4.4b.

Pombre $égutions de Nomsbee d'égunsions de
pariié disponibls poaritd dponibles
ay meh b} me=l

Figure 4.4: Spectres de perforation associés au code de 'exemple 4.2 : a) 7m=0et
b) T=1
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4.5.2 Recherche des codes perforés simplifiés S-PCSO?C-WS

4.5.2.1 Algorithmes de recherche

Pour effectuer la recherche des codes simplifiés perforés S-PCSO?C-WS, nous avons
simplement adapté I'algorithme de recherche aléatoire présenté a la section 3.5.1
du chapitre 3. De cette facon, la structure de I'algorithme présentée a la figure 3.4

est toujours valide a quelques modifications pres.

e Recherche aléatoire des codes perforés S-PCSO?C-WS générés a
partir de codes d’origine S-CSO?C-WS

Cet algorithme de recherche permet la construction de codes S-PCSO*C-WS de type
EEPP & partir de codes d’origine S-CSO?C-WS. En remarquant que l'ensemble
des conditions imposées sur les codes perforés S-PCSO?C-WS forment un sous-
ensemble des conditions imposées aux codes S-CSO?C-WS, nous pouvons donc per-
forer n’importe quel code de type S-CSO?C-WS et il générera un code S-PCSO?C-
WS. Toutefois, rien ne garantit une protection identique sur les symboles décodés.
Comme nous ’avons mentionné a la section 4.3, un code perforé offrira une pro-
tection EEPP seulement si la cardinalité des ensembles Ay, h = 0,1,...,b— 1 est
égale a % Par conséquent, 'algorithme de recherche aléatoire doit étre modifié

pour tenir compte de ce critere. Dorénavant, une nouvelle connexion ne sera créée

que si elle répond a la condition suivante :
ar = hmod(b), h=0,1,...,b—1

et

| Ay [< % (4.17)

autrement, si ces conditions ne sont pas respectées, nous retirons la valeur testée
de la liste L et nous tirons une nouvelle différence simple de fagon aléatoire dans

la liste jusqu’a ce qu’une nouvelle connexion aj, soit trouvée. Cette modification
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représente le seul changement apporté a l'algorithme de départ. Les codes per-
forés S-PCSO?C-WS de type EEPP obtenus & partir de codes S-CSO2C-WS sont
disponibles a la section 4.5.2.2.

e Recherche aléatoire des codes perforés S-PCSO?C-WS générés a
partir de codes d’origine SCC

Pour obtenir des codes simplifiés S-PCSO?C-WS 3 partir de codes convolutionnels
systématiques SCC, I'algorithme de recherche aléatoire présenté ci-dessus doit étre
modifié pour respecter la définition 4 énoncée a la section 4.5.1. A la section
suivante, nous listons les meilleurs codes simplifiés pour différents taux de codage

: 2 6
compris entre 3 et .
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4.5.2.2 Tableaux des meilleurs codes perforés S-PCSO?C-WS de type
EEPP

e Tableaux des codes perforés S-PCSO?C-WS générés a partir de

codes d’origine S-CSO?C-WS

Les deux tableaux de cette section présentent des codes S-PCSO?C-WS offrant

une protection égale sur les symboles décodés. Le tableau 4.2 est particuliérement

intéressant, car les codes simplifiés sont de taux compatibles %, % et %.

Tableau 4.1: Meilleurs ensembles de connexions a; € A pour les codes S-PCSO?C
de taux compatibles R=1/2, R=2/3, 7 =0, 10 < J < 20

J | Omaz | Ensemble des connexions {ay }

10 [ 0.080 | {0, 6, 66, 75, 143, 307, 317, 356, 397, 420}

12| 0.104 | {0, 16, 226, 423, 656, 659, 1055, 1110, 1161, 1227, 1239, 1326}

14 | 0.074 | {0, 163, 496, 583, 613, 1074, 1086, 1620, 1917, 2109, 2129, 2278, 2391,
2468}

16 | 0.079 | {0, 221, 491, 758, 828, 1033, 1109, 1276, 1711, 2310, 3115, 3877, 4108,
4230, 4361, 4532}

18 | 0.081 | {0, 75, 280, 376, 853, 1049, 1464, 1957, 2049, 2437, 2754, 3494, 4442
5152, 5990, 6257, 7419, 7433}

20 | 0.140 | {0, 219, 416, 857, 1047, 1493, 1958, 2419, 2490, 2881, 3385, 4169,

4677, 5364, 6167, 6202, 8310, 10668, 11288, 11762}

Tableau 4.2: Meilleurs ensembles de connexions a; € A pour les codes S-PCSO?C-
WS de taux compatibles R=1/2, R=2/3 et R=3/4, 7 =0, J = 12,16, 18

R=2/3 | R=3/4

J 3 Ensemble des connexions {ax }

121 0.254 | 0.036 | {0, 104, 314, 556, 590, 683, 916, 1059, 1213, 1215, 1233,
1327}

16 { 0.076 | 0.040 | {0, 84, 433, 531, 804, 928, 939, 1422, 1457, 1787, 1981, 2461
3942, 4239, 4522, 4626}

18| 0.081 |0.070 | {0, 75, 280, 376, 853, 1049, 1464, 1957, 2049, 2437, 2754,

3494, 4442, 5152, 5990, 6257, 7419, 7433}
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e Tableaux des codes perforés S-PCSO*C-WS générés a partir de

codes d’origine SCC

Tableau 4.3: Ensembles des meilleures connexions a;, € A pour les codes S-
PCSO?C-WS, R=2/3, générés a partir de codes SCC, 7 =0,6< J <18

J ‘ Omaz l Ensemble des connexions {ay}

6

0.167

{0, 3, 10, 11, 17, 22}

8

0.157

{0, 5, 12, 31, 51, 66, 67, 68}

10

0.147
0.225

{0, 30, 51, 97, 117, 160, 214, 221, 225, 232}
{0, 3, 43, 60, 84, 91, 125, 152, 170, 181}

12

0.079
0.136
0.121
0.195

{0, 18, 93, 106, 293, 497, 827, 922, 948, 954, 967, 977}
{0, 42, 165, 301, 320, 329, 487, 538, 578, 625,641, 666}
{0, 53, 151, 233, 282, 292, 595, 602, 603, 626, 643, 648}
{0, 23, 47, 63, 91, 128, 222, 368, 370, 465, 510, 523}

14

0.182
0.250

{0, 38, 183, 340, 443, 546, 696, 969, 1234, 1257, 1293, 1319, 1350, 1359}
{0, 78, 318, 322, 341, 676, 677, 923, 1066, 1125, 1211, 1299, 1304, 1351}

16

0.123

0.134

0.159

{0, 97, 477, 490, 958, 1387, 1418, 1455, 1678, 2148, 2411, 2860, 2984, 3015,
3041, 3187}

{0, 329, 508, 648, 1071, 1267, 1339, 1371, 1500, 1528, 1988, 2201, 2611,
2670, 2673, 2754}

{0, 303, 384, 629, 1282, 1292, 1299, 1306, 1867, 2022, 2329, 2441, 2454,
2525, 2541, 2624}

18

0.132

0.149

10, 235, 497, 992, 1095, 1316, 1776, 1004, 2351, 2389, 2759, 3191, 3678,
3708, 3961, 4307, 4758, 4906}

{0, 273, 377, 421, 832, 1117, 1689, 1744, 2270, 2709, 2765, 3270, 3788, 4487,
4534, 4672, 4795, 4902}
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Tableau 4.4: Ensembles des meilleures connexions ¢ € A pour les codes S-
PCSO?C-WS,R = 3/4, générés & partir de codes SCC, 7 =0,9 < J <18

J \ Ormaz | Ensemble des connexions {ag}

9

0.149

{0, 9, 11, 16, 22, 47, 55, 68, 69 }

12

0.045
0.169
0.215

{0, 70, 155, 256, 311, 373, 485, 551, 555, 601, 651, 750}
{0, 32, 83, 156, 176, 178, 273, 310, 340, 343, 347, 348}
{0, 13, 63, 81, 82, 104, 128, 158, 224, 235, 249, 256}

15

0.114
0.079

{0, 74, 80, 268, 638, 715, 767, 791, 894, 1386, 1395, 1459, 1501, 1540, 1560}
{0, 37, 230, 246, 593, 595, 601, 602, 826, 1089, 1122, 1130, 1177, 1203,
1208}

18

0.131

0.082

0.099

{0, 139, 359, 547, 718, 772, 1105, 1562, 1952, 2230, 2262, 2625, 3081, 3140,
3560, 3704, 3732, 4092}
{0, 62, 101, 483, 817, 1306, 1492, 1737, 1791, 1823, 2004, 2440, 2514, 2681,
2888, 2926, 2930, 2935}
{0, 7, 46, 442, 728, 1383, 1398, 1439, 1455, 1985, 2160, 2392, 2632, 2693
2774, 2809, 2864, 2901}

Tableau 4.5: Ensembles des meilleures connexions o € A pour les codes S-
PCSO2C-WS, R=4/5, générés a partir de codes SCC, 7 =0, 12 < J < 20

J | Omaz | Ensemble des connexions {ay}

12

0.058

{0, 7, 13, 65, 130, 135, 171, 209, 244, 254, 262, 268}

16

0.049

0.088

{0, 171, 334, 365, 367, 640, 715, 734, 895, 1377, 1400, 1510, 1517, 1524
1530, 1565}
{0, 30, 253, 258, 377, 471, 495, 515, 592, 634, 661, 870, 893, 908, 999, 1040}

20

0.055

0.052

{0, 60, 509, 986, 994, 1203, 1298, 1702, 1915, 1981, 2084, 2195, 2433, 2463,
2704, 3092, 3265, 3546, 3863, 4017}
{0, 27, 146, 515, 801, 1397, 1584, 1591, 1610, 1686, 2080, 2334, 2901, 3144,
3199, 3277, 3309, 3316, 3330, 3363}

Tableau 4.6: Ensembles des meilleures connexions a; € A pour les codes S-
PCSO%C-WS, R=5/6, générés & partir de codes SCC, 7 =0, 10 < J < 20

J l Omaz l Ensemble des connexions {ax}

10

0.221

{0, 3,6, 7, 9, 14, 17, 21, 23, 25}

15

0.043
0.081

{0, 63, 205, 206, 359, 400, 408, 457, 874, 883, 901, 917, 919, 921, 922}
{0, 11, 57, 94, 174, 178, 179, 193, 206, 295, 312, 320, 323, 347, 391}

20

0.038

0.093

{0, 83, 226, 371, 702, 825, 1322, 1439, 1516, 1566, 1918, 2125, 2384, 2305,
2444, 2668, 2744, 2893, 3107, 3172}
{0, 33, 68, 140, 632, 921, 941, 1358, 1374, 1418, 1481, 1645, 1857, 2217,
2624, 2676, 2687, 2800, 2829, 2834}
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Tableau 4.7: Ensembles des meilleures connexions a; € A pour les codes S-
PCSO2C-WS, R=6/7, générés a partir de codes SCC, 7 = 0, J = 12,18

J | Omaz | Ensemble des connexions {ay}

12 ] 0.034 | {0, 4, 7, 38, 39, 42, 59, 64, 73, 87, 92, 95}

18 [ 0.094 | {0, 21, 150, 309, 327, 584, 587, 624, 640, 919, 1004, 1151, 1324, 1330,
1351, 1370, 1381, 1397}

4.5.2.3 Variation de la longueur des codes S-PCSO?C-WS

En comparant la longueur des meilleurs codes S-PCSO%C-WS avec celle des
meilleurs codes PCSO?C-WS présentés dans [7] nous constatons que les codes per-
forés doublement orthogonaux simplifiés offrent une réduction importante de la
longueur des codes. Par exemple, les figures 4.5 et 4.6 présentent la variation et
la réduction de la longueur des meilleurs codes PCSO?C-WS et S-PCSO2C-WS en
fonction de J lorsque R = % 1. Pour cet exemple, nous observons qu'’il est possible,
lorsque nous fixons la longueur de contrainte, d’augmenter la dimension des codes
simplifiés d’au moins 2 ordres de grandeur par rapport aux codes PCSO?C-WS.
Cette propriété s’avere avantageuse, car les performances d’erreur varient selon la

dimension des codes.

1Pour alléger le texte, nous présentons & I'annexe IV la comparaison entre la longueur des
codes S-PCSO?C-WS et PCSO2C-WS pour les taux de codage supérieurs a %
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PCSO?C WS, Ri=2/3

...... S ”...”;..”...”44.“”8.

longueur du code (aJ)

8 10 12 14 16 18
J (connections)

Figure 4.5: Comparaison entre les longueurs les plus courtes pour les codes perforés

S-PCSO2C-WS et PCSO*C-WS, R = %

0.9 T T T 4

0.85

0.8

0.75

Réduction du span

0.7

0.65 . i i
8 10 12 14 16 18
J (connections)

Figure 4.6: Réduction de la longueur entre les codes S-PCSO?C-WS et PCSO2C-
WS, R =2
’ 3
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4.6 Analyse des performances d’erreur des codes S-PCSO?C-WS
4.6.1 Choix des coefficients de pondération

Tout comme pour les codes S-CSO?C-WS l'utilisation de coefficients de pondération
lors du décodage des codes perforés et simplifiés permet ’amélioration des perfor-
mances d’erreur. Les meilleurs coefficients de pondération?, obtenus pour les codes

S-PCSO?C-WS de taux de codage R = 2, sont présentés au tableau suivant.

Tableau 4.8: Meilleurs coefficients a* pour les codes perforés les plus simplifiés de
type EEPP S-PCSO?C-WS, R=2,5 < Jun <9, Ey/Ny =4 dB
Jmin
5 | 6 | 7] 819
a* [0.35]0.30 [ 0.30 [ 0.25 [ 0.25

Si nous comparons les coeflicients du tableau 4.8 avec ceux du tableau 3.1 nous
pouvons observer une faible variation des meilleurs coefficients de pondération. Ces
résultats laissent donc croire que le coefficient de pondération semble varier selon le
nombre d’équations de parité disponibles pour décoder les symboles d’information
et non pas en fonction du type de code doublement orthogonal utilisé. Toutefois,
une étude plus approfondie de ces coefficients pourrait nous éclairer a ce sujet.

Dans le cadre de ce mémoire, nous nous limiterons a cette discussion.

2A la section I1.2 de annexe II nous présentons les résultats de simulation.
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¢ Influence de la matrice de perforation sur les performances d’erreur

Dans cette section, nous analysons l'influence de la position 7 sur les performances
des codes convolutionnels systématiques perforés. La figure 4.7 nous permet de
constater que les performances d’erreur obtenues avec les codes S-PCSO?C-WS ne

varient pas en fonction de la matrice de perforation.

P,,r_o = Pﬂr_l = (418)

Probabilité d’erreur par bit

E /N, (dB)

Figure 4.7 S-PCSO°C-WS, J = 10, A = {0,3,43,60, 84,91,125,152,170, 181},
Omas = 0.225, R= 2, a* = 0.35

Les résultats obtenus ne sont pas surprenants, car la position 7 ne fait que permuter

les raies du spectre de perforation conservant ainsi, sur une période de b symboles,
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la proportion des symboles décodés avec un facteur de simplification d,. La figure
4.8 présente les spectres de perforation associés au code de la figure 4.7 lorsque
a) m = 0 oub) 7 = 1. Nous remarquons que tous les symboles sont décodés
avec b équations de parité. Cependant, lorsque m = 0 les symboles aux instants
1 pairs sont moins bien décodés que les symboles aux instant ¢ impairs, car les
équations utilisées pour décoder ces symboles comportent plus d’éléments corrélés.
A I'inverse, si m = 1, alors les symboles aux instants ¢ pairs seront mieux décodés
que les symboles aux intants ¢ impairs. Donc, quelque soit le scénario envisagé, la
probabilité d’erreur moyenne restera la méme. Comme les performances d’erreur
ne varient pas en fonction de 7, toutes les simulations ont été effectuées avec la

matrice de perforation suivante, correspondant a 7 = 0.

P, = e e (4.19)

b colonnes

ou b dépend du taux de codage désiré apres perforation R = ZZEI'

Nowniwe @équations de Nombre $ixjuations de
parié disponibles pariié disponibles
a) m=0 ay  we|

Figure 4.8: Spectres de perforation associés au code S-PCSO?C-WS, A ={0, 3, 43,
60, 84, 91, 125, 152, 170, 181}, R = %
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e Influence de §,,,, sur les performances d’erreur

La figure 4.9 permet de constater que les performances d’erreur des codes S-
PCSO%C-WS convergent vers celles obtenues avec les codes PCSO?C-WS. Ainsi
a faible SNR, les codes possédant un facteur d,,q4, plus élevé se comportent moins
bien. Toutefois, & plus haut SNR, le comportement des codes S-PCSO?C-WS ne

semble plus varier en fonction de 4,,,,. Une observation attentive de ces courbes

10
E
]
o
= 10
o
@
©
o
3 10
[\
O
o
o : :
> Py ISV A NCERTRTE
10 — ¢ —PCSO"°C WS, o, =781 .
R 2 _ _ s
g § PCSOC WS, Smax— 0.147, 0, = 282|111 0000
2 :
. —s7— 8§ PCSO“°C WS, Smax =0.225, 0, = 181|- -~ b
10 1 I I i
2 2.5 3 3.5 4 4.5

E,/N, (dB)

Figure 4.9: Variation des performances d’erreur des codes S-PCSO?C-WS en fonc-
tion de &4, pour les itérations 1 44, J =10, R = -g—, =0

montre que la dégradation des performances d’erreur des codes S-PCSO?C-WS a
tendance a s’accentuer au fur et mesure que nous augmentons le nombre d’itérations
lorsque le rapport signal sur bruit est faible. L’introduction d’éléments corrélés a la

seconde itération explique cette tendance, car I'indépendance entre les observables
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est rompue provoquant ainsi une propagation des erreurs. Cette propagation des
erreurs est amplifiée d’une itération a 'autre, diminuant ainsi les performances du

décodeur comme pour les codes S-CSO2C-WS.
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e Influence du taux de codage sur les performances

Nous pouvons vérifier a la figure 4.10 la dégradation des performances qu’entraine
laugmentation du taux codage lorsque la dimension des codes J est fixée. Les

codes testés sont ceux du tableau 4.9.

Tableau 4.9: Codes S-CSO?*C-WS et S-PCSO2C-WS de type EEPP de dimension
J=12

R | dmin | Omas | Ensemble des connexions {oy }

1/2] 13 |0.463 | {01512 3261 107 271 411 584 707 894}

2/3 | 7 10.195 | {0, 23, 47, 63, 91, 128, 222, 368, 370, 465, 510, 523}

3/4 5] 0.169 | {0, 32, 83, 156, 176, 178, 273, 310, 340, 343, 347, 348}

4/5 4 0.058 | {0, 7, 13, 65, 130, 135, 171, 209, 244, 254, 262, 268}

6/7 3 |0.034] {0, 4, 7, 38, 30, 42, 59, 64, 73, 87, 92, 95}

Probabibilité d’erreur par bit

- BPSK non codé -

Figure 4.10: Variation des performances d’erreur des codes S-PCSO?C-WS de type

EEPP, J = 12, 8¢ itération, % <R< g, =0
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Nous pouvons justifier ces résultats en analysant ’expression du gain de codage G.
donnée par I'expression (4.8). Nous constatons que pour une valeur de J fixe, une
augmentation du taux de codage R entraine une diminution du nombre d’équations
de parité disponibles pour décoder les symboles d’information, diminuant ainsi
les performances du décodeur. A l'inverse, si nous fixons le taux de codage, les
performances d’erreur s’amélioreront plus la valeur de J sera élevée. La figure 4.11

présente les résultats obtenus pour différentes valeurs de J lorsque R=2/3.

—t— J=8, o, = 68
- J=1 0, o 10 =232

_ : SELEESS —fe J=12, oc12=977

N SIS SRS DTS S~ SR - e J=16,a16=3187:
SRR s _Q_J=18’(118=4906§

Probabilité d’erreur par bit
o

..............................................................................

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Eb/N0 (dB)

Figure 4.11: Performances d’erreur de codes S-PCSO?C-WS de type EEPP 4 la 8¢
itération, R = 2, J = 8,10,12,16, 18



83

e Comparaison entre les performances d’erreur des codes perforés

S-PCSO?C-WS et PCSO?’C-WS

La figure 4.5 a la section 4.5.2.3 nous a permis de constater que les codes S-PCSO?C-
WS offrent une réduction importante de la longueur de contrainte tel qu’il nous est
possible, de remplacer un code PCSO2C-WS par un code simplifié de dimension
plus élevée, tout en conservant une latence plus faible lors du décodage. Par ex-
enple, les courbes présentées a la figure 4.12 nous permettent de remarquer que le
code simplifié de dimension J = 12 offre une réduction du délai de décodage total
d’environ 33 % par rapport au code PCSO?C-WS de dimension J = 10 pour un
méme nombre d’itérations au décodeur. De plus, le code simplifié offre un gain de
codage supplémentaire d’environ 0.25 dB pour une probabilité d’erreur de 1075 et

0.5 dB pour une probabilité d’erreur de 107°.

| —g— PCSO’C WS,J=10, a, =781 |]
| —%— S PCSO’C WS, J=12, &, =523| |

Probabilité d’erreur par bit
<3

2 3 4 5 6 7 8 9 10 1
E_/N, (dB)

Figure 4.12: Comparaison entre les performances d’erreur des codes S-PCSO2C-WS$S
J =12 et PCSO2C-WS J = 10, R = %, 8¢ itération
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4.7 Conclusion

Nous avons montré dans ce chapitre 'impact de la perforation des codes sur les per-
formances du décodeur itératif a seuil. Ceci nous a permis de définir les conditions
nécesséires que doivent rencontrer les codes convolutionnels perforés doublement
orthogonaux simplifiés au sens large. Nous avons aussi vu que ces codes se divisent
en deux types offrant : une protection égale ou une protection inégale sur les
symboles d’information. Pour chaque type de codes perforés, nous avons développé
une représentation spectrale qui nous a permis d’analyser les performances d’erreur.
De plus, nous avons présenté deux différentes méthodes pour générer les codes

S-PCSO?C-WS soit & partir de codes SCC ou bien & partir des codes S-CSO*C-WS.

Une liste des meilleurs codes perforés a été présentée. Les résultats obtenus nous ont
permis de constater que I'utilisation de codes S-PCSO?C-WS permet une réduction
importante de la latence totale, lors du décodage par rapport aux codes PCSO?C-
WS au détriment d’une légere dégradation des performances a faible rapport signal
sur bruit. Toutefois, comme nous I'avons montré, ce léger désavantage peut étre
contourné en utilisant des codes S-PCSO?C-WS de dimension plus élevée sans pour

autant augmenter le délai de décodage.
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CHAPITRE 5

CONCLUSION

5.1 Bilan de la recherche réalisée

Ce mémoire, qui s’inscrit dans la lignée des travaux précédemment entamés sur les
codes correcteurs d’erreur dits convolutionnels doublement orthogonaux, a permis
de mesurer 'influence que provoque une diminution des contraintes imposées aux

codes sur les performances d’erreur ainsi que sur la latence lors du décodage.

Suite a nos recherches, nous avons constaté que la réduction des conditions imposées
aux codes engendre (en comparaison avec les codes doublement orthogonaux au sens

large) :
e une analyse théorique des performances plus difficile du & la corrélation des
équations de parité ;
e une réduction du temps de recherche des bons codes ;

e une réduction importante de la latence lors du décodage ;

e une réduction des composants nécessaires a la réalisation matérielle du

décodeur ;

o une faible dégradation des performances d’erreur (a peine quelques dixiémes

de décibels).

Il en résulte que les codes simplifiés au sens large S-CSO2C-WS et les codes per-
forés simplifiés S-PCSO%C-WS répondent de facon satisfaisante & la problématique
de latence associée au décodage itératif des codes CSO?C-WS. Ainsi, les codes sim-

plifiés pourraient étre utilisés dans des systémes de communications & haut débit
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nécessitant un faible délai de décodage et des performances d’erreur se situant a des
valeurs de % entre celles des codes turbo et celles des techniques conventionnelles
o

de codage.

5.2 Améliorations envisageables

Dans un premier temps, nous pourrions étendre la recherche des codes convolution-
nels doublement orthogonaux simplifiés et simplifiés perforés au sens large pour
des dimensions supérieures a 20 et pour des taux de codage supérieurs a 5/6. La
recherche de codes simplifiés perforés de type UEPP n’offrant pas une protection

identique sur les symboles d’information décodés pourrait étre aussi entreprise.

Deuxiemement, une étude rigoureuse des coefficients de pondération pourrait étre
entreprise. Cette recherche permettrait I'amélioration des performances d’erreur
des codes simplifiés. Nous pourrions aussi étudier I'impact qu’aurait I’élimination

des équations de parité comportant un nombre élevé de différences doubles égales.

Par la suite, nous pourrions réduire les conditions d’orthogonalité imposées aux
codes définis au sens strict. La recherche de ces codes pourrait étre avantageuse,
car leurs performances d’erreur sont supérieures a celles des codes définis au sens

large.

Nous pourrions aussi envisager ’étude du comportement des performances d’erreur
des codes simplifiés, mais cette fois-ci décodés a ’aide d’un algorithme de décodage
plus performant tel que l'algorithme de rétropropagation de l'erreur (Belief Propa-

gation).

De plus, nous pourrions envisager 1’étude du comportement des performances
d’erreur des codes simplifiés en éliminant la boucle de rétroaction (le feedback) &

chacune des itérations.
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5.3 Ouverture

L’utilisation de codes simplifiés pourrait s’avérer avantageuse pour des canaux a
évanouissements. Ce type de canal a tendance a introduire des blocs d’erreur de
sorte que les erreurs ne peuvent plus étres considérées indépendantes les unes des
autres. Il serait possible de combattre ce phénomene en entrelacant les symboles a
la sortie du codeur. Toutefois, pour éviter I'utilisation d’un entrelaceur a I’émetteur
et au récepteur, on pourrait simplement envisager la multiplication des connexions
d’un code par la longueur moyenne des salves d’erreurs. Ceci aurait pour effet
d’augmenter la distance entre les symboles orthogonaux constituant les équations
de parité. De cette fagon, les erreurs pourraient étres considérées indépendantes
les unes des autres. Donc, pour minimiser le délai de décodage les codes possédant

une faible mémoire seront avantagés d’ou 'utilisation des codes simplifiés.
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Annexe 1
Bornes sur les codes

1.1 Définitions des ensembles

Avant de définir les bornes sur les codes, nous rappelons les différents ensembles

associés aux codes doublement orthogonaux.

1.1.1 FEnsemble des connexions

L’ensemble des connexions, A, est représenté par J nombres entiers positifs de sorte

que on < ag < ... < ayoua; =0.

1.1.2 Ensemble des différences simples

L’ensemble, S, est représenté par J(J — 1) nombres entiers de sorte que S = {s;; =
(o —aj), @ # j}. Sidi > jalors s;; > 0ets;; €54, autrement si j > 4 alors

si; < 0ets;; €S_. Onremarque alors que S =S, US_ et Ny = | Sy |= Jﬂg—l—)

1.1.3 Ensemble des différences des différences

L’ensemble des différences des différences est représenté par :
D={d, =(ox—a) = (m—an):k#L, m#n, m#k, | #n}

Cet ensemble contient toutes les différences doubles possibles, incluant les
différences doubles inévitables. Il est montré dans [8] que les conditions imposées
aux indices k, [, m, n peuvent étres réduites a k # [, m # n, m # k, | #
n, m < k, n <[ pour les codes CSO?C-WS. Ces nouvelles conditions permet-

tent 1’élimination des différences doubles inévitables. Sous ces conditions, nous
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définissons 1’ensemble équivalent des différences des différences :
D*={df,;fn=(ak—al)—(am—an):k#l, m#n, k#m,l#n, k>n1>m}
Le nombre de différences doubles positives dans cet ensemble est donné par [8]:

Ny=| D} |= %(J“ —2J%+3J% - 2J) (I.1)
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1.2 Borne supérieure sur le facteur de simplification ¢

Au chapitre 3 nous mentionnons que la borne supérieure sur le facteur de simplifi-

cation est donnée par I'expression suivante :

N,
<1-= )
<1-3 (1.2)

Preuve

Pour prouver l'expression 1.2 il suffit d’observer qu’il y a au moins N;
différences doubles positives distinctes. En fait, en constatant qu’il est

toujours possible de former les différences doubles suivantes :

Ay = 2(ax—ap), k>1

= 2Sk,l (13)

On remarque que ces différences doubles sont formées a partir de N,
différences simples différentes (car le code doit au moins avoir des
différences simples distinctes) donc les différences doubles provenant de
(I.3) sont distinctes. Il s’en suit que le nombre maximum de différences
doubles égales positives Ng ..., en excluant les différences doubles

inévitables, est donné par :

N(imax = Nd - NS
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alors,
Ne
5mam _ d.max
Ny
. N, d N, s
= 7
_ N
Ny
< 1
Mais,
N 5 < N, g,max
alors,
6 < Omax < 1
|

On peut remarquer au tableau suivant que la borne supérieure n’est pas tres serrée

par rapport aux facteurs de simplification maximum des codes obtenus.

Tableau 1.1: Comparaison entre les facteurs de simplifications maximum des codes
S-CSO?C trouvés et la borne supérieure gz, o < J < 10

7 5 [ 6 | 7 [ 8 | 9 [ 10
Code S-CSO?C max{3} || 0.3818 | 0.4333 | 0.4416 | 0.4828 | 0.4895 | 0.4917
Borne Oz 0.8182 | 0.8750 | 0.9091 | 0.9310 | 0.9459 | 0.9565

On peut expliquer cette différence du fait qu’il y a plus que N, différences doubles
nécessairement distinctes. Une borne plus serrée pourrait nous servir d’indicateur
a savoir si les codes simplifiés trouvés a I’aide de ’algorithme de recherche aléatoire
(donc les codes de dimension J supérieure & 8) sont pres d'une solution optimale.
Il reste que la solution & ce probléme réside dans un exercice de dénombrement

complexe et ne sera pas analysé dans ce mémoire.
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1.3 Borne inférieure sur la longueur des codes en fonction du facteur de simplifi-

cation 8

A la section 3.5.3 du chapitre 3, nous mentionnons que la longueur minimum as-

sociée aux codes simplifiés est égale a o :

., N,+N;j— N _N,+(1—-0)N
ay = 2d =T 5 :

| (L4)

Preuve

Sachant que le nombre de différences simples possibles est donné par N
et que le nombre de différences doubles, sans les répétitions provenant
des permutations d’indices, est Ny et qu’il y a Nj différences dou-
bles égales, en excluant les différences inévitables, alors Ny + Ny — N§
représente le nombre de différences qui doivent étres différentes. Or,
on remarque que la plus grande différence provient de 'ensemble des
différences doubles et est égale a (ay — 0) — (0 — a;) = 2ay. Par
conséquent, la plus grande différence doit étre égale a Ny + Ny — N§

d’ou I.4M

Note : nous remarquerons que 'expression 1.4 représente la borne inférieure associée

aux codes CSOC et CSO2C-WS lorsque 6 = 1 et § = 0 respectivement.
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1.4 Bornes supérieures sur les connexions d'un code connaissant a™**

Dans cette section, nous définissons les bornes utilisées pour effectuer la recherche
des codes. Ces bornes nous permettent de limiter notre recherche des bons codes a

I’aide des heuristiques développés.

Soit un code, A, représenté par un ensemble de J connexions, {ay},
répondant aux critéres des codes S-CSO?C-WS et s0it Qmap la valeur
maximale que peut prendre la connexion oy du code A.

On peut représenter la valeur «; & ’aide de la relation suivante :

ay = (aj—oag)+ (ap —az)

= Syt Sk1

avec a; = 0, 1 < k < J et ol sy, et sg1 représentent des différences
simples. Or, comme ce code répond & la définition des codes S-CSO2C-
WS toutes les différences simples doivent étres différentes de sorte que
S5k 7 Sk1. Alors, il y a deux possiblités : s > sg1 ou bien s < s1.
Donc si, syx > Sk 1, alors :

Qg

o < D) (L5)

autrement si Sy < Sg1 alors oy, > a—i’ Donc, toutes les connexions
{ax}, 1 <k < J, sont plus grandes ou plus petites que %Z.

Définissons a présent le code A°, appelé code symétrique au code A,
définit par Iensemble des connexions suivantes A* = {a] : of = ay —
aji1-1,0 =1,...,J} (cette trausformation est simplement une symétrie
miroir du code A suivie d’une translation de ;). On remarque que
o/, = ay. Donc, la connexion a; est soit plus grande ou bien plus petite

ue %L Montrons alors que si as est supérieure & <L alors o, est
2 f 2 Z



inférieure a %i

/
oy = oj—Q J
z J J+1-4
= Qj—QJ
J Z+1
< ay—oay (L.6)
2

I’inégalité provient du fait que « 241> Qg car a; < Qi (provient de la

WER

propriété des ensembles). Donc si « g > alors 1.6 devient :

a; < ay—az (L.7)
2
Qg
< —_—
2

Donc nous venons de montrer que si la position as du code A est
2

supérieure a % alors la connexion correspondante dans I'ensemble A4°

sera inférieure a %2. Donc, pour tous les codes de types S-CS0O?C

(en fait l'important c’est que les différences simples soient différentes

les unes des autres) on peut limiter notre recherche aux codes ayant

ag < % Car si nous trouvons un code pour lequel ay > % alors il y
2 2

a un code symétrique qui offrira les mémes propriétés que le code A et

03

ou o, sera inférieure & %Z.
2

Maintenant, nous pouvons donc considérer uniquement que le sous-
ensemble composé des J/2 premiers éléments de A borné par la valeur
%. Par conséquent, en utilisant (1.7) nous avons ay < . En con-
tinuant ce raisonnement, nous pouvons établir les bornes a l'aide de la

relation suivante :

amer _ 1
(a7 —1) _ By, (L.8)

27

96
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pour i = 0,...,[loga(J)] — 1.

Exemple 1.1 - Sachant que le plus petit code CSO?C-WS de dimension
J =10 est égal & A={0, 29, 40, 43,1020,1328,1495,1606,1696,1698}. En
utilisant la relation (I.8) nous pouvons trouver les bornes utilisées par

nos algorithmes de recherche.

Tableau 1.2: Valeurs utilisées comme bornes sur les connexions d’un code lorsque
af™® =1698 et J =10

i | apgy | Brag = 25—
0 (0314} 1697
1| as 849
2| o 425
3 (67)] 213

Il s’en suit que les bornes sur les connexions de l’ensemble A sont

les suivantes : {a3 = 0,y < 1—%—9§,a3 < %,CM < as,a5 <

1698
=, g, 07, (g, g, 10 < 1697}
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Annexe 11

Détermination des coefficients de pondération

Cette annexe présente les coefficients de pondération optimaux obtenus lors de
simulations pour certains codes simplifiés S-CSO?C-WS et S-PCSO?C-WS. Seuls
les résultats associés aux codes les plus simplifiés des tableaux 3.3, 3.4 et 4.3 sont

exposés.

II.1 Codes S-CSO?C-WS

La figure II.1 présente la variation des performances d’erreur d’un code S-CSO?C-
WS en fonction du coeflicient de pondération utilisé sur 8 itérations. Les figures
I1.2 et I1.3 montrent cette méme variation des performances d’erreur, mais a la

huitieme itération uniquement.

Probabilité d’erreur par bit

7 :
0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 04 0.45
coefficient de pondération, a

Figure I1.1: Probabilité d’erreur en fonction du coeflicient de pondération, a, J =
10, R = %, Ey,/Ny =4dB
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Probabilité d'erreur par bit

7 i i i i
0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4
coefficient de pondération, a

Figure I1.2: Probabilité d’erreur en fonction du coefficient de pondération, a, 8¢
itération, 5 < J < 10, R= %, Ey/N, = 4 dB

1

10

Probabilité d’erreur par bit

0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45
coefficient de pondération, a

Figure I1.3: Probabilité d’erreur en fonction du coefficient de pondération, a, 8°
itération, 9 < J <12, R=4%, Ey/N, = 4 dB
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I1.2 Codes S-PCSO?C-WS de taux de codage R =

w0

Probabilité d’erreur par bit

0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45
coefficient de pondération, a

Figure I1.4: Probabilité d’erreur en fonction du coefficient de pondération, a, 8¢
itération, 4 < Jipin < 10, R = 2, Ey/N, = 4 dB
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Annexe IT1

Répartition des différences double égales selon les J équations de parité

En rappelant que les équations de parité a la seconde itération s’obtiennent avec la

relation suivante :

J k—1 J
(2 2)
wi,k) = yf—f-ako Z<>)‘1(+ak—al<>2(yzy+ak—al + Z (yzp—f—ak—al—l—ano
I=k+1 =1 n=1,n%#l
n—1 J
1
E <>yz"+(ak_al)_(am—an)<> ZO)\i-}-(ak—al)—(am—an))) (IIIl)
m=1m#k m=n+1
ou k = 1,2,...,J. Pour un code S-CSO2C-WS donné, nous pouvons mesurer

le nombre de différences doubles positives appartenant & ’ensemble des différences
doubles égales, D¢, pour chacune des équations de parité. Le tableau III.1 présente
cette répartition pour trois codes S-CSO?*C-WS de dimension J égale 3 10, mais

possédant un facteur de simplification § différent.

Tableau III.1: Répartitions des différences double égales selon les équations de
parité

k €__ €
0 T34 5] 6 78] 9 0] e Dxl| 9
340 (0|0 (001116 ]|50]87|142 | 213 509 0,4917
454 1 010{0[02|15}38 761 84 | 155 370 0,3575
1190 0000 J0O} 1 |5 |17] 38 | 80 141 0,1363

Nous remarquons que la distribution des différences doubles égales selon les
équations de parité a la deuxieme itération n’est ni constante ni linéaire. La figure
IT1.1 nous permet de mieux constater ce phénomene. Ceci fait en sorte que certaines
équations de parité seront moins fiables que d’autres et entralneront une propaga-

tion des erreurs plus importantes lors du décodage. Pour enrayer cette propagation
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% 300 ................................................................... SR

© el - eq | _ _ :

% & o, =340, | D% | =509, 5=0,4917 |

/2] _ eq | _ _ .

S pgpl | B =454, | D9 | =370,6=03575 | ... . ... ... e

3 _ eq | _ N :

3 — «,,=1190, | D9 | = 141,5=0,1363 :

3 . , . : 2

%200_ ............. ............. ............. ....................
KR
§% : : : :

@ T S S SR S oo
g o 1% s 5 ; T

[
@ O . . . .
£8100_ ............. R I RIS I IR
P ‘ : 1 ¢
s : : o
o £ : :
-gg BOL - oo ............. ...... {% .........................
2% | | I

g8 :

© 0 P L c 3 = T

0 2 4 6 8 10

k (indice de 'équation ‘}’i(i))

Figure II1.1: Nombre de différences doubles par équations de parité appartenant a
Pensemble des différences doubles positives égales , J=10

des erreurs, nous pourrions envisager ’élimination de certaines équations de parité
a partir de la seconde itération. Ceci peut se faire en utilisant un coefficient de
pondération nul comme nous ’avons décrit a la section 3.4.2. Toutefois, ce com-

promis n’est pas analysé dans ce mémoire.
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Annexe IV

Variation de la longueur des codes simplifiés doublement orthogonaux
perforés S-PCSO?C-WS de type EEPP pour différents taux de codage

fongueur du code (ocJ)

9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
nombre de connexions (J)

Figure IV.1: Comparaison entre les longueurs les plus courtes pour les codes per-
forés S-PCSO?C-WS et PCSO?C-WS, R = %
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10

—
o
£

longueur du code (on)

12 13 14 15 16 17 18 19 20
nombre de connexions (J)

Figure IV.2: Comparaison entre les longueurs les plus courtes pour les codes per-

forés S-PCSO?C-WS et PCSO*C-WS, R = £

5

10

..........................................

S PCSO S,R=5/6

longueur du code (aJ)

10 12 14 16 18 20
nombre de connexions (J)

Figure IV.3: Comparaison entre les longueurs les plus courtes pour les codes per-

forés S-PCSO?C-WS et PCSO?’C-WS, R =2



105

104 ZZIZZIIIIZZ!IZIZIIIIlIZ'IZIIIIIZIZZ‘IIIIZZZI?III"IIZIZIIIIZZZ'IIIZIIiZZIIZZ
T : /,,/”” ...... E
: PCSO’C WS,R=6/7 = "

longueur du code (ocJ)

10 i i i i
12 13 14 15 16 17 18
nombre de connexions (J)

Figure IV.4: Comparaison entre les longueurs les plus courtes pour les codes per-

forés S-PCSO2C-WS et PCSO?’C-WS, R=$
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Annexe V

Performances d’erreur des codes simplifiés au sens large

V.1 Codes S-CSO2C-WS de taux de codage R = %

| e itération 1 [0S
| —t—itération 2| RIS AN
~—57— iteration 3| : : S
10 B ——itération 4|21 R
| —O— itération 5 |-
| —&—itération 6 |-
| —E—iteration 7 | :
—O— itération 8 |

2 25 3 35 4
E,/N, (dB)

Probabibilité d’erreur par bit

Figure V.1: S-CSO2C-WS, R = 1/2, J=5, A={0, 1, 10, 25, 32}, §=0.2181
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Figure V.2: S-CSO2C-WS, R = 1/2, J=5, A={0, 1, 15, 18, 23}, 6=0.3818
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Figure V.3: S-CSOC-WS, R = 1/2, J=6, A={0, 35, 47, 67, 69, 76}, 6=0.2333
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Figure V.4

Probabibilité d'erreur par bit
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: S-CSO%C-WS, R = 1/2, J=6, A={0, 2, 11, 26, 42, 45}, §=0.4333
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| —=—itération 3|
| —%— itération 4

| ~——8— itération 7|

. e itérationB, .................
2 25 3 3.5 4
E,/N, (dB)

Figure V.5: S-CSO2C-WS, R = 1/2, J=7, A={0, 48, 95, 121, 137, 154, 156},

0=0.2294



Figure V.6: S-CSO?C-WS, R = 1/2, J=7, A={0, 1, 7, 50, 59, 78,

Figure V.7: S-CSO?C-WS, R = 1/2, J=8, A={0, 9,

0=0.4828

Probabibilité d’erreur par bit

Probabibilité d'erreur par bit
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Figure V.8: S-CSO?C-WS, R = 1/2,
208}, §=0.4895

J=9, A={0, 1, 17, 26, 127, 138, 185, 204,
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Figure V.9: S-CSO2C-WS, R = 1/2,
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Figure V.10: S-CSO2C-WS, R = 1/2,
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J=11, A={0, 1, 5, 12, 32, 61,
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| —¥— itération 4 |::
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| —¢— itération 81
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199, 350, 434,

Figure V.11: S-CSO2C-WS, R = 1/2, J=12, A={0, 1, 5, 12, 32, 61, 107, 271, 411,
584, 707, 894}, 6=0.4632
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Figure V.12: S-CSO2C-WS, R = 1/2, J=13, A={0, 2, 12, 144, 190,

974, 1052, 1111, 1214, 1217}, 6=0.4193
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207, 633, 747,

Figure V.13: S-CSO?*C-WS, R = 1/2, J=14, A={0, 1, 5, 12, 32, 61, 107, 230, 355,

514, 919, 1188, 1660, 1967}, §=0.4269
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Probabibilité d’erreur par bit

Figure V.14: S-CSO2C-WS, R = 1/2, J=15, A={0, 1, 5, 12, 32, 61, 107, 230, 355,
514, 824, 1424, 1726, 2384, 2653}, 6=0.4253



V.2 Codes S-PCSO*C-WS de taux de codage R = 3

Probabibilité d’erreur par bit

D[ —— itération 1
| —+— jtération 2| ]
| —=— itération 3| |
i:| —%—itération 4| ]

2 3 4 5 6 7 8
E/N, (dB)

Figure V.15: S-PCSO?C-WS, R = 2/3, J=4, A={0, 3, 10, 11 }
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Figure V.16: S-PCSO?C-WS, R = 2/3, J=6, A={0, 3, 10, 11, 17, 22}
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Figure V.17: S-PCSO2C-WS, R = 2/3, J=8, A={0, 5, 12, 31, 51, 66, 67, 68}



116

| ——itération 1|
| —+—itération 2| ]
| ——itération 3| |
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Probabibilité d'erreur par bit
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Figure V.18: S-PCSO?C-WS, R = 2/3, J=10, A={0, 30, 51, 97, 117, 160, 214,
221, 225, 232}
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Figure V.19: S-PCSO2C-WS, R = 2/3, J=12, .A={0, 18, 93, 106, 293, 497, 827,
922, 948, 954, 967, 977}
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Figure V.20: S-PCSO?C-WS, R = 2/3, J=16, A={0, 97, 477, 490, 958, 1387, 1418,
1455, 1678, 2148, 2411, 2860, 2984, 3015, 3041, 3187}

1§ ——— BPSK non codé
T % J=4 SCC
~~~~~ e J=6 SCC
—+—J=8 SCC
g J=10 SCC
et J=12 SCC
i J=16 SCC
—&— J=18 SCC

Figure V.21: Probabilité d’erreur par bit pour les codes S-PCSO2C-WS de taux de

codage R = 2/3, 8° itération



V.3 Codes S-PCSO*C-WS de taux de codage R = 2

i} ——— itération 1 |
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| —— itération 3| |
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Probabibilité d'erreur par bit
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Figure V.22: S-PCSO?C-WS, R = 3/4, J=6, A={ 0, 1, 5, 8, 10,

12}
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Figure V.23: S-PCSO2C-WS, R = 3/4, J=9, A={ 0, 9, 11, 16, 22, 47, 55, 68, 69}
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Figure V.24: S-PCSO2C-WS, R = 3/4, J=12, A={0, 32, 83, 156, 176, 178, 273,
310, 340, 343, 347, 348}
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Probabibilité d’erreur par bit
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Figure V.25: S-PCSO?C-WS, R = 3/4, J=15, A={ 0, 74, 80, 268, 638, 715, 767,
791, 894, 1386, 1395, 1459, 1501, 1540, 1560}
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Figure V.26: S-PCSO?C-WS, R = 3/4, J=18, A={0, 62, 101, 483, 817, 1306, 1492,
1737, 1791, 1823, 2004, 2440, 2514, 2681, 2888, 2926, 2930, 2935}
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Figure V.27: Probabilité d’erreur par bit pour les codes S-PCSO?C-WS de taux de

codage R = 3/4, 8¢ itération



V.4 Codes S-PCSO*C-WS de taux de codage R = 2

Probabibilité d’erreur par bit

Figure V.28: S-PCSO%C-WS, R = 4/5, J=8, A={0, 1, 2, 3, 7, 9, 14, 20}
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Figure V.29: S-PCSO?C-WS, R = 4/5, J=12, A={0, 19, 92,
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165, 168, 173, 226,

Figure V.30: S-PCSO?C-WS, R = 4/5, J=16, A={0, 171, 334, 365, 367, 640, 715,
734, 895, 1377, 1400, 1510, 1517, 1524, 1530, 1565}
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Figure V.31: S-PCSO?C-WS, R = 4/5, J=20, A={0, 60, 509, 986, 994, 1203, 1298,

1702, 1915, 1981, 2084, 2195, 2433, 2463, 2704, 3092, 3265, 3546, 3863, 4017}

| -+ -J=8scC
|- % - J=125CC
- © -J=16 SCC
|~ ¢ ~J=20SCC

Figure V.32: Probabilité d’erreur par bit pour les codes S-PCSO?C-WS de taux de

codage R = 4/5, 8¢ itération
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V.5 Codes S-PCSO*C-WS de taux de codage R = 2

1i| —>—itération 1} ]
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| —%— itération 4

Probabibilité d’erreur par bit

Figure V.33: S-PCSO?C-WS, R = 4/5, J=10, A={0, 3, 6, 7, 9, 14, 17, 21, 23, 25}
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Figure V.34: S-PCSO?C-WS, R = 4/5, J=15, A={0, 63, 205, 206, 359, 400, 408,
457, 874, 883, 901, 917, 919, 921, 922}
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Figure V.35: S-PCSO?C-WS, R = 4/5, J=20, A={0, 33, 68, 140, 632, 921, 941,
1358, 1374, 1418, 1481, 1645, 1857, 2217, 2624, 2676, 2687, 2800, 2829, 2834}
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Figure V.36: Probabilité d’erreur par bit pour les codes S-PCSO?C-WS de taux de
codage R = 4/5, 8° itération



