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RESUME

Dans cette these nous avons étudié deux problemes combinatoires reliés au pro-
bleme d’affectation de fréquences. Nous avons tout d’abord investigué le probleme de
la T-coloration. La notion de T-coloration d'un graphe est utilisée pour modéliser une
simplification du probleme d’affectation de fréquences. La T-étendue optimale d'un
graphe G représente la largeur de bande nécessaire pour avoir une affectation valide
pour le réseau représenté par G. Dans la premieére partie de cette thése nous avons
déterminé des classes de graphes pour lesquelles nous pouvions facilement calculer la

T-étendue.

Le reste de la these a été consacrée au probleme de la regle de Golomb et a
différentes généralisations de ce probléeme. Nous avons premierement exposé de fagcon
rigoureuse le fonctionnement des méthodes algébriques a I'aide de géométries finies
puis, a partir de cette théorie, nous avons implémenté une heuristique pour construire
des regles de Golomb. En généralisant la théorie aux géométries finies de dimensions
supérieures, nous avons obtenu une heuristique pour la construction des ensembles
doublements orthogonaux, ensembles qui ont leur utilité en théorie du codage. Nous
avons obtenu dans la plupart des cas, des améliorations significatives sur la longueur

des ensembles doublement orthogonaux.

La derniere partie de la these a été reservée au probleme des ensembles de dif-
férences triangulaires (DTS), une autre généralisation du probléeme de la régle de
Golomb qui est utilisée en théorie du codage. Pour améliorer les bornes inférieures
sur la longueur des DTS, nous avons construit un modele utilisant la génération de
colonnes. Une implémentation de ce modele nous a fourni, pour les petites valeurs,

les meilleures bornes inférieures obtenues par la programmation linéaire.
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ABSTRACT

In this thesis we have studied two combinatorial problems related to the frequency
assignment problem. We first investigated the T-coloring problem. Graph T-coloring
is used to model a simplification of the frequency assignment problem. The optimal
T-span of a graph G is used to represent the necessary band-width to have a valid
assignment for the network represented by G. In the first part of this thesis we

determined some classes of graphs for which we can easily compute the T-span.

The rest of this thesis is concerned with the Golomb ruler problem and general-
izations of it. We exposed rigorously an algebraic method, based on finite geometries,
that we use to generate and study Golomb rulers. By generalizing the theory to finite
geometries of higher dimensions, we obtained a heuristic for the generation of doubly
orthogonal sets, which are used in coding theory. In most of the cases, we obtained

significant improvements on their lengths.

The last part of this thesis is concerned with the DTS problem, another gener-
alization of the Golomb ruler problem, used in coding theory. To improve the lower
bounds of the DTS lentghs we built a model using column generation. We obtain,

for small values, the best lower bounds from linear programming.
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INTRODUCTION

Depuis quelques décennies, le domaine des communications a connu un essor
extraordinaire grace a la découverte de nouvelles technologies. Cet essor a fourni
aux chercheurs une grande quantité de problémes théoriques inhérents a la mise en
place de ces nouvelles technologies. La résolution de ces problemes représente parfois
un niveau de rentabilité suffisant pour déterminer si les technologies sous-jacentes
peuvent étre mises en place ou non. L’économie mondiale actuelle ainsi que notre
qualité de vie dépend en grande partie de l'efficacité de I'échange d’information.
La recherche de meilleures méthodes de résolution pour les problémes reliés aux

technologies déja mises en place est donc aisément validée.

Le probleme d’affectation de fréquences (PAF) figure parmi les problémes im-
portants dans le domaine des communications. Ce probléme consiste a affecter a un
ensemble d’émetteurs-récepteurs, situés dans un réseau, des fréquences appartenant a
un certain spectre de maniere a éviter les interférences entre les différentes émissions
d’ondes. L’importance de ce probleme vient du fait que les besoins de communi-
cation sont toujours croissants, ce qui correspond a une complexification du réseau
d’émetteurs-récepteurs, alors que le spectre des fréquences radio est une ressource

fixe.

Dans les applications de la vie courante, les contraintes de PAF peuvent varier
selon la qualité d’émission nécessaire pour le bon fonctionnement de I'application.
De méme, la difficulté de résolution du probléme varie selon les exigences imposées.
Différentes variations du probleme PAF peuvent également étre envisagées selon que
les applications dépendent d’un réseau permanent ou variable. Pour résoudre les
différentes variantes de PAF, des modéles doivent étre construits. Une des approches

pour résoudre PAF dans le cas général est la méthode des T-colorations introduite



par Hale (1980). La notion de T-coloration est une généralisation de la notion usuelle
de coloration de graphe, ou T fait simplement référence a un ensemble de valeurs
interdites correspondant a des intervalles du spectre des fréquences qui doivent étre

évités.

La méthode de résolution de PAF a l'aide des T-colorations n’est pas complete,
dans le sens ol toutes les contraintes relatives au réseau ne peuvent pas étre considé-
rées par le probleme de la T-coloration. De fagon générale, les contraintes associées
au probleme PAF sont des contraintes d’interférence. L’interférence est le phénomene
qui survient lorsque plusieurs signaux se mélent pour former un nouveau signal indé-
sirable. Un type particulier d'interférence qui survient dans les applications pratiques
et qui ne peut pas étre considéré avec les T-coloration est I'intermodulation. L’inter-
modulation est le phénomene d’interférence qui survient lorsque plusieurs signaux se
mélent pour former un nouveau signal de fréquence pres d’une fréquence existante,
ceci empéche alors le signal d’étre filtré, et par conséquent, les signaux originaux
d’étre retrouvés. On distingue différents types d’intermodulation selon le nombres de
signaux en cause. En théorie tous les produits d’intermodulation possibles doivent
étre considérés pour résoudre le probléme de l'intermodulation, mais en pratique la
résolution du probléme n’est faite que pour un nombre borné de signaux pouvant se

combiner.

En considérant la formulation du probléme de I'intermodulation donnée par Bab-
cock (1953), le probleme peut étre décomposé et traduit en terme de problémes
combinatoires s’apparentant aux regles de Golomb. En effet, lorsque le signal de
chaque émetteur est susceptible de produire de I'intermodulation, le probleme de
I'intermodulation d’ordre 3, c’est-a-dire avec au plus trois signaux se combinant, se
résume a trouver une régle de Golomb avec un nombre d’entiers correspondant au
nombre d’émetteurs. De méme, le probleme de 'intermodulation pour les ordres su-
périeurs peut également étre traité avec des notions généralisant les regles de Golomb

(Atkinson et al., 1986).



Dans cette thése nous nous sommes intéressés de fagon théorique a deux sous-
problémes du probleme PAF. Le premier sous-probleme est 'affectation des fré-
quences en ne tenant compte que des contraintes sur les différences entre les fré-
quences qui doivent étre affectées. Comme nous 'avons déja dit, ce probléme est
équivalent au probléme de T-coloration sur les graphes. Le second sous-probléme est
le probleme d’intermodulation ou, sous la forme que nous ’avons abordé, le probleme
de la regle de Golomb. Nous avons également considéré certaines généralisations du
probleme de la régle de Golomb, c’est-a-dire les ensembles doublement orthogonaux

et les ensembles de différences triangulaires.

Le premier chapitre de cette these est uniquement consacré au probleme de la 7-
coloration de graphes. La premiere section de ce chapitre consiste en une bréve mise
en situation. Dans la seconde section nous présentons les notions générales concernant
le probleme PAF : énoncé du probleme, explication des différents types d’interférence,
présentation des contraintes associées a chaque type d’interférence ainsi qu’un apercu
des modeles utilisés pour résoudre les problemes. Dans la troiseme section nous pré-
sentons d’abord les définitions et les résultats de bases concernant les graphes et les
T-colorations, puis la section se termine sur la présentations des dernieres avancées
sur le sujet des T-colorations. La quatrieme section qui est consacrée aux homomor-
phismes de graphes est utile pour expliquer et justifier les résultats de la section
suivante. Dans la cinquieme section de ce chapitre nous présentons les résultats que
nous avons obtenus concernant les classes de graphes pour lesquels il est possible
de résoudre le probléme de la T-coloration de maniére efficace, c’est-a-dire avec des
algorithmes polynomiaux. Puis nous terminons cette section par un algorithme po-
lynomial que nous avons obtenu pour déterminer une borne sur les T-colorations des

graphes 3-colorables a partir de la seule donnée d’un ensemble T' de valeurs interdites.

Le second chapitre de cette thése porte sur un probleme combinatoire ayant de
nombreuses applications, le probleme de la regle de Golomb. Une application de ce

probléme est, comme nous 'avons déja dit, le traitement de I'intermodulation d’ordre



3 dans le probleme PAF. La premiere section de ce chapitre constitue une mise en
situation du probléeme. Premiérement, le probleme est défini, puis nous présentons
les applications des regles de Golomb, les bornes du probleme sont ensuite discutées,
et finalement, cette section se termine par la présentation des différentes approches
pour résoudre ce probleme. La seconde section donne un bref apercu des méthodes de
résolution dites exactes. La troisieme section de ce chapitre présente de fagon formelie
les méthodes algébriques pour construire les regles de Golomb. La premiere partie
contient les résultats sur les corps finis qui nous seront utiles pour justifier le recours
aux méthodes algébriques pour solutionner le probleme de la regle de Golomb. Nous
présentons ensuite les différentes constructions pour les géométries finies ainsi que
les résultats relatifs a ces géométries. Finalement, nous présentons les algorithmes de
constructions des regles de Golomb basés sur les méthodes algébriques. Cette partie
de la these a pour avantage de présenter au lecteur de fagon explicite les idées sous-
jacentes aux méthodes algébriques. Il existe en effet dans la littérature de nombreuses
références sur les méthodes algébriques mais les explications sont, dans la plupart
des cas, insuflisantes. Les travaux de cette partie visent donc également & remplir
cette lacune. La quatriéme section de ce chapitre porte sur les ensembles doublement
orthogonaux, une notion généralisant la notion de regle de Golomb qui correspond au
probleme de l'intermodulation pour les ordres supérieurs . Dans cette section, nous
présentons tout d’abord quelques résultats utiles sur les corps finis. Nous présentons
ensuite les relations liant les géométries finies a la structure des ensembles doublement
orthogonaux. La partie suivante est consacrée a l’algorithme de construction des
droites pour les géométries finies. Nous présentons ensuite un algorithme pour réduire
les ensembles doublement orthogonaux obtenus par les géométries finies. Puis, la
derniére partie de cette section est réservée a la présentation des résultats obtenus
par nos algorithmes. Ces algorithmes fournissent dans la plupart des cas les meilleurs

ensembles doublement orthogonaux connus a ce jour.

Le troisieme chapitre de cette these est consacré au probleme des ensembles de

différences triangulaires (DTS), une généralisation des régles de Golomb. La premiere



section de ce chapitre est utilisée pour énoncer les généralités sur les D'TS. Nous pré-
sentons tout d’abord la définition du probléme, puis les propriétés générales. Nous
discutons ensuite brievement des applications des DTS. Puis nous donnons les bornes
connues pour le probleme des DTS. La section se termine sur un bref apercu des ap-
proches existantes pour résoudre le probleme du DTS. La seconde section est dédiée
aux méthodes algébriques. Nous présentons en premier lieu les différentes notions
d’algébre inhérentes au sujet. Puis, dans le reste de cette section nous présentons
les différentes techniques algébriques pour lesquelles les meilleurs DTS sont obtenus.
La troisieme section concerne les méthodes de résolutions relatives a la programma-
tion linéaire. Nous présentons d’abord le premier modeéle de programmation linéaire
proposé par Lorentzen et Nilsen (1991) et ensuite une formulation révisée de leur
modele. Puis, cette section ce termine par la présentation d’'une formulation amé-
liorée du modele de Lorentzen et Nilsen proposée par Shearer (1999). La quatrieme
section de ce chapitre concerne une formulation que nous avons proposée, basée sur
le principe de la génération de colonnes. Nous présentons premierement notre formu-
lation en détail, puis nous démontrons la validité de notre modele. Nous présentons
ensuite les résultats obtenus avec notre formulation concernant la borne inférieure
sur les DTS. Les différentes améliorations apportées a notre modele fournissent dans
quelques cas les meilleures bornes inférieures connues a ce jour et, de fagcon générale,

les meilleures bornes inférieures obtenues par programmation linéaire.



CHAPITRE 1

HOMOMORPHISMES ET T-COLORATIONS

1.1 Introduction

Dans le domaine de la théorie des graphes, le probleme de coloration des graphes a
été étudié par plusieurs chercheurs. De nombreux travaux sur le sujet sont disponibles,
et le lecteur intéressé peut se référer au livre de Jensen et Toft (1995). Ce probleme
a de nombreuses applications dans la vie courante. Pour ne donner que quelques
exemples, citons les problemes d’affectation de taches, de maintenance de flottes,
de réglage de feux de circulation, de collecte d’ordures, de confection d’horaires,
etc. (Roberts, 1991a). Il est bien connu que le probléme de coloration des graphes
appartient & la classe des problémes NP-complets (Garey et Johnson, 1979). Par
conséquent, il n’existe pas a ce jour d’algorithme pour résoudre ce probleme en temps
polynomial. Ainsi, le probleme de coloration des graphes demeure toujours un sujet
d’actualité. Une généralisation de la notion de coloration des graphes est le probleme
de la T-coloration des graphes. La notion de T-coloration a été introduite par Hale

(1980) pour modéliser le probleme d’affectation de fréquences.

1.2 Probleme d’affectation de fréquences

Etant donné un ensemble d’émetteurs radio V = {1,2,...,n}, un spectre radio R
et un ensemble de contraintes, le probleme d’affectation de fréquences, en abrégé PAF,
consiste a affecter & chaque émetteur une fréquence disponible dans le spectre, de ma-

niére a respecter chacune des contraintes données. De facon générale, les contraintes



du probleme sont définies par les interférences qui surviennent entre les émetteurs.
Ces contraintes portent donc sur les différences entre les fréquences qui sont affectées
aux émetteurs. Soit V l'ensemble des émetteurs. Une fonction f : V — R qui satisfait
les contraintes imposées est appelée une affectation de fréquences. Le probleme d’af-
fectation de fréquences est un probléme tres difficile, ¢’est-a-dire NP-complet (Hale,
1980; Garey et Johnson, 1979). Pour cette raison plusieurs simplifications du pro-
bleme ont été considérées dans les différentes études sur le sujet. Dans cette section,
nous utilisons une terminologie due & Hale (1980), qui a été le premier & réaliser
I'unification des différents résultats se rapportant au probleme PAF. De méme, nous
ne considérons le probléeme que dans le cas ol chaque émetteur est omnidirectionnel,
les émetteurs sont tous de méme puissance et ils disposent tous de la méme largeur
de bande. Cette derniere simplification nous permet donc de considérer I’ensemble

des fréquences disponibles comme étant un sous-ensemble fini de Z™*.

1.2.1 Types des contraintes

Soit V un ensemble d’émetteurs et f une affectation de fréquences, on classe les
contraintes sur {u, v}, une paire d’émetteurs, selon la plus petite différence permise
entre f(u) et f(v) de maniere & ce qu’il n’y ait pas d’interférence entre u et wv.
En particulier, on dit qu’on a une contrainte co-canal entre deux émetteurs u et v
lorsqu’on ne peut pas affecter la méme fréquence a u et v sans qu’il y ait d’interférence.
Lorsque les deux émetteurs u et v doivent avoir des fréquences qui different de plus
de 1 pour éviter l'interférence, on parle de contraintes d’adjacence entre u et v. De
fagon générale, lorsque les deux émetteurs doivent avoir des fréquences qui different

de plus de k, on a une contrainte d’adjacence de niveau k.

Dans une version simplifiée du probleme PAF, les contraintes d’interférence sont
toutes définies par rapport aux distances entre les émetteurs. Ainsi, une contrainte

de co-canal s’exprime comme D(u,v) < d = |f(u) — f(v)| # 0. Autrement dit,



si u et v se situent a moins de d kilometres I'un de l'autre, alors ils doivent avoir

des fréquences différentes. Une contrainte d’adjacence de niveau k s’exprime comme

D(u,v) < d = |f(u) = f(v)| > k.

Hale (1980) a donné une terminologie unificatrice pour tous les problémes d’af-
fectation de fréquences ayant un certain type de contraintes. La formulation du pro-
bleme PAF qui suit est une généralisation des différents problemes d’affectation de
fréquences définis par rapport aux distances. La contrainte générale de niveau k
est : R(k) = (T(k),d(k)), ou k = 0,1,2,...,m, T(k) C Z* est un ensemble fini et
d(k) € Z* pour tout k. Les T(k) et les d(k) doivent satisfaire

{0}=TO)CT(1)C..CT(m)et
d(0) > d(1) > ... > d(m) > 0.

Alors, si | f(u)— f(v)| € T(k),Vu,v € V, on dit que f est une affectation de fréquences
pour V et T(k).

Pour les cas ou les contraintes ne sont pas définies par rapport aux distances, Hale
construit un ensemble de contraintes encore plus général que le précédent, contenu

dans une matrice appelée matrice de séparation des canaux.
Définition 1.1. Soit V = {1,2,...,n} Uensemble des émetteurs et soit
PY(ZY)={SCZ'|S=0ouS est un ensemble fini contenant 0}.

Sit:V xV — P*(Z7) satisfait t(i,1) = 0 et t(i,5) = t(5, i) pour tout i,j € V,i # j,
alors t est appelée la matrice de séparation des canaux pour V. Si f : V — Z7*
satisfait |f(i) — f(5)| € t(¢,7), Vi,j € V alors f est appelée une affectation réalisable
pour V et t.

1.2.2 Applications des T-colorations

Une T-coloration d’'un graphe G est une coloration des sommets de G avec des

entiers telle que la différence entre les couleurs de n'importe quelle paire de sommets



n’appartiennent pas a T, un ensemble d’entiers. La définition des contraintes du
probleme d’affectation de fréquences montre de facon évidente la relation entre le
probleme de T-coloration et le probleme PAF. Ce chapitre, suite a la présentation du
probleme PAF, est consacré a 1’étude des T-colorations. Nous y présentons d’abord
les définitions et résultats relatifs a cette notion, puis nous déterminons certaines
classes de graphes, c’est-a-dire de réseaux de télécommunication, pour lesquelles le

probléme de T-coloration (et donc le probleme PAF) est de résolution facile.

L’obtention de classes de graphes facilement T-colorables permet de calculer des
bornes sur le nombre de fréquences nécessaires et 1’étendue des fréquences a utiliser.
Les bornes fournies peuvent aider & déterminer si le probleme possede une solution
réalisable pour un spectre radio donné. De méme, advenant le cas ol aucune solution
réalisable n’existe, les algorithmes de T-coloration peuvent grandement faciliter la
tache de déterminer quelles sont les contraintes les plus contraignantes et le cas
échéant, réduire ces contraintes tant qu’il n’y a pas espoir de trouver une solution

réalisable.

1.2.3 Meécanismes d’interférence et intermodulation

Le probleme d’affectation de fréquences tel que présenté précédement se traduit
en termes de T-coloration sur les graphes. Toutefois, comme on peut I'imaginer, la
résolution d'un tel probleme est d’une certaine maniére une résolution partielle du
probleme pratique réel. En effet, dans la formulation générale de PAF, on retrouve
certains types de contraintes qui ne sont pas énoncées dans le modele de la section
précédente. Un exemple de contraintes ignorées dans ce modele est donné par les
contraintes d’intermodulation. Pour bien expliquer le mécanisme d’intermodulation,

nous présentons d’abord la terminologie se rapportant au modele que nous utilisons.

Le probleme est tout d’abord fourni avec un réseau de télécommunication. Ce

réseau est constitué d’'un ensemble de sites. Un site est constitué lui-méme d’un
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ensemble de cellules, et chaque cellule possede un ensemble d’émetteurs. De facon
générale, chaque cellule comprend entre 1 et 4 émetteurs. La Figure 1.1 illustre un
réseau de 3 sites Sy, Sy, et Sz, ou S; et S; sont des sites a trois cellules et Sy est un

site a deux cellules. Dans cette illustration, chaque cellule possede deux émetteurs.

S, Sy

Ss

FIGURE 1.1 - Ezemple d’un réseau de télécommunication.

Lorsqu’on détermine les contraintes d’interférence, on distingue généralement les
différents types de mécanismes d’interférence. Un de ces mécanismes est I'interfé-
rence co-site. Ce mécanisme qui est illustré a la Figure 1.2 survient, comme son nom
I'indique, lorsque deux émetteurs i et j sont situés dans un méme site. La Figure 1.2
représente quatre émetteurs, u, v, T et y, avec v et x qui appartiennent au méme site.
Supposons que u émet un signal pour x et que v émet pour ¥, puisque les signaux
émis par les émetteurs sont omnidirectionnels z recoit en méme temps les signaux
de u et de v. Lorsque les signaux sont de longueur d’onde relativement pres 1'une
de I'autre il est possible que le signal requ par z, qui est alors une combinaison des
signaux émis par u et v, soit incompréhensible. Dans ce cas, on dit que les fréquences
affectées a = et v doivent étre distinctes par au moins d unités. Puisque z et v sont
situés dans un méme site, la contrainte est alors appelée contrainte d’interférence
co-site. Lorsque l'interférence survient entre deux émetteurs issus de sites différents,

on dit alors qu’on a une interférence site-disjoint. La raison de la distinction entre
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ces deux types d’interférences, qui dans les faits représentent le méme phénomene,
est que la différence exigée entre deux fréqunces, c’est-a-dire la valeur de d, n’est
habituellement pas du méme ordre de grandeur pour une contrainte co-site et une

contrainte site-disjoint.

Les contraintes associées a ce genre d’interférences prennent habituellement la
forme |f(i)— f(j)| > d, pour d un entier naturel, c¢’est-a-dire que la fréquence affectée
a Pémetteur ¢ doit étre distincte par au moins d unités de la fréquence affectée a

I’émetteur j . Autrement dit, sous la forme matricielle de la définition 1.1, on aura

t(i,5) = {0,1,....,d — 1}.

FIGURE 1.2 — Interférence co-site.

Un autre mécanisme d’interférence est I'intermodulation. Ce phénomene survient
lorsque plusieurs signaux se mélent de facon a former un nouveau signal indésirable.
On peut, en général, filtrer le nouveau signal ainsi formé. Toutefois, s’il s’avere qu’un
des signaux produisant 'intermodulation soit assez prés du nouveau signal indési-
rable, la filtration peut devenir impossible sans qu’il n’y ait perte d’information. La
Figure 1.3 illustre le phénomene d’intermodulation, oli une combinaison des signaux
émis par les émetteurs v et w se confond avec le signal émis par u, qui, par conséquent,
est impossible & filtrer par le récepteur z. Dans ce cas, on a |af(v) + 8f(w)| = f(u),

ou a et @ sont des entiers non nuls et f est 'affectation de fréquence utilisée.

De facon générale, on exprime une contrainte d’intermodulation sous la forme



Z

FIGURE 1.3 — Interférence par intermodulation.

suivante :

Zaif(mi) # f(y), ou oy € Z*,Vi.

i=1

On dit alors qu'on a une contrainte de n signaux et d’ordre Y-, |o|. Par exemple,
2f(x1) + f(x2) — 2f(x3) # f(y) est une contrainte d’'intermodulation d’ordre 5 sur 3
signaux. Il est facile de voir que les contraintes d’intermodulation ainsi définies sont
trés nombreuses, et il devient rapidement fastidieux de toutes les satifaire pour un
probleme relativement grand. En ce qui nous concerne, nous nous limiterons donc aux
contraintes de troisieme ordre seulement. Parmi les contraintes de troisieme ordre, on
distingue d’abord les contraintes de deux signaux et les contraintes de trois signaux.
Soit M* la matrice exprimant les contraintes d’intermodulation définie de la facon

suivante :

1 si les produits d’intermodulation créés dans la cellule C;
]Mi’]”t = doivent étre évités dans la cellule Cj,
0 sinon.

On suppose que M = 0, pour tout i. Parmi les contraintes de deux signaux, on

distingue les deux formes suivantes :
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Formulation 1. Soient C; et C; deux cellules telles que J\l}}”‘ = 1. Alors, quelles que
soient les fréquences f et f' affectées a la cellule C;, les fréquences 2f — f' et 2f' — f

ne doivent pas étre affectées a la cellule C;.

Formulation 2. Soient C;,, C;, et C; trous cellules telles que C;, et C;, appartiennent
au méme site et Mff} = Mfg’f = 1. Alors, quelles que soient la fréquence f affectée

a C;, et la fréquence f' affectée a la cellule C;,, les fréquences 2f — f' et 2f' — f ne

dotvent pas €étre affectées a la cellule C;.

En ce qui concerne les contraintes trois signaux, on distingue les trois formes

suivantes :

Formulation 1. Soient C; et C; deux cellules telles que Ml’]"t = 1. Alors, quelles que
sotent les fréquences f, f' et f" affectées a la cellule C;, les fréquences f + f' — f”,

f+f"—f et f'+ f"— f ne doivent pas étre affectées a la cellule C;.

Formulation 2. Soient C;,, C;, et C; trois cellules telles que C;, et C;, appartiennent
au méme site et ]\Ii"l"f = ]\lg;t = 1. Alors, quelles que soient les fréquences f et f’

affectées a la cellule C;, et la fréquence f" affectée a la cellule C,, les fréquences

f+f =1 f+f"—f et f'+ f"— f ne doivent pas étre affectées d la cellule C;.

Formulation 3. Soient C;,, C;,, C;, et C; quatre cellules telles que C;,, C;, et Cy,
appartiennent au méme site et J\l}l"jt = Mj,fjt = ]\Ifgnj-t = 1. Alors, quelles que soient
la fréquence f affectée a la cellule C;,, la fréquence f' affectée a la cellule C;, et
la fréquence f" affectée a la cellule C;,, les fréquences f + f' — f", f+ f" — f" et

f'+ " — f ne doivent pas étre affectées a la cellule C;.
J

Remarque 1.2. On remarque que le cas a deux signauzx est en fait un cas particulier
du cas a trois signaux lorsqu’on permet a deux fréquences d’étre les mémes. Il est
donc possible de se restreindre auxr contraintes de trois signaux pour caractériser les

contraintes d’intermodulation de troisiéme ordre.
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1.2.4 Applications des regles de Golomb

En télécommunications, les regles de Golomb interviennent lorsqu’on considéere
les produits d’intermodulation de troisieme ordre. On a vu précédemment que les
contraintes d’intermodulation de troisieme ordre s’expriment de fagon générale sous
la forme fi1 + fo — f3 # fa, c’est-a-dire fo — f5 # f4— f1. Ainsi, lorsqu’on considére un
réseau avec un sous-ensemble d’émetteurs présentant toutes les containtes d’intermo-
dulation possibles, le probleme de satisfaire ces contraintes se résume a trouver une
regle de Golomb. Autrement dit, le fait de considérer toutes les contraintes d’intermo-
dulation correspond & travailler sur un graphe complet G** (graphe des contraintes
d’intermodulation) dont les sommets représentent les émetteurs et les arétes, les
contraintes d’intermodulation. Dans le cas ou les contraintes d’intermodulations ne
sont pas toutes considérées G*™ n’est pas un graphe complet et alors la longueur
minimale d’une regle de Golomb qui a pour ordre le nombre d’émetteurs du réseau
est une borne supérieure sur ces composantes. De facon générale, pour les contraintes
d’intermodulation d’ordre supérieur a 3 on peut se référer a un article de Atkinson

et al. (1986).

Le probleme de la régle de Golomb est le sujet d’étude du chapitre 2. On y présente

les différentes approches pour le résoudre et les résultats connus.

1.2.5 Remarques sur le cas réel

Le probleme d’affectation de fréquences limité aux différences interdites, qui
peut étre traduit en termes de T-colorations, est considérablement alourdi lorsque
Pon considere les contraintes d’intermodulation telles que décrites ci-dessus. Ainsi,
lorsqu’on ajoute les contraintes d’intermodulation au probleme PAF, le probléme
se traduit en un probleme de T-coloration avec contraintes supplémentaires. Ces

contraintes supplémentaires ne s’expriment pas directement en termes de contraintes
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de T-coloration et sont d’autant plus difficiles & manipuler. En pratique, pour ré-
soudre ce genre de problemes, on essaie de limiter le plus possible les phénomenes
d’intermodulation, de maniére a maintenir les interférences dans le réseau a un ni-
veau acceptable. De plus, puisqu’en pratique le spectre radio utilisable est limité, il
devient souvent impossible de trouver une solution réalisable du probleme PAF en
considérant toutes les contraintes d’intermodulation et en utilisant le spectre radio

fourni.

1.3 Graphes et T-colorations

Dans ce qui suit nous présentons les définitions générales de la théorie des graphes
et les notations qui seront utilisées tout au long de ce texte. Par la suite, nous
énoncons le probleme de T-coloration, qui est notre principal sujet d’étude, ainsi que
les définitions qui y sont rattachées. Nous présentons ensuite, brievement, différentes

notions relatives aux T-colorations.

1.3.1 Définitions sur les graphes

Un graphe simple G est un couple formé d'un ensemble fini V' de sommets et
d’un ensemble de paires de sommets appelées arétes. Dans ce qui suit, nous utilisons
graphe plutdot que graphe simple, et il sera parfois permis que V soit infini. Etant
donné G, on note V(G) l'ensemble des sommets de G et E(G) 'ensemble des arétes.

L’ordre d’un graphe G, noté |G|, est la cardinalité de V(G).

Soit z et y deux sommets de G. On dit que z et y sont adjacentssi {z,y} € E(G).
Le voisinage de W C V(G) dans G, noté N(W), est 'ensemble des sommets de
V(G) \ W qui sont adjacents & au moins un sommet de W. En particulier, le degré

d’un sommet v, noté deg(v), est la cardinalité de N({v}). Notons que le voisinage d’un
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ensemble de sommets est également un ensemble de sommets; il est donc possible de
considérer le voisinage d'un voisinage. L’ensemble obtenu en considérant i — 1 fois le
voisinage du voisinage obtenu en partant de W C V(G) est appelé le i-ieme voisinage
de W et est noté N*(W).

Le cycle d’ordre n, noté C,, est le graphe défini par V(C,) = {v1,v2,..., v} et
E(Cy) = {{v1,v2},{v2,v3}, ..., {vn, v1}}. Le graphe complet d’ordre n, noté K, est le
graphe défini par V(K,) = {v1,v2, ..., vn} et E(K,) = {{u,v} 1 u,v € V(K,),u # v}.

On dit qu'un graphe H est un sous-graphe de G si V(H) C V(G) et E(H) C
E(G)N(V(H) x V(H)). Soit G un graphe et soit X C V(G). Le sous-graphe de G
induit par X, noté G| X|, est défini par V(G[X]) = X et E(G[X]) = E(G)NP,(X), ol
Pa(X) est I'ensemble des paires d’éléments de X. On dit que H est un graphe partiel
de GsiV(H) =V(G) et E(H) C E(G). Une clique de G est un sous-graphe de G qui
est un graphe complet. Une clique X est dite mazimale si pour tout v € V(G)\V(X),

G[V(X) U {v}] n’est pas une clique et on note w(G) 'ordre maximal d’une clique de
G.

Définition 1.3. Soit G et H deux graphes. Un homomorphisme de G dans H, noté
G — H, est une fonction f : V(G) — V(H) telle que pour tous sommets = et y de
G, si {z,y} est une aréte de G alors {f(z), f(y)} est une aréte de H. De plus, si f
est une bijection et si f~! est un homomorphisme de H dans G, on dit que G et H

sont isomorphes, et on note G = H.

Définition 1.4. Soit G un graphe. Une coloration de G est une fonction f : V(G) —
Z*. On appelle couleurs les éléments de Image(f). On dit que f est une coloration

propre si pour toute aréte {x,y} de G les couleurs affectées a x et ay sont distinctes.

Par la suite, nous utiliserons coloration pour parler d’une coloration propre. Le
nombre chromatique d'un graphe G, noté x(G), est le nombre minimum de couleurs

nécessaires pour colorer les sommets de GG, c’est-a-dire,

x(G) = I}leig{ [Image(f)| },
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ou C = {f : f est une coloration de G}.

Définition 1.5. Soit G un graphe. La cardinalité du plus grand graphe complet qui
est un sous-graphe de G est notée w(G). Un graphe G est dit faiblement y-parfait
st X(G) = w(G). Un graphe est dit parfait si tous ses sous-graphes induits sont

faiblement ~-parfaits.

Dans ce qui suit, il sera fréquent d’utiliser 'identification de deux sommets d’un
graphe. Etant donné u et v deux sommets d’un graphe G, 'opération d’identification
des sommets u et v consiste simplement a ajouter un nouveau sommet w adjacent
a tous les sommets appartenant & N({u,v}), le voisinage de {u,v}, et & enlever les

sommets u et v.

Définition 1.6. Un graphe G est dit planaire s’ peut étre dessiné dans le plan de
maniere a ce qu’il n'y ait aucune intersection entre deux arétes. Le dessin de G dans
le plan satisfaisant cette condition est appelé plongement de G dans le plan. Etant
donné un plongement de G dans le plan, un cycle C définit deux régions dans le plan,
la région bornée par le cycle et la région non bornée. On appelle face du graphe G un
cycle F' avec la propriété que tous les sommets et toutes les arétes de G n’appartenant
pas a F' se trouvent dans la méme région (bornée ou non bornée) définie par F. Le
nombre d’arétes (ou de facon équivalente le nombre de sommets) de la face F est
appelé degré de la face F' et est noté deg(F). Une face est dite paire si elle est de

degré pair et impaire st elle est de degré impair.

1.3.2 Définitions sur les T-colorations

Les T-colorations ont été introduites par Hale (1980) pour modéliser le probleme
d’affectation de fréquences en théorie de la communication. Du fait de cette applica-
tion importante en théorie de la communication, les T-colorations ont été largement
étudiées. Nous présentons dans cette section les différentes définitions et notations

inhérentes a ce sujet. Voici tout d’abord la définition d’une T-coloration.
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Définition 1.7. Soit T un ensemble fini d’entiers positifs ou nuls contenant 0. Un
tel ensemble est aussi appelé T-ensemble, et s’il n’y a pas de confusion possible, nous
utiliserons simplement “ensemble T'”. Une T-coloration f d’un graphe G est une

coloration de G telle que pour toute aréte {x,y} de G, on a |f(x) — f(y)| ¢ T.

Pour déterminer I'efficacité d’une T-coloration, on peut considérer différents cri-
teres. Soit f une T-coloration d'un graphe G. Le nombre de couleurs utilisées par f
pour T-colorer GG est appelé I'ordre de f. On définit 1’étendue de f comme étant le
maximum de {|f(z) — f(y)] : = et y sont des sommets de G}. L’étendue-aréte de f
est le maximum de {|f(z) — f(y)|: {z,y} € E(G)}.

Définition 1.8. Le nombre T-chromatique d'un graphe G, noté xr(G), est l'ordre

minimal d’une T -coloration de G.

Définition 1.9. La T-étendue d’un graphe G, notée spr(G), est l'étendue minimale

d’une T-coloration de G.

Définition 1.10. La T-étendue-aréte d’un graphe G, notée espr(G), est l'étendue-

aréte minimale d’une T-coloration de G.

On peut mesurer l'efficacité d’une T-coloration f d’un graphe G en comparant
son ordre, son étendue et son étendue-aréte a x7(G), & spr(G) et a espr(G), respec-

tivement.

On définit la T-étendue restreinte, notée rspr(G), comme étant 'étendue mini-
male d’une T-coloration qui utilise x7(G) couleurs. De méme, on définit le nombre
T'-chromatique restreint d’'un graphe G, noté x7.(G), comme étant I'ordre minimal

d'une T-coloration d’étendue spr(G).

L’exemple suivant, illustré a la Figure 1.4, montre qu’il est possible, tel qu’indiqué
par Hale (1980), qu’aucune T-coloration d’ordre optimal n’ait une étendue optimale,

et vice versa.
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Exemple 1.11. Soit T = {0,1,4,5} et Cs le cycle d’ordre 5. La Figure 1.4 illustre
une T-coloration qui satisfait x7(Cs) = b alors que spr(Cs) = 4 et une T-coloration

satisfaisant rspr(Cs) = 6 alors que x7(Cs) = x(Cs) = 3.

(a) (b

FIGURE 1.4 — Une T-coloration avec x7(Cs) = 5 pour spr(Cs) = 4 (a) et une T-
coloration avec rspr(Cs) = 6 pour x7(Cs) = 3 (b) avec C5 et T = {0,1,4,5}.

1.3.3 Résultats généraux sur les T-colorations

Lorsqu’on s’intéresse a la résolution d’un probleme, il est avantageux de savoir
si ce probleme est difficile, au sens de la théorie de la complexité. Nous présentons
brievement des résultats sur la NP-complétude des T-colorations. Nous poursuivons

ensuite avec une énumération des résultats généraux concernant les T-colorations.

NP-complétude

Pour voir que le probleme de T-coloration est NP-complet, il suffit de remarquer
que lorsqu’on restreint ’ensemble T & {0}, le probléme de {0}-coloration est en fait
le probleme de coloration usuel sur les graphes qui est lui-méme NP-complet (Ga-

rey et Johnson, 1979) . Ainsi, la réduction du probléme de coloration au probléme de



20

T-coloration est immeédiate et le probleme de T-coloration est donc NP-complet, puis-
qu’on peut vérifier en temps polynomial qu'une T-coloration f satisfait les contraintes

du probleme.

Lorsqu’on sait qu'un probleme est NP-complet, on s’intéresse généralement a des
classes restreintes de ce probleme. On veut de cette maniere déterminer si certaines
classes possedent des méthodes de résolution plus rapides. Une des classes tres impor-
tantes pour les T-colorations, comme nous le verrons un peu plus loin, est la classe des
graphes complets. Graf (1998) et Jansen (1996) ont montré indépendamment que le
probléme de T-coloration restreint aux graphes complets demeure NP-complet. Graf
utilise une réduction du probleme de la clique au probleme de T-coloration. De son
cOté, Jansen obtient une réduction du probleme 3-SAT au probleme de T-coloration.
Le lecteur intéressé a la théorie de la complexité peut se référer a (Garey et Johnson,

1979).

Résultats de base sur les T-colorations

Bien que le probleme de T-coloration soit un probleme NP-complet, il est pos-
sible d’obtenir certains résultats sur le sujet en considérant quelques restrictions.
Plus particulierement, nous présentons des bornes pour l'étendue et 'étendue-aréte
des graphes. De plus, pour certaines classes de graphes, il est possible d’obtenir une
réduction & un probleme sur un graphe complet, d’ou 'importance de I’étude des
T-colorations sur les graphes complets. Il en est de méme pour certains types d’en-
sembles T'. D’autres résultats sur des types d’ensembles T et des classes de graphes

particuliers seront présentés.

Premiérement, notons que pour tout graphe G et tout ensemble T, on a x7(G) =
x(G) (Roberts, 1991a). En effet, puisqu’une T-coloration f est une coloration au sens

usuel, on a x7(G) > x(G). De plus, puisque T est un ensemble fini, maz T existe;
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P

notons-le r. Ainsi, si toutes les différences | f(x)— f(y)| sont supérieures a r (ot {z,y}
est une aréte de G), alors les contraintes de T-coloration seront respectées. Il suffit
donc de prendre x(G) nombres dont le premier est 1 et les suivants sont r+2, 2r + 3,
3r +4, etc. On a bien une T-coloration f avec x7(G) = x(G). Ce raisonnement nous

conduit donc aux bornes suivantes pour l'étendue d’un graphe G.

Proposition 1.12. (Roberts, 1991a) Pour tout graphe G et ensemble T, on a

X(G) — 1 < espr(G) < spr(G) < (r+1)(x(G) — 1).

La borne supérieure a été améliorée par Tesman (1990) qui a prouvé que pour
tout graphe G et tout ensemble T on a spr(G) < |T|(x(G) — 1). Notons également
que s’il existe un homomorphisme h de G dans H alors spr(G) < spr(H). En effet,
soit f une T-coloration de H d’étendue spr(H). Alors foh est une T-coloration de G
d’étendue spr(H), d'ou spr(G) < spr(H). On obtient donc la proposition suivante.

Proposition 1.13. (Roberts, 1991a) Pour tout graphe G et tout ensemble T, on a
spr(Kue)) < espr(G) < spr(G) < spr(Kya))-

Corollaire 1.14. (Roberts, 1991a) Si G est faiblement v-parfait, alors

spr(G) = spr (Kx@)) -

Pour des ensembles T" particuliers, définis ci-dessous, on peut déterminer 1’étendue

d’un graphe G par rapport a x(G).

Définition 1.15. a) Un ensemble T est appelé ensemble r-initial sl est de la forme :
{0,1,...,7}US, ou S ne contient aucun multiple de r + 1.
b) Un ensemble T est appelé ensemble k-multiples de s sl est de la forme :

{0,5,2s,...,ks}US, 0us>1,k>1, et SC{s+1,s+2,..ks—1}.
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Proposition 1.16. (Roberts, 1991a) a) Si T est r-initial alors pour tout graphe G,

on a
spr(G) = spr (Ky@) = (r + 1)(x(G) - 1).
b) Si T est k-multiples de s alors pour tout graphe G, on a

st+ skt —sk—1 | si x(G) = st;

st+skt+m—1 | six(G)=st+m,
pour un m tel que
1<m<s—1.

spr(G) = spr (Ky)) =

En ce qui concerne les résultats portant sur les graphes particuliers, on peut

résumer la situation par la proposition suivante :

Proposition 1.17. Soit H un sous-graphe de G. S’il existe un homomorphisme de

G dans H, alors spr(G) = spr(H) quel que soit l’ensemble T .

Pour voir certaines conditions sur les graphes et les ensembles T" auxquelles il est
possible de trouver, en temps polynomial, I’étendue d’un graphe, le lecteur peut se
référer a D'article de survol de Roberts (19915). Dans cet article, on présente égale-
ment des résultats concernant les T-listes-colorations, les T-ensembles-colorations et

d’autres notions relatives aux 7T-colorations.

1.3.4 Résultats récents

En ce qui concerne les nouveaux développements sur le sujet des T-colorations, les
résultats proviennent généralement de I'investigation de certaines classes de graphes
et d’ensembles T' particuliers. Nous présentons premierement des résultats connus
pour des graphes appelés puissances de cycles. Nous poursuivons avec un apergu
de la littérature concernant les T-graphes, qui sont étroitement liés aux graphes
appelés graphes de distances. Nous présentons ensuite les résultats connus sur la 7T-
étendue pour certains types d’ensembles T, ainsi qu’une généralisation des ensembles

r-initiaux.
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Graphes puissances de cycles

Les résultats suivants pour les puissances de cycles concernent la T-étendue-aréte.
Nous présentons les cas ou la valeur exacte de la T-étendue-aréte est connue et nous
examinons ensuite des bornes pour les autres cas. Voici un résultat da a Liu (1991)
concernant les cycles d’ordre impair. Ce résultat sera par la suite vu comme cas

particulier des graphes puissances de cycles.

Théoréme 1.18. Pour tout cycle d’ordre impair C, et tout T de la forme {0, 1, ..., k—

1}, on a

espr(Cp) = [M-l :

n—1

Définition 1.19. La d-iéme puissance du cycle C,,, notée C¢, est définie comme
V(C2) = V(Co) = {t0, V1. s vn 1}, et

ECH= |J ({wv}ij=i+1li+2,.i+d},

0<i<n—1

ou les sommes sont prises modulo n.

Notons d’abord que si d > [n/2], C? est isomorphe & K,. Dans ce qui suit, les
résultats font référence & T = {0, 1, ...,k —1}. Par conséquent, si d > |n/2], on a que
espr(CY) = spr(K,) = k(n—1). Ainsi, par la suite, on se restreint aux d < |n/2|—1,
etonnoten =m(d+1)+r,onm > 2et 0 <r < d. Voici maintenant les principaux

résultats sur les puissances de cycles (Hu et al., 1999).

Théoréme 1.20. Soit n = m(d+ 1)+ 7, pour m > 2,0 < r < d, et soit T =
{0,1,...,k — 1}. Alors

dk < espr(C?) < spr(CY) = dk + [r/mk.

Pour le cas particulier ou r = 0, on obtient le corollaire suivant :
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Corollaire 1.21. Soientn=m(d+1) et T = {0,1, ...,k — 1}. Alors

espT(Cff) = spT(Cff) = dk.

Pour le cas particulier ot n et d + 1 sont relativement premier, il est possible
d’obtenir une meilleure borne supérieure. On peut également obtenir une meilleure
borne inférieure dans le cas ou r > 1. Ces deux cas sont résumés dans le théoréme

suivant.

Théoréme 1.22. Soit n = m(d+ 1)+ 7, pourm > 2,0 <r < d, et soit T =
{0,1,....,k—1}.

a) Si pged(n,d+ 1) = 1 alors espr(CY) est au plus dk + [rk/m].

b) Si1<r <d alors espr(CY) est au moins dk + [k/m)].

On obtient de ce théoréeme la valeur exacte pour le cas r = 1, puisque si n =

m(d+ 1) + 1 alors pged(n,d+1) = 1.

Corollaire 1.23. Sir = 1, alors espr(C%) = dk + [k/m].

Il est intéressant de noter que le théoreme 1.18 est le cas particulier pour d = 1

de ce corollaire. De plus, si n > 5 est impair et que d = "—;3, alors r est égala 1, m

est égal & 2, et CJ est isomorphe & Cy,. On obtient ainsi le résultat suivant.

Corollaire 1.24. Sin > 5 est impair, alors espr(Cr) = [(n — 2)k/2].

1.3.5 T-graphes

La notion de T-graphe a été introduite par Liu (1992). Les T-graphes forment
une famille de graphes qui s’avere un outil efficace pour 'étude des T-colorations.

Nous présentons ici les différents résultats concernant les T-graphes.
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Définition 1.25. Soit T un ensemble d’entiers positifs ou nuls incluant 0. Le T-
graphe, noté Gr, est défini par V(Gr) = Z* et {z,y} € E(Gr) si et seulement si
|z —y| ¢ T. Le T-graphe d’ordre n, noté G%, est le sous graphe de Gr induit par
{0,1,...,n—1}.

Notons que par définition de Gp, la numérotation des sommets induit une T-
coloration de G7%. Ainsi, spr(G%) < n — 1, pour tout n. Voici quelques propriétés

supplémentaires provenant d'un article de Liu (1992) :

(a) spr(G) est inférieur ou égal & n — 1 si et seulement si G est homomorphe a
G7t.

(b) Si n est le minimum tel que x(G%) > x(G) alors spr(G) est supérieur ou égal

an-—1.
(¢) Si spr(G) est inférieur & n alors x(G%) est supérieur ou égal & x(G).

(d) Si w(G%) est supérieur ou égal & x(G) alors spr(G) est inférieur ou égal &

n — 1.

Théoréme 1.26. (Liu, 1992) Etant donné T, les énoncés sutvants sont équivalents :
(i) spr(G) = spr (KX(G)) pour tout graphe G,
(i1) G% est faiblement v-parfait pour tout n.

De ce théoreme, on tire différentes familles d’ensembles T pour lesquelles on a
spr(G) = spr (KX(G)) pour tout G. En particulier, on montre d’une nouvelle maniére
que les ensembles r-initiaux et k-multiples de s satisfont cette propriété. D’autres

familles la possedent aussi. Pour plus de détails le lecteur peut se référer a ’article
de Liu (1992).

La propriété spr(G) = spr (Ky(c)) pour tout G est trés forte pour un ensemble

T'. Le théoreme suivant considere une relaxation de cette propriété, c¢’est-a-dire qu’on
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veut que spr(G) = spr(K,(¢)) pour les graphes avec x(G) fixé, plutot que pour tous
les graphes.

Théoréme 1.27. (Liu, 1992) Pour tout graphe G avec x(G) = m, on a spr(G) -
spr(Km) = n —1 si et seulement si w(GE) = x(G%) = m et x(GE1) < x(GR).

Ce théoreme nous fournit une procédure qui permet de vérifier si spr(G) =
spr(K,) pour les graphes avec x(G) = m. En effet, il suffit de trouver le plus petit
n tel que w(G%) = m. Ensuite, on vérifie si w(G%) = x(G%) et x(GZ') < x(G%).
Si cela est vrai, la propriété est vérifiée, sinon on peut trouver un contre-exemple en

considérant G7.

Les concepts qui suivent sont utiles a la présentation des prochains résultats. Tout
d’abord, étant donné T', le T-algorithme glouton sur K, est un algorithme qui colore
les sommets de K, de facon séquentielle, c’est-a-dire qu’'a chaque étape on utilise la
plus petite couleur qui respecte les contraintes de T-coloration. Nous noterons G la
collection des ensembles T° pour lesquels le T-algorithme glouton donne la T-étendue
optimale de K,,, pour tout n > 1. Puis nous noterons &£ la collection des ensembles

T pour lesquels spr(G) = spr (KX(G)) pour tout graphe G.

Définition 1.28. Le produit disjoint de n graphes, notée G = Gy x G X - - - X G, est
défini par V(G) = V(G1)UV(Go)U- - -UV(G,), ot U représente l'union disjointe. De
plus, {u,v} € E(G) si et seulement si {u,v} € E(G;) pour un i, ou bien u € V(G;)
etveV(G)),i#7].

Etant donné T un ensemble d’entiers et a € Z* , nous noterons al = {at : t € T}.

Voici les principaux résultats concernant les ensembles de la forme a7 (Liu, 1996).

Théoréme 1.29. Pour tout T et a € Z*, notons G, le sous-graphe du T-graphe
Gar induit par les sommets {ka +1i : k € Z*}, 0 < i < a— 1. Alors G,r =
GO'XxG'x - - xG1 et G* = G, pour 0 <i<a-—1.
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Théoréme 1.30. T ¢ £ si et seulement si aT € £ pour tout a € Z+.

Théoréme 1.31. T € G si et seulement si aT € G pour tout a € ZF.

Le prochain théoreme nous donne un type d’ensembles 7" tels que T' € G et une
condition nécessaire et suffisante pour que T appartienne a £. En particulier, ce type

d’ensembles est une généralisation des ensembles r-initiaux et k-multiples de s.

Théoréme 1.32. Soit T = {0,as,a(s+1),...,al} UA, ot a € ZT et A C {as+
l,as+2,...,al — 1}. Alors,
(i) T €g, et

(i) T € & si et seulement si £ = ms, pour unm € Z7.

Divisibilité et T-étendue

Dans cette partie, nous étudions la T-étendue des graphes pour de nouveaux
types d’ensembles T, soient T'/d, Ty, d© T, ainsi que 'ensemble dT", défini a la partie
précédente (Janczewski, 2001).

Définition 1.33. Soit T un ensemble, T = {0,1,....maxT + 1} — T, et soit d un
entier strictement positif. On définit

(a) dT = {dt|t € T},

(b) T/d = {t|dt € T},

(c) Ty ={0,1,2,....[(maxT + 1)/d]} — {|t/d], [t/d]|t € T¢}, et

(d) doT ={0,1,2,...,d(maxT + 1)} — dT*°.

Proposition 1.34. (Janczewski, 2001) Soit d un entier strictement positif. Alors
(1) spr(G) < d- sprja(G) et (ii) spar(G) < d- spr(G).

Proposition 1.35. (Janczewski, 2001) Soit d un entier strictement positif satisfai-

sant d < minT*¢. Alors spr(G) > d - spr,(G).
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Soit d un entier strictement positif satisfaisant d < min 7°. En combinant les
deux propositions précédentes on a des bornes pour la T-étendue dun graphe G.
Autrement dit, on a d - spr,(G) < spr(G) < d - spryg(G). 1l est donc intéressant
d’étudier les cas ou T/d = Ty, puisque dans ces cas on obtient une égalité a la

place des bornes. Le théoréme suivant nous donne une condition suffisante pour que
T/d=T,.

Théoréme 1.36. (Janczewski, 2001) Si d est un entier strictement positif qui divise

tous les éléments de 'ensemble T, alors

(i) T/d =Ty et (ii) spr(G) = d - spr/a(G).

Voicl maintenant un résultat concernant les ensembles de la forme d © 7.

Théoréme 1.37. (Janczewski, 2001) Soit d un entier strictement positif. Alors
(i) (doT)/d=T et (ii) spsor(G) = d - spr(G)

Nous présentons maintenant une généralisation des ensembles r-initiaux, appe-
lée ensembles (r, T)-initiaux. Nous montrons ensuite sous quelles conditions ces en-

sembles appartiennent a £ et & G.

Définition 1.38. Soit r € Z* et soit T un ensemble. Un ensemble fini S C Z* est
dit (v, T)-initial si et seulement si (r+1)©T C S et S/(r+1)=T.

On remarque qu’un ensemble 7-initial est (r, {0})-initial et que tout ensemble T'

est (0, T')-initial.

Proposition 1.39. (Janczewski, 2001) Soit S un ensemble (r,T)-initial et G un
graphe. Alors sps(G) = (r + 1) - spr(G).

Théoréme 1.40. (Janczewski, 2001) Soit S un ensemble (r, T)-initial. Alors
(i)SefoTefet(ii))SeGeTEeQg.
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Comme on peut le constater, les résultats obtenus pour les T-colorations sont tous
relatifs a la forme de ’ensemble T et quelquefois a la forme du graphe qui doit étre
T-coloré. Nous présentons a la fin de ce chapitre des résultats que nous avons obtenus
pour différentes classes de graphes et qui ont la particularité d’étre des algorithmes

indépendants de la structure de 'ensemble T'.

1.4 Homomorphismes de graphes
1.4.1 Préliminaires

Pour une utilité future, nous présentons maintenant une autre définition d’homo-
morphisme de graphes. Cette définition, qui est équivalente a la définition précédente
d’homomorphisme, nous donne une autre perception de cette notion en nous permet-

tant de décomposer un homomorphisme en plusieurs homomorphismes élémentaires.

Définition 1.41. (Harary, 1969) Un homomorphisme élémentaire d’un graphe G est
une tdentification de deux sommets non adjacents de G. On appelle image homomor-
phique de G n'importe quelle séquence d’homomorphismes élémentaires de G. Soit
f(G) une image homomorphique de G. Lorsque f(G) est un sous-graphe de H on dit

que G est homomorphe a H, ce que l'on note G — H, comme pour la définition 1.3.

Remarque 1.42. La définition d’homomorphisme de G dans H implique gqu’un ho-
momorphisme n'est pas toujours surjectif. Par exemple, tout sous-graphe propre de

G a un homomorphisme dans G.

L’exemple suivant nous montre les images homomorphiques d’un graphe particu-

lier.

Exemple 1.43. Le chemin d’ordre 4, noté Py, posséde seulement les quatre images

homomorphiques qui sont illustrées a la Figure 1.5.
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P r—r——ee  o0—0

FIGURE 1.5 — Images homomorphiques de Py.

Une H-coloration de G est simplement un homomorphisme de G dans H. On
note alors qu'une coloration de G avec g couleurs, au sens usuel, est en fait une K-
coloration de G, c’est-a-dire un homomorphisme de G dans K,. Ainsi, la notion de
H-coloration généralise bien la notion de coloration usuelle. De plus, on remarque
qu'une T-coloration s’exprime en termes de H-coloration, ou V(H) est un ensemble
d’entiers et pour tous z,y € V(H), z #y,on a {z,y} € E(H) < |t —y| €T. La

notion de H-coloration généralise donc également la notion de T-coloration.

Le probleme de la H-coloration consiste a déterminer si un graphe possede une
H-coloration. Si H est biparti, le probleme de H-coloration appartient a la classe
des problemes polynomiaux. Toutefois, Hell et Nesétril (1986) ont montré que pour
tout graphe H non biparti, le probleme de H-coloration appartient 4 la classe des

problemes NP-complets.

1.4.2 Résultats généraux sur les homomorphismes

Le résultat suivant, di a Harary et al. (1967), indique I'effet d’un homomorphisme

élémentaire sur le nombre chromatique d'un graphe.

Théoreme 1.44. Soit G un graphe. Pour tout homomorphisme élémentaire € de G,

on a

x(G) < x(e(@)) < x(G) + 1.

Preuve. Soit € '’homomorphisme élémentaire de G qui identifie les sommets non

adjacents u et v de G. Alors une coloration de €(G) induit une coloration de G en
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prenant pour couleur de u et v la couleur du sommet issu de leur identification dans
¢(@). Donc, x(G) < x(e(G)). D’autre part, en partant d’une coloration de G, on
construit une coloration de €(G) en colorant le sommet issu de Iidentification de u

et v d’une nouvelle couleur, d’ot x(e(G)) < x(G) + 1.

Corollaire 1.45. (Hajos, 1961) Pour tout homomorphisme f de G, on a

x(G) < x(f(G)).

Puisque le nombre T-chromatique d'un graphe G est égal a son nombre chroma-
tique, les résultats précédents s’appliquent également a x7(G). Autrement dit, quels
que soient G et T, on a x7(G) < xr(e(G)) < xr(G) + 1 pour tout homomorphisme
élémentaire €. De méme, pour tout homomorphisme f de G, on a x7(G) < xr(f(G)).

En ce qui concerne la T-étendue d'un graphe G, nous obtenons des résultats

analogues.

Théoréme 1.46. Soit G un graphe et T un ensemble d’entiers. Notons 7(T,G) =

maz T + spr(G) + 1. Alors pour tout homomorphisme élémentaire € de G, on a

spr(G) < spr(e(G)) < spr(G) + (T, G).

Preuve. Soit € I'homomorphisme élémentaire de G qui identifie les sommets non
adjacents u et v de G. Alors une T-coloration de €(G) induit une T-coloration de G
en prenant pour couleur de u et v la couleur que le sommet identifié avait dans €(G).
Done, spr(G) < spr(e(G)). D’autre part, en partant d’une T-coloration de G, on
construit une T-coloration de €(G) en colorant le sommet issu de l'identification de u
et v avec la couleur 7(7, G). Puisqu’aucune distance générée par ce nouveau sommet
n'est inférieure & max 7', on a nécessairement une 7-coloration, d’ou spr(e(G)) <

spr(G) + 7(T, G).
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Corollaire 1.47. Pour tout homomorphisme f de G, quel que soit l'’ensemble T, on
a la propriété suivante

spr(G) < spr(f(G)).

Corollaire 1.48. Soit f un homomorphisme de G. Si f(G) est un sous-graphe de G

alors on a

spr(G) = spr(f(G)).

Preuve. En effet, puisque f(G) est un sous-graphe de G on a spr(f(G)) < spr(G)

et le corollaire 1.47 termine la preuve.

Rappelons qu’un graphe G est dit faiblement «-parfait si x(G) = w(G), c’est-a-

dire si son nombre chromatique est égal a l'ordre d’une clique maximale de G.

Corollaire 1.49. Si G est faiblement ~y-parfait alors quel que soit l’ensemble T, on

a

spr(G) = spr (Kye) -

Preuve. Puisque G est faiblement ~-parfait, K, () est un sous-graphe de G et G est

homomorphe a K, ). Le corollaire 1.48 termine la preuve.

1.4.3 Cores et T-colorations

Un homomorphisme du graphe H vers le graphe G est noté H — G. Notons

H-G
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si H— G et G — H. La relation <« est une relation d’équivalence. Soit C une classe
d’équivalence de <. Soit X et Y deux graphes de C ayant un nombre minimum de

sommets. Comme X < Y, il existe un homomorphisme f de X vers Y. Si

V{F(X))] < VX)L,

la minimalité de |V (Y')| est violée; f doit donc étre surjectif. f est donc un isomor-
phisme et I'on conclut qu’il existe, & isomorphisme pres, un unique graphe dans C
ayant un nombre minimum de sommets. On dit que ce graphe est un core, et le choix

de ce graphe comme représentant de sa classe d’équivalence est naturel.

Remarque 1.50. Si X est un core et que f est un homomorphisme de X wvers
X, alors f est un automorphisme. L’inverse est aussi vrai, et cette propriété est

habituellement utilisée comme définition de core (Hell et Nesetril, 2004).

Soit H un graphe dans la classe C. Alors le core de la classe C est un sous-graphe
induit de H. On I'appelle le core de H, et on le note H®.
Exemple 1.51. (Hell et Nesetril, 2004) Les graphes suivants sont des cores :

1. les graphes complets ;

2. les cycles impairs ;

3. les roues d’ordre pair ;

4. le graphe de Petersen.

Si f est un homomorphisme de H vers G et que ¢ : V(G) — Z est une T-
coloration pour un ensemble T donné, alors ¢ o f est une T-coloration de H. On en

déduit que spr(H) < spr(G). Ainsi, si H — G, alors

SpT(H) = SpT(G)7

et une T-coloration de H induit une T-coloration de G et vice versa. Par conséquent,

le probleme de T-coloration se réduit au probleme de T-coloration des cores.
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Exemple 1.52. Si H est biparti, alors H* = K, ; le probleme de T-coloration des

graphes bipartis est trivial.

On a vu plus haut, esquissée, la preuve de la proposition suivante.

Proposition 1.53. Pour tout graphe H et pour tout T C Z,,
spr(H) = spr(H®).

Remarque 1.54. La proposition 1.53 est équivalente au corollaire 1.48, le résultat

est répété simplement pour tllustrer la notion de core et son utilité.

1.5 Algorithmes et résultats

Dans cette section nous proposons de déterminer des classes de graphes pour
lesquels il est possible de trouver la T-étendue de maniere efficace. Pour ce faire, nous

utilisons les notions d’homomorphisme, de core et de T-graphe vues précédement.

1.5.1 La classe des cycles impairs

Dans cette partie, nous proposons un algorithme exact pour déterminer la T-
étendue des cycles impairs. Cet algorithme utilise la notion de T-graphes et les dif-

férents résultats déja vus concernant les homomorphismes.

Notons d’abord que pour C' et C’ deux cycles impairs tels que |C| < [C’], on a
spr(C’) < spr(C), puisqu’il existe un homomorphisme de C’ dans C. Pour vérifier
cette affirmation, il suffit de montrer que pour tout entier m > 1 il existe un ho-
momorphisme de Cgm+3; dans Copmi1. En effet, si |C] < |C'| alors il existe une suite

de cycles impairs {C;}, telle que |Cy| = |C|, |Cn| = |C'] et telle que pour tout
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i=0,1,...n—1on ait |Ci| +2 = |Ciz1

. Montrons donc que Copni3 — Copyr. En
effet, si z1, 9, 3 et x4 sont quatre sommets consécutifs dans Cs,,, 43, de tels sommets
existent toujours puisque m > 1 = |Cypa3| > 5, alors en identifiant les sommets x;
et x3 puis les sommets x5 et x4 on obtient ainsi un graphe isomorphe a Cs,,, 1. Par
conséquent, Co,+3 est bien homomorphe a Cs,,, 1. Ce qui prouve bien 'affirmation

initiale.

Définition 1.55. La maille d'un graphe G est lordre du plus petit cycle qui est un
sous-graphe induit de G. La maille impaire de G est l'ordre du plus petit cycle impair

qut est un sous-graphe induit de G.

Lemme 1.56. Le cycle d’ordre 2k+1 est homomorphe a un graphe G si et seulement

G contient un sous-graphe isomorphe a un cycle impair d’ordre au plus 2k + 1.

Preuve. 1l est évident que si G contient un cycle impair d’ordre au plus 2k + 1 alors

Cors1 — G.

Montrons donc que Cy,+1 — G implique que G contient un cycle impair d’ordre
au plus 2k 4+ 1. Procédons par récurrence. Si k = 1 alors Cyyy = K3 le graphe
complet sur 3 sommets. G doit nécessairement contenir un sous-graphe isomorphe
a K3 puisqu’aucun homomorphisme élémentaire n’est possible sur K. La propriété
est donc vraie pour k = 1. Supposons la propriété vraie pour k > 1 et vérifions-la
pour k + 1. Etant donné le cycle d’ordre Cyy3, de n’importe quel homomorphisme
¢lémentaire de ce cycle on obtient une image homomorphique de Cox 3 qui contient
un cycle impair d’ordre au plus 2k + 1. Tous les graphes obtenus de Cy;,3 par un
homomorphisme élémentaire sont, par hypothese de récurrence, homomorphes a des
graphes contenant un cycle impair d’ordre au plus 2k+1. La seule image homorphique
de Ch+3 qui ne contient pas un cycle impair d’ordre au plus 2k + 1 est Cypy3 lui-
meéme. Ainsi, toutes les images homomorphiques de Cy, 3 contiennent un cycle impair

d’ordre au plus 2k+3. Si Cox+3 — G alors G contient un sous-graphe isomorphe a une
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image homomorphique de Coy 3 et par conséquent il contient donc un sous-graphe
qui est un cycle impair d’ordre au plus 2k + 3. Par le principe de récurrence le lemme

est démontré.

Etant donné G;H, le T-graphe d’ordre n + 1, nous noterons dy,, la longueur

du plus court chemin d’ordre impair allant du sommet 0 au sommet n, et d” . la

pair
longueur du plus court chemin d’ordre pair allant du sommet 0 au sommet n.

mn
‘pair

Pour trouver la valeur de d% _ et de

imp

il suffit de considérer les voisinages
successifs du sommet 0 jusqu’a ce qu’on ait atteint le sommet n (& faire pour le
cas pair et pour le cas impair) ou qu’aprés avoir considéré le n-ieme voisinage de 0
il n’existe pas de chemin d’ordre impair allant de 0 a k, auquel cas nous noterons

d}ymp = 00, ou encore s'il n'existe pas de chemin d’ordre pair allant de 0 & k, nous

n
pair

noterons également = Q.

Avant de donner 'algorithme pour T-colorer les cycles impairs, il est important de
remarquer qu’il existe toujours un 7-graphe d’ordre non-nul qui est biparti. En effet,
il est évident que le T-graphe d’ordre 2 est biparti puisqu’il s’agit d'un graphe simple
d’ordre deux. Il existe donc un plus grand entier n > 2 tel que G7 soit biparti. L’idée
de lalgorithme est donc de considérer successivement les T-graphes a partir de celui
d’ordre spr(K3) jusqu’a celui d’ordre n+ 1. Pour ¢ = spr(K3), spr(Ks3)—1,...,n+1
on associe alors & G} la valeur L; = di,,, + d.,;,. De cette maniére on peut obtenir la
T-étendue pour tous les cycles impairs. L’algorithme 1.1, présenté ci-dessous, prend
en entrée un T-ensemble et I'ordre d’un cycle impair et retourne la T-étendue pour

ce cycle.

Proposition 1.57. Etant donné un T-ensemble et un cycle impair d’ordre 2k + 1

lalgorithme 1.1 retourne bien la T-étendue du cycle Coq.
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Algorithme 1.1 T-étendue d’un cycle impair d’ordre 2k + 1

Antécédent: un T-ensemble et un entier impair 2k + 1
Conséquent: la T-étendue de Copq

1: pour i = spr(K3) an+1 faire
2:  Construire G%

3 Ll = d;mp + d;)air

4: si L, <2k+1 alors
5 reponse =1
6: fin si
7: fin pour

8: retourner (reponse)

Preuve. En effet, puisque pour tout entier £ > 1 on a Cory1 — Kj alors spr(K3) est
bien une borne supérieure pour la T-étendue de n’importe quel cycle impair. Comme
on I'a déja mentionné, il existe un entier n > 1 tel que G% est biparti et G est non
biparti. Ainsi, la T-étendue de n’importe quel cycle impair se situe bien entre n + 1
et spr(K3).

Regardons maintenant ce que signifie la valeur de L;. Premierement, lorsque L; =
oo alors cela signifie que tous les chemins allant de 0 & ¢ sont de méme parité. Or, G%
n’est pas biparti puisque ¢ > n. Donc G% contient un cycle impair mais aucun cycle
impair ne passe par les sommets 0 et 7. Ainsi, pour n’importe quel cycle impair de G,
il existe un cycle impair du méme ordre dans G4 *. Par conséquent, la T-étendue de
n’importe quel cycle impair qui est un sous-graphe de G%. est strictement inférieure

ai.

Deuxiemement, si L; < 2k + 1 on a alors spr(Coryq) < ¢ puisqu’il existe un
homomorphisme entre Cor41 et n’importe quelle paire de chemins allant d’un sommet
u a un sommet v dont la somme des longueurs est inférieure a 2k + 1. En effet, si les
chemins s’intersectent alors ils forment un cycle impair d’ordre inférieur & L;, sinon

ils forment le cycle d’ordre L;; dans les deux cas il existe bien un homomorphisme.

Soit m le plus petit entier tel que L,, < 2k + 1. Supposons que spr(Cay1) = 4,
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avec n < ¢ < m. Par définition du T-graphe d’ordre ¢, on a Cyy; — G%. Le lemme
1.56 implique que G% contient un cycle impair d’ordre au plus 2k + 1. Soit C un tel
cycle. Notons a le plus petit entier qui est un sommet de C' et notons b le plus grand
entier qui est un sommet de C. Si a # 0 ou b # ¢ alors spr(Cors1) < b—a < i ce
qui contredit spr(Coptr1) =1i. Sia=0et b=1 alors L; < 2k + 1, ce qui contredit la
définition de m puisque ¢ < m. Ainsi, si m est le plus petit entier tel que L, < 2k+1

alors spr(Casn) = m.

Puisque d’une part on a L; < 2k + 1 = spr(Cary1) < i et d’autre part on a que
si m est le plus petit entier tel que L,, < 2k+1 alors spr(Cary1) = m. La T-étendue
du cycle d’ordre 2k + 1 est nécessairement le plus petit entier m tel que L, < 2k+1,

c’est-a-dire, I'entier retourné par ’algorithme 1.1.

O

Proposition 1.58. Etant donné un T-ensemble et un cycle impair d’ordre 2k + 1,

Valgorithme 1.1 se termine en temps polynomial par rapport a |T)|.

Preuve. Le nombre d’itérations requises par l’algorithme 1.1 est borné par spr(K3).

Or, un résultat, prouvé par Tesman (1989), affirme que
spr(G) < |T|(x(G) — 1).

Ce résultat implique que spr(K3) < 2|T|, et donc que le nombre d’itérations est

borné linéairement par rapport a |T|.

Pour chaque itération on construit le T-graphe d’ordre i, ceci se fait en temps
polynomial puisque pour chaque paire de sommets il suffit de vérifier si la différence
appartient a 'ensemble T'. En fait, on peut seulement construire G+ 7(K3) 3 1a premiere
itération, puis simplement oter le dernier sommet aux itérations successives. Ceci ce

fait dans ’ordre de |T'|2, ce qui est 'ordre du nombre d’arétes maximum de G577,
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Pour chaque itération on trouve L;, ceci se fait en temps polynomial puisqu’il
suffit de considérer au plus ¢ fois les voisinages d'un ensemble de sommets sur un
graphe d’ordre i avec ¢ < 2|T|. Ceci ce fait dans l'ordre de |T'|?, puisque chaque

sommet & un nombre de voisins dans l'ordre de |T|.

Pour chaque itération on compare deux entiers ce qui se fait évidemment en temps

constant.

Puisqu’on a O(|T) itérations avec au plus O(|T|?) opérations par itération, alors

lalgorithme appartient & O(|T|?) et il s’agit bien d'un algorithme polynomial.

1.5.2 La classe des roues

Comme nous le verrons, le cas des roues impaires est équivalent a la T-coloration
de Kj, il est donc suffisant de restreindre notre étude au cas des roues paires. Dans
cette partie, nous proposons donc un algorithme pour déterminer la 7T-étendue des
roues paires. Cet algorithme utilise, comme pour les cycles impairs, la notion de T-
graphes et les différents résultats déja vus concernant les homomorphismes. Comme
point de départ pour notre algorithme, il nous faut déterminer la T-étendue de Kjy,
qui est la plus petite roue paire, un algorithme sera donné a cet effet. Donnons d’abord

la définition d’une roue.
Définition 1.59. Une roue d’ordre n > 4, notée R,, est définie par
V(R,) ={1,2,...,n}, et
E(R,) ={{in}|1<i<n-1}J{{ei+1}11<i<n—2}{ J{{n-1,1}}.

S n est un entier pair on dit que R, est une roue paire et si n est impair on dit que

R, est une roue impaire.
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Une roue paire est donc constituée d'un sommet central, adjacent a tous les
sommets d’un cycle impair. De méme, une roue impaire est constituée d’un sommet
central adjacent a tous les sommets d'un cycle pair. Certains auteurs utilisent la
notation R, pour désigner une roue constituée d'un sommet central adjacent a tous

les sommets d’un cycle d’ordre n c’est-a-dire, constituée de n + 1 sommets.

Remarquons que R, est isomorphe a Kj4. On peut aussi voir que si n est impair
alors w(R,) = x(R,) = 3. Dans ce cas, par le corollaire 1.14, trouver une T-coloration
de R, d’étendue optimale, pour tout n impair, revient donc a trouver une T-coloration
de K3 d’étendue optimale. Puisque nous avons déja résolu le cas de T-colorer K3,
nous considérerons, & partir de maintenant, que le cas des roues d’ordre impair. Voici
d’abord un algorithme pour trouver la T-étendue de K. Rappelons que N(0), qui
est considérer par 'algorithme, est le voisinage du sommet 0 et donc un ensemble de

sommets.

Algorithme 1.2 T-étendue de K4

Antécédent: un T-ensemble
Conséquent: la T-étendue de K,

1: pour ¢ = 3|T| & 4 faire

2. Construire G%

3: siie N(0) alors

4 pour tout {v;, v} C N(0) faire
5: si {i,v1,v2} est un triangle alors
6 reponse =1

7 Sortir de la boucle

8 fin si

9 fin pour

10:  fin si

11: fin pour

12: retourner (reponse)

Proposition 1.60. Etant donné un T-ensemble Palgorithme 1.2 se termine en temps

polynomial par rapport & |T| en retournant spr(Ky).
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Preuve. Tout d’abord, l'algorithme se termine effectivement puisque spr(K4) existe
et est bornée par 3|T’|. En effet, on sait que spr(G) < |T|(x(G) — 1) (Tesman, 1989),
donc que spr(K,) < 3|T.

Le fait que dans le T-graphe d’ordre spr(K}) il existe un sous-graphe isomorphe
a Ky tel que 0 et spr(K)y) soient des sommet de ce sous-graphe implique que la valeur
retournée est bien ce que 'on veut. En effet, a chaque itération i, on essaie de trouver
un K, dans G% puisqu’on veut que ¢, v; et vy soient a la fois adjacents au sommet
0 et qu’ils forment un triangle. Puisque la boucle s’effectue pour des ¢ décroissants,
la derniere valeur affectée a la variable retournée sera donc nécessairement la plus

petite, c’est-a-dire spp(Ky).

I ne reste qu’a montrer que ’algorithme est bien polynomial. En effet, le nombre
d’itérations effectuées est dans O(|T|). D’une part, la construction de G% se fait dans
O(|T)?) et d’autre part, pour toute paire de sommets du voisinage de 0, on a O(|T|?)
telles paires, on vérifie si ces sommets et 0 forment un triangle, ce qui se fait en temps
constant. Ainsi, au total on a O(|T|) itérations et pour chaque itération on effectue
O(|T)?) opérations. Donc au total 'agorithme s’effectue dans un temps appartenant

a O(|T}?), il s’agit donc bien d’un algorithme polynomial en |T|.

Algorithme pour T-colorer les roues paires

Notons d’abord que dans R, il existe deux types de sommets, le sommet central
et les autres sommets de la roue. On sait qu'un des sommets de R, sera T-coloré

avec la couleur 0.

Lemme 1.61. Soit R, une roue paire et soit ¢ le sommet central de R,,, c’est-a dire
le sommet de degré n — 1. Alors il existe une T-coloration g de R, de T-étendue

optimale satisfaisant g(c) # 0.
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Preuve. En effet, soit f une T-coloration de R,, de T-étendue optimale. Notons m =
max {f(v) | v € V(R,)}. Supposons que le sommet central ¢ soit T-coloré avec 0.
Alors g(v) = m — f(v) est une T-coloration de R, dans laquelle le sommet ¢ n’est

pas T-coloré avec 0 et f et g ont évidemment la méme T-étendue.

Suite au lemme précédent, il est suffisant, pour trouver une T-coloration de R,,
de considérer les deux cas possibles, c’est-a-dire, le cas ou le sommet central est
coloré avec la couleur spr(R,) et le cas ou le sommet central est coloré avec une
couleur comprise entre 1 et spr(R,) — 1. Cette observation conduit & deux boucles
distinctes dans l'algorithme que nous proposons. Comme pour l'algorithme 1.1 nous
recherchons deux chemins de parités distinctes entre le sommet 0 et un autre sommet.
Pour 'algorithme 1.1 ces deux chemins se trouvaient dans le T-graphe d’ordre ¢ et
nous notions L; la somme des longueurs de ces chemins. Dans le cas présent, nous
recherchons de tels chemins dans un sous-graphe du 7T-graphe d’ordre i, en fait il
s’agit du sous-graphe induit par le voisinage d’un sommet correspondant au sommet
central de la roue R,. Pour cette raison, étant donné ¢ I'ordre du T-graphe considéré,
nous utiliserons la notation £ pour désigner la somme des longueurs du plus court
chemin pair et du plus court chemin impair allant de 0 & a dans le sous-graphe de

4 induit par N(b), le voisinage du sommet b. Les conventions précédentes étant

conservées.

Algorithme pour 7T-colorer R,

Proposition 1.62. Etant donné un T-ensemble et un entier pair n, l'algorithme 1.3

se termine en temps polynomial par rapport a |T| en retournant spr(Ry).

Preuve. Tout d’abord, pour se convaincre que les bornes que nous utilisons pour

I’agorithme sont satisfaisantes, il suffit d'une part de noter que toutes les roues paires



43

Algorithme 1.3 T-étendue de R,

Antécédent: un T-ensemble et n un entier pair
Conséquent: la T-étendue de R,

1: reponse = spr(Ky)
2: pour i = spp(Ky) — 1 a spr(Kj3) faire

3:

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17
18:
19:
20:
21:

Construire Gk
si 0 € N(i) alors
Construire G5H[N(2)]
pour tout B € N(i) tel que 1 < B < i faire
si L% < n—1 alors
reponse =1
Sortir de la boucle
fin si
fin pour
fin si
si reponse > ¢ alors
pour tout B € N({0,i}) tel que 1 < B < i faire
Construire G5[N(B)]
si LZ <n—1 alors
reponse =1
Sortir de la boucle
fin si
fin pour
fin si

22: fin pour

23: retourner (reponse)

contiennent un sous-graphe homomorphe & K3 d'ou spr(R,) > spr(K3), et d’autre

part que toutes les roues paires Ry, n > 4, sont homomorphes & Ky, d’ou spr(R,,) <

spr(Ky), ceci est évident puisque tous les cycles impairs sont homomorphes & Kj.

Donc les bornes que nous considérons sont bien valables et puisque nous avons déja

des algorithmes polynomiaux dans 'ordre de |T'| pour trouver spr(K3) et spr(Ky),

alors le nombre d’itérations de notre algorithme est borné.

Comme nous 'avons dit précédemment, notre algorithme se divise pricipalement

en deux cas. Le cas ou le sommet central est T-coloré avec la plus grande couleur, ce
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qui est vérifié par la boucle aux lignes 4 4 9. Dans ces lignes nous supposons que ¢
est le sommet central et nous recherchons I'image homomorphique d’un cycle impair
d’ordre n — 1 dans le voisinage du sommet ¢. Le second cas est le cas ol le sommet
central n'est pas T-coloré avec 7, ce qui correspond aux lignes 13 a 18. Dans ces lignes,
nous recherchons un sommet B tel que le voisinage contient I'image homomorphique
d’un cycle impair d’ordre n — 1 passant par les sommets 0 et 7. Puisque toutes les
valeurs pour spr(R,) sont ainsi vérifiées, P’algorithme retourne bien la T-étendue

optimale de R,, pour n un entier pair.

Comme spr(K4) — 1 < 3|T|, on effectue un nombre d’itérations dans O(|T). La
construction de G% s’effectue dans ordre de O(|T'|?) et apres la construction de G%.
on construit G5[N(z)] et GL[N(B)] dans un temps O(|T|). Les boucles correspondant
aux lignes 6 et 14 de Palgorithme 1.3 sont dans O(|T]) et le calcul de £k ou de L2
se fait dans O(|T|*) puisqu’il suffit de considérer au plus i fois les voisinages d’un
ensemble de sommets sur un graphe d’ordre ¢ avec i < 3|T|. Ainsi, I'algorithme s’ef-
fectue donc dans un temps appartenant & O(|T'|*) et, par conséquent, cet algorithme

est bien polynomial en |T’|.

1.5.3 Les subdivisions de roues

Dans cette section nous nous intéressons aux subdivisions de roues. Une subdivi-
sion d'un graphe G est un graphe obtenu en remplacant certaines arétes de G par

des chemins de longueur quelconque.

Nous avons vu dans la section précédente qu’une roue paire n’est pas 3-colorable et
qu’une roue impaire est 3-colorable. Le théoréme suivant caractérise la k-colorabilité

des subdivisions de roues avec au moins une aréte subdivisée.
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Théoréme 1.63. Soit Sg, une subdivision de R,, n > 4, avec au moins une aréte

subdivisée. Alors, Sg, est 3-colorable.

Preuve. Soit ¢ le sommet central de Sg, et soit v un sommet de degré 2. Supposons

Sr, plongé dans le plan de facon que le sommet ¢ ne soit pas sur la face extérieure.

Si v est un sommet de la face extérieure alors {c, v} est un ensemble indépendant

et Sg, [V — {c,v}] est un arbre. Par conséquent, Sg, est 3-colorable.

Si v est un sommet sur un rayon de Sg, alors il existe un sommet w de degré 3
sur la face extérieure tel que {c, w} est un ensemble indépendant. Le graphe Sg, [V —

{c,w}] est une forét. Par conséquent, Sg, est 3-colorable.

a

Corollaire 1.64. Soit Sg, une subdivision de R, avec au moins une aréte subdivisée.

On a
spr(Sr,) < spr(Ks).

Corollaire 1.65. Soit Sg, une subdivision de R, avec au moins une aréte subdivisée.

St Sg, contient un triangle alors on a
spr(Sk,) = spr(Ks).
Preuve. Par le théoréme 1.63, Sk, est 3-colorable. Il existe donc un homomorphisme

de Sg, dans K3, et K3 est un sous graphe de Sg,. Le core de Sg, est donc K. La

proposition 1.53 termine la preuve.
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Cas particulier des subdivisions de K,

Nous considérons maintenant le cas de Ry & K4 qui est la roue d’ordre minimal.

Les résultats suivants caractérisent les subdivisions de K4 qui sont des cores.

Remarque 1.66. Notons d’abord, qu’une subdivision de K4 posséde quatre sommets
de degré 3 et tous les autres sommets sont de degré 2; nous noterons ces sommets w,
x,y et z. Dans ce qui suit, nous supposerons que les subdivisions de K, sont plongées
dans le plan de maniére a ce que la face extérieure soit le plus petit cycle impair. Le
sommet central sera toujours noté w et nous noterons les faces Fyzy, Fuzz Fuy.:
et Fy 4.z, selon les sommets de degré 3 appartenant a la face. Ainst la face Fy, . sera

toujours la face extérieure. La Figure 1.6 illustre cette notation.

~
rd

-

FIGURE 1.6 — Convention de plongement d’'une subdivision de K4 dans le plan.

Voici maintenant quelques résultats qui nous seront utiles pour poursuivre notre

étude.

Définition 1.67. On définit les 0-graphes comme les graphes formés par l'union
de deuz cycles avec une aréte commune. Un 6-graphe généralisé est formé de deux

sommets joints par trois chemins disjoints.

Lemme 1.68. Si G est un 6-graphe généralisé non biparti alors le core de G est le

plus petit cycle impair contenu dans G.
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Preuve. La preuve de ce lemme est évidente.

O

Définition 1.69. Notons R le multigraphe formé d’un triangle avec deux arétes
doubles. Nous dirons qu’un graphe est de la forme 1 s’il s’agit d’une subdivision de

R qui est un graphe simple.

Remarque 1.70. G est de la forme 1 s’il est formé de trois sommets u,v et w tels
qu’on ait deuxr chemins disjoints, Py et P3, de u a v, deux chemins disjoints, P, et

Py de u a w et un chemin Ps dev ¢ w. La Figure 1.7 illustre cette affirmation.

FiGURE 1.7 — Graphe de la forme 1.

Lemme 1.71. Si G est de la forme 1 et non biparti alors le core de G est le plus

petit cycle impair qu’il contient.

Preuve. Pour prouver ce lemme nous déterminons un homomorphisme de G dans le
plus petit cycle impair qu’il contient. Notons d’abord que si les chemins P; et P; ont
des longueurs de méme parité, (sans perte de généralité supposons que |P| < |Py|),
alors P, est homomorphe a P, et par conséquent G est homomorphe au graphe obtenu
en enlevant toutes les arétes et les sommets internes de P,. Le graphe obtenu par

cette opération est un #-graphe généralisé. Le core de G est donc, par le lemme 1.68,
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le plus petit cycle impair contenu dans G. Le résultat est le méme si on suppose que

P; et P; ont des longueurs de mémes parités.

Supposons donc, sans perte de généralité, que |Pi| et |P,| sont impairs et que
| P3| et |Py| sont pairs. On note alors que les cas ol le plus petit cycle impair est
P, U Py ou P, U P; sont symétriques. Sans perte de généralité supposons donc que
Py UPy est le plus petit cycle impair de G. Dans ce cas, on identifie les sommets de P
aux sommets de Pj, dans l'ordre d’apparition a partir du sommet v, créant ainsi un
nouveau graphe G’ avec des chemins Py, P; et P; et un nouveau sommet v’ commun &
ces trois chemins. On effectue cette identification jusqu’a ce que |PyU Pj| = | P, U Py
ou jusqu’'a ce qu'on atteigne le sommet u. Si I'on atteint le sommet u avant que
| P3UP;| = | P,UP,| alors G’ consiste en un #-graphe généralisé avec un cycle pendant
au sommet u. Sile cycle est impair alors il est d’ordre au moins |P; U Py|, et le lemme

1.68 nous assure de ’homomorphisme voulu.

Si au contraire on obtient que |Py U P§| = | P, U Py| avant d’atteindre le sommet
u alors, en renotant P, le nouveau chemin de longueur impaire et Pj le nouveau
chemin de longueur paire, on obtient, si P est de longueur paire, |PyU Pi| > |Py| et
|P; U P;| > |Py|. On identifie alors deux sommets a distance deux de P% jusqu'a ce
que [Py U P}| = |P| ou que |PjU P}| = |P]. On peut alors identifier P, & P; U P}
ou bien Py & P;U Pj. Le graphe obtenu est un #-graphe et le lemme 1.68 termine la
preuve. Si Py est de longueur impaire alors |P{ U P| > |Py| et |PyU Pi| > |P]. On
identifie alors deux sommets a distance deux de P} jusqu’'a ce que |P; U P}| = |P|
ou que | P, U P5| = |Py|. On peut alors identifier P, & PjU P} ou bien P, & PyU P%.

De nouveau, le graphe obtenu est un #-graphe et le lemme 1.68 termine la preuve.

Il nous reste a vérifier le cas ou le plus petit cycle impair est formé de trois
chemins, c’est-a-dire P, U P, U Ps ou P, U P, U Ps, si Ps est de longueur impaire, et
PLUP;UPs ou PyU P3U P, si P; est de longueur paire. Puisque le raisonnement

est essentiellement le méme dans tous les cas, nous ne traiterons que le cas ou le plus



49

petit cycle impair est P; U P, U Ps. Dans ce cas Ps est impair et on a |P5| > |P; U P
et |Py| > |P, U Ps|. Puisque | P3| > |P; U Ps| alors Ps est homomorphe & P; U Ps. De
méme, puisque |Py| > |P, U Ps| alors Py est homomorphe & P, U Ps. Ainsi, le graphe
G est bien homomorphe au cycle P, U P, U Ps tel que voulu.

Puisque dans tous les cas le graphe G est homomorphe a un cycle impair qui est
un sous-graphe de lui-méme alors le core d’un graphe de la forme 1 est bien un cycle

impair.

a

Lemme 1.72. Soit Sk, une subdivision de K4 qui n’est pas un core et qui n’est pas

biparti. Alors le core de Sk, est un cycle impair.

Preuve. Notons H le core de Sk,. Puisque Sk, n'est pas un core, alors H est un
sous-graphe de Sk,. Or, si on enléve un sommet ou une aréte a Sk, alors le graphe
obtenu est un #-graphe généralisé, si on élimine les sommets pendants. Ainsi, par le

lemme 1.68, le core de Sk, est un cycle impair.

Puisque Sk, est un graphe planaire ayant quatre faces, le nombre de faces impaires
de ce graphe doit étre pair. Si Sk, ne contient aucune face impaire alors le graphe
est biparti et son core est K. Les deux prochains résultats vérifient les cas ou Sk,

possede deux faces impaires ou quatres faces impaires.

Dans ce qui suit, pour ¢ et j des sommets de degré 3 dans une subdivision de Ky,
nous noterons £(z, j) la longueur du chemin allant de 7 & j et passant uniquement par

des sommets de degré 2.
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Théoréme 1.73. Soit Sk, une subdivision de K4 possédant deux faces paires et
deuz faces impaires, plongée dans le plan selon nos conventions. Par la remarque
1.66, F, . est une face impaire, et disons que l'autre face impaire est F,, , .. Le core
de Sk, est un cycle impair si et seulement si une des deur conditions suivantes est
vérifiée :

a) |Fyy.:| estla maille impaire de Sk,,

Ua,y) < lw,z)+ (w,y) et
Uy, z) < lw,y) + l(w, 2).

b) Aucune face n’a comme degré la maille impaire de Sk, .

Preuve. =) Si le core de Sk, est un cycle impair alors il s’agit bien sir du plus petit
cycle C qui est un sous-graphe de Sk,. Si C est une face de Sk, alors C = F, , , (selon
notre convention) et disons que |Fy, .| = 2k + 1 est la maille impaire de Sk,. De
maniere équivalente on peut dire que le core de Sk, est Coyy1, les sommets de Copyy
étant 1,2,...,2k + 1. Considérons maintenant une Coyryi-coloration de Sk,, c'est-
a-dire un homomorphisme de Sk, dans Cyy1. Supposons sans perte de généralité
que la Cy i-coloration f affecte aux sommets x la couleur 1, y la couleur m et z
la couleur n, avec 1 < m < n < 2k + 1. Puisque F, ;, est pair alors £(z,y) et
f(w,z) + {(w,y) sont de méme parité. Pour partir de la couleur m et retourner a la
couleur 1, sur un chemin de la méme parité que m — 1, avec des couleurs successives,

il faut nécessairement passer par la suite m — 1,m — 2, ..., 2. D’ol
Uz, y) < b(w,z) + £(w, y).
En utilisant le méme raisonnement, on obtient également
Uy, z) < lw,y) + L(w, 2).
D’otl la condition a).
Si C n'est pas une face de Sk, alors |F .| n’est pas la maille impaire de Sk, et

selon la convention de la remarque 1.66 que nous observons, aucune face de Sk, n’a

pour degré la maille impaire de Sk,. D’ou la condition b).
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<) Etant donné la condition a), considérons P, , = [w, 1, X2, ..., Tp, ] €t Py, =
[w, 21, 22, ..., 24, 2] les chemins allant de w & z et & z, respectivement, sans passer par
des sommets de degré 3. Supposons sans perte de généralité que ¢ > p. On identifie
successivement les sommets z; a 2; jusqu’a ce que la face formée par les sommets z,

z et z; soit d’ordre égale a |F, ou jusqu’a ce que z soit identifié a z;.
i z,Y,2 v

Si x est identifié & z; alors le graphe obtenu est de la forme 1 et le lemme 1.71

nous indique qu’il existe une Coy,yq-coloration.

Dans 'autre cas, on obtient une subdivision de K, avec deux faces impaires de
meéme ordre. Notons P, . . et FPp,. les chemins allant de z & z en passant par z;
et y respectivement. Ces deux chemins sont de méme longueur et peuvent donc étre

identifier sommet par sommet. Les sommets du chemin P,

Zis

. allant de z; a y en
ne passant par aucun sommet de degré 3, peuvent également étre identifiés a des

sommets de P, , puisqu’on a

Uz,y) < lw.z) + Lw,y) = £z, ) + £(z;,9), et

Ly, z) < lw,y)+Lw,z) =L(2,y) + Lz, 2).

Il existe donc un homomorphisme de Sk, dans F,, , et le core de Sk, est bien un

cycle impair.

Etant donné la condition b), le plus petit cycle impair C de Sk, passe donc par
les quatre sommets de degré 3, c’est-a-dire w, z, y et z. Renommons ces sommets
a, b, c et d de maniere a ce que l'on puisse considérer que C passe successivement
par a, b, c et d. Il existe alors un unique chemin dans Sk, allant du sommet a au
sommet ¢ sans passer ni par b, ni par d, notons-le P, .. Ce chemin est soit de méme
parité que le chemin allant de a a c en passant uniquement par b, noté F,; . ou soit
de méme parité que le chemin allant de a a ¢ en passant uniquement par d, noté

P, 4. Supposons sans perte de généralité que P,. soit de méme parité que P,
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alors on a|P,¢| > |Pap.el, sinon la face F, .4 est d’ordre inférieur & |C| ce qui est une
contradiction. On a donc un homomorphisme de P, . dans F, ;.. De la méme facon,
on obtient un homomorphisme de B, 4 dans P, . 4 ou un homomorphisme de P, 4 dans
Py 4.4 On peut alors conclure qu’il existe un homomorphisme de Sk, dans C ou de

fagon équivalente que C est le core de Sk,.

O

Corollaire 1.74. Soit Sk, une subdivision de K4 possédant deuz faces paires et deux

faces impaires. Le core de Sk, est le cycle impair qui a pour ordre la maille impaire

de SK4.

Preuve. En effet, nous avons vu dans la démonstration du théoreme 1.73 que peu
importe le cycle impair C' de Sk,, que ce soit une face ou non, qui a pour ordre la

maille impaire de Sk,, on a toujours Sk, — C.

Nous traitons maintenant le cas des subdivisions de K4 ayant quatre faces im-
paires. Notons d’abord qu’aucun cycle élémentaire, c’est-a-dire un cycle dont tous les
sommets sont distincts, passant par les quatre sommets de degré 3 d’une subdivision
de K4 avec quatre faces impaires ne peut étre d’ordre impair. Le cas de ce genre
de cycle, qui devait étre traité au théoreme 1.73, n’a donc pas a étre considéré ici.
Autrement dit, si le core d'une subdivision de K, avec quatre faces impaires est un

cycle impair, alors il s’agit nécessairement d’une face du graphe.

Théoreme 1.75. Soit Sk, une subdivision de K4 possédant quatre faces impaires,
plongée dans le plan selon nos conventions. Le core de Sk, est un cycle impair si et

seulement si une des conditions suivantes est vérifie :

deg(Fyy,:) + Uz, y) < l(w, z) + L(w,y),
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deg(Fry.c) +£(y, 2) < L(w,y) + £(w,

™
~—

deg(Fyy.z) +£€(z,2) < l(w,z) + b(w, 2).

Preuve. <) Supposons sans perte de généralité que la premiere condition soit vraie,
c’est-a-dire que deg(Fyy..) + €(z,y) < (w,z) + £(w,y). Alors, il existe un sommet v
appartenant a P, , tel que {(v, ) = ¢(x,y) ou il existe un sommet u appartenant a
Py tel que £(u,y) = £(x,y). Si v satisfait la propriété alors on peut identifier v et
y et obtenir un nouveau graphe qui est de la forme 1 et tel que 'ordre minimal des
cycles impairs est le méme. Donc par le lemme 1.71 il existe une C|p, ,,|-coloration

de Sk,. Le méme résultat est obtenu si on choisit u plutot que v.

Le méme raisonnement s’applique aux deux autres conditions pour obtenir que

le core de Sk, est un cycle impair.

=) Disons que |Fy, .| = 2p + 1. Soit f une Cyy,;-coloration de Sk, telle que
fz) =1, fly) =m, f(z) =n,n > m, et f(w) = k. Si k < m alors il existe un
sommet v dans P, , tel que f(v) =1 ou f(v) = m, si k > m alors il existe un sommet
v dans P, , tel que f(v) = m ou f(v) = n et si k = m alors il existe un sommet v

dans P,y tel que f(v) =1 ou f(v) = n.

Supposons sans perte de généralité que dans P, , il existe un sommet coloré m
ou n. Disons que la premiere couleur rencontrée en parcourantP, , a partir de x est
la couleur n pour un sommet v’. Alors, en identifiant v’ & 2, on obtient un graphe de

la forme 1. On a deux cas possibles.
Si4(v',z) = ¢(x,z) mod 2, alors
' x) > Uz, 2), et

LV, w) + L(w, z) > deg(Fyy2).



54
On a donc
deg(Fyyz) + Uz, 2) < l(w,z) + L(w, 2).
Si €(v',x) # {(z,z) mod 2, alors
(', z) + €(z, 2) > deg(Fry..), et

il existe un sommet v” appartenant au chemin P, .+ tel que f(v”) = m. Ceci contredit
le fait que la premiere couleur rencontrée sur le chemin P, , a partir de x est la couleur

n. On doit donc avoir £(v', ) = £(x, z) mod 2, et la conclusion qui s’ensuit.

Par symétrie, on obtient le méme résultat si on suppose au départ que la premiere

couleur rencontrée est m plutot que n. Dans ce cas, on obtient la condition

deg(Fry:) + (2, y) < l(w, z) + L{w,y).

Avec le méme raisonnement que ci-dessus, si on suppose que dans le chemin P, ,

il existe un sommet coloré 1 ou n alors on obtient, respectivement, les conditions
deg(Fry.) +4(z,y) < b(w,z) + {(w,y), ou
deg(Fyy:) +£(y, 2) < L(w,y) + (w, 2).
De méme, si on suppose que dans le chemin F,,, il existe un sommet coloré 1 ou
m alors on obtient, respectivement, les conditions
deg(Fry..) +4(z,2) < l(w,z)+ {(w, z), ou

dEg(Fz,y,z) + e(ya Z) S E(w7 y) + g(“”? Z)
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Le corollaire suivant, issu des résultats précédents, caractérise entierement les

cores pour les subdivisions de Kj.

Corollaire 1.76. Soit Sk, une subdivision non biparti de K4. Le core de ce graphe

est Sk, lui-méme si, en respectant la convention de la remarque 1.66, on a
deg(Fay.2) + £(z,y) = lw, z) + {(w,y),

deg(Fry..) + 0y, 2) > l(w,y) + l(w, 2), et

deg(Fryz) + Uz, 2) > l(w, z) + L(w, z).

Sinon, le core de Sk, est le cycle impair ayant pour ordre la maille impaire de

Sk,.

Preuve. La preuve est directe en utilisant le lemme 1.72 et les deux théorémes pré-

cédents.

O

Remarque 1.77. Le corollaire précédent nous indique qu’il est possible de détermi-
ner en temps polynomial une T'-coloration de T-étendue optimale pour une subdivi-
ston de Ky si le graphe lui-méme n’est pas un core. En effet, il suffit alors de trouver
la maille impaire du graphe et ensuite d’appliquer l’algorithme 1.1 pour la T-étendue
des cycles impairs. Les homomorphismes utilisés dans les preuves des théorémes 1.73

et 1.75 nous permettent ensuite de terminer la T-coloration.

Pour conclure cette section sur la T-étendue des subdivisions de roues nous rappe-
lons, sous forme d'un théoréme, les bornes que nous avons obtenues sur la T-étendue

pour les graphes appartenant a cette famille.
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Théoreme 1.78. Soit Sr, une subdivision non biparti de la roue R,, avec n > 3,
ayant au moins un sommet de degré 2. St 2k + 1 est la maille impaire de Sg, alors

pour tout T-ensemble on a

spr(Cak+1) < spr(Sr,) < spr(Ks).

Preuve. Puisque 2k + 1 est la maille impaire de Sg, alors on a Cy,4; — Sg,, d'ou la

premiere inégalité. Le corollaire 1.64 nous donne 'autre inégalité.

Notons que la maille impaire d’une subdivision d’une roue est facile a obtenir
puisqu’une subdivision de R, posséde exactement n? —n + 1 cycles distincts. Avec
I’aide de l'algorithme 1.1 on peut alors obtenir tres rapidement les bornes du théoreme

1.78.

1.5.4 Les graphes 3-colorables

Pour investiguer le probleme de la T-étendue des graphes 3-colorables, c’est-a-
dire dont le nombre chromatique est 3, nous utilisons la notions de H-coloration et la
notion de T-graphe, définie dans la section 1.3.5. En effet, par définition du T-graphe
d’ordre n, noté G7%, 'ordre des sommets induit une T-coloration et tout graphe de
T-étendue n est homomorphe & G7%. Il est donc possible, étant donné T, de tirer
de l'information sur ’étendue des T-colorations en considérant les sous-graphes de
G7 et les homomorphismes vers ces sous-graphes. Dans ce qui suit, nous présentons

quelques résultats sur ce sujet, mais tout d’abord voici un lemme qui nous sera utile.

Lemme 1.79. Soit G un graphe non biparti tel que G — u et G — v soient bipartis
pour u et v deux sommets de G. Alors on peut déterminer la maille impaire de G en

temps polynomial.
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Preuve. Puisque G possede un cycle impair et que tous les cycles impairs de G
passent par les sommets u et v, alors aucun chemin pair entre u et v n'intersecte un
chemin impair allant de v a v. Ainsi, un cycle ayant pour ordre la maille impaire
de G est donc constitué des plus courts chemins pair et impair allant de u a v. Le
procédé suivant nous permet de trouver la maille impaire de G. On trouve d’abord la
distance entre u et v, disons d. Si d est pair, on enléve toutes les arétes des chemins
de longueur d et on réitere le processus tant qu’on n’obtient pas une distance impaire
entre u et v. On obtient de cette maniére la maille impaire de G. De la méme facon,
si au départ d est impair la méme procédure s’applique, et on obtient également la
maille impaire de G. Puisque trouver la distance entre deux sommets et un chemin

associé se fait en temps polynomial, le procédé décrit s’effectue en temps polynomial.

O

Ce lemme sera utilisé dans 'algorithme qui suit. Cet algorithme recoit en entrée
un T-ensemble et retourne le plus petit entier k tel que G% n’est pas biparti ainsi

que la maille impaire de G%.

Algorithme 1.4 Borne pour les graphes 3-colorables

Antécédent: un T-ensemble
Conséquent: le plus petit entier &k tel que G% n’est pas biparti et 2m + 1 la maille
impaire de G%

i=2

. Construire G%

. tant que G% est biparti faire
t=1+1

Construire G-

: fin tant que

k=1

: Calculer 2m+1, la maille impaire de G%.

0

: retourner k et 2m+1

La valeur de k est bornée par spr(K3), I'algorithme se termine donc nécessai-

rement apres un nombre d’itérations dans O(|T'|). Comme nous I'avons déja dit, la
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construction de G%. s’effectue en temps polynomial (O(|T|?)) et, par le lemme 1.79,
le calcul de la maille impaire de G% s'effectue en temps polynomial puisqu’on fait
O(|T|?) recherches du plus court chemin. Le calcul de la maille impaire de G est
donc dans O(|T|*) et par conséquent, 'algorithme 1.4 est un algorithme polynomial

appartenant a O(|T|°).

Observons que pour tout cycle impair d’ordre 2n+1, n > m, on a spy(Cony1) = k.
Ainsi, l'algorithme 1.4 permet donc de déterminer des bornes pour les graphes non
bipartis en considérant seulement le T-ensemble qui a été fourni. Ceci est le sujet du

résultat suivant.

Théoréme 1.80. Etant donné T, on considére le plus petit entier k tel que G% n'est
pas biparti retourné par Ualgorithme 1.4 appliqué a Uensemble T. Alors pour tout

graphe 3-colorable non bipart: G on a

k< spr(G) < spr(K3).

Preuve. En effet, G est 3-colorable implique que G — K3 et ainsi spr(G) < spr(K3).
D’autre part, le T-graphe Gl}‘l est biparti implique qu’aucun cycle impair ne possede
une T-étendue inférieure a k. De plus, puisque G est non biparti alors G contient un

cycle, disons d'ordre 2p + 1. Ainsi Copy1 — G et alors k < spp(Copt1) < spr(G).

Puisqu'un graphe non biparti contient nécessairement un cycle impair, k est une

borne inférieure pour ces graphes.

Corollaire 1.81. Etant donné T, si k est le plus petit entier tel que G% n'est pas
biparti alors pour tout graphe G non biparti, on a k < spr(G).

Il est possible d’obtenir une condition nécessaire et suffisante pour qu'un graphe
G ait pour T-étendue la borne k, c’est-a-dire le plus petit entier tel que G% n’est pas

biparti. Ceci est le sujet du prochain résultat.
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Théoréme 1.82. Pour T' donné, notons k le plus petit entier tel que G% n’est pas
biparti. Si 2m + 1 est la maille impaire de G alors pour tout graphe 3-colorable non
biparti G on a

spr(G) =k & G — Comys.

Preuve. Si G — Copyy alors spr(G) < spr(Coms1) = k. Par le théoreme 1.80 on a
que spr(G) > spr(Com+1) = k. Alnsi, on a bien spr(G) = k.

Supposons que spr(G) = k. Il faut montrer que G — Cop,y;. 1l suffit de montrer
que G% — Cony1 puisque G — G%.. En effet, rappelons que dans G% aucun chemin
pair allant du sommet 0 au sommet k n’intersecte de chemin impair allant de 0 a k.

Considérons
I ={v e N(k) | v est sur un chemin impair de 0 & k}, et
P ={v e N(k)|v est sur un chemin pair de 0 & k}.

Supposons que I et P sont des ensembles stables de sommets, sinon la maille impaire

de G% est 3 et le résultat est trivial.

Soit G’ le graphe construit a partir de Gl}_l dont les sommets dans I sont iden-
tifiés en un sommet ¢ et les sommets dans P sont identifiés en un sommet p. Ces
identifications correspondent & une suite d’homomorphismes élémentaires que nous
notons g. Si nous notons Py, le chemin d’ordre 2m, alors il existe un homomorphisme
surjectif f de G’ dans Ps,, avec les sommets 7 et p correspondant aux extrémités de
P,,,. Le rajout d'un sommet z adjacent aux extrémités de P,,, nous donne un cycle
C d’ordre 2m + 1. Les sommets de C peuvent alors étre vus comme les éléments
de {f o g(i)|i € V(GE™1)} U {z} et 'homomorphisme de G% dans Cypy1 voulu est
simplement donné par la fonction h : V(G%) — V(C) définie par k(i) = f o g(i) pour
0 <i<k-—1et h(k) =z. Nous avons ’homomorphisme recherché, ce qui termine

la preuve.
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Remarque 1.83. Les résultats précédents nous montre a quel point la notion de T'-
graphe peut étre utile pour estimer la valeur de la T-étendue d’un graphe. Il est bien
connu que le probleme de coloration d’un graphe est un probléme compliqué, toutefois
puisque la construction d’un T-graphe ne dépend que du T-ensemble que l'on a, la
complezité de déterminer le nombre chromatique d’un T-graphe varie selon T. Pour
certains T-ensembles particuliers, il peut donc s’avérer avantageuz de considérer une
généralisation aux graphes n-colorables des résultats présentés ci-dessus. De maniére
générale, lors de la construction du T-graphe, on trouve le plus petit k tel que G5 ne
soit pas (n — 1)-colorable, on obtient alors la borne inférieure k pour tous les graphes

n-colorables, n > 3.

Pour donner un exemple de ce que l'on vient de dire, il suffit de considérer les
T-ensembles de type r-initial ou k-multiples de s, définis a la section 1.5.3, pour

lesquels nous avons

spr(G) = SPT(KX(G) ) .

En résumé, nous avons vu dans cette section qu’étant donné certaines struc-
tures de graphes, il est possible de déterminer en temps polynomial des T-colorations
d’étendue optimale pour ces graphes. Nous avons, en particulier, donné des algo-
rithmes pour les cycles impairs et les roues. Nous avons également montré que sous
certaines conditions le core d’une subdivision de K4 est un cycle impair, donc de T-
étendue déterminable en temps polynomial. Puis nous avons donné des bornes pour
les subdivisions de roues. Dans un cadre plus général, nous avons fourni un algo-
rithme polynomial qui nous donne, quel que soit le T-ensemble choisi, des bornes sur

la T-étendue des graphes 3-colorables.
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CHAPITRE 2

REGLES DE GOLOMB

2.1 Généralités

2.1.1 Définition du probleme

Définition 2.1. Une régle de Golomb d’ordre J est un ensemble de J + 1 entiers
naturels,
A= {mg,my,...,my},
tel que toutes les différences
Imy —myl,

pour 0 < j < j' < J, sont distinctes.

Les éléments d’une regle de Golomb sont appelés les marques de la regle. Etant
donné une regle de Golomb A, pour référer a la j-ieme marque de cette regle nous
utiliserons la notation m;(A). Lorsqu’il n’y a pas de confusion possible pour la regle en
question, nous utiliserons simplement la notation m; pour désigner la j-ieme marque

de la regle.

Remarque 2.2. Dans une régle de Golomb, nous supposerons que les marques sont

toujours en ordre croissant selon l'indice. Autrement dit, nous supposerons que
J' > j=my >m;.

Selon cette convention, [’élément maximal d’une régle de Golomb, appelé longueur de

la regle, est donc toujours la marque my et il n'est pas nécessaire de considérer les
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valeurs absolues pour les différences entre les marques puisque toutes les différences

seront alors positives.

Soit A = {mg,mq,...,my} une régle de Golomb avec my > 0. Alors A" =
{mo—mg,m1—mg,...,my;—mg} est aussi une régle de Golomb. Puisque pour toute
régle, il y a une régle équivalente avec my = 0, nous supposerons toujours que la

marque mq est égale a 0.

Etant donné lentier J, le minimum de m;(A) pour toutes les régles de Golomb

A d’ordre J est noté M(J). Autrement dit, on pose

M(J) = min{m (A) | A est une régle de Golomb d’ordre J}.

Une regle de Golomb A qui satisfait m;(A) = M(J) est dite optimale. Lorsque

A satisfait m;(A) = M(J) = J(J2+1), c'est-a-dire que I’élément maximal de la regle
de Golomb est égal au nombre de différences générées, nous dirons que A est une

regle de Golomb parfaite.

Exemple 2.3. L’ensemble {0,1,4,9,11} est une régle de Golomb d’ordre 4 puisque
les différences générées, illustrées dans le triangle des différences ci-dessous, sont

toutes distinctes.

0 1 4 9 11
1 3 5 2
4 8 7
9 10
11

Cette regle est optimale puisqu’il n'existe pas de regle de Golomb d’ordre 4 avec
my < 11. Pour J = 4, il n'existe pas de régle de Golomb parfaite puisqu’il y a 10
différences générées et que M(4) = 11.

La régle {0,1,4,6} est un exemple de régle parfaite puisque, pour une régle d’ordre
3, il y a 6 différences générées et que M(3) = 6. En fait, Golomb (1972) a démontré

que des régles parfaites eristent seulement pour J < 3.
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Le probleme qui consiste a déterminer une regle de Golomb optimale est appelé

probléme de la régle de Golomb.

2.1.2 Equivalence pour les régles de Golomb

Bien que nous ayons adopté la convention d’avoir toujours 0 pour valeur de la
marque mg dans le probleme de la regle de Golomb, il est important de faire les
observations suivantes sur les regles de Golomb équivalentes. Etant donné une regle

de Golomb A = {mg, my,...,ms}, on vérifie facilement pour m’ € N que
A={mg+m' m+m ....m;+m'}
est aussi une regle de Golomb. De méme, pour m’ > my, on peut’ vérifier que
A={m' —mym —my_y,....m —mg}

est aussi une regle de Golomb. Ces deux observations, bien qu’évidentes, seront utiles

pour la construction de regles de Golomb par les méthodes dites algébriques a la

section 2.3.

Soit A = {mg, my,...,ms} une régle de Golomb. Alors la regle
A'={mg=myg—mymi=my—my_q,...,m; =my—my}

est une regle de Golomb satisfaisant mgy = 0 telle que A’ est le “miroir” de A. Dans
un tel cas, nous dirons que les régles A et A’ sont des régles symétriques. L’exemple

suivant illustre bien la notion de symétrie entre deux regles de Golomb.

Exemple 2.4. Pour illustrer la symétrie dans les régles de Golomb, reprenons la
regle {0,1,4,9,11} de lexemple 2.3. Selon ce que nous venons de dire, la régle sy-
métrique est alors {11-11=0,11-9=2,11-4=7,11-1=10,11-0=11}. En
représentant ces deux regles par leur triangle des différences on voit bien la symétrie

apparaitre entre les différences de chagque régle.
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0 1 4 9 11 0 2 7 10 11
1 3 ) 2 2 ) 3 1
4 8 7 7 8 4
9 10 10 9
11 11

2.1.3 Applications des regles de Golomb

Les regles de Golomb sont des objets mathématiques qui ont été largement étu-
diés et on retrouve de nombreux travaux de recherche a leur sujet dans la littérature.
Leurs applications sont nombreuses méme s’il n’existe pas, a ce jour, d’algorithme treés
efficace permettant de déterminer une regle optimale pour un ordre voulu. Par consé-
quent, le probléeme demeure toujours un sujet d’actualité. Parmi les domaines d’ap-
plication des regles de Golomb, on retrouve la cristallographie, la radio-astronomie,

la radio-communication, la théorie du codage, etc. (Bloom et Golomb, 1978).

Application en cristallographie

Les résultats obtenus sur les regles de Golomb nous disent que, & l'exception
d’un seul cas, deux regles de Golomb non symétriques de méme ordre générent des
ensembles de différences qui sont distincts (Bloom et Golomb, 1977). Ce résutat
est utilisé pour l'analyse par rayons X de la structure des cristaux de la maniére
suivante. Tout d’abord, la position des atomes dans la structure d’un cristal est
déterminée par des mesures obtenues a partir d'un patron de diffraction aux rayons
X du cristal. Les mesures obtenues fournissent ensuite un ensemble de distances
entre les atomes pour la structure cristallographique, ce qui permet généralement de
distinguer deux cristaux. Toutefois, il peut arriver qu’il y ait ambiguité entre deux

structures cristallographiques si I’ensemble des distances entre les atomes est le méme
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pour les deux cristaux. Dans ce cas, a 'aide des regles de Golomb et en utilisant le

fait mentionné ci-dessus, il est possible d’éviter qu'il y ait des ambiguités.

La seule paire de regles de Golomb non symétriques connue qui ne satisfait pas

la condition d’avoir des ensembles de différences distincts est la paire de regles
{0,1,8,11,13,17} et
{0,1,4,10,12, 17},

pour lesquelles on peut vérifier que les différences générées sont les mémes.

Applications en radio-astronomie

En radio-astronomie les regles de Golomb sont utilisées pour établir 'emplacement
des antennes radar (Dewdney, 1985). En effet, comme nous le verrons, la maniére op-
timale de disposer les antennes radar consiste & les placer sur une ligne droite, &
des distances de plusieurs kilometres, aux endroits correspondant aux marques d’une
regle de Golomb. La raison pour laquelle cette disposition est intéressante est que
pour localiser la source d'une onde radio, il est essentiel de déterminer I’angle entre
la ligne des antennes et la direction de 'onde radio arrivant de la source. Pour ce
faire les antennes sont alors ajustées pour recevoir & une méme longueur d’onde et
les temps précis auxquels chaque onde arrive aux antennes sont mesurés et comparés
pour chaque paire d’antennes. La direction du signal peut alors étre déterminée en
analysant la différence de phase entre les paires d’antennes. La précision sur la diffé-
rence de phase totale est optimale lorsqu’il n’y a pas deux paires d’antennes situées
a la méme distance, puisque des distances identiques correspondent a des différences
de phase identiques. La disposition idéale consiste donc a situer les antennes selon

les marques d'une regle de Golomb.

Une autre fagon de localiser une source radio est d’utiliser seulement deux radars.

Pour ce faire, il faut alors ajuster les antennes pour recevoir sur plusieurs longueurs
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d’onde différentes. Encore une fois, la précision pour la localisation est optimale si les
différences entre les paires de longueurs d’onde utilisées sont distinctes, c’est-a-dire

si on utilise une regle de Golomb.

Application en radio-communication

La premiére application des regles de Golomb appartient au domaine de la radio-
communication. Cette application, qui est due a Babcock (1953), concerne le pro-
bleme d’affectation des fréquences radio. Ce probleme consiste a affecter des fré-
quences aux différents émetteurs d'un réseau de fagon a éviter les interférences. Les
fréquences peuvent étre associées a des nombres, qui peuvent étre vus comme des
entiers appartenant a un intervalle réel. Comme le nombre de fréquences disponibles
est généralement restreint, on cherche a affecter des fréquences appartenant au plus

petit intervalle possible.

L’apport des regles de Golomb consiste a éviter un certain type d’interférences
appelé intermodulation. Ce phénomene survient lorsque plusieurs fréquences entrent
en conflit et forment une nouvelle fréquence indésirable. On appelle intermodulation

d’ordre trois les conflits de la forme
g+ ar —as; = ay ,

ou ag, ar, as et a; sont des fréquences disponibles dans I'intervalle alloué. Il est facile
de voir que si les fréquences affectées aux émetteurs du réseau correspondent aux
marques d’une regle de Golomb, alors 'intermodulation d’ordre trois est complete-

ment enrayée.

Application en théorie du codage

La principale application des regles de Golomb appartient au domaine de la théo-

rie du codage. Plusieurs types de codes correcteurs d’erreurs utilisent en effet les



67

regles de Golomb. L’idée des codes correcteurs d’erreurs est de générer un surplus
d’information sur un message a envoyer, c’est-a-dire un mot d’'un code sur 1’alphabet
{0,1}, de fagon & pouvoir décoder et valider le message regu. Ce surplus d’informa-
tion doit étre généré de maniere efficace pour minimiser la quantité d’information a
transmettre. Etant donné un message binaire, en utilisant des registres aux endroits
correspondants aux marques d’une regle de Golomb, il est possible lors du décodage
d’obtenir une information non corrélée pour les bits du message envoyé. Ce type de
code correspond aux codes convolutionnels auto-orthogonaux introduits par Massey
(1963). Robinson et Bernstein (1967) ont obtenu ces codes a partir d'une généralisa-
tion des regles de Golomb appelée DTS, sujet qui sera traité en détail dans le chapitre

suivant.

Autres applications

D’autres applications des regles de Golomb existent. Par exemple, il arrive souvent
qu’'une tache informatique soit répartie sur plusieurs ordinateurs. Lorsque tous les
ordinateurs fonctionnent, la tache est distribuée de facon quasi-uniforme. Toutefois,
lorsque que des bris surviennent sur les ordinateurs du réseau, il faut redistribuer les
parties de taches attribuées aux ordinateurs défaillants. Klonowska, Lundberg et Len-
nerstad (2003) proposent pour résoudre ce probléme une méthode de recouvrement
qui correspond & déterminer des regles de Golomb. Un autre exemple d’application
appartient au domaine des communications PPM (pulse position modulation). Dans
ce domaine, un probléme consiste a trouver une séquence avec certaines propriétés
d’autocorrélation, appelée séquence d’acquisition. Dans un article de Gagliardi, Rob-
bins et Taylor (1987), les auteurs montrent comment de telles séquences, pour des

cas particuliers, peuvent étre obtenues a ’aide des regles de Golomb.
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2.1.4 Bornes sur les regles de Golomb

Les regles de Golomb dont la longueur optimale est connue et prouvée sont les
regles d’ordre J < 23. Pour un ordre donné, il existe plusieurs régles de longueur
optimale, un exemple de regle optimale est donné dans le Tableau 2.1, pour chaque

ordre J inférieur ou égal a 23.

En ce qui concerne les bornes supérieures, elles sont obtenues par construction,
tout particulierement par les méthodes dites algébriques, qui seront l'objet de la
section 2.3. Les longueurs des meilleures regles de Golomb connues a ce jour, pour

les regles d’ordre supérieur a 23, sont disponibles sur la page web de Shearer (n.d.).

En ce qui concernent les bornes inférieures, le lecteur peut se référer aux articles
de Chen et Klgve (1991), de Hansen, Jaumard et Meyer (1999), ou encore de Klgve
(1988; 1989; 1990). Encore une fois, les meilleures bornes inférieures connues a ce

jour sont disponibles sur la page web de Shearer (n.d.).

La proposition suivante, due a& Chen (1983), nous donne une formule algébrique

pour obtenir analytiquement la meilleure borne inférieure connue sur les régles de
Golomb.

Proposition 2.5. Soit J—1 Uordre de la régle de Golomb voulue. Si aucune marque
n’est fizée, la formule suivante nous donne une borne inférieure Sy pour la valeur de
la marque J — 1.

Sp = lrmax

J
1<k< s

ko, E+k-1 1 n

2.1.5 Différentes approches

Pour résoudre le probleme de la regle de Golomb, différentes approches ont été

utilisées. Lorentzen et Nilsen (1991) ont, les premiers, donné un modele de program-
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TABLEAU 2.1 — Regles de Golomb optimales.

<

| regle optimale d’ordre J ]
0,1

0.1.3

0,1,4,6

0,1,4,9,11

0,1,4,10,12,17

0.1,4,10,18,23.25

0,1,4,9,15,22,32,34

0,3.9,17.19.32,39,43.44

0.1.6,10,23,26.34,41,53,55

0,1,4,13,28,33,47,54.64,70,72

0,2,6,24,29,40,43,55,68,75,76,85

0,7,8,17,21,36,47,63,69,81,101,104,106

0.5.28.38.41.49.50.68.75.92.107. 121,123,127
0.6.7.15.28.40.51,75.89,02.94 121, 131,147,151
0.1.4.11,26.32.56,68,76,115.117.134,150,163,168.177
0,5,7,17,52,56,67,80.81,100,122,138,159,165,168,191,199
0,2,10,22,53,56,82,83,89,98,130,148,153,167,188,192,205,216
0,4,13,15,42,56,59,77,93,116,126,138,146,174,214,221,240,245.246
0,24,30,43,55,71,75,89,104,125,127,162,167,189,206,215,272,275.282,283
0.4,23,37,40,48,68,78,138,147,154,189,204,238,250,251,256,277,309,331,333
21 | 0.1,0.14,43,70,106,122,124,128,159,179,204,
223,253,263,270,291,330,341,353,356
99 | 0,6,22,24.43.56,05,126,137, 146,172,173 201
213,258,273.281,306,311,355,365,369,372
93 1 0.0,33,37,38,97,122,120140.142,152,101,205,
208,252,278,286,326,332,353,368,384.,403,425
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mation linéaire en nombres entiers pour résoudre ce probléeme. Leur modele sert en
fait a résoudre le probléeme du DTS, une généralisation du probleme de la regle de
Golomb. Cette approche sera décrite plus en détail et dans le contexte général des

DTS au chapitre suivant.

Il existe aussi des méthodes dites exactes dans lesquelles on énumere implicitement

les solutions par différentes techniques de branchement. La méthode consiste a fixer
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successivement des marques de la regle tant que c’est possible, puis a revenir a la
marque précédente lorsqu’il n’est plus possible de fixer de nouvelles marques. La
principale méthode de ce type est I’algorithme GARSP qui est décrit briévement a

la section 2.2.

Une autre approche consiste a utiliser certaines propriétés d’une structure al-
gébrique pour déterminer des regles de Golomb. Ces méthodes qui sont appelées
méthodes algébriques donnent présentement les meilleures valeurs connues pour les
regles de Golomb dont 'optimalité n’est pas encore confirmée. Cette approche est

décrite en détail & la section 2.3.

Une autre fagon de voir les regles de Golomb d’ordre J est de considérer un
étiquetage des sommets du graphe complet K;,; avec des entiers positifs distincts.
Si on affecte a4 chaque aréte la valeur absolue de la différence des étiquettes de ses
extrémités, on veut alors que les valeurs affectées aux arétes soient toutes distinctes.
Cette facon de voir les regles de Golomb nous permet donc de constater qu’il s’agit en
fait d'une généralisation de la notion de graphe gracieux. En effet, pour qu’un graphe
G, non nécessairement complet, soit dit gracieux, il doit exister un étiquetage tel que
ci-dessus pour lequel I’ensemble des valeurs affectées aux arétes soit {1, 2, ..., |E(G)|}.
Les regles de Golomb qui correspondent a des étiquetages gracieux sont donc les
regles d’ordre inférieur a 4, puisque, comme nous l'avons déja dit, les seules regles
de Golomb parfaites sont des régles d’ordre au plus 3. Le probléme de la regle de
Golomb d’ordre J peut donc, de maniere informelle, étre vu comme le probléme de
trouver un étiquetage le plus gracieux possible du graphe K; ;. La Figure 2.1 illustre
un étiquetage du graphe K5 avec les éléments de la regle de Golomb {0,1,4,9,11}
de l'exemple 2.3.

Il existe plusieurs articles ou le probleme de la regle de Golomb est considéré
comme un probleme d’étiquetage des sommets d’un graphe. Le lecteur désirant avoir
plus de détails sur les relations entre les regles de Golomb et les problémes d’étique-

tage de graphes peut consulter les articles de Golomb (1972) et de Bloom et Golomb
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11 1

9 5 4

FIGURE 2.1 — Etiquetage correspondant d une régle de Golomb

(1978). Un autre ouvrage intéressant sur ce sujet est un article de Gibbs et Slater
(1991), ou la notion d’étiquetage des graphes correspondant & une regle de Golomb

est généralisée en étiquetage par des vecteurs d’entiers.

2.2 Meéthodes exactes

Les méthodes de résolution exacte du probleme de la regle de Golomb sont es-
sentiellement des méthodes d’énumération implicite avec bornes inférieures et supé-
rieures. L’algorithme GARSP est un algorithme de ce type avec une stratégie d’explo-
ration en profondeur d’abord. Il est en fait une amélioration de l'algorithme SHIFT
introduit par Dollas, Rankin et McCracken (1998). Une breve description de I'algo-
rithme GARSP est présentée dans cette section uniquement pour donner un apercgu

de ce genre de méthode.

L’originalité de 'algorithme GARSP par rapport aux algorithmes habituels d’énu-
mération implicite réside dans 'utilisation de structures d’acces et de mise a jour

rapide, c’est-a-dire de vecteurs de bits (ou bitmaps). Les vecteurs de bits nécessaires



72

pour le fonctionnement de GARSP sont essntiellement les suivants :

LENGTH (contenant les positions des marques de la régle en cours de construction),
LIST (contenant les différences créées par la nouvelle marque ajoutée),

DIST (contenant toutes les différences dans la regle en cours de construction),
COMP (contenant les différences interdites pour les prochaines marques a fixer) et

FIRST (un vecteur permettant de déterminer la plus petite marque qu’il est possible

d’utiliser pour obtenir une regle de Golomb d’ordre supérieur).

A chaque itération de GARSP on cherche a fixer une nouvelle marque pour la
regle. On vérifie alors que la marque permette que la regle en construction puisse
satisfaire les bornes inférieure et supérieure qui sont disponibles a ce niveau. Si une
telle marque est obtenue alors les vecteurs décrits ci-dessus sont mis a jour, on ajuste
la borne inférieure disponible et ’algorithme se poursuit ; sinon, on effectue un retour
arriere, la marque fixée précédemment est modifiée, la borne inférieure est réajustée
et les vecteurs sont mis a jour. Lorsque la derniére marque est fixée, on ajuste la
borne supérieure si on a obtenu une meilleure régle, on enléve la derniére marque
fixée et 'algorithme se poursuit ainsi jusqu’a ce qu’on retourne a la premiére marque

et que 1'on ait épuisé toutes les valeurs possibles pour cette marque.

Des variantes et des améliorations ont été apportées &8 GARSP (Hoa, 1999), mais
I'idée centrale des méthodes exactes proposées dans la littérature reste toujours la
méme. La complexité du probléme et 'incapacité d’obtenir des bornes inférieures de
bonne qualité, c’est-a-dire 'incapacité de réduire I’énumération, font en sorte que ces

méthodes ne sont efficaces, en temps de calcul, que pour des regles d’ordre limité.
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2.3 Meéthodes algébriques

2.3.1 Généralités sur les corps finis

Cette partie est consacrée aux différents résultats et définitions qui seront néces-
saires pour présenter les méthodes algébriques de résolution du probléme de la regle
de Golomb. Nous rappelons tout d’abord les structures de groupe, d’anneau et de
corps. Les résultats présentés dans ce texte, sous forme de rappels, sont restreints
aux concepts essentiels, plus particuliérement pour ce qui se rapporte aux polynémes
et aux extensions de corps. Le lecteur intéressé peut consulter le livre de Lidl et
Niederreiter (1994) dans lequel on retrouve, de fagon plus approfondie, les notions

abordées dans cette section et les preuves des résultats énoncés.

Structures algébriques

Définition 2.6. Un groupe est un ensemble G muni d’une opération binaire, notée x,
tel que G est fermé sous cette opération (c’est-a-dire que pour tous a et b appartenant

a G, axb appartient aussi & G) et les trois propriétés suivantes sont vérifiées :

1. x est associative, c’est-a-dire que pour tous a, b, c € G,
ax(bxc)=(axb)xc.
2. Il existe dans G un élément identité, noté e, tel que pour tout a € G,
axe=exa=a.

3. Pour tout a € G, il existe un élément inverse a™* € G tel que

De plus, si le groupe satisfait



74

4. Pour tout a,b € G,

axb="bxa,

alors le groupe est dit abélien (ou commutatif).

Pour les groupes, il existe deux types de notation : la notation multiplicative,
lorsque 'opération du groupe est considérée comme la multiplication usuelle, et la no-
tation additive, lorsque 'opération du groupe est considérée comme ’addition usuelle.
Le groupe est alors dit multiplicatif ou additif, suivant le cas. En notation multiplica-
tive, s’'il n’y a pas de confusion possible pour les opérations de groupes, la multiplica-
tion de deux éléments est simplement notée par la concaténation des deux éléments,
autrement dit, le produit a * b, des éléments a et b du groupe peut simplement étre

noté ab s’il n’y a pas de confusion possible sur 'opération en question.

Soit G un groupe multiplicatif et soit g un élément de G. Dans ce qui suit, lorsque
I'élément g sera multiplié n — 1 fois par lui-méme, nous noterons g” le résultat, en
spécifiant que n appartient a Z, n négatif voulant dire qu’il s’agit de 'opération

inverse de la multiplication, c’est-a-dire que ¢g™" = (¢g")~ 1.

Un groupe multiplicatif G est dit cyclique s'il existe un élément a € G tel que
pour tout b € G il existe un entier j satisfaisant b = a’. Dans ce cas, on dit que
a est un générateur du groupe G et on écrit G = (a). De plus, lorsque (a) est un
groupe fini, on appelle ordre de I’élément a 'ordre du groupe, c’est-a-dire le nombre

d’éléments qui le composent.

Soit ¢ : G — H une application du groupe G dans le groupe H. Si x et - sont
respectivement les opérations de G et de H, alors on dit que ¢ préserve l'opération

de G si pour tout a,b € G on a

¢(axb) = ¢(a) - ¢(b).
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Définition 2.7. Une application ¢ : G — H du groupe G dans le groupe H est
appelée un homomorphisme de G dans H si ¢ préserve l'opération de G. Un ho-
momorphisme de G dans G est appelé un endomorphisme. Lorsque ¢ : G — H est
bijective on dit que ¢ est un isomorphisme. Un isomorphisme de G dans G est appelé

un automorphisme.

Définition 2.8. Un anneau (R, +, ) est un ensemble R, muni des opérations binaires

+ (addition) et - (multiplication), tel que R est fermé sous ces opérations et les

conditions suivantes sont vérifiées :
1. R est un groupe abélien pour l'opération +,
2. Dopération - est associative, et

3. Ya,b,c€ R, on ala propriété de distributivité
a-(b+c)=a-b+a-cet(b+c)-a=b-a+c-a.

Par convention, lidentité pour l’addition sera toujours notée 0.

Si (R\ {0}, ) forme un groupe abélien, on dit que (R,+,-) est un corps. Dans
le cas ot R est un corps, il existe un élément identité pour le groupe multiplicatif.
Dans le reste de ce texte, ’élément identité du groupe multiplicatif d’un corps sera

toujours noté 1.

La définition 2.7 pour les homomorphismes de groupes s’étend directement & une

définition pour les anneaux ou pour les corps. C’est le sujet de la définition suivante.

Définition 2.9. Une application ¢ : R — S d'un anneau R dans un anneau S
est appelée un homomorphisme si les opérations + et - de R sont préservées et ¢
indust un homomorphisme du groupe additif de R sur le groupe additif de S. Dans le
cas ot R et S sont des corps, ¢ doit en plus induire un homomorphisme du groupe

multiplicatif de R\ {0} sur le groupe multiplicatif de S\ {0}.
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Les prochains résultats que nous présentons concernent les sous-anneaux et plus
particulierement les idéaux. Ces notions sont abordées dans le seul but de présenter
I’anneau des classes résiduelles. Cet anneau sera ensuite utilisé sur 'anneau des poly-
nomes pour obtenir les différents corps finis. Nous verrons en effet que tous les corps

finis peuvent étre obtenus a partir de ces structures particulieres.

Définition 2.10. Un sous-ensemble S d’un anneau R est un sous-anneau de R
s’il est fermé pour l'addition et la multiplication et qu’il forme un anneau pour ces

opérations.

Définition 2.11. Un sous-anneau J de R est un idéal de R si pour tout a € J et

T € R, les élémentsr-a et a-r appartiennent a J.

Remarque 2.12. Soit R un anneau quelcongue et soit v un élément de R. Dans ce
qut suit, lorsque l’élément r sera additionné n — 1 fois a lui-méme, nous noterons nr
le résultat, en spécifiant que n appartient a Z, n négatif voulant dire qu’il s’agit de

lopération inverse de l'addition, c’est-a-dire que —nr = n(—r).

Soit a un élément de R. Nous noterons (a) l'ensemble {r-a+na|r € R,n € Z}.

Si R contient une identité pour la multiplication alors (a) = {r-a|r € R}.

Définition 2.13. Soit R un anneau commutatif. Un idéal J de R est dit principal sl
existe un a € R tel que J = (a). On dit alors que J est 'anneau principal engendré

par a.

Etant donné un idéal J d'un anneau R, on peut définir une partition des éléments
de R en classes résiduelles modulo J. La classe résiduelle d'un élément a € R est notée
[a] = a + J puisqu’elle est constituée des éléments de R de la forme a + ¢ pour un

ceJ.

Deux éléments a,b € R sont dit congrus modulo J, noté a = b mod J, s'ils

appartiennent a la méme classe résiduelle modulo J.



77

Définition 2.14. L’ensemble des classes résiduelles d’un anneau R modulo un idéal
J forme un anneau pour les opérations (+ mod J) et (- mod J), c’est-a-dire les
opérations de l'anneau R considérées modulo J. Cet anneau est appelé anneau des

classes résiduelles de R modulo J et il est noté R/ J.

Théoréme 2.15. Z/(p), l'anneau des classes résiduelles des entiers modulo l'idéal

principal engendré par un nombre premier p, est un corps.

Les méthodes algébriques pour obtenir des régles de Golomb sont basées sur la
construction de géométries sur des corps finis. Pour cette raison, nous nous intéressons
maintenant a la caractérisation des corps finis. Les résultats suivants font ressortir
le fait que tout corps fini est associé & un nombre premier, et inversement, que tout

nombre premier peut étre associé & un corps fini.

Définition 2.16. Soit p un nombre premier. Le corps Z/(p) du théoréme 2.15 est

appelé corps de Galois a p éléments et il sera noté .

Définition 2.17. Si F est un corps et qu’il existe n € Z tel que pour tout r € F on
ait nr = 0, alors le plus petit entier positif satisfaisant cette propriété est appelé la
caractéristique du corps F. S’il n'existe pas un tel entier positif, on dit que le corps

F' est de caractéristique 0.

Théoreme 2.18. Tous les corps finis ont pour caractéristique un nombre premier.

Polyndémes a coefficients dans un corps

La notion de polynome est au centre de la caractérisation des corps finis, prin-
cipalement parce que tous les corps finis peuvent étre vus comme des ensembles de
polynomes. Nous présentons maintenant les différents résultats concernant les poly-
némes qui nous seront utiles plus tard afin de poursuivre la caractérisation des corps

finis. Rappelons d’abord quelques termes généraux concernant les polynoémes.



78

Un polynome a coeflicients dans un anneau R est une expression de la forme

n

f(z) = Zaiﬂfi =ag+ a1+ -+ a,a",
i=0

oun € N, les a; (0 < i < n) appartiennent & R et z est un symbole appelé l'indé-
terminé sur R. Lorsqu’il n’y a pas de confusion pour l'indéterminé, nous noterons
simplement f le polynoéme f(z). Le degré d'un polynome f est le plus grand entier
i tel que le coefficient a; soit non nul; de plus, si a; = 1 alors on dit que f est un

polynéme monique. Un polynoéme non nul de degré 0 est appelé un polynéme constant.

Définition 2.19. L’ensemble des polynomes a coefficients dans l'anneau R muni de
Uaddition et la multiplication usuelles pour les polynémes forme un anneau appelé
anneau des polynémes sur R et noté R[z]. L’élément nul de R[x] est le polynéme

dont tous les coefficients sont égauz a 0; il est simplement noté 0.

Le concept de division dans un anneau de polynémes F[z], qui est central dans
ce travail, nécessite que F' soit un corps. Pour cette raison, dans le reste de ce texte,
a moins de spécification contraire, nous ne considérerons que des polynomes & coef-
ficients dans un corps. Le théoreme suivant introduit le concept de division pour les

polynomes.

Théoréme 2.20. Soit F' un corps et g # 0 un polynéme de Flx]. Alors pour tout
f € Flz] il existe des polyndmes q,r € F[z| tels que f = qg+r, ot deg(r) < deg(g).

Lorsque dans le théoreme 2.20 le polynéme r est le polyndéme nul, on dit que g

divise f, sinon, on dit que r est le reste de la division de f par g.

Théoréme 2.21. Soit F un corps. Pour tout idéal J # (0) de Flz], il existe un

polynéme monique uniquement déterminé g € Flz], tel que J = (g).

Définition 2.22. Un polynéme g € F|z] est dit irréductible sur F si g a un degré
non nul et que ¢ = pq, avec p,q € F|z], impliqgue que p ou q soit un polynéme

constant.
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L’importance de la notion de polynome irréductible pour la construction des corps

finis provient du résultat suivant.

Théoréme 2.23. Soit f un polynéme de F|x]. L’anneau des classes résiduelles

Flz]/(f) est un corps si et seulement si f est irréductible sur F'.
Définition 2.24. Un élémentb € F est une racine du polynéme f € F[x] si f(b) = 0.

Théoréme 2.25. Un élément b € F est une racine du polynéme f € Fl[z] si et

seulement si x — b divise f(x).

Extensions de corps

La structure de corps, comme les autres stuctures algébriques, admet la notion
de sous-structure. Soit F' un corps. Un sous-ensemble K de F' qui est lui-méme un
corps pour les opérations de F' est appelé un sous-corps de F'; dans ce cas, on dit
aussi que F' est une eztension du corps K. Si K # F on dit que K est un sous-corps

propre de F'.

Définition 2.26. Un corps qui n’a pas de sous-corps propre est appelé un corps

premier.

L’intersection d'un nombre quelconque de sous-corps du corps F' est aussi un
sous-corps de F'. L’intersection de tous les sous-corps de F' est appelé le sous-corps

premier de F.

Théoréme 2.27. Le sous-corps premier d’un corps fini F est isomorphe a Fp, ot p

est la caractéristique du corps F'.

Etant donné un corps, il est possible de construire de nouveaux corps a partir
de ce corps. Ces derniers sont appelés extensions du corps originel. Les prochains
résultats, qui sont relatifs a la notion d’extension de corps, sont donc essentiels pour

la caractérisation des corps finis.
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Définition 2.28. Soit K un sous-corps de F et M wun sous-ensemble quelconque
d’éléments de F. Le corps K(M) défini par Uintersection de tous les sous-corps de
F contenant K et M est appelé l'extension de K par adjonction des éléments de Af.
Si M est le singleton {6} C F, alors L = K(0) est dite extension simple de K et 6

est appelé élément de définition de L sur K.

Définition 2.29. Soit K un sous-corps de F et 6 un élément de F. Si 0 satisfait
une équation polynomiale non triviale a coefficients dans K, c’est-a-dire, si a,0" +
<o+ a0+ ag = 0 avec a, # 0 pour n > 0, alors 0 est dit algébrique sur le corps
K. Une extension L du corps K est dite algébrique si tous les éléments de L sont

algébriques sur le corps K.

Définition 2.30. Soit K un sous-corps de F et 8 un élément de F'. S1 6 € F est
algébrique sur le corps K, alors l'unique polynéme monique g € K|x|, par le théoréme
2.21, qui génére lidéal {f € Klz]| f(0) = 0} est appelé le polyndéme minimal de ¢
sur K. On appelle degré de 0 sur K le degré de g.

Théoreme 2.31. Si0 € F est algébrique sur le corps K, alors son polynéme minimal
g sur K posséde les propriétés suivantes :

1. g est irréductible dans K|x].

2. Pour f € K[z] on a f(8) =0 si et seulement si g divise f.

3. g est le polynéme monique de K|z| de plus petit degré ayant 6 pour racine.

Remarque 2.32. Si L est une extension du corps K, alors L peut étre vu comme un
espace vectoriel sur K. En effet, les éléments de L, qui sont des vecteurs d’éléments de
K, forment un groupe abélien pour l'addition. Un élément a € L peut étre multiplié
par un scalaire v € K de telle maniére que ra soit également un élément de L et
les lois pour la multiplication par un scalaire sont satisfaites, c’est-a-dire que pour

rse€Kea €L, ona
1. rla+B)=ra+rp,

2. (r+s)a=ra+sa,
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3. (rs)a =r(sa), et
4. la=qa.

L est donc bien un espace vectoriel sur le corps K.

Dans ce qui suit, cette facon de voir les extensions de corps comme des espaces

vectoriels sera souvent utilisée pour bien expliquer ce qui se passe.

Définition 2.33. Soit L une extension d’un corps K. Si L, considéré comme un
espace vectoriel sur K, est de dimension finie, alors L est appelée extension finie du

corps K. La dimension de l'espace vectoriel L sur K est appelée degré de L sur K
et notée [L : K].

Etant donné un corps K et un polynoéme f sur ce corps, il est possible de construire
un nouveau corps appelé corps de décomposition de f. Cette construction utilise le
fait, tel que stipulé par le théoreme ci-dessous, qu’il existe toujours une extension F
du corps K telle que f puisse s’écrire comme produit de facteurs linéaires sur le corps

Flz]. De facon plus formelle, on peut écrire ce qui suit.

Définition 2.34. Soit f € Klz] de degré non nul et F une extension du corps K.
Alors on dit que f se décompose dans F' si f peut s’écrire comme produit de facteurs

linéaires dans F[z|, c’est-a-dire s’il existe des éléments ay, o, ...,an € F tels que
f(z) =alz —ai)(z —az) - (z — an),

ot a est le coefficient de 2™ dans le polynome f. On dit aussi que F est le corps de

décomposition de f sur K si f se décompose dans F et que F' = K(ay, g, ..., ay).

Il est possible de parler du corps de décomposition d'un polynome, puisque,

comme le prochain résultat l'indique, ce corps est unique a isomorphisme pres.

Théoréme 2.35. S K est un corps et f un polynéme de degré non nul dans K|z],
alors il existe un corps de décomposition de f sur K. De plus, tous les corps de
décomposition de f sur K sont isomorphes pour un isomorphisme qui fixe les éléments

de K et envoie chaque racine de f sur une autre racine de f.



Caractérisation des corps finis

Le prochain résultat implique que tous les sous-corps d’un corps fini de caractéris-

tique p, en particulier le corps lui-méme, ont une puissance de p comme cardinalité.

Théoréeme 2.36. Soit F' un corps fini. Alors F' a p™ éléments, ot p est un nombre
premier qui est la caractéristique de F' et n est le degré de F' sur son sous-corps

premzer.

Le lemme suivant est le dernier résultat nécessaire avant de pouvoir caractériser
les corps finis. Ce lemme stipule que tout corps fini F' peut étre vu comme un corps

de décomposition sur un sous-corps de F'.

Lemme 2.37. Si F' est un corps fini qui contient q éléments et K est un sous-corps
de F, alors le polynome 2?7 — x de K|z] se factorise dans F|x] comme
! —z = H(a: —a)
acF

et F' est un corps de décomposition de x4 — x sur K.

Le prochain résultat, appelé théoreme de I'existence et de ['unicité des corps finis,
caractérise entierement les corps finis. Ce théoréme stipule que pour toute puissance
de nombre premier il existe un corps de cette cardinalité et que ce corps est unique

a isomorphisme pres.

Théoreme 2.38. Pour tout nombre premier p et tout entier naturel non nul n il
existe un corps fini comportant p* éléments. Tout corps fini comportant ¢ = p*

éléments est isomorphe au corps de décomposition de x? — x sur ).

Puisque tous les corps de décomposition sont isomorphes, il est alors possible de
parler de I'unique corps fini de cardinalité p™. Ce corps est noté Fy» et il est appelé

corps de Galois de cardinalité p™.
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Propriétés des corps finis

Pour un corps fini donné, il est possible de déterminer ’ensemble de ses sous-corps.

Cette caractérisation pour les sous-corps est donnée par le théoréme suivant.

Théoreme 2.39. Soit g = p™ avec p premier et n > 1. Alors tous les sous-corps de
Fq sont d’ordre p™, ot m > 1 est un diviseur de n. Inversement, st m > 1 est un

dwiseur de n, alors il existe un unique sous-corps de F, avec p™ éléments.

Dans ce qui suit, étant donné un corps fini F,, nous noterons Fy le groupe multi-
plicatif des éléments non nuls de ;. Le théoreme suivant est une propriété des corps

finis qui nous sera tres utile.
Théoréme 2.40. Pour tout corps fini By le groupe multiplicatif F;, est cyclique.

Définition 2.41. Un générateur du groupe cyclique F; est appelé un élément primitif
de IF,.

Pour tout corps Fy, il existe toujours un élément primitif. Ce fait implique, tel
qu’indiqué par le théoreme ci-dessous, que tout corps fini peut étre vu comme une

extension simple algébrique de son sous-corps premier.

Théoréme 2.42. Soit IF, une extension finie du corps F,. Alors F, est une extension
simple algébrigue de F, et nimporte quel élément primitif de IF, peut servir comme

élément de définition de IF, sur [F,.

Corps de polynomes

Comme nous I'avons déja vu, tous les corps finis peuvent étre vus comme des corps

de polynomes. Nous présentons maintenant quelques résultats concernant ces corps
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de polynomes. En particulier, les prochains résultats nous permettent d’introduire la
notion de polynome primitif qui est nécessaire pour la construction des géométries

finies.

Le lemme suivant est nécessaire pour nous permettre de définir I'ordre d'un po-

lynome.

Lemme 2.43. Soit f € F,[x] un polynéme de degré m > 1 avec f(0) # 0. Alors il

existe un entier naturel e < g™ — 1 tel que f(x) divise 2° — 1.

Définition 2.44. Soit f € F,[z] un polynéme non nul. Si f(0) # 0, alors le plus
petit entier e pour lequel f(x) divise ¢ — 1 est appelé l'ordre de f, noté ord(f). Si
f(0) = 0, alors f(zx) est de la forme z"g(z), oun € N et g € Fylz] avec ¢g(0) # 0.

ord(f) est alors défini comme ord(g).

Proposition 2.45. Soit f un polynome de degré m, irréductible dans F,[z]. Alors

le corps de décomposition de f sur F, est le corps Fym.

Théoréeme 2.46. Soit f € Fylz] un polynéme irréductible sur F, de degré m > 1
avec f(0) # 0. Alors ord(f) est égal & l'ordre de n’importe quelle racine de f dans le
groupe multiplicatif Fym.

Définition 2.47. Un polynome f € Fy[x] de degré m > 1 est un polynéme primitif

sur I, s%l est le polynome minimal sur ¥y d'un élément primitif de Fom.

Théoreme 2.48. Un polynome f € F,[z] de degré m > 1 est un polynéme primitif
sur [, si et seulement si f est monique, f(0) # 0, et ord(f) = ¢™ — 1.

2.3.2 Géomeétries finies

La notion de géométrie finie construite sur un corps de Galois est centrale dans
ce qui suit. La définition générale d’une géométrie projective de dimension m est
présentée ci-apres. Nous verrons ensuite des méthodes équivalentes de construction
de ces espaces a partir d'un corps de Galois. Ces différentes constructions seront

également illustrées a ’aide d’exemples.
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Géométries projectives

Définition 2.49. Un plan projectif ou un espace projectif de dimension 2 est consti-
tué d’un ensemble de points, d’une famille de sous-ensembles particuliers de points,
appelés droites, et d’'une relation d’incidence entre les points et les droites satisfaisant

les conditions suwvantes :
1. chaque paire de droites distinctes est incidente a un seul point ;
2. chaque paire de points distincts est incidente a une seule droite ;

3. il existe quatre points tels qu’aucun ensemble de trois de ces points n’est incident

a une méme droite.

Cette définition implique que chaque droite contient au moins trois points et que par

chaque point il passe au moins trois droites.

Comme l'indique la définition suivante, le concept de plan projectif peut se géné-

raliser aux espaces projectifs de dimension supérieure a 2.

Définition 2.50. Une géométrie projective de dimension m, ou un espace projectif
de dimension m, pour m > 2, est la donnée d’un ensemble de points et de droites
satisfaisant les conditions de la définition précédente et de tous les sous-espaces de
dimension p pour 2 < p < m. Les sous-espaces de dimension p se définissent récur-
swement de la maniere suivante. Les 0-espaces sont les points et les 1-espaces sont
les droites. St Ao, ..., Au, 2 < p < m, sont des points n’appartenant pas au méme
(u — 1)-espace, alors tous les points colinéaires avec Ay et n'importe quel point du
(1 —1)-espace défini par Ay, ..., A, forment un p-espace. Ainsi, pour 2 < p < m tous

les sous-espaces de dimension p peuvent étre déterminés de cette facon.

L’espace vectoriel IF"q““ induit une géométrie projective finie de dimension k qui

sera notée PG(k,F;). Soit R la relation d’équivalence sur les éléments non nuls de
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F ’;H qui associe deux éléments a une méme classe si et seulement si I'un est multiple
de Pautre par un scalaire. Les points de PG(k,F,) sont alors les classes d’équivalence
de R. Puisque le nombre de (k + 1)-tuples non nuls sur le corps F, est ¢"t! — 1 et
que le nombre de scalaires non nuls est ¢ — 1, le nombre de points de PG(k,F,) est
¢t —1
qg—1
Nous définissons ensuite un p-espace (p-flat) comme ensemble des points satisfaisant

k — p équations homogenes linéairement indépendantes :

a10To+ - Hapzi =0
axTo+ - +agrzy =0
Ak—poTot+ -+ Fagp_prtry =0

ou les coefficients a;; € F,. Le nombre de points dans un sous-espace de dimension u

est alors
qu+1 -1

g—1
En particulier, le plan projectif obtenu de cette maniere sera noté PG(2,F,).
Exemple 2.51. Considérons ['espace vectoriel F3, puis construisons PG(2,F3) de

la maniére indiquée ci-dessus. La relation R appliquée aux éléments non nuls de F}

nous donne les 13 points suivants :
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e e NN e NN e NN T
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Pour déterminer les 1-espaces, c’est-a-dire les droites, il faut maintenant consi-
dérer l'ensemble des points satisfaisant une équation homogéne. L’équation aixi +
asxs + azxs = 0 étant simplement notée [ay, as, as], on obtient alors les 13 droites ci-
dessous correspondant aux 13 équations homogénes distinctes possibles, et les points

qui les composent.

[0,0,1]: (0,1,0) (1,0,0) (1,1,0) (1,2,0)
[0,1,0]: (0,0,1) (1,0,0) (1,0,1) (1,0,2)
0.1,1]: (0,1.2) (1,0,0) (1,1.2) (1,2.1)
[0,1,2): (0,1,1) (1,0,0) (1,1,1) (1,2,2)
[1,0,0] : (0,0,1) (0,1,0) (0,1,1) (0,1,2)
[1,0,1]: (0,1,0) (1,0,2) (1,1,2) (1,2,2)
(1,0,2]: (0,1,0) (1,0,1) (1,1,1) (1,2,1)
[1,1,0]: (0,0,1) (1,2,0) (1,2,1) (1,2,2)
1,1,1]: (0,1,2) (1,0,2) (1,1,1) (1,2,0)
1,1,2]: (0,1,1) (1,0,1) (1,1,2) (1,2,0)
[1,2,0]: (0,0,1) (1,1,0) (1,1,1) (1,1,2)
1,2,1]: (0,1,1) (1,0,2) (1,1,0) (1,2,1)
1,2,2]: (0,1,2) (1,0,1) (1,1,0) (1,2,2)

Il est maintenant facile de vérifier que PG(2,F3) satisfait les conditions pour étre

un plan projectif.

Soit o un élément primitif de Fyr+1. Alors les éléments non nuls de Fyr+1 s’ex-

0 ql ...,a?"""2 Le théoreme 2.39 implique

priment comme les puissances de o : o
que Fgei1 a [y comme sous-corps. Il existe donc un élément 3 de Fjrr1 d’ordre
g—1 tel que 0,1,3,5%...,87 2 forment le corps F,. Ainsi, les éléments non nuls

de F x+1 peuvent également s’exprimer sous la forme o/ pour 0 < i < g — 2 et

qk+1_1 . 1
q-1 ’

0<j<

On peut donc aussi construire PG(k,F,), a partir du corps Fy+1, les points de

PG(k,F,) étant les qk;_ll_l ensembles {#'a? |0 < ¢ < ¢ — 2}. Autrement dit, pour

tous i et i/, 0 < 4,4 < g — 2, on identifie les éléments Fia’ et 3"ad, en prenant un



88

qk+1_1
g-1
o’ le représentant de la classe {f'a? |0 < i < q — 2}. Pour former un ju-espace il

représentant de chaque classe on obtient alors les

points de PG(k,F,). Notons

suffit alors de prendre af, i, . .., o, it + 1 points linéairement indépendants dans
PG(k,Fy), et toutes les combinaisons linéaires Q™ +ajait +. . .-I—aum, avec a; € F,
non tous nuls, définissent alors un p-espace (Lidl et Niederreiter, 1994). Ce qui vient

d’étre dit est illustré par l'exemple suivant.

Exemple 2.52. Reprenons l'ezemple 2.51, ¢’est-a-dire construisons PG(2,F3). Sur
le corps F3 = ({0, 1,2}, +, ), le seul élément primitif possible est 2. Pour effectuer les
calculs, on détermine d’abord un polynéme primitif (voir remarque 2.66), c’est-a-dire

satisfaisant les conditions du théoréme 2.48, disons
2 +22° +z+ 1.

On prend ensuite une racine o du polynéme x3+2x%+x+1, nous donnant la relation
a®=a*+2a+2.

On obtient alors pour points de la géométrie les points suivants.

a®=1 a"=a’+a

ol =a af=0?+a+1
a?=a? a®=a+1
a*=a’+2a+2 al®=a%+2
at=a+2 all=ao?+a+2
a® =a?+ 2 o?=a?+2a+1
o =a+1.

Pour construire les 1-espaces, c’est-a-dire les droites, il suffit maintenant de consi-
dérer successivement les paires de points linéairement indépendants. On obtient de

cette maniere les droites suivantes :



89

0 ~ O O = Ul 00 W
= (=}

[ I R ‘T e T e T e e =2 ]

=) (] N = L " =)

©

N Gt b W W NN W N
[
=

S Ut e W NN
DR LD RLLRLLRLLRRLORR

°
SO DR OO DR R =
>

LR RLLLRRRLLRLRLRRR
o RO DRRLLRRRLRR

[
V)

Encore une fois, il est facile de vérifier que cette construction satisfait tous les
axriomes d’une géométrie projective, et par conséquent que les deur constructions

proposées sont €quivalentes.

Remarque 2.53. La correspondance entre les points et les droites d un plan projectif
obtenus par la méthode de l'exemple 2.51 et ceux obtenus par la méthode de l'exemple
précédent peut se faire de la maniére suivante. Le point & = Boa®+ B+ 5o, Bi € Fy,
i=0,1,2, correspond bijectivement au point (B2, 51, Bo) de U'exemple 2.51. La droite
associée a deut points distincts a?' = By 20’ + 110+ P1o et a7 = By 202+ Bo 1+ Pay,
Bij€F,,i=1,2¢etj=0,1,2, correspond bijectivement & l'unique droite [Ba, 51, Bo]

de l'exemple 2.51 satisfaisant

Bofr2 + B1fr1+ BoBro=0 et

B2f2.2 + B1F2,1 + Bofap = 0.

Pour lexemple 2.51 et Uexemple 2.52 la correspondance pour les points s’établit

comme sutt.
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De méme, la correspondance pour les droites s’établit de la maniére suivante.

a, o’

%

1, o

O[H

0110

a, o’
a,a’

1.a%

1,a’

[0,0.1]: (0, 1,0), (1,0,0),(1,1,0), (1,2,0)
[0.1,0]: (0,0,1),(1,0.0), (1.0,1),(1,0,2)

:(0,0,1),(0,1,0).(0,1,1), (0,1, 2)

:(0,1,0), (1,0,1), (1.1, 1), (1,2, 1)
1 (0,0.1), (1,2,0), (1,2,1). (1,2.2)

1,0,0

[1,0,1]: (0,1,0),(1,0,2), (1.1,2),(1,2,2)

1,0,2

1,1,0

[1,2,0]: (0,0,1), (L, 1,0), (1,1,1), (1, 1, 2)

Plan semi-affine

Le plan projectif n’est pas le seul type de géométrie finie qui puisse étre utilisé

pour obtenir des regles de Golomb. A partir d’'une géométrie projective, il est possible

de construire une géométrie affine et, de celle-ci, obtenir une géométrie semi-affine. Le
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plan semi-affine possede les mémes propriétés pour I'obtention de regles de Golomb
que le plan projectif. Dans ce qui suit, nous présentons une méthode pour obtenir le

plan semi-affine a partir du plan projectif.

Etant donné le plan projectif PG(2,F,), il existe plusieurs fagons de construire un
plan semi-affine. Toutefois, lorsque nous référerons au plan semi-affine, noté SAP(F,),
nous considérerons le plan obtenu par la construction suivante. A partir de PG(2,F,),
on construit le plan affine en enlevant une droite et les points incidents a cette droite
(Lidl et Niederreiter, 1994). Puis, du plan affine, on enléve un point et les droites
incidentes & ce point. Le plan ainsi obtenu est SAP(F,), qui contient ¢*> — 1 points
et ¢ — 1 droites. Chaque droite contient ¢ points et chaque point est incident & g
droites (Coolsaet, n.d.).

Exemple 2.54. Pour illustrer cette construction, considérons PG(2,1F3) construite
a lexemple 2.51. Sans perte de généralité, choisissons d’6ter la droite [0,0,1]. Tel
qu’indiqué ci-dessus, il faut donc éter les points (0,1,0), (1,0,0), (1,1,0) et (1,2,0)
de chaque droite pour obtenir un plan affine. De ce plan, on choisit sans perte de
généralité d’ater le point (0,0,1). Il faut alors éter les droites [0,1,0], [1,0,0], [1,1,0]
et [1,2,0]. Il nous reste alors le plan semi-affine SAP(F3), dont les points et les

droites sont donnés dans le tableau ci-dessous.

SAP(F3)

Points Droites

(0,1,1) [0,1,1] - (0,1,2) (1,1,2) (1,2,1)
(0,1,2) [0,1,2] : (0,1,1) (1,1,1) (1,2,2)
(1,0,1) [1,0,1] : (1,0,2) (1,1,2) (1,2,2)
(1,0,2) [1,0,2] : (1,0,1) (1,1,1) (1,2,1)
(1,1,1) [1,1,1] : (0,1,2) (1,0,2) (1,1,1)
(1,1,2) [1,1,2] - (0,1,1) (1,0,1) (1,1,2)
(1,2,1) [1,2,1] : (0,1,1) (1,0,2) (1,2,1)
(1,2,2) [1,2,2] : (0,1,2) (1,0,1) (1,2,2)

On peut vérifier qu’il y a bien 8 points et 8 droites, que chaque droite contient 3

points, et que chaque point est incident a 3 droites.
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Remarquons que le dernier élément de chaque point est non nul, et qu’il est tou-
jours possible d’obtenir cette propriété, ce qui nous permet de construire directement
le plan semi-affine a l'aide d’équations (non homogénes) comme pour le cas des

droites projectives.

Récurrences linéaires

Définition 2.55. Soit sg, s1, Sa, . . ., une suite infinie d’éléments d’un corps satisfai-
, ... R . L R
sant la récurence linéaire d’ordre k suivante : Spip = D ;| Qk—iSntk—i- Le polynGéme

k k k—i : :
— > i ak—sx" " La suite est dite

caractéristique de cette suite est le polynome x
périodique de période p si p est le plus petit entier vérifiant s,i, = S, pour tout n.
Toutes les suites ne sont naturellement pas périodiques; dans ce cas la période sera

considérée comme étant infinie.

L’exemple suivant illustre les notions que nous venons de définir.

Exemple 2.56. Considérons la suite de Fibonacci, dont les premiers termes sont
0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,....

Cette suite est définie par la récurrence linéaire d’ordre deut Spio = Spy1 + Sp. Le
+ +
polynéme caractéristique de cette suite est donc x° — x — 1. Puisque la suite est

strictement croissante, elle ne peut pas étre périodique (elle est donc de période oc).

Considérons maintenant la méme suite prise modulo 2. Les premiers termes sont
alors

0,1,1,0,1,1,0,1,1,0,1,....

Puisque l'on travaille modulo 2, le polynome caractéristique de la suite peut s’écrire

22—z~ 1 oux*+x+1, et la suite de Fibonacci prise modulo 2 est de période 3.
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Etant donné une équation de récurrence d’ordre £ sur le corps F,, donc un po-
lynéme f(z) € Fy[z] de degré k, la suite dont les conditions initiales sont 0 pour les
k — 1 premiers termes et 1 pour le k-ieme terme est appelée suite de réponses d’im-
pulsion (impulse response sequence). Par exemple, la suite de Fibonacci modulo 2 de

'exemple 2.56 est la suite de réponses d'impulsion du polynéme z2 + z + 1 € Fy[z].

Remarque 2.57. Le lecteur peut vérifier qu’étant donné un polynéme monique
f(z) € Fylz] de degré k, les ord(f) premiers termes de la suite de réponses d’im-

pulsion de f correspondent aux coefficients du polynéme g(x) € F,[z] lorsque

20Td) _
/(=)

Notons que les k — 1 coefficients des mondmes de plus grand degré de g(x) sont nuls.

g(x) =

Cette remarque implique donc que de facon alternative, on peut définir un polynome
f(z) € Fylz] de degré k comme étant primitif sur F, si et seulement si la suite de

réponses d'impulsion est périodique de période ¢F — 1.

Pour illustrer cette remarque, reprenons le polynéme z3 + 222 + z + 1 de F3[z] de

I’'exemple 2.52.

Exemple 2.58. Soit f(z) = z* + 22° + £ + 1 le polynéme caractéristique de la
TECUTTENCE Spy3 = —28, 19— Snt1—Sn. Puisque l’on travaille sur le corps F3, I’équation
de récurrence s’écrit donc sous la forme $,,3 = Spia+28,41+28,. Les 33—1 premiers

termes de la suite de réponses d’impulsion de f sont donc
0,0,1,1,0,1,0,2,1,2,2,2,1,0,0,2,2,0,2,0,1,2,1,1,1, 2.

En appliquant l’algorithme de division d’Euclide avec f(z) comme diviseur, on trouve
que le plus petit entier e satisfaisant la condition que f(x) divise ¢ —1 est e = 26 =

3% — 1, donc que f est primitif. On trouve alors que

2% -1 = (2*+ 22>+ 2+ 1)(05% + 02> + 125 + 12%2 + 02 + 12%° + 02'° + 228 + 127



94

+228 4+ 22 4 20 1218 4 022 + 021 4+ 22104+ 22° + 028 + 227 + 028 + 12° + 221 + 123
+12% + 1z' 4 229).
Ainsi, les coefficients du second polynome de droite sont bien les premiers termes

de la suite de réponses dimpulsion de f comme nous l'avons mentionné dans la

remarque précédente.

Si f est un polynéme primitif de degré k sur le corps [F, nous noterons S(f) la
suite de réponses d’impulsion de f. Puisque la période de S(f) est ¢* — 1, tous les
k-tuples d’éléments de I, apparaissent dans S(f). Nous noterons POSgy) : (Fk)* —
{0,1, ..., ¢" — 2} la fonction qui associe & un k-tuple la position de sa premiére appari-
tion dans S(f). Lorsque f est primitif, POSg(s) est une bijection et par conséquent,

elle induit un isomorphisme de corps entre (F ’;)* et I,

CDS

Définition 2.59. Un CDS (Cyclic Difference Set) modulo n de taille s est un en-
semble, contenant 0, de s entiers positifs ou nuls {a1, as, ..., as} inférieurs a n tel que

toutes les différences a; — a; mod n, pour i # j, sont distinctes.

Etant donné {ai,as,...,as} un CDS modulo n, on appelle décalage de ce CDS

n’importe quel ensemble de la forme
{a1 +i mod n,as + i mod n, ...,as + ¢ mod n},

pour 0 < ¢ < n — 1. En particulier, lorsque 0 apparait dans le décalage, on a un
nouveau CDS. Soit m un entier relativement premier avec n, ou m < n. On définit

un nouveau CDS modulo n en prenant 1’ensemble
{ma; mod n, may mod n, ..., mas mod n}.

Dans ce cas, 'entier m est appelé un multiplicateur du CDS (Coolsaet, n.d.). La

notion de CDS est illustrée par I'exemple 2.60.



95

Exemple 2.60. L’ensemble {0,1,4,6} définit un CDS modulo 13 de taille 4 puisque

les différences modulo 13 engendrées sont toutes distinctes, tel qu’illustré ci-dessous.
0—1=12 mod13, 0-4=9 mod 13, 0—6=7 mod 13,
1-0=1 mod13, 1—-4=10 mod1l3, 1-6=8 mod 13,

4—-0=4 mod 13, 4—-1=3 mod 13, 4—6=11 mod 13,
6—0=6 mod 13, 6—1=5 mod1l3, 6-4=2 mod 13.

L’ensemble {7,8,11,0} est un décalage du CDS de départ, obtenu en additionnant
7 mod 13 a tous les éléments. Notons que ce décalage forme également un CDS
modulo 13 de taille 4. Puisque 3 est relativement premier a 13, 3 est un multiplicateur
du CDS de départ. Le nouveau CDS, obtenu en multipliant chaque élément par 3,
est alors {0,3,12,5}. Dans les deux cas précédents, il est facile de vérifier que les

ensembles obtenus sont bien des CDS.

Remarque 2.61. Etant donné un ensemble formant un CDS, cet ensemble définit
également une régle de Golomb. Cette observation, bien qu’évidente, est essentielle
dans ce qui suit, puisque les regles de Golomb que nous construirons seront toujours

induites par des CDS.

En considérant {a; = 0,as,...,as} un CDS modulo n = s? — s+ 1 de taille s et

I’'ensemble de ses décalages
{{a1+7 modn,a;+¢ modn,..,as+7 modn}|0<i<n-—1},

on voit que chaque paire d’entiers apparait dans exactement un décalage et que deux
décalages possedent exactement un entier en commun. La structure de plan projectif
est donc appropriée a la construction d’ensembles formant des CDS, o1 les entiers
sont associés aux points et les décalages aux droites du plan projectif (Coolsaet, n.d.).

L’exemple suivant illustre cette affirmation.

Exemple 2.62. Reprenonsle CDS{0,1,4,6} mod 13 de I’ezemple 2.60. L’ensemble
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des décalages induits par ce CDS est :

0 1 4 6 mod 13
1 2 5 7
2 3 6 8
3 4 7 9
4 5 8 10
5 6 9 11
6 7 10 12
7 8 11 O
8 9 12 1
9 10 0 2
10 11 1 3
11 12 2 4
12 0 3 5

On peut vérifier qu’avec les entiers modulo 13 comme points et les décalages
comme droites, cette structure satisfait les axiomes du plan projectif de la définition

2.49.

2.3.3 Algorithme pour les regles de Golomb

Dans cette section, nous présentons un algorithme pour la construction des CDS.
Cet algorithme combine des méthodes de construction du plan projectif, introduit par
Singer (1938), et du plan semi-affine, introduit par Bose (1942). L’idée de construction
des regles de Golomb a partir de CDS, qui a été introduite dans les années 1980
(Atkinson et al., 1986; Lam et Sarwate, 1988), donne encore, & ce jour, les meilleurs
résultats connus pour la construction des régles de Golomb avec un grand nombre
de marques. Pour cette raison, nous voulons adapter ces méthodes algébriques au
cas des ensembles doublement orthogonaux. La formulation de I'algorithme et les
détails s’y rattachant sont donc présentés sous une forme qui pourra facilement étre

généralisée au cas qui nous intéresse.
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Construction du plan projectif

Pour construire le plan projectif PG(2,F,), nous utilisons la notion de récurrence
linéaire. Rappelons qu’'un polynoéme caractéristique primitif f de degré 3 engendre
une suite S(f) de période ¢* — 1. Ainsi, les ¢*> — 1 premiers éléments de S(f) forment
tous les triplets non nuls d’éléments de F,. Le résultat suivant nous assure qu’il est
suffisant de considérer seulement les L premiers triplets de S(f) pour représenter

les points du plan projectif.

Proposition 2.63. (Singer, 1938) Parmi les % premiers triplets de S(f), aucun

triplet n’est multiple d’un autre par un scalaire.

Preuve. Soient u = (ug, u1,u2) et v = (fuo, fui, fuz), B € Fy, deux triplets tels
que POSg(p(u) — POSs(p)(v) < q;_—_ll. Notons p l'ordre de 3 dans F,. La seconde
apparition du triplet u dans S(f) est donc, au plus, a la position p x (POSgs)(u) —
POSs(s)(v)), mais puisque p est nécessairement inférieur ou égal a g — 1, la période
de S(f) doit étre strictement inférieure & ¢> — 1, ce qui est une contradiction. Par
conséquent, deux triplets multiples par un scalaire ne peuvent pas étre tous les deux

présents parmi les L= L premiers triplets de S(f).

La proposition 2.63 et le fait que PG(2,F,) contient T= pomts nous permettent
de dire que les q;%ll premiers triplets de S(f) formeront les pomts de PG(2,F,). Pour
définir les droites, nous dirons que deux points u = (ug, u1, u2) et v = (vg, v1, v2), pour
des u;,v; € Fy, appartiennent a une méme droite si et seulement si u et v satisfont

la méme équation linéaire homogene (Lidl et Niederreiter, 1994).

Etant donné un plan projectif construit par la méthode énoncée ci-dessus, le

résultat suivant nous indique la facon dont les CDS en sont déduits.
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Proposition 2.64. (Singer, 1938) Soit {po = (0,0,1),p1,...,pq} un ensemble de
g + 1 triplets formant une droite dans PG(2,F,), construit par la méthode énoncée

ci-dessus. L’ensemble

{POSs5)(p:) |0 << q}

forme un CDS modulo “5_—_1 de taille g + 1.

Preuve. On a POSs()(po) = 0. Considérons les ¢ + 1 droites contenant le point
po. Chacune de ces droites contient ¢ points distincts des points des autres droites
puisque dans PG(2,F,) deux droites s’intersectent en exactement un point. Comme
nous 'avons vu, il est possible de voir les points de PG(2,F,) comme les puissances
de «, un élément primitif de Fys. Puisque f est primitif, POSg(y) induit une bijection
entre (IF5)* et Frs. En effet, il suffit de fixer POSg((¢) = of. Ainsi, & partir de la

droite {po. p1,....Pq}, on peut construire toutes les droites de PG(2,F;) en prenant

3 _
{{aPoss(f)(m)ﬂ'|0§i§q}|0§j§q 1(1}
q—

Ceci implique que {POSs(s)(p;) | 0 < i < ¢} forme un CDS modulo qqg—_ll de taille
qg—+1.

O

Remarque 2.65. Pour illustrer la proposition 2.64, il suffit de comparer l’ensemble
des droites obtenues dans l'ezemple 2.52 a l'ensemble des décalages obtenus dans
l'ezemple 2.62. 1l est alors facile de vérifier que chaque ensemble de puissances de la
racine primitive o formant une droite dans PG(2,F3) correspond a un décalage pour

le CDS {0,1,4,6} mod 13, et vice versa.

Algorithme pour le plan projectif

L’algorithme que nous proposons consiste simplement a déterminer le plus grand

nombre de droites projectives dont chacune induit un CDS. Or, nous venons de voir
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que chaque droite de PG(2,F,) contenant le point py = (0,0, 1) induit un CDS mo-
dulo q;_—“ll. Toutefois, pour obtenir toutes ces droites, une seule suffira, puisque, comme
nous 'avons vu, chaque droite correspond alors & un décalage. Notre algorithme de-
vra donc considérer tous les décalages induisant un nouveau CDS. Aussi, comme nous
I’avons déja mentionné, les multiplicateurs peuvent également fournir de nouveaux

CDS. Cette opération devra donc aussi étre appliquée dans notre algorithme.

Nous sommes maintenant en mesure de formuler brievement le pseudo-code de

I’algorithme en ce qui concerne la technique du plan projectif.

Algorithme 2.1 Obtention du meilleur CDS & partir de PG(2, q)

Antécédent: g une puissance de nombre premier

Conséquent: C un CDS de longueur minimale correspondant a une droite de
PG(2,q)

1: Déterminer un polynéme primitif f sur F, de degré 3

2: Construire la suite S(f)

3: Trouver une droite D contenant le point (0,0,1)

4: Convertir D en ensemble d’entiers E avec la fonction POSgy,
5: pouri=0£a";_—"11—1faire

6: si";T_ll—z'eEalors

7: pourjzléq:_—_ll—lfaire

8: si (qq?’%ll —1,7) =1 alors

9: Appliquer le multiplicateur j sur E avec décalage de ¢
10: si C est de longueur supérieur a la nouvelle droite alors
11: affecter la nouvelle droite a C
12: fin si
13: fin si
14: fin pour
15:  fin si

16: fin pour

17: retourner C

Les trois premieres étapes de cet algorithme consistent a déterminer une droite
du plan projectif qui contient le point (0,0,1). La condition que le point (0,0, 1)

appartienne a la droite a pour but que I'élément 0 appartienne au CDS que nous
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construisons a la ligne 4. Les lignes 5 a 9 consistent a trouver tous les CDS possibles
avec les multiplicateurs et les décalages. A chaque nouveau CDS obtenu on vérifie si
la longueur du CDS a diminué et on mémorise le CDS de longueur minimale, ce qui
correspond a la ligne 10. Finalement, la ligne 17 consiste & retourner le dernier CDS

mémorisé, c’est-a-dire le CDS de longueur minimale.

Remarque 2.66. Pour déterminer un polynome primitif, on considére successive-
ment les polynémes moniques f € Fyz] de degré 3, jusqu’a Uobtention d’une suite
S(f) de période ¢* — 1. Le théoréme 2.40, qui assure l'existence d’un polynéme pri-
mitif, et le fait que le nombre de polynomes de degré 3 dans F,|x] est fini impliquent
qu’un polynome primitif sera toujours obtenu de cette maniere. Les €tapes 1 et 2 de
Ualgorithme peuvent donc se traduire par : trouver f € Fy[z] de degré 3 tel que S(f)
est de période ¢° — 1.

Puisque le nombre de polyndmes moniques de dégré 3 dans Fy[z] appartient a
O(q®) et qu’il faut considérer des suites de longueur appartenant ¢ O(q®) pour dé-
terminer si un polynome est primitif, la recherche d’un polynéme primitif se faut
donc dans un temps appartenant @ O(q°). Toutes les autres étapes de l'algorithme
2.1 s’effectue dans des temps inclus dans O(¢%), y compris la boucle débutant ¢ la
ligne 5 qui appartient @ O(q*). Donc de fagon générale, la complexité de 'algorithme
2.1 correspond a la complexité de trouver un polynome primitif, c¢’est-a-dire qu’elle

appartient a O(q°).

Construction du plan semi-affine

Considérons maintenant le plan semi-affine SAP(F,). Construisons SAP(F,) en
enlevant la droite de PG(2,F,) correspondant a I’équation linéaire z3 = 0 et tous
les points incidents a cette droite, c’est-a-dire en enlevant tous les triplets dont la
derniére composante est 0. Puis enlevons le point (0,0, 1) et les droites incidentes & ce

point. SAP(F,) contient alors g2 — 1 droites et ¢ — 1 points. Puisque dans PG(2,F,)
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les multiples d’un triplet sont équivalents, il est possible de représenter les points par
les triplets ayant leur derniere composante non nulle égale a 1. L’ensemble des points
de SAP(F,) peut alors étre représenté par les couples non nuls d’éléments de [F,
auxquels on ajoute une troisieme composante égale a 1. Les droites sont formées sous
les mémes conditions que pour PG(2,F,) en ne prenant que les équations linéaires
telles que a3 = g — 1 et a; # 0 ou as # 0. Autrement dit, on peut voir les points
de SAP(FF,;) comme les couples non nuls de F7, et alors, une droite de SAP(F,) est

formée des couples (z1, xo) satisfaisant une équation linéaire de la forme
a1T1 + asx2 = 1,

pour ai, as € Fy, non tous deux nuls. Par construction, SAP(F,) possede les mémes
propriétés que PG(2,F,) pour 'obtention de CDS. On obtient alors des CDS modulo
g®> — 1 de taille gq.

Exemple 2.67. Pour illustrer ce qui vient d’étre dit, il suffit de comparer le plan
semi-affine défini ci-dessous et celur construit a Uexemple 2.5/ pour voir qu’il y a

bien un isomorphisme entre les deux plans.

SAP(TF3)

Points Droites

(0,2) [0,2] - (0,2) (1,2) (2,2)
(0,1) [0,1] - (0,1) (1,1) (2,1)
(2,0) [2,0] - (2,0) (2,1) (22)
(1,0) [1,0] : (1,0) (1,1) (1,2)
(2,2) [2,2] - (0.2) (1,1) (2,0)
(1,1) [1,1] : (0,1) (1,0) (2,2)
(2,1) [2,1] - (0,1) (1,2) (2,0)
(1,2) [1,2] - (0.2) (1,0) (2,1)

Algorithme pour le plan semi-affine

Pour convertir ’algorithme présenté dans le cas du plan projectif en un algorithme

pour SAP(F,), des modifications mineures sont suffisantes : a I’étape 1, on détermine
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un polynome primitif de degré 2; a I’étape 3, on trouve a partir de S(f) une droite

contenant le point (0, 1) ; le reste de l'algorithme est identique.

Remarque 2.68. La remarque 2.66 s’applique également a ce cas-ci, a la différence
que le polynéme f cherché doit étre de degré 2, et que S(f) doit alors étre de période
g — 1.

Remarques relatives aux constructions

La construction des plans projectifs et semi-affines se fait a partir d’un corps fini
F,; par conséquent, le nombre de marques pour les regles de Golomb obtenues est
toujours relatif a ¢, une puissance d'un nombre premier. Pour construire une regle
de Golomb avec M marques, ou M est différent d’un nombre premier, on considere
des CDS de tailles supérieures et on leur enléve le nombre de marques requis. De
plus, a priori, rien n’empéche que I'on puisse obtenir une meilleure regle de Golomb
avec un CDS de taille supérieure a M. Ainsi, pour obtenir les meilleurs résultats
possibles pour une regle de Golomb avec M marques, on fixe d’abord un entier ¢,
puis on construit toutes les régles possibles a partir de SAP(F,) et de PG(2,F,),

avec M < g < M + ¢, pour ¢ une puissance d’un nombre premier.

2.3.4 Résultats numériques

Dans cette section nous voulons présenter les différents résultats obtenus pour les
implémentations de 'algorithme 2.1 et son équivalent pour le plan semi-affine. Nous
voulons d’une part, montrer I'efficacité de 'algorithme 2.1 en terme de la longueur
des regles de Golomb obtenues, et d’autre part, montrer la capacité de déterminer
des regles de bonne qualité pour des ordres qui ne peuvent étre atteints qu’avec les

méthodes algébriques.
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Nous comparons dans le Tableau 2.2 les longueurs des regles de Golomb obtenues
par notre algorithme par rapport aux regles de Golomb obtenues par une méthode de
recherche tabou présentée par Galinier et Jaumard (2006) et par rapport aux reégles
de Golomb dont l'optimalité est connue. Mentionnons que la méthode de Galinier
et Jaumard est avec 'algorithme GARSP, que nous avons présenté précédemment,
parmi les meilleures méthodes pour prouver I'optimalité des régles de Golomb. Les
heuristiques issues de la résolution partielle des ces algorithmes donnent des résultats
qui peuvent étre comparés en termes de longueur des regles avec 1'algorithme 2.1, mais
en terme de temps de calcul, il n’y a pas de comparaison possible puisque pour des
regles d'ordre 25 les heuristiques issues des méthodes exactes s’expriment en termes
de jours, voire d’années, alors que pour l'algorithme 2.1 les temps de calcul sont

encore sous la barre des dixiémes de seconde.

TABLEAU 2.2 - Comparaison des résultats de I'algorithme 2.1

|| Nombre de marques | Algorithme 2.1 | Méthode tabou [ Longueur optimale “

12 85 85 85
13 111 106 106
14 127 127 127
15 155 151 151
16 179 177 177
17 199 214 199
18 216 229 216
19 246 281 246
20 283 322 283
21 333 372 333
22 356 421 356
23 372 476 372
24 425 920 425
25 480 993 480

La premieére colonne du Tableau 2.2 représente le nombre de marques de la regle
de Golomb voulue. Les trois autres colonnes sont, respectivement, la longueur obte-

nue par l'algorithme 2.1, la meilleure longueur obtenue par 'heuristique issue de la
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méthode tabou de Galinier et Jaumard (2006), et, la longueur optimale de la regle
de Golomb. En observant le Tableau 2.2, on peut voir que la solution optimale est
obtenue dans tous les cas sauf trois, et dans ces trois cas, la solution est & moins de

5% de la solution optimale.

Pour montrer 'efficacité des méthodes algébriques et pour donner un apercu de
la variation des temps de calcul et de la longueur de regles de Golomb en fonction
du nombre de marques, nous présentons dans le Tableau 2.3 les résultats obtenus
par l'algorithme 2.1 pour les regles d’ordre supérieur a 25. La premiére colonne du
tableau représente le nombre de marques, dans la seconde colonne on retrouve la
longueur de la meilleure regle obtenue, et finalement, la derniere colonne nous donne
le temps nécessaire, en secondes, pour obtenir la meilleure solution. Ces calculs ont

été effectués sur un ordinateur muni d’'un processeur de 3.40 GHz.

TABLEAU 2.3 — Résultats de 1'algorithme 2.1 pour ordre supérieur a 25

| Marques | Longueur | Temps (sec) || || Marques | Longueur | Temps (sec) |
25 480 <1 400 153195 246
50 2094 1 425 173760 484
75 4982 2 450 194151 572
100 8831 5 475 216717 426
125 14055 22 500 240665 859
150 20521 14 525 266917 435
175 28293 19 550 292724 749
200 37356 9 575 320232 680
225 47166 75 600 348472 2250
250 58716 234 625 379320 2137
275 71421 145 650 409748 1602
300 85679 60 675 442470 3300
325 101013 73 700 476502 2201
350 116679 230 725 510251 5499
375 134859 327 750 548028 3600
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2.4 Ensembles doublement orthogonaux

Dans cette section, nous proposons d’adapter les méthodes que nous avons uti-
lisées pour construire les regles de Golomb afin de déterminer des ensembles dou-
blement orthogonaux. Nous verrons que cette généralisation est possible a I'aide de
quelques modifications seulement, et les propriétés généralisées seront également jus-

tifiées.

2.4.1 Généralités

Nous avons déja vu deux manieres distinctes de voir les points d'une géométrie
projective construite sur un corps fini. Une autre fagon, qui nous sera utile pour
démontrer les propositions suivantes, est de considérer I'ensemble des polynomes
modulo un polynéme primitif. Soit f(z) un polynéme monique primitif de degré k

dans FFy[z]. Alors les trois corps Ff, For et Folz]/(f) sont isomorphes. Autrement dit,
Fq = Foe = Fla]/(f),

ou (f) est I'idéal principal engendré par f. En effet, nous avons déja vu une bijection
entre Fy et Fy. Une bijection entre Fy[z]/(f) et FE est obtenue en considérant les

polynémes de Fy[z]/(f) comme les vecteurs contenant leurs coefficients.

Si « est une racine de f(x) alors les éléments de F,[z]/(f) peuvent étre vus comme
les polynomes en a de degré inférieur ou égal & k — 1. Si g(a) € F,[z]/(f) et que
deg(g) = d alors g(a) posséde d racines, ¢’est-a-dire que g(a) s’écrit comme le produit

de d facteurs linéaires, ou encore

g9(a) = (a—Bi)(a—Ba) - (a— By),

oufi€eFypouri=1,2,...,d
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Dans ce qui suit, nous utiliserons indifféremment, selon les besoins, les éléments
de Fr (des puissances d’un élément primitif o) ou de Fo[z]/(f) (des polynomes), le

contexte indiquant a quel type d’élément nous référons.
Exemple 2.69. Pour illustrer ce qui vient d’étre dit, reprenons le polynome primitif,
flx) =23+ 22% + 2+ 1 € F3[z] de l'ezemple 2.52.

3 = 22422+ 2, nous permettant

Pour f(x) = 0, nous obtenons alors la relation z
de voir les éléments de F3[x]/(f) comme les puissances d’une racine x de f(x). Ainsi,
a chaque entier i € F3; on associe bijectivement i au polynome non nul correspondant
a 71 dans F3[x]/(f), puis G ce polynéme on associe le triplet de F3 correspondant
aux coefficients du polynome. Le Tableau 2.4 indique les correspondances entre les

éléments des trois ensembles pour les bijections proposées.

2.4.2 PG(4,F,) et ensembles doublement orthogonaux

Dans ce qui suit nous considérons la partition des (m + 1)-tuples d’éléments de
[, qui associe deux (m + 1)-tuples & une méme classe si et seulement si I'un est le
produit de l'autre par un scalaire de [F;. En prenant les représentants de classe de
cette partition pour points de PG(m,F,), un k-espace, pour 1 < k < m, s’exprime
alors comme l’ensemble des points p satisfaisant D x p = 0, ot D est une matrice de
plein rang d’ordre (m — k) x (m + 1). En particulier, dans PG(4,F,), une droite D
est formée des points p qui sont des 5-tuples non nuls de IF;;’ et qui satisfont D*p =0,

ou D est une matrice d’ordre 3 x 5 de rang 3 sur le corps F,,.

Etant donné deux points p; et ps appartenant a une droite DD, toutes les combi-

naisons linéaires de p; et p, forment la droite D. En effet, puisque
Dp; =0 = D(ap;)) =0, VaeF,eti=1,2

alors

D(ap, + Bp2) = D(apy) + D(Bp2) =0, Vo0 € F,,.
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TABLEAU 2.4 — Correspondances entre les différents types d’éléments d’un corps fini.

[ Fss | Fsle]/(e®+222+2+1) [. F} |
0 0 10,00
1| 20 = 1 [(0,0.0)
2 = x (0,1,0)
3 2 = 1z’ (1,0,0)
4 ¥ = 2 42z +2 | (1.2.2)
5 ¥ = r +2 [(0,1,2)
6 »© = 1? 42z (1,2,0)
7 % = 2r +2 (0,2,2)
8 T = 22° 42z (2,2,0)
9 2 = 22 4z +1 (1,1,1)
10 = 277 +2 (2,0,2)
11 o0 = 222 +1  ](2,0,1)
12 ' = 227 +2r +1 (2,2,1)
13 2 = 27 +2z +1 (1,2,1)
14| 28 = > 1(0.0,2)
15 ' = 21 (0,2,0)
16 ® = 27 (2,0,0)
17 2% = 222 4z +1 [(2,1.1)
18] 27 = 9z +1 | (0.2,1)
19 ¥ = 222+ (2,1,0)
20 | 29 = z 31 | (0,L1)
21 0 = 12 4z (1.1,0)
22 ' = 227 42z +2 | (2,2,2)
23 *? = 7 +1 (1,0.1)
24 2 = 2? +2 (1,0,2)
25 = 22 +z 42 (1,1,2)
% | 2® = 227 +z 12 | (212

Le fait qu’étant donné deux points appartenant a une droite, tous les autres

points de la droite sont les combinaisons linéaires de ces deux points est illustré dans

I’exemple suivant.
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Exemple 2.70. Soit
1 0000
D=101000
00100
une droite de PG(4,F3). En prenant pour convention que les représentants de classe
des 5-tuples d’éléments de IF3 sont les 5-tuples dont le premier élément non nul est 1,
on trouve aisément que les points (0,0,0,0,1) et (0,0,0,1,0) appartiennent d cette
droite. Les combinaisons linéaires de ces deux points satisfaisant nos conventions
sont alors (0,0,0,1,1) et (0,0,0,1,2). Il est aisé de vérifier que ces deuz points ap-
partiennent a la droite et nous pouvons également vérifier qu’aucun autre point ne

peut appartenir a cette droite.

Ainsi, la droite D est bien constituée des quatres points suivants :

(0,0,0,0,1),
.0)
Y 1)7 et
,2)

et chaque point peut étre exprimé comme une combinaison linéaire de deur autres

points.

La prochaine notion est une généralisation des regles de Golomb appelée ensemble
doublement orthogonal. De méme que pour les regles de Golomb usuelles, les entiers
formant ces ensembles sont appelés les marques et les mémes conventions que pour les
regles de Golomb sont observées pour les indices des marques. Pour ces ensembles, en
plus de demander que les différences pour chaque paire de marques soient distinctes,
on demande que les différences entre les différences générées soient distinctes sous
certaines conditions. Il est important de noter qu’il n’est pas possible de construire
des ensembles d’entiers tels que toutes les différences et différences de différences
soient distinctes. Par exemple, il est évident qu’étant donné les différences |g; — g;| et
lgr. — g;| la différence entre ces deux différences peut étre égale a |g; — gi| qui est une

différence de la regle. Ce probleme est évité en définissant les ensembles doublement
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orthogonaux avec certaines conditions sur les indices des marques comme il est fait

dans la définition suivante.

Définition 2.71. Un ensemble d’entiers E = {g;};>0 est dit doublement orthogonal

au sens large si pour tous les 4-tuples d’indices (i, j, k,£) satisfaisant
k#Lj#ki>kj>Leti>],
les valeurs |g; — g;| et |(g: — g;) — (9¢ — g)| sont toutes distinctes.

Exemple 2.72. L’ensemble E = {0,1,11, 15} est doublement orthogonal. Pour s’en
convaincre, il suffit de vérifier pour tous les 4-tuples d’indices satisfaisant les condi-
tions indiquées a la définition 2.71 que toutes les différences générées sont distinctes.

La liste des différences engendrées est la suivante :
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(1,0) = [1- 0| =1

(2,0) = |11 — 0| = 11
(2,1)=]11-1| =10
(3,0)=]15—0] = 15
(3,1) = 15— 1] = 14
(3,2) = 15— 11| =4
(1,0,1,0) = [(1—=0) — (0—1)| =2
(2,0,1,0) = |(11 —0) — (0 — 1)| = 12
(2,0,2,0) = [(11 — 0) — (0 — 11)| = 22
(2,1,0,1) = [(11=1) = (1 —0)| =9
(2,1,2,0) = |(11 = 1) = (0 — 11)| = 21
(2,1,2,1) = |(11 —1) — (1 — 11)] = 20
(3,0,1,0) = |(15— 0) — (0 — 1)| = 16
(3,0,2,0) = |(15— 0) — (0 — 11)| = 26
(3,0,3,0) = [(15 — 0) — (0 — 15)] = 30
(3,1,0,1) = [(15—1) — (1 — 0)| = 13
(3,1,2,0) = |(15— 1) — (0 — 11)| = 25
(3,1,2,1) = |(15— 1) — (1 — 11)| = 24
(3,1,3,0) = |(15— 1) — (0 — 15)| = 29
(3,1,3,1) = |(15— 1) — (1 — 15)| = 28
(3,2,0,1) = |(15—11) — (1 —0)| = 3
(3,2,0,2) = |(15— 11) — (11 — 0)| = 7
(3,2,1,0) = |(15 — 11) — (0 — 1)| =
(3,2,1,2) = |(15—11) — (11 — 1)| = 6
(3,2,3,0) = |(15 = 11) — (0 — 15)| = 19
(3,2,3,1) = |(15— 11) — (1 — 15)| = 18
(3,2,3,2) = |(156 — 11) — (11 — 15)| = 8

Puisque toutes les différences considérées sont distinctes alors l'ensemble E est

bien doublement orthogonal.

L’utilité des ensembles doublement orthogonaux se situe au niveau des codes
correcteurs d’erreurs. Comme pour les réegles de Golomb usuelles, ces ensembles gé-
nerent directement des codes appelés codes convolutionnels doublement orthogonaux
(CSO2C, Convolutionnal Self Doubly Orthogonal Codes). Pour plus de détails concer-
nant ce type de codes le lecteur peut consulter ’article de Cardinal, Haccoun, Gagnon

et Batani (1999), ol ces codes ont été présentés.
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Nous voulons maintenant montrer comment obtenir un ensemble doublement or-
thogonal a partir de la construction d’'une géométrie projective de dimension 4. Le
lemme suivant, qui est une condition suffisante pour qu'un ensemble soit doublement
orthogonal, nous sera utile pour démontrer que les ensembles considérés sont bien

doublement orthogonaux.

Lemme 2.73. Etant donné un ensemble d’entiers E = {gi}i>0, si pour toutes paires

de multi-ensembles distincts de quatre indices, {i, 7, k, €} # {¢,j', k', l'}, on a

Gi+ 95+ gk + ge # 9 + g0 + g + 9o

alors l’ensemble E est doublement orthogonal.

Preuve. Supposons qu'il existe (i, 7, k, £) # (¢, 7', k', £') satisfaisant

P> kAL AR >k > et
P> KA AR K>

tels que (gi — g;) — (9¢ — g) = (9 — 957) — (9¢ — gw')-
Ceci implique que g; + g + g + 9o = g + g; + gi + g¢, €t par conséquent, que

{i,5', k, 0"}y = {¢, j, k', £}, puisque toutes les sommes sont distinctes. Autrement dit,

(4,7, k, ) =0o(i, 5,k ,£), oll 0 est une permutation dans Sy.

Or, on a par hypothese ¢ # £, j # k, i # j et £ # k, il faut donc que o (i) = i’ ou K/,

et que o(k) = ' ou k’. Considérons ces quatre cas.

1. Cas (3,5, k., 0') = (¢, 4, K, £). Ceci implique que (4,7, k,€) = (', 7/, k', ¢') contre-
disant I'hypothese de départ ;

2. Cas (4,5, k,0') = (¢, £, K, j). Puisque £ < j et que ¢' < j' alors on a
C=j>t=7>¢

et ainsi £ = j = ¢ = j'. Ce qui est équivalent au cas précédent ;
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3. Cas (4,7, k, €)= (K,£,7,7). On a
i=k<i=k<ietl =j>0=35 >/

ce qui implique i = k =4 = K et £ = j = £/ = j', contredisant encore
I'hypothese (4,7, k,€) # (¢, 7, k', €') ;
4. Cas (i,5', k,¢') = (K, 7,7,£). Puisque { < jet que ' < jalors £ =j =4 = 7.

Ce qui est équivalent au cas précédent .

Tous les cas possibles meénent a une contradiction, la supposition que nous avons

faite est donc fausse.

De plus, si une différence simple est égale a une autre différence simple ou a une
différennce double alors il existe nécessairement {4, j, k, €} # {¢', j', k', €'}, deux multi-
ensembles distincts de quatre indices, tels que g; + g; + g + g¢ # g + g5 + gr + gu
puisqu’il est alors possible de compléter les ensembles d’indices avec l'indice d'un
méme élément. Ainsi, le cas des différences simples est vérifié et le résultat voulu est

démontré.

Nous voulons maintenant démontrer que chacune des droites d'une géométrie
projective forme un ensemble doublement orthogonal. En utilisant le lemme 2.73, il
suffit de montrer que chacune des droites forme un ensemble dont toutes les sommes
sont distinctes. Pour ce faire considérons la structure de IFgs. Comme nous I’avons déja
mentionné, s peut étre vu comme l'ensemble des ¢° polynomes de degré inférieur
ou égal a quatre sur ;. Si on prend o pour racine de f(x), un polynéme primitif,
alors le groupe multiplicatif F o est engendré par a. Une bijection ¢ des puissances

de a sur les polynémes non nuls de degré inférieur ou égal & quatre est donnée par :

p:a"—a" mod f(a).
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Pour obtenir un ensemble dont toutes les sommes sont distinctes il suffit alors
de prendre I'ensemble des puissances correspondant par ¢! aux polynémes sur une

droite de la géométrie projective.

En effet, puisque la décomposition en facteurs premiers de tous les polynomes
moniques de degré inférieur ou égal a quatre est unique et que pour tout polynome f
il existe un entier n tel que f(a) = o”, alors en notant a% = ¢~ }a +1), avec i € F,

on obtient :
{i gk, 6} # {8, 5., €}
& (a+)a+j)(a+k)(a+l)# (a+i)a+j) a+E) a+l)
& o9iq9i o9k 9t ?é a9 o9 o 9% o 9¢

o 9it9itaktge 75 a9 T9;5t T 9k T9u

& gi+ g+ gk +ge F 9o + gy + g + gu

Notons que dans le cas des polynomes de degré inférieur a quatre, cela revient a

dire qu'un ou plusieurs facteurs sont remplacés par des polynémes constants.

Ainsi, nous venons de démontrer que les entiers {g; | 0 < i < g} constituant une
droite dans PG(4, q) satisfont la condition des sommes distinctes. En combinant ce

résultat au lemme 2.73, on obtient directement le théoreme qui suit.

Théoréme 2.74. Soit {g; |0 < i < q} un ensemble d’entiers constituant une droite

dans PG(4,q). Alors {g;| 0 < i < g} est un ensemble doublement orthogonal.

Etant donné {9: 10 < i < q} un ensemble d’entiers constituant une droite dans
PG(4, q), il est possible d’appliquer certaines opérations sur cet ensemble pour obtenir
d’autres ensembles doublement orthogonaux. Ces opérations appelées décalage et

multiplicateur, sont présentées dans la suite de cette section.
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Remarque 2.75. Pour ce qui suit, il est important de se rappeler que les points de
PG(4,q) peuvent indifféremment étre vus, selon les différentes bijections données,
comme des entiers, des polynomes de degré au plus quatre ou encore des 5-tuples
d’éléments de Fy. Pour démontrer les résultats qui sutvent, nous adoptons la notation
polynomauale, en rappelant qu’un polyndéme de degré 4 en « peut étre vu comme une

puissance de .

La remarque 2.75 nous permet de définir les opérations de décalage et les multi-
plicateurs sur des droites considérées comme des ensembles de puissances de «. Le
résultat pour les ensembles d’entiers est alors simplement obtenu en considérant la

bijection qui associe a o” 'entier n.

Définition 2.76. Etant donné une droite D = {a%,a9,...,a%} on dit que l'en-
semble D' = {a90t* a9tk a9FtkY o4 les entiers g; + k sont pris modulo q:_—'ll, est
un décalage de longueur k de D.

Remarque 2.77. Pour la construction de la géométrie projective de dimension 4,
nous identifions les polynomes qui sont multiples d’un scalaire. Autrement dit, si
B € Fys est pris pour représenter sa classe d’équivalence, alors nous identifions i3 a
B pour tout i € F,. De plus, on aura

5.1

B={if|BEFpicTF}= {ai(%)ﬁlie F:}.

En utilisant cette remarque et la définition d’un décalage, nous sommes en mesure

de démontrer la proposition suivante.

Proposition 2.78. Soit D une droite dans une géométrie projective de dimension
4. Alors tous les ensembles obtenus de D par un décalage sont également des droites

d’une géométrie projective de dimension 4.

Preuve. En effet, soient D = {a%, a%,...,a%} une droite de PG(4,q) et E =

{ag0tk a9tk a9k} T'ensemble des polynomes obtenus en multipliant les éléments
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de D par o*. On sait que tous les élements de E sont des points de PG(4, q) et on sait
qu’une droite de PG(4, q) peut étre vue comme les combinaisons linéaires de n’im-
porte quelle paire de point qui la compose. Prenons a9%+* a9** € E et regardons les
combinaisons linéaires de ces deux points. Pour n’'importe quels scalaires 3,v € F,,
on a

ﬁagﬁk + 7O[gl+k . (ﬁago + ,yagl)ak'

Or, fa% 4+ va9%' est une combinaison linéaire d’éléments de D, par conséquent, il
existe donc un entier ¢ # 0,1 tel que Ba% + vad9 = a%. Ainsi, 'élément o9tk ¢ E

est bien obtenu par une combinaison linéaire d’élément de F puisqu’on a
k & .
6ag°+ + ,-)/agl-Hu — (ﬁago + ,yagl)ak — agz+k‘

Puisque le méme raisonnement s’applique pour toutes les valeurs des scalaires 3, €
[F, alors le résultat est démontré, c’est-a-dire, E' est bien une droite d’une géométrie

projective de dimension 4. O

Définition 2.79. Etant donné une droite D = {a%, a9, ...,a%} et un entier k tel
que (k,q® — 1) = 1, on dit que k est un multiplicateur de D et l'ensemble associé

a ce multiplicateur est D' = {a*9% o*91 ... a*9} o4 les puissances de a sont prises

modulo gq;]l.

5
Proposition 2.80. Soit D une droite dans une géométrie projective de dimension
4. Alors tous les ensembles obtenus de D par un multiplicateur sont €galement des

droites d’une géométrie projective de dimension 4.

Preuve. Soient D = {a%,a%,...,a%} une droite dans G, une géométrie projective
de dimension 4 et m un multiplicateur de D. Les points de G sont alors vus comme

. < s ; e .
des puissances de a, ¢’est-a-dire comme des éléments de {a*|0 < i < 9(1_—11—} Puisque

-1

par définition, m est relativement premier a =

, on sait que la fonction

¢ -1

Om(i) =m=*i mod p—
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est une bijection sur les entiers modulo q;__—ll. Par conséquent, la fonction
®(al) = %)

est également une bijection entre les points de la géométrie G. Puisque ® est une
bijection sur les points de G alors n'importe quel ensembles de points correspondant a
une droite est envoyé sur un unique ensemble de points et les relations entre les droites
de G demeurent les mémes apres I'application de ®. Il en est également de méme
pour n’importe quel u-espace de G et par conséquent, ¢ induit un automorphisme
(isomorphisme d’une structure sur elle-méme) sur G. Autrement dit, si on note G’ la
structure obtenue en définissant récursivement (en partant des points, ¢’est-a-dire les
O-espaces) les p-espaces de G’ comme l'image des u-espaces de G par ® alors G’ est

isomorphe & G. Ainsi a toute droite de G correspond, par ®, une droite de G'.

En appliquant le multiplicateur m sur la droite de départ D, on obtient I’ensemble
D' = {a™% o™ .. o™} qui, par définition de @, est une droite de la géométrie
G'. Puisque le multiplicateur m et la droite D étaient quelconque alors le résultat est

vérifié pour tous les multiplicateurs et toutes les droites.

O

Etant donné une droite d’une géométrie projective de dimension 4, il est possible,
grace a la proposition 2.78 et a la proposition 2.80, de générer une multitude de
nouvelles droites et donc de nouveaux ensembles doublement orthogonaux. Cette
propriété est, comme pour les regles de Golomb usuelles, le point central de notre

méthode de construction des ensembles doublement orthogonaux.

2.4.3 Algorithme pour les ensembles doublement orthogo-
naux

Suite aux résultats précédents, nous sommes maintenant en mesure de formu-

ler un algorithme pour déterminer des ensembles doublement orthogonaux. En effet,
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avec quelques modifications mineures, 1’algorithme présenté pour les regles de Go-
lomb se généralise pour le cas des ensembles doublement orthogonaux. Dans le cas
présent, nous construisons des CDS doublement orthogonaux, c’est-a-dire des en-
sembles doublement orthogonaux muni d’un module (voir ci-apres la définition 2.85).

Le pseudo-code est présenté dans I'algorithme 2.2.

Algorithme 2.2 Construction des droites de PG(4, q)

Antécédent: ¢ une puissance de nombre premier et L la liste des polynomes de
degré 5 sur [Fy;
Conséquent: £ un ensemble de droites projectives de PG(4, q)

E=0
: pour tout f € L faire
si f est primitif alors
Construire la suite S(f)
Trouver une droite D contenant le point (0,0,0,0,1)
Convertir D en ensemble d’entiers E avec la fonction POSg
pouri=05%—1faire
Appliquer tous les multiplicateurs sur E avec décalage de ¢
Ajouter a & les droites n’y apparaissant pas déja
fin pour
11: fin si
12: fin pour

—
@

13: retourner ensemble £

Comme dans le cas des regles de Golomb usuelles, la construction d’ensembles
doublement orthogonaux pour un nombre de marques qui est éloigné d’une puissance
d’un nombre premier, s’obtient en enlevant des marques. Les longueurs des meilleurs

ensembles doublement orthogonaux obtenus de cette maniere sont présentées dans le

Tableau 2.5 dans la section 2.4.5.

Une étude de la structure des géométries projectives nous donne une premiére
borne supérieure sur la longueur des ensembles doublement orthogonaux. En effet,
sachant que le nombre de points dans PG(4, q) est %, ce nombre induit une borne

supérieure triviale sur la longueur des ensembles doublement orthogonaux. Autrement
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dit, en notant AA(J) la longueur minimale d'un ensemble doublement ortogonal

d’ordre J, nous avons le résultat suivant :

Proposition 2.81. Soit q la plus petite puissance d’un entier naturel supérieure ou

égala J—1. On a

En remarquant qu’entre les entiers J et 2J — 1 il existe toujours une puissance
d’un nombre premier, en ’occurence une puissance de 2, on peut reprendre le résultat

précédent et obtenir la borne supérieure suivante.

Proposition 2.82. Soit J lordre d’un ensemble doublement orthogonal. On a

(2J -1 —1

AA(J) < 2 -1 -1

= 16J* — 88J% + 184J% — 172J + 61.

La définition 2.71 permet de déterminer une borne inférieure sur la longueur
d'un ensemble doublement orthogonal. En effet, le dénombrement des contraintes
exigeant que les différences de différences et les différences soient distinctes nous
donne une borne inférieure sur la longueur d'un ensemble doublement orthogonal.
On peut calculer N, le nombre des contraintes considérées, et obtenir :

Jr—234+7J2-6J

N, =
16

On obtient alors la borne inférieure triviale sur AA(J) énoncée dans la proposition

suivante.

Proposition 2.83. (Haccoun et al., 2005) Soit J Uordre d’un ensemble doublement
orthogonal. On a
Jt =273 +7J2 - 6J

AA(J) > =

La proposition 2.82 combinée a la proposition 2.83 nous donne alors un ordre de
grandeur pour la valeur de AA(J). Ceci est exprimé sous forme de résultat dans le

corollaire suivant.
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Corollaire 2.84. Soit J l'ordre d'un ensemble doublement orthogonal. On a

AA(T) = ©(JY).

Bien que les droites d'une géometrie projective nous donnent une borne supérieure
intéressante (dans l'ordre de J*) sur la longueur des ensembles doublement ortho-
gonaux, il demeure possible d’améliorer ces derniéres en appliquant des opérations
arithmétiques valides sur les ensembles fournis. En particulier, pour les ensembles
ayant un petit ordre il est possible d’appliquer, avec des temps de calcul relative-
ment peu couteux, des opérations pour obtenir de nouveaux ensembles doublement
orthogonaux. Dans la prochaine section nous présentons une heuristique de réduction

basée sur ces opérations.

2.4.4 Reéductions

Nous avons vu que n’importe quelle droite issue d’'une géometrie projective de di-
mension 4 forme un ensemble doublement orthogonal. Puisqu’il existe une infinité de
géométries projectives de dimension 4 nous en concluons qu’il est possible d’obtenir
autant d’ensembles doublement orthogonaux que nous désirons. Toutefois, a l'excep-
tion du module induit par I'ordre de la géométrie, nous n’avons aucun controle sur
la longueur des ensembles ainsi générés. Pour réduire la longueur d’un ensemble dou-
blement orthogonal nous utiliserons les opérations de décalage et les multiplicateurs
déja utilisés pour générer les droites projectives. Pour utiliser ces opérations il faut
alors définir un module valide pour un ensemble doublement orthogonal. Ceci est

I'objet de la définition suivante.

Définition 2.85. Soit E = {go,91,92,---,97} un ensemble doublement orthogonal.
Un entier n est un module valide pour E si pour tous les 4-tuples d’indices (i, j, k, £)

satisfaisant
k#ljFki#Li>kj>eti],

les valeurs g; — g; et (g; — g;) — (9¢ — gx) sont toutes distinctes modulo n.
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Remarque 2.86. Nous avons déja vu le lien qui existe entre les régles de Golomb et
les CDS, la méme relation existe entre les ensembles doublement orthogonaux et les
ensembles doublement orthogonauxr modulo n. Dans un cas les différences négatives
sont permises alors que dans l'autre cas les différences sont considérées modulo n,
et par conséquent elles sont toutes positives. Cette observation nous conduit, étant
donné un ensemble doublement orthogonal E, a une premiére valeur possible comme
module valide pour E. En effet, si g; est la longueur de E alors toutes les différences
et différences de différences se trouvent dans Uintervalle allant de —2¢g; a 2g;. Ainsi,
en prenant n = 4g;+1 pour module de E on est alors assuré que toutes les différences

modulo n soient distinctes.

Comme nous venons de le dire, étant donné un ensemble doublement orthogonal
de longueur g;, un module valide pour cet ensemble est donné par 4g; + 1. Remar-
quons que de la méme fagon, n’'importe quel entier supérieur a 4g; + 1 est également
un module valide pour cet ensemble. Ainsi, il existe donc une infinité de modules va-
lides pour un ensemble doublement orthogonal donné. La procédure de réduction de
la longueur des ensembles doublement orthogonaux que nous proposons est intime-
ment liée a la notion de module valide. L’idée de cette méthode consiste simplement a
appliquer les opérations de décalages et les multiplicateurs, comme nous I’avons déja
fait pour les droites projectives, en faisant varier le module de I’ensemble doublement

orthogonal. La justification de ces opérations est donnée par la proposition suivante.

Proposition 2.87. (Haccoun et al., 2005) Soit E = {go, 91,92, -- -, 9s} un ensemble
doublement orthogonal et n un module valide pour E. Alors pour tout entier d, 1 <

d < n et pour tout entier m relativement premier a n, on a que
E' ={mgo+d,mg, +d,mgs+d,...,mg;+d} modn

est aussi un ensemble doublement orthogonal.

Preuve. En effet, puisque E = {go, 91, g2, - - -, gs} est un ensemble doublement ortho-

gonal et que n est un module valide, on a

((9i — 95) — (¢ — gx)) mod n # ((9v — g5) — (9¢ — gr)) mod n
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pour toutes paires de 4-tuples d’indices (i, j, k, £) et (¢/, 5', k', £') satisfaisants les condi-

tions de la définition 2.85.

Comme m est relativement premier a n alors pour tout entiers a et b on a
a#b modn=ma#mb modn.
Donc en particulier, on a

(m((g: — gj) —(ge — gx))) mod n # (m((gy — g5) — (9e — grr))) mod n

qui est équivalent a

((mgi — mg;) — (mge — mg)) mod n # ((mgy —mg;) — (Mge — mgy)) mod n.

On a également
((mg; +d — mg; +d) — (mg, +d — mgy +d)) mod n #

((mgy +d —mgj +d) — (mgp +d — mge +d)) mod n

puisque de part et d’autre de I'équation on ajoute la méme valeur, en ’occurence 0.

Comme cela est vrai pour n'importe quelle paire de 4-tuples d’indices (i, j, k, £)
et (7,5, k', ') satisfaisants les conditions de la définition 2.85, ’ensemble E’ est dou-

blement orthogonal et la proposition est démontrée.

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer la procédure de réduction. Men-
tionnons tout d’abord que I'idée de réduire les ensembles doublement orthogonaux
avec les opérations mentionnés ci-dessus a déja été utilisé par Haccoun (2005). Notre

procédure differe de celle de Haccoun principalement par le choix du module valide,
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contrairement a Haccoun, nous recherchons d’abord avec les plus petits modules va-
lides, ce qui semble, de maniére empirique, étre plus efficace pour trouver de meilleurs

ensembles. Nous présentons maintenant les démarches de cette procédure.

Etant donné un ensemble doublement orthogonal E, nous utilisons tout d’abord
une procédure itérative pour déterminer le plus petit module valide pour E. Cette
procédure vérifie successivement tous les entiers jusqu’a 'obtention d’un module va-
lide. Il est important de noter que la vérification de la double orthogonalité d’un
ensemble d’ordre J se fait en temps O(J*) et comme les valeurs de J que nous
considérons sont relativement petites, cette vérification s’effectue tres rapidement.
En effet, puisque la recherche d’un module valide pour 'ensemble E consiste simple-
ment a vérifier si I’ensemble est doublement orthogonal pour ce module, le temps de
recherche de ce dernier dépend directement du temps de vérification des contraintes

de double orthogonalité.

Apres l'obtention d’un module valide n, nous appliquons les opérations de déca-
lages ainsi que tous les multiplicateurs possibles sur I'ensemble E modulo n. Suite
a l'application de ces opérations, deux choix se présentent : soit tous les ensembles
considérés sont de longueur supérieure ou égale a la longueur de E ou soit nous avons
trouvé un nouvel ensemble E’ dont la longueur est inférieure a la longueur de E. Pour
éviter de boucler a l'infini sans amélioration, un compteur doit étre ajouté pour dé-
terminer le nombre d’itérations sans qu’il y ait eu de diminution de la longueur de
Pensemble. Dans le cas ot nous obtenons un ensemble E’ de longueur inférieure a
la longueur de l'ensemble E alors le compteur est réinitialisé a 0 et on réitere la
procédure de réduction, depuis le début, avec ’ensemble E’. Si, au contraire, nous
n’obtenons pas une longueur inférieure a ’ensemble de départ alors le compteur est
incrémenté de un et nous cherchons le prochain module valide. Le compteur peut
étre incrémenté jusqu’a une valeur déterminée au préalable avant d’interrompre le
processus, c’est-a-dire d’obtenir une condition d’arrét. Cette valeur maximale du
compteur doit étre déterminée empiriquement avec pour unique but la terminaison

de I'heuristique.
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On peut résumer la procédure de réduction que nous suggérons par le pseudo-code

(algorithme 2.3) suivant.

Algorithme 2.3 Réduction de la longueur des ensembles doublement orthogonaux

Antécédent: une liste L d’ensembles doublements orthogonaux d’ordre J et Chaz
le nombre d’itérations permis sans diminution de longueur;

Conséquent: ’ensemble doublement orthogonal d’ordre J de longueur minimale
pour les parametres fixés

1: pour tout F € L faire

2:  Initialiser le compteur C' et le module n a 0

3:  tant que C < C,,4, faire

4 Affecter a n la valeur du prochain module valide pour £

5: Appliquer les opérations de décalages et les multiplicateurs modulo n
6 Retourner E’ 'ensemble de longueur minimale

7 si longueur(E') < longueur(E) alors

8 C=0,n=0et E=F

9

: sinon
10: C=C+1letn=n+1
11: fin si
12: fin tant que
13: fin pour

14: retourner 'ensemble avec la plus petite longueur

2.4.5 Résultats

Les longueurs des meilleurs ensembles doublement orthogonaux obtenus par les
méthodes algébriques sont présentées dans le Tableau 2.5. La premiere colonne de
ce tableau indique le nombre de marques des ensembles doublement orthogonaux en
considérant que la premiere marque est 0. La colonne intitulée géométrique donne
la longueur des meilleurs ensembles obtenus par les géométries semies-affines et pro-
jectives, les longueurs obtenues par les géométries semies-affines sont indiquées par
le symbole a mis en exposant. La derniere colonne intitulée Haccoun contient les

longueurs des meilleurs ensembles connus avant notre études, ils correspondent aux
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longueurs des ensembles doublement orthogonaux obtenus par une méthode de gé-

nération pseudo-aléatoire con¢ue par Haccoun et al. (2005).

Pour analyser les résultats du Tableau 2.5, il est important de se rappeler que
notre méthode de recherche d’ensembles doublement orthogonaux est une heuris-
tique, c’est-a-dire que notre recherche ne peut pas étre considérée comme une re-
cherche exhaustive. En effet, comme nous 'avons déja dit, il existe une infinité de
géométries projectives et donc de droites correspondant a des ensembles doublement
orthogonaux. Etant donné un ensemble doublement orthogonal on peut, selon le cas,
démontrer que cet ensemble ne correspond & aucune droite de PG(4,q), pour un ¢
fixé. Toutefois, puisque tout sous-ensemble d’un ensemble doublement orthogonal est
lui-méme doublement orthogonal il semble impossible de démontrer qu'un ensemble
donné ne correspond pas & une sous-droite projective de PG(4,q’), pour ¢ > gq.
Ceci étant dit, pour limiter le temps de calcul, c’est-a-dire pour que l’heuristique
se termine, certains choix doivent étre fait. En particulier, si I'ordre de I’ensemble
doublement orthogonal recherché est J alors les géométries construites, conformé-
ment & l'algorithme 2.2, sont PG(4, ¢) et PG(4,¢'), q et ¢’ étant les deux premiéres

puissances d’entier premier supérieures a J.

Pour la seconde phase de notre méthode, c’est-a-dire la réduction, il est éga-
lement important de faire certains choix pour les parametres de 'algorithme 2.3.
Pour la. méme raison que précédemment, le nombre potentiellement infini de droites
projectives distinctes, il nous faut fixer les parametres inhérents a la construction
des géométries et aux droites utilisées. Tout d’abord, le premier parametre qui doit
étre fixé est 'ordre des géométries projectives que nous considérerons. Pour appli-
quer l'algorithme 2.3 nous avons, dans tous les cas, utilisé uniquement la premiere
puissance d’entier premier supérieure a ’ordre des ensembles voulus. Le second pa-
rametre a considérer est la longueur des ensembles que nous utilisons pour appliquer
la procédure de réduction. Dans la colonne intitulée réduction du Tableau 2.5, le

nombre indiqué entre parentheéses correspond a la longueur maximale des ensembles
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TABLEAU 2.5 — Comparaison des ensembles doublement orthogonaux.

|| # marques | réduction I géométrique | Haccoun ”

3 5 5 5
4 15(300) 17 15

5 41(430) 76 41

6 100(500) 155 100

7 211(1500) 387 222

8 435(2200) 692 459

9 891(3000) 1208 912
10 1646(6000) 2344 1698
11 3159(5500) 4052 3490
12 5038(8000) 5173 5173
13 8658(12000) 9482 8852
14 11347(15000) | 11347 15596
15 20792(25000) | 20848° 23193
16 25396° 36122
17 30387 50350
18 38426 75269
19 53657 110411
20 62345 156634
21 104310 | 212456
22 116314 | 293334
23 128609 | 391403
24 143280 | 534390
25 198809 | 709695
26 210825 | 940093
27 277146 | 1138060
28 301619 | 1490550
29 363580 | 1735395
30 412259 | 2494796

doublement orthogonaux obtenus de droites projectives que nous avons utilisées.
Finalement, le dernier parametre qu’il reste a fixer pour exécuter la procédure de
réduction est le nombre d’itérations maximal que nous permettrons sans qu’il y ait
d’amélioration de la longueur de I'ensemble doublement orthogonal présentement en

cours. Ce parametre appelé C,,.,. dans l'algorithme 2.3, a été fixé a 15 dans notre
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procédure. Aucune justification, autre qu’empirique, ne peut étre donnée concernant

ce choix, et il est probable quun autre choix ait donné des résultats distincts.

Finalement, le Tableau 2.6 donne les meilleurs ensembles doublement orthogonaux
d’ordre 3 & 19, et le Tableau 2.7, les meilleurs ensembles d’ordre 20 a 30, obtenus par

notre méthode.

TABLEAU 2.6 — Meilleurs ensembles doublement orthogonaux.

| # marques | ensembles doublement orthogonaux |

3 T0.1,5)

4 {0.2.12.15}

5 {0,1.24,37,41}

6 {0,1,17,70,95,100}

7 {0,4,34,81,195,206,211}

8 {0.22,30,114,263,414,432,435}

9 {0.6.41,346,632,649,817,849.891}

10 {0.4,108,446,456,1332,1347,1380,1615,1646}

11 {0,10,38,493,728,2020,2669,2698,3053,3107,3159}

12 {0,46,126,235,1306,1390,3398,3787,3840,4468,4709,5033}

13 {0,194,1836,2010,3789,4958,6941,7175,7216,7228,7908,3281,8658}

14 {0,900,1181,2038,3242,3565,6470,6510,0504,10544,11049, 11181,
11342,11347}

15 {0,73,1304,1318,1459,3543,6462,7211,8410,9976,11176,12811,
18363,20462,20792}

16 {0,264,491,658,1090,3119,3904,10473,10555,10922,17008,21499,
23956,25281,25297,25824}

17 {0,495,3140,3734,6065,11740,14749,19102,19156,20831,21169,
21337,21342,23763,28887,29081,30387}

18 {0,2053,2746,3614,4784,10340,10800,11788,15935,16445,20523,
25522,29952,30626,32579,36519,37907,38426}

19 {0,30,872,873,1101,2733,14066,14847,25910,34006,35449,36090,
36619,37778,39117,42805,43570,50790,53657}




TABLEAU 2.7 — Meilleurs ensembles doublement orthogonaux (suite).

” # marques ] ensembles doublement orthogonaux

|

20

{0,495,1794,2464,4471,15409,19100,32872,35787,39553,42239,
42694,44731,45202.50330,54038.56420,57569,62140.62345 }

21

{0,31,4338,5233,12757,17849,20126,21266,23092,23475,25738,
38183,48091,71564,72941,78850,80489,87849,101229,102848,104310}

22

{0,138,4425,4999,7984,10010,17859,25947,38839,46593,65248,
65773,84716,84827,85465,86347,100401,105208,109083,112600,
114936,116314}

{0.2565,3711,7817,15420,16761,25376,25868,46931,64855,64946,
78832,83534,83672,89333,99778,102798,113262,119734,121744,
124104,124213,128609}

24

{0.2582,16451,18106,22106,25650,32391,44120,45731,54136,66110,
85703,87934,94137,117151,125813,127873,130782,134985,135411,
136857,138197,141490,143280}

25

{0,834,1201,9514,18059,20790,44774,59094,60013,101230,102686,
105157,129350,131134,131311,147303,152882,163644,176041,177624,
181404,192333,192925,197515,198899}

26

{0,1384,5974,6566,17495,21275,22858,35255,46017,51596,6 7588,
67765,69549,93742,96213,97669,138886,139805,154125,178109,
180840.189385,197698,198065,198899,210825}

27

{0,4265,10791,17202,21895,30217,32025,37054,40943,42100,49793,
72305,77364,106458,111259,126176,142328,151899,207942,210617,
223240,228091,238319.247990,251846,253839,277146}

28

{0,156,570,22317,23059,36528,38871,49531,85565,91068,101439,
111230,135964,139507,140604,153887,156451,188536,214303,217796,
235876,256000,268275,274316,274568,277327,295758,301619}

29

{0,526,10698,17998,18085,39904,44178,64083,81869,86873,89493,
97949,106136,108045,114857,141742,181068,198065,281585, 288546,
300582,301724,311314,321907,339026,346881,357759,359560,
363580}

30

{0,18561,19916,32442,40301,56578,76702,84219,98452,103333,
121993,151126,158883,163102,193933,216062,230747,254602,270504,
279774,282084,299391,342474,361303,361375,363167,366835,393075,
410261,412259}




CHAPITRE 3

PROBLEME DU DTS

3.1 Généralités

3.1.1 Définition du probleme

Définition 3.1. Un (I,J)-DTS (Difference Triangle Set) est une famille
A = {Al, AQ, A]}

ou les

Ay ={my; |0<j < J}, pour1 <4< T

sont des ensembles d’entiers naturels tels que toutes les différences
My — My,

avec1 <i< T et0<j <j<J, soient distinctes.
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L’élément maximal d'un (I, J)-DTS A est noté m(A), autrement dit, on pose

m(A) = max{m;;|0 < j < J1<i< I}

Etant donné deux entiers I et J, le minimum de m(A), pour tous les A qui sont

des (I, J)-DTS, est noté M(I,J). Autrement dit, on pose

M(I,J) = min{m(A)|A est un (I,J) — DTS}.
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Un DTS A qui satisfait m(A) = M (I, J) est dit optimal.

Lorsque A satisfait m(A) = M(I,J) = iChaby, , c’est-a~-dire que I'élément maxi-
q 2 q

mal du DTS est égal au nombre de différences générées, nous disons que A est un
DTS parfaut.

Exemple 3.2. La famille A formée de

A; = {0,4,6,11} et
A, = {0,1,10,13}

est un (2,3)-DTS puisque les 12 différences possibles sont toutes distinctes. Pour cet
exemple on a m(A) = 13. D’autre part, comme M(2,3) = 13, on sait que A est
un DTS optimal, mais ce DTS n’est pas parfait puisqu’il y a 12 différences générées
et m(A) = 13. En fait, puisque A est optimal, il est évident qu’il n'existe pas de
(2,3)-DTS parfait.

Le probleme qui consiste a déterminer un DTS optimal est généralement appelé
probleme du DTS. On peut remarquer que lorsque I = 1, c’est-a-dire que le DTS
ne contient qu’un seul ensemble d’entiers, le probleme est équivalent au probleme de
la regle de Golomb. En fait, on voit que le probleme du DTS est une généralisation
directe du probléme de la regle de Golomb, puisqu’il s’agit de trouver un ensemble
de regles de Golomb telles que les différences générées par les ensembles d’entiers
soient toutes distinctes. Pour désigner un élément d’un DTS nous utiliserons donc, &

I'occasion, le terme regle de Golomb ou simplement regle s’il n’y a pas d’ambiguité.

3.1.2 Equivalences entre les DTS

Comme pour les regles de Golomb, il est possible de déterminer différentes classes
d’équivalences induites par les symétries sur les différents DTS. Cette notion d’équi-
valence entre differents DTS s’avere importante a considérer au niveau de la réso-
lution du probleme, puisqu’il est alors possible d’éliminer plusieurs cas redondants,

c’est-a-dire les regles équivalentes.
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Comme nous 'avons déja dit, un DTS est un ensemble de regles de Golomb. Il
est donc évident que la symétrie relative aux regles de Golomb s’applique dans le
cas des DTS. Pour toute regle de Golomb {a; = 0,a.,...,a;} la régle symétrique
est {a;y — aj,a; — ag,...,a; —ay; = 0}. Ces deux regles seront donc considérées
équivalentes dans le probleme du DTS. Notons que les différences générées par deux

regles symétriques sont les mémes; cette remarque nous sera utile un peu plus loin.

Puisqu'un DTS est un ensemble, il n’existe pas d’ordre a priori sur ses éléments.
Toutefois, il peut s’avérer avantageux, pour la résolution du probleme, de considérer
un tel ordre. En effet, lorsque I > 1, il est possible d’interchanger deux regles de
Golomb. Il s’agit alors du méme ensemble, mais la reconnaissance de ce fait n’est pas
évidente de prime abord. Pour contrer cet effet, il est donc nécessaire dans certain cas
de se munir d'une convention pour I’écriture des DTS, c’est-a-dire de fixer un ordre
sur les éléments du DTS. Par exemple, on peut fixer 'ordre par rapport a 1'élément
maximal de chaque regle, ou encore selon 1’élément minimal non nul de chaque regle.

Les avantages de ces conventions varient selon la méthode de résolution adoptée.

En adoptant un représentant de classe pour chaque paire de regles de Golomb
symétriques et en se fixant un ordre pour les éléments des DTS, il est possible de
simplifier la reconnaissance des DTS équivalents et de réduire I’ensemble des solutions

a considérer pour résoudre le probleme.

3.1.3 Applications des DTS

Les applications des DTS a la vie courante sont trés variées. Cette grande variété
dans les champs d’application des DTS est principalement due aux (1, J)-DTS. Tou-
tefois, en excluant les (1, J)-DTS, c’est-a-dire les regles de Golomb, les applications
actuelles des DTS, bien que restreintes a la théorie des communications, demeurent

importantes. En effet, plusieurs types de codes correcteurs d’erreurs sont construits
a 'aide des DTS.



131

Robinson et Bernstein (1967) ont donné une construction, & partir de DTS, pour
les codes convolutionnels auto-orthogonaux (CSOC, Convolutional Self-Orthogonal
Codes), introduits par Massey (1963). Klieber (1970), Wu (1975; 1976) et Martin

(1985) ont poursuivi les travaux pour cette application.

Chen, Fan et Jin (1992) ont fourni des constructions pour les codes quasi-cycliques
auto-orthogonaux (SOQC, Self-Orthogonal Quasi-Cyclic Codes) qui ont été intro-
duits par Townsend et Weldon (1967). Les mémes auteurs mentionnent également
les relations existant entre les codes optiques orthogonaux (OOC, Optical Orthogonal
Codes) et les DTS.

Chu et Golomb (2003) ont récemment montré I’équivalence entre les DTS et
les codes optiques orthogonaux stricts (SOOC, Strict Optical Orthogonal Codes),
introduits par Zhang (1999).

3.1.4 Quelques résultats

Le probleme du DTS est un probleme NP-complet. Toutefois, pour certaines

valeurs de J, le probleme peut étre résolu.

Théoreme 3.3. Pour I > 1, on a

M(I,1)=1.
3n, stin=0o0ul mod4
]\4(172)—{371.}_1, sin=2ou3 mod 4.

Il existe une infinité de valeurs de I pour lesquelles M(I,3) = 61.

Pour J =1 le résultat est trivial. La valeur de M(I,2) provient de I'existence de

certaines suites introduites par Skolem (1957) et Langford (Davies, 1959).
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Le résultat pour M(I,3) provient des travaux de Kotzig et Turgeon (1979) et

Rogers (1981). Bermond a formulé la conjecture suivante concernant la valeur de

M(1,3).
Conjecture 3.4. (Bermond, 1979) Pour tout [ > 4, on a

M(I,3) = 6I.

Cette conjecture a été vérifiée pour 4 < I < 22 par Huang et Skiena (1994). Pour
J =1,2,3, il existe une infinité de (I, J)-DTS parfaits. Pour J = 4, nous connaissons
également quelques (I,4)-DTS parfaits. Le résultat suivant, qui est une condition
nécessaire pour quun DTS soit parfait, résume bien la situation (Bermond et al.,

1976; Laufer, 1982).

Théoréme 3.5. Un (I,J)-DTS est parfait seulement si J <3, ou J =4 et > 6

est un entier pair.

En remarquant qu'un (I, J)-DTS contient exactement IJ(J + 1)/2 différences

distinctes on obtient évidemment la borne inférieure suivante :

I1J(J +1)

M(I,J) >
(1,0) 2 ==

appelée borne inférieure triviale du (I, J)-DTS.

Klgve a obtenu analytiquement des bornes inférieures sur la valeur de M(I, J).
Celles-ci sont resumées dans les deux théorémes suivants.
Théoréme 3.6. (KlJve, 1988) Pour tout I et J on a

J+VJ
7 .

MI,J)>1 <J2 —2JVJ +
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Théoreme 3.7. (Kl@Dve, 1989) Pour toutt, t < J/2+1, on a

M(I,J)> ={(2t* =2t + 3)] + (2t — 5)}

1 t—1 #t 1) D
L i S N Y I+1)+—— o
+ ( 2 )(‘] 5 1T >+3t(t+1)’0u

| =

=0, pourt=1oul =1,
=61 — 6, pourt=2,12> 2,
181 — 24, pourt=3,1 > 2,
=(91—-12)(t—1), pourt>42<I<8et
= (101 — 20)(t — 1), pourt>4,I>9.

Mises a part quelques exceptions la borne du théoréme 3.7 est toujours la meilleure

borne analytique, c’est-a-dire obtenue d'une formule close.

Les meilleures bornes inférieures pour la valeur de M(I,J) connues a ce jour

restent celles obtenues par Shearer (1999) grace a la programmation linéaire.

En ce qui concerne les bornes supérieures pour le probleme du DTS, nous men-
tionnerons simplement, puisque ce sujet est abordé dans le reste de ce texte, qu’elles

sont généralement obtenues par construction des DTS.

3.1.5 Différentes approches

Pour résoudre le probleme du DTS, plusieurs approches ont été tentées. Dans ce

qui suit, nous présenterons dans le détail ces différentes approches.

Une premiere approche consiste a utiliser les méthodes dites exactes. Dans ce
genre d’approche on tente de fabriquer des DTS en tirant profit de certaines connais-
sances acquises en cours de construction, que se soient des bornes ou des caracté-
ristiques particulieres du probleme. Toutefois, le probleme étant tres difficile, ces

méthodes sont d’une utilité limitée.
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Une autre approche utilise les techniques dites algébriques. Comme pour le pro-
bleme des regles de Golomb, les propriétés de certaines structures algébriques ou
combinatoires sont mises a profit pour créer de nouveaux DTS. Contrairement aux
méthodes exactes, ces méthodes sont généralement rapides. Par contre, on ne peut
habituellement rien dire au sujet de I'optimalité des solutions trouvées, a l'inverse

des méthodes exactes.

Lorentzen et Nilsen (1991) ont pour leur part utilisé la programmation linéaire
pour résoudre le probleme du DTS. C’est a partir de ces travaux de Lorentzen et

Nilsen que Shearer a pu déterminer les bornes inférieures mentionnées ci-dessus.

Suite aux tavaux mentionnés, nous proposons nous-méme, d’'une part, une ap-
proche basée sur la génération de colonnes et, d’autre part, une approche mixte qui
tente de combiner les avantages de la génération de colonnes et des méthodes algé-

briques.

3.2 Approche algébrique

Dans cette section nous présentons tout d’abord différentes structures combina-
toires s’apparentant fortement aux DTS, qui sont utilisées pour trouver de nouveaux
DTS. Nous présentons ensuite, dans le détail, les principales techniques algébriques

connues.

3.2.1 Quelques définitions

Définition 3.8. Un (k,t,v)-DDS (Disjoint Difference Set) est une famille

{Bs| feF}
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de t sous-ensembles de Z,, les entiers modulo v, chacun de cardinalité k, telle que

toutes les différences non nulles de 'ensemble
{(a—b) modv|a,be Bsa#b;feF}

sont distinctes.

Pour ¢ = 1, nous utiliserons la notation (k,v)-DDS ou (k,1,v)-DDS. Un (k,v)-
DDS est en fait ce que nous avons appelé auparavant un CDS modulo v d’ordre

k.

Exemple 3.9. La famille formée de

B, = {0,4,6,11} et
B, = {0,1,10,13}
est un (4,2,27)-DDS. On peut effectivement vérifier que les 24 différences non nulles

générées sont toutes distinctes modulo 27.

Lemme 3.10. (Atkinson et al., 1986) Soit X = {X1, Xo,..., X3} un (k,t,v)-DDS.
SiY;=mX;+r; avec ged(m,v)y=1etr; €Zy,, 1 <i<t, alorsY = {Y,Y,,...,Y;}
est aussi un (k,t,v)-DDS.

On vérifie facilement qu'un (I, J)-DTS est aussi un (J + 1,1, v)-DDS, pour v
suffisamment grand, et qu'un (J, I, v)-DDS forme aussi un (I, J — 1)-DTS. En effet,
un (J, I,v)-DDS considéré sans le module v est nécessairement un (I, J — 1)-DTS
puisque toutes les différences positives doivent étre distinctes. Inversement, étant
donné un (7, J)-DTS A, il suffit de prendre v = 2m(A) + 1 comme module pour
obtenir un (J+1,1,v)-DDS. En effet, les différences générées étant les différences du
DTS et v moins les différences du DTS, elles sont donc toutes distinctes modulo v.
Par exemple, si on ne considére pas le module du (4,2,27)-DDS de I'exemple 3.9, on

obtient le (2,3)-DTS de 'exemple 3.2 et vice versa.
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Définition 3.11. Un BIBD (Balanced Incomplete Block Design) est un arrangement
de v objets distincts en b blocs tel que chaque bloc contient exactement k objets
différents, chaque objet apparaissant dans exactement v blocs différents, et chaque

paire d’objets distincts apparaissant ensemble dans exactement X\ blocs. Un tel design

de blocs est appelé un (v, b, 7, k, X )-BIBD.

Un BIBD cyclique peut étre représenté comme un BIBD ayant pour objets les
entiers de Z,, et tel que si {ay, as, ..., ar} est un bloc alors {a; +1,a0+1,...;a; + 1}

(avec Uaddition modulo v) est aussi un bloc.

Exemple 3.12. L’ensemble des blocs suivant forment un (13,26,8,4,2)-BIBD :

0 1 4 6 0 1 5 9
1 2 5 7 0 2 6 10
2 3 6 8 0 3 7 11
3 4 7 9 0 4 8 12
4 5 8 10 1 2 7 12
o 6 9 11 1 4 6 11
6 7 10 12 1 3 8 10
7 8 11 0 2 3 4 5
8 9 12 1 2 9 11 8
9 10 0 2 3 6 9 12
10 11 1 3 4 7 9 10
11 12 2 4 5 6 7 8
12 0 3 5 5 10 11 12

Ce BIBD n’est pas cyclique puisque le bloc {0,1,5,9} appartient au BIBD et le
bloc {1,2,6,10} n’y apparait pas.

Dans un BIBD cyclique, 'automorphisme ¢ : @ — a+ 1 mod v partitionne les b
blocs en classes d’équivalence. Un ensemble de blocs de départ est alors un ensemble
de représentants pour ces classes et un bloc de cet ensemble est dit plein s’il engendre

v blocs.
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Exemple 3.13. L’ensemble des blocs suivants forme un (6,20,10,3,4)-BIBD cy-

clique :
01 2 013 01 4 0 2 4
1 2 3 1 2 4 1 2 5 1 3 5.
2 3 4 2 3 5 2 30
3 45 340 3 41
4 5 0 4 5 1 4 5 2
5 0 1 5 0 2 5 0 3

Les blocs ci-dessus sont partitionnés en classes d’équivalence, chaque colonne re-
présentant une classe. St on prend comme représentants le premier bloc de chaque
colonne, on obtient les 4 blocs de départs : {0,1,2}, {0,1,3}, {0,1,4} et {0,2,4}.
Les trois premiers blocs sont pleins puisqu’ils engendrent chacun 6 blocs et le bloc

{0,2,4} n'est pas plein puisqu’il n’engendre que 2 blocs.

A partir d’'un (v, b, 7, k,1)-BIBD cyclique, si on prend les blocs de départ pleins

comme ensembles de différences, on obtient un (k,t,v)-DDS, ou t = |r/k].

Exemple 3.14. Les ensembles

D, = {0, 10,27,28,31, 43, 50},

D, = {0,11,20,25,49, 55,57}, et

D; = {0,13, 26, 39, 52, 65, 78}
sont trois blocs de départ pour un (91,195,15,7,1)-BIBD cyclique. Les blocs D, et
Dy engendrent 91 blocs chacun et le bloc D3 engendre 13 blocs. Dy et Dy sont des

blocs pleins et ainsi {Dq, Dy} est un (7,2,91)-DDS.

3.2.2 Meéthode de Klgve

Cette méthode, due a Klgve (1989), nous permet de construire des DTS & partir
d’un DDS.
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Soit {m; |0 <i<k—1} un (k,v)-DDS et soit S = {S1, S, ..., Sr} une famille de
sous-ensembles de {0, 1, ...,k — 1} de cardinalité J + 1 telle que |S; N Sy| < 1,Vi, 7.
Notons s < si1 < ... < si7 les éléments de S; et A; = {m,,, —mg, |0 < j < J}
Alors

A={A/|1<i<L ]I}
est un (I, J)-DTS.

Exemple 3.15. {0,4, 11,20, 25, 26, 28, 38} est un (8,57)-DDS.

Soit S ={S$; = {0,1,2,3}, 55 = {4,5,6,7}}. On a

0-0=0 2—-25=0
4-0=4 26 -25=1
11-0=11 28-25=3
20—0=20 38—-125=13,

et ainst
{{0,4,11,20},{0,1,3,13}}
est un (2,3)-DTS.

Soit S = {S; = {0,1,2}, S, = {4,6,7}},5; = {3,5,7}. On a

0-0=0 26—-25=0 20-20=0
4-0=4 28—25=3 26-20=6
11-0=11 38—-25=13 38-20=18,

et amnsi

{{0,4,11},{0,3,13},{0,6,18}}

est un (3,2)-DTS.

La méthode de Klgve est un cas particulier de la construction ci-dessus. Si {p;|1 <
i < I'} est une suite d’entiers telle que
* N Z 07

piy1 —pi > Jpour 1 <i<Tet
L4 p1<n—J,
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alors on peut choisir S; = {p;,p; + 1, ..., p; + J}. Ce qui donne
A={{cj—culp<i<p+JH1<i< I}

et

m(A) = max{cp+s — G, }-

Exemple 3.16. Pour I =2, J = 3 et le (8,57)-DDS de Uexemple 3.15, les suites
{pi|1 < i < I} possibles sont {0,3}, {0,4} et {1,4}. On obtient respectivement,
S={S=1{0,1,2,3}, 5, ={3,4,5,6}},

S={5={0,1,2,3},5,={4,5,6,7}},
S={S1={1,2,3,4}, S, ={4,5,6,7}},

qui nous donnent les trois (2,3)-DTS suivants

{{O/ 43 117 20}7 {0’ 5’ 6’ 8}}’
{{0 47 113 20}’ {07 ]" 3’ 13}}’
{{0, 3* 10* 19}’ {0/ 17 3’ 13}}

3.2.3 Meéthode de Chen, Fan et Jin

Cette méthode, due a Chen, Fan et Jin (1992), nous permet de générer des nou-

veaux DDS & partir d’'un DDS initial.

Etant donné un (k,t,v)-DDS, v # 0 mod k, si ged(r, (k — 1)!) = 1 alors on
construit un (k,rt,rv)-DDS de la maniére suivante. Pour chaque ensemble de dif-
férences {0,dy,...,dr_1} du DDS, on prend les r ensembles de différences {0,d; +

i, dy + 2iv, ...,dg_1 + (k — 1)iv}, 0 < i < r, en considérant les additions modulo vr.

De plus, s'il existe un (k, t',r)-DDS D', alors on peut construire un (k,rt+t', rv)-
DDS en ajoutant les ¢’ ensembles de différences {0, vs1, ..., vs,_1} obtenus de D) =

{0,81,..., 861} pour D' ={D}|]1 <i <t}
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Exemple 3.17. Soit {0,1,4,6} un (4,1,13)-DDS. Puisque 13 # 0 mod 4 et que
ged(5,4!) =1, on peut construire le (4,5,65)-DDS suivant.

i=0: {0,1,4,6}

i=1: {0,14,30,45}
i=2: {0,27,56,19}
i=3: {0,40,17,58}
i=4 : {0,53,43,32}.

Il n'existe pas de (4,¥,5)-DDS, et ainst la derniére partie de la construction ne
peut pas s’appliquer. En fait, pour que cette partie de la construction s’applique, il

faut que Uentier r soit suffisamment grand, c’est-a-dire que v doit étre le module d’un

(4,,5)-DDS.

3.2.4 Meéthode de Ling

Cette méthode, due a Ling (2002), nous permet de construire des DTS & partir
des DDS obtenus du plan semi-affine.

Notons D, le (¢,1,¢* — 1)-DDS obtenu du plan semi-affine d’ordre g et
Ry={0,g+1,2(q+1),....(¢ = 2)(g+ 1}
Soit ¢ + 1 = ab. On définit
Yi={z—ilz € Dj,x =7 mod a}

pouri=0,1,2,...,a— 1. On a ainsi, a — 1 ensembles Y; de cardinalité b et un de ces
ensembles est de cardinalité b— 1. De plus, tous les éléments des Y; sont des multiples
de a. En divisant les éléments des Y; par a et en soustrayant, pour tous les Y;, le
plus petit entier a chaque élément, on obtient des ensembles de différences générant

exactement une fois tous les entiers de Zy,_1) qui ne sont pas multiple de b.
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En 6tant ’élément maximum de chaque Y; de cardinalité b, on obtient avec cette
méthode un nouveau (b—1, a,b(qg—1))-DDS. Il est évidemment possible de construire
un (k,a,b(q — 1))-DDS, & < b — 1, en otant les b — k — 1 plus grands éléments de

chaque ensemble de différences.

Apres avoir construit un (k, a, b(qg — 1))-DDS, puisqu’aucune différence engendrée
par cette méthode n’est un multiple de b, alors, sl existe un (k — 1,¢)-DTS D,
on peut construire un (k,a + ¢')-DTS en ajoutant les ¢’ ensembles de différences

{0,bs1, ..., bs,_1} obtenus de D] = {0, s1, ..., 85,1} pour D' = {D}|1 <i < t'}.
Exemple 3.18. Pour ¢ =7, on a R; = {0, 8,16, 24, 32,40}. Soit
D; = {0,6,9,10, 21, 23,28}

le (1,1,48)-DDS obtenu du plan semi-affine d’ordre 7. On a que ¢ +1 = 8, posons
a=2cetb=4. On obtient

Yo={z -0z € D;;,z=0 mod 2} = {0,6,10, 28}
Yi={z—-1llz€ D;yz=1 mod 2} = {8, 20,22},

d’ou,
{{0,3,5},{0,6,7}}
est un (3,2,24)-DDS, de méme qu'un (2,2)-DTS.

Puisque {0, 1,3} est un (2,1)-DTS, on peut dans ce cas ajouter au DTS précédent,
Uensemble {0, 4,12}, et ainsi obtenir le (2,3)-DTS suivant :

{{0,3,5},{0,6,7},{0,4,12}}.

3.2.5 Méthode de Mathon

Cette méthode, due & Mathon (1987), nous permet de générer des DDS a partir

de paires d’entiers premiers.
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Soient k =2m + 1 et p=2mt+ 1, ¢t > 2, deux entiers premiers et soit a une
racine primitive de Z,. On définit m — 1 nombres r; par les équations o™ = ay — 1,
i=1,2,..,m—1 Sil existe § € Zj tel que les 2m éléments +1, +(8% — 1),

1=1,2,...,m — 1 solent tous distincts dans Z,, alors les blocs
Di+1 = {007 aligia altg_i——f-ia sy aé;nﬂtw—_t:ll}, 1= 07 17 A3 t—1
forment un (k,t, kp)-DDS. La notation utilisée étant ag]- = ko' + pA.

Exemple 3.19. Prenons k =2m + 1 =17, si on choisit p = 2mt + 1 = 13 alors il
existe une solution. En effet, 2 € Z13 est une racine primitive. On a lesm — 1 = 2
nombres, r1 tel que o™ = as — 1 et 9 tel que a™ = a4 — 1, c’est-a-dire, aprés calcule

ri=4 etry = 1. Prenant 3 =2 € Z~, on obtient
{£1,£(22 —1)27%, £(2* = 1)271} = {£1, £5, +4}

qui sont tous distincts dans Z-. Ainsi,

{00, 11,44, 32,121,94,10,} = {0,20,80,47,6,24,5}
{00,24,8;,64,115,5:, 74} = {0,40,69,3,12,48,10}

forment un (7,2,91)-DDS.

3.2.6 Méthode de Chen

Cette méthode, due a Chen (1994), nous permet de construire des DTS & partir
d’un ASP (Additive Sequence of Permutations).

Définition 3.20. Soit X! le (2r + 1)-vecteur (—r,—r + 1,...,—1,0,1,...,7 — 1,7)
et soient X2,..., X" des permutations de X'. On dit que (X', X2,...,X") est un
ASP d’ordre 2r + 1, et de longueur n, si le vecteur somme de toute sous-suite

Xi X X5 de permutations consécutives est aussi une permutation de X1,
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n(n—1)

Définition 3.21. Un triangle d’additions d’ordre n est une collection T de —;

entiers s;”-", k=1,2,..n;57=1,2,...n—k+1, telle que

On note s;-”" Uentrée a la position (k,7) de T. On peut représenter T sous la forme

triangulaire suivante :

1 1 1 1
87 ) &b) N U Sn—1 ) Sn
81 83 Sh-1
n—1 n—1

51 S9
n
sT.

En considérant les définitions ci-dessus, il est possible de voir qu'un ASP d’ordre
2r + 1, (X' X2, ..., X™), génere 2r + 1 triangles d’additions d’ordre n ayant pour
entrée les entiers de X'. En effet, notons X ]l = Zik:j X* i > j, et représentons

I’ASP selon le triangle d’addition,

Xt Xn
X7,
alors chaque entrée du triangle est, par définition, une permutation de X'. En prenant
pour chaque entrée du triangle le k-ieme terme de la permutation, on obtient ainsi un
triangle d’additions avec pour entrées les entiers de X!. Puisqu’il est possible de faire

de méme pour chacune des 2r 4+ 1 positions, on a bien 2r + 1 triangles d’additions.

Soit A = {A;,A,,...,Ar} un (I,J)-DTS. Chaque A; détermine un triangle
d’additions d’ordre J avec pour entrées st = a; ik — a;j, pour kK = 1,2,...,J et

2
i=1,2,.J—k+1.

Soient Uy, Us, ..., Uy 1, les triangles d’additions correspondant & un ASP d’ordre

2r + 1 et de longueur J. Soient 17,75, ..., T les triangles d’additions correspondant
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aun (I,J)-DTS. Pour i = 1,2,...,1 et j = 1,2,...,2r + 1, on définit les triangles
d’additions T} 4+ U; comme suit : pour k= 1,2,...,Jet p=1,2,...,J — k+1, 'entrée
en position (k,p) de T; + U; est (2r + 1)t’1§ + u';, ou 7T; a I'entrée t’;; et U; a lentrée uﬁ
en position (k,p). Les (2r + 1)1 triangles d’additions ainsi construits forment donc
un nouveau ((2r + 1)I, J)-DTS avec pour valeur maximale m = (2r 4+ 1)m; + 7, ol

m; est 'élément maximal du (I, J)-DTS de départ.

Exemple 3.22. Un (3,4)-DTS est donné par

A; = {0,9,14, 26, 32},
A, = {0,8, 10,29, 30}, et
A; = {0,4, 15,28, 31}.

Les 3 triangles d’additions générés par ce DTS sont

9 ) 12 6 8 2 19 1
14 17 18 10 21 20
26 23 29 22
32 30

15 24 16
28 27
31

Un ASP d’ordre 5 et de longueur 4 est donné par

X! =(-2,-1,0,1,2),
X?=1(0,1,2,-2,-1),
X3 =(2,-2,-1,0,1), et
X4 =(-1,0,1,2,-2).
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Les 5 triangles d’additions générés par cet ASP sont

-2 0 2 -1] -1 1 -2 0
-2 2 1 0 -1 -2
0 1 -2 -1
-1 -2
0 2 -1 1 1 -2 0 2
2 1 0 -1 -2 2
1 2 -1 0
2 1
2 -1 1 -2
1 0 -1
2 -2
0

Ainsi le triangle d’additions correspondant a Ty + U, est

5%x9—2 5%x5+0 5% 1242 9x6—1
ox14—2 5% 17+ 2 ox18 41
59%264+0 5%23+1
5%32—1,
c’est-a-dire,
43 25 62 29
68 87 91
130 116
159.

L’ensemble du DTS correspondant a ce triangle est alors
{0, 43,68, 130, 159}.

En faisant de méme pour chaque T;+U;, 1 =1,2,3;j =1,2,3,4,5, on obtient les 15
ensembles formant un (15,4)-DTS ayant pour élément mazximal la valeur 5x32+2 =

162.
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Des méthodes de construction pour les ASP sont présentées dans deux articles de

Kotzig et Turgeon (1979; 1982).

3.3 Formulation a ’aide de la programmation li-
néaire

La formulation du probleme du DTS sous forme d'un probleme de programmation
linéaire (en nombres entiers) est due a Lorentzen et Nilsen (1991). Nous présentons
dans cette section la formulation du probléme en programmation linéaire. Nous dis-
cutons ensuite des améliorations du modele, apportées par les auteurs ainsi que par
Shearer (1999), pour le calcul de la borne inférieure sur M (I, J). Puis nous terminons

cette section avec les résultats obtenus par cette approche.

3.3.1 Formulation initiale

Soit m;; la j-eme marque de la i-éme régle de Golomb d'un (7, J)-DTS. Notons
dij;% la variable 0-1 qui est égale a 1 si m; — m;; = ket a 0 sinon, oul1 <k < K,
pour K une borne supérieure connue pour M(I, J). Le probleme de déterminer un

(1, J)-DTS optimal peut alors s’exprimer comme suit :
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Formulation PNE

Minimisez z sous les contraintes :

2 > myy, 1<i<I; (3.1)
K
Maj —mig = Y kbij, 1<i<I0<j<j < (3.2)
k=1
K
S b =1, 1<i<I0<j<j <J; (3.3)
k=1

I

i=1 j<j’
m,i0=0, 1525]

5ijj’k € {O, 1}

La relaxation continue de ce probléme en nombres entiers est facile a résoudre en
principe, et la valeur optimale de la fonction objectif z constitue une borne inférieure
pour M(I,J). Toutefois, lorsque les parametres I et J deviennent assez grands, le
nombre de variables ¢;;;, devient exorbitant. Pour contrer ce probleme les auteurs
proposent quelques modifications au modele leur permettant d’ajouter de fagon dy-

namique les contraintes nécessaires.

3.3.2 Formulation revisée

La formulation revisée du probleme précédent consiste a ne considérer que les dif-
férences successives dans les contraintes (3.2)-(3.4) et ajouter de nouvelles contraintes

pour tenir compte des différences entre les marques a distance deux ou plus.

Notons ;1 = 0; jj+1,k- Ces nouvelles variables ne sont pas suffisantes pour décrire

le probléme, il faut donc ajouter de nouvelles contraintes au probleme.
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Soit {€:j;kv }j<v<jo—1 un ensemble de 5 — j entiers distincts tel que Z,{:jl Cijirw =
k, pour j' > j + 1. Autrement dit, {€ijjxy};j<u<j—1 st une partition de k en j' — j

TR j'—1 T : J'=1 —
entiers distincts. Alors on a Eu:j 6i,,gijj/ky < J'—=j—140;j;, puisque ZV:]. 51»1,37,“,“ =

J' — j implique &;;;,, = 1.

Soit S un sous-ensemble de {(i,7,5") |7 < j'}. Alors Z(i.j,j’)es diji < 1 implique

i1
YD Gt <1+ Y (-1
(i,5,3")€S v=j (i,J.5')€S

Avec ces nouvelles contraintes, la formulation en nombres entiers s’exprime alors

comme suit :



Formulation PNE revisée

Minimisez z sous les contraintes :

I
225@% <1,

i=1 j<J
i’ -1
Z 25“'41] <1+ Z ‘7—‘7_1
(i..3")eS v=j (i.4.3))€S
Mmio = 07
5ijk < {0, 1}.

1<:< I,

1<i<T,0<7 < J;

1<i<I,0<7<J;

1<k<K,;

vS € {(i.5.5)i <5},
1<k<K,et
V partition {£;;;x, } de k;

1<i<I;
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(3.8)

Proposition 3.23. (Lorentzen et Nilsen, 1991) Les deuz formulations en nombres

entiers, ci-dessus, sont équivalentes.

Preuve. Les contraintes (3.6) et (3.7) imposent que toutes les marques ainsi que

toutes les différences entre deux marques successives aient une valeur unique. Puis-

qu’il est possible d’exprimer la différence entre deux marques quelconques comme

une somme de différences successives, cela implique que toute différence entre deux

marques quelconques a une valeur uniquement déterminée, ce qui est imposé par les

contraintes (3.2) et (3.3). Les contraintes (3.6) et (3.7) sont donc équivalentes aux

contraintes (3.2) et (3.3).
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Les contraintes (3.4) imposent que les différences entre deux marques quelconques
solent toutes distinctes alors que les contraintes (3.8) imposent que seulement les
différences entre les marques successives soient distinctes. Il reste donc a montrer
que les contraintes (3.9) sont suffisantes pour imposer que les différences entre deux

marques quelconques soient toutes distinctes.

En effet, supposons qu’on ait deux fois la méme différence générée. Alors il existe

(41,41, J1) tel que my 50 — my 5 =k et (da, jo, jp) tel que my,5 — myyj, = k.

Puisque toutes les différences entre deux marques successives doivent étre dis-

tinctes, il existe alors deux partitions de k en entiers distincts {gimj{ku}jlgugjﬁ—l et

-1 -1
L | L
{Ciagossh Yinsvgy1 telles que 32 Give, | oy, = J1 = J1 €8 30 Gty 0, = Jo = J2-
v=n v=j2

Ainsi, pour S = {(¢1,J1, 1), (i2, J2, j5) }, une des contraintes (3.9) est violée.

Puisque les contraintes (3.8) et (3.9) imposent que les différences entre deux
marques quelconques soient distinctes, ces contraintes sont donc équivalentes aux

contraintes (3.4).

Comme nous venons de le voir dans la preuve précédente, pour résoudre le pro-
bleme en nombres entiers, il est suffisant de considérer, pour les contraintes (3.9),
les sous-ensembles S de cardinalité 2. Toutefois, en considérant les sous-ensembles
de cardinalité quelconque il est possible d’améliorer la borne inférieure sur AM(1, J).
Une autre fagon d’améliorer cette borne consiste a tenir compte des contraintes sup-

plémentaires

> (miy —my) > SIS+ 1)/2. (3.10)

(i,5,7)€8
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Comme nous ’avons déja mentionné, dans la formulation initiale le nombre de

variables ¢ devient tres grand lorsque I et J sont grands. Dans la formulation revisée,

le nombre de variables est considérablement réduit, mais en contre partie le nombre

de contraintes augmente beaucoup. Ce probleme peut étre évité si dans 'implémen-

tation de cet algorithme, les contraintes (3.9) et (3.10) sont ajoutées de facon dy-

namique seulement lorsqu’elles deviennent nécessaires. Pour avoir plus d’information

sur I'implémentation de cet algorithme le lecteur doit consulter ’article de Lorentzen

et Nilsen (1991).

Les bornes inférieures pour M(I, J) obtenues de cette méthode sont présentées a

la table 3.1.

TABLEAU 3.1 — Bornes inférieures PNE pour M ([, J) (Lorentzen et Nilsen).

J I=1 =2 =3 I=4 I=5
1 1 2 2 3 3
2 3 6 8 10 12
3 6 11 16 21 26
4 11 20 29 38 47
) 17 31 46 60 75
6 24 46 67 89 110
7 32 62 92 122 152
8 43 82 122 162 202
9 54 105 156 207

10 67 131 195 258

11 82 160 239

12 98 193 287

13 116 229

14 136 268

15 157 310

16 180 355

17 204 404

18 230 456

19 258 912

20 287 970
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3.3.3 Amélioration du modéle revisé

Pour améliorer les bornes inférieures de M (I, J), Shearer (1999) a introduit de
nouvelles contraintes dans le modele revisé de Lorentzen et Nilsen. Ces contraintes

viennent de ’observation présentée dans le résultat suivant.

Lemme 3.24. Soit S un ensemble de n entiers distincts, de moyenne r. Soit m

Uélément mazimum de S. Alors on am > r + (n —1)/2.

Preuve. (Shearer, 1999) Soit s la somme des éléments de S. On a s = nr. Puisque

les éléments de S sont distincts et de maximum m, ona s < m+(m—1)+---+

(n—1)n (n—1)n
= —

m>r+(n—1)/2. O

(m—-—n+1) = mn — . Par conséquent, on a nr < mn — , ou encore,

Notons d;'»,j = myj» — my;, pour 0 < j < j° < J. Cette notation permet d’écrire le

triangle des différences pour la regle ¢ de la maniére suivante :

mio mi mig mi3 T mi(J-1) mig
7 7 7 p
dw 21 d32 e e dJ(J—l)
i i - e d
20 . 31 J(J-2)
1]
30
i i
diyno J1
T
Jo
. I K
On peut voir que d,; = . > kb, il est donc possible de traduire les variables

e=j'—j k=1
d en variables ¢ de la formulation de Lorentzen et Nilsen. Par souci de clarté, nous

utiliserons la notation avec les variables d.

Avec cette notation, les contraintes (3.5) de la formulation revisée de Lorentzen
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et Nilsen peuvent étre réécrites comme suit :

J
22 dig =) diy Vi. (3.11)

Pour un certain i, 1 <4 < I, on a z = d4,. Comme {d%,|1 < i < I} sont tous des
entiers naturels distincts et que z est le maximum de cet ensemble, on peut appliquer

le lemme 3.24. Les contraintes (3.11) sont alors remplacées par la contrainte suivante :

I U1
Z> 7Zd‘,oju : (3.12)

Ce changement a pour effet d’améliorer la borne inférieure sur z de (I —1)/2. Il est
possible de faire encore mieux. En effet, la contrainte (3.12) appartient a une famille
de contraintes pour z, chacune correspondant & un sous-ensemble 7" des IJ(J —1)/2
différences d’un (I, J)-DTS. Lorsque T = {d%, |1 < i < I} on obtient la contrainte
(3.12). En général, on a

Z |T' b)) (3.13)

N

Lors de l'implémentation, on calcule les différences dg-,j et on vérifie que les
contraintes (3.13) ne sont pas violées pour les ensembles T consistués des n plus

grandes différences, 1 <n < IJ(J —1)/2.

Remarque 3.25. La formulation révisée et les contraintes (3.13) assurent que la
valeur de z, est toujours au moins égale a la borne inférieure triviale M(I,J) >

IJ(J —1)/2, ce qui n’est pas le cas pour les formulations de Lorentzen et Nilsen.

Les bornes inférieures pour M (I, J) obtenues avec les nouvelles contraintes de

Shearer sont présentées a la table 3.2.
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TABLEAU 3.2 — Bornes inférieures PNE pour A (1, J) (Shearer).

J I=1 I=2 I=3 I=4 I=5
1 1 2 3 4 )

2 3 6 9 12 15

3 6 12 18 24 30

4 10 20 30 40 50

d 17 32 47 62 77

6 24 46 69 91 113
7 32 63 94 124 195
8 43 83 124 164 205
9 54 106 158 209 261
10 67 132 197 261 326
11 82 161 240 320 399
12 98 194 289 385 480
13 116 229 343 456 569
14 136 268 401 534 667
15 157 311 464 618 772
16 180 356 533 709 886
17 204 405 606 807 1007
18 230 457 684 910 1137
19 258 512 767 1021 1276
20 287 571 859 1139 1422

3.4 Approche génération de colonnes

Décrivons maintenant le probleme de la construction d'un (I, J)-DTS sous la

forme d’un probléme de génération de colonnes.

3.4.1 Formulation du probleme

Premiérement, notons qu’une regle de Golomb sera simplement représentée par
I’ensemble des différences qu’elle génere. Ainsi, les variables d;, du probléme auxiliaire

seront définies comme suit :
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de — 1, si k£ est une différence générée par la regle,
¥~ 1 0, sinon.

Si t est un vecteur de différences représentant une regle de Golomb, alors dans le

probléeme maitre ces différences seront notées dt.

Dans le probleme auxiliaire, on considere
P={(j,j)I1<j<j <Jetjj eN}

La j-ieme marque d'une regle est notée m;. Si la regle est notée ¢, alors dans le
probléme maitre, nous noterons m’ la marque maximale de cette regle. Les variables

ik, pour (4, 7') € P seront définies comme suit :

S = 1, si mj» — m; = k,
i3’k 0, sinon.

Notons que les variables d; qui apparaissent dans les contraintes du probleme
auxiliaire sont superflues puisqu’elles s’expriment facilement en termes des variables
;5 et qu’elles ne servent qu’a faire le lien avec le probléme maitre. Pour ces mémes
contraintes, et dans ce qui suit, la constante K sera simplement une borne supérieure

sur la longueur du DTS & construire.

Les autres contraintes du probleme auxiliaire sont des formes équivalentes des

contraintes de la formulation de Lorentzen et Nilsen (1991) présentée a la section

3.3.1.

Notons que les contraintes du probleme auxiliaire ne servent en fait qu’a vérifier
que Pensemble d’entiers construit correspond bien aux différences générées par une

regle de Golomb.
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Dans le probleme maitre, on consideére
T = {7'17 7'27 ] IZ}}?

7T; étant I'ensemble des regles de Golomb possibles pour la i-ieme régle du (I, J)-DTS.
On définit alors

¢ | 1,sitestlai-ieme regle du DTS.
% = 0, sinon.

Remarque 3.26. [l existe deux types de symétrie pour le probléeme du DTS. Pre-
mierement, la symétrie dans chacune des régles de Golomb. Dans notre formulation
du probléeme, il n'est pas nécessaire de prendre en compte et donc d’éliminer ce type
de symétrie puisque une régle de Golomb et sa régle symétrique génere le méme en-
semble de différences. Le deuxiéme type de symétrie a considérer intervient entre les
J régles. Peu importe l'ordre des régles de Golomb choisies dans le DTS, tous les
DTS formés de ces régles sont équivalents. Il existe plusieurs possibilités pour traiter
cette symétrie. Dans notre formulation les contraintes (3.14) et (3.15) obligent les
regles a étre ordonnées selon l'ordre de leur élément maximal, ce qui permet d’éviter

la redondance des DTS équivalents.

Pour les coefficients de la fonction objectif du probleme auxiliaire, les coefficients
u},i=1,2,...] — 1 sont les variables duales des contraintes (3.14) et u} la variable
duale de la contrainte (3.15). Les coefficients u2, k = 1,2, ..., K, sont les variables
duales des contraintes (3.16) et les coefficients u$, ¢ = 1,2, ..., I les variables duales
des contraintes (3.17). Pour écrire un seul probléme auxiliaire, valide pour tous les
triangles, nous adopterons la convention uj = 0 puisque u} n’est pas définie. Les
variables duales sont calculées a chaque itération a partir de la résolution de la re-

laxation linéaire du probleme maitre.



Formulation génération de colonnes (PGC)

Probleme Maitre

Minimisez 2z sous les contraintes :

> mbyl, =Y mbyl > 1, i=1,2..,1—-1
t€Tit1 teT;
z— Z mbyt > 0;
teTy
I
S dwi <1, k=1,2,.. K,
i=1 teT;
> yt=1, i=1,2,...1
teT;
y; € {0,1}.
Probléme Auxiliaire (pour le triangle 7;)
K
Minimisez (ul1 — u}_l)m J— Z uidk — uf’ sous les contraintes :
k=1
dp <1, k=1,2,..K;
dy = E 05k k=12 ..,K,
(4.3")€P
K
my —Mmj = Zk511’k (4.5") € P;
k=1
K
D G =1, (J,5") € P;
k=1
mg = 0)
‘SJJ’k € {0’ 1}
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(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)
(3.19)

(3.20)

(3.21)

L’implémentation de ce modele a été faite a 'aide du logiciel Cplex au niveau

des problemes maitre et auxiliaire. Comme nous nous intéressons particulierement

aux bornes inférieures sur les longueurs des DTS, le probleme auxiliaire a été résolu
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de maniere exacte avec Cplex pour tout les résultats que nous présenterons dans la
section 3.4.3. Toutefois, il est a noter qu’il serait peut-étre avantageux dans le cas ou
le but serait la résolution exacte du probleme du DTS de déterminer des heuristiques

pour générer les colonnes (regles de Golomb) entrantes dans le probléme maitre.

Bien que la résolution exacte du probleme maitre n’ait pas été notre objectif
principal, nous avons tout de méme effectué la résolution exacte dans le cas des petits
DTS, c’est-a-dire jusqu'a l'ordre des (4,4)-DTS et nous avons obtenu les résultats

optimaux.

Dans la section suivante nous discutons des différentes techniques de branchement
qu’il serait possible d'utiliser pour la résolution exacte du probleme du DTS. La
méthode que nous avons utilisée dans notre implémentation, correspond au second
type de branchement qui n’est peut-étre pas le plus efficace au niveau du temps de

calcul mais qui est certainement un des plus simple a implémenter.

3.4.2 Branchements

Pour résoudre de maniere exacte le probleme du DTS avec notre modele de gé-
nération de colonnes, il faut déterminer une méthode de branchement. Le temps de
résolution du probleme du DTS dépend grandement de la méthode de branchement
utilisée. Dans ce qui suit nous suggérons quelques méthodes de branchement qui
peuvent étre implémentées avec notre modele. Il est important, dans ce qui suit,
d’établir une distinction entre un triangle d’'un DTS et une regle de Golomb appar-
tenant a un DTS. Mentionnons tout d’abord qu’a strictement parler il n’y a pas de
distinction entre ces deux concepts puisquun (7, J)-DTS est un ensemble de I régles
de Golomb. Toutefois, puisque dans notre méthode de résolution nous considérons
la relaxation linéaire du probleme maitre, une solution, pour un triangle de diffé-
rences, peut alors étre une combinaison linéaire de plusieurs regles de Golomb, d’ou

I'importance de distinguer les concepts de triangle et de régle de Golomb.
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Branchement du type 1

Ce type de branchement consiste simplement a fixer successivement la plus petite
différence disponible tant que cela est possible, sinon on recule et on fixe une diffé-
rence supérieure. Apres avoir fixé qu'une diftérence k appartenait au triangle 7, si le
probleme auxiliaire doit étre résolu pour le triangle 7, alors on ajoute au probleme

auxiliaire la contrainte

> G=di =1,

(7.3")€P

si le triangle en question n’est pas 7, alors la contrainte ajoutée sera plutot

Z 5jj’k = dk = 0

(4.5)eP

Deux approches sont possibles pour ce type de branchement. Premierement, les
différences peuvent étre fixées sur un triangle différent a chaque fois, en conservant le
nombre de différences fixées pour chaque triangle distant d’au plus 1. Deuxiemement,
on peut également choisir de fixer toutes les différences d’'un méme triangle, puis
recommencer pour le triangle suivant. On pourrait également décider de fixer un
nombre quelconque de différences pour chaque triangle, toutefois de cette maniere

Iexhaustivité de la recherche (du parcours) serait plus difficile & démontrer.

Supposons que l'on cherche un (7, J)-DTS optimal. Le probléme consiste alors,
en supposant que les triangles soient ordonnées selon leurs longueurs, & déterminer
I regles de Golomb d’ordre J + 1 disjointes avec la longueur de la I-ieme regle aussi
petite que possible. La condition pour couper des noeuds dans notre branchement
dépend donc en grande partie de I'estimation de la longueur du /-iéme triangle. Puis-
qu'une bonne technique de branchement en est une qui permet de couper plusieurs
noeuds, il est important de voir l'effet qu'aura la fixation d’une différence dans un

des triangles.
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Pour considérer I'effet de 'ajout d’une différence, le rapport entre les parametres
I et J du (I,J)-DTS est important. Nous considérerons le cas ot J est grand et [
est petit et le cas ot J est petit et I est grand. Remarquons tout d’abord qu’au fur
et & mesure que le nombre de différences fixées augmente dans une regle de Golomb,
il devient plus facile d’estimer la longueur qu’aura cette regle. Notons également que
de manieére empirique, les longueurs des regles dans un DTS sont tres pres 'une de
I'autre. Pour cette raison, lorsque le nombre de triangles est petit la connaissance

d’une des regles du DTS nous permet une bonne évaluation de la longueur du DTS.

Ainsi, dans le premier cas a considérer, le fait de connaitre les différences d’un
triangle entier donne beaucoup d’information sur la longueur qu’auront les I — 1
autres triangles et un branchement avec les différences dans un méme triangle sera
privilégié. Dans le second cas, la connaissance de quelques différences pour chacun
des triangles donne plus d'information sur la longueur de la I-iéme regle que la
connaissance entiere des longueurs de quelques triangles, le branchement consistant

a fixer une différence dans chaque triangle a la fois sera donc privilégié.

Remarque 3.27. La méthode de branchement de type I permet de traiter le probléme
de la symétrie dans les régles de Golomb sans effort supplémentaire. En effet, comme
deux regles de Golomb symétriques génerent les mémes différences et que le branche-

ment de type I s’applique justement aux différences, le probléme de la symétrie dans

les régles de Golomb est donc inexistant.

Remarque 3.28. L’ezhaustivité de ce type de branchement est assuré par le fait que
le probléme auxiliaire fournisse toujours une solution entiere, c’est-a-dire une régle
de Golomb. En effet, il est clair que si I'ensemble des différences est fix€ pour chaque
triangle alors les différences de chacun de ces triangles correspondent aux différences
d’une regle de Golomb. Pour se convaincre de lexhaustivité du branchement, il est
alors suffisant de remarquer que les derniéres branches consistent exactement en une
partition d’un ensemble de IJ(J —1)/2 entiers en I classes de cardinalité J(J —1)/2

chacunes.
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L’illustration du branchement de type I nous permet de voir que ce branchement

est déséquilibré, ce qui constitue le principal défaut de ce branchement.

ke,
/

N
ke T,

dke{l,2,....,K},Ire{1,2,...,1}

Les contraintes obtenues de ce branchement possedent différents niveaux de res-
triction. En effet, alors que la contrainte £ ¢ T, n’est pas trés restrictive, la contrainte
k € T, est tres restrictive. Ceci a pour effet de créer un branchement déséquilibré,
c’est-a-dire dont la partition induite par les contraintes de I'ensemble solution possede

une classe de grande cardinalité et une de petite cardinalité.
Branchement du type 11

Dans ce type de branchement, qui est une forme plus restrictive du branchement
de type I, en plus de spécifier a quel triangle 7,, la différence k appartient, on demande
également que cette différence soit située entre les marques j et j', pour (j,j') € P.
La contrainte qui doit étre ajoutée au probleme auxiliaire, si celui-ci fait intervenir
le triangle 7, est alors :

(Sjjlk = 1,

si le triangle en question n'est pas 7., alors la contrainte ajoutée sera plutot :

Z (Sjj/k = 0.

(4.3")ep

Ce branchement forme une partition de 'ensemble des solutions selon les criteres

suivants, en tenant compte que le branchement est toujours relatif a un triangle
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donné, disons 7, :

(Sjjlk:l, kE'];
/!
Jke{l,2,....K},3(4,5/) € P

N
5jj1k = 07 k ¢ 7;‘

L’exhaustivité de ce type de branchement est évidente puisqu’il s’agit d’'un cas
particulier de celui du type I. De plus, méme sans résoudre le probleme de génération
de colonnes ce branchement trouve une solution optimale au probleme du DTS.

Autrement dit, ce branchement constitue une méthode exacte de résolution pour le

probleme du DTS.

Puisque les contraintes sont plus restrictives pour le branchement de type 11, on
obtient donc un branchement encore moins équilibré que celui de type I. Toutefois
le fait de spécifier entre quelles marques une différence doit apparaitre nous permet
de ne tenir compte que des marques dans le processus de branchement, le reste des
différences étant de toute maniére déterminé dans le probleme auxiliaire. Ceci nous
permet de réduire le nombre de différences a considérer et donc le nombre de branches

a explorer.

Contrairement au branchement de type I, dans le type II il faut tenir compte
de la symétrie dans les regles de Golomb. En effet, comme les différences doivent
étre fixées entre deux marques données, et que 'effet de symétrie dans les regles
de Golomb se situe justement au niveau de la position des différences dans une
regle, pour éviter toute redondance due a la symeétrie, il faut donc ajouter certaines
contraintes supplémentaires. Ce probléme est en fait tres simple a résoudre, il suffit
par exemple d’ajouter dans le probleme auxiliaire une contrainte stipulant que la
différence entre les deux derniéres marques doit étre supérieure a la différence entre

les deux premieres.
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Branchement du type III (Ryan-Foster)

Pour obtenir un branchement mieux équilibré que le branchement de type I,
il est possible de conserver le principe de branchement sur les différences en utili-
sant un branchement du type Ryan-Foster. Dans ce branchement, la restriction des
contraintes fournies par le branchement est modifiée par le fait qu'on ne spécifie pas
directement si une différence appartient ou non au DTS. L’idée est simplement de
créer une relation pour I'appartenance des différences au DTS. Pour illustrer cette
idée, voici I'expression du branchement :

dy et dy apparaissent dans le DTS ou
/" dj et djr n’apparaissent pas dans le DTS
3k K e {1,2,...,K}
N\, exactement une différence parmi dy et dy
apparailt dans le DTS.

Les classes issues de la partition induite par le branchement contiennent d'une
part les solutions dont &k et k' font soient toutes deux parties du DTS ou en sont
toutes les deux absentes, et d’autre part les solutions ou une seule des différences &
ou k' fait partie du DTS. Ces contraintes doivent étre ajoutées au probleme maitre
puisqu’elle ne fournissent aucune information a savoir si une différence appartient
ou non au DTS. Une fois que les différences appartenant au DTS sont fixées par les
branchements, il est également possible d’utiliser le méme type de branchement pour

déterminer a quel triangle les différences appartiennent.

Bien que ce type de branchement ait I'avantage d’étre mieux équilibré que celui
de type I, il demeure toujours un inconvénient avec ce type de branchement. En
effet, puisque les contraintes ajoutées se rapportent uniquement a deux différences et
que les différences qui doivent apparaitre dans une solution optimale du DTS sont
inconnues, il est possible que beaucoup de branchements doivent étre effectués avant
de déterminer quelles sont les différences appartenant au DTS, ce qui équivaut a une

perte de temps pour la résolution du probléme.
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L’exhaustivité de ce type de branchement est assuré en considérant, d’une part,
toutes les paires de différences parmis toutes les différences possibles, c’est-a-dire
les entiers 1,2,..., K, puis d’autre part, les paires de différences parmi les sous-
ensembles formant possiblement un triangle du DTS. Encore une fois ceci montre
I’ampleur du nombre de branchements qu’il peut étre nécessaire de faire pour obtenir
une solution optimale. Il faut également noter que certaines observations ou certains
cas particuliers peuvent permettre de réduire le nombre de branches a explorer, c’est-
a-dire le nombre de paires de différences a considérer. Par exemple, deux différences k
et k' telles que k+k’ > K implique que ces deux différences ne peuvent pas appartenir
au méme triangle. Il semble toutefois que le nombre de ces réductions soit limité par
rapport aux paires a considérer, ce qui laisse toujours place a amélioration en matiere

de branchement.

Branchement du type IV (Vanderbeck)

Pour obtenir une méthode de branchement efficace, il est essentiel de trouver un
critere de branchement qui partitionne l'espace des solutions de maniere équilibrée.
Dans cette partie, nous adaptons une méthode générale de branchement présentée
par Vanderbeck (2000) qui offre cet avantage. Cette méthode peut étre adaptée sans
trop de difficulté a notre modele pour résoudre le probleme du DTS. Les techniques
de branchement que nous avons explorées jusqu’ici agissaient uniquement sur une
ou deux variables a la fois, il apparalt que ces techniques donnent généralement
des branchements non équilibrés, c’est-a-dire telles que la partition de ’ensemble des
solutions possibles contiennent une classe de grande cardinalité et une classe de petite
cardinalité. L'idée de la méthode de Vanderbeck est de brancher sur un ensemble de

variables afin d’obtenir un branchement le plus équilibré possible.

Apres avoir résolu la relaxation linéaire du probleme maitre, si la solution obtenue
n’est pas entiere, ce qui est généralement le cas, alors les deux cas suivants sont

possibles :
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(1) il existe un indice i,1 < 4 < I tel que Y, 3 kdiy! = «; est fractionnaire,
keK teT;
c’est-a-dire que la somme de toutes les marques appartenant au i-ieme triangle du

DTS est fractionnaire,

(2) il existe deux regles t et ¢’ appartenant au méme triangle 7; avec au moins
une marque qui n’est pas la méme, c’est-a-dire qu’il existe un indice 5,0 < i < J tel

/
que m} # mk.

Notons que le premier critére de branchement prévaut toujours sur le second.
Autrement dit, tant que la valeur de a; n’est pas entiére, le critére (1) est appliqué.
La raison de ce choix, comme nous 'avons déja mentionné, est qu'en effectuant le
branchement sur plusieurs variables a la fois cela donne un branchement plus équili-
bré comparé au branchement effectué sur une seule variable. Toutefois, puisqu’il est
possible que a; soit un entier pour tous les triangles 7; et que la solution au probléeme
du DTS reste fractionnaire, dans ce cas il faut alors se résoudre a brancher sur une

seule variable & la fois, donc a utiliser le critere (2).

Dans le premier cas ou la valeur de a; est fractionnaire, le critére de branchement
(1) s’exprime comme suit :

> 2 kdiyi < |ou)

keK teT;

p
> 2 kdiyl = o 1)

keK teT;
N

> 2 kdyy; > fail.

ke K teT;

Ces contraintes sont alors ajoutées au probleme maitre, générant ainsi deux nouvelles

branches a explorer.

Dans le second cas ot la valeur de a; est entiere et que nous devons brancher sur

une seule variable, correspondant & une marque d’un triangle, le critéere de branche-
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ment (2) s’exprime comme suit :

> ml
tET;
3.t € Tpml # mg-/ (2)
N\
> mt
teT,
My 2 T

Ces contraintes sont alors ajoutées au probleme auxiliaire relatif au triangle 7;, gé-
nérant encore deux nouvelles branches. Il est important de noter que bien qu’il ne
soit pas nécessaire d’ajouter ces contraintes au probleme maitre, il faut supprimer
les regles qui apparaissent déja dans le probleme maitre et qui ne satisfont pas ces
contraintes. Par la suite, lorsque les regles entrantes seront générées par le probleme

auxiliaire, elles satisferont nécessairement ces contraintes.

Les détails du branchement de type IV, c’est-a-dire les conditions sous lesquelles
les branches doivent étre élaguées pour que le branchement fonctionne, sont donnés

dans la preuve de notre proposition suivante.

Proposition 3.29. Ce branchement est exhaustif et nous fournit une solution opti-

male au probléme du DTS.

Preuve. Supposons que nous cherchions un (7, J)-DTS optimal. Nous savons qu’il
existe une borne supérieure sur la longueur du (7, J)-DTS optimal, & savoir, la lon-
gueur du meilleur (7, J)-DTS connu, que nous avons noté K jusqu’ici. Ceci nous
donne donc une borne supérieure pour la valeur de «; pour tous les triangles 7; pos-
sibles. En effet, puisque toutes les différences d’un triangle doivent étre distinctes et
que le nombre de différences est J(J + 1)/2 alors une borne supérieure est donnée

par
J(J+1)/2-1

Z K —i.

1=0
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Par un raisonnement analogue, on obtient

J(J+1)/2

> i

i=1

comme borne inférieure de a; pour tous les triangles 7;.

Puisque toutes les valeurs des «; dans les contraintes issues du critére (1) sont
bornées inférieurement et supérieurement, il suffit donc de montrer que le branche-
ment est exhaustif pour démontrer qu’une solution optimale sera toujours fournie.
Pour démontrer I'exhaustivité du branchement, regardons sous quelles conditions il

est permis de couper une branche.

Considérons tout d’abord le critére (1). Pour qu’une branche soit éliminée les
conditions possibles sont, d’'une part, quune borne inférieure ou supérieure sur les
sommes des différences pour un triangle 7; soit atteinte, c’est-a-dire pour les valeurs
de |a;] ou de [o;] dépasse une borne ou d’autre part, que pour toute solution possible
de la relaxation du probléeme maitre, la meilleure borne supérieure sur la longueur
du DTS soit atteinte. Dans le premier cas, la coupure du branchement correspond
uniquement & des parties a l'extérieur de I'ensemble des solutions possibles. Dans
le second cas, les coupures correspondent & des parties de l’ensemble solution ne
pouvant fournir au mieux qu’une valeur égale a la meilleur solution entiére connue
pour le (I, J)-DTS, c’est-a-dire la borne supérieure courante du (I, J)-DTS. Puisque
dans tous les cas, aucune solution optimale ne peut étre exclue par le critére (1) du
branchement, il ne reste plus, pour démontrer la proposition, qu’a montrer qu’aucune
solution de longueur moindre que la borne supérieure courante du (I, J)-DTS ne peut

étre exclue par le critére (2).

Fixons tout d’abord qu'une branche doive étre éliminée pour le critere (2) si
et seulement si la relaxation linéaire du probléeme maitre donne une solution dont
la valeur plafond est supérieure ou égale & la borne supérieure courante du (I, J)-

DTS. Soient Ry, Rs, ..., Ry, des regles de Golomb formant un (I, J)-DTS de longueur
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moindre que la borne supérieure courante et satisfaisant les contraintes induites jus-
qu’ici par les critére (1) et (2). De plus, supposons que la somme des différences soit
entiére pour tous les triangles, sinon le critere (1) doit étre appliqué. Regardons ce qui
arrive alors en appliquant le critére (2) du branchement pour un triangle particulier,
disons T}, et pour une marque donnée, disons m;. Rappelons que pour le critere (2)
les contraintes sont ajoutées au probleme auxiliaire. Ainsi dans une des branches la
contrainte ajoutée sera m; < n — 1 et dans 'autre branche la contrainte ajoutée sera
m; > n. Donc au moins une des branches permettra la solution Ry, Ry, ..., Ry, or
la solution de la relaxation linéaire du probléme maitre est bornée supérieurement
par la longueur de R;. Il est donc impossible que la branche permettant la solu-
tion Ry, Ro,..., R soit éliminée a cause du critére (2). Ceci étant vrai pour toute
solution de longueur moindre que la borne supérieure courante du (I, J)-DTS, la

démonstration de Uexhaustivité du branchement est terminée.

Donc le branchement de type IV est exhaustif et nous fournit toujours une solution

optimale au probleme du DTS.

3.4.3 Propriétés du modele PGC et bornes inférieures

La proposition suivante sert a valider notre modele en démontrant 1’équivalence
de la solution entiere obtenue par notre modele et de celle obtenue par le modele de

Lorentzen et Nilsen.

Proposition 3.30. La formulation génération de colonnes (PGC) est équivalente a

la formulation en nombres entiers (PNE) de Lorentzen et Nilsen.

Preuve. Notons tout d’abord que les contraintes du probléme auxiliaire de PGC sont

équivalentes aux contraintes du PNE lorsque I = 1. En effet, les contraintes (3.20)
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sont les mémes que les contraintes (3.2), les contraintes (3.21) sont les mémes que les
contraintes (3.3) et les contraintes (3.18) et (3.19) sont les mémes que les contraintes
(3.4). Ainsi, chaque solution du probléme auxiliaire correspond bien & une régle de

Golomb. Autrement dit, chaque vecteur ¢ de PGC correspond a une régle de Golomb.

Pour montrer que les deux formulations sont équivalentes, nous montrerons qu’'une
solution de PNE est équivalente a une solution de PGC et que toute solution de PGC

est une solution de PNE.

Soit A = {Aj, Ag, ..., A;} une solution obtenue de PNE. Il se peut qu’il existe
1et i telsque 1 < i < <1Ietmyy; > myy. Toutefois, comme nous 'avons déja
mentionné, il est possible de permuter les indices des A; pour que les éléments maxi-
maux de chaque regle soient ordonnés de facon croissante, obtenant ainsi une solution
équivalente. Supposons donc sans perte de généralité que les éléments maximaux de
la solution A soient ordonnés de maniere croissante. Puisque les m;; sont des entiers
distincts et que my; > m;y implique i’ > ¢ alors les contraintes (3.14) et (3.15) sont

satisfaites.

Les contraintes (3.17), qui imposent que pour chaque indice 7 il y ait une regle de

Golomb t correspondante, sont nécéssairement satisfaites pour la solution A.

Les contraintes (3.16), qui imposent que chaque différence k apparaisse au plus
une fois dans les différences générées par le DTS, sont exactement les mémes que les

contraintes (3.4).

Ainsi, pour toute solution de PNE il existe une solution équivalente satisfaisant

toutes les contraintes de PGC.

Inversement, soit A = {A;, A, ..., As} une solution obtenue de PGC. Comme
nous venons de le dire, les contraintes (3.4) sont équivalentes aux contraintes (3.16),

elles doivent donc étre satisfaites par la solution A.
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Les contraintes (3.2) et (3.3) imposent que chaque différence entre deux marques
soit fixée et unique. Que chaque différence soit fixée est imposée par le probleme
auxiliaire et les contraintes (3.17), qu’elle soit unique est imposée par les contraintes

(3.16). Les contraintes (3.2) et (3.3) doivent donc étre satisfaites par la solution A.

Les contraintes (3.14) et (3.15) impliquent que les contraintes (3.1) doivent étre

satisfaites.

Ainsi, pour toute solution de PGC, toutes les contraintes de PNE sont satisfaites

et on a bilen une solution de PNE.

Puisque les objectifs des deux formulations sont les mémes et que les ensembles
de solutions des deux formulations sont équivalents, alors les deux formulations sont

bien équivalentes.

La proposition précédente nous indique que la solution optimale de notre modele
est équivalente a la solution optimale du modele de Lorentzen et Nilsen. Toutefois, si
I'on s’intéresse a la borne inférieure obtenue par la résolution de la relaxation linéaire
de notre modele, nous pouvons constater que notre modele donne une meilleure borne
inférieure que celui de Lorentzen et Nilsen. Ce fait est exprimé dans la proposition

suivante.

Proposition 3.31. La borne inférieure obtenue de la relazation linéaire de la for-
mulation génération de colonnes (PGC) est supérieure ou égale d celle obtenue de la

formulation en nombres entiers (PNE) de Lorentzen et Nilsen.

Preuve. Pour établir cette démonstration, il faut montrer que toutes les contraintes

de la relaxation linéaire de la formulation (PNE) sont satisfaites par les contraintes
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de la relaxation linéaire de la formulation (PGC). Notons d’abord que les contraintes
(3.2) du PNE sont assurées d’étre satisfaites par toutes regles de Golomb générées par
le probleme auxiliaire, ¢’est-a-dire par toutes les colonnes entrantes dans le probleme
maitre. En effet, il suffit de remarquer que les contraintes (3.20) du probléme auxiliaire

sont exactement les mémes.

La satisfaction des contraintes (3.3) du PNE est assurée par les contraintes (3.17)
du PGC. En effet, les contraintes (3.3) stipulent que pour chaque paire de marques
dans un méme triangle, le nombre de différences (avec possiblement des coeflicients
fractionnaires) entre ces marques est exactement un alors que les contraintes (3.17)
stipulent que dans chaque triangles le nombre de regles de Golomb (avec possiblement
des coefficients fractionnaires) est exactement un. Les deux affirmations sont équiva-
lentes puisque dans une regle de Golomb le nombre de différences entre chaque paire
de marques est exactement un. Les contraintes (3.3) du PNE sont donc équivalentes

aux contraintes (3.17) du PGC.

Les contraintes (3.4) du PNE et les contraintes (3.16) du PGC stipulent, dans
leur formulation respective, que chaque différence k, 1 < k < K, doit étre choisie au

plus une fois, elles sont évidemment équvalentes.

Il ne reste donc qu’a considérer les contraintes (3.1) du PNE. Ces contraintes
sont certainement respectées par toute solution de la relaxation de PGC. En effet, les
contraintes (3.14) et (3.15) impliquent que la variable z, correspondant & la longueur
du DTS, doit étre supérieure ou égale a la longueur de tous les triangles, ce qui

correspond aux contraintes (3.1) du PNE.

La résolution de la relaxation linéaire du probleme maitre nous donne les résultats

du Tableau 3.3 comme bornes inférieures sur les valeurs de M(I, J).
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TABLEAU 3.3 — Bornes inférieures pour génération de colonnes.

Bornes Inférieures sur z

J  I=1 1=2 1=3 T=14 I=5

1 1 2 (3) (4) (5)

2 3 5.75 (8.5) (11.25) (14)

3 6 (11.52) (17) (22.5) (28)

4 11 20 (29.5) (39) (48.5)
5 17 (31.1667)  (46.1667)  (61.1667)  (76.1667)

Remarque 3.32. La proposition 3.31 stipule que notre modéle donne une borne
inférieure de qualité supérieure ou égale a celle obtenue du modeéle PNE de Lorentzen
et Nilsen. Pour démontrer la proposition, nous avons simplement montré que la borne
de notre modéle est au moins égale a celle de PNE. Toutefois on peut remarquer en
comparant les Tableaux 3.1 et 3.3 que la borne obtenue de notre modéle est strictement
supérieure a celle de Lorentzen et Nilsen dans la plupart des cas. Les valeurs entre

parentheses dans le Tableau 3.3 améliorent la borne inférieure de Lorentzen et Nilsen.

Comme pour le modele de Lorentzen et Nilsen, il est possible avec notre modele
d’obtenir une borne inférieure A (I, J) de moins bonne qualité que la borne inférieure
triviale, c’est-a-dire IJ(J + 1)/2. Cette affirmation peut étre vérifiée en regardant
les valeurs du Tableau 3.3. Toutefois, avec des modifications mineures apportées a
notre modele, il est possible de pourvoir a ce probleme. L’idée, consiste simplement a
ajouter les coupes équivalentes a celles que Shearer a ajouté au modele de Lorentzen
et Nilsen pour améliorer leurs bornes inférieures. Nous présentons dans ce qui suit,

les modifications nécessaires a cette fin.

Rappelons que les coupes de Shearer que nous avons présentées a la section 3.3.3
s’expriment comme suit, sous la forme générale, pour tout sous-ensemble de diffé-
rences S du (I, J)-DTS :

1 )
zZFZdj,j—!———Q— (1)
di, €8
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ou d§/j désigne la différence entre les marques j' et j dans le triangle 7.

Modifications du probléme maitre

Pour tenir compte des différences entre les marques, des variables correspondantes
aux marques doivent étre ajoutées aux probléme maitre du modele PGC. Notons m;;
ces nouvelles variables. Les marques elles-mémes doivent également étre ajoutées aux
colonnes du probléme maitre, notons m§. la j-ieme marque de la colonne ¢, pour t € 7.
Les contraintes & ajouter au probleme maitre sont alors :

mig =)y, G=01,..,J, i=1,2...,1 (2)
teT;

Génération des coupes

Pour générer les contraintes (1), on résout le probléme maitre qui nous donne une
solution optimale A = (,7n). 1l suffit alors de trouver une contrainte (1) qui soit
violée par cette solution ou de montrer que toutes ces contraintes sont satisfaites par

la solution trouvée.

Ce probleme est résolu par la procédure suivante :

1. Calculer J;'-,j =My — My, pouri=1,2,... Tet0<j<y5<J

2. Ordonner les différences obtenues en 1. Soit s(A) le vecteur ordonné des dif-

férences. Il faut garder une trace des indices i, j et j' tel que s,(A) = d;,j :

notons (4, J, '), le triplet correspondant a s,(A) ;

3. Pour tout £=2,3,..., %ﬂ), calculer A, = ¢my, —Zle s, (A). Si A4, < M;l),
alors on arréte : S = {(4,7,7)1, (4, 7,5 )25 - -, (4,4, 4")¢} définit une contrainte
violée ;

4. Si la procédure arrive ici, toutes les contraintes (1) sont satisfaites.
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Modifications du probléme auxiliaire

La fonction objectif du probleme auxiliaire doit étre modifiée pour tenir compte
des nouvelles variables ajoutées au probleme maitre. Soit u - la variable duale associée

a la contrainte (2) avec 1 <i<Tet0<j<J. Leterme

J
4
E :uijmj
i=0

doit étre ajouté au coit réduit de la variable y* pour le triangle T;, et par conséquent

dans la fonction objectif du probleme auxiliaire pour le triangle 7.

Puisque les variables y' n’apparaissent pas dans les contraintes (1), les variables
duales correspondantes a ces contraintes n’ont pas a étre ajoutées au cout réduit
des variables y', et par conséquent elles n’affectent en rien la fonction objectif du

probleme auxiliaire.

L’ajout des coupes de Shearer a notre modele de génération de colonnes nous
permet d’obtenir de meilleures bornes inférieures, mais cela n’est pas encore suffisant
pour nous garantir 'obtention de la borne triviale. En effet, dans le Tableau 3.4 qui
nous montre les résultats obtenus en considérant les coupes de Shearer, on peut voir
que la borne inférieure obtenue pour le (5,3)-DTS est 29 alors que la borne triviale,

qui correspond au nombre de différences dans le (5,3)-DTS, est 30.

Pour garantir I'obtention de la borne inférieure triviale, il suffit d’ajouter au
probléme maitre la contrainte stipulant que la somme des IJ(J + 1)/2 différences
dans le (I, J)-DTS doit étre au moins égale a la somme des IJ(J + 1)/2 premiers

entiers. Cette contrainte peut étre ajoutée au probléme maitre sous la forme suivante :

ZZZMZ;:Z Nz+1)7 oﬁNzIJ(J+1). 3)

2
i=1 teT; k=1



175

TABLEAU 3.4 — Bornes inférieures pour PGC avec coupes de Shearer.

Bornes Inférieures sur z

J I=1 I=2 I=3 I=4 I=5
1 1 2 3 4 )

2 3 0 9 11.5854 14.2151
3 6 12 17.5 23.25 29

4 11 20 30 40 o0

5 17 31.3333 46.5 61.6667 76.8333
6 24 45.875 68.25 90.625 113

En considérant pour les contraintes (1), 'ensemble de toutes les différences, on

obtient
1 i (IS|—1) . IJ(J+1)
Z>—|S| iEE dJI]'| - 9 , ou |S|_ 9 —.

La contrainte (3) implique que la somme de toutes les différences est au moins la
somme des IJ(J + 1)/2 premiers entiers, on obtient donc comme borne inférieure,

pour |S| = ”(‘;H) :

o> (IS|+1) N (15] = 1) _ IJ(J+1).
- 2 2 2

Par conséquent, avec les coupes (1) et la contrainte (3), le modele PGC atteint

assurément la borne inférieure triviale.

Remarque 3.33. Nous venons de voir que pour obtenir une borne inférieure de
meilleure qualité, c’est-a-dire qui nous assure d’avoir au moins la borne triviale, les
coupes de Shearer peuvent étre ajoutées, ainsi que la contrainte (3), dans la relazation
linéaire de notre modéle PGC. Notons que dans le cas ou nous voulons appliquer ces
coupes pour résoudre le probleme du DTS, c’est-a-dire en utilisant un branchement, il
suffit simplement de considérer pour chaque branche les coupes qui peuvent étre ajou-
tées sans tenir compte de l’endroit ou l'on se situe dans le branchement. Autrement
dit, les contraintes (1) et la contrainte (3) n'ont jamais a étre enlevées lorsque l'on
effectue un retour arriéere dans un branchement puisqu’elles sont globalement valides,

c’est-a-dire que n'importe quelle solution réalisable satisfera ces contraintes.
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TABLEAU 3.5 — Bornes inférieures pour PGC avec contrainte (3) et coupes de Shearer.

Bornes Inférieures sur z

J I=1 I=2 I=3 I=4 I=5
1 1 2 3 4 )
2 3 7 10 12 15
3 6 12 18 24 30
4 11 21 31 41 51
) 17 32 48 63 79
6 24 47 69 92 116

- En ajoutant la contrainte (3) dans le probléme maitre, il faut modifier la fonction
objectif du probléme auxiliaire pour tenir compte de la modification apportée aux

colits réduits. Soit u® la variable duale associée & la contrainte (3). Le terme

K
u® Z kd.,
k=1

doit étre ajouté au cott réduit de la variable y! et par conséquent & la fonction objectif
du probleme auxiliaire. Les résultats obtenus en considérant les coupes de Shearer
et la contrainte (3) sont présentés dans le Tableau 3.5. Ce sont les meilleures bornes

inférieures obtenues par programmation linéaire.

Comme nous I'avons déja mentionné, l'implémentation du modele PGC a été
faite a l'aide du logiciel Cplex au niveau des problemes maitre et auxiliaire. Dans
I'implémentation, plutét que de résoudre le probleme auxiliaire a 'optimalité, nous
choisissions la premiere solution dont la valeur de la fonction objectif est négative,

c’est-a-dire une variable du probleme maitre ayant un cout réduit négatif.

La résolution de la relaxation linéaire du probléme maitre nous donne les bornes
inférieures du Tableau 3.5. Les temps de calcul pour obtenir ces bornes sont présentés
au Tableau 3.6. Ces temps tiennent évidemment compte de la génération des coupes
de Shearer. Ces calcul ont été effectués sur un ordinateur muni d’un processeur de

3.40 GHz.
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TABLEAU 3.6 — Temps de calcul des meilleures bornes inférieures

Temps pour trouver z optimal

J I1=2 1=3 I=4 =5

2 0.24 sec 0.21 sec 0.10 sec 0.11 sec

3 0.53 sec 0.84 sec 0.15 sec 0.17 sec

4 1.03 sec 2.23 sec 8.83 sec 5.95 sec

5 8.78 sec 20.75 sec 40.29 sec 1 min 22 sec
6 6 min 52 sec 8 min 01 sec 14 min 57 sec 4 h 58 min

Remarque 3.34. Dans le Tableau 3.6 la colonne correspondant a I = 1 n’apparait
pas puisque ce cas équivaut a résoudre le probléeme de la régle de Golomb par le
modéle de Lorentzen et Nilsen. De méme, la ligne correspondant a J = 1 est absente
du tableau puisque notre modéle oblige les triangles a avoir des longueurs différentes
d’au moins une unité, et de cette facon, la solution optimale est immédiatement

obtenue.
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CONCLUSION

Dans cette theése, nous nous sommes intéressés a deux problemes combinatoires
réliés au probleme d’affectation de fréquences : les T-colorations et les regles de Go-
lomb. Nous avons vus que ces deux problémes sont non seulement reliés au probléeme
PAF mais ont des applications considérables dans plusieurs domaines. Dans cette
thése nous nous sommes contentés de présenter ces applications uniquement pour
justifier I’étude des problemes de la T-coloration et de la régle de Golomb. Bien que
ces domaines d’application représentent souvent des domaines d'un grand intérét,
par exemple le domaine du codage par rapport aux problemes de la régle de Golomb
et ses généralisations, nous avons choisi de restreindre au minimum les références a
la réalité pour nous consacrer a l'aspect théorique des problémes traités dans cette

thése.

Le premier probléme traité dans cette theése est le probleme de la T-coloration.
La présentation des résultats concernant les T-colorations nous montre qu’ils sont
presque toujours reliés a une forme particuliere de ’ensemble T". Nous nous sommes
intéressés au probléeme de maniére inverse, c’est-a-dire en cherchant a fixer des classes
de graphes pour lesquelles il était possible de déterminer 1’étendue optimale d’une

T-coloration quel que soit I’'ensemble T fourni.

Pour déterminer la T-étendue optimale des graphes nous avons fourni des algo-
rithmes qui fonctionnent en temps polynomiaux. Nous avons fourni des algorithmes
pour la classe des cycles et la classe des roues. Nous avons déterminé sous quelles
conditions la T-étendue d'une subdivision de K, pouvait étre déterminé en temps
polynomial. Puis nous avons fourni sous la forme d’'un algorithme polynomial une
formule pour obtenir des bornes sur la T-étendue de subdivisions de roues. Finale-

ment, en nous basant sur le concept de T-graphe nous avons déterminé un algorithme
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polynomial pour obtenir une borne sur la T-étendue des graphes 3-colorables quel

que soit I'ensemble T'.

Pour déterminer un algorithme nous permettant d’obtenir une borne sur la T-
étendue des graphes 3-colorables on utilise implicitement le fait que le probleme de
T-coloration d un graphe biparti est trivial. Ceci semble rendre la tache plus complexe
pour 'obtention du méme genre d’algorithme en temps polynomial pour les graphes
4-colorables, qui devraient alors considérer les graphes 3-colorables et non plus les

graphes bipartis.

Le second probleme abordé est le probleme de la regle de Golomb. Tous les
autres problémes traités dans cette these sont des généralisations de ce probleme.
Les meilleures solutions connues au probléme de la regle de Golomb sont des solu-
tions obtenues par les méthodes algébriques. L’optimalité des regles de Golomb est
connue pour les regles de Golomb jusqu’a l'ordre 25. Parmi ces régles optimales seule-
ment quelques unes ne correspondent pas a une droite d'une géométrie projective ou
semi-affine. Toutefois, en appliquant certaines réductions sur les ensembles corres-
pondant aux droites d'une géométrie finie, on obtient pour tous les ordres inférieures

ou égal a 25, une regle de Golomb de longueur optimale.

Les méthodes algébriques, correspondant a la construction de géométrie finie pour
le probléme de la regle de Golomb, font parties du domaine de la connaissance gé-
nérale et apparaissent dans la littérature sous des formes assez disparates. Dans une
premiere phase, nous avons présenté les justifications des différentes approches algé-
briques puis nous avons dans une seconde implémenté une heuristique de construc-
tion de regles de Golomb en nous basant sur ces justifications. Cette heuristique qui
donne les meilleures solutions jusqu’a I'ordre 25 pour les regles de Golomb, sauf pour
quelques exceptions, nous fournit des solutions jusqu’a 'ordre 500 dans des temps
de quelques minutes alors que les meilleures méthodes exactes prennent en théorie
plusieurs années pour des regles d’ordre environ 20. En particulier, la preuve de 'op-

timalité pour la regle de Golomb d’ordre 23 a nécessité plusieurs mois de calcul sur
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des milliers d’ordinateurs alors qu’on obtient cette régle en moins d’une seconde avec
q

notre heuristique.

En apportant des modifications mineures a 1'heuristique de construction des regles
de Golomb, nous avons obtenu un heuristique pour construire des ensembles dou-
blement orthogonaux. Les applications des ensembles doublement orthogonaux se
situent en théorie du codage. Notre heuristique ainsi construit nous a fourni, pour

presque tous les ordres jusqu’a 30, les meilleurs ensembles doublement orthogonaux.

Comme pour les regles de Golomb et en général pour les méthodes algébriques
notre heuristique de construction d’ensembles doublement orthogonaux a pour prin-
cipal inconvénient l'impossibilité de démontrer 'optimalité des solutions obtenues.
Toutefois, comme pour les regles de Golomb le temps de calcul pour notre heuris-
tique est beaucoup plus petit que le temps de calcul des heuristiques basées sur les
méthodes exactes, ce qui en pratique compense largement pour l'impossibilité de

prouver l'optimalité.

Le dernier probleme que nous avons considéré est le probleme du DTS. Nous
avons tout d’abord commencé par présenter les nombreuses approches algébriques
qui ont été proposées et qui donnent les meilleures solutions connues pour le pro-
bleme du DTS. Puis nous avons présenté un modele de programmation linéaire en
nombre entier, proposé par Lorentzen et Nilsen, et les différentes améliorations ap-
portées a ce modele. Nous avons finalement proposé un modele basé sur le principe
de génération de colonnes. L'implémentation de ce modele nous fournit les meilleures

bornes inférieures obtenues par programmation linéaire pour la longueur des DTS.

Bien que les temps de calcul deviennent important méme pour les petits DTS,
la recherche de bornes inférieures est importante, d'une part, parce que les bornes
inférieures fournies sont bonnes pour les DTS, en comparaison avec les valeurs op-

timales qui sont connues, et d’autre part, parce que les meilleures valeurs connues
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sont obtenues par les méthodes algébriques qui ne peuvent garantir 'optimalité des
solutions fournies. Comparativement, pour le probleme de la regle de Golomb les
bornes inférieures sont généralement de mauvaise qualité, et donc 'effort mis dans la

recherche de telles bornes s’avere la plupart du temps inutile.

A Vorigine, I'idée d’utiliser le principe de la génération de colonnes pour résoudre
le probléme du DTS nous est venu du fait que les méthodes algébriques fournissaient
trés rapidement une grande quantité de regles de Golomb. Nous avons donc pensé
allier les avantages des méthodes algébriques aux méthodes issues de la programma-
tion linéaire, en utilisant les méthodes algébriques comme heuristique pour générer
des colonnes entrantes, donc des regles de Golomb, dans le probleme maitre de notre
modele de génération de colonnes. Nous avons hélas échoué dans cette tentative de
réunir les différentes approches. Mais I'idée de mettre a profit la rapidité et I'effica-
cité des solutions obtenues par les méthodes algébriques reste tres prometteuse pour

résoudre exactement le probleme du DTS.



BIBLIOGRAPHIE

ATKINSON, M. D., SANTORO, N. et URRUTIA, J. (1986). Integer sets with
distinct sums and differences and carrier frequency assignments for nonlinear re-

peaters. IEEE Transactions on Communications. 34:6. P. 614-617.

BABCOCK, W. C. (1953). Intermodulation interference in radio systems. Bell
Systems Technical Journal P. 63-73.

BERMOND, J. C. (1979). Graceful graphs, radio antennae and French windmills.
Graph Theory and Combinatorics. 34 de Research Notes in Mathematics. London,
UK : Pittman. P. 18-37.

BERMOND. J. C., KOTZIG, A. et TURGEON, J. M. (1976). On a combinatorial
problem of antennas in radioastronomy. Proceedings of 18th Hungarian Combina-

tortal Colloquia. P. 135-149.

BLOOM, G. S. et GOLOMB, S. W. (1977). Applications of numbered complete
graph. Proceedings of the IEEE. 65. P. 562-570.

BLOOM, G. S. et GOLOMB, S. W. (1978). Numbered complete graph, unusual
rulers, and assorted applications. Theory and Applications of Graph. Lecture Notes

in Mathematics. Springer Verlag. P. 53-65.

BOSE, R. C. (1942). An affine analogue of Singer’s theorem. J. Indust. Math. Soc..
6. P. 1-15.



183

CARDINAL, C., HACCOUN, D., GAGNON, F. et BATANI, N. (1999). Turbo
decoding using convolutional self doubly orthogonal codes. ICC °99 - 1999 IEFE

International Conference on Communications. P. 113-117.

CHEN, W. (1983). Lower bound of constraint length of self-orthogonal convolutio-

nal codes. Kezxue Tongbao. special issue. P. 75-78.

CHEN, W. et KLoVE, T. (1991). Lower bounds on multiple difference sets. Discrete
Mathematics. 98:1. P. 9-21.

CHEN, Z. (1994). Further results on difference triangle sets. IEEE Transactions
on Information Theory. 40:4. P. 1268-1270.

CHEN, Z., FAN, P. et JIN, F. (1992). Disjoint difference sets, difference triangle
sets, and related codes. IEEE Transactions on Information Theory. 38:2. P. 518-
522.

CHU, W. et GOLOMB, S. W. (2003). A note on equivalence between strict optical
orthogonal codes and difference triangle sets. IEEE Transactions on Information

Theory. 49:3. P. 759-761.

COOLSAET, K. n.d. http ://www.inference.phy.cam.ac.uk/cds/.

DAVIES, R. O. (1959). On Langford’s problem (II). Mathematical Gazette. 43.
P. 253-255.

DEWDNEY, A. K. (1985). Computer recreations. Scientific American. Décembre.
P. 16-26.



184

DOLLAS, A., RANKIN, W. et MCCRACKEN, D. (1998). A new algorithm for
Golomb ruler derivation and proof of the 19 marker ruler. IEEE Transactions on

Information Theory. 44:1. P. 379-382.

GAGLIARDI, R., ROBBINS, J. et TAYLOR, H. (1987). Acquisition sequences
in PPM communications. IEEFE Transactions on Information Theory. 1T-33:5.

P. 738-744.

GALINIER, P. et JAUMARD, B. (2006). A tabu search algorithm for difference
triangle sets and golomb ruler problem. Computers and Operations Research. 33.

P. 955-970.

GAREY, M. R. et JOHNSON, D. S. (1979). « Computers and Intractability : A
Guide to the Theory of NP-Completeness ». W. H. Freeman and Company.

GIBBS, R. A. et SLATER, P. J. (1991). Distinct distance sets in a graph. Discrete
Mathematics. 93:2-3. P. 155-165.

GOLOMB, S. W. (1972). How to number a graph. Graph Theory and Computing.
New York : Academic Press. P. 23-37.

GRAF, A. (1998). Distance graphs and the T-coloring problem. Discrete Mathe-
matics. 196:1-3. P. 153-166.

HACCOUN, D., CARDINAL, C. et GAGNON, F. (2005). Search and determina-
tion of convolutional self-doubly orthogonal codes for iterative threshold decoding.

IEEFE Transactions on Communications. 55:5. P. 802-809.



185

HAJOS, G. (1961). Uber eine konstruktion nicht n-farbbarer graphen. Wiss. Z.
Martin Luther Univ. Halle- Wittenberg Math. Natur. Rethe.. 10. P. 116-117.

HALE, W. K. (1980). Frequency assignment : theory and applications. Proc. IEEE.
68:12. P. 1497-1514.

HANSEN, P., JAUMARD, B. et MEYER, C. (1999). On lower bounds for num-
bered complete graphs. Discrete Applied Mathematics. 94:1-3. P. 205-225.

HARARY, F. (1969). « Graph Theory ». Addison-Wesley Publishing Company.

HARARY, F., HEDETNIEMI, S. et PRINS, G. (1967). An interpolation theorem
for graphical homomorphisms. Portugal. Math.. 26. P. 453-462.

HELL, P. et NESETRIL, J. (1986). On the complezity of H-coloring. British Co-
lumbia : Simon Fraser University. TR-86-4.

HELL, P. et NESETRIL, J. (2004). « Graphs and Homomorphisms ». Oxford Uni-

versity Press.

HOA, S. C. (1999). Construction de regles de Golomb optimales. Mémoire de mai-

trise, Ecole Polytechnique de Montréal.

HU, S. J., JUAN, S. et CHANG, G. J. (1999). T-colorings and T-edge spans of
graphs. Graphs and Combinatorics. 15:3. P. 295-301.

HUANG, J. H. et SKIENA, S. S. (1994). Gracefully labelling prisms. Ars Combi-
natoria. 38. P. 225-242.



186

JANCZEWSKI, R. (2001). Divisibility and T-span of graphs. Discrete Mathema-
tics. 234:1-3. P. 171-179.

JANSEN, K. (1996). A rainbow about T-colorings for complete graphs. Discrete
Mathematics. 154:1-3. P. 129-139.

JENSEN, R. T. et TOFT, B. (1995). « Graph Coloring Problems ». John Wiley

and sons.

KLIEBER, E. J. (1970). Some difference triangles for constructing self-orthogonal
codes. IEEE Transactions on Information Theory. IT-16. P. 237-238.

KLONOWSKA, K., LUNDBERG, L. et LENNERSTAD, H. (2003). Using Golomb
rulers for optimal recovery schemes in fault tolerant distributed computing. IEEFE

Proceedings of the International Parallel and Distributed Processing Symposium.

KLOVE, T. (1988). Bounds on size of optimal difference triangle sets. IEEE Tran-
sactions on Information Theory. 34:2. P. 355-361.

KLOVE, T. (1989). Bounds and construction for difference triangle sets. IEEE
Transactions on Information Theory. 35:4. P. 879-886.

KLOVE, T. (1990). Bounds and constructions of disjoint sets of distinct difference
sets. IEEFE Transactions on Information Theory. 36:1. P. 184-190.

KOTZIG, A. et TURGEON, J. M. (1979). Perfect systems of difference sets and

additive sequence of permutations. Congressus Numerantium 24. 11. P. 629-636.



187

KOTZIG, A. et TURGEON, J. M. (1982). Construction of additive sequence of
permutations of arbitrary lengths. Annals of Discrete Mathematics. 12. P. 239-242.

LAM, A. W. et SARWATE, D. V. (1988). On optimum time-hopping pattern.
IEEFE Transactions on Communications. COM-36:3. P. 380-382.

LAUFER, P. J. (1982). Regular perfect systems of difference sets of size 4 and

extremal systems of size 3. Annals of Discrete Mathematics. 12. P. 193-201.

LIDL, R. et NIEDERREITER, H. (1994). « Introduction to finite fields and their

applications ». Cambridge University Press.

LING, A. C. H. (2002). Difference triangle sets from affine planes. IEEE Transac-
tions on Information Theory. 48:8. P. 2399-2401.

LIU, D. D. F. (1991). Graph homomorphisms and the channel assignment problem.
These de doctorat, University of South Carolina.

LIU, D. D. F. (1992). T-colorings of graphs. Discrete Mathematics. 101:1-3. P. 203—
212. Special volume to mark the centennial of Julius Petersen’s “Die Theorie der

reguldren Graphs”, Part II.

LIU, D. D. F. (1996). T-graphs and the channel assignment problem. Discrete
Mathematics. 161:1-3. P. 197-205.

LORENTZEN, R. et NILSEN, R. (1991). Application of linear programming to
the optimal difference triangle set problem. IEEE Transactions on Information

Theory. 37:5. P. 1486-1488.



188

MARTIN, G. D. (1985). Optimal convolutional self-orthogonal codes with an ap-
plication to digital radio. Proceedings of the IEEFE International Conference on

Communications. P. 1249-1253.

MASSEY, J. L. (1963). « Threshold Decoding ». Cambridge, MA : MIT Press.

MATHON, R. (1987). Constructions for cyclic steiner 2-designs. Annals of Discrete
Mathematics. 34. P. 353-362.

ROBERTS, F. (1991a). « From garbage to rainbows : Generalizations of graph
colorings and their applications ». Y. Alavi, G. Chartrand, O.R. QOellermann and
A.J. Schwenk (eds.). Wiley, New York. 2 de Graph Theory, Combinatorics and
Applications, P. 1031-1052.

ROBERTS, F. (19915). T-colorings of graphs : Recent results and open problems.
Discrete Mathematics. 93. P. 229-245.

ROBINSON, J. P. et BERNSTEIN, A. J. (1967). A class of binary recurrent codes
with limited error propagation. IEEE Transactions on Computers. 13:1. P. 106—
113.

ROGERS, D. G. (1981). Addition theorems for perfect systems of difference sets.
Journal of London Mathematical Society. 23. P. 385-395.

SHEARER, J. B. (1999). Improved LP lower bounds for difference triangle sets.
The Electronic Journal of Combinatorics. RESEARCH PAPER 31.

SHEARER, J. B. n.d. http ://www.research.ibm.com/people/s/shearer/home.html.



189

SINGER, J. (1938). A theorem in finite projective geometry and some applications
to number theory. Trans. Amer. Math. Soc.. 43. P. 377-385.

SKOLEM, T. (1957). On certain distribution of integers into pairs with given

differences. Mathematica Scandinavia. 5. P. 57-68.

TESMAN, B. A. (1989). T-colorings, list T-colorings, and set T-coloring of graphs.
These de doctorat, Rutgers University.

TESMAN, B. A. (1990). Application of forbidden difference graphs to T-colorings.
Congressus Numerantium. 74. P. 15-24.

TOWNSEND, R. L. et WELDON;, E. J. (1967). Self-orthogonal quasi-cyclic codes.
IEEFE Transactions on Information Theory. I'T-13. P. 183-195.

VANDERBECK, F. (2000). On dantzig-wolfe decomposition in integer program-
ming and ways to perform branching in a branch-and-price algorithm. Operations

Research. 48:1. P. 111-128.

WU, W. W. (1975). New convolutionnal codes-part 1. IEEE Transactions on
Information Theory. 23:9. P. 942-955.

WU, W. W. (1976). New convolutionnal codes-part 2. IEEE Transactions on
Information Theory. 24:1. P. 19-33.

ZHANG, J. G. (1999). Design of a special family of optical CDMA address codes for
fully asynchronous data communications. IEEE Transactions on Communications.

47. P. 967-973.



