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RESUME

Ce mémoire présente une formulation monolithique générale de problemes d’inter-
actions fluide-structure stationnaire. On y considére un écoulement incompressible
et une structure élastique qui subit de grands déplacements. Le probléme com-
plet est résolu de fagon implicite en utilisant une approche pseudo-solide Newton-
Raphson. Cette approche permet de lier le domaine solide au domaine fluide a
l'aide d’une structure élastique sur laquelle repose le maillage fluide. La formula-
tion utilise donc la vitesse fluide, la pression et les déplacements pseudo-solides
comme inconnues dans le domaine fluide et les déplacements de la structure dans
le domaine solide. Les équations sont discrétisées par des éléments quadratiques
en vitesses et en déplacements et linéaires en pression. Elles sont résolues a 1’aide
d’une méthode d’éléments finis adaptative. On présente la formulation de l'inter-
face qui permet une implémentation éléments finis claire et naturelle des conditions
d’équilibre a l'interface fluide-solide. Cette formulation utilise des éléments qui
transmettent les déplacements solides et les forces fluides entre le solide et le fluide.
On vérifie I'implémentation de la formulation générale a I’aide de la méthode des
solutions manufacturées. En particulier, on vérifie que le taux de convergence ob-
servé correspond & celui prédit par la théorie. On vérifie également la performance
de 'estimateur d’erreur. Trois applications sont présentées par la suite. Les deux
premieres applications concernent un écoulement sanguin dans une arteére flexible
dont la paroi artérielle est caractérisée par une diminution de rigidité locale. Dans
ces deux cas, on considere ’artére sans et avec des tissus avoisinants. L’objectif
de ces deux simulations est de mesurer 1’effet de I’inclusion d’un tissu avoisinant
sur I’écoulement et les contraintes dans la paroi artérielle. La derniere application
présente un modele simplifié d’un oeil souffrant de glaucome. Nous comparons les

résultats que nous avons obtenus avec ceux d’une étude numérique antérieure.
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ABSTRACT

This work presents a general monolithic formulation of steady fluid-structure in-
teractions problems. We consider an incompressible low and an elastic structure
undergoing large displacements. The entire problem is solved in an implicit manner
using a Newton-Raphson pseudo-solid approach. This approach allows the fluid and
solid domains to be coupled using a elastic structure on which the fluid mesh lies.
Thus, the formulation uses fluid velocity, pressure and pseudo-solid displacements
as unknowns in the fluid domain and solid displacements in the solid domain. The
equations are discretised using quadratics elements for the velocity and displace-
ments and linear functions for the pressure. They are solved using an adaptive finite
element method. We present an interface formulation that leads to a clear and na-
tural finite element implementation of the equilibrium conditions at the fluid-solid
interface. This formulation uses interface element which transmit the fluid forces
and structural displacements between the fluid and the solid. The implementation
is verified on a problem with a closed form solution obtained by MSM. More preci-
sely, we verify that the observed rate of convergence rates corresponds to the rate
predicted by theory. We also the performance of the error estimator. It is then ap-
plied to three cases. The first two concern blood flow in a flexible artery exhibiting
a localised region of low stiffness. In the first case, we consider the artery without
surrounding tissues and in the other case, with surrounding tissues. The goal is to
measure the influence of surrounding tissues on the blood flow and stresses in the
arterial wall. The last case is a simplified model of a eye ball with glaucoma. We

compare our results with those from previous work.
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INTRODUCTION

Depuis des années, les problémes d’interactions fluide-structure ont suscité et sus-
citent, encore aujourd’hui, un grand intérét en ingénierie. Ce volet particulier de
la mécanique se retrouve dans plusieurs applications. On pense a 1’aéroélasticité
qui trouve son intérét en aéronautique, mais que l’on peut également appliquer
aux éoliennes, aux cables de réseaux de distribution d’électricité, a la construction
de grands ponts comme celui de Millau en France, etc. On pense aussi a ’hy-
droélasticité qui trouve son intérét pour la construction de plate-formes pétrolieres
au large des cotes (offshore plat-forms). On peut également mentionner les écoule-
ments autour des sous-marins ou des coques de bateaux, 1’étude des profils im-
mergés, etc. Plus prés de nous, la mécanique des interactions fluide-structure peut
s’appliquer aux écoulements internes comme ceux des échangeurs de chaleur, des
pompes, des systeémes hydrauliques, des systémes de tuyauterie résidentiels ou com-
merciaux, etc. Et encore plus prés de nous, on a les écoulements internes au corps
humain tels que le systéme pulmonaire, urinaire et sanguin. L’intérét, de plus
en plus marqué, porté a 1’étude du systeme sanguin provient entre autres de la
constante augmentation des maladies cardiovasculaires dans les pays industrialisés
comme le Canada. Selon Santé Canada, les maladies cardiovasculaires sont res-
ponsables de trois déces sur huit et cotiitent environ 20 milliards de dollars chaque

année aux canadiens et canadiennes.

Au Canada, les impacts sociaux et économiques sont majeurs. La recherche pour
les maladies cardiovasculaires prend de plus en plus d’ampleur en prévision du
vieillissement de la population dans les années qui viennent. Le besoin de développer
de nouveaux outils d’analyse devient nécessaire. C’est ici qu’intervient 1’ingénierie.
Celle-ci apporte & la médecine un support technologique qui accélere le développe-

ment de ces nouveaux outils. Elle offre également la possibilité d’étudier de fagon



plus quantitative les mécanismes physiques impliqués dans le développement de

pathologies.

Dans le cas des maladies cardiovasculaires, la morphologie de 'artere et le compor-
tement de 1’écoulement sanguin sont intimement liés. Un changement, aussi petit
qu’il soit, dans le comportement de 1’écoulement provoque une modification dans
la géométrie de I’artere et vice versa. A titre d’exemple, on pense & 1’épaississement
des artéres causé par la présence de contraintes anormales dans 1’écoulement. Il
y a également ’athérosclérose qui est causée par I’accumulation de plaques sur
les parois artérielles. Cette accumulation obstrue de fagon significative une par-
tie de I'artére et perturbe I’écoulement sanguin. Il ne faut surtout pas oublier les
maladies qui provoquent le gonflement de ’aorte ascendante causée par un change-
ment de la structure de l’artére et qui ont impact considérable sur la dynamique de
I’écoulement sanguin. Tous ces changements ont un impact important sur le systéme
cardiovasculaire et jouent un role significatif dans le développement de ce type de
maladies. La morphologie de I'artere et le comportement du sang ne peuvent étre
dissociés de la cause des maladies cardiovasculaires. Une compréhension détaillée de
I'influence de la modification de I’artére sur I’écoulement du sang et de celui-ci sur la
géométrie de ’artére peut avoir des impacts importants sur les procédures d’inter-
ventions. En effet, les conséquences a long terme des changements géométriques ap-
portés lors d’interventions chirurgicales sont encore mal connues. Le développement
d’outils d’analyse pourra aider & quantifier les conséquences de telles interventions

de facon plus précise et ainsi optimiser les procédures d’interventions.

L’outil d’analyse pour lequel la communauté scientifique montre un intérét parti-
culier est la simulation par ordinateur par le biais des méthodes numériques. Avec
les outils informatiques qui ne cessent de gagner en puissance, on opte de plus en
plus pour la simulation numérique en interactions fluide-structure. De plus, 1'utili-

sation des méthodes numériques est indispensable face & la complexité du probléme



d’interactions fluide-structure dans le cas d'un écoulement sanguin dans une artére

flexible.

Suite a I'importance du probléme, il a été jugé pertinent d’y porter notre attention
et d’en faire ’objet du présent mémoire. Ce mémoire se propose donc d’étendre
au cas axisymétrique la formulation monolithique d’interactions fluide-structure
stationnaire et adaptative pour des écoulements incompressibles développée en

cartésien par Etiennel?4.

Ce mémoire comporte cing chapitres. Au chapitre 1, on donne quelques explica-
tions d’ordre général du probleme posé telles que la modélisation, la résolution et
l’adaptativité. Pour chacun des thémes abordés au cours de ce chapitre, on fait une
courte revue bibliographique. Pour terminer ce chapitre, on positionne la contri-
bution du présent travail dans le domaine des interactions fluide-structure. Au
chapitre 2, on s’attaque aux équations utilisées pour modéliser le probléme fluide-
structure. Le chapitre 3 est réservé a la résolution du probléme. On fait la descrip-
tion de la méthode des éléments finis et on développe la formulation variationnelle
des équations. Quelques détails concernant les éléments utilisés y sont précisés.
Egalement dans ce chapitre, une section assez importante concerne la stratégie de
résolution pour coupler le fluide et la structure. Pour terminer ce chapitre, on dis-
cute des normes utilisées pour ’adaptation du maillage. Au chapitre 4, on présente
le cas test utilisant la méthode des solutions manufacturées permettant de vérifier
le bon fonctionnement du résoluteur et de ’estimateur d’erreur. Au chapitre 5, on
présente quelques cas d’application. On compare le cas d’un écoulement dans une
artére ayant une faiblesse dans la paroi avec celui d’une artére juxtaposée de tissus
avoisinants. On y fait 'analyse de l'influence de ces tissus avoisinants sur le com-
portement de la paroi artérielle et de I’écoulement. On termine avec la description
d’un glaucome sur lequel on fait une analyse des déplacements et déformations. Ce

mémoire se termine par une conclusion.



CHAPITRE 1

CONSIDERATIONS GENERALES ET REVUE
BIBLIOGRAPHIQUE

Dans ce chapitre, on aborde tout d’abord les éléments clés de la modélisation et de
la résolution d’écoulements dans les tubes flexibles, une analogie aux écoulements
sanguins dans les arteres. Une section est réservée a I'adaptation de maillage, un
outil puissant en terme d’économie d’éléments et d’optimisation de maillage. Pour
terminer, on positionne le présent travail par rapport a sa contribution scientifique.
Une revue bibliographique accompagne chacun des theémes abordés tout au long de

ce chapitre.

1.1 Modélisation et résolution

La modélisation d’écoulements sanguins dans les arteres suscite un grand intérét
en ingénierie. Les premiers travaux qui s’apparentent a ce type d’écoulements
sont ceux de Womersley [*6] 7 1] y décrit un modele analytique complet d’un
écoulement pulsé dans un tube élastique droit. On retrouve également les détails
du développement de ce modéle dans un ouvrage écrit par McDonald (2%, Tl est bien
connu que la géométrie réelle est beaucoup plus complexe qu’un simple tube droit.
On pense seulement aux bifurcations ou & la crosse aortique ol la modélisation
analytique est beaucoup trop complexe, voire impossible. De ce fait, une approche
beaucoup plus macroscopique a été apportée pour s’affranchir des limitations géomé-
triques présentées par les modeles analytiques. Cette approche, décrite initialement

par Snyder et al. B7] et par Westerhof et al. [*%], est basée sur 'analogie d’un systéme



électrique. Elle permet de connaitre le débit et la pression a différents endroits dans
le systeme artériel modélisé avec des tubes rigides droits. C’est un outil simple mais
tres efficace que Sud et al. ®% ont utilisé pour comprendre I’influence de la présence
d’une sténose sur la distribution du débit et de la pression dans le systéme artériel.
Bien que ’approche analytique et macroscopique soit utile pour certaines analyses,
il demeure pertinent de poursuivre 1’étude de ce type d’écoulements a 1’aide des

méthodes numériques.

Les méthodes numériques sont un outil qui nous permet de décrire a la fois le com-
portement du sang et de la paroi artérielle de fagon locale et globale. Beaucoup de
travaux ont utilisés les méthodes numériques pour modéliser ce type de problemes
d’interactions fluide-structure. Pour en citer quelques uns, on souligne les travaux
de Peskin et al. 9. L’approche proposée est connue sous le nom de la méthode
des frontieres immergées. Cette approche a été appliquée aux écoulements sanguins
dans le coeur. Il y a également les travaux de Quarteroni et al. B% qui utilise une
formulation ALE (Arbitrary Lagrangian Eulerian) dans le fluide; la structure est
couplée de maniére explicite. Il faut souligner les travaux de Fernandez et al. ['®l
qui utilise la méme formulation mais cette fois le fluide et la structure sont couplés
de fagon semi-implicite. Ils ont appliqué leur approche aux écoulements sanguins
dans des arteres élastiques. Pour le lecteur curieux, on peut mentionner les travaux
de Taylor et al. ¥%) De Hart et al. [, Steinman et al. 38, Van De Vosse et al. 431,

Heil 29 et Chen et al. [

La résolution de problemes d’interactions fluide-structure nécessite d’utiliser deux
formulations qui sont, du point de vue de leur définition, bien différentes : la formu-
lation eulérienne pour le fluide et lagrangienne pour la structure. La formulation
eulérienne se résume a fixer un volume de controle dans le temps et dans ’espace et
d’observer le mouvement d’une particule matérielle qui passe & travers ce volume.

Tandis que la formulation lagrangienne se résume & suivre une masse de contréle



de manieére qu’elle se compose toujours des mémes particules matérielles et ce dans
le temps. Puisque le domaine d’observation est représenté par le maillage, celui qui
est associé a la formulation lagrangienne varie dans le temps tandis que celui qui
associé a la formulation eulérienne ne varie pas dans le temps. Dans la plupart des
cas, il est préférable que le fluide soit décrit par une formulation eulérienne et que
la structure soit décrite par une formulation lagrangienne [, Dans notre cas, nous
sommes en présence d’un probleme d’interactions fluide-structure. La formulation
associée au fluide ne peut pas étre simplement eulérienne puisqu’elle est incompa-
tible avec la formulation lagrangienne qui décrit le domaine structure. En effet, le
maillage du fluide et de la structure sont liés & I'interface fluide-structure. Lors-
qu’il y a un déplacement de la structure, il faut également que le maillage fluide
se déplace, ce qui est interdit si on utilise une formulation strictement eulérienne.
Par contre, ce déplacement du maillage fluide se fait indépendamment du mou-
vement des particules fluides. Nous avons donc une description presqu’eulérienne
du fluide avec un mouvement du maillage fluide dépendant des déplacements de
la structure. La formulation qui décrit ce comportement du domaine fluide est la
formulation ALE (Arbitrary Lagrangian Eulerian). Cette formulation particuliére
a été présentée pour le premiere fois par Hirt et al. 22, On peut citer en plus les
travaux de Donea et al. ['?], Hughes et al. [2%], Teixeira et al. 42, qui ont utilisé cette
formulation pour résoudre des problémes d’interactions fluide-structure. Dans ce
mémoire, on considere seulement le cas stationnaire du probléme fluide-structure.
Le maillage fluide reste donc fixe dans le temps. Ainsi, la formulation ALE devient
inutile. Par contre, au cours des itérations, lors de la résolution du probléme, il
faut déplacer le maillage au fur et & mesure que la structure se déforme. Plusieurs
technique de remaillage sont décrite plus loin dans ce chapitre. Pour I’instant, on
conclue qu’on utilisera une formulation eulérienne pour le fluide et une formulation

lagrangienne pour la structure.



Les équations qui décrivent le comportement du fluide sont celles de Navier-Stokes.
On retrouve leur forme générale dans plusieurs ouvrages dont celui de Currie (. En
ce qui nous concerne, nous nous limiterons a la forme stationnaire des équations. De
plus, comme nous sommes en présence d’'un écoulement sanguin dans une artere,
on cousidere le fluide comme incompressible et on utilise un repére axisymétrique.
Du coté de la structure, les équations utilisées sont issues de la théorie de I’élasticité
telle que présentée par Atanackovic et al. [, Bonet et al. 14 et Dubigeon [**. On
se place encore une fois dans un repére axisymétrique pour écrire les équations
d’équilibre. On utilise un solide isotropique, c’est & dire que le matériau a les
mémes propriétés dans toutes les directions. Ajoutons que l'on considére le cas ou
la structure subit de grands déplacements. Ceci sera exprimé par la non linéarité

géométrique de la relation contrainte-déformation.

Nous avons parlé précédemment de la formulation qui est associée au fluide. Pour la
rendre compatible avec la formulation lagrangienne de la structure, il est nécessaire
de déplacer le maillage. Il existe plusieurs techniques pour y arriver. On les classe
en trois catégories différentes. La premieére consiste a remailler completement le
domaine fluide apreés que les frontieres aient été déplacées. Cette méthode a été
utilisée entre autres par Heil 2%, Il mentionne que les équations fluides sont basées
sur une description eulérienne, alors que le maillage est ajusté de fagon automatique
a chaque fois que la structure se déforme. La deuxieme catégorie fait référence a une
approche pseudo-solide discrete. Cette approche utilise un schéma dans lequel les
arétes du maillage ont un comportement analogue a celui de ressorts. De cette fagon
on peut contrdler le mouvement des noeuds du maillage. On peut citer les travaux
de Farhat et al. ['® et Degand et al. . Ils ont utilisé des ressorts linéaires et des
ressorts de torsion qui permettent au maillage de se déformer et d’éviter que cer-
tains éléments se replient sur eux-méme. La derniére catégorie utilise une approche

pseudo-solide continue qui simule le comportement d’un solide pour décrire le mou-



vement du maillage fluide de fagon continue 4. Plusieurs matériaux pseudo-solides
ont été développés dont ceux qui utilisent I’équation de Laplace pour déterminer le
déplacement du maillage fluide tel que décrit par Voorde et al. [*4 et Frey et al. ['7].
Il y a également les matériaux pseudo-solides qui utilisent une loi de comportement
élastique pour déterminer le déplacement des noeuds du maillage. A ce sujet, on

peut citer les travaux de Lohner et al. *4 et Lund et al. [

. Ils ont également
amélioré leur modele pseudo-solide en ajoutant une rigidité variable qui augmente
en s’approchant des frontieres mobiles pour éviter la génération d’éléments trop
écrasés. Chiandussi et al. ! ont également considéré un pseudo-solide élastique.
Ils ont utilisé le module de Young du matériau comme variable de lissage pour
finalement obtenir un maillage presque uniforme. Nielsen et al. 7] ont pour leur
part utilisé le coefficient de poisson comme variable de lissage en rendant incom-
pressible les éléments trop écrasés. En ce qui nous concerne, nous avons choisi la 3¢
catégorie comme support du maillage et en particulier I’approche de Sackinger et
al. B4, Ce choix nous offre beaucoup de liberté sur la structure interne du maillage

déformé. De plus, cette catégorie de pseudo-solide permet une résolution couplée de

la structure, du fluide et du pseudo-solide par une méthode de Newton-Raphson.

Le couplage entre le fluide et la structure peut étre fait de deux manieres : faible-
ment ou fortement couplée. De maniere faible, les algorithmes de résolution pour le
fluide et la structure sont complétement séparés. On peut citer les travaux de Quar-
teroni et al. 9. On rencontre tres fréquemment ce type de couplage en interactions
fluide-structure, que ce soit en industrie ou en recherche. La principale motivation
de ce choix provient du fait que les ingénieurs ont acces a des solveurs pour le fluide
et pour la structure séparément. De plus cette approche minimise les ressources in-
formatiques nécessaires et/ou évite la complexité additionnelle rencontrée lors du
couplage fort des équations fluides et structures. La force de 1’approche couplée

provient du fait qu’elle garantie 1’équilibre & V'interface fluide-structure. De plus,



elle est beaucoup plus stable que la version découplée lorsqu’elle est bien implantée.
A ce sujet, on peut citer les travaux de Ghattas et al. 1% et Lund et al. 2%, En ce
qui nous concerne, nous avons choisi d’opter pour 'approche fortement couplée par
souci de précision et de stabilité. Le couplage fort utilisé dans ce mémoire est ins-
piré de la méthode développé par Sackinger et al. 4. Une approche pseudo-solide
telle que décrite précédemment est utilisée dans le domaine fluide. On résout de

fagon simultanée et implicite les équations fluides, structures et pseudo-solides.

Pour résoudre les équations du fluide, de la structure et du pseudo-solide, on utilise
la méthode des éléments finis. Cette méthode permet la résolution de systemes
d’équations aux dérivées partielles que ’on retrouve en interactions fluide-structure.
Mentionnons I’ouvrage de Reddy ! comme livre de référence & propos de cette
méthode. Il faut mentionner qu’on utilise des maillages non-structurés qui sont
indispensables aux méthodes adaptatives et qui sont tres bien supportés par la

méthode des éléments finis.

1.2 Adaptation de maillage

La maillage joue un réle important lors de la résolution numérique d’un probleme.
En effet, la précision et la qualité de la solution dépendent fortement du maillage
utilisé. En fait, plus le maillage est fin, meilleurs devraient étre les résultats. Par
contre, comme la disponibilité de mémoire est limitée, il faut absolument discrétiser
de facon judicieuse le domaine de calcul. C’est-a-dire de raffiner le maillage 1a ou
la solution varie beaucoup et générer des éléments plus gros aux endroits ou la
solution varie peu. En d’autres mots, la discrétisation doit étre adaptée a la solution

a résoudre.

Le processus existant de remaillage adaptatif permet d’obtenir automatiquement
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des maillages adaptés a la solution. Il suffit de résoudre le probléme et par la suite
on procéde & une estimation de lerreur. A partir de l’estimation, un opérateur
de transition génére un nouveau maillage. Hétu 1?1 présente deux opérateurs de
transition en détails, dont ’objectif est de remailler le domaine de calcul de fagon
a ce que l'estimer de l’erreur soit uniforme et plus petite. L’usager a seulement &
spécifier le facteur de réduction de 'erreur d’un maillage a 'autre. De cette fagon,

on arrive a générer un maillage optimum avec un minimum de ressources.

L’estimation d’erreur peut étre calculée de plusieurs fagons. Dans ce mémoire, on
utilise une méthode appartenant a la famille des projections, soit celle de projection
locales proposée par Zienkiewicz et al. 18], Elle se résume & construire & partir de la
solution numérique, généralement linéaire et discontinue, une distribution enrichie
qui sera plus pres de la solution exacte. Par distribution enrichie, on entend d’un
ordre supérieur & celui de la solution numérique. Par exemple, dans le cas d’une
solution numérique linéaire et discontinue, on construit une nouvelle distribution
quadratique et discontinue. La projection utilisée procede a des projections au sens

des moindres carrés d’une forme intégrale définie sur de petits groupes d’éléments.

1.3 Contribution scientifique

La contribution du présent mémoire ne se situe pas au niveau du développement de
nouvelles méthodes, mais plutot en une extension au cas axisymétrique de la formu-
lation monolithique pour les problémes d’interactions fluide-structure cartésien en
8gi i i des écoul i ibles développé Eti [14]
régime stationnaire pour des écoulements incompressibles développée par Etienne 4.
La deuxieme contribution consiste & mettre en lumiére I’influence des tissus avoisi-

nants dans le cas d’un écoulement dans une artére. Peu d’études ont été faites a ce

sujet, voire aucune. Cet aspect permettra d’ajouter du réalisme a la simulation.
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CHAPITRE 2

MODELISATION DU PROBLEME FLUIDE-SOLIDE

Dans ce chapitre, on examine en détail les équations utilisées pour la modélisation
mathématique du probleme fluide-solide. Cette modélisation comporte trois groupes
d’équations bien distincts. Le premier groupe est celui du fluide décrit par les
équations de Navier-Stokes. Le second et le troisieme groupes sont ceux du solide
et du pseudo-solide qui sont décrits par les équations de la théorie de I’élasticité. On
termine ce chapitre avec une description des conditions qui s’appliquent a ’interface

fluide-solide.

2.1 Equations pour le fluide

Les équations qui modélisent le comportement du fluide sont celles de Navier-
Stokes (8. Dans le cas qui nous intéresse, nous allons considérer seulement la forme
stationnaire et incompressible de ces équations. De ce fait, on considere que p
demeure constant et que toutes les dérivées par rapport au temps sont nulles.

Ainsi, les équations pour le fluide s’écrivent sous la forme suivante :
— Equation de continuité :

V-u;=0 dans € (2.1)

— Equation du mouvement :

pfuf-Vufzv-?f+pfff dans Qf (2.2)
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ou u; est le vecteur vitesse dans le fluide, p; est la masse volumique dans le fluide, £
est le champ des forces volumiques dans le fluide et &5 est le tenseur des contraintes

visqueuses et de pression dans le fluide qui s’écrit :
= T I
5 = py [V + (Vuy)7| —p/I (2.3)

ou py est la viscosité dynamique et py est la pression dans le fluide.

Ce systeme d’équations doit étre fermé mathématiquement en spécifiant les condi-
tions frontiéres. On verra au chapitre suivant que ces conditions apparaissent natu-
rellement dans la formulation variationnelle des équations. On écrit ses conditions

de la fagon suivante :

o+

;  sur T (2.4)

Qll
~n

=
-

u; sur I (2.5)

s
-~
Il

ol F{V correspond & la portion de la frontiere fluide ol une condition de Neumann
est appliquée en imposant une force t; et I‘£ correspond a celle oli une condition

de Dirichlet est appliquée en imposant une vitesse uy.

Dans le cas axisymétrique, on utilise le systéme de coordonnées (z,7,6) ol x est
la direction axiale, r est la direction radiale et § est la direction tangentielle. Les
composantes du vecteur vitesse associées & ces directions sont respectivement u, v
et w. Dans le cas présent, on considére uniquement le cas sans tourbillon, c’est-a-
dire qu’on suppose que w = 0 et que % = 0. Les équations pour le fluide s’écrivent

done sous la forme suivante :

— Equation de continuité :

Ous v, v _
oz T or
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— Equation du mouvement dans la direction axiale :
ou i ou f
Ps (“fa_ i arw )

_Opy O Oug| 10 Ouy  Ovy f
oz +8x [2/1 8:1:] tr ror |\ or + Oz +osfs (27)

- Equation du mouvement dans la direction radiale :

6 (’)vf
e vyt

Opy O duy  Ovy 10 vy vy £
W'ﬁ‘ 6_113 1:/1: <3T + = oz +’7“5 2T/1'f or 2/~l'f,r2 +pffr (2‘8)

On retrouve & l'annexe I plus de détails sur les opérateurs différentiels dans un

repere cylindrique.

Maintenant que le probleme est bien posé, on peut donc résoudre les équations

fluide dans 2y avec ses conditions frontieres telles qu’illustrées a la figure 2.1.

2.2 Equations pour le solide

La formulation lagragienne s’impose naturellement pour la résolution des équations
pour le solide. Il est bien entendu que le choix de cette formulation demeure un
choix et qu’il aurait tout aussi bien été possible de résoudre les équations du solide

en utilisant une autre formulation.

Dans le cas qui nous intéresse, le solide subit de grands déplacements. Bien que
la formulation la plus appropriée pour ce type de probleme soit la formulation
lagrangienne mise & jour [ puisqu’elle permet de résoudre facilement les problémes

fluide-solide ayant subit de de grands déplacements 4, nous avons préféré une
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F1c. 2.1 Notation du probleme fluide-solide

formulation lagragienne totale car elle est plus simple. Cependant, elle est moins
robuste que celle du lagrangien mis a jour. Cette formulation est équivalente & celle
mise a jour excepté que la solution de départ est la solution dans la configuration

initiale, soit non déformée.

Pour décrire la formulation lagrangienne totale, nous avons besoin d’introduire
trois tenseurs de contraintes. Le tenseur des contraintes de Piola-Kirchoff (ou le
2¢ Piola-Kirchoff), &, qui correspond aux contraintes sur la configuration non
déformée en fonction de la surface non déformée. Le tenseur des contraintes de
Piola-Lagrange (ou le 1¢ Piola-Kirchoff), &, qui correspond aux contraintes sur la

configuration déformée en fonction de la surface non déformée. Finalement, le ten-
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seur des contraintes de Cauchy, &, correspond aux contraintes sur la configuration
déformée en fonction de la surface déformée. Nous avons également besoin d’intro-
duire le tenseur F qui correspond a la transformation géométrique qui permet de
passer de la configuration initiale & la configuration déformée. On écrit ce tenseur

comme suit :

|
I
-
+
=

(2.9)

Le tenseur I correspond a la position initiale et le tenseur h= Vx correspond au
tenseur gradient des déformations exprimé dans la configuration initiale. Le vecteur

des déplacements, x, s’écrit comme suit :

x = {e; + ne, (2.10)

Grace au tenseur ﬁ on peut établir les relations entre les différents tenseurs des
contraintes. La premiere est la relation entre le tenseur de Piola-lagrange et le

tenseur Piola-Kirchoff qui s’écrit :

(2.11)

all
Il

el
all

La seconde relation est celle entre le tenseur de Cauchy et celui de Piola-Kirchoff

et qui s’écrit :
T

M|

_Fa,

: (2.12)

o,

ou J = det(F) est le jacobien de la transformation de passage de la configuration

non déformée a la configuration déformée.

En ce qui concerne la loi de comportement du solide, on le considére comme étant

hyperélastique et isotropique (matériau St.Venant-Kirchoff). Pour ce cas spécial,
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la loi de Hooke généralisée se réduit a :

T = A\tr(E) + 2u,E (2.13)

oll As et u, sont les constantes de Lamé du solide et E est le tenseur de déformation

non linéaire de Green-Lagrange défini comme :

E- % [B7+8]+ % 5" B (2.14)

Maintenant que les différents tenseurs sont bien définis, nous pouvons passer a
I’énoncé de la formulation lagrangienne totale qui exprime 1’équilibre du solide de

la fagon suivante :

V-g+f,=0 sur £ (2.15)

A cette équation, s’ajoute des conditions frontieres telles que :

o,-n, =t sur T'% (2.16)

Xs =X, sur Tp (2.17)
ou I'y; correspond a la portion de la frontiére solide oul une condition de Neumann
est appliquée en imposant une force t, et I'$, correspond celle ol une condition de

Dirichlet est appliquée en imposant un déplacement X,.

Dans un repere axisymétrique, on peut écrire les équations pour le solide sous la

forme suivante :

— Dans la direction axiale :
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aO'l 1 6
3 - _ S — 21
5g T 0l t 5 (ron,) + f2=0 (2.18)

— Dans la direction radiale :

doy,, 4 0oy, 4 Ot

oz or

T (2.19)
"

Maintenant que le probléme est bien posé, on peut donc résoudre les équations pour

le solide dans €); avec ses conditions frontieres telles qu’illustrées dans la figure 2.1.

2.3 Equations pour le pseudo-solide

Le choix de la loi de comportement concernant le pseudo-solide s’est arrété sur un
matériau élastique isotropique. Pour le modélider, on utilise la forme linéaire du
tenseur Green-Lagrange pour obtenir un champ de déplacements qu’on applique
au maillage. On appelle pseudo-solide, le solide sur lequel repose le maillage. En
utilisant la forme linéaire du tenseur Green-Lagrange, on obtient les équations

d’élasticité linéaire suivante :

E = %[ﬁ’”)r h T] (2.20)
T = Mutr (BD) T+ 2, E (2.21)
F = I+h (2.22)
" = F & (2.23)
V-a° = 0 sur Q (2.24)

ou Ap, et pp, sont les constantes de Lamé pour le pseudo-solide.
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On compleéte I'énoncé par les conditions frontiéres suivantes :

Xps =0 sur I'-T; (2.25)

Xps =Xs sur I (2.26)

ou I' = L UT{ UTy, T} représente I'interface fluide-solide et X s les déplacements

du pseudo-solide.

Dans le repere axisymétrique, les équations pour le pseudo-solide s’écrivent finale-

ment sous la forme suivante :

— Dans la direction axiale :

oo?® 1 . 0 s
—6;” + ;U{;T + 5(1‘0{;) =0 (2.27)

— Dans la direction radiale :

DS ps ps _ .DPs
aalrm + aalrr + Ul"" Uloo

= 2.2
oz or T 0 (2.28)

Les conditions frontieres sont quelque peu différentes de celles spécifiées pour le
solide. Il faut noter que le pseudo-solide n’a pas d’influence sur le champ de
déplacements du solide et qu’il s’agit seulement d’un artifice de calcul pour générer
un champ de déplacements pour le maillage. Il faut donc que le pseudo-solide puisse
se déformer librement et qu’il n’offre aucune résistance au déplacement du solide
et éviter de contribuer aux forces ressenties par le solide a l'interface. Ainsi, a I'in-
terface, on impose les déplacements du solide comme condition frontiére et ailleurs
sur la frontiere fluide on impose un déplacement nul. Nous avons un libre choix des

lois de comportement du pseudo-solide pour décrire le champ de déplacements. Le
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pseudo-solide est completement dépendant du champ de déplacements du solide.

Alors le pseudo-solide est résolu dans €}y ayant pour conditions frontiéres celles

décrites ci-haut et telles qu’illustrées a la figure 2.1.

2.4 Conditions d’équilibre a I’interface fluide-solide

Le couplage du fluide et du solide se fait par 'intermédiaire de l'interface entre les
deux milieux. Deux conditions doivent y étre satisfaite : une condition cinématique
et une condition d’équilibre. La premiere impose 1’égalité des vitesses du fluide et
du solide a l'interface. Dans notre cas, puisqu’on considere le probleme stationnaire,

cette condition s’écrit de la maniére suivante :

ur=u,=0 sur Iy (2.29)

En ce qui concerne la deuxieme condition, elle fait intervenir les tenseurs des
contraintes des deux domaines exprimés a ’interface dans la configuration déformée.
Il faut que les contraintes a l'interface fluide-solide soient égales pour qu’il y ait

équilibre de I'interface. On peut donc écrire :
G, n,+o5-n;=0 sur Iy (2.30)

ol n, est la normale unitaire sortante pour le domaine solide & 'interface fluide-

solide dans la configuration déformée, et par construction, ny = —n,.

Les tenseurs des contraintes, o, et &, qui se retrouvent dans la deuxiéme condition
sont des tenseurs de Cauchy dans le fluide et dans le solide respectivement. Ces

tenseurs expriment les contraintes sur la configuration déformée en fonction de la
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surface déformée. Ainsi, ils refletent le fait que la solution fluide est obtenue avec
une formulation Eulérienne tandis que les déplacements solides sont exprimés dans

une formulation Lagrangienne.
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CHAPITRE 3

METHODE DE RESOLUTION

Ce chapitre porte sur la méthode des éléments finis pour résoudre les équations
présentées au chapitre précédent. Pour utiliser cette méthode, on doit tout d’abord
écrire les équations sous leur forme faible. On décrit ensuite les éléments qui ont
été choisis pour discrétiser le domaine de calcul fluide et solide. On poursuit avec
une description détaillée de la stratégie de résolution du probléme fluide-structure
fortement couplé. On termine ce chapitre avec la description des normes d’erreur

utilisées pour ’adaptation du maillage dans les domaines fluide et solide.

3.1 Notation

D’entrée de jeu, il est important de mettre au clair la notation utilisée tout au long
de ce chapitre. Comme précisé précédemment, les équations fluide-solide mettent en
évidence deux types de formulations : eulérienne et lagrangienne. De par sa nature,
la formulation eulérienne s’exprime dans un repere déformé puisque le volume de
controle associé représente le domaine fluide réel, c’est-a-dire une fois déformé.
Par contre, la formulation lagrangienne s’exprime dans un repére non déformé
puisqu’elle fait référence a la masse de contréle d’origine. Dorénavant, lorsque que
nous ferons référence & la formulation lagrangienne, nous parlerons de configuration
non déformée et les variables associées porteront 'indice 0. Lorsque que nous ferons
référence a la formulation eulérienne, nous parlerons de configuration déformée et
les variables associées porteront l’indice 1. Les deux configurations et la notation

sont illustrées a la figure 3.1.
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Configuration non déformée Configuration déformée

Fic. 3.1 Notation du probleme fluide-solide selon la configuration.

3.2 Meéthode des éléments finis

Les équations énoncées au chapitre précédent ne possedent pas de solution exacte
dans le cas d’un domaine de calcul de forme quelconque. Il devient donc nécessaire
d’utiliser des méthodes numériques pour résoudre ces équations. Nous avons choisi
la méthode des éléments finis car elle permet de résoudre facilement des équations
aux dérivées partielles. Elle se décompose en plusieurs étapes. On doit tout d’abord
écrire les équations a résoudre sous leur forme faible. Puis, on discrétise ces équations
et on les assemble pour obtenir un systéme non linéaire d’équations que 1’on résout

par la méthode de Newton-Raphson.
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3.3 Formulation faible des équations

Pour définir la forme faible des équations aux dérivées partielles, on multiplie ces
équations par une fonction test et on intégre par parties (théoréeme de Gauss) les
termes du second ordre sur le domaine de calcul correspondant pour faire apparaitre
naturellement les termes de bords qui correspondent aux conditions frontieres de

Neumann.

3.3.1 Formulation faible des équations pour le fluide

Appliquons la procédure décrite précédemment aux équations de Navier-Stokes (2.1)
et (2.2). On commence par multiplier ’équation de continuité par une fonction test
scalaire dp. La forme faible de 1’équation de continuité s’écrit alors de la maniere

suivante :

/n{ 0pV -up dQ) =0 (3.1)

On remarque que nous avons intégré 1’équation de continuité sur le domaine fluide
dans sa configuration déformée. Ce choix provient du fait que les équations régissant

le fluide sont exprimées dans un repére eulérien donc dans la configuration déformée.

En ce qui concerne I’équation du mouvement, on la multiplie par une fonction test
du, on integre par partie (théoreme de Gauss) les termes de diffusion et de pression
contenus dans ;. La forme faible de I’équation du mouvement s’écrit alors de la

maniére suivante :

_/Qf (du- ppuy - Vuy + Vou : 75) dd =

1

6-=-de/6-fdQ 3.9
/I“{VIUPrlu(af nj) +Q{u/’ff (3.2)
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ol Q{ est le domaine fluide dans la configuration déformée, I‘{VI est la frontiére
fluide sur laquelle on applique une condition de Neumann dans la configuration
déformé et I';, est la frontiere qui correspond & l'interface fluide-solide dans la

configuration déformée ol on applique une condition de non glissement.

L’application du théoréme de Gauss apporte un terme de bord qui est aussi appelé
condition naturelle. Il est important de noter que cette condition fait intervenir les
contraintes fluides, &, appliquées sur les frontieres I‘{VI U T'j, exprimées dans la
configuration déformée. Le tenseur des contraintes fluides, &y, s’exprime dans la

méme configuration que le tenseur de Cauchy &, dans le solide.

Dans notre cas, on utilise un repere axisymétrique ; on peut écrire les équations de
continuité et de mouvement sous leur forme faible de la maniére suivante :

- Equation de continuité :

Buf ’Uf 3’Uf
/ <6$+ +8r)5 o =0 (3.3)

— Equation du mouvement dans la direction axiale :

Ouy 0
/ Pof (uf8—+vf auf>(5udQ
8uf ddu Ouy  Ovy\ Odu déu
+ “fl 9z 0z (67‘ +3x) 67‘] /Qf P15y

ou Uf an a’Uf
= 2 nf haind BN B3 P98 | f 4
b, o, l g My + uy (67‘ + Bzr)n“] ou dI‘+/ﬂ{ psfléu d13.4)

- Equation du mouvement dans la direction radiale :

vy ov
/prf(u B +’Uf6f)5’UdQ

Ou; Ovs\ O6v  _Ovp8v  _vF dbv v
* Q{ﬂf[(ar * Bzr) Oz +26r or +275U _/n{pf or s i

8uf B’Uf 6
= 2ur—2nf | dv dT foudQ (3.5
o (G ) ol 2w Tgind [ v+ [ ustsv a0
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3.3.2 Formulation faible des équations pour le solide

On obtient la forme faible des équations d’équilibre de la théorie 1’élasticité (2.15),
en appliquant le principe du travail virtuel . Considérons une fonction test r qui
représente une vitesse virtuelle arbitraire relative par rapport a la configuration
non déformée. Le travail virtuel dw, par unité de volume et de temps, fait par une
force résiduelle £, lors d’un déplacement virtuel est donnée par £, - dr. A I’équilibre,
on peut alors écrire que :

ow=1£f-0r=0 (3.6)

Puisque que dr est arbitraire, la seule solution possible & ’équation (3.6) est
’équation vectorielle f. = 0. Ainsi, nous pouvons utiliser I’équation (2.15) comme
équation résiduelle, la multiplier par la fonction test dr et l'intégrer sur €}j pour

obtenir 1’expression :

/Qsér-(V-?l—l-fs) Q=0 (3.7)
0

Dans ce cas-ci, on integre les équations d’équilibre du solide dans la configuration

non déformée puisque celles-ci s’expriment dans un repere lagrangien.

L'intégration par partie de I’équation (3.7) nous meéne & la forme faible suivante :

/Q (Vér:3+0r ) d2 = 5r- (3, -n3) dr (3.8)
0

I‘fvo Ul

Un commentaire s’impose sur I’expression de la condition naturelle issue de ’intégra-
tion par parties du membre de droite de ’équation (3.8). On remarque que cette
condition est exprimée en fonction du tenseur de Piola-Lagrange, &;. Dans le cas de
la forme faible pour le fluide (3.2), cette méme condition est exprimée en fonction

du tenseur des contraintes fluides, qui n’est autre que le tenseur de Cauchy. De
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plus, 2§ et 'y, correspondent au domaine solide et & l'interface fluide-solide dans
la configuration non déformée. Tandis que, Q{ et I';, correspondent au domaine
fluide et a 'interface fluide-solide dans la configuration déformée. Cette comparai-
son reflete bien le fait que les référentiels naturels pour le fluide et le solide sont
bien différents. On parle d’une formulation eulérienne pour le fluide et d’une formu-
lation lagrangienne pour le solide. Cette différence doit étre prise en considération
lors du traitement de I'interface qui fait intervenir a la fois les contraintes fluides

et solides.
Dans le repere axisymétrique, on peut écrire les équations sous la forme suivante :

— Dans la direction axiale :
06 )
/ Ol e + %T?*I + fzord)
Qs Oz or

= (01,73, + 01,13, ) 6rdl (3.9)

T, Ul'1o
— Dans la direction radiale :

0ds 0ds 0s
—_— —_— — 55sdS)
~/3:28 Jlrm 63] + Ulrr ar + Ulaa r + f’l‘ s

= (Uzm ng, + olwnﬁo) dsdl’ (3.10)

T3y Yl1

ol dr et s sont respectivement les fonctions tests pour le solide dans la direction

Tzetr.
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3.3.3 Formulation faible des équations pour le pseudo-solide

La formulation faible pour les équations du pseudo-solide s’obtient de la méme

maniere que celle du solide. Nous avons donc :

/Q,,s or- (V-3 +1,) d2=0 (3.11)
(v}

L'intégration par parties de I’équation (3.11) nous méne au résultat suivant :

/st (Vér:a/° +dr-£,5) dQ = ér- (@}’ -n}’) dT (3.12)
0

Ps
PNO UF[O

Les fonctions tests utilisées pour le pseudo-solide sont les mémes que celles utilisées

pour le solide.

Il faut noter que la normale & linterface du pseudo-solide, nf’, est identique &
celle du fluide, n{; , et ce dans les deux configurations. Nous avons également une
condition naturelle qui s’exprime en fonction du tenseur de Piola-Lagrange, &; ",
tel que nous I’avons vu dans I’équation (3.8). Finalement, on traite le pseudo-solide

dans un repere lagrangien tout comme le solide.
Dans le repére axisymétrique, on écrit les équations de la manieére suivante :

— Dans la direction axiale :

oor oér
O,PS hhiel s V9T s 0
/Qgs lzz or + ler or +f$ ord
= Joe o, (ofs n2s + 0P i) 6rdl  (3.13)
Ng 0

— Dans la direction radiale :
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s 00s . 06s s 0S s
Alpa lrz a +0 lrr a t+o l09_ +‘fp 6 dQ

ps ps S
F’]\?Oul‘zo( o nbe + o7 nk )JsdP (3.14)

3.3.4 Couplage entre le fluide, le solide et le pseudo-solide

Le couplage monolithique entre le fluide, le solide et le pseudo-solide s’obtient grace
a un traitement implicite de la forme faible des équations d’équilibre de I'interface.
Pour les unir, il a fallu introduire un nouveau type d’éléments d’épaisseur nulle

pour discrétiser I'interface fluide-solide. Voir section 3.4.

3.3.4.1 Continuité des forces

Pour obtenir la forme faible de 1’équilibre des forces a l’interface, on multiplie
I’équation 2.30 par une fonction test du et on integre, dans ce cas, sur la frontiere

qui représente l'interface fluide-solide. La forme faible s’écrit alors :

/Fll bu- (T 0§ +7;-nf)dl =0 (3.15)

que ’on peut scinder en deux termes :

/ br- (@ n})dl + [ éu-(5;-nf)dl =0 (3.16)
FII

Iy

Ces termes correspondent & ceux qui apparaissent naturellement dans formulation
faible pour le fluide (3.2) et le solide (3.8). Par contre, on remarque que le premier
terme de I’équation (3.16) n’est pas exprimé dans la méme configuration que celui

dans ’équation (3.8) et que les tenseurs de contraintes ne correspondent pas. En
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effet, dans la forme faible des équations d’équilibre du solide, la condition naturelle
est exprimée dans la configuration non déformée tandis que ici, elle est exprimée

dans la configuration déformée.

On effectue un changement de variable approprié pour passer de la configuration
déformée & la configuration non déformée. Pour ce faire, on utilise la formule de
Nanson %l qui permet de transformer une surface exprimée dans la configuration

déformée & une surface exprimée dans la configuration non déformée :
—=—1\T
n dA; =J (F ) -ngdd (3.17)

ou dA; et dA, correspondent respectivement a la surface dans la configuration
déformée et non déformée, J = det(ﬁ) est le jacobien de la transformation géomé-
trique F permettant le passage de la configuration non déformée a la configuration

déformée.

Gréce & cette formule, on peut réécrire le premier terme de Péquation (3.16) de la

)

— — =—I\T
De plus, on déduit, des équations (2.11) et (2.12), que 7, = J & - (F ) . On peut

manieére suivante :

fu- (J v, (f'l)T- ng> dr (3.18)

Io

maintenant réécrire la forme faible de 1’équilibre des forces (3.16) sous sa nouvelle
forme :

. su- (o, -nd)dl + . su-(F;-nf)dl = 0 (3.19)
Le terme de gauche représente la contribution des forces solides & l'interface dans
la configuration non déformée. Tandis que celui de droite correspond & la contri-
bution des forces fluides & l'interface dans la configuration déformée. Sous cette

forme, on peut immédiatement faire la correspondance des termes contenus dans
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I'équation (3.19) avec ceux qui apparaissent de fagon naturelle dans la forme faible
des équations (3.2) et (3.8). On verra 'impact de cette correspondance & la sec-

tion 3.5.

3.3.4.2 Continuité des déplacements solides et pseudo-solides

En ce qui concerne le pseudo-solide, celui-ci est couplé avec le solide. En fait, il
est totalement dépendant des déplacements du solide & l'interface. On impose la

continuité des déplacements a l'interface que l’on écrit :

Xps =Xs sur I (3.20)

3.4 Discrétisation

On obtient les équations éléments finis en discrétisant la forme variationnelle des
équations obtenue précédemment. On découpe en sous-domaines simples, appelés
éléments, le domaine de calcul réel. Par la suite, on assemble les équations dis-

crétisées et on résout le systeme non linéaire par la méthode de Newton-Raphson.

La discrétisation du domaine de calcul est de type non structurée. C’est-a-dire de
maillage obtenu par triangulation du domaine. Bien que plusieurs types d’éléments
soient disponibles, nous avons choisi 1’élément Taylor-Hood (P2-P1) pour le cas
de vérification et les cas d’application présentés au chapitre 6. Cet élément est
illustré a la figure 3.2. Il s’agit d’un élément qui utilise des interpolants linéaires en
pression et quadratiques en vitesse et déplacements. Il faut noter que la pression
est continue. Il y a donc 12 degrés de liberté en vitesse et en déplacement et 3
en pression sur cet élément. L’ordre de convergence de cet éléments est O(h?) en

utilisant les normes d’erreur appropriées, voir section 5.1.2.
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Eléments du domaine
fluide et solide

S o
Vitesse Déplacement Pression
rd -_————— _———— -_———— _———-)4Y fms——————— m
Eléments d’interface Cla < GP (13 © C? I'E I
G---0C---0 G---0---0 B-------- m
Vitesse Déplacement Pression

QO : Interpolant quadratique
[1 : Interpolant linéaire

FIG. 3.2 Elément de Taylor-Hood et d’interface.

La discrétisation de 'interface nécessite un traitement spécial. On discrétise ’'inter-
face avec des éléments unidimensionnels appelés éléments d’interface tels qu’illustrés
a la figure 3.2. Ils ont pour fonction de communiquer les forces fluides au solide et
d’imposer les déplacements du solide au pseudo-solide. On verra en détail, dans la
section qui suit, le réle précis que jouent ces éléments d’interface lors du couplage
fluide-solide. Il s’agit d’un élément qui utilise des interpolants linéaires en pression
et quadratiques en vitesse et en déplacement. Cet élément possede 12 degrés de

liberté en vitesse et en déplacement et 4 en pression.

Maintenant que le domaine est discrétisé, il suffit d’interpoler la solution. On rem-
place les différentes variables présentes dans les formulations faibles par des ap-

proximations polynomiales de fonctions d’interpolation :

Ty

up =y u;d} (3.21)
J=1
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Ty

vp =Y v;d} (3.22)
j=1

n¢p

=Y.} (323)

1‘L¢5

&= &¢5 (3.24)
j=1
Ny

Th = 1i9; (3.25)
ji=1

ol, par exemple, u, est la solution éléments finis de la composante horizontale de
la vitesse, ng, est le nombre d’interpolants associés & u sur 1’élément, u; sont les

valeurs nodales et ¢} sont les fonctions d’interpolations de u associées au noeud j.

3.5 Stratégie de résolution

Nous avons choisi une stratégie de résolution monolithique (fortement couplée)
pour coupler de fagon implicite tous les degrés de liberté associés a la vitesse, a
la pression et aux déplacements pseudo-solides et solides. Cette approche nécessite
un traitement implicite de toutes les conditions frontieres du fluide et du solide, y
compris celle de 'interface. Cette derniére nous assure que le fluide et le solide sont

couplés de fagon la plus intime possible.
Le couplage est illustré par la figure 3.3 et la figure 3.4.

La figure 3.3 illustre trés bien, sous la forme d’une matrice, la relation entre toutes
les inconnues du systeme d’équations qui résulte du couplage fluide-solide. Dans

cette figure, uy, py et X, sont la vitesse, la pression et les déplacements du pseudo-

solide dans le domaine fluide, u%** et r¥" sont la vitesse et les réactions du fluide

a Dinterface, x'! et x*** sont les déplacements du pseudo-solide et du solide &
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I'interface, u™ et r'™ sont la vitesse et les réactions du solide & 'interface, et
et u; sont les déplacements et la vitesse dans le solide. Le symbole I correspond
a la matrice identité. Elle a pour rdle d’imposer la continuité des inconnues &
I'interface. De plus, les zones ombragées indiquent la contribution de la forme faible
correspondante. Par exemple, la ligne 1 correspond a l’équation du mouvement qui

dépend de uy, pf, P, x,,, X'

En ce qui concerne la figure 3.4, elle résume bien le caractére implicite du cou-
plage. Les éléments de gauche indiquent que le mouvement du fluide dépend de la
déformation du pseudo-solide induite par celle du solide. Ceux de droite illustrent
que la déformation du solide qui dépend des forces induites par ’écoulement du

fluide. Cette boucle illustre tres bien le couplage implicite de tous les degrés de

liberté.
No. de ligne
1 ur — 0
3 uft 0
4 it 0
5 Xps 0
6 x;;’s‘t 0
7 Xt 0
8 rint 0
9 um 0
10 Xs 0
11 u, 0

Fic. 3.3 Matrice globale du probleme fluide-solide
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FIUide /\

Pseudo solide Nav1er-Stokes
6: n)ps ’lL v p

JANAN

———e-—--® --e--@
Couplage ? ; - Couplage

(&m)s = (&,m) (:} “o-- 3 __e___él (v, v,p) = (& 7)s

Fig. 3.4 Illustration du couplage implicite entre les éléments frontieres a l'interface
fluide-solide par ’entremise des éléments d’interface.

Solide

A partir des relations entre le fluide et le solide illustrées & la figure 3.4, on en
déduit trois étapes clés pour le couplage fort du fluide et du solide : la continuité
des déplacements entre le pseudo-solide et le solide & l'interface, la continuité des
forces a I'interface fluide-solide et finalement le traitement spécial de la dépendance

du fluide par rapport au pseudo-solide tel que décrit par Sackinger et al. [34.

La continuité des déplacements solides et pseudo-solides qui s’exprime numérique-

ment par la ligne 6 de la matrice a la figure 3.3.

Les forces fluides sont appliquées sur le solide par 'intermédiaire d’inconnues im-
plicites qui correspondent aux réactions obtenues par une variante implicite de la
méthode des réactions '], Cette méthode utilise la vitesse & 'interface pour écrire

les équations des réactions sur l'interface pour ensuite les inclure dans le systéme
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global. Ceci conduit a la ligne 4 de la figure 3.3 qui illustre bien la relation impli-
cite entre le fluide et les autres inconnues uy, py, X, U et xi'. L’équation des
réactions pour le solide est écrite & la ligne 7 et est exprimée de fagon similaires.
Dans notre cas, les vitesses a l'interface pour le fluide et le solide sont égales et nulles
puisque le probléme est stationnaire (voir ligne 3). Maintenant, il suffit d’imposer la
continuité des réactions telle qu’illustrée a la ligne 8 de la figure 3.3. Pour calculer

ces réactions, on utilise la forme faible des équations présentées précédemment :

/Qf (bu- psuy - Vuy 4+ Véu: 7;) dQ

1

- T+ -nf = (5 -nf
]FIIJu (G5 -nj) dl':— /rf du- (s -nj) dl' (3.26)

Ny
et condition de Neumann

/Q (Vor : &) dﬂ—/% dr- (3, -ng) dT = /P r-(7-nd) df  (3.27)

3
0 ., No
N P

~
it
Iy

condition de Neumann
Les inconnues r'#** et ™ sont respectivement les réactions du fluide et du solide.

Ces réactions proviennent de la séparation des termes de bord qui apparaissent
naturellement dans la forme faible des équations fluides et solide, équation (3.2)
et (3.8). L’avantage de la méthode des réactions provient du fait qu’elle ne dépend
pas du type d’éléments. Comme les réactions fluides sont transférées au solide de
maniere implicite, elles sont ajoutées aux inconnues du systeme global sans alourdir

ni ralentir la phase de résolution.

La troisieme étape concerne la dépendance de 1’écoulement fluide par rapport aux

déplacements du pseudo-solide sur lequel il repose. Nous avons adopté ’approche de

(34]

type ALE proposée par Sackinger et al. %, Ils ont présenté une approche éléments

finis pour des problémes a frontieres libres qui s’appuie sur la méthode de Newton-
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Raphson. Dans leur cas comme le nétre, il faut porter une attention toute parti-
culiére a la linéarisation du systeme d’équations fluides et pseudo-solides. Dans ce
systeme d’équations, nous avons un groupe d’équations différentielles qui décrit le
comportement du fluide et un autre groupe qui décrit celui du pseudo-solide sur le-
quel repose ’écoulement fluide. On peut représenter dans un vecteur les inconnues

associées aux deux groupes :

uf

f
ur
U= (3.28)
X%S
ng

ol les indices supérieurs f et ps correspondent respectivement 3 des quantités
associées au fluide et au pseudo-solide. Les indices inférieurs 2 et I' représentent

respectivement le domaine et ses frontieres.

La discrétisation du systeme d’équations différentielles partielles fluides - pseudo-

solides conduit au systéme d’équations résiduelles suivant :

B =
£ &

R(U) = =0 (3.29)

=
Pl
2%

1]
— S

23
%

Les résidus fluides, R(uf), et pseudo-solides, R(x%), sont issus des équations
de Navier-Stokes et de celles du pseudo-solide. Les résidus pour les conditions
frontieres du fluide, R(ufi), proviennent de l'application de conditions de Dirichlet
ou Neumann sur les frontiéres fluides. Finalement, le groupe R(u}’) reflete les
conditions frontieres appliquées au pseudo-solide. La condition que l'on applique

a la frontiere du pseudo-solide qui correspond a 'interface fluide-solide dépend de
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la physique du probleme. Dans notre cas, on impose que les déplacements a la
frontiere pseudo-solide qui correspond a l'interface soient égaux aux déplacements
du solide. Ici, la physique du probléme & 'interface se résume & un solide qui se
déforme sous l'action des forces fluides. La position finale de l'interface dépend
donc des forces fluides et de la loi de comportement du solide. On impose donc de
fagon implicite une condition de Dirichlet sur la frontiére du pseudo-solide corres-
pondant a l'interface fluide-solide. Sur les autres frontiéres, on peut appliquer soit

une condition de Dirichlet ou de Neumann.

L’utilisation de la méthode de Newton-Raphson pour la résolution du systéme
d’équations des résidus (3.29) nécessite I’évaluation de la matrice jacobienne qui
décrit la sensibilité des équations par rapport a chacune des inconnues. En partant
d’une solution initiale, on trouve un vecteur de corrections qui permet d’obtenir la

solution recherchée en résolvant un systéme linéaire :

J(U™)§U™ = —R(U") (3.30)
U™l = U™+ 6U" (3.31)

ol la matrice jacobienne, J, s’écrit :

dR(ul) OR(ul) 8R(ul) OR(ul)

ou, duf Ixa 5%
OR(ul) OR(ul) dR(ul) OR(ul)
T 7 ) DS P DS
j=| %% O X0 Xr (3.32)
OR(xf) OR(xh) OR(XB) OR(xD)
ouf, duf, axt oxr

OR(xr') OR(xt) OR(xr) OR(xr
| 8uf] dui. oxe Xy |
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La sous matrice 2 par 2 en haut & gauche de (3.32) représente la sensibilité des
équations de Navier-Stokes par rapport a la vitesse et la pression. La sous-matrice
2 par 2 en bas a droite représente la sensibilité des équations du pseudo-solide par
rapport a ses propres déplacements. En ce qui concerne la sous-matrice de I’encadré
du haut, elle représente la sensibilité des équations de Navier-Stokes par rapport aux
déplacements du pseudo-solide. On verra en détail le traitement de cette sensibilité.
La derniere sous matrice au bas a gauche, représente la sensibilité des équations du
pseudo-solide par rapport & la vitesse et la pression. Cette sensibilité est implicite au
probleme. Le fluide applique des forces sur le solide qui se déforme, ce qui induit des
déformations dans le pseudo-solide. Donc une perturbation dans le champ de vitesse
et de pression provoque un déplacement du pseudo-solide par 'intermédiaire de
I'interface. On approxime les coefficients de la matrice jacobienne par une différence
finie. Par exemple, la composante M se calcul & ’aide de la formule suivante :

o,

OR(u)) _ R(u;+duy) — R(uy)
au&]:z duy

(3.33)

ou duy est la valeur de la perturbation appliquée sur les variables.

Voyons maintenant comment la forme faible des équations de Navier-Stokes est
dépendante des déplacements du pseudo-solide. C’est-a-dire la signification de la
sous-matrice de '’encadré du systeéme (3.32). Cette dépendance provient du fait
que les interpolants de la vitesse et de la pression dépendent des coordonnées
des noeuds qui sont elles-mémes dépendantes des déplacements du pseudo-solide.
Formellement, u; = u(x(x,,)) et py = ps(x(x,,))- Pour obtenir les coefficients
de la matrice jacobienne de l’encadré, on doit tenir compte de cette dépendance
implicite des interpolants et des fonctions tests en termes des déplacements du
pseudo-solide induit par la déformation du solide & l'interface. Comme on uti-

lise un jacobien numérique pour linéariser implicitement les équations, il suffit
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d’évaluer I’équation (3.33) pour des perturbation de coordonnées nodales. On note
Rs(xps) les résidus de la forme faible des équations de Navier-Stokes dans lesquels
on exprime la dépendance par rapport au pseudo-solide. On écrit donc I’équation

résiduelle de Navier-Stokes de la maniére suivante :

Ryvs(xps) = /Q 1 [Xp» 07 (X (X)) P1(%X(X5)) | S04 (3.34)

{(xps)

La dépendance du terme 1[-, -, -] par rapport a X,ps implique seulement les fonctions
d’interpolation et leurs dérivées. Voyons ceci plus concrétement. Soit ¢; la jieme
fonctions d’interpolation sur un élément. On écrit la premiére composante de la

vitesse de la fagon suivante :

s (%(Xps)) = 05 (X(xps)) 15 (X(Xps)) (3.35)

Lorsque que 'on perturbe les déplacements X, on perturbe les fonctions d’inter-
polation, les fonctions tests et leur dérivée par rapport a x,,. Nous avons choisi de
ne pas perturber les valeurs nodales de uy et p; de I'équation (3.35). Nous avons

vérifié que cette contribution n’affecte que tres peu les résultats. Or, on écrit alors :

Rys(Xps +dXp) 1
prs prs

s o 0 060060, 5030 B + )08
1 s P3

T ot [Xpss s (X(x50)), 21 (x5 5u(x,,s)dQ] (3.36)

Ces trois étapes clés sont implémentées & ’aide d’un élément d’interface utilisé
pour appliquer les conditions (3.19) et (3.20), voir figure 3.4. Cet élément, décrit

a la section 3.4, garantit la continuité des déplacements de part et d’autre de
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Iinterface (x,, = X;) ainsi que celle des forces a I'interface. Ces relations sont
illustrées & la figure 3.4 ol ’élément d’interface de gauche illustre la relation entre
les déplacements tandis que celui de droite illustre la relation entre les contraintes

a l'interface.

Cette stratégie de résolution est trés robuste si on la compare avec une stratégie
découplée dans laquelle le fluide et le solide sont traités séparément et en alter-
nance. Lors d’'une résolution découplé, le fluide communique les forces au solide qui
se déplace, qui a son tour, communique le déplacement de la frontiere au fluide. Plu-
sieurs itérations sont nécessaires pour en arriver a un équilibre. En réalité, on s’ap-
proche de ’équilibre des forces au fur et a mesure des itérations mais sans jamais y
arriver parfaitement. C’est I'un des désavantages des stratégies découplées. De plus,
le découplage dégrade le taux de convergence de la méthode de Newton-Raphson.
La stratégie adoptée ici, propose une formulation monolithique qui conduit & une
convergence quadratique de la méthode de Newton-Raphson. Ceci est réalisé grace a
I’ajout d’inconnues supplémentaires comme celles associées au pseudo-solide et aux
réactions et au traitement implicite et fortement couplée du systéme d’équations.
La convergence quadratique de la méthode compense largement la lourdeur accrue
du systeme d’équations. Dans bien des cas, le temps de calcul est largement diminué
puisque la solution nécessite que 3 ou 4 itérations pour atteindre la convergence.
Typiquement, on observe au minimum un ordre de grandeur quant & la réduction

du nombre d’itérations.

3.6 Estimation d’erreur

L’estimation d’erreur permet au mailleur d’optimiser le maillage afin d’obtenir
une meilleur solution éléments finis. Nous ne ferons pas la description détaillée

du fonctionnement de 'adaptation de maillage. Le lecteur curieux peut consulter,
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entre autres, les travaux de Hetu 2!} et Turgeon 4.

On rencontre deux types d’erreurs : ’erreur exacte et ’erreur estimée. L’erreur
exacte est la différence entre la solution éléments finis et la solution exacte. Tandis
que lerreur estimée est la différence entre la solution éléments finis et une distribu-
tion enrichie calculée a partir de la solution éléments finis. Par distribution enrichie,
on entend un taux de convergence supérieur & celui de la solution numérique. Le
lecteur intéressé a la fagcon dont est contruite cette distribution peut consulter les

travaux de Hetu 12! et Turgeon 1.

Dans un contexte de remaillage adaptatif, on recherche une mesure élémentaire et

méme globale de l'erreur. 11 devient donc nécessaire de définir des normes.

3.6.1 Norme pour le fluide

Dans le cas des équations de Navier-Stokes, on utilise une discrétisation linéaire et
continue pour la pression et quadratique et continue pour la vitesse. Les normes

naturelles pour ce probléme sont :

— pour la pression :

2 _ 2
el = [, #do (3.37)
— pour la vitesse :
lad = [, (Vus+ (Tup)") : (Tus + (Vu)")d2 (3.38)
= [, 43(up) : 3(a))do (3.39)

ol y(uy) =1 (Vuf + (Vuf)T).
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Pour le calcul de lerreur, on fait la différence entre la solution éléments finis et
la distribution enrichie ou la solution exacte. On désigne la solution éléments finis
par l'indice A et la distribution enrichie ou la solution exacte par ~. Maintenant

on peut définir les normes de ’erreur comme :

— pour la pression :

-

2

Jor = | [~ mya0] (3.40)
1
— pour la vitesse :

le® || = [ [ 4G = Antup) : (Fay) - %(uf))dn} T @A

1

J=

3.6.2 Norme pour le solide

La norme énergie que nous utilisons pour le probleme solide est une mesure qui

fait intervenir les contraintes. On 1’écrit comme suit :

Ixl? = [ F%: 7. do (3.42)
1

Si on se rappelle de ’expression de @, équation 2.12, on a soit le choix d’utiliser
la forme linéaire ou non linéaire de ce tenseur. Dans le cas de l'utilisation de la
forme non linéaire du tenseur des contraintes, 'expression 3.42 n’est plus considérée
comme une norme. Pour nous permettre d’utiliser cette norme, il faut considérer

la forme linéaire du tenseur des contraintes de Cauchy.

Dans les cas d’application qui suivront, nous avons utilisé la forme linéaire du ten-
seur de déformation de Green-Lagrange. Il peut sembler surprenant d’utiliser une
norme qui est définie par la forme linéaire du tenseur sur un champ de déplacement

qui utilise la forme non linéaire de celui-ci. Cependant, les résultats obtenus par



43

Pestimateur d’erreur sont tout & fait satisfaisant. Donc, I'utilisation de cette norme
ne semble pas trop dégrader le taux de convergence. Il faudra éventuellement se

pencher sur cette question de définition.

Finalement, on procéde de la méme fagon que pour la partie fluide : on calcule
Perreur en faisant la différence entre la solution éléments finis et la distribution

enrichie ou la solution exacte. Le norme énergie de l’erreur s’écrit :

=

eX]| = [ /ﬂ (F-7.): (7 ah)dn] ’ (3.43)
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CHAPITRE 4

METHODE DES SOLUTIONS MANUFACTUREES EN
INTERACTIONS FLUIDE-STRUCTURE

Ce chapitre porte sur le développement d’une solution arbitraire utilisée dans la
méthode des solutions manufacturées pour vérifier le code d’interactions fluide-
structure. La méthode des solutions manufacturées sera appliquée au chapitre sui-
vant pour créer un probleme de vérification. Dans ce chapitre, on définit tout
d’abord cette méthode. On poursuit avec la présentation des équations utilisées
dans la vérification. On termine avec la description de la démarche qui meéne au

développement de cette solution analytique.

4.1 Meéthode des solutions manufacturées

La vérification des codes de calcul est peu répandue en mécanique des fluides as-
sistée par ordinateur. Ce n’est que trés récemment, que l'on s’est attardé a la
performance et la précision de résolution des équations par les solveurs. Bien que
les équations implémentées dans les codes de calcul soient simples a résoudre &
l’aide de la méthode des éléments finis, il est tout de méme nécessaire de vérifier
leur implémentation et la performance du résoluteur. Ce sont les deux objec-
tifs de la méthode des solutions manufacturées. Cette vérification est absolument
nécessaire pour aborder en toute confiance les problemes d’application qui feront
I’objet d’analyses approfondies et de conclusions importantes. Il est nécessaire de
distinguer la vérification de la validation. La validation se réfere a la comparaison

d’un phénomene naturel avec les modeles mathématiques qui tentent de le décrire.
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Tandis que la vérification se réfere a la comparaison d’une solution connue (exacte)
tirée des équations qui nous intéressent avec la solution obtenue par le code de cal-
cul résolvant ces équations. La comparaison se fait en évaluant ’erreur exacte qui
est la différence entre la solution exacte et celle obtenue par le solveur. Ces solutions
exactes doivent étre suffisamment complexes pour faire activer tous les termes des
équations implémentées dans le code de simulation. Cette recherche d’une solution
exacte complexe permet de s’assurer que le code de calcul traite correctement tous
les termes présents dans les équations. Pour évaluer la performance du solveur, on
procede a une analyse de convergence sur un probléme dont la solution est connue.
De plus, on peut également évaluer la performance de notre estimateur d’erreur

par projection en le comparant avec les valeurs d’erreur exacte obtenues.

La Méthode des Solutions Manufacturées (MSM) 133 propose une démarche générale
pour générer des solutions analytiques adaptées & la vérification d’une partie ou
de la totalité d’un code de calcul. Cette démarche se résume & choisir de fagon
arbitraire une solution qui ne satisfait pas les équations que ’on cherche a vérifier.
On ajoute ensuite a ces équations les termes sources appropriés puis les conditions
limites correspondantes. Enfin, on vérifie le tout avec une analyse de convergence

sur différents maillages adaptés.

4.2 Equations a vérifier

Pour le domaine fluide, les équations & vérifier sont celles de Navier-Stokes : une
équation pour la conservation de la masse (équation de continuité) et deux équations
pour la conservation du mouvement. En axisymétrique, elles s’écrivent comme suit :

— Conservation de la masse :
ou v ov
et i + °f + gvr —

8x r  Or 0 (4.1)
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— Conservation du mouvement dans la direction axiale :

ou ou
Pf (“fa_f + vy a;)

Bpf 0 Buf 10 a’lLf vi f
oz oz {2“1‘"5; e |\ tag )| T (42

— Conservation du mouvement dans la direction radiale :

ov ov
pf (“fa_f + vy 5;)

_Opr O, (Fu 9| 10y, Ul /
ar+ax[“ <8T+03: o [Ty |~ et or] (49

La méthode des solutions manufacturées a comme principe d’utiliser les termes
sources, f] et fI, pour que le champ de vitesse que nous avons choisi satisfasse
les équations du mouvement. Ainsi, on peut choisir une fonction arbitraire pour u
et v & la seule condition que l’équation de continuité et les conditions frontiéres
soient satisfaites. On a le libre choix des distributions de viscosité et de pression. Il
faut seulement s’assurer que la distribution de viscosité soit toujours positive dans
le domaine fluide. Cette flexibilité nous sera utile pour satisfaire la condition de

continuité des forces fluides et solides & l'interface décrite dans la section 2.4.

La difficulté principale vient du choix du domaine de calcul dans lequel le champ
de vitesse choisi doit satisfaire I’équation de continuité et les conditions frontieres
associées au domaine choisi. Contrairement au cas cartésien, nous sommes limité, en
axisymétrique, & ce qu'une frontiere du domaine coincide avec I’axe des z, soit avec
la droite ayant pour équation r = 0. Cette droite est ’axe de symétrie du domaine.
Il est préférable d’éviter le cas trivial d’un tube droit ou ’écoulement est décrit par
un écoulement de Poiseuille. Il a donc fallu développer une méthode pour trouver

un écoulement a divergence nulle dans un tube axisymétrique de forme quelconque.
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De ce résultat, on pourra appliquer la méthode des solutions manufacturées telle

que présentée au chapitre 5. On verra en détail cette méthode dans la section 4.3.

Passons maintenant au deuxieme groupe d’équations qui sont les conditions d’équi-
libre en mécanique du solide. En axisymétrique, ces équations s’écrivent comme
suit :

— Dans la direction axiale :

doy,, oy, , Ooy,

S = 4.4
Oz r or fz (44)
— Dans la direction radiale :
0 —
0oy, Ol Ol = Olgp [r=0 (4.5)

oz or T

On note la présence de termes sources, f2 et f2, dans les équations (4.4) et (4.5) qui
décrivent le solide. Par contre, contrairement aux équations du fluide, il n’existe
pas d’équations du méme type que 1'’équation de continuité. On a donc aucune
contrainte dans le choix d’un champ de déplacements quelconque. On aura juste
a ajouter les termes sources appropriés pour que le champ de déplacements choisi
satisfasse les équations d’équilibre. Quant au choix du module de Young et du
coeflicient de Poisson, E et v, il est arbitraire. On verra en détail ’application de
la méthode des solutions manufacturées dans le cas des équations d’équilibre pour

le solide au chapitre 5.

Maintenant, il ne reste plus qu’a vérifier si le couplage fluide-solide est juste. Pour

ce faire, il faut s’assurer que les contraintes fluides et solides sont égales a ’interface.

. n,+0o,-np=0 sur Iy (4.6)
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Ce que nous avons pour ’instant, c’est un champ de vitesse et de déplacements.
La seule flexibilité qui nous reste pour satisfaire ’équation 4.6 est le choix des
distributions de viscosité et de pression. Par un choix judicieux, on pourra satis-
faire I’équation 4.6 et du méme coup vérifier le couplage fluide-solide. On verra la
démarche pour obtenir de bonnes distributions de pression et de viscosité dans la

section 4.3.

4.3 Démarche pour obtenir une solution manufacturée

Cette démarche pour appliquer la méthode des solutions manufacturées en inter-
actions fluide-solide débute avec le choix d’un domaine de calcul fluide dans la
configuration déformée. C’est-a-dire la forme qu’aura le domaine fluide une fois
que le solide sera déformé sous les forces du fluide. Il ne faut pas perdre de vue que
l'on doit trouver un champ de vitesse & divergence nulle dans le domaine fluide.
C’est 'une des difficultés de la méthode. Pour palier a cette difficulté, nous avons
développé une méthode qui permet de trouver un champ de vitesse & divergence

nulle dans un tube axisymétrique de forme quelconque.

On considere un tube axisymétrique dont la paroi extérieure est définie par une

fonction quelconque f(x) telle qu’illustrée a la figure 4.1.

Le développement d’une solution manufacturée a divergence nulle nécessite que le

champ de vitesse satisfasse les conditions suivantes :

LLu=0 sur r=ry
2.v=0 sur r=rp
3.v=20 sur 7=0

) dv _ f
4. 5 +2+5=0 dans Qf
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n = f(l')

paroi solide

axe de symétrie

Fic. 4.1 Tube axisymétrique de forme quelconque

On choisi comme point de départ un profil de vitesse polynomial pour v qui satisfait

les conditions 2 et 3. Par exemple, on peut utiliser :

v(z,r) = rk(f(x) -7r) (4.7)
pour k£ > 1.

Dans le cas ou 'on choisit ¥ = 1, le profil de vitesse u résultant sera non nul sur
la frontiere inférieure. On aura donc un axe de symétrie en » = 0. Dans le cas ol
I'on choisit £ > 1, on aura un profil de vitesse u qui sera nul sur cette frontiere. On

aura donc une paroi solide avec non glissement.

On multiplie v(z,r) par une fonction quelconque de x, G(z), pour se donner la
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flexibilité requise pour satisfaire I’équation de continuité. On peut alors écrire :

v(z,r) = r*(f(x) — r)G(x) (4.8)

De I’'équation de continuité, on en déduit que :

_6_1£
oz

= (k+2)r*G(z) — (k + 1)r* ! f(2)G(z) (4.9)
que ’on intégre par rapport & z pour obtenir u(z,r) :
u(w,r) = (k+2)rk / G(z)dz — (k + 1)r*! / F(@)G(z)ds + H(r)(4.10)

Le choix de la fonction G(z) est important. Il doit permettre I’évaluation des

intégrales dans I'expression de u. On peut écrire G(z) sous la forme suivante :

G(z) = K[f(2)]f(2) (4.11)
en portant un attention particuliere sur la forme de K[f(x)].

Le champ de vitesse u s’écrit alors :
u(e,r) = (k+2r* [ KIf(@)]f (@)de

= (k+ 0 [ f@KIf @) @)ds + Hr) (4.12)
= (k+2)r*M[f(z)] — (k+ 1)r*'L{f ()] + H(r) (4.13)

ol les fonctions M([f(x)] et L[f(x)] sont les primitives de / K[f(z)]f(z)dz et de
/ F(@)K[f(x)] f’(:r)da: respectivement.

Jusqu’ici, les expressions de u et de v satisfont les conditions 2, 3 et 4. Pour respecter
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la condition 1, il suffit d’ajuster la fonction H(r) pour que u(z,r = rr,) = 0. Donc :

u(@,r =rn) = (k+2JrM{f(2)] - (k+ Vi LIf(@)] + H(rr,)  (414)
= (k+2)f(2)*M[f ()] — (k +1)f(2)* ' L[f (z)] + H(ry, (4.15)

=0 (4.16)
puisque 7, = f(z)
On en déduit que :
H(rp) = (k+1)f(2)* ' LIf(2)] = (k +2) f(z)* M[f(z)] (4.17)

Or, comme f(z) = rp,, on a H(ry,) = (k + 1)r§ ' Liry] — (k + 2)r§, M[ry,], on en
conclut que :

H(r) = (k+ 1)r* " L{r] — (k + 2)r*M][r] (4.18)
On obtient le champ de vitesse suivant :

{ uz,r) = (k+2)rt[M[f(2)] - M(r)] - (k + ) [LIf(@)] - L(r)]
v(z,r) = ™*(f(z) - r)K[f(z)]f(x)

(4.19)

qui satisfait les 4 conditions de départ.

Par exemple on peut montrer la versatilité de la méthode développée, en prenant

une paroi solide dont la géométrie est décrite par :

f(z) =1+ h|2 - cos(2nz) — cos (%Tx)] es (4.20)

On choisi K[f(z)] = f(z) et k = 1 (vitesse u non nulle sur ’axe de symétrie). Ce
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choix implique :

)2 14 h |2 — cos(27zx) — cos %Tx-eﬁz
M) = L _ (a2 con ? CEN)
)3 1+ h|2 — cos(27z) — cos -213:2-@%3
Lif(z)] = f(3) =( +h] ( 3) ()] %) (4.22)
Mir] = %2 (4.23)
Lr} = %3 (4.24)

Le champ de vitesse & divergence nulle associé a ce tube est donné par :

4

u(z,r) = ¥ (1 +h [2 — cos(27z) — cos (”’Tx)] ex)’
< - 2 (1 +h [2 — cos(27z) — cos (21?:-@ ] e%) — 83 w3

v(z,r) = 27r (1 +h [2 — cos(27z) — cos (27‘7‘”) es — r)

)
(1 +h [2 — cos(27mz) — cos (2”7“”)] e%) sin(27x)

et est illustré a la figure 4.2 pour h = 0,1 et z = [0, 5].

Z
=2
Naeeeis S S S4
N e A
= 7
i

\\

N
\
I‘\r
s

F1c. 4.2 Champ de vecteurs vitesse a divergence nulle.
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Fermons la parenthése et revenons sur notre cas arbitraire décrit par la figure 4.1

On met de c6té pour 'instant le choix des distributions de viscosité et de pres-
sion puisqu’elles seront déterminées par 1’équilibre des forces fluides et solides a

I'interface. On verra en détail la procédure a suivre pour définir ces distributions.

Maintenant que nous avons la configuration déformée pour le fluide, figure 4.1,
on doit choisir un champ de déplacements pour le solide qui soit compatible avec
le domaine fluide dans la configuration déformée. C’est-a-dire que le champ de
déplacements choisi doit déformer le solide de fagon & ce que la frontiere qui
correspond a l’interface fluide-solide ait la méme équation que celle du fluide.
De cette fagon, on assure la continuité des déplacements telle que prescrite par

I’équation 3.20. On fait un choix réfléchi du champ de déplacements que 1’on écrit :

§ = &(z,7) (4.26)
n = n(z,7) (4.27)

La configuration non déformée du solide peut-étre de forme arbitraire. Une fois
que le champ de déplacements approprié est appliqué sur le solide, on obtient
la configuration déformée du solide. L’équation de la frontiére qui correspond a
Pinterface, qui est maintenant identique & celle du fluide dans méme configuration,
s’écrit :

r1,(2) = 11,(2) +&(2,7 = 11, (2)) + (2,7 = 11 (7)) = f(2) (4.28)

Nous avons donc la description des configurations non déformée et déformée du

solide, illustrées a la figure 4.3.

On peut maintenant illustrer voir de fagon claire le probléme fluide-solide dans ces

deux configurations & la figure 4.4.
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\ rn, = f(z)

T =TI (1')

Configuration non déformée Configuration déformée

F1G. 4.3 Configuration non déformée et déformée du solide.

La derniere étape consiste a assurer la continuité des forces fluides et solides a
I'interface fluide-solide grace & un choix judicieux des distributions de pression et

de viscosité. On écrit la condition de continuité de la maniére suivante :
., n=0;-n sur I'p (4.29)

puisque n = n{ = —n§ a linterface.

On développe ’équation 4.29 en z et r qui s’écrit :

OcpuNa + Oy My = 05, Ny + O, Tr (4.30)
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1973 Q3
T, = T‘[o(l') Th= f(x)
o} of
z z
—_— _—
Configuration non déformée Configuration déformée

F1c. 4.4 Configuration non déformée et déformée du probleme fluide-solide.

Oc,oNg + O, Ny = Of,, Mg + O, Ny (4.31)

On simplifie I'écriture en posant S, = o, ng + O¢,, Nr, Sp = 06, Ny + T¢,, N €6 O1

écrit les composantes du tenseur des contraintes fluides :

ou ou ov
Sy = (2ﬂf“(‘9;f - Pf) Ny + fif (a—rf a—;> ny (4.32)

_ Ouy  Ovy vy
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Il suffit maintenant de résoudre le systéme d’équations pour obtenir la distribution

de pression et de viscosité a I'interface fluide-solide :

Sy — Spnig
—Bn2 — Cnyn, + Angn, + Bn?
—ASn, — BS.n, + BS;n, + CS;n,

_ 4.35
Ps —BnZ — Cnyn, + Angn, + Bn2 ( )

py = (4.34)

N — 90 — (2 a — 90
ot A =22 B= (24 2)et C=22

Il faut noter que le tenseur des contraintes de Cauchy dans le solide, &, tel que
nous l'avons vu, correspond aux contraintes dans la configuration déformée en
fonction de la surface déformée. Dans I’équation 4.29, on le projette sur la normale
de Vinterface déformée et on évalue en r = r1,(z) pour obtenir les distributions des
contraintes normales et tangentielles agissant sur l'interface. Il ne faut pas croire
qu’en appliquant 7 = 7y (x) on évalue les contraintes & I'interface non déformée. En
fait, on les évalue bien sur 'interface déformée mais par rapport aux coordonnées
d’origine qui ont servies & définir le probléeme. La transformation faisant le passage
de la configuration non déformée, r = rp(z), & la configuration déformée, r =
ri,(x)+&(z,r = r1,(2))+n(z,r = r1, () = 71, (2) est déja incluse dans V'expression
des contraintes de Cauchy par le biais de ﬁT dans ’équation 2.12. A titre de
comparaison, le tenseur de Piola-Lagrange représente les contraintes solides dans
la configuration déformée en fonction de la surface non déformée. En jetant un
oeil sur l'expression de ce tenseur, équation 2.11, on note ’absence de i“;T qui

correspond au passage d'une surface non déformée a une surface déformée.

Par contre, il faut évaluer le tenseur des contraintes fluides dans la configuration
déformée. C’est & dire qu’on le projette sur la normale de l'interface déformée et

on I'évalue en r = rp, (z).

Les distributions de viscosité et de pression que l'on obtient sont celles définies
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a l'interface. Elles sont donc uniquement fonction de x puisqu’on évalue tous les
termes en r = ry(z) et en 7 = rp, (z). On géneére une extension de ces distributions

en les considérant constantes dans la direction radiale.

On précise que la distribution de pression peut-étre arbitraire. Par contre celle de
la viscosité doit absolument étre positive dans tout le domaine fluide. Une viscosité
négative engendre des instabilités. Il est toujours possible de modifier la distribution
de viscosité en ajustant le champ de déplacements puisque uy en dépend. Il faut
cependant s’assurer que 'interface du coté solide dans la configuration déformée
corresponde toujours & f(z). Le premier élément & considérer pour agir sur la
distribution de viscosité est le champ de déplacements en £. Il a pour effet de
décaler la courbe de viscosité; on peut donc la décaler suffisamment pour assurer
une distribution de viscosité positive a l'interface. On verra cet aspect en détail

avec un exemple concret au chapitre 5.

Il ne reste plus qu’a calculer les termes sources pour les équations fluides et solides.

Pour le fluide, les termes sources des équations du mouvement sont les suivants :

ou ou 0
f - f f Dy
Ja < (uf oz + s or ) + oz
62uf 16’U,f aque 6,uf 8uf 6,U,f 6Uf vi
- -2 — 3
'u(3$2+7"8r+3r2 oz oz or \or " oz) 3

= p <ufavf +vfavf> L o

Oz or or
vy  10vy vy wp\  Ous (Oup  Ovy
Mf<6$2+;87"+37‘2+§ oz \or oz

Ops Bvy
B Y B 4.
2 or Or (4.37)

Notons que les distributions de viscosité et de pression sont des fonctions de z telles

que py = ps(z) et py = ps(z). Il faut donc inclure la dérivée de la viscosité et de
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la pression par rapport a x dans les termes sources. Il est nécessaire de calculer
leurs dérivées une fois qu’on les a évaluées a l'interface fluide-solide. En effet, il faut
tenir compte de la dépendance en z de 'interface dans la configuration déformée
pour s’assurer de calculer les bonnes dérivées. Pour les termes issus des contraintes
solides, on évalue les composantes du tenseur en r = rp,(z). Il est donc également
nécessaire de prendre la méme précaution puisqu’il existe une dépendance en = qui
intervient dans ’évaluation des composantes du tenseur. On utilise le champ de

vitesse établit précédemment pour tous les autres termes.

On procede de la méme maniere pour obtenir les termes sources nécessaires pour
les équations d’équilibre du solide. On déduit des équations 2.18 et 2.19 les termes

sources suivant :

Bal (o]} 60'1
$ — - 2 zT zr 4.
E ( Oz + r + or ) (438)
60'1 601 (2] —Uloo
$ — — T rr T 4
fr ( ox + or + r (4.39)

Une fois les termes sources obtenus, il suffit de les intégrer dans le code et d’ap-
pliquer les conditions frontiéres appropriées tirées de la solution manufacturée. On
verra en détail I'expression des termes sources et ’application de la méthode des

solutions manufacturées au chapitre suivant.
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CHAPITRE 5

VERIFICATION

Ce chapitre porte sur ’application de la méthode des solutions manufacturées. On
y présente le cas qui sera utilisé pour vérifier le code de calcul. On procede ensuite
a une analyse de convergence pour évaluer la performance du code et celle de
lestimateur d’erreur. On termine ce chapitre par une conclusion sur les résultats

obtenus.

5.1 Ecoulement dans un tuyau flexible

Cette exemple est consacré a la vérification du code de calcul. Il est fortement
inspiré d’un écoulement réel dans une artere flexible. La similitude entre ce cas de
vérification et les cas d’application présentés au chapitre suivant apporte beaucoup
de crédibilité quant a la vérification rigoureuse de tous les termes des équations du

probléme fluide-solide.

5.1.1 Description du probléme

La fonction sinusoidale que nous avons choisie pour décrire la forme de U'interface

est décrite par l’expression suivante :
rp(z) =1+ h(l - cos(27ra:)) (6.1)

et illustrée a la figure 5.1
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rp =1+ h(l - cos(27ra:))

paroi solide

0 axe de symétrie 1

F1aG. 5.1 Tube axisymétrique sinusoidale.

Pour ce cas d’écoulement, nous choisissons K[f(z)] = 1 et k = 1 (vitesse u non

nulle sur Paxe de symétrie). Ce choix implique :

M[f(z)] = f(:r)=1+h(1—cos(27ra:)) (6.2)
)2 1+ h(1— cos(27x ’

e = Lo 1+ oo )] 53)

Mlr] = (5.4)

,
2
.
— 9.9
i (55)
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Il en résulte le champ de vitesse suivant :

u(z,r) = 3r [1 + h(l — cos(27m:))] — [1 + h(l — cos(27m))]2 —2r?

(5.6)
v(z,r) = 27r [1 + h(l — cos(27m;)) - r] sin(27z)

qui est illustré & la figure 5.2 pour une valeur de h = 0, 03.

FiG. 5.2 Champ de vecteurs vitesse & divergence nulle.

Maintenant que nous avons la configuration déformée du domaine fluide, figure 5.1,
on doit choisir un champ de déplacements pour le solide de fagon & ce que la
frontiere correspondant & l’interface fluide-solide ait la méme forme que celle du
fluide. On assure ainsi la continuité des déplacements prescrite par ’équation (3.20).
La configuration non déformée du solide est un carré unitaire dont la frontiere

du bas correspond & l’'interface fluide-solide. Une fois ce champ de déplacements
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appliqué sur le solide, on obtient la configuration déformée du solide. Nous avons :

& = %(1 —7‘) (5'7)
n=(2- r)h(l - cos(27rx)) (5.8)

Nous avons donc la description des configurations non déformée et déformée du

solide, illustrée a la figure 5.3.

Configuration non déformée Configuration déformée

Fic. 5.3 Configurations du solide.

Avec la description du solide qui s’ajoute a celle du fluide, on peut maintenant voir

de fagon claire & la figure 5.4 le probléme fluide-solide dans ces deux configurations.
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0 T 0 T

0 1 0 1

Configuration non déformée Configuration déformée

Fic. 5.4 Configurations du probléme fluide-solide.
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Maintenant que nous avons le champ de vitesse dans le fluide et le champ de
déplacements dans le solide, on peut passer au calcul des distributions de viscosité
et de pression nécessaires pour satisfaire la continuité des forces a l'interface. On

rappelle que :

. Sznr — Spnig (5.9)
Hr = —Bn2 — Cnyn, + Angn, + Bn? ’
—AS,n, — BS;n, + BS;n, + CS;n,

_ 5.10
Ps —Bn2 — Cngyn, + Angn, + Bn? (5.10)

N — 90 — (9 a 90
ot A=2% B=(2+2)et C=22

Ces deux relations ont ’avantage d’étre générales et applicables a n’importe lequel
des champs de vitesse et de déplacements. Il suffit de calculer chacun des termes

correctement en les projetant et les évaluant dans la bonne configuration.

On développe ici chacun des termes de ces deux relations. Pour les termes S, et
Sy, 1l nous faut quelques résultats préliminaires :
— Equation de Vinterface dans la configuration non déformée :

T, = 1 (511)

— Composantes du tenseur gradient des déformations, b:

hm=%=0 hfa:rzgfz—i
h'm9 - %g =

b = 52 = 22 = 11,)hsin(2rz)m by = G = —h(1 - cos(2mz)) (5.12)
h'r'9 = % =0

hos = 2 =0 oy = % = 0

hge = go - (2—r10)h(7.11-cos(27r:1:))

1]

— Tenseur de passage de la configuration non déformée A celle déformée, F :
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Fro=hwy Fp=1+hy Fp=0 (5.13)
Foe =0 Fpr=0 Fog =1+ hge
— Le déterminant de la transformation ﬁ, J:
J = Fog (FuoFrr — ForFry) (5.14)
~ Tenseur des déformations non linéaire de Green-Lagrange, E:
Euo = 5 (how + hag) + 5 (hashas + Brohes)
Eur = § (Bro + hor) + 3 (h11her + Byghyy)  Eop =0
Ero = } (hor + hea) + } (Rorhag + hrrhis)
Eve = 4 (hyr + hoy) + § (Barhor + hyehyy)  Erg =0
Ey, =0
E¢r =0 Ego = 5 (hog + heo) + 5 (hoohasg)
(5.15)
-~ La trace du tenseur des déformations non linéaire de Green-Lagrange :
tr (E) = Ezz + Evr + Eug (5.16)
— Propriétés physique du solide :
E=2 . As = M‘“Eﬁ = 0.227 (5.17)
v=0.1 uﬁﬁ:o.%
— Loi de comportement pour un matériau de type St. Venant-Kirchoff, &y :
Ok, = AHT(E) + s Bop  0x,, = At (E) + fis For Ok, =0
Okye = AtT(E) + 15 Ery 0%, = Mt (E) + sy 0y =0
Oky, =0 Okp, =0 Okpy = /\str(ﬁ) + usFgg
(5.18)

— Contraintes de Cauchy, o, :
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Oere = 3[Faz (Okyo Foz + Oty Far) + For (0kyo Fow + 0k, Far) |

Oeyr = 2[Foo (Okyu Fro + Ok Frr) + For (k0 Fro + 0k, Frr) |

Oco =0

Oc,, = iFm (Okpo Foz + Okgo Fior) + Frr (0k, Fiow + UkmFmr)]

Oerr = 3 [Fra (Okus Fra + Oty Fre) + Foy (0ha Fra + 04, Frr) | (5-19)

Q
éﬁ
D
I

O O O o ol

[Faoakoo Foe]

— Composantes de la normale de I'interface dans le configuration déformée :

-

ng = —2hsin(2nx)w
? (2r2) (5.20)
n,=1
— Finalement, les expressions des termes S, et S, :
Se = Opyy Ny + TeyyTir (5.21)

Sp = Oy Mg + Opy Ny

On note que S, et S, correspondent aux composantes du tenseur des contraintes
de Cauchy projetées sur la normale dans la configuration déformée mais évaluées &
'interface dans la configuration non déformée (rj, = 1). Voir les détails au chapitre

précédent.

Pour les autres termes liés au champ de vitesse, on a :
~ Equation de l'interface dans la configuration déformée :

r, =1+ h(l - cos(27rx)) (5.22)

— Termes relatifs au champ de vitesse :

A = 12rphsin(2rz)m — 8|1+ h(1 — cos(2nz) ) |hsin(2nz)r  (5.23)
1

B = 3+ 3h(1 - cos(27m:)) — 4ry, (5.24)



67

+4ry h? sin®(2rx)7? (5.25)
+4ry, [1 + h(l - cos(27r:c)) - rh] hcos(2nz)m? (5.26)
C = 4[1 + h(l - cos(27rx)) - 27‘Il]hsin(27m:)7r (5.27)

On note que les termes A, B et C sont évalués sur l'interface déformée.

Maintenant que nous avons développé et calculé tous les termes, on peut a présent
obtenir les distributions de viscosité et de pression a l'interface qui, comme on I’a dit
précédemment, sont fonction de x seulement. Il est nécessaire de vérifier la positivité
de la distribution de la viscosité a l'interface. La figure 5.5 montre les distributions
de pression et de viscosité pour A = 0.03. Dans le cas d’une distribution de viscosité
ayant des valeurs négatives il aurait fallu modifier le champ de déplacements du

solide.

Par exemple, le premier champ de déplacements que nous avions choisi pour en

déduire les distributions de viscosité et de pression était :

£=0 (5.28)
(2 = r)h(1 — cos(2rz)) (5.29)

=
I

qui conduisent aux distributions illustrées & la figure 5.6. On remarque tres ra-
pidement que la viscosité est négatives pour z € [0,0.5]. L’effet du champ de
déplacements en £ sur la distribution de viscosité & l'interface est immédiat. Pour
corriger ce probléme on ajoute, dans le solide, un cisaillement non nul a l'interface,
équation (5.7). Ceci a pour conséquence d’ajouter une constante a la distribution
de viscosité et ainsi de la rendre partout positive, voir figure 5.5. Ce sont les dis-

tributions de pression et de viscosité que l'on utilise dans ce cas de vérification.

Le probleme est & présent défini completement. Nous avons le champ de vitesse, le
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FiG. 5.6 Distributions de viscosité et de pression a l'interface avec un mauvais choix
de champ de déplacements.
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champ de déplacements et la distribution de viscosité et de pression. La prochaine
étape consiste a calculer les termes sources des systemes d’équations fluides et

solides.

Les termes sources que ’on doit inclure dans les équations du mouvement pour le

fluide sont les suivants :

0z2 1 Or or? oxr Ox or \ or oz

ov 0
f_ f i
fi Pi (uf Oz o 87‘) + or
32’Uf 13’Uf aQ’Uf Uy a;l,f a’Uf éh;f
—'uf<6m2 ror o r2) 8z \or  ax

Ops Ovy
- 31
2 or Or (5:31)

2 2
. (8 U L 1 duy N 0 uf) B 28uf Ou;  Opy <6uf N vi) (5.30)

Quant aux termes sources pour le solide, on les écrit de la maniére suivante :

Oy o doy
s —  _ az zr zr 9.32
fa ( oz + T + or ) ( )
301 60'1 Ol = Olgg
s — re rr rr 5_33
Iy ( gz | or T (5:33)

Le lecteur trouvera en annexe II le détail de tous les termes sources.

Il suffit maintenant d’appliquer les conditions frontieres et de résoudre le cas test. La
figure 5.7 illustre la configuration non déformée & laquelle on applique les conditions
frontieres. Les frontieres en ligne pleine correspondent a des conditions de Dirichlet
tandis que celle en tireté correspond & une condition de Neumann. Puisque que

le champ de vitesse est connu, il est possible de calculer les contraintes exactes &
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appliquer sur cette frontiere particuliere. Pour les autres frontieres, elles prennent
la valeur zéro ou usager, c’est-a-dire évaluées a partir des expressions de la solution
exacte. Finalement, la condition cont qui est appliquée & l'interface fluide-solide

signifie la continuité des déplacements et des forces fluides et solides.

La figure 5.8 présente le maillage initial et un maillage intermédiaire de la solution
éléments finis dans la configuration déformée. On présente également les vecteurs
vitesse et une illustration du champ de déplacements dans la configuration déformée

a la figure 5.9.

5.1.2 Analyse de la convergence

L’analyse de convergence a pour objectif de vérifier la précision de la solution
éléments finis, le bon comportement de I’adaptation de maillage et la précision de

Pestimateur d’erreur.

On présente dans le tableau 5.1 I’évolution de l'erreur exacte et de 'erreur estimée
avec le raffinement du maillage. On y compare, évaluées en normes énergie, 1’er-
reur estimée, ||W/||s:, avec lerreur exacte, |W]|es, du les champs de vitesse et
de déplacements. De plus, on y compare, évaluées en norme L?, Perreur estimée,
Ipfl|est, avec Perreur exacte, ||pf||ezq, du champ de pression. On présente également

Pévolution de ces erreurs sous la forme d’un graphique, voir figure 5.10.

On remarque que l'estimation d’erreur, tant pour la vitesse et les déplacements que
pour la pression, convergent vers les erreurs exactes avec le raffinement du maillage.

Ceci indique que D'estimateur d’erreur est fiable.

La pente des droites correspond a l’ordre de convergence réel pour chaque variable

puisque la figure 5.10 est tracée en variables logarithmiques. On sait que lerreur



u=0 &= usager

(O’ 2) V= n= (1’ 2)
®  J
u=20 u=20
v=20 Qs v=20
¢ = usager 0 ¢ = usager
7 = usager 7 = usager

u=0 & =cont
v=0 7 =cont

0,1) & ¢(1,1)
|
|
Du = usager | 1.07
Dv = usager ¢ (1,0.7)
£=0
U = usager n=20
U = usager
£=0 u = usager
n=20 Qf v = usager
£=0
n=20
— ®
(0, 0) £=0 u = usager (1,0)
n=0 v=0

F1G. 5.7 Configuration initiale et conditions frontieres.
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F1c. 5.9 Vecteurs vitesse (partie du bas) et illustration du déplacement (partie du
haut).



| Taille moy. | [[W]les

[Wileza

”pf ”est

“Pf”ema |

0.997E-01
0.887E-01
0.664E-01
0.490E-01
0.362E-01
0.271E-01
0.200E-01
0.149E-01
0.110E-01
0.803E-02

9.935E-03
2.366E-03
1.351E-03
6.994E-04
4.053E-04
2.209E-04
1.206E-04
6.555E-05
3.621E-05
1.946E-05

1.124E-02
2.710E-03
1.331E-03
6.728E-04
3.836E-04
2.123E-04
1.180E-04
6.459E-05
3.563E-05
1.926E-05

3.860E-03
5.921E-04
2.798E-04
1.750E-04
9.739E-05
6.180E-05
3.353E-05
1.825E-05
1.021E-05
5.540E-06

1.222E-02
2.240E-03
4.688E-04
2.201E-04
1.095E-04
6.634E-05
3.619E-05
1.906E-05
1.050E-05
9.668E-06
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TAB. 5.1 Tableau de 1’évolution de 'erreur estimée et de erreur exacte avec le

maillage.

Erreur absolue

F1G. 5.10 Evolution de Perreur estimée et exacte avec le maillage.

0.01 Erreur exa. — L2 Pression. ----%—
Erreur est. — L2 Pression. - —
Erreur exa. - Energie ~—a-—
Erreur est. - Energie --—-o--
pentede2 ——
0.001
0.0001
1e-05
1e-06 1
0.001 0.01

Taille moyenne des éléments
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est proportionnelle a la taille des éléments selon la relation suivante :
lle|]| = chd (5.34)

ol c est une constante, h, est la taille de ’élément et a est fonction de l'ordre
de la norme de l'erreur utilisé. Dans le cas de la vitesse et des déplacements, on
utilise la norme énergie de lerreur qui apparenté & la semi-norme sur H!, voir
équation 3.41 et 3.43. Cette norme utilise ’erreur sur les premieres dérivées de la
vitesse et des déplacements et est de O(h?) car 'élément est quadratique en vitesse
et en déplacement. Ceci se traduit par une pente théorique de 2 comme le montre
la figure 5.10. Sur les deux derniers cycles, on obtient une pente 1.98 pour la norme
énergie de l'erreur exacte et une pente de 2.00 pour la norme énergie de lerreur
estimée. Dans le cas de la pression, on utilise la norme L? qui est de O(h?). Comme
’élément utilisé est linéaire en pression, la norme L? de l'erreur en pression est
également de O(h?), ce qui se traduit par une pente théorique de 2. On obtient
une pente de 1.98 pour la norme L? de ’erreur exacte et une pente de 1.97 pour la

norme L? de D’erreur estimée.

5.2 Conclusion

On peut donc conclure que le code de calcul permet d’obtenir une solution éléments
finis juste et précise du cas test utilisé. Il montre également une convergence qua-
dratique conformément aux normes utilisées. De plus, les estimateurs sont asympto-
tiquement exacts : I’erreur estimée converge vers ’erreur exacte avec le raffinement
de maillage. Maintenant que le code de calcul est vérifié, on peut aborder en toute

confiance les cas d’application.
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CHAPITRE 6

APPLICATIONS

Dans ce chapitre, on présente trois cas d’application en axisymétrique. Le premier
est un écoulement sanguin dans une artere flexible dont la paroi artérielle présente
une faiblesse locale de rigidité. Pour rendre la simulation plus réaliste, on présente
dans le 2° cas la méme artere entourée d’un solide mou jouant le réle des tissus avoi-
sinants. Le dernier cas est un modele simplifié d’un oeil atteint de glaucome. Il sera
question de prédire la réponse de la structure de ’ceil a une pression intraoculaire

normale et anormale.

6.1 Arteére affaiblie : avec et sans tissus avoisinants

Ces deux cas sont ceux d’un écoulement sanguin dans une artere flexible dont la
paroi artérielle présente une faiblesse localisée. On rencontre ce type d’écoulement
dans le cas d’une aorte ascendante qui se gonfle suite & un changement physiologique
de sa structure interne. On retrouve également ce type d’écoulement au stade initial
de la formation d’un anévrisme. Dans les deux cas, la diminution de la rigidité et
de 1’étirement des tissus ont un impact direct sur la dynamique de l’écoulement

dans tout le systeme artériel.

Les deux configurations sont génériques et les simulations constituent une démonstra-
tion de notre méthodologie numérique. Notons aussi que la plupart des études
s’'intéressent au cas d’une artere isolée et ne tiennent pas compte des tissus avoi-

sinants. Nous avons rendu la simulation la plus réaliste possible en utilisant des
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données physiologiques et géométriques représentatives de la situation. On fait
I’hypothese simplificatrice de symétrie de révolution. On ne peut donc malheureu-
sement pas tirer de conclusions sur les impacts réels de cette simplification sur la
paroi artérielle et/ou 1’écoulement sanguin. Par contre, on peut établir des ten-

dances globales en considérant le cas d’une artere isolée ou entourée de tissus.

6.1.1 Description du cas de P’artére isolée

Nous avons choisi l'artére abdominale telle qu’indiquée par le numéro 35 a la fi-
gure 6.1. Les propriétés et dimensions de la paroi artérielle, tirées des travaux de

Sud et al. ® et de Bergel [*], sont données au tableau 6.1 et illustrées 2 la figure 6.2.

Parameétres dimensionnels adimensionnels

T 0.57 cm 0.5

e 0.08 cm 0.0702
Propriétés zl —2.65 cm —2.325
géométriques T2 —0.912 cm —0.8

3 —0.57 cm —-0.5

x4 0.57 cm 0.5

o 0.912 cm 0.8

z6 2.65 cm 2.325

s Erom 890000 Pa 334461

Propriétés | oo 150242 Pa 56461
mécaniques , 0 0

TAB. 6.1 Propriétés géométriques et mécaniques de l’artere.

Les parametres 7; et e correspondent respectivement au rayon intérieur de ’artére
(lumen) et & ’épaisseur de la paroi artérielle. Nous avons modélisé la faiblesse par
une diminution locale du module de Young dans la paroi artérielle. Le parameétre
Eom est le module de Young d’une paroi artérielle saine. La valeur du parametre

E..in a été choisi de fagon arbitraire pour obtenir de grands déplacements. Nous
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Fia. 6.2 Géométrie et distribution de la rigidité dans la paroi artérielle.

faisons I’hypothése que la paroi artérielle est isotrope et que son module de Young
est indépendant de la déformation. Entre les stations z1 et z2 et les stations x5
et 6, on impose un module de Young constant de valeur nominale, F, . Dans la
zone de faiblesse, de 3 & z4, on utilise un module de Young de valeur inférieure,
E..in. La transition entre les deux niveaux s’effectue par une fonction sinusoidale
afin d’éviter toute discontinuité des dérivées de la distribution du module de Young.
En premiére approximation on utilise un matériau compressible dont le coefficient

de Poisson est v = 0.

Passons maintenant au comportement du sang. En premiere approximation, on
considere un écoulement stationnaire et incompressible. Les conditions de débit et

de pression hydrostatique dans I’artere ainsi que les propriétés du sang sont données
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au tableau 6.2. Le débit @ et la pression hydrostatique P; sont tirés des travaux

de Sud et al. 9. La viscosité apparente du sang p, et sa masse volumique p sont

tirés de I'ouvrage de Fung [18,
Parameétres dimensionnels adimensionnels
=6 ;31
Conditions Q 5.122z10 _1m 5
de I’écoulement | “m 0.0502 ms 1
P, 100 mm Hg 5010.2
Propriétés P 1056 Kgm™* 1
du sang U 0.0035 Pas 0.00579

TAB. 6.2 Caractéristiques de I’écoulement du sang.

Pour la simulation, on utilise les valeurs adimensionnelles présentées aux tableaux 6.1
et 6.2. Les valeurs de références utilisées pour adimensionnaliser les parametres

sont :

Ly = 2r;=114cm (6.1)
Upef = Um = 0.0502 ms~! (6.2)
Py = pul, =2.661Pa (6.3)
pref = p=1056 Kgm™ (6.4)
E.ef = pul, =2.661Pa (6.5)
Vreg = 0 (6.6)

(6.7)

La fagon de faire habituelle pour adimensionnaliser la pression hydrostatique est
d’utiliser la pression dynamique. Pour étre consistent, on utilise également cette
pression de référence pour adimensionnaliser le module de Young de la paroi. En

effet, comme les déplacements de la paroi dépendent du module de Young et sont
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engendrés essentiellement par la pression hydrostatique, il est donc naturel d’adi-
mensionnaliser Ey oy, €t Emin de la méme fagon que la pression hydrostatique. La
viscosité adimensionnelle est fonction du nombre de Reynolds qui, dans le cas

présent, vaut 172.7. On a la relation suivante :

PUm 27; — Re— PUm27;

Mo Fig

(6.8)

ol les variables qui portent le ~ sont adimensionnelles. On en déduit finalement :

a2 1
L= Pl 2 0.00579 6.9
# Re  Re (6.9)

Maintenant que nous avons les valeurs adimensionnelles, il reste a appliquer les
conditions frontieres sur les deux sous-domaines de calcul tels qu’illustrés a la

figure 6.3.

u=0 u=0
=0 _
=0 u=0 ¢=libre g:g
n=libre ( v=0 n=libre / n = libre
u=0 ¢ =cont
u=—-8y>+2 v =0 7= cont u = libre
v=20 -— —~av=0
1 = libre - n = libre
u=Ilibre £€=0
v=20 n=20

Fi1c. 6.3 Conditions frontiéres.

Nous avons bloqué les déplacements en & aux extrémités gauche et droite de la
paroi comme §’il s’agissait d’'une condition symétrie. L’interface fluide-solide et la

paroi extérieure sont totalement libre de se déplacer dans les directions z et r.
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Le symbole cont signifie la continuité des déplacements et des forces alors que
libre signifie qu’on applique des forces nulles. On libere également les déplacements
verticaux, en 7, aux deux extrémités. Il n’est pas nécessaire d’imposer 7 = 0 pour
éliminer le mouvement de corps rigide. En effet 1a symétrie de révolution les élimine
d’emblée. Partout dans le solide, les vitesses u et v sont nulles. Pour le fluide, on fait
I’hypothese que ’écoulement est completement développé a I’entrée de ’artére. On
impose donc deux conditions de Dirichlet, soit un profil de vitesse parabolique sur
u (la vitesse moyenne est de 1) et une vitesse nulle en v. Sur ’axe de symétrie, on
impose une vitesse v et une force axiale de cisaillement nulle (v = 0 et u = libre). On
applique une condition de non glissement sur la paroi artérielle qui se traduit par
deux conditions de Dirichlet nulles pour u et v. Pour la sortie, on fait I’hypothese
que la vitesse v est nulle en imposant une condition de Dirichlet homogene et on
applique une force axiale nulle. En fait, il aurait fallu appliquer une force axiale non
nulle pour fixer le niveau la pression hydrostatique dans le domaine fluide. Dans
notre cas, on procédera d’une manieére différente pour des raisons numériques qu’on
explique a la section 6.1.2. Quant au champ de déplacements du pseudo-solide dans
la zone fluide, on permet le mouvement dans la direction r, 7 = libre, sauf sur ’axe
de symétrie, 7 = 0, de maniere a ce que le pseudo-solide puisse suivre le mouvement,

de la paroi artérielle.

6.1.2 Méthode des réactions modifiées

On peut fixer le niveau de pression dans un écoulement en imposant une force
normale en sortie. Dans notre cas, il nous faut imposer une pression hydrostatique
adimensionnelle dans le fluide de 5010.2. Cette valeur de pression nous vient de
I’adimensionnalisation de la pression réelle par la pression dynamique. Il nous suffit
donc d’appliquer a la sortie une condition de Neumann axiale d’une valeur de

5010.2.
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Comme le vitesse est d’ordre 1 et que la pression est d’ordre 5010, il y a presque
quatre ordres de grandeur de différence entre les niveaux de pression et de vitesses.
Si on compare ’ordre de grandeur des contraintes visqueuse a celui de la pression,
on constate une différence de 5 ordres de grandeur. C’est donc essentiellement la
pression hydrostatique qui déforme la paroi artérielle. Cette pression constante ne
joue aucun role dans les équations fluides puisque son gradient est nul. Par contre,
son role est central dans le calcul des chargements que le fluide applique a l'interface

fluide-solide. Sa présence est donc essentielle dans les équations solides.

Nous avons rencontré beaucoup de problemes de convergence en imposant le niveau
de pression via une force normale a la sortie. Puisqu’on observe une différence de
quatre ordres de grandeur entre la solution vitesse et la pression, la norme de la
solution globale est donc d’ordre 10* tandis que celle de la vitesse est seulement de
Pordre de 1. Cet écart provoque une instabilité dans la résolution du systeme ma-
triciel probablement causée par un mauvais conditionnement de la matrice globale.
Malheureusement, il nous a été impossible de cerner la cause exacte de cette insta-
bilité. Nous avons néanmoins pu contourner ce probléme en appliquant directement
la pression hydrostatique & la structure par le biais de l'interface fluide-solide au
lieu de 'appliquer & la sortie du domaine. Ainsi, on applique une force normale
nulle a la sortie du fluide et on ajoute la pression hydrostatique directement aux
réactions calculées a 'interface. De cette fagon, on retire la pression hydrostatique
des équations du mouvement et on applique & l'interface les forces induites par
I’écoulement plus la pression hydrostatique désirée. On évite ainsi les problemes

d’ordres de grandeur dans le fluide et donc les instabilités.

L’'implémentation de cette variante de la méthode des réactions est trés simple : il
suffit d’ajouter la pression hydrostatique aux réactions fluides déja calculées aux
noeuds de l'interface sur le coté fluide. La pression hydrostatique est donc main-

tenant retirée du probleme fluide. Les réactions fluides calculées & l'interface sont
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essentiellement visqueuses. La contribution de la pression hydrostatique désirée est
ajoutée aux réactions fluides a la ligne 4 de la figure 3.3. Il faut étre attentif &
ne pas appliquer la pression hydrostatique en sortie en plus d’ajouter sa contribu-
tion aux réactions. Ceci aurait pour conséquence de doubler la pression appliquée
a l'interface, de produire une solution au mauvais probleme et de réintroduire les

instabilités que ’on cherche a éliminer.

6.1.3 Description du cas de I’artere avec tissus avoisinants

Il s’agit d’une extension du cas de l’artére isolée. On y ajoute une structure a
Iextérieure de 1’artére pour modéliser les effets des tissus avoisinants (muscle ou

autres organes). Dans le cas présent, on a choisi des tissus musculaires.

Il s’agit de la méme artere que précédemment. La distribution du module de Young
a travers la paroi artérielle demeure également la méme. La figure 6.4 illustre ’artére
et le muscle qui ’entoure. Le tableau 6.3 résume les propriétés géométriques et

mécaniques des tissus musculaires.

Parametres dimensionnels adimensionnels
Propriétés | 2.77 cm 2.4298
geéometrique
Propriétés Epse 53220 Pa 20000
mécaniques | Vmse 0 0

TAB. 6.3 Propriétés des tissus avoisinants de ’artere.

Le parametre E,,,. est le module de Young des tissus musculaires au repos tiré de
'ouvrage de Fung '8, Tout comme la paroi artérielle, on considére les tissus mus-
culaires comme isotropes et le module de Young constant. Ce dernier est adimen-

sionnalisé par rapport a la pression dynamique tel que définie dans la section 6.1.1.



€msc

tissu musculaire

paroi arterielle

|— zone de faiblesse —-| \

86

L L \
T Tint lumen
/
el
E\
EnO’IIL ]
Emin """""""""" E
| T
zl 6

Fic. 6.4 Géométrie et distribution de la rigidité dans la paroi artérielle.



87

La dimension e, a été choisie de fagon arbitraire et elle est adimensionnalisée par
rapport a l’épaisseur de la paroi artérielle. On utilise un matériau compressible dont
le coefficient de Poisson, v,,s., vaut zéro. Le lecteur peut se référer au tableau 6.1

pour connaitre la valeur des autres parametres de la figure 6.4.

Le fluide utilisé dans cette simulation est exactement le méme que celui utilisé & la

section 6.1.1.

En ce qui concerne les conditions frontieres, on ajoute a celles de ’artere isolée,
figure 6.3, ces conditions limites aux tissus musculaires. La figure 6.5 résume 1’en-

semble des conditions frontiéres appliquées aux trois sous-domaines, le fluide et le

solide.
u=0<¢=0
v=0n=0
=0 v=20
£=0 £=0
n = libre ~ / n= libre
u=20 u=20
=0 —
g=0 u=0 &= cont 2:8
n=libre | v=0 7= cont ///nthe
u=0 £ =cont
u=—8y>+2 v =0 7= cont u = libre
£=0 £=0
n = libre ] 7 = libre
u = libre £ =0
v=20 n=20

Fi1c. 6.5 Conditions frontiéres.

Aux extrémités du muscle, on utilise les mémes conditions limites que pour 1’artere.
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On applique un déplacement nul en £, tandis qu’on libere les déplacements en 7
pour permettre aux tissus de s’ajuster aux déplacements de la paroi artérielle. Ala
frontiere extérieure, on impose des déplacements nuls en £ et 7 pour simuler le com-
portement de la surface extérieure du muscle car ce dernier amortit les déplacements
subis par l'artére. La condition frontiere entre les deux sous-domaines solides cor-

respond a condition de continuité des déplacements et d’équilibre des forces.

6.1.4 Résultats : artére isolée vs artére avec tissus musculaires

La figure 6.6 illustre la géométrie non déformée de I’artére en lignes tiretées et sa
déformée en lignes pleines. On y présente également le maillage de ’avant dernier
cycle adaptatif dans la configuration déformée. Nous avons fait au total 12 cycles

adaptatifs pour en arriver & un maillage final de 76284 noeuds.

A titre de comparaison, on présente a la figure 6.7 la géométrie non déformée de
l’artere avec tissus musculaires en lignes tiretées et sa déformée en lignes pleines. On
y présente aussi le maillage du dernier cycle adaptatif, le 7¢, dans la configuration

déformeée.

Les deux maillages présentent essentiellement les mémes caractéristiques. Du pre-
mier coup d’oeil, on peut situer tres facilement les couches cisaillées dans l’écoule-
ment. Dans les deux cas, ces couches prennent naissance en amont et en aval de la
faiblesse. On remarque également beaucoup de raffinement a la sortie du domaine
fluide. Ce raffinement est probablement causé par la condition de Dirichlet nulle
en sortie sur la vitesse v appliquée a la sortie. Il aurait peut-étre été mieux d’appli-
quer une condition de force radiale nulle pour éviter ce type de raffinement. Dans
tous les cas, la perturbation engendrée dans 1’écoulement par la condition de sortie

n’a aucune influence sur ’écoulement amont car elle est confinée en sortie par le
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F1G. 6.6 Maillage et géométrie de I’artere isolée.

raffinement du maillage.

Ala figure 6.8, on compare les déplacements des surfaces extérieures et intérieures
(interface fluide-solide) pour les deux configurations de P’artére. En complément,
on présente également 1’évolution de l’épaisseur de la paroi artérielle dans le cas
de 'artere isolée et de celle avec tissus, voir figure 6.9. On ajoute sur cette figure

I’épaisseur de l'artére au repos, c’est-a-dire avant chargement.

On y remarque immédiatement la réduction d’amplitude du déplacement global
de la paroi artérielle causée par les tissus musculaires, voir figure 6.8. De plus, on
observe l'aplatissement de la zone de déplacement maximal causée par les tissus
musculaires. En amont et en aval de la faiblesse, la paroi artérielle dans le cas
de ’artere isolée subit un léger déplacement vers la bas. Cette variation locale du
déplacement est causée par la composante horizontale de la pression qui pousse sur
la partie inclinée de la paroi. Cette composante pousse vers la gauche en amont de

la faiblesse et vers la droite en aval de celle-ci. Sous cette contrainte de compression,
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F1G. 6.7 Maillage et géométrie de ’artere avec tissus musculaires.
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Fic. 6.8 Comparaison des déplacements : artere isolée vs avec tissus musculaires

la paroi se comporte de fagon similaire & une poutre en compression qui subit un
flambement. On remarque que la surface interne subit un plus grand déplacement
que celle de la surface externe. On en déduit que ’arteére isolée et avec tissus
diminuent d’épaisseur en se déformant, voir figure 6.9. Bien que le déplacement soit
beaucoup plus important dans le cas de I'artere isolée, le changement d’épaisseur
au centre (en z = 0) et aux extrémités est du méme ordre de grandeur pour les
deux cas. Ce comportement provient du caractére compressible du matériau qui
permet d’augmenter son volume au cours de sa déformation et ainsi conserver
I’épaisseur de la paroi. Toutefois, si on avait utilisé un matériau incompressible,
la paroi artérielle aurait été beaucoup plus mince dans le cas de ’artere isolée.
Lorsqu’on s’éloigne du centre de la faiblesse, la distribution d’épaisseur differe d’un
cas a 'autre. On remarque une augmentation plus rapide de ’épaisseur dans le cas

de l'artere isolée. De plus, la valeur de 1’épaisseur subit un brusque amincissement
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FiG. 6.9 Comparaison des épaisseurs : artere isolée vs avec tissus musculaires

pour ensuite augmenter & nouveau. Cette oscillation est fort probablement causée
par les fortes contraintes de tension-compression que subit l’artére isolée a cet
endroit. On observe également 'effet d’amortissement des tissus avoisinants sur
I’épaisseur de I’artere. Leur présence uniformise I’épaisseur de la paroi dans la zone
de faiblesse. L’épaisseur de la paroi artérielle n’est que trés peu influencée par la
présence des tissus avoisinants. Bien que nous observons des différences locales entre
les distributions d’épaisseur, il demeure évident que le changement d’épaisseur est
du méme ordre de grandeur. Somme toute, les tissus avoisinants ont une grande
influence sur la géométrie déformée de l’artére mais trés peu sur 1’épaisseur de

celle-ci dans le cas d’un matériau compressible.

La figure 6.10 illustre I’écoulement dans les deux cas. On y voit tres bien la zone

de recirculation causée par le déplacement de la paroi artérielle dans le cas de
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lartere isolée. On constate cependant l’absence totale de cette recirculation dans
le cas de lartére avec tissus musculaires. Taylor et al. */ mentionnent dans leur
travaux que la présence de zones de recirculation est un facteur de risque important
dans le développement de maladies comme I’athérosclérose. Cliniquement parlant,
le dépot de plaques est tres fréquent dans les artéres abdominales, coronariennes et
dans la carotide ol 'on rencontre des écoulements complexes. Ces écoulements se
manifestent au voisinage d’un embranchement, d’une bifurcation, d’un anévrisme
ou d’un gonflement. Il semble donc critique d’inclure les tissus avoisinants dans le
modele de ’artere car ils ont un effet important sur 1’écoulement, surtout lorsque

I'on s’attarde & ’étude des mécanismes déclencheurs de pathologies.

Malgré ’asymétrie de 1’écoulement, on remarque que le déplacement de la paroi
artérielle semble symétrique dans les deux cas simulés. En réalité, les déplacements
sont asymétriques a cause des forces visqueuses. Mais comme ces dernieres sont 5
ordres de grandeur inférieures a la pression hydrostatique, I’asymétrie est si petite

qu’elle n’est pas visible sur I'image.

Passons maintenant & ’analyse des contraintes dans la paroi artérielle pour les
deux cas. Puisque les contraintes sont représentées par un tenseur, il est difficile
visualiser les résultats obtenus. Pour mesurer 1’état des contraintes en un point,
nous avons choisi de prendre les valeurs des contraintes principales. Ces dernieres
expriment essentiellement les contraintes de tension (o;) et de compression (o3)
que subit un élément de structure infinitésimal orienté selon les axes principaux.

On les obtient a I'aide des équations suivantes :

mm+ rr zx — UYrr 2
N T

_ 2
0y = Uzm‘Z*‘O'rr _ \/(Ua;a: . Urr> + (0ar)? (6.11)
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b) Artére avec tissus musculaires

c) Artere isolée

d) Artére avec tissus musculaires

F1G. 6.10 Vecteurs vitesse et ligne de courant.
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La figure 6.11 illustre les iso-valeurs des contraintes principales, o1 et o2, pour les

deux cas d’artéres. On identifie par des fleches les endroits ol la paroi est la plus

T

a) Artere isolée : contrainte principale oy (01,,,, = 89912 Pa)

sollicitée.

—— e . =
! f

b) Artére avec tissus : contrainte principale oy (0y,,,, = 14520 Pa)

B N

c) Arteére isolée : contrainte principale o2 (02, = —73621 Pa)

min

d) Artére avec tissus : contrainte principale oy (09,,,, = —13329 Pa)

Fi1a. 6.11 Iso-valeurs des contraintes principales pour les deux cas d’arteres.

On remarque une réduction considérable des contraintes de tension lorsqu’on consi-
dére les tissus musculaires dans la simulation, voir figure 6.11a et 6.11b. Cette

réduction provient principalement d’une diminution de flexion de la paroi dans
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le cas de ’artére avec tissus comparativement a celui de l’artere isolée. On ob-
serve également une réduction considérable des contraintes de compression, voir
figure 6.11c et 6.11d. Par contre, on assiste & un déplacement important de la po-
sition du maximum des contraintes de compression d’'un cas & l’autre. Puisque la
flexion de la paroi est beaucoup plus faible, les contraintes de compression maxi-
males sont principalement engendrée par la pression interne sur la partie affaiblie

de la paroi.

Pour illustrer les déformations dans la paroi artérielle, on utilise les valeurs des
déformations principales. La déformation principale ¢; correspond a un étirement
de la structure tandis que €, correspond a un écrasement de la structure. On obtient

les déformations principales a ’aide des relations suivante :

€xg + €rp (fa:z - 67-1-)2 (6:1:7')2
— T rE T - 6.12
€1 5 + \/ 5 + 2 (6.12)
€xz + €pp <€m: - 67'7')2 (fmr)Q
= — e T = Nl

La figure 6.12 présente les iso-valeurs des déformations principales, ¢; et €3, pour

les deux cas d’artere. On identifie par des fleches ’endroit ou la paroi est la plus

déformée.

On observe plus d’un ordre de grandeur de différence entre 1’étirement maximum
que subit 'artere isolée et celle avec tissus, voir figure 6.12a et 6.12b. Dans le cas
de la déformation en compression, la différence est beaucoup moins importante
puisque le matériau utilisé est compressible, voir figure 6.12¢ et 6.12d. On peut
s’en convaincre en observant la différence d’épaisseur illustrée & la figure 6.9. Le
changement d’épaisseur entre l'arteére isolée et celle avec tissus musculaires est
presqu’identique dans la zone de faiblesse. Bien que ceci ne nous renseigne pas sur

le comportement de la valeur maximale de la déformation de compression dans la
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K A

a) Artere isolée : déformation principale € (e, ,, = 40.4%)

/ﬁ%

b) Artére avec tissus : déformation principale € (ey,,,, = 2.6%)
c) Artére isolée : déformation principale €3 (e2,,,, = —36.4%)
d) Artére avec tissus : déformation principale €, (e,,,, = —14.9%)

F1G. 6.12 Iso-valeurs des déformations principales pour les deux cas d’arteres.
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paroi, il nous fournit tout de méme des renseignement sur la déformation globale
de celle-ci. Le présence des tissus avoisinants n’a pratiquement aucune influence

sur le niveau de compression de l’artére dans la zone de la faiblesse.

En comparant deux & deux les sous-figures ( 6.11a et 6.12a, 6.11b et 6.12b, 6.11c
et 6.12c, 6.11d et 6.12d), on remarque un décalage entre la zone ou la paroi est
la plus sollicitée et celle ol se produit la déformation maximale. Ce décalage s’ex-
plique par la variation du module de Young dans la paroi artérielle. Pour per-
mettre un gonflement de 'artére, on spécifie un module de Young plus faible dans
la région centrale de la paroi artérielle. C’est donc la oll I’on s’attend a observer les
déformations principales maximales. Dans la partie saine de ’artere les contraintes
seront nécessairement plus élevées puisque le module de Young est & sa valeur
maximale. On s’attend donc a retrouver dans cette région les valeurs maximales
des contraintes principales. Dans le cas des contraintes et déformations en com-
pression (o) et €), figure 6.11a vs 6.12a et figure 6.11b vs 6.12b, on observe ce
léger décalage dans les deux cas. Celui-ci est encore plus significatif dans le cas de
l’artere isolée lorsque que 'on compare les contraintes principales, oy et €3, voir
figure 6.11c vs 6.12c. Cette remarque n’est plus valable pour le cas de ’artére avec
tissus avoisinants puisque les contraintes de compression causées par la flexion sont
devenues négligeables devant les contraintes engendrées par la pression hydrosta-

tique au voisinage de la portion affaiblie, voir figure 6.11d vs 6.12d.

Globalement, les tissus musculaires diminuent beaucoup le niveau des contraintes
principales et réduisent les déformations de fagon significative. L’influence des tissus

avoisinants ne peut donc pas étre négligée.
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6.2 Glaucome

La derniere application traite le cas d’une maladie de ’oeil appelée glaucome. La
forme la plus répandue de cette maladie est le glaucome & angle ouvert. Ce type
de glaucome est une dégradation du nerf optique & évolution lente causée par une
élévation de la pression intraoculaire. La perte de la vision associée au glaucome

est permanente.

L’humeur aqueuse, le liquide & l’intérieur du globe oculaire, est régulierement
évacué de l'oeil a travers un filtre, appelé le réseau trabéculaire situé pres de l'iris.
En cas de glaucome, ce filtre se bouche, I’humeur aqueuse s’accumule et provoque
une augmentation de pression a l'intérieur de I’oeil. Cette augmentation de pres-
sion comprime la base du nerf optique et endommage ses fibres nerveuses. Si la
pression demeure élevée, la base du nerf optique migrera vers 'extérieur de 1’oeil
provoquant un rétrécissement du champ de vision qui diminuera d’avantage avec

le temps, jusqu’a causer la cécité.

6.2.1 Description du probléme

Le probleme du glaucome a déja fait I’objet d’une étude numérique comme le
montre les travaux de Sigal et al. %, Nous avons principalement basé notre étude
sur celle de Sigal et al. %] pour tenter de reproduire leurs résultats. Nous avons
utilisé leur premier modele géométrique et effectué deux simulations numériques.
La premiére pour une valeur normale de la pression interne (15 mm Hg) et la
deuxieme pour une valeur extréme (50 mm Hg) correspondant & un oeil atteint de

glaucome.

Les caractéristiques géométriques et mécaniques du probleme sont tirés des travaux
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de Sigal et al. 3% et présentés & la figure 6.13 et au tableau 6.4.

La sclérotique est la principale structure du globe oculaire. Cette structure lui
donne sa forme sphérique. La rétine est un tissu mou qui capte la lumiere et la
transmet vers le nerf optique. Le passage de l‘information captée par la rétine se
fait de intérieur vers I’extérieur de 1’oeil a travers de la lamina cribrosa, une matrice
poreuse. Nous avons omit de modéliser I’ouverture & ’avant de 1’oeil correspondant

3 D'iris pour reproduire le modele géométrique utilisé par Sigal et al. 138,

Parametres dimensionnels adimensionnels
Tsel 12 mm 40
€sal 0.78 mm 2.6
€ret 0.24 mm 0.8
Tenl 0.76 mm 2.53
Propriétés 7Crbsy 0.05 mm 0.15
géomeétriques | rerbi,, 12.4 mm 41.33
Tcrblc(m) 12.7 mm 42.33
Tlegins) 0.9 mm 3
Tletens) 1.07 mm 3.56
€ 0.3 mm 1
E. 3 MPa 450
Ey. 0.3 MPa 45
E,e 0.06 MPa 9
Propriétés Eopt 0.06 MPa 9
mécaniques | Vsg 0.49 0.49
Vie 0.49 0.49
Vyet 0.49 0.49
Vopt 0.49 0.49

TAB. 6.4 Propriétés géométriques et mécaniques de l'oeil.

La sclérotique a un rayon de 7y, et une épaisseur constante de ezy. La rétine a une
épaisseur e,.; sur la majeur partie de sa surface et s’amincit progressivement pour
atteint une épaisseur nulle a 120° de ’axe de symétrie. Dans la zone du nerf optique,

la rétine prend une forme particuliére caractérisée par une bosse suivie d’un creux
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sclérotique
rétine

lamina cribrosa
nerf optique

________.::-- _______ T

voir ci-dessous

sclérotique
rétine
/ nerf optique
V4
/ rcrbyg

Irclrblc(int) TIC(C:”)

/

Plegny rcrblc(m)
Tenl
W
._l._._._._._L._._L\_._.V_ —
| —t— elc — ]

lamina cribrosa

F1c. 6.13 Géométrie de 1'oeil.
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qui coincide avec ’axe de symétrie. On appelle cette région la papille. La lamina
cribrosa est une structure poreuse ayant la forme d’un disque courbe d’une épaisseur
e;.- La face intérieure a un rayon de Tlegnyy €0 UL Tayon de courbure de rcrblc(m).
La face extérieure, quant a elle, a un rayon de Tlegay €6 UD Tayon de courbure de
rcrblc(m). Nous avons ajouté un arondi sur la structure de la sclérotique, rcrbse,
comme dans le modele de Sigal et al. [36], Finalement, Ten correspond au rayon du
canal sclérotique par lequel passe le nerf optique. Les parameétres E,y, Fj., E,e €t
E,,: sont respectivement les modules de Young de la sclérotique, la lamina cribrosa,
la rétine et le nerf optique. La méme notation s’applique aux coefficients de Poisson.
Mentionnons que le module de Young de la rétine et du nerf optique sont deux fois
plus élevés que ceux utilisés par Sigal et al. 6], Nous avons fait ce choix pour la
simple raison qu’il nous a été impossible de résoudre le probléme pour un module de
Young de 0.03 MPa & cause de probléemes de difficultés de convergence du solveur.

381 ce choix

Heureusement, selon une étude de sensibilité faite par Sigal et al.
n’a que tres peu d’influence sur les déformations de la lamina cribrosa. Donc, on
peut quand méme comparer nos résultats en ce qui concerne les déplacements de

la lamina cribrosa.

On considére qu’il n’y a aucune vitesse dans 'humeur aqueuse. On simule effet
de haute pression du glaucome en imposant une pression a la structure interne de
l’oeil par la méthode des réactions modifiées, telle que présentée a la section 6.1.2.
On retrouve les propriétés du fluide au tableau 6.5. Comme 1’écoulement est nul,

on peut alors choisir des valeurs adimensionnelles de p et u de fagon arbitraire.

Le parametre P,y est la pression normale & 'intérieur de 1’oeil que 1’on rencontre
chez un adulte. Elle varie entre 12 mmHg et 20 mmHg. La valeur que nous avons
choisi est de 15 mmHg. Dans le cas d’un glaucome, cette pression est beaucoup plus
élevée, de I'ordre de 50 mmHg. Deux simulations ont été faites pour comparer les

déformations dans la lamina cribrosa pour une pression normale et anormale. On
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Parametres dimensionnels adimensionnels
Pression (simul. 1) | Prorm 15 mmHg 0.3
intra-oculaire (simul. 2) | Puorm 50 mmHg 1
Propriétés de p 1
I’humeur aqueuse 7 1

TAB. 6.5 Valeur des parametres de I’humeur aqueuse.

s’intéresse également aux déplacements subit par la papille et la lamina cribrosa.

Pour les deux simulations, on utilise les valeurs adimensionnelles des propriétés de
la structure de 1’0eil et de 'humeur aqueuse présentées aux tableaux 6.4 et 6.5. Les

valeurs de référence utilisées pour adimensionnaliser les paramétres sont :

Lyef = €,=03mm (6.14)
Eref = Pinorm = 6665 Pa (6.15)
P = Punorm = 6665 Pa (6.16)

Comme nous n’avons aucune vitesse dans le fluide, il nous est impossible d’adi-
mensionnaliser la pression par rapport & la pression dynamique. On choisi alors
la pression hydrostatique comme pression de référence. Comme précédemment, on
adimensionnalise également le module de Young des différentes structures de 1’oeil

par rapport a la pression hydrostatique.

Il ne reste qu’a appliquer les conditions frontieres sur chacun des sous-domaines
de calcul. La figure 6.14 illustre toutes les condition frontieres qui s’appliquent
au sous-domaine fluide (humeur aqueuse) et aux quatres sous-domaines solides (la

sclérotique, la rétine, la lamina cribrosa et le nerf optique).
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& = libre
n = libre

¢ = cont
7 = cont
.8 axe de symétrie __LL!E: L
\5 — libre ¢ = libre Voir ci-dessous
n=0 n=0
¢ = cont
1 = cont ¢ = libre
1 = libre
& = libre
n = libre
& = cont
7 = cont
¢ = cont
/ 7 = cont
¢ = cont ¢ = libre 7]
n = cont n = libre

Fi1G. 6.14 Conditions frontiéres.
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Nous avons bloqué les déplacements en ¢ et laissé libre les déplacements en 7 sur une
toute petite portion de frontiére a l'avant de 'oeil. Cette condition est nécessaire
pour éliminer la translation de corps rigide. On permet a toutes les autres frontieres
externes de l’oeil de se déplacer librement en appliquant £ = n = libre. Nous avons
appliqué une condition de symétrie en bloquant tous les déplacements en 7 et en
appliquant une condition lzbre en £ sur les frontieres qui coincident avec l'axe de
symétrie. Pour toutes les autres frontieres, on applique une condition cont. Cette
condition signifie la continuité des déplacements et des forces. Il faut noter que
nous avons imposé une vitesse nulle sur toutes les frontieres. Nous avons omis de

I'indiquer pour alléger les figures.

6.2.2 Résultats

La figure 6.15 et 6.16 montrent le maillage obtenu pour les simulations a des pres-

sions occulaires de 15 mmHg et 50 mmHg.

On remarque immédiatement le raffinement uniforme sur I’arrondi de la sclérotique
et a la jonction de la lamina cribrosa, de la sclérotique et du nerf optique, voir la
figure 6.13 pour terminologie. Ce raffinement est volontaire de notre part et aide
a la convergence du solveur. La présence de singularités causées par la géométrie
pointue de certaines zones provoque des instabilités dans la résolution. Le seul
moyen que nous avons trouvé pour adoucir ces singularités était d’éviter de mailler

les régions concernées avec de trés petits éléments.

Sous ’action de la pression interne, toute la structure de l’ceil se déforme. Notre
étude se concentre essentiellement sur les déplacements et déformations de la papille
et de la lamina cribrosa. Sigal et al. % fournissent des mesures expérimentales du

déplacement de la papille et de la lamina cribrosa.
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Maillage complet (24044 noeuds).

Maillage dans la région de la lamina cribrosa.

Fic. 6.15 Maillages de I’oeil pour une pression interne de 15 mmHg.
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Maillage complet (15192 noeuds).

Maillage dans la région de la lamina cribrosa.

oeil pour une pression interne de 50 mmHg.

F1G. 6.16 Maillages de I’
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La figure 6.17 illustre bien les déplacements de la structure de I’oeil. On montre les
déplacements obtenus pour une pression anormale de 50 mmHg. La figure en lignes
pleines correspond a la configuration déformée tandis que celle en lignes tiretées

correspond a la configuration non déformée.

Déformations vraies Déformations exagérées (6x)

FiG. 6.17 Déformations vraies et amplifiées.

La différence entre les déplacements pour une pression de 15 mmHg et ceux résultant
d’une pression de 50 mmHg est faible. Une fois qu’on a attaché ’oeil en £ & ’avant,
voir figure 6.14, la lamina cribosa se déplace vers la droite de 0.26 mm. Pour nous
permettre de comparer les deux ensembles de déplacements, il a fallu recentrer les
résultats sur une origine géométrique commune comme ’on fait Sigal et al. (36l
La premiere origine commune se situe a la surface de la rétine & 5° de 'axe de
symétrie, voir figure 6.18. Cette origine est utilisée pour comparer les déplacements
de la papille dans le cas d’une pression de 15 mmHg et 50 mmHg. La deuxieme
origine se situe sur la face interne du disque de la lamina cribrosa a la jonction de

la sclérotique, voir figure 6.18. Cette second origine est utilisée afin de comparer

les déplacements de la lamina cribrosa.
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Point de référence
pour la lamina cribrosa

Point de référence
pour la papille =~

F1G. 6.18 Croquis de la position du point de référence pour la mise a zéro.

On compare a la figure 6.19 le déplacement relatif de la papille lorsque que la
pression passe de 15 mmHg & 50 mmHg avec les résultats obtenus par Sigal et

(36]

al. et des données expérimentales. Les déplacements sont tracés en millimetres

en fonction de la position verticale & partir de 'axe de symétrie.

Les résultats obtenus concernant le déplacement relatif de la papille sont quelque
peu différents. Le déplacement relatif sur I’axe de symétrie que nous avons obtenu
est de 0.027 mm comparativement a environ 0.029 mm. De plus, le déplacement
relatif maximum que nous avons obtenu est de 0.035 mm comparativement a en-
viron 0.037 mm. Cette différence provient du fait que le module de Young de la
rétine que nous avons utilisé est deux fois plus élevé que ceux de Sigal et al. (3],

Le déplacement est donc nécessairement plus petit. Par contre 1’allure de la courbe

est trés similaire & celle qu’ils ont obtenue.

A la figure 6.20 on compare cette fois les déplacements de la lamina cribrosa lorsque

la pression interne passe de 15 mmHg & 50 mmHg.

Sur cette figure, on remarque que l’origine commune des résultats de Sigal et al. (36]

ne coincide pas avec la notre. Cette déviation est soit causée par une mauvaise
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Fic. 6.19 Déplacements relatifs de la papille pour une pression interne qui passe
de 15 mmHg & 50 mmHg.

interprétation de notre part ou par une irrégularité dans leurs résultats. Nous avons
tout de méme pu comparer les résultats que nous avons obtenus avec les leurs. Il a
seulement suffit de décaler la courbe qu’ils ont obtenue pour faire correspondre leur
mesure la plus éloignée de I’axe de symétrie avec la mesure que nous avons fait a
cette méme position. On utilise cette position comme référence. Cette procédure ne
change en rien la justesse de la comparaison puisqu’il s’agit de déplacement relatif.
On remarque une différence considérable entre les déplacements que nous avons
obtenus et ceux de Sigal et al. %), Nous avons obtenu un déplacement maximum
de 0.0167 mm comparativement & environ 0.0204 mm. Par contre, l'allure de la
courbe est trés semblable. Ce résultat semble surprenant puisque dans le cas de la
papille, les courbes sont beaucoup plus similaires. Il faudrait sans aucun doute avoir

acces a des données expérimentales de ce déplacement pour valider nos résultats et
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F1c. 6.20 Déplacements relatifs de la lamina cribrosa pour une pression interne qui
passe de 15 mmHg & 50 mmHg.

ceux de Sigal et al.

Le dernier élément de comparaison est la distribution des déformations principales.
La figure 6.21 présente la premieére déformation principale dans la région de la

361 On exprime la,

lamina cribrosa. Pour notre simulation et celle de Sigal et al. |
premiere déformation principale 4 l'aide de ’expression 6.12. Bien que la qualité
de la figure 6.21a soit trés moyenne, on peut tout de méme comparer les iso-
valeurs des déformations principales que nous avons obtenues avec celles de Sigal
et al. 3%, En fait, la convergence de la simulation pour une pression de 50 mmHg
a été impossible pour des maillages plus raffinés que celui de la figure 6.16. Il a
donc fallu se contenter de ce maillage de 15192 noeuds pour faire 'analyse des

résultats. De plus, on notera que la déformation est une quantité discontinue car

on 'obtient en évaluant les dérivées des déplacements. C’est pour ces raisons que les



112

iso-valeurs des déformations principales sont trés discontinues. On observe tout de
méme une similarité dans ’évolution des maximums et minimums des déformations
principales dans la papille, le nerf optique, la lamina cribrosa et la sclérotique.
Nous avons un maximum local de déformation dans la région de la papille tout
prés de la lamina cribrosa d’une valeur de 6%, voir figure 6.21a. Sigal et al. [3% on
obtenu une valeur similaire, voir figure 6.21b. De méme que pour la déformation
du nerf optique ol encore une fois, nous avons obtenu une déformation de 1.7%,
une déformation similaire 3 celle obtenue par Sigal et al. %], De plus, Sigal et al.B
ont évalué la moyenne des déformations principales dans la lamina cribrosa & 4.1%

comparativement 3 grossiérement 3.8% pour nous.
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CONCLUSION

L’objectif premier de ce mémoire, qui était d’étendre au cas axisymétrique le code
de simulation d’interactions fluide-structure 2D, a été atteint. Nous avons tout
d’abord développé les équations d’élasticité en grand déplacement dans un repere
axisymétrique que nous avons par la suite implémentées dans le code d’éléments
finis. La stratégie de résolution que nous avons utilisée pour le couplage fort reposait
essentiellement sur l'utilisation du pseudo-solide pour générer la déformation du
domaine fluide induite par les déplacements de la structure et de la méthode des
réactions implicites & ’aide d’un élément d’interface. Nous en avons développé une
variante, appelée méthode des réactions modifiées, qui s’est avérée indispensable
pour résoudre avec succes les cas d’application auxquels nous avons fait face. Cette
stratégie nous a permis de coupler implicitement tous les degrés de liberté impliqués

dans la résolution.

L’'implémentation des équations a été vérifiée a l'aide de la méthode des solu-
tions manufacturées. Pour y arriver, nous avons tout d’abord élaboré une démarche
générale pour développer une famille de solution non triviale aux équations d’inter-
actions fluide-structure dans un repére axisymétrique. Ensuite, nous avons effectué
une étude de raffinement adaptatif du maillage qui ont confirmé I'implémentation
correcte des éléments finis. Ces calculs ont mis en évidence I’exactitude asympto-
tique de 'estimateur d’erreur pour ’écoulement et la structure. Nous avons observé
un taux de convergence par rapport a la taille du maillage en accord avec la théorie.

Ainsi, nous avons pu aborder en tout confiance les divers cas d’application.

Les deux premiers cas d’application concernaient un écoulement sanguin dans
Partere abdominale présentant une section affaiblie. Ces deux simulations avaient

pour but de mesurer 'effet des tissus avoisinants sur le comportement de la paroi
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artérielle et de ’écoulement sanguin. On a pu observer que les tissus avoisinants
ont un effet d’amortissement trés important sur le déplacement de la paroi et la
géométrie de celle-ci dans la configuration déformée. Ils ont aussi un impact ma-
jeur sur les contraintes et déformations dans la paroi artérielle. On a pu également
constater la présence de zone de recirculation dans le cas isolée et son absence

lorsque ’on tient compte des tissus avoisinants.

Le dernier cas d’application se penchait sur une maladie oculaire appelée glaucome.
Nous avons utilisé les travaux de Sigal et al. *% pour construire un modele simplifié
mais tout de méme réaliste de I’oeil. L’objectif de cette simulation était de comparer
les prédictions de notre méthode adaptative aux prédictions et mesures de Sigal et
al. B8, Nous avons pu observer une concordance appréciable entre nos résultats et

ceux de Sigal et al. 138,

La voie a suivre quant au développement futur du code de calcul actuel serait
dans la direction du transitoire en interactions fluide-structure. Ce module permet-
trait de simuler avec beaucoup plus de réalisme des écoulements sanguin dans des
artéres, un phénomene intrinsequement instationnaire. De plus, le développement
d’un solveur 3D nous permettrait d’élargir notre champ d’application de fagon si-
gnificative dans un domaine en pleine croissance tel que 'ingénierie appliquée aux

sciences biomédicales.
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ANNEXE I

OPERATEURS DIFFERENTIELS EN COORDONNEES
CYLINDRIQUES

Dans cette annaexe, on présente les espressions de quelques opérateurs différentiels
utiles. On retrouve ces opérateurs dans les équations de navier-Stokes et les équations

de V'élasticité.

D’entré de jeu, on définit s comme étant un scalaire, u comme étant un vecteur et

F comme étant un tenseur :

Uy me Fa;r F:z:9
U= u, ﬁ = F'rm Frr Fre (I]')
Ug For For Fpo

En utilisant ces éléments, on peut écrire entre autres les opérations différentielles

suivantes :

- 95
oz
0s

Vs = o (I.2)
10s
L r 86 |

= Oug + 12(
T8 r Or

1 a’lLQ

: el I.
V-u 50 (L.3)

TUp) +



or 00
Vxu= 10u, _Oug
r 00 oz
Ou, _ Ouy
| oz or i
[ Ou, Ou, l@um 1
or Or r 00
Vi = ou, Ou, laur g
oxr oOr r 06 T
Oug Ouy laug N U
L 0z Or 1r 00 r
[ 0Fy,; 10 10F
gz T rarEe) D5
= 8Fm 1 6 1 aF,,-o Fog
V. F= il - _ Tee
oz T Or (rFer) + r 00 T
3Fgm 10 2 1 aFB@
| o Tt i

[ 1 (0(rug)  Ou,
r

!

J
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(L4)

(L5)

Considérons maintenant deux vecteurs u et v et deux tenseurs F et G. On peut

procéder a diverses opérations telles que :

~ le produit scalaire entre deux vecteurs :

3
u-v= Zuivi
=1

— le produit interne ou double contraction de deux tenseurs :

o 3 3
F:G=) ) F;Gj

i=1j=1

— le produit vectoriel d’un vecteur avec un tenseur :

_ 3
v-F=u telque u;=> vTy
i=1



|

3
v=u telque u;=)» vTy
=1

123

(L.10)
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ANNEXE II

DETAILS DES TERMES SOURCES UTILISES POUR SATISFAIRE
LES EQUATIONS POUR LE FLUIDE ET LE SOLIDE

Dans cette annexe, on presente tous les termes contenu dans les expressions des
termes sources nécessaire pour satisfaire les équation qu régissent la partie fluide
et la partie solide. Il faut spécifier des le début que P'indice ,z et ,r correspond &

la dérivée de la quantit. qui le porte par rapport & x et & r respectivement.
Termes sources pour le fluide

On rappel l’expression des termes sources pour le fluide :

ou ou 0
[ = f f D
fe = pf(“faz T 6r>+ o

Ouy  10u;  B%uy Ousduy Ous (Buy = Ovy
(ax2 i T ) e o \or Taw) WY

aQ’Uf 16’Uf 62’Uf vr Buf 8’U,f 8’Uf
- ”f<ax2 e "o ") " \ar e

Oy Ovy
2 2 2 (IL2)

On définit et développe chacun des termes présents dans les expression des termes
sources :

— Dérivées du champ de vitesses :

— = 6rhsin(2rz)7 — 4[1 + h(l - cos(27r:v))]hsin(27rm)7r (IL.3)



%L—Tf = 3+ 3h(1 - cos(27rx)) —4r
0%uy 2 2 2 2
52 127 cos(2nz)m* — 8h* sin’(27x)7
- 8[1 + h(l - cos(Zm:))]hcos(.‘27m:)7r2
32u,«
orz -4
% = 4rh®sin®(2nz)n?
+ 4r [1 + h(l - cos(27ra:)) - r]hcos(?w:v)w2
6’Uf .
o = 2[1 + h(l - cos(27ra:)) — ZT]hSIIl(Qﬂ':E)'ﬂ'
0%vy 2 3
Froii 24rh® sin(2nz) cos(2mx)m
- 8r [1 + h(l — cos(27ra:)) - 7"]h,sin(27r31:)7r3
+ 4[1 + h(l - cos(27rx)) - 27‘]]7,003(27r:1:)7r2
2
68:; = —4hsin(27rz)7
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(IL4)

(IL5)

(IL6)

(IL.7)

(IL.8)

(IL9)

(IL.10)

On explicite les relations qui définissent la distribution de viscosité et de pression

et leurs dérivées :

Senr — Sy
—Bn2 — Cnyn, + Angn, + Bn?
—ASn; — BSyn,. + BS;n; + CS;n,
—Bn2 — Cngn, + Angn, + Bn?

pe =

py =

1
(—BnZ — Cnyn, + An,n, + Bn?.)2

'uf,a; -

(IL11)

(11.12)

[ ((—Bni — Cngn, + Angn, + an)(Sm,wn, + Sany p — Spg — Srnz,z)>

— ((Smnr - Srngﬂ)(—B,mng — Cng zny + Angn, , + B,mnf

—Bnm,mnz - C,mnmnr + A,mnmnr + annr,m
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-Bngn; ; — Cngn, , + +Ang ,n, + Bnmn,)> ] (I1.13)

p, = 0 (IL.14)
1
(= BnZ — Cnyn, + Angn, + Bn,?)2

[ ((—Bni — Cngny + Angn, + Bn?)
(=S, A ng — S Byn, + S, .Bng + S, ,Cny
~S,An, , — 5,Bn, ,S5,B ;n; + S;C 0,
5, ;AN — Sy By + SoBny,  + Smcm,x))
- ((—STAnm _ §,Bn, + S;Bn, + S,Cn,)
(—-B,zni — Cng zne + Angny ; + B,znf
—Bng ;ng — Cangne + A gngn,y + Bngn, ,
-Bngn; , — Cngny » + +Ang ne + Bnr,mn,.)) ] (IL.15)
pr, = 0 (I1.16)

— Termes associés au champ de vitesses :

A = 6(% (IL.17)
A, = %2;‘2” (IL.18)
B - (%Jr%) (IL19)
B, = (%Jr%) (I1.20)
C = % (IL21)
C, = g:;; (I1.22)

— Dérivées du champ de vitesses :



Bu f
Ox
ou f
or
6211, i
oroz
62U f
0x?

Bv b
oz

Bv f
or
82’!} Fi
Ooroz

32’Uf
0x2

+ o+

6rp hsin(2rz)m — 4[1 + h(l - cos(27r:z))] hsin(27z)w
3+ 3h(1 - cos(27rx)) — 4ry

3hsin(2rz)2m — 47y, ,

67, Lhsin(2rz)m + 127y, h cos(2mz)m?

8[1 + h(l - cos(27z‘:1:))]hcos(27ras)7r2 — 8h?sin®(2nx)m?
4ry, h? sin® (27 x) 7w’

4ry, [1 + h(l - cos(27ra:)) - rll]hcos(27r:n)7r2

2[1 + h(l - cos(27rm)) — QTII]hS'lIl(Zﬂ':E)Tr

4[1 + h(l — cos(27ra:)) - 2r11]hcos(27rm)7r2

2(2h sin(2rx)m — 2ry, ,m)hsin(Zm;)W

4ry, ’$h2 sin?(2nz)7? + 167y, h? sin(277) cos(2nz) 7w
A, , [1 + h(l - cos(27r:n)) - rh] h cos(2mz)n?

dry, [Qh sin(2rz)m — rpy ,x] hcos(2mz)n?

&y, [1 + h(l - cos(27rac)) — Th]hsin(27ras)7r3

— Equation de D'interface dans la configuration déformée et sa dérivée :

rp =1+ h(l - cos(27rx))

TL , = 2hsin(2rz)m

— Expressions des normales et leurs dérivées :

ng = —2hsin(2rz)7
Ngs = —4hcos(2rz)n?
n, = 1
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(I1.23)

(I1.24)

(I1.25)

(I1.26)

(I1.27)

(I1.28)

(I1.29)

(I1.30)

(IL.31)
(I1.32)

(I1.33)
(IL.34)
(I1.35)



e = 0

— Termes associés au champ de déplacements :

= Oc,Ng + Tc,, N
= Ucw’znm + oc,, ,mln‘r + 0c,, Ny + o, N ¢
= O¢pNg T Oc,, T

= Otrnglo + Ocpp oTir + 0crsNa e + Ocrn T o

- Composantes du tenseur de Cauchy, @, et ses dérivées :

O.Gra: xz

¥

I Il + + +
Nl S

+ o+ 4

[~

[me (O'kaa:z + o'kmF:zr) + Fyy (O'kszm + UkMFa:r)]

[

Fpr (Ukw’msz + ka,’mFmr + Ukzszm,m + O'kmFmr,m)
me,z(akzzez + Okyy Fz'r)

FzT(Ukrm,msz + Ukm,zFx'r + UkmFma:,a: + UkMFmr,m)
Fzr,m(o'kszz + Oky, Fior) ]

[an:(o'kmFm: + Ukamr) + Fmr(akmme + o'kMFm'r)]

For (O'kmFrm + UkmrF'rr) + Fyr (UkmFrm + UkMFrr)]

—_— — N

Fm(Ukw,mFm + Ok g Frr + Ok Frap + Ok Frr )
Fro 0(Okeo Fro + Oty Frr)

For (Ukm-,mFm + Ukrr,xFTT + OkpoFroz + Ok Frr )
Fir o(0kyo Fra + Ok, Frr) ]

Ja
J_’Q [Fa:m(o'kuFm + O'kMF'r'r) + Fxr(akmFr:x + O'kMFrr)]

1

J
1

J

[Frz (o'kMFma: + UkMFm'r) + Fr'r (Ukmme + O'IcMFmr) ]

[Frz(o'km’mme + o'km’mFa:r + Ukszz,a; + UkmFm'r,m)
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(I1.36)

(11.37)
(I1.38)
(I1.39)
(I1.40)

(IL.41)

(11.42)

(IL.43)

(I1.44)

(I1.45)



r

00,-7- €

¥

+ o+ o+

J

J

Frm,x (Ukm. Fpr + Okyr Fm'r)
Frr(o'km,mFa:w + Okyp ,mFm'r + kame,m + Uk"Fm'r,m)

Frr,a:(o'kmme + O'kMFzr) ]
J

7,2{ [Fra:(o'kszm + UkmFmr) + Fr'r(o'kszz + UkMer)]

1
[Frm (UkzzFrz + O'kmFrr) + Frr (UkmFra; + O'km-Frr) ]

1
[ F”'m (Ukzm ,mF"'z + Okgr ,J:FTT + Okos FT-’L‘,:J: + Ok, Frr,m)

Fr:z,a; (Ukw Frm + Okyr F'rr)
Frr(akm’zFrz + Ukm,wFr'r + O'kmFm,m + o'kMFrr,m)

Frr,z(o'kmFrm + O'kMFrr) ]

Jz
ﬁ [Fra;(o'kuFrm + Ukarr) + Frr(o'kmFrm + Uk”F'r'r)]

— Composantes du tenseur de Piola-Kirchoff, &, et ses dérivées :

Ot = Atr(E) + phsFao
Okuwp = T(ﬁ) + psFBer o
Oty = Notr(E) + s Eor
Obog = MtT(E), + tsEory

Oty = Atr(E) + s Brg
Okra g = /\str(ﬁlm + psErs o
Ot = Atr(E) + psEpr
= \tr(E), + B

Okrr 2

— Expression du Jacobien et de sa dérivée :

F99 (Fzrz:Frr - Fa:rFrm)
Fye (me,mFrr - F:z:r,mFr:v + Fa:mFrr,z - FmrFr:t,z)
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(I1.46)

(11.47)

(I1.48)

(11.49)
11.50)
I1.51)
11.52)

11.54)

(
(
(
(I.53)
(
(I11.55)
(

I1.56)

(IL57)
(IL.58)
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+ FBB,m (meFrr - FmrFr:z:) (1159)

— Composantes de la matrice de passage, F, et ses dérivées :

Fro = 14 ha (IL60)
Frog = Pozg (I11.61)
F, = hy, (IL.62)
Fay = b (1L63)
Frp = hu (IL.64)
Frop = oo (11.65)
For = 1+4hy, (I1.66)
Fos = hira (1L67)
Foo = 1+ he (I1.68)
Fooo = hoos (11.69)

— Propriétés physiques du solide :

_ = Bv ___ _ (997
E=2 — As = (1+v)(1-2v) :0'227 (II70)
V= 01 /‘LS = ———2(121/) = 090

— Opérateur trace sur le tenseur des déformations de Green-Lagrange, ﬁ, et sa

dérivée :

tr(E) = Eop+ Err + Epp (I1.71)
tr(E), = Frog+ Erry+ Eoos (IL.72)

— Composantes du tenseur des déformations de Green-Lagrange, h, et ses dérivées :

1 1



E¢g »

— Composantes du tenseur gradient des déformations, h, et ses dérivées :

NI NP PN 2NIRPRNN PPN RN -

o€ _
or

2
85___0

or?
9 _
or
0%¢

on

o=
0%n

ordx

(Pazc + hazyo) + Pazhaz o + hrohrs o

1
hm' + hmr) + '2' (hxzhwr + hrzhr'r)

(h09,m + h90,m) + hoohog &

0

!
1
=0

2(2 — rg,)hsin(2rz)m

Tn = 2ry, Jhsin(2rz)m +4(2 - r1,) hcos(2mx)m?

—h(l - cos(27r:r))

= —2hsin(27rz)7
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(I1.74)

(I1.75)

(IL.76)

(IL77)

(I1.78)
(IL.79)
(I1.80)
(11.81)

(11.82)

(1L.83)
(I1.84)
(I11.85)
(I1.86)
(11.87)
(11.88)
(11.89)

(11.90)
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2 —rp)h{1l —cos(2rx
heo = 2= ( ) ( ( )) (IL.91)
T T1,
— TN 1 .
hoor = U__;"L = —2—[ Tl (2(2 — r1,)hsin(2rx)T
T A

- rlo,mh(l - cos(27r:c)))

- (2 = rp)R(1 — cos(2nz))ry, ] (I1.92)

— Equation de l'interface dans la configuration non déformée et sa dérivée :

T = 1 (1193)
Ty g =0 (I1.94)

bl

Termes sources pour le solide

On rappel les expressions des termes sources pour le solide :

aO'l [o}] 60'1
S — —_ L T 21 II. 5
fz ( ox + T + or ) (11.95)
60'1 60’; Oler — Olgg
s _ rz rr i I1.96
Jr ( oz + or + T ( )

On définit et développe chacun des termes présents dans les expression des termes
sources :

-~ Composantes du tenseur de Piola-Lagrange, &, et ses dérivées :

Ulmm & = me,a}akmz + Fmr,zakr:c + F:z;a:akzm s + Fmro-er i (II.97)
Ol = Fpeon,, + Fpeon,, (11.98)
O'lm'r,r == Fzm,’rgkm'r + Fm’l‘,'rgkrr + Fz.’l}ak,”",,. + ero'kr,r , (11.99)

Olps z Frm,mgku + Frr,mo'km + F,,.mO'kN & + .1‘7:,-,,-0']%%’z (II].OO)
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gy, Frmgkm -+ FrrUkM (11101)
alrr,'r‘ = F”'xy"'akmr + FTTyTUkrr + FT$Ukmr ,T + F”""Ukrr ,r (11102)
Olpg = Fgga'kengg (11103)

— Composantes de la matrice de passage, F, et ses dérivées :

Foo = 1+hgy (11.104)
Frog = hPosg (IL.105)
Feoy = haoy (I1.106)
For = hg (IL107)
Forp = hora (IL.108)
Fop = horg (IL.109)
Fro = hug (I1.110)
e = Mg (IL111)
oy = Prog (IL112)
Frp = 1+hy (IL113)
Frg = Py (IL114)
Frp = hepp (IL115)
Foog = 1+ hg (IL116)

— Composantes du tenseur de Piola-Kirchoff, &y, et ses dérivées :

Ote = Astr(E) + ptsFos (I1.117)
Otrng = Atr(E), + peEor s (IL.118)
Oty = Mtr(E) + iy By (IL.119)
Okery = Atr(E), + p1sFor (IL.120)



Ok, = /\str(ﬁ)—i-usEm
Okpo g = /\str(ﬁ)’mﬂ-usEm’x
Oty = Atr(E) + psErr

Oty = Atr(E), + ptaErr,

Okgg = /\stT(ﬁ)+/LsE99

— Propriétés physiques du solide :

E=2

_— Ev — Bl
M= i = 0227

v=0.1 s = so— = 0.90

s T 2(14v)

(I1.126)

— Opérateur trace sur le tenseur des déformations de Green-Lagrange, ﬁ, et sa

dérivée :

tT(ﬁ) = Emz +E. + Epg

o~
-~

—_
&=

SN’
I

Emm,m + Err,m + E09,a;

(11.127)
(I1.128)

— Composantes du tenseur des déformations de Green-Lagrange, h, et ses dérivées :

Egq
Emm T
Eqr

Em ]

(hae + hos) + 5 (haohes + hoghre)
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— Composantes du tenseur gradient des déformations, h, et ses dérivées :
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