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RESUME

La construction de quarts de travail & I’aide de la programmation mathématique
a débuté il y a déja un demi siecle par 'avénement de article de Dantzig (1954).
L’objet principal de son modéle est de minimiser le coiit associé a Pensemble des em-
ployés sous certaines contraintes assurant qu’il y est assez d’employés pour satisfaire
la demande de toute la clientele. Cette formulation représente explicitement chaque
quart de travail par une variable de décision. De ce fait, le nombre de variables aug-
mente rapidement avec la flexibilité de I'environnement de travail et par conséquent,

la durée de résolution du probleme devient de plus en plus longue.

Afin de contourner cette augmentation du nombre de variables tout en permettant
une grande flexibilité, les chercheurs ont considéré des modeles pour lesquels la flexi-
bilité n’apparait pas explicitement dans les variables, mais elle est plutét cachée
implicitement dans les contraintes et/ou la fonction objectif. Ce genre de modeles est

connu sous le nom de modéles implicites.

Bechtold et Jacobs (1990) ont introduit un modele implicite ou I'innovation cruciale
est de représenter par une seule variable, sous le nom de type de quart de travasl, tous
les quarts de travail qui ont le méme début, la méme durée et dont la pause commence
dans un méme intervalle de temps appelé fenéire de pauses. Ils utilisent aussi une
variable par pause. Cette utilisation de deux types de variables représentant chacune
une partie de I'information nécessite beaucoup moins de variables que d’énumérer
explicitement tous les quarts. Afin que chaque quart de travail recoive une et une
seule pause prise dans la fenétre de pause associée a son type de quart de travail,
Bechtold et Jacobs ont eu recours a des contraintes additionnelles dites contraintes

forward, contraintes backward et une contrainte particuliere dite d’égalité. Pour que
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cette formulation soit valide, certaines restrictions ont été imposées, notamment ['hy-
pothése d’absence d’extra-chevauchement : aucune fenétre de pauses n’est strictement
incluse dans une autre fenétre de pauses d’un autre type de quart de travail et ayant

les périodes de début et de fin distinctes de celles de la plus grande fenétre de pauses.

Depuis 'apparition du travail de Bechtold et Jacobs (1990) plusieurs extensions ont
été faites. Cependant aucune, a notre connaissance, n’a levé I’hypothese selon laquelle
il ne doit y avoir aucun extra-chevauchement. L’objectif principal de ce mémoire
est d’étendre le modéle de Bechtold et Jacobs (1990) aux cas ot il y a des exlra-
chevauchements. Le deuxieéme chapitre est le coeur de ce mémoire ; tous nos résultats

originaux y sont regroupés. On peut les résumer dans les trois points suivants :

1. Extension du modele de Bechtold et Jacobs (1990) aux cas ou il y a présence
d’extra-chevauchements et cela en ajoutant des contraintes (qu’on a appelé

contraintes d’intervalles) & celles figurant dans le modele de Bechtold et Jacobs

(1990).

2. Preuve que notre extension est minimale. On a démontré qu’aucune de nos

contraintes d’intervalles n’est redondante.

3. Un examen tres fin des contraintes forward et backward de Bechtold-Jacobs
(1990) nous a révélé que certaines d’entres elles sont redondantes dans le cas
d’absence d’extra-chevauchement! Autrement dit : nous avons prouvé que le
modele de Bechtold-Jacobs (1990) n’est pas minimal et nous avons clairement

identifié les contraintes forward et backward redondantes.

Le troisieme chapitre est consacré a quelques expérimentations numeériques et le pre-

mier chapitre a une revue de la littérature sur le sujet.
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ABSTRACT

Shift scheduling based on mathematical programming goes back to a half century ago
by the appearance of Dantzig’s (1954) paper. The main purpose of his model is to
minimize the cost associated to all employees under some constraints ensuring that
there are enough employees to satisfy customer demand. This formulation represents
each shift by a decision variable. Hence, the number of variables number increases
quickly with the flexibility of the environment and therefore the solution time too.
In order to avoid the growth of the variables number and to keep enough flexibility
the authors consider models for which flexibility does not appear in the variables but
is implicitly hidden in the constraints and/or the objective function. This kind of

models are known as tmplicit models.

Bechtold and Jacobs (1990) have introduced an implicit model where the crucial
innovation is that they represent by only one variable all shifts having the same
start time and same length and whose breaks start in the same prescribed interval
of time called break windows. They denote the set of these shifts as shift-type. They
also use a variable for each break. This consideration of two kinds of variables,
each one representing a part of the information, requires much less variables than
explicit enumeration of all shifts. In order to associate to each shift a unique break,
some additional constraints are considered. Namely, forward constraints, backward
constraints and a particular constraint named the equality constraint. In order to
make valid this implicit formulation, some restrictions were imposed, in particular
the hypothesis according to which there is no extraordinary overlap in the sense that
there is no break window contained as a subset in a larger break window such that its

first and last period are different from those of the larger window.

Since the appearance of the work of Bechtold and Jacobs (1990) several extensions
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have been done. However, to the best of our knowledge, none of them concerns the
relaxation of the hypothesis according to which there is no extraordinary overlap.
The main purpose of this thesis is to extend the Bechtold and Jacobs (1990) model to
the case where there is ertraordinary overlap by adding some constraints (we called,

interval constraints) to those of Bechtold and Jacobs (1990).

The first chapter is dedicated to the literature review on the subject. The second
chapter is the heart of this thesis; all our original results are collected there. One can

summarize them in the following three points:

1. Extension of Bechtold and Jacobs’ (1990) model to the cases where there is
extraordinary overlap. This was done by adding some constraints (we called

interval constraints) to those in the Bechtold and Jacobs’ (1990) model.

2. Proof that our extension is minimal. We have proved that none of our con-

straints is redundant.

3. A close examination of the Bechtold and Jacobs (1990) forward and backward
constraints reveals that some of them are redundant in the case where there
is no extraordinary overlap! In other words: we have proved that Bechtold
and Jacobs’ (1990) model s not minimal and we have clearly identified the

redundant forward and backward constraints.

Some numerical experimentation is done in chapter three. Chapter one contains the

related literature.
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INTRODUCTION ET POSITION DU
PROBLEME

De fagon générale, pour toute organisation, il s’agit de satisfaire la demande de la
clientéle au moindre colit de main-d’oeuvre. C’est un compromis qui ne peut étre
atteint que si le nombre et 'horaire de chaque employé est planifié de fagon judi-
cieuse tout en tenant en compte de diverses contraintes. Le probleme de construction

d’horaire de personnel est constitué de trois volets :

~ le probleme de construction de cycles (days-off scheduling),
— le probleme de construction de quarts de travail (shift scheduling),
— le probleme de construction simultanée de cycles et de quarts de travail (tour

scheduling).

Le premier consiste a determiner les jours de travail et les jours de repos sur un
horizon donné (une semaine ou plus) pour chaque employé. Le second consiste a
déterminer les heures de travail et les heures de repos pour chaque employé au cours
d’une journée de travail. Le dernier consiste & déterminer simultanément, les jours
de travail, et les jours de repos et pour chaque jour de travail determiner les heures

de travail et les heures de repos.

Pour les organisations qui fonctionnent avec des quarts de travail fixes (par exemple
de 8h00 & 17h00, avec une pause de repas fixée, et cela 7 jours par semaine) le seul
probleme auquel elles font face est celui de la construction des cycles hebdomadaires
pour assurer que chaque employé travaille cinq jours par semaines. Le probleme au-
quel font face les organisations qui travaillent cinq jours fixés par semaine (comme

les bureaux qui sont fermés les fin de semaines, samedi-dimanche) est celui de la



construction de quarts de travail pour chaque jour de travail. Alors que les orga-
nisations qui s’intéressent a la construction simultanée des quarts de travail et de
cycles sont celles qui ont une certaines flexibilité comme par exemple les horaires

d’infirmiéres, d’équipages d’avions).
Le tableau suivant fournie un exemple simple de problemes de construction de cycles :

Tableau 1 — Exemple de probleme de construction de cycles

Jours Lun | Mar | Mer | Jeu | Ven | Sam | Dim
Nombre d’employés requis 8 10 7 13 9 15 12

Pour résoudre ce probléme plusieurs fonctions objectifs peuvent étres considérées.
Le plus souvent est celui de minimiser le nombre d’employés tout en respectant
le nombre d’employés requis pour chaque journée et de telle sorte que chacun re-
goive deux jours de repos consécutifs par semaine. Il existe plusieurs algorithmes qui
résolvent ce type de probleme. Nous indiquons quelques références dans ce sens :
Abernathy, Baloff, Hershey et Wandel (1973), Aggarwal (1982), Ahuja et Sheppard
(1975), Alfares (1998), Azmat, Hiirlimann et Widmer (2004), Bailey et Field (1985),
Baker (1974), Baker, Crabill, et Magazine (1973), Baker, Burns et Carter (1979),
Bartholdi III et Ratliff (1978), Bartholdi III, Orlin et Ratliff (1980), Bartholdi III,
(1981), Beaumont (1997a), (1997b), Bechtold (1988), Bechtold et Schowalter (1985),
(1987), Bechtold et Brusco (1994a), (1994b), Berrada, Ferland et Michelon (1996),
Billionnet (1999), Browne et Tiberwala (1975), Brownell et Lowerre (1976), Brusco
et Jacobs (1998a), Burns (1978), Buffa, Cosgrove et Luce (1976), Burke, De Caus-
maecker, Vanden Berghe et Van Landeghem (2002), Burns et Carter (1985), Burns
et Koop (1987), Chen (1976), Cochran, Chu et Chu (1997), Day et Ryan (1997),
Emmons (1985), Emmons et Burns (1991), Emmons et Fuh (1997), Francis (1966),
Gierl et Pollwein (1993), Giines (1999), Heller (1971), Hung (1991), (1994a), (1994b),



et (1999), Jelinek (1973), Lowerre (1977), (1979), Luce (1974), Maier-Rothe et Wolfe
(1973), Miller, Pierskalla, et Rath (1976), Monroe (1970), Narasimhan (1996), Panto
(1991), Pedrosa et Constantino (2001), Smith(1976), Tiberwala, Philippe et Browne
(1972), Topaloglu et Ozkarahan (2000), Warner et Prawda (1972), Warner (1976),
Wermus et Pope (1994).

La construction simultanée des cycles et quarts de travail (tour scheduling) est un
probléme qui a retenu P’attention de plusieurs chercheurs. Il s’agit de choisir a la fois
les jours de repos pour chaque employé ainsi que les heures de travail pour chaque
jour de travail. Ce probléme se réduit a celui des cycles de travail §’il n’y a qu'un
seul quart de travail & chaque jour de travail et se réduit a celui des quarts de travail
si ’horizon de travail est limité & une seule journée de travail. La littérature sur ce
sujet est abondante (voir Ernst et al. (2004)). On se contente ici d'indiquer la liste
suivante : Alfares (1998), (2004), Bailey (1985), Bailey et Field (1985), Bailey, Alfares
et Lin (1995), Bard, Binici, et de Silva (2003), Beaumont (1997b), Bechtold et Brusco
(1994a), (1994Db), Bechtold et Showalter (1985), (1987), Betchold, Brusco et Showal-
ter (1991), Berrada, Ferland et Michelon (1996), Brusco et Jacobs (1993), (1995),
(1998a), (1998b), (2000), (2001), Brusco et Johns (1995a), (1995b), (1996), Brusco,
et al. (1995), Cezik, Giiniik et Luss (2001), Dowsland et Thompson (2000), Easton
et Rossin (1991a), (1991b), (1996), (1997), Giines (1999), Isken (1995), (2004), Ja-
cobs et Bechtold (1993), Jacobs et Brusco (1996), Jarrah, Bard et de Silva (1994),
Jaumard, Semer et Vovor (1998), Monroe (1970), Morris et Showalter (1983), Ozka-
rahan (1989), Ozkarahan et Bailey (1988), Panton (1991), Rekik, Cordeau et Soumis
(2004), Thompson (1995), (1996), (1997a), (1997b), (1999), Topaloglu et Ozkarahan
(1998), (2000), Warner et Prawda (1972).

Dans ce mémoire nous allons nous occupé uniquement du probléme de la construc-
tion de quarts de travail. Un quart de travail peut avoir différentes heures de début
et de fin, peut étre de différentes durées (par exemple lorsqu’on considere les em-

ployés a temps partiel) et plusieurs combinaisons de pauses de repas et de repos.



Jusqu’aux années 80 les chercheurs ont utilisé I'idée de Dantzig (1954) pour élaborer
leurs modeles de construction d’horaires de quarts de travail. Cependant, le nombre
de variables devient de plus en plus grand avec la flexibilité de 'environnement du
travail. A partir des années 90 on a vu l'apparition du modéle de Bechtold-Jabocs
(1990) qui modelise implicitement les pauses. Ce modele nécessite beaucoup moins de
variables et est plus rapide & résoudre que les modeles basés sur le recouvrement de
Dantzig (1954). Une des limitations du modele de Bechtold-Jacobs est que dans I’en-
vironnement de travail il ne doit pas y avoir d’extra-chevauchement. Dans le chapitre
2 on va construire une extension a ce modele lorsqu’il y a des extra-chevauchements.
Dans le premier chapitre, on va passer en revue les principaux travaux de construction

d’horaire de quarts de travail.



CHAPITRE 1 : REVUE DE LA LITTERATURE

1.1 Introduction

Dans ce chapitre on présente une revue de la littérature concernant le probleme de
construction de quarts de travail pour les employés d’organisations. On va parcourir
I’évolution des principaux modeéles depuis un demi siecle. On présente les principaux
travaux de recherche depuis les premiers sur le sujet qui remontent a Edie (1954)
et Dantzig (1954) jusqu’a certains travaux d’aujourd’hui. La derniére section de ce

chapitre est consacrée a la description de la contribution originale de ce mémoire.

1.2 Heuristiques et modele de recouvrement

Edie (1954). L’origine de la construction d’horaires de quarts de travail remonte
aux travaux d’Edie (1954) qui s’est intéréssé aux retards dans le trafic de véhicules
au niveau des cabines de péages portuaires (ponts et tunnels). Les officiers de police
de trafic étaient aussi nombreux que 250 et leur masse salariale était trop élevée.
L’objectif était de gérer ces employés de maniere a satisfaire un certain compromis :
mettre assez d’employés au service de la clientele pour réduire le délai d’attente
moyen des véhicules mais aussi de réduire la masse salariale en réduisant le nombre

d’employés.

Edie a utilisé la théorie des probabilités pour calculer le nombre de cabines de péages
nécessaires pour satisfaire la demande de la clientele en assurant un délai moyen d’at-

tente raisonnable. Dans une premiére étape, Edie a utilisé la théorie des probabilités



pour prévoir la demande en employés en différentes périodes de la journée puis dans
une deuxieme étape, il a construit des quarts de travail et déterminé le nombre d’em-
ployés affectés a chaque quart. C’est cette deuxieme étape qui nous intéresse dans ce

mémoire.

La premiere étape fournie pour chaque heure de la journée le nombre de cabines de
péages qui doivent étres opérationnelles afin de maintenir un certain délai d’attente
moyen. Le deuxiéme point consiste & déterminer le nombre d’opérateurs (employés)
qui maintiennent toutes les cabines de péages programmeées opérationnelles mais aussi
permettre & chaque employé de prendre des pauses tout en respectant certaines res-
trictions. Ces restrictions sont (a) les périodes de travail ne sont pas moindres d’une
heure et ne sont pas plus longue que trois heures entre les pauses ou le début ou la
fin du quart de travail de l'opérateur, (b) la pause de repas doit étre au milieu de la
quatrieme heure du quart de travail de l'opérateur, et (c) le début de chaque quart

ne doit pas étre avant 6 heure du matin et la fin ne doit pas étre apres midi et demi.

La planification de tout le personnel de cette maniere exige la construction de ta-
bleaux de type Gantt pour chaque journée de travail qui révele les périodes de travail
et de repos pour chaque employé. Les débuts de quarts de travail et les placements
de pauses doivent étres combinés de maniere a fournir le nombre exact d’employés
nécessaires pour dénner un service optimal et cela pour chaque demi-heure de la
journée. La technique d’essais-erreurs a été employée par Edie et donc la préparation
des horaires des employés demande beaucoup de temps surtout lorsqu’il s’agit de
construire des horaires aussi efficaces que possible. L’efficacité d’un horaire se me-
sure par le rapport du nombre d’employés nécessaire pour satisfaire la demande de
la clientele par le nombre d’employés planifiés par cet horaire. Les premiers horaires
construits sont souvent peu efficaces et la question de savoir §’il s’agit du meilleur ho-
raire qui puisse étre construit se pose chaque fois que le nombre d’employés planifiés

par I'horaire excede le premier nombre entier immédiatement supérieur au nombre



d’employés requis. Beaucoup de temps peut étre perdu en essayant de réduire le
nombre d’employés lorsque cette réduction n’est pas possible tout en respectant les

restrictions imposées.

Dantzig (1954). Dantzig a abordé le probléme de construction de quarts de travail
des employés des cabines de péages étudié par Edie (1954) et cela en utilisant la
programmation linéaire. Il est le premier a avoir introduit une formulation mathé-
matique qui permet de construire les horaires d’employés en minimisant le coiit de la
main-d’oeuvre globale tout en satisfaisant la demande & chaque période de la jour-
née. Il modélise le probléeme du personnel des cabines de péages de fagon simplifiée en
négligeant les pauses, excépté la pause du repas. A la fin de son article, il dit quelques
mots concernant les pauses autres que celles du repas. Il suppose dans un premier
temps que les employés travaillent 3 heures et demi consécutives puis prennent une
pause pour le repas d’une demi heure et ensuite travaillent pendent 3 heures et
demi avant de quitter. Il note x; le nombre d’employés qui doivent commencer leur
quart de travail a la période j de la journée, ot 7 = 0,1, -, 33, correspondant aux
intervalles de demi-heures de la journée. Ainsi chaque quart de travail est caracté-
risé par sa période j de début de travail (seulement). Ensuite il pose a;; = 1 pour
t=4-,7+6,j+8--j+14 (o j + 7, correspondant & la période de pause de
repas, est omise) et a;; = 0 sinon. Il note b; le nombre de cabines de péages qui
doivent étres opérationnelles durant la période t = 0,1,2,---,47. Il propose alors de
minimiser le nombre d’employés affectés aux différentes cabines de péages

33
Minimiser Z = E z;

J=0

tout en satisfaisant la demande a chaque période b;, soit

33
Zatjijbt, t=0,,47
j=0



et bien sur, en considérant les x; des entiers positifs.

Ce modele a été légerement modifié par les chercheurs (mais conserve toujours le
nom de modele de Dantzig) pour s’adapter & des situations plus générales. En fait,
on suppose que l'ensemble des quarts de travail est noté J. Un quart de travail j € J
est un ensemble de périodes i de I'horizon de travail (une journée, une semaine,...)
prescrit selon la convention collective de 'organization. On suppose aussi que les cotits
d’affectations des employés aux différents quarts de travail ne sont pas constants mais
dépendent des quarts de travail en question. On note alors ¢; le coit d’affectation
d’un employé au quart j € J et on représente par z; le nombre d’employés a étre
affectés au quart de travail j. Le nombre de périodes de ’horizon de travail est noté n
et par m on désigne le nombre des différents quarts de travail fixés par la convention
collective de 'organisation. La demande en employés requis pour la période ¢ est notée
par d; et on pose a;; = 1 si la période ¢ est une période de travail pour le quart de
travail j et a;; = O si la période 4 est une période de repos pour le quart de travail j.

Le modele général de Dantzig s’énonce alors comme suit :

m
Minimiser Z = Z T4 (1.1)
j=1
sous les contraintes .
Zaijxj zdz, Z=1, , 1. (12)
j=1
z; >0, et entier, i =1,--- ,n. (1.3)

Ce modele, trés remarquable, a fait ses preuves. Cependant, ses limites commencent
4 apparaitre lorsque la flexibilité de Penvironnement de travail augmente. En effet,
le nombre des variables x; augmente (comme le nombre des quarts de travail) avec

la flexibilité et le probleme devient alors tres difficile a résoudre.

Luce (1973). Luce (1973) a introduit un processus de construction d’horaires. Il a

établi un algorithme heuristique qui sélectionne un type de quart de travail a la fois



(dans un grand ensemble de types de quarts de travail possibles) jusqu’a satisfaction

de la demande en employés.

Byrne et Potts (1973). Dans sa these doctorale, faite sous la direction de R. B.
Potts, J. L. Byrne (1970) (voir aussi Byrne et Potts (1973)) a considéré la construction
des quarts de travail des employés des cabines de péages d’autoroutes. L’approche
utilisée combine la programmation linéaire & quelques heuristiques et cela en huit
étapes. La premiere étape résoud un probleme LP relaxé. Les étages suivantes gérent
le rapport temps-plein & temps partiel des employés et ajoutent successivement des
contraintes a des problemes de programmation linéaire en nombre entiers. Afin de
réduire le surplus des employés, des fenétres de pauses, des employés & temps partiels,
et des quarts qui se chevauchent ont été considérés. Les employés a temps plein qui
travaillent huit heures par jour, regoivent deux pauses, 'une d’une demi heure et
lautre d’'une heure pour le repas. Les fenétres de pauses doivent respécter les deux
exigences suivantes : 1. Un travail continue sans pause ne doit pas dépassé deux
heures, et 2. Aucune pause n’est accordée durant la premieére et la derniére heure
du quart de travail de tout employé. Les employés a temps-partiel travaillant trois
heures et demi regoivent une pause d'une demi heure chacun. La fenétre de pause
d’un employé a temps partiel est telle qu’aucune pause ne soit accordée durant la

premiere ni la derniére heure du quart de travail.

Segal (1974). Une demande périodique a été envisagée par Segal (1974). Il a subdi-
visé la journée en quatre vingt seize périodes d’un quart d’heure chacune. Son étude
s’est basée sur un model de réseau pour résoudre le probleme de construction d’ho-
raires d’employés qui est suivie par un algorithme post-processeur pour affecter les
pauses selon certaines conditions. Son modele présente une flexibilité originale dans
sa facon de considérer les quarts de travail des employés a temps partiel. Il considere

des quarts variant d’une heure jusqu’a neuf heures.

Kolesar, Rider, Crabill, et Walter (1975). Les auteurs Kolesar, Rider, Crabill,
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et Walter (1975) utilisent une combinaison de programmation linéaire et de files
d’attentes pour construire les horaires des voitures de patrouilles de police. Un modele
de files d’attentes a été construit pour estimer la demande en voitures de patrouilles
de police et cela pour chaque heure de la journée. Ensuite, en fonction de cette
demande un modele de programmation en nombre entiers construit les horaires de

voitures.

Moondra (1976). La flexibilité du modele de Moondra (1976) réside dans les trois
faits suivants :1. Employés & temps partiel. 2. Heures supplémentaires pour les em-
ployés a temps plein. 3. Fenétres de pauses. Les employés & temps partiel peuvent
travailler des quarts de travail d’'une durée allant de quatre jusqu’a sept heures par
jour. Les employés a temps plein recoivent une pause d’une heure durant la troisieme
ou la quatrieme heure de leur quart de travail. Les employés a temps partiel n’ont
pas de pause. La durée des quarts de travail des employés a temps plein est de huit
heures (incluant I’heure de pause) et peut étre prolongée d’une heure ou de deux

heures supplémetaires.

Dans une premiere étape, sa technique a été de réduire le nombre des variables
représentants les employés a temps partiel. Pour cela deux ensembles de variables ont
été considérés pour resprésenter les employés a temps partiels. Le premier ensemble
représente les débuts et I'autre les fins des quarts de travail. La considération de ces
deux ensembles de variables a réduit de maniére importante la taille du probleme. Par
ailleurs, les pauses de repas pour les employés a temps plein n’est pas tres flexible. En
effet, il est exigé que la moitié des employés prennent leur pause durant la troisieme
période de leurs quarts de travail alors que 'autre moitié des employés la prennent
durant la quatrieme heure. De cette maniére le nombre de variables représentants les

employés a temps plein a été divisé par deux.

Les heures supplémentaires des employés a temps plein ont été modelisées en ajou-

tant deux variables. Une pour chaque contrainte modélisant les deux derniéres heures
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de demande de la journée. Telles que formulées ces deux variables permettent a des
employés & temps pleins d’étre programmeés & travailler des heures supplémetaires
sans étres programmés pour travailler les heures régulieres. Un autre "défaut” est la
possibilité qu’un employé a temps plein puisse avoir une pause "forcée” d'une heure
apres son quart de travail régulier avant de commencer son heure supplémentaire. Il
est possible que ces circonstances ont été voulues par Pauteur mais cela n’a pas été
mentionné dans son article. Un seul exemple numérique a été présenté. Les résultats
montrent que la composante des employés & temps partiel est fortement représen-
tative. Dans son exemple, vingt neuf employés a temps plein alors que trente et un

employés a temps partiel sont nécessaires.

Le travail de Moondra fourni une contribution majeure dans les approaches de for-
mulation réduisant la taille du modele de programmation linéaire. Méme si les re-
présentations des heures supplémentaires présentent des faiblesses, les méthodes de

réductions des variables ont été utilisées avec succes.

Keith (1976). Keith (1976) s’est intéressé a la construction d’horaires d’employés
des centres d’appels téléphoniques. Au lieu de s’attaquer a résoudre directement le
probléme (1.1)-(1.3), en nombre entiers, il a mentionné que cela est treés colteux et
il a proposé une approche heuristique. Son modele contrdle le rapport du surplus

relativement & la sous-couverture en imposant certaines bornes de tolérance.

Baker (1976). Dans une premiere étape, Baker (1976) a fait une revue historique
du probleme de construction d’horaires de personnels. Dans une deuxiéme étape, il a
proposé un modele de construction d’horaires. Pour cela, une analogie avec la théorie
de l'inventaire a été exploitée. L’analogie réside dans le fait que dans cette théorie on
gere le cotit de sous-couverture (lorsque la demande n’est pas satisfaite en totalité)
et le cott de surplus (capacité de stockage). Ainsi, un employé est affecté lorsque

le cofit marginal de son affectation est inférieur & 1’économie marginale représentée
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par le colit de sous-couverture. Si ces cotlits de surplus et de sous couverture sont
connus, le niveau d’inventaire optimal (ou bien en termes d’affectations d’employés,
le nombre d’employés affectés par période) peut étre déterminé. Ainsi, un programme

linéaire est formulé qui incorpore ces cotts.

Mabert (1979). Mabert (1979) a introduit une méthode de programmation stochas-
tique. Son modele fait intervenir un ensemble de variables qui représentent la quan-
tité de travail non accomplie chaque jour. La fonction objectif minimise la somme des
colits de labeur (habituels) plus la somme des cotits dis au travail non accomplie.
L’article étudie V'effet de la variation de la demande sur le cotit. Il a été observé que

le modele est aussi performant pour les petites que pour les grandes demandes.

Henderson et Berry (1976). Dans sa thése doctorale, sous la direction de Berry,
Henderson (1974) voir aussi (Henderson et Berry (1976)) a considéré le probleme de
construction d’horaires pour les opérateurs de téléphone. Ils considerent le modele
mathématique de Dantzig (1.1)-(1.3) modifié de telle sorte que tout les cofits ¢; valent
1. Les quarts de travail considérés présentent une "large” flexibilité au sens ou six
parametres sont nécessaires pour caractériser un quart de travail. Le nombre de quarts
de travail a considérer étant tres grand, ils abordent le probleme mathématique par
plusieurs heuristiques. Ils construisent une procédure heuristique pour sélectionner
un sous ensemble initial de quarts de travail et d’autres heuristiques pour ajouter

d’autres quarts de travail pour une ré-optimisation.

Henderson et Berry (1977). Contrairement & leur article de 1976 qui est basé que
sur des heuristiques, en 1977, Henderson et Berry (1977) développent un algorithme

de séparation et évaluation.

Mabert, Fairhurst, et Kilpatrick (1979). Mabert, Fairhurst et Kilpatrick (1979)

se sont intéréssés & la construction d’horaires pour les employés d’un encodeur de
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cheques pour une banque. C’est basé sur le modele de programmation linéaire de
construction d’horaires décrit par Mabert (1979). La contribution majeure de cet
article est de donner la possibilité aux gestionnaires de tester plusieurs scénarios de
flexibilité sous plusieurs demandes possibles. Cependant, leur modeéle ne permet pas
certaines flexibilités comme la possibilité de considérer des employés & temps partiels
(moins de cing jours par semaine). Aussi, le modele ne permet pas d’analyser effet
de permettre aux employés de commencer leurs quarts de travail a différentes heures

de la journée en des journées différentes de la semaine.

Koelling (1982). Le modele de Henderson et Berry (1976) minimise le nombre
d’employés, le modele de Baker (1976) minimise les cotits d’affectations d’employés
aux différents quarts de travail, et le modele de Luce (1973) minimise la valeur absolue
de I’écart entre la demande en employés et le nombre d’employés afféctés, (c’est a dire,
minimise l'insatisfaction de la clientele). Dans son doctorat, Koelling (1982) propose
un modele ol il minimise a la fois les colits d’attentes et les cotits d’affectations. Le
cout global est constitué par les cotits d’attentes obtenus a I'aide d'un modele de files

d’attentes et les cotits de labeur.

Kim (1983). Kim (1983) s’est intéréssé & la construction des quarts et des cycles de
travail. Il a noté que, dans I'industrie des services, les employés doivent fournir un
travail au moment demandé par la clientele. Cependant, & moins de pouvoir affecter
ces employés a des taches secondaires lorsque la demande des clients baisse, il y aura
des périodes ol certains employés se trouvent sans activité. Kim a classifié les taches
en deux catégories : les activités reportables a plus tard, et les activités non repor-
tables et qui doivent étre executer au moment ot la demande se fait. Ainsi, I'employé
est engagé pour deux taches, une principale pour satisfaire les clients au moment ou
ils font la demande et V'autre tache lorsqu’il n’y a plus de client qui demande son
temps. Kim a developpé un modele mathématique de construction d’horaires d’em-

ployés pour les organisations qui ont les deux catégories de taches reportables et non
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reportables. Dans I'ensemble, pour faire cette construction, Kim a eu a développer
une méthodologie basée sur la programmation linéaire, la programmation vectorielle
(goal programming), la programmation stochastique et la programmation vectorielle
stochastique. Ensuite des comparaisons ont été faites avec des modeles de mono-
activité non reportables. Il a été noté que le nombre d’employés requis et le coit de
la main-d’oeuvre pour les systémes a deux activités sont significativement moindre

que ceux ou seulement une activité non reportable est considérée.

Bailey et Field (1985). Les auteurs Bailey et Field (1985) ont étudié la flexibilité
en termes des longueurs des quarts de travail. En effet, ils ont considéré des quarts de
travail de six, huit et dix heures de longueurs. Des pauses de repas de trois périodes ont
été considérées aussi. Ils ont considéré la version relaxée du modele (1.1)-(1.3) pour
obtenir des solutions non nécessairement entieres. Ensuite & P'aide de la procédure
développée par Bartholdi et al. (1980), ils arrondissent les solutions obtenues en des

solutions entieéres.

Beaumont (1997). Il a proposé la plus détaillée des formulations de construction
d’horaires de personnels. Il réduit au maximum le délai d’attente de la clientele. Le
nombre d’employés dans chaque période, le nombre maximum d’employés qui peuvent
commencer a la méme période, Vefficacité relative d’'un employé, le colit de mettre un
client en attente, le nombre moyen de taches attendues qu’un employé peut faire a
chaque période, et le nombre maximal de taches qui doivent étres accomplis & chaque
période, le nombre d’entrepreneurs, ont été formulés comme des parametres. Le mo-
dele résultant est tres large au point ott la plupart des situations réalistes ne peuvent
étres traitées. Le nombre de variables augmente avec 'ajout de caractéristiques a

considérer.
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1.3 Modeles implicites

Le modele de recouvrement (Dantzig (1954)) exige un nombre de plus en plus grand
de variables lorsque 'on permet de plus en plus de flexibilité dans I’environnement

de travail. Les modeles implicites ont 'avantage d’avoir moins de variables.

Bechtold et Jacobs (1990). Les auteurs ont développé un modele implicite qui est
considérablement plus petit que le modele de recouvrement en termes de variables.
En fait, au lieu de définir une variables pour chaque quart de travail avec sa pause
spécifique, une variable est associée a chaque type de quarts. Ce dernier est définit
par ’heure de début, la durée du quart de travail et la fenétre de pauses associée
dans laquelle la pause doit débuter. Ils utilisent aussi une variable par pause. Cette
utilisation de deux types de variables représentant chacune une partie de I'information
nécessite beaucoup moins de variables que d’énumérer explicitement tous les quarts.
Une limitation majeure dans leur modéle est la supposition que l’environnement de
travail ne comporte aucun extra-chevauchement. Par extra-chevauchement on entend
la présence de type de quarts de travail de telle sorte que la fenétre de pauses de
I'un soit strictement incluse dans la fenétre de pauses de 'autre au sens ou la fenétre
de pauses de 'un commence plus tot et se termine plus tard que l'autre fenétre de
pauses. Pour assurer que chaque quart de travail recoive une seule pause qui débute

dans sa fenétre de pauses, d’autres contraintes sont considérées a cet effet.

Méme si les modeles implicites ont déja été construits avant Bechtold et Jacobs
(1990), par exemple par Moondra (1976) ou encore Gaballa et Pearce (1979), leur
modelisation des placements des pauses est faite d’'une maniere nouvelle. Dans la
littérature des horaires de personnels, ils sont considérés comme étant les premiers a
avoir introduit la modélisation implicites des pauses dans les quarts de travail. Leur

modele est un modele de programmation linéaire quit tient compte de la flexibilité
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des pauses plutét que d’étre basé sur des heuristiques. Leur expérimentation numé-
rique a montré la supériorité de leur modele implicite par rapport aux modeles de
recouvrements de Dantzig en ce qui concerne le temps de calcul. Bechtold et Jacobs
(1990, page 1341) supposent que (1) P'horizon de travail est d’une durée inférieur a
24 heures, (2) les périodes de demande sont de durée égale, (3) & chaque quart de
travail est affectée une seule pause, (4) la durée des pauses est d’une ou plusieurs pé-
riodes, (6) & chaque quart de travail est associée une fenétre de pauses, (7) les pauses
doivent débuter et prendre fin a l'intérieur du quart de travail, (8) absence d’extra-
chevauchement, (au sens ol aucune fenétre de pauses n’est strictement incluse dans
une autre fenétre de pauses d’un autre type de quarts de travail et ayant les périodes
de début et de fin distinctes de celles de la plus grande fenétre de pauses) (9) Pas de
sous couverture. Ajouter a cette liste de conditions le fait qu’ils ont supposé qu’une
seule fenétre de pauses est associée a chaque type de quarts de travail et que chaque

pause est constituée d’un ensemble de périodes consécutives.

Bechtold et Jacobs (1996). Ces auteurs ont prouvé que leur formulation implicite
de 1990 et la formulation de recouvrement de Dantzig (1954) sont équivalentes en

nombres entiers sous certains conditions dont l'absence d’extra-chevauchement.

Aykin (1996). Cet auteur a proposé un autre modele implicite de construction de
quarts de travail ou il a modelisé implicitement le placement des pauses. Il a modelisé
plusieurs pauses et fenétres de pauses pour chaque quart de travail au lieu d’une seule
pause. Cependant les pauses sont affectées aux quarts de travail avec une approche
différente de celle de Bechtold et Jacobs. La différence réside dans le fait que Bechtold
et Jacobs (1990) ont considéré une variable de pause associée a chaque période de
demande et affectent les pauses aux quarts de travail implicitement alors qu’Aykin
(1996) définit une variable de pause séparée pour chaque quart de travail. Cette
approche d’Aykin (1996) généralise la représentation implicite des pauses introduite

par Gaballa et Pearce (1979) au cadre générale de multi-pauses et multi-fenétres de
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pauses. Il est a noter que dans le cas particulier de Gaballa et Pearce leur modele
faisait intervenir plus de variables que le modele équivalent de recouvrement c’est ce

qui explique que leur approche n’a pas été considérée par d’autres chercheurs.

Thompson (1995). Thompson a utilisé la formulation de Bechtold et Jacobs (1990)
combinée a une modélisation implicite des quarts de travail due & Moondra (1976)
mettant en place une grande flexibilité dans la durée des quarts de travail et les
débuts des quarts de travail. Les quarts de travail sont de durées, par exemple, de 6,
6.5, ..., 9.5 et 10 heures et peuvent commencer a toutes les 30 minutes au court de
toute la journée. L’approche de Moondra consiste a modéliser les quarts de travail de
durées et de périodes de début variables alors que 'approche de Bechtold et Jabocs

consiste a modéliser les placements des pauses implicitement.

La modélisation implicite des placements des pauses a été aussi trés largement uti-
lisée dans les cycles combinés avec les quarts de travail. On notera Bailey (1985),
Thompson (1992), Jacobs et Bechtold (1993a), Jacobs et Bechtold (1993b).

Jarrah, Bard et DeSilva (1994). Les auteurs ont décomposé le probleme de
construction de cycles combiné avec les quarts de travail en sept sous problemes
de construction de quarts de travail journaliers. Pour trouver une borne inférieure et
une borne supérieure sur le nombre de cycles, ils ont considéré un processus d’énumé-
ration partielle et une heuristique assurant la réalisabilité qui converge rapidement
vers des solutions presque-optimales. Le modele a été appliqué aux employés d’un
service postal. Leur modele permet le temps partiel et le temps plein, plusieurs durées
de quarts de travail, différents placements des pauses dans les jours de travail, et le
nombre de jours de travail consécutifs de quatre et cing jours et un rapport minimum

entre le temps partiel et le temps plein.

Jacobs et Brusco (1996). Les auteurs ont donné une modélisation implicite des

cycles combinés avec les quarts de travail en imposant aux débuts des quarts de
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travail d’étres dans une bande détérminée. Ce modele est plus compact que celui du
recouvrement. Ce modele est appliqué a la construction des horaires du personnel
des cabines de péages de la Illinois Tollway et a réduit d’environ 5% la taille de la

main d’oeuvre.

Isken et Hancock (1998). Ces auteurs ont utilisé un modele implicite pour générer
I’horaire des cycles combinés avec les quarts de travail du personnel & temps plein et

4 temps partiel d’un hopital.

Brusco et Jacobs (2000). Ces auteurs ont construit un modeéle de cycles combinés
avec les quarts de travail basé sur ceux de Betchold et Jacobs (1990), et de Jacobs
et Brusco (1996). Ils ont incorporé aussi bien la flexilibilité des débuts de quarts de
travail que les pauses et ont appliqué leur modele a la construction d’horaires d’un

centre d’appel.

Cezik et Giinliik (2004). Les auteurs ont prouvé que la formulation implicite de
Bechtold-Jacobs (1990) et la formulation de recouvrement sont équivalentes sous 'hy-
pothese d’absence d’extra-chevauchement. Ils ont considéré un modele de program-
mation en nombres entiers avec contraintes de transport. Ils ont ensuite construit un
réseau associé. En utilisant le théoréeme du min-cut max-flow de Ford-Fulkerson ils
ont montré que les contraintes de leur modele sont équivalentes a certaines contraintes

portant sur les coupes du réseau considéré en cas d’absence d’extra-chevauchement.

Rekik, Cordeau et Soumis (2004). Indépendamment de Cezik et Giinliik (2004),
les auteurs Rekik, Cordeau et Soumis (2004) ont considéré la formulation de Ben-
ders du méme probléme de transport considéré par Cezik et Giinliik et ont montré
que les coupes de Benders qui en résultent correspondent aux contraintes du pro-
bleme de transport. Une autre preuve de I’équivalence de la formulation implicite de
Bechtold-Jacobs (1990) et la formulation de recouvrement a été donnée sous I’hypo-

thése d’absence d’extra-chevauchement.
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Baba-Hadji (2004). Dans son mémoire de maitrise, Baba-Hadji (2004) a donné
une extension pour chacun des trois modeles de Dantzig (1954), Bechtold et Jacobs
(1990) et de Aykin (1996) au cas général ol il y a une grande flexibilité aussi bien
dans les types de quarts que dans les pauses au sens ou : (1) sont considérés des types
de quarts avec des durées différentes et des plages de temps différentes, comme par
exemple, des types de quarts de jour, de soir et de nuit; (2) deux types de quarts
n’ont pas nécessairement le méme nombre de pauses; (3) plusieurs décompositions
sont possibles de la durée totale de pause; (4) sont considérées des contraintes d’espa-
cement entre les pauses. Comme pour Bechtold et Jacobs (1990), dans son extension

de leur modele, Baba-Hadji a supposé I’absence d’extra-chevauchement.

1.4 Contribution de ce mémoire

Depuis P’apparition du travail de Bechtold et Jacobs (1990), la littérature a connue
plusieurs généralisations de leur modele et cela toujours sous 'hypothése d’absence
d’extra-chevauchement. I’objectif de cette recherche est triple. Un premier volet
consiste & trouver une extension au modele implicite de Bechtold-Jacobs aux cas
ou il y a présence d’extra-chevauchement. Un deuxieme volet de cette recherche est
d’examiner la qualité de l'extension du modele obtenu. On a montré qu’on a ob-
tenu l'extension la meilleure possible qui soit au sens ou aucune de nos contraintes
n’est redondante. Un troisieme volet consiste & examiner la qualité du modele de
Bechtold-Jacobs (1990) en cas d’absence d’extra-chevauchement. On a montré que
leur modele implicite sous leur hypothese d’absence d’extra-chevauchement n’est pas
optimal au sens ol certaines de leurs contraintes (que nous avons détecter) sont re-
dondantes. Ainsi, notre recherche s’est soldée par 'amélioration du modele implicite
de Bechtold-Jabocs en cas d’absence d’extra-chevauchement et par une extension

minimale de celui ¢i en cas de présence d’extra-chevauchement.
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CHAPITRE 2 : MODELE GENERALISE DE
BECHTOLD-JACOBS POUR LES
QUARTS-PAUSES DE TRAVAIL AVEC
EXTRA-CHEVAUCHEMENT

2.1 Introduction

Ce deuxiéme chapitre est le coeur de ce mémoire. Les contraintes forward, backward
et la contrainte d’égalité de Bechtold et Jacobs (1990) assurent que chaque employé
recoive une et une seule pause lorsqu’il n’y a pas d’extra-chevauchement. L’origina-
lité dans notre travail est de construire des contraintes additionnelles (qu’on appelle
contraintes d’intervalles) pour le modele de Bechtold-Jacobs qui garantissent que
chaque employé recoive une et seule pause et cela lorsqu’il y a au moins un ex-
tra chevauchement. Bien entendu, nous allons aussi montrer que I’ensemble de nos
contraintes d’intervalles est minimal au sens o aucune contrainte d’intervalle n’est re-
dondante. Nous avons compléter notre étude de ’ensemble de toutes les contraintes et
nous sommes parvenu a un résultat inattendu : En effet, nous avons détecter quelques
contraintes forward et backward qui sont redondantes méme en absence d’extra che-
vauchement ! Ceci veut dire que nous avons montrer que 'ensemble des contraintes
de Bectold-Jabocs n’est pas minimal et qu'il est possible de le réduire davantage.
Nous nous sommes pas contenter de cette étude de ensemble des contraintes mais
nous avons aussi proposer un réseau orienté des contraintes qui révéle une certaine
structure inhérente de I'ensemble de toutes les contraintes du probléme. De plus, de
ce réseau il apparait clairement quel est le sous-ensemble minimal de contraintes a
considérer aussi bien dans le cas ou il y a des extra-chevauchements que dans le cas

contraire.
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Dans ce qui suit on illustre 'originalité de notre travail par un exemple. Cet exemple
montre que s’il y a au moins un extra-chevauchement alors les contraintes forward,
backward et I’égalité ne suffisent pas pour assurer que chaque employé puisse avoir
une unique pause, alors que si on ajoute nos contraintes d’intervalles, I'affectation
des pauses aux employés devient possible de telle sorte que chaque employé regoive

exactement une pause.

L’horizon de travail est 'intervalle de temps allant de 18h00 jusqu’a 23h00. La de-
mande en employés est définie & tous les quarts d’heures. Ainsi, I’horizon de travail
peut étre considéré comme 'ensemble 7 = {1,2,---,20} de tout les quarts d’heures
allant de 18h00 & 23h00. Le premier quart d’heure allant de 18h00 & 18h15 est noté
par i = 1 et ainsi de suite jusqu’'au dernier quart d’heure allant de 22h45 & 23h00

qui est noté par ¢ = 20. Le tableau suivant définit la demande d; en employés pour

chaque 7 € I :
i1 1234516789110
d;|10|10110|10| 8 | 8 | 8 | 8 | 8 | 8
¢ (1111213114 |15116(17 1811920
di| 8| 81666 ]6]|2|22]2

Il y a au total 12 quarts de travail définis par les caractéristiques suivantes :
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Quart de travail | début du quart | durée du quart | pause du quart

J1 18h00 5h ki = [19h15, 19h45]

Jo 18h00 5h ky = [19h30, 20h00[

Js 18h00 5h ks = [19h45, 20h15]

Ja 18h00 5h k4 = [20R00, 20h30

Js 18h00 5h ks = [20Rh15, 20h45

Je 18h00 5h k¢ = [20h30, 21h00]

Jz 18h00 5h k; = [20h45,21h15

Js 18h15 4h30 ko = [19h30, 20h00

Jo 18h15 4h30 k3 = [19h45,20h15]

J10 18h15 4h30 k4 = [20h00, 20A30

Ju 18h15 4h30 ks = [20h15, 20h45

J12 18h15 4h30 ke = [20h30, 21h00]
Notons par zy, T2, ---, 12 le nombre d’employés a recruter pour les quarts de
travail ji, 72, -, j12 respectivement. Le modele de recouvrement de Dantzig consiste

& minimiser le nombre d’employés a recruter, soit
Z =21+ 22+ 23+ Ty + T5+ T+ Ty + T + Tg + T10 + T11 + L1z
sous les contraintes de non négativité des variables entiéres

T Z O,LUQZO,x320,$420,x520,l‘620,

7 2> 0,220, 2920, 11020, 217 20, x5 =0,

et les contraintes de couvertures correspondantes a chacune des 20 périodes de de-
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mandes :

L1+ Lo+ T3+ Ty + X5 + T + T7 > 10 (i=1)
T1+To+ sty + o5+ a6+ a7+ 23+ 29+ T+ 21 +213 > 10 (i =2)
T1+To+ T3+ Ta+25+ 2T+ Ty +Tg+Tg+ T+ +T12 = 10 (i=23)
T+ To+ T3+ x4+ 25+ 26+ 2T7+28+ T+ X0+ T+ > 10 (i=4)
L1+ Ty + T3+ Ty +T5+Te+ 27+ Ts+ 29+ 10+ T11+T2 > 8 (i =5)
To+23+Ta+T5+26+27+23+ 29+ 210+ 211 +20 > 8 (i = 6)
Ts+Ta+Ts+Te+T7+Tg+ Tg+ T10+ 211 + T > 8 (1=17)

z1 + Ta+Ts+ 26+ T7+ 23+ Lo+ T1p+ 11+ T2 > 8 (1 =28)
1+ 29 + s+ Te+ Ty +2Tg+Tg+ Tio+ 211 +T12 > 8 (1=9)
1+ 29 + 23 + Te +2T7+Tg+Tg+ T+ 21 +212 > 8 (1 = 10)
Ty + Ty + T3+ Ty + T7+ g+ T+ Tio+ 211+ T2 > 8 (i = 11)
T1+ T2+ T3+ Ty + 25 + Tg+Tg+Tio+ 2T+ T2 > 8 (i =12)
Ty + To + T3+ T4 + x5 + 2 + Ts+Tog+Tot+ry+ze > 6 (1 =13)
Ti+To+T3+Ta+Ts+Te+Tr+Ts+2Tg+Tip+ 211 +2Z12 = 6 (1 = 14)
T1+ o+ T3+ Tg+Ts+ a6+ Ty +2g+Tg+ T+ T +T12 > 6 (1 = 15)
T+ To+T3+Ta+ 254+ 26+ 27 +Ts+ Lo+ 2o+ +212 > 6 (i = 16)
T+ T+ T3+ Ty +T5+2g+27+Tg+Tg+ T+ 211 +2T12 > 2 (1 =17)
Ty + Ty + T3+ Ta+ 25+ T+ T7+Tg+Tg+T1o+ 211+ T2 = 2 (i =18)
X1+ To+ T3+ Ty + s+ 26+ 27 +2Tg+ Tg+ Tip+ T+ T2 > 2 (t=19)
T+ Xy + 23+ x4+ 5+ 26 + 27 > 2 (i = 20).

Le modele de Bechtold et Jacobs consiste a réduire le nombre de variables en regrou-

pant certains quarts de travail en un seul type de quarts de travail de la maniere
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suivante. Tout d’abord on définit des ensembles de pauses consécutives de méme du-
rée chacune qu’on appelle fenétres de pauses et on définit un type de quarts de travasl
comme étant la réunion de tous les quarts de travail qui ont le méme début, la méme

durée et leur pauses appartiennent & la méme fenétre de pauses'.

Dans I'exemple qui nous concerne, on peut définir deux types de quarts de travail,
qo, €t g;. Le premier est la réunion des sept premiers quarts de travail j;,---, jr et le
second est la réunion des quarts de travail restants. Les fenétres de pauses associées

sont notées P(qo) et P(q1).

On note J = {qo, ¢1} 'ensemble des types de quarts de travail ainsi définis :

Type de quarts de travail | début | durée | fenétres de pauses
o 18h00 | 5h P(qO) = {kla k27 k37 k47 k57 kGu k7}
il 18h15 | 4h30 | P(q1) = {ka, k3, ka, ks, ke } -
Pour tout j € J = {qo,¢q1} on définit les variables entieres de décisions S; qui

représentent le nombre d’employés a recruter pour chaque type de quarts de travail
j. Aussi, pour tout k € K = {ki, ko, ks, ks, ks, ke, k7} on définit les variables
entieres de décisions By, qui représentent le nombre d’employés qui prennent la pause

k (et donc qui ne sont pas en service pendant toute la durée de la pause k).

Notons qu’un quart de travail est défini par la donnée simultanée d'un type de quarts

de travail 7 € J et d'une pause k € P(j). Dans notre exemple, les quarts de travail

IParfois on identifie une pause avec son début, cela est dii au fait que toutes les pauses considérées
sont de méme durée. Avec cette identification, une fenétre de pauses s’identifie avec l'ensemble des
débuts de pauses et cet ensemble de débuts de pauses est nécessairement un intervalle car les pauses
de la méme fenétre de pauses sont consécutives.
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sont au nombre de douze et sont définis par les couples :

Ji = (qo,k1); J2 = (qo, k2); Js = (Go, k3); Ja = (qo, Kka);
J = (QO, ks); Je = (QO> kﬁ); Jr = (QO, k7)
Jjg = (Ch, k2); Jo = (Q1,I€3); Jio = (Ch, k4); Juiu = (Qh k5); Ji2 = (QI, k6)~

Ainsi, pour déterminer le nombre minimal de quart de travail a partir des types de

quarts de travail, on procéde en deux étapes.

La premiere consiste a détérminer le nombre d’employés Sy et S; qui doivent étre
recrutés pour chaque type de quarts de travail gy et ¢; respectivement, et le nombre
d’employés By, Bs, Bs, Bs, Bs, Bs, By, qui doivent étres affectés & chaque
pause; ky, ko, ks, k4, ks, kg, k7 de telle sorte & minimiser le nombre total d’em-

ployés a recruter, Z = Sy + Si, tout en respectant les contraintes de couvertures de

la demande,

So >T10] |G=1) |So+8-B:-Bs | = 8] |(i=1))
S0 + 51 >T10] [(=2) [So+5 —Bs—Bs| >8] |G=12)
So + 51 > |10 (i=3) So+ S; — Bg > 16 (i:13)
So + 51 >18 | | (i=5) | So+5 >16[ | (i=15)
So+ S1 — By > |8 (226) So + 51 > 1|6 (1216)
SQ‘|'81—BO—B1 Z 8 (127) So+51 Z 2 (’L=17)
So+S1—By—By | > |8 (i=8) | So+5 > 12 (i = 18)
Sot S —Bo—Bs | > |8 | [(1=9) | S0+5: > 2 [=19)
S0+ 8 —Bs—By | =8 | |(i=10)] 5, ST21 [(i=20)

Supposons que Sy, Si, et By, By, B3, By, Bs, Bg, By sont déterminés, la deuxieme
étape consiste & affecter & chacun des Sy et S; employés sa pause (unique) parmi les
pauses ki, ko, ks, k4, ks, kg, k7 tout en veillant a affecter un total de B, employés a la
pause k;, pour tout [ =1,2,---,7. Le probleme qui se pose est de savoir si une telle
affectation est possible ou non. Les auteurs Bechtold et Jacobs (1990) ont donné une

réponse mais qui ne couvre pas toutes les situations possibles.



26

Bechtold et Jacobs (1990) ont définit des contraintes supplémentaires sous le nom de
contraintes forward, contraintes backward et une autre contrainte particuliere appelée

contrainte d’égalité. Cette derniére est tout simplement la contrainte :
B1+BQ+Bg+B4+B5+B6+B7:SQ+51,

qui s’interprete en disant qu’il y a autant de pauses que d’employés rectrutés. Dans

notre exemple, la famille des contraintes forward est constituée d’une seule contrainte
By +By+ B3+ By+ Bs + Bs — 51 >0,

et la famille des contraintes backward est elle aussi constituée d’une seule contrainte
By+Bs+ By+ Bs+ Bg+B;—S; > 0.

Bechtold et Jacobs ont démontré que 'affectation est garantie dans le cas ou il n’y
a pas d’extra-chevauchement. Ce dernier signifie qu’il existe au moins deux types de
quarts A; et A, tels que la fenétre de pauses P(A;) commence plus tot et fini plus
tard que P(Aj). Cette situation est justement présente dans notre exemple. En effet,
la premiere pause de P(qg) est k; qui commence plus t6t que toutes les pauses de
P(q) et la derniére pause de P(qp) est k7 qui fini apres la fin de la derniére pause
ke de P(q1). La garantie que Paffectation soit possible n’est pas assurée dans notre
exemple. Une résolution numérique de notre exemple, en tenant compte de toutes les
contraintes de non négativité, de couvertures et des contraintes forward, backward

et ’égalité, nous a donné les résultats suivant :

Z = 16 employés, Sy = 10, 51 =6
B1:B7=8, BQ:B3:B4:B5:B(3:O.

On peux vérifier facilement que toutes les contraintes sont satisfaites. Cependant,

l'affectation n’est pas possible car les six (S; = 6) employés qui vont travailler le
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type de quarts de travail ¢; ne peuvent prendre aucune pause puisque leur pause
doit étre prise dans P(q;) = {ko, ks, k4, ks, k¢ } alors que le nombre d’employés qui
doivent prendre chacune de ces pauses est By = By = By = By = Bg = 0. De plus
on constate que les dix (Sp = 10) employés qui vont travailler le type de quarts de
travail gy doivent prendre seize pauses au total puisque les huit employés qui doivent
prendre la pause ki (B; = 8) et les huit employés qui doivent prendre la pause k;
(Br = 8) doivent nécessairement travailler le type de quarts de travail gy (observons
que k1, et ky n’appartiennent pas & P(q;)). Cela implique qu'’il existe des employés
de gy qui prennent la pause ki et la pause ks. Ce qui n’est pas autorisé car chaque
employé doit prendre une et une seule pause. Ainsi, le modeéle de Bechtold-Jacobs

n’a pas résolu le probleme de notre exemple.

Le but de notre travail est de trouver un ensemble (minimal) de contraintes (que nous
avons appeler contraintes d’intervalles) a ajouter a toutes les contraintes de Bechtold
et Jacobs de maniére a assurer I'affectation mentionnée ci-dessus. Pour chaque extra-
chevauchement on a définit une contrainte d’intervalle. Dans notre exemple, il y a un

seul extra-chevauchement, ce qui donne lieu & la contrainte d’intervalle :
Bz+B3"|‘B4+B5+BG—Sl 20

Une résolution numérique de notre exemple qui tient compte aussi de cette contrainte
d’intervalle donne les résultats suivants :

Z =16 employés, Sq =10, S; =6

3122, 32:6, Bg=B4=B5=Bf;:O€tB7:8.

A présent, on peut vérifier facilement que toutes les contraintes sont satisfaites, et
on peut faire l'affectation des pauses aux employés des quarts de travail. En effet,
Parmi les dix employés de gy, (So = 10), deux vont prendre la pause ki (B; = 2) et
huit vont prendre la pause k7 (B7; = 8). Quant aux six (S; = 6) employés de ¢ ils

prennent tous la méme pause kg (Bs = 6).

Dans ce chapitre, on va voir ’étude théorique qui concerne nos contraintes d’inter-

valles.
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Abstract :

In constructing working shifts, the classical Dantzig set covering model (1954) uses a
great number of variables which makes computations very complicated for some cases
of breaks flexibility. Bechtold and Jacobs (1990) proposed an implicit model under
the assumption that there is no extraordinary overlap which reduced considerably
the number of variables. In this paper we give a generalization valid without this
hypothesis by adding a minimal set of constraints. Also, in case where there is no
extraordinary overlap we reduce the constraints set of Bechtold and Jacobcs model

to a minimal set.

Keywords : shift, break, forward, backward, implicit personnal scheduling, extra-

ordinary overlap.
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2.2.1 Introduction

To satisfy costumer demand, organizations construct shifts for their employees. "La-
bor scheduling—which involves putting the proper number of people in the right jobs
at the correct time-is simple to say, but a challenge to accomplish”(?). The classical
integer programming approach is based on the set covering model which goes back
to Dantzig 1954 [10] (hereafter, (P1)). The aim of (P1) is to minimize the cost asso-
ciated to the whole set of employees under a set of constraints ensuring that there
are enough employees satisfying total demand. It should be pointed out that this
formulation lists all shifts explicitly by means of a decision variable ; more precisely,
two shifts having different breaks (for instance) are considered as different and a dis-
tinct variable is assigned to each one. Also, beside breaks, one can have other types of
flexibility, for instance start-time, shift length. Consequently, the number of variables
increases quickly with respect to flexibility of working environment. Therefore, the

Dantzig model becomes very difficult, if not impossible, to solve optimally.

In order to avoid this variables number augmentation and to keep enough flexibility
of working environment, authors considered several models in which flexibility do
not appear explicitly in the variables, as is the case for (P1), but is implicitly hidden
in constraints and/or objective function. This kind of models is known as implicit

models.

Bechtold and Jacobs [6] introduced an implicit model (hereafter, (P2)) in which two
particular families of constraints were considered. Namely, forward and backward
constraints. This model has fewer variables since it represents all shifts having the
same starting and ending time by just one variable. These shifts have a common
associated interval of breaks in which they are assigned a break. These shifts consti-

tute a shift-type. The authors prove the efficiency of (P2) over (P1) by numerical

2By Gary M. Thompson, see [19]
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experiments and they conjecture that (P2) is equivalent to (P1) in the sense that the
two models represent the same set of allowed shifts and that the optimal objective
function values of the two models are equal. Next, using sets framework, the same
authors prove, 7], that their conjecture holds. To do so, they first prove that to have
(P1) equivalent to (P2) it is necessary and sufficient that a set of constraints of some
integer programming model, say (P), are satisfied ([7, Theorem 1]). Note that (P)
has a comparable disadvantage as that of (P1) since it contains not only constraints
of (P2) but also a great number of other constraints. Next, they prove that under the
absence of extraordinary overlap (hereafter EO) assumption, the constraints of (P)
are consequences of those of (P2) ([7, Theorems 2 and 3]) and therefore, (P1), (P2)
and (P) are equivalent under this assumption. An extraordinary overlap happens if
earliest break in a break window P;, starts after the earlier one in some other break
window P;, and the latest break in P;, ends before the end of the latest one in P},.
(Precise definition of extraordinary overlap is given in the next section.) Below are

formulated (P1), (P2) and (P).

Very recently, Cezik and Giinliik [9] have considered® an integer programming model
with transportation constraints and the objective function of (P) and have construc-
ted arelated capacitated network and by making use of the min-cut max-flow theorem
(Ford and Fulkerson [12]) they prove that constraints of (P) are equivalent to some
constraints on cut-capacity of the considered network. So, they proved that (P) can
be considered as a transportation problem. Next using cut-capacity framework they
provide an elegant and short alternative proof of the equivalence of (P2) and (P)
under the absence of EO assumption. That is, they proved that any constraint of
(P) is a consequence of the forward and backward constraints. In case where there is
extraordinary overlap they provide the model (P) with all its prohibitive number of

constraints. [9, see, subsection 3.1.2].

3 Actually, they prove further interesting results than those stated here.
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Very recently and independently from Cezik and Giinlik, the authors Rekik et al.
[17] have considered Benders formulation of the same transportation problem as
that considered by (ezik and Giinliikk and they show that the resulting Benders cut
correspond to the constraints of model (P). Also, using Benders cut framework they
provide elegant and short alternative proofs of the equivalence of (P2) and (P) and
of the equivalence of their LP relaxation, under the absence of EO assumption. In
case where there is extraordinary overlap there Proposition 1 implies that one has to

consider model (P) with all its prohibitive number of constraints.

Roughly speaking, one can summarize the three mentioned articles above by saying
that each group of authors have considered problem (P) and have shown that under
the absence of EO assumption a big set of constraints of (P) can be reduced to forward
and backward constraints only. None of them have reduced the whole constraints set
of (P) when there is extraordinary overlap. So, one can ask for a minimal set of
constraints dominating all other constraints when there is EO? The answer of this

question is the main subject of this paper.

There are many utilizations of this kind of implicit models as those by Jacobs and
Brusco [14], [15], [8]. We can also mention papers using forward and backward
constraints as Jarrah et al. [16] which propose an implicit model for discontinuous
tour scheduling problem and Thompson [18] which presented a doubly-implicit in-
teger shift model. Some implicit models involve no forward nor backward constraint

and are valid without extraordinary overlap hypothesis were presented by Aykin [2],

3], [4]

The purpose of this work is to study the case where there is extraordinary overlap.
More precisely, in a first step we show that problem (P) can be reduced to a compact
alternative problem (P2-EQ). In a second step we show that {(P2-EQ) is obtained by

adding a minimal set of constraints to the forward and backward constraints and the
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equality. Next we show that some forward and backward constraint are redundant and
we show that the other forward and backward constitute a minimal set, that is none
of them can be generated by the others. Taking into account our result, this means
that the set of forward and backward constraints considered by Bechtold and Jacobs
is not minimal even if there is no EO. Next we construct a network where nodes
represent constraints. This network revels some inherent structure of the constraints
set and on the other hand it shows which constraint should belong to the minimal

set of constraints.

The paper is organized as follows. In the reminder of this Introduction we list down
all the formulations of underlying problems. In Section 2, after recalling one main
result of Rekik et al. [17], we show that their result may be strengthened using
the same proof. Next, we show that our augmented family of constraints (obtained
by adding interval constraints defined below (2.25)) to the constraints of (P2) is
both sufficient (Corollary 2.2.6) to generate all necessary constraints and minimal
(Proposition 2.2.7). The following is to provide further reduction even under no EO
assumption. Next, we construct a directed network which provide a representation of
the set of all constraints. This representation makes clear the impact of the presence

of EO as well as the absence of EO on the constraint set.

Dantzig set covering model (P1)

It can be stated as follows :
Minimize Z c;S; (P1)
jed
under the constraints
> 658 = di Viel (2.1)

jed
S; > 0and integer Vied (2.2)
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J is the set of all possible shifts, I is the set of all demand periods, ¢; is the cost
associated to shift j € J, d; is the number of employees required for the demand
period 7 € I, S;is the variable representing the number of employees working shift

j € J, 6;; =1if shift j € J covers demand period 7 € I; 0 otherwise.

Bechtold-Jacobs model (P2)

To state the model we need to introduce a notation. A break k£ € K is a finite set of
successive demand periods ¢, i+1, i+2, - -+ , i+ and a shift-type § € J is defined when
its start-time, its length and its break window P; are given, where P; is defined as a
set of breaks such that their union covers some number of successive demand periods
i,4+1,4+2,--, i+t Union of Pj’s when j € J C J is noted by P(J). The sets
J and K are fixed at the beginning by union rules. A shift-type is represented by a
variable and a break by an other. One variable is used to represent all shifts having the
same break window. Thus, the number of shift-type variable is considerably reduced
comparing to Dantzig model (P1) where each pair shift-break requires a separate
variable. For brevity, in the rest of this paper, we shall say shift instead of shift-type.
Next, define an order relation in K as follows : k; < ko if k; starts before ks or k;
and ko start at the same time and k; ends before ky. If &y and ky € K, we denote
by [k1, ko] the subset of K of all elements are breaks k satisfying : ky < k < ko.
Let, K* = ;e {min(P;)}; min(P;) = min{k |k € P;}, K® = U;e, {max(P))};
max(P;) = max {k | k € P;} and k, := min(K), k. := max(K).

Bechtold and Jacobs model (P2) can be stated as follows :

Minimize Z c;S; (P2)

JjeJ
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under the constraints :

Z(Siij — Z,Oszk > d; Viel (23)
JE€J keK
>5-Y B =0 (24)
jeJ kEK
> Bu—- > S =0 Vk e K¢\ {k.} (2.5)
KEKF (k) JEIF (k)
> Bv— > 5 =20 vk € K°\ {k} (2.6)
k'e KB (k) jeJB(k)
S; > 0and integer Vield (2.7)
B, > 0and integer Vk € K. (2.8)

K¥ (k) is the set of all breaks starting before break k or starting at the same time as
k but ending before break k. The set KB(k) is that of all breaks starting after break
k or starting at the same time as k but ending after break k. The set J¥ (k) is that
of shifts j € J for which all assigned break in the breaks window P; ends before or
at the same time as break k do. At the end, JZ(k) is the set of shifts j € J for which
all assigned break in the breaks window P; start after or at the same time as break

k do.

Integer programming transportation problem

As before, S; denotes the number of employees working shift j € J, and Bj denotes
the number of employees which are taking break k. Additional variables X, are added
in order to indicate the number of shifts j assigned to the break k. The proposed
integer programming transportation model reads as follows :

Minimize Z ¢;S; (2.9)

j€J
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under the constraints

Z(Siij — ZpikBk > d; Viel (210)
jeJ kEK
Y Xp-8 =0 VieJ (2.11)
ke P;
> Xj—-Bp = 0 Vk € K (2.12)
j:k}EPj
Xix > O0andinteger, VjeJ VkeP; (2.13)
S; > 0and integer, Vj € J, (2.14)
B, > O0and integer, Vke€ K. (2.15)

where py, = 1 if break £ € K covers demand period i € I, 0 otherwise. Other
parameters are defined as before. Note that as for Dantzig’s model (P1), the objective
function is to minimize the total cost associated to the employees. Constraints (2.10)
ensure that, for all demand period @ € I, there are enough employees working shift
j € J and are not at the rest in their break & € K in order to satisfy demand d;.
Constraints (2.11) and (2.12) ensure that to each shift j € J is assigned one and only
one break k € K belonging to its breaks window P;. Variables X, can be considered
as float variables in a bipartite network G (JU K, A) where an arc (j, k) is in A if
the break k is in the break window F;.

Rekik et al. [17] proposed this transportation model from which they obtain implicit
models of Bechtold and Jacobs [6] (P2) as well as Aykin [3], [4]. (see [17, Propositions
2 and 3)).

Even if we use notation from Rekik et al. [17], this transportation model has been
considered independently by Rekik et al. [17] and by Cezik and Giinlitk. [9].

The common considered problem (P)

It can be stated as follows :



Minimize E c;S;
jet

under the constraints :

Z 0:;S; — Z pir B

Jjed keK

DB = 2.5

keK jet
> B > S forall (d, f) € AT
d<k<f j€J(d, f)

S; 0, and integer vieJ

v

d;, foralli e,

Y

Y

By > 0, and integer Vk € K,
where, for all couple (d, f) € K x K¢,

Jd, f)={jeJ|d<minP; and max P; < f}.
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(2.16)

(2.17)

(2.18)
(2.19)

(2.20)

That is, J(d, f) is the set of all shifts j € J such that their corresponding break

window FP; are completely contained in the break interval [d, f]. Hence, for all JC
J, P(J)C [d, f] ifand only if J C J(d, f). In particular, for J = J(d, f), it follows
that P(J(d, f)) C [d, f]. However, the inverse inclusion, "[d, f] C P(J(d, f))” is
not necessarily true for all (d, f) € K*® x K¢ That is, if (d, f) € K* x K¢ then the

break interval [d, f] do not correspond necessarily to some break window P(J) for
some J C J. So, The set A* is defined such that; for all couple (d, f) € K*® x K¢,
(d, f) € A% if and only if there exists J' a subset of J, such that J(d, f) = J' and

P(J) =[d, f]. That is,

A* ={(d, f)e K* x K°: J(d, f) # 0 and P(J(d, f)) =[d, f]}.

(2.21)
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One can note that if (dy, fi) and (d, f») are two elements of At such that [d;, fo] =
[di, f1lU[da, fo] and [d1, fi]N]da, fol =@ and that (di, f») is also an element of A
then one can immediately notice that constraint associated to (dy, f2) is the sum of
the two others. This suggests to define an order relation as follows. for all (dy, fi) €
AT and (dg, f2) € AT we define (dy, f1) < (dq, fo) if and only [d1, fi] C [da, fol -
Hence A" is a partially ordered set. Next, denote by A™" the subset of minimal
elements of the ordered set A™. It follows that each constraint defined by a specified
element in A" is the sum of (is dominated by) all the constraints defined by minimal

elements of A that the specified element contains.

Based on this observation, one can reduce the set of constraints in model (P) to the

set of the following constraints :

> B> > S, forall (d, f) € A™® (2.22)

d<k<f jeJ(d, f)

and obtain a little bit smaller model than model (P) above. We denote this smaller
model as (P™1"). However, if A™® £ A+ then A™" do not contains all the forward
and the backward constraint of problem (P2). Then if one needs these constraints
one should consider A™" instead of A" but conserve the forward and backwards

constraints.

Next, Rekik et al. eliminated the Xj; variables from the transportation problem as
well as constraints (2.11)-—(2.13) and replaced them by Benders cut which can be
stated in terms of S; and By. They show that the constraints (2.4) (2.6) are parti-
cular Benders cut and they show that they are enough (*), under no eztraordinary
overlap assumption. Next, they show that the transportation model is equivalent to
the implicit model (P2) (which is very compact), under no extraordinary overlap

assumption.

4In the sense that any other constraint is redundant.
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Note that using Benders cuts formulation, analogous models to (P) and to (P™®)
have been considered by Rekik et al. [17]. They first reduce (P) to (P™") and next
(P™in) to (P2) under no extraordinary overlap assumption (see [17, Propositions 1
and 2 fespectively).]) However, Cezik and Giinliik [9] as well as Bechtold and Jacobs

[7] have considered in their respective formulations, only analogous models to (P).

Bechtold-Jacobs generalized shift-scheduling model

Our implicit Bechtold-Jacobs generalized model (hereafter, P2-EQO) is obtained by
adding some constraints (2.25)(we called interval constraints) to the implicit model

of Bechtold-Jacobs (P2). The mathematical formulation reads as follows

Minimize Z ;S (P2-EO)
jed
under the constraints :
zdiij — ZpikBk > d;, forall i € 1,
jeJ keEK
D% = X Be
jed keK
> B > > Sjforall fe K\ {k}. (2.23)
ks<k<f JjeJ(ks, f)
> B 2 ) Sjforallde K™\ {k}. (2.24)
k>d F€J(d, ke)
> B > Y Spforall (d, f) e AMMN KO, (2.25)
dsk<f jeJd, f)
S; > 0,and integer VjeJ (2.26)
B, > 0,and integer Vk e K. (2.27)

where J(ks, f), J(d, k.) and J (d, f) are defined in (2.20) and A™™ is the subset of
minimal elements of A1 defined in (2.21) and K°* is defined by

KOl ={(d, fe K*x K°|3jo€J :minP;, <d and f < max Pj}.
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Remark 2.2.1 In subsection 2.2.2, we will show how it is possible to reduce the
forward and the backward constraints (2.23) and (2.24). So, our best model is obtai-
ned by considering that above with the constraint in (2.23) and (2.24) reduced as in

subsection 2.2.2.

It is worth noticing that we have add no new variable for this model.

2.2.2 Main results

First, let us provide a precise definition of what is intended by an extraordinary

overlap.

Definition 2.2.2 For all J C J, we say that J is involved in an extraordinary

overlap if there exists some j € J such that
min P; < min P(J) (2.28)

and

max P(J) < max P;. (2.29)

Also, we say that J is involved in no extraordinary overlap if the following condition

is satisfied :

"For all j€J, at most one condition holds among (2.28) and (2.29).” (H(J))

Observe that if H(J') is satisfied for all single sets J' C J then H(J) is satisfied too.

In 1996, Bechtold and Jacobs [7], and more recently, Rekik et al. [17], as well as
Cezik and Giinlitk {9], have considered no eztraordinary overlap assumption, which

is equivalent to the assumption that H({;}) is satisfied for all j € J.
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Rekik et al.[17], have considered the transportation problem (2.9) and (2.15). Next,
they show that the constraints associated to its Benders cut are nothing but the
constraints of problem (P). Their first following result [17, Proposition 1] was to
reduce the constraints set in (2.17) to those in (2.22) and to obtain model (P™"). In
subsection 2.2.1, within our framework, we have provided an alternative short and
straightforward proof of this reduction from (P) to (P™"). Next, they provide a second
reduction from (P™") to (P2). With our framework, their result ([17, Proposition 2])

reads as follows.

Proposition 2.2.3 [17, Proposition 2/. Under the assumption of no extraordinary
overlap, constraints in (2.22) are generated by forward (2.5) and backward (2.6)

constraints and the equality constraint (2.4).

Proof : We present the proof of [17, Proposition 2] within our framework and a
slight different manner in order to highlight how one can strengthen the result for a

large context. Consider a constraint from (2.22). Then it is of the form

Y B> > S (2.30)

d<k<f jeJd,f)

for some (d, f) € A™". Adding the following forward and backward constraints :

ZBk Z Z Sj and ZBk Z Z Sj

k<f i€ ks, f) k>d jeJ(d, ke)
one gets :
ZBk+ZBk> Z Si+ > S (2.31)
k>d k<f j€I(ks, f) JEJI(d, ke)
Note that :

ZBk+-ZBk=ZBk+ > B

k>d k<f keK d<k<f
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Thus, inequality (2.31) becomes :
keK Cd<k<f j€J(ks, f) jeJ(d, ke)

The complement of J (ks, f)UJ (d, k) in J is denoted by Jy and is given by
Jo=J\(J(ks, HUJ(d, k) ={j€J|minP; <d< f <maxP;}.

Hence, if there exists jo € Jo, then min P, < d < f < maxFPj, which means
that J(d, f) is involved in an extraordinary overlap. However, we have assumed
that there is no extraordinary overlap, which implies that J; = @ and then J =

J(ks, HUJT(d, k).

Therefore,
Y. S+ > S = DOEEEE D DI
je€Jlks, f) J€J(d, ke) j€J(ks, FUJ(d, ke) j€J(ks, F)NJ(d, ke)
=25+ > S
jeJ j€J(ks, FYNI(d, ke)

Hence, inequality (2.32) becomes
DB+ D Bez) S+ ) S
keK d<k<f jeJ j€J(ks, FINJ(d, ke)
and by the equality constraint (2.4), it follows that :
> Bi> > S;. (2.33)
d<k<f jeJ(ks, FYNJ(d, ke)

On the other hand, observe that J(d, f) C J(ks, f) N J(d, k.) and S; > 0 for all

Jj € J, s0
oo 52 )8 (2.34)

j€J(ks, F)NI(d, ke) jed(d.f)
From (2.33) and (2.34), one deduce that

Z By > Z Sy,
d<k<f JjeJd,f)

which is nothing but constraint (2.30). B
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Generating family of constraints under EO assumption

An analysis of this version of the proof shows that the main idea was to consider a
constraint from (2.22) and to prove that it is dominated by a combination of some
specified forward constraint and some specified backward constraint, and the equality
constraint. To do so, the assumption of no extraordinary overlap has not been used in
its full sense. Indeed, for fixed (d, f) € A™™", the proof that the associated constraint
(Xack<s Be 2 2Zjesyp Si) is generated by a forward constraint and a backward
constraint and the equality constraint, do not require that H({j}) is satisfied for all
j € J but only for all j € J(d, f).

Based on this observation one can conclude that the proof given for Proposition 2 in

[17] remains valid to prove the more general assertion which reads as follows.

Proposition 2.2.4 For all (d, f) € A™", the associated constraint, 3 ,cp<s Br >
Zje Jdf) S;, 1s dominated by the constraints forward, backward and the equality

constraint, provided that J(d, f) is involved in no extraordinary overlap.

Observe that under the absence of extraordinary overlap assumption, that is, H(J)
is satisfied for all J C J, it follows from Proposition 2.2.4 that for all (d, f) € A™
the associated constraint is dominated by the constraints forward, backward and the
equality constraint. Hence, Proposition 2 in [17] is a direct corollary from Proposition

2.24.

Remark 2.2.5 From Proposition 2.2.4 it follows that only the associated constraints
to (d, f) € A™™ for which J(d, f) are involved in some extraordinary overlap
are possibly not generated by the forward, backward constraints and the equality

constraint.
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Based on this remark, one can deduce the following corollary :

Corollary 2.2.6 Constraint set associated to all (d, f) € A™™ are generated by the
family of forward and backward constraints and the equality constraint and all the
constraints associated to (d', f') € A™" for which J(d', f') are involved in some

extraordinary overlap.

At present, after getting this generating family of constraints in (2.22), it is natural to
ask whether this family is minimal, that is, is it possible to eliminate some constraint
from this family without affecting its generating future of all the other constraints?
The answer of this question, which is negative, is the main subject of the following

result.

Proposition 2.2.7 Let (d, f) € A™® such that J(d, f)is involved in an extraordi-
nary overlap. Then the associated constraint to (d, f) is not a linear combination of
any elements from the family of the constraints forward, backward, and the equality
constraint and all the associated constraints to (d', f') € A™*\ {(d, f)}, for which

J(d', f') are involved in some extraordinary overlap.

Remark 2.2.8 This proposition implies that we have added a minimal family of
constraints to the family of equality constraint, the forward and backward constraints.
So, if there is some redundant constraint it should be outside our added family, neces-
sarily among the equality constraint and/or the forward and/or backward constraints.

(see the next subsection for further reductions).

Proof : Let (d, f) € A™" such that J(d, f) is involved in an extraordinary overlap.
For brevity, we let J = J(d, f). For all j € J, we denote by |P;| the number
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of breaks in its associated break window. Assume that J = {ji, ja, -, Jjn}. Let
By = 0 for all k € K. Next, we proceed by iterations. At iteration i, i =1,---,n,
we set S;, = |P;,| and upgrade the value of By by one unit for all k& € P;,. After
the last iteration, we upgrade the value of S;, by one unit. On the other hand,
since J is involved in some extraordinary overlap, there exists j* € J\ J such that
min P+ < min P (j) =d < maxP (j) = f < max Pj«. Since P}« is an interval then
the former element before d in K, say k., and the next element after f in K, say
k., are necessarily in Pj«. Therefore, min P;- < k, < d < f < k* < max Pj«. Let,
Sj» = By, = By = 1. Finally, for all j € J\ (JU{j*}) let S; = 0. Hence, the

equality constraint is satisfied.

The associated constraint to (d, f) is not satisfied. In fact,

D Si=1+) IBl>> IBl= > B

jed jeJ jeJ d<k<f

Now, let (d, f') € A™n\ {(d, f)} such that J(d', f') is involved in some extraor-
dinary overlap and let us prove that the associated constraint to (d', f') is satisfied.

As before, for brevity we let J' = J(d', f').

We distinguish several cases :

j*_ej_/ In this case ZkeP(J’) B =3 ek Bro thus, 37 Sy < > ies Si = Dker Br =
ZkeP(j’) B.

M Note that the S; are constructed such that, S; # 0 if and only if j € JU{j.}.
S0, Yieir S5 = Ysernd Si T Ljerngay Si- So, in this case (J' N {j} = 0),
Yieinga Si = 0 and therefore, 3°. 7 S; = > ic 55 ;. Hence, we have to
distinguish if JNJ' =@ or JNJ # @.

jx ¢ J' and JNJ =@ In this case, 3.7 S; = 0.
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jo¢J and JNJ # @and JNJ' #J (J contains a part of J but not all of J.)
One has to distinguish two situations.
g€ JNJ onehas, 3505 S; = Yicing Si = Lkepiiniy Be £ Drepn B
s €JNJ Onehas 3. 7S =Y .cjnrSi = 1+ 2 einy |1Pil . We need the

following

Claim There exists an elementp € J \ J' such that B,N P(JN J') # 0.
According to this claim 1+ . 707 [P < 32, p(JnT) By, and therefore
25er i =1+ i mm |Pil £ Xiepungy Br < X kepin Br-

Proof of the Claim Note that P (jﬂ J)CP (j) NP (j’) If this inclusion
is strict, that is, if there exists k£ € P (J) NP (J’) such that k ¢ P ( N J’)
then there exists necessarily j € J\ J' and j' € J'\ J such that k € P
(and k € P;) and therefore the claim follows. Assume that P (JNJ') =
P(J)nP(J'). Since JNJ' # @ then P(JNJ') # @ and therefore
P(ﬂ N P(j’) # @. Note that P(j) and P (j’) are two intervals in
K,so P (D npP (j’) is also a non empty interval, say [a, b]. Note that
J(a,b) = JNJ" and P(J(a,b)) = [a, b] then [a, b] € AT. Moreover,
la, b} C [d, f] with [a, b] # [d, f] since JNJ' # J. Then (a, b) < (d, f)
and (a, b) # (d_, f) . This contradicts the fact that (d, f) € A™" which

completes the proof of the claim.

juo¢J and JNJ # @and JNJ =J (J is completely contained in J'.) In this

C P(J). If P(J) = P(J') then [d, f] =
[d, f'] and therefore (d, f) = (d, ') which is impossible since (&', f') €
A™m\ [(d £)}. Thus, one have to assume that P(.J) # P(J"). Thus P(J")\P(J)
contains at least one break among the pair of breaks {k., k.«}, and since

case one has necessarily P(J)

1+ZBk > B+ Y Bi= > B (2.35)

keP(J (p(j/)\p(j)) keP(J) keP(J)
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On the other hand, based on the construction of the S;and the By, it follows

By (2.35) and (2.36), one deduce that Y, ;S; <3 ;¢ p(jv) Br. Note that S;

=2 iesiBland 3o, ;S5 =1+ . ;|P, hence,

> S;=1+ > B (2.36)

jeJ ke P(J)

I

0 for all j € J'\ J, then Y. .7 S5 = Y ,.;S; and therefore 3 .., S; <

ZkeP(J’) B.

One can easily check that all forward, or backward constraints are satisfied. This

verification is omitted. M

Further reductions even under no EO assumption

For each (d, f) € At one can consider the partition of J defined as follows :

J=J__(d, f) U Joo(d, /YU Jy(d, FYU J_o(d, ) U Jos(d, ) U J_(d, f)

where,

{j € J| min P; < max P; < d}

{j €J]d<minP;and maxP; < f} (= J(d, f))
{j € J| f < minP; <maxP;}

{j€J|mnP; <d<maxP; < f}
{jeJ|d<minP; < f < maxPF;}

{jeJ|minP; <d< f<maxF;}.

Since (d, f) € A" then Jyo(d, f) is necessarily non empty. Each other set may be

empty or not. So, given (d, f) € A", there is 2° = 32 situations to be considered.
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The set Jyo(d, f) is involved in some extraordinary overlap if and only if J_ ,(d, f)
is non empty. So there are exactly 2* = 16 cases where J_ . (d, f) is empty, that is,
where Joo(d, f) is involved in no EO. So, the cases may be listed as rows in a table

as follows :

Tableau 2.1 ~ Different cases

Cases [ J-—(d, /) | J—o(d ) | Jot (1) | Jour (i ])
1. 1 1 1 1
2. 1 1 1 0
3. 1 1 0 1
4, 1 1 0 0
5. 1 0 1 1
6. 1 0 1 0
7. 1 0 0 1
8. 1 0 0 0
0. 0 1 1 1
10. 0 1 1 0
11. 0 1 0 1
12. 0 1 0 0
13. 0 0 1 1
14. 0 0 1 0
15. 0 0 0 1
16. 0 0 0 0

where 1means that the related set is non-empty and 0 otherwise. Note that all
forward and all backward constraint are represented in this table. In fact these two

constraints cannot be involved in some EO.

Note that Case 16. happens only for d = k;and f = k. and the related constraint
is redundant since it is a direct consequence of the equality constraint. Cases 13,
14 and 15 are representing forward constraints. Cases 4, 8 and 12 are representing

backward constraints. One can also note that Cases 8 and 15 are consequence of
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each other and the equality constraint. So, one of them is redundant. Finally, one
can easily prove that the corresponding forward and backward constraints associated
to Cases 12 and 14 are redundant. Indeed, consider the forward case 14. Then J
is partitioned as J = Joo(d = ks, f) U Jos(d, f). Note that 3., »S; =
> k> Br because each break k > f is selected by some j € Jy(d, f), but each
element j € Jy+(d, f) selects a break k > f as well as k < f. On the other hand,
taking into account the equality constraint it follows that 3", s Be + st s Br =
2jennd 0 St Ljenota n i Then, 3oy Be = e 1 Si = Lisedota, )% ~
> kg Br 2 0. Thus, the forward constraint »-, . By > 3°,c 5 ) 15 redundant.

The same reasoning holds for analogous backward counterpart. (Case 12).

Hence a generating family of forward and backward and the equality constraints is
composed by forward constraint of Case 13 and backward constraint of Case 4 and
forward constraints of case 8 or backward constraints of Case 15 (but not both). Does
this family of constraints be minimal ? The answer is yes. To see this, let us prove
that any forward constraint of Case 13 is necessary. For, any given such forward
constraint we construct an example in which (there is no EO) all the other forward
constraints and all the backward constraint are satisfied but not the given forward

constraint.

Consider a forward constraint of Case 13. Assume it is given by (k,, f) € AT. Let
Joo € Joo(ks, f) such max P, = f. On the other hand, since Jy . (ks, f) # 0, then
consider an element in J, y(ks, f) , say jy4. Then define S; = 0 for all j € J\
{joo}and Sj,, = 1. Also, define B, = 0 for all k € K\ {max P;,, } and Buaxp,,, = 1.
Then 3 4 B =0 <3 ic soke.p) S5 = 1, and the given forward is not satisfied. One
can easily check that all the others, forward, backward and the equality constraints

are satisfied. Also, a similar construction can be done for the backward counterpart.

These constructions imply that the generating family of constraints mentioned above

is minimal under no EO assumption.
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Constraints directed network

In this section we construct a directed network which revels some inherent structure
of the whole set of constraints of problem (P™"). Also, from this network it appears
clearly which subset of constraints are selected to form the minimal set of constraints

in both cases where extraordinary overlap occurs or not.

Each constraint in (2.22) is defined by a couple (d, f) € A™®. If d = k; and f = k.
then (d, f) corresponds to a redundant constraint since it is a consequence of the
equality constraint (2.16). If d = k, and f # k. then (d, f) corresponds to some
forward constraint (2.5). If d # ks and f = k. then (d, f) corresponds to some
backward constraint (2.6). If d # ks and f # k. then (d, f) corresponds to some

remaining constraint in (2.22).

Recall that breaks are linearly ordered. Let us index them such that

Ke: {f17 f2, ey flKe| fd ke} and KS = {d17 d27 T dlel = ks}
with
fi<fo<- < figeg =ke and di > dy > -+ - > digs| = ks.

Note that if (d,, f,) € A™" then d, < f.

For each element (d,, f;) in A™" we construct a node Ny, for the network. We define

an oriented arc from N, to Ny if and only if
(dw = d, and fy = min{f, € K°| f, < f, and (da, f) € A™})

or

(do = max {d, € K* | d; < d, and (dy, f,) € A™"} and fy = f,).

Note that this network represents constraints in (2.17). So, since the equality constraint

do not belong to (2.17), then there is no node in this network representing it.
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Nodes N|gsp corresponding to forward constraints are labelled depending on the sets

Jo,+(JK*®|,b) and J; +(|K?|,b) as follows

C1E Jo (IK¥,B) £ 0 and Jy L (K¥|,b
L(Nigsip) = q =1 i Joo(|K°|,b) =0 and J4 L (|K°|,b
K*|,b

#0
# 0
0 if  Jo+(|K°|,0) # 0 and Ji (] =0

)
Also, nodes N, ke corresponding to backward constraints are labelled depending on

the sets J_ _(d, f) and J_(a,|K*®|) as follows

-1 if J__(a,|K®?) # 0 and J_o(a,|K¢|) # 0
L(Ngjge) =4 0 if J_ _(a,|K°) =0 and J_g(a,|K°|) #0
0 if J_,O(CL, |K5|) 7é @ and J_’o(a, |KE|) = @

We label the other constraints associated to (d;, f;) in A™" depending on the sets
Jo—(diy £3), Jooldss f3)s Jr+(dis f3), J-o(dis f5), Jo+(di, f;) as follows :

0 if JN\(J-—(di, [;)UJoo(di, f5)U e (ds, f5)U
L(Ny;) = UJ_o(ds, fi)Udo(ds, f)) =0
-1 otherwise

Remark 2.2.9 From this network, it appears clearly that the minimal generating
family to be considered is that corresponding to nodes labelled with negative labels.

The other nodes labelled by zero are redundant.

Example

Let K = {b1, by, b3, bs, bs, bg, by, bs} and J = {j1, j2, J3, Ja» Jss j6}- To each j; is

associated a break interval defined by the rows of the following table

One has,

K*® = {d6 = ks =Dy, ds i=bo, dy i=bs, d3:=by, do =05, di = b7}
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Tableau 2.2 — Example

b1 b2 b3 b4 b5 b(; b7 bg
il lr[1(tlo]olo]o
lO0l1T [T ]0(0 |0 0]0O
slO0 0T [T [1[1]0]0
a0 00T [1f0]0]0
slo]Jo0fo]o 1|11 ]1
gJelloOJO 0 [0 0|0 |1 |1

and

Ke = {fl = b3, fg = b4, f3 = b5, f4 = b6, f5 = bg} .

Forward constraints are those associated to (dg, f1), (ds, f2), (ds, f3), (ds, f1), (ds, f5)-
and backward constraints are those associated to (dg, fs), (ds, f5), (ds, f5), (ds, f5),
(da, f5), (di, fs) . Other constraints in A™™ are those associated to (ds, f2), (ds, f1),

(da, fa), (ds, f3), (da, f5), (du, f5) .

The label of each node is shown near it (See Figure 1.). Note that backward constraints
associated to nodes N5 5, and N, 5 are redundant in accordance with subsection 2.2.2
and constraint associated to Ny 4 is redundant too in accordance to Corollary 2.2.6.
The constraint associated to Ng 5 is trivially redundant since it is a direct consequence
of the equality constraint. All remaining constraints are to be considered to form the

minimal generated family of constraints.

2.2.3 Conclusion

Recall that according to the result in [17, Proposition 2], constraints in (2.22) are ge-

nerated by the family of the constraints forward, backward and the equality constraint
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Figure 2.1 — Constraints network for the example

under the assumption of no EO. Next, in case of EO, taking into account Corollary
2.2.6, a generating family is composed by the same constraints as before to which are
added a subfamily of the associated constraints to (d, f) € A™® for which J(d, f)
are involved in some EQO. Proposition 2.2.7 shows that this added subfamily is mini-
mal, that is, it cannot be reduced. Next we have reduced the Forward and backward
constraints in some cases without considering if there is or not an EO. Next we have
shown that the resulting subfamily of forward and backward constraints is minimal.
So, our resulting family sometimes contains less constraints than that of Bechtold

and Jacobs which contains always all the forward and backward constraints.

Also, we have provided a directed network. It brings up the structure of the constraints.
It shows which constraints have to be considered in the minimal generating family

of constraints just by considering those nodes labelled by negative labels.
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The added interval constraints (2.25) for single break should be generalized to other
situations where the constraints forward and backward have been used ; multi-break

and tour. .

Extraordinary overlap occur rarely in real organizations. The break interval length is
not much variable from a shift to another due to equity rules. Some small variations
can appear when shift length varies. It rarely happens that these variations occur
and then inclusions of some break windows into others are few. Note that for a break
window to contain a smaller one, it should be greater than the smaller by at least two
break periods; one before the starting of the smaller one and one after the end. Hence,
the number of interval constraints is not so important. Numerical experiments of the
model proposed in this paper and of some other implicit models for shift scheduling

problems will appear in a forthcoming article.
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CHAPITRE 3 : EXPERIMENTATION

Afin de montrer I'intérét et la nécessité de I'ajout des contraintes d’intervalles dans
le modele de Bechtold et Jacobs (1990) en présence d’extra-chevauchement, des tests
ont été effectués. Les courbes de demandes proviennent d’instances réelles fournies

par Uentreprise Ad Opt (Montréal).

3.1 Comparaisons des temps CPU

Dans cette section nous présentons plusicurs tableaux de résultats pour comparer
le nombre de contraintes et les temps de résolutions entre le modele de Bechtold et
Jacobs sans et avec contraintes d’intervalles. Ces résultats sont basés sur des exemples
ol l'on a construit des types de quart : - de durée de sept heures; - début a chaque
quinze minutes; - fenétre de pauses de longueur 60 minutes qui débutent apres 3
heures de travail, soit au milieu de la durée du quart ; - pauses de durée 30 minutes
chacune. Avec deux courbes de demandes différentes qu’on note ACT1 et ACT2.
L’activité ACT1 a été utilisé pour générer les tableaux 3.1 et 3.3 alors que l'activité
ACT?2 pour les tableaux 3.2 et 3.4. Pour créer par exemple 5 extra-chevauchements,
nous avons construit 5 quarts additionnels de telle sorte que le premier chevauche avec
le premier quart parmi les 96 déja construit, le deuxieme chevauche avec le deuxieme
des 96 et ainsi de suite jusqu’au cinquieme qui chevauche avec le cinquieme des 96.
L’extra~-chevauchement peut étre interne (au sens ou la fenétre du quart additionnel
est contenue dans la fenétre du quart homologue des 96) ou externe. Pour le tableau
3.1 il est interne et pour le tableau 3.2 il est externe. La fenétre contenante dépasse
la plus petite du strict minimum de périodes additionnelles, soit uniquement deux

periodes.
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Un autre type d’exemples ot 'on a construit des types de quarts : - de durée de
neuf heures; - début a chaque quinze minutes; - fenétre de pauses de longueur 120
minutes qui débutent aprés 3 heures 30 minutes de travail, soit au milieu de la durée
du quart ; - pauses de durée 30 minutes. Les extra-chevauchements sont externes. Ces

derniers exemples sont représentés dans les tableaux 3.3 et 3.4.

Ces deux exemples nous donnent un nombre de 96 types de quarts, sans présence
d’extra-chevauchement. A chaque extra-chevauchement il correspond un type de
quart additionnel. Les tableaux 3.1, 3.2, 3.3 et 3.4 présentent les temps de réso-
lutions pour le modele de Betchtold et Jacobs (1990) avec et sans considération des
contraintes d’intervalles mais en présence d’extra-chevauchements. A chaque ligne,
le nombre d’extra-chevauchement augmente. La premiere colonne indique le nombre
d’extra-chevauchements. La deuxiéme colonne indique la valeur de la solution opti-
male entiére : nombre d’employées. La troisieme (resp. la quatriéme) colonne indique
le nombre de variables dans le modele de Bechtold-Jacobs BJ (resp. Bechtold-Jacobs
avec contraintes d’intervalles BJE) (SCEC signifie Sans Contrainte d’intervalles, et
ACEC signifie Avec Contrainte d’intervalles). La cinquieme (resp. sixieme) colonne
indique le nombre de contraintes dans le modele de BJ (resp. BJE). Finalement, les
deux derniéres colonnes correspondent aux temps CPU (en seconde) pour les deux
modeles respectivement. Les tableaux 3.1 et 3.2 donnent les résultats appliqués aux
premiers exemples (types de quarts de durée sept heures), et les tableaux 3.3 et 3.4

ceux appliqués aux deuxiemes exemples (types de quarts de durée neuf heures).

En analysant les résultats obtenus, on conclut que lorsqu’il y a extra-chevauchement
et en considérant les contraintes d’intervalles, le temps de résolution est en moyenne
équivalent au temps de résolution lorsqu’on ne tient pas compte des contraintes d’in-

tervalles.



Tableau 3.1 — Durées de 7 h, Extra-chevauchements internes, ACT1

Nbre I’EC || Objectif | NV NV NC NC CPU | CPU
SCEC | ACEC | SCEC | ACEC | SCEC | ACEC

0 25 196 - 287 - 25.5 25.4
) 25 201 201 288 293 16.1 15
10 25 206 206 288 298 5.2 4.8
30 25 226 226 288 318 2.2 5.4
50 25 246 246 288 338 16.3 9.8
96 25 292 292 289 385 2.6 324

Tableau 3.2 — Durées de 7 h, Extra-chevauchements externes, ACT2

Nbre d’EC || Objectif | NV NV NC NC CPU | CPU
SCEC | ACEC | SCEC | ACEC | SCEC | ACEC
0 20 196 196 287 287 1.3 1.3
S 20 202 202 288 293 4.0 2.9
10 20 207 207 288 208 11.7 1.4
30 20 227 227 288 318 2.0 2.8
50 20 247 247 288 338 9.5 1.6
96 20 294 294 289 385 1.6 2.8

Tableau 3.3 — Durées de 9 h, Extra-chevauchements externes, ACT1

Nbre d’EC || Objectif | NV NV NC NC CpPU | CPU
SCEC | ACEC | SCEC | ACEC | SCEC | ACEC
0 20 200 200 287 287 0.9 0.9
5 20 206 206 288 293 1.1 1.0
10 20 211 211 288 298 1.1 1.1
30 20 231 231 288 318 1.3 2.2
50 20 251 251 288 338 1.5 2.1
96 20 298 298 289 385 1.8 2.5

o8
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Tableau 3.4 — Durées de 9 h, Extra-chevauchements externes, ACT2

Nbre d’EC || Objectif | NV NV NC NC CpPU | CPU
SCEC | ACEC | SCEC | ACEC | SCEC | ACEC

0 17 200 200 287 287 1.0 0.9

) 17 206 206 288 293 0.9 0.9

10 17 211 211 288 298 1.1 0.9

30 17 231 231 288 318 1.2 1.7

50 17 251 251 288 338 1.4 1.6

96 17 298 298 289 385 1.3 1.6

3.2 Faisabilités des solutions obtenues

Pour voir l'effet d’inclure les contraintes d’intervalles lorsqu’il y a présence d’extra
chevauchement sur la faisabilité de la solution, nous avons construit des exemples
basés sur des types de quarts de différentes longueurs ainsi que leurs fenétres de

pauses et les fenétres de début :
Premier exemple : (Voir, tableaux 3.5 et 3.6) Dans cet exemple, il y a :

- des types de quarts de durées de 7 heures, débuts a chaque 15 minutes, fenétres de

pauses de longueurs 30 minutes et durée de pause de 30 minutes, et

-des types de quarts de durées de 9 heures, débuts a chaque 15 minutes entre 7h et

9h, et entre 13h et 15h avec fenétres de pauses de 2h et durée de pause de 30 minutes.
Deuxiéme exemple : (Voir tableau 3.7). Dans cet exemple, il y a :

- des types de quarts de durées de 7 heures, débuts a chaque 15 minutes, fenétres de

pauses de longueurs 30 minutes et durée de pause de 30 minutes, et

-des types de quarts de durées de 9 heures, débuts a chaque 15 minutes entre 7h et



Tableau 3.5 — Fenétres de pauses de 2h, ACT1

Date Objectif | NV NV NC NC CpPU | CPU
SCEC | ACEC | SCEC | ACEC | SCEC | ACEC
1 Nov 2001 24 212 212 287 313 1.4 3.7
2 Nov 2001 24 212 212 287 313 14 3.7
7 Nov 2001 24 212 212 287 313 1.4 3.6
Tableau 3.6 — Fenétres de pauses de 2h, ACT2
Date Objectif | NV NV NC NC CPU | CPU
SCEC | ACEC | SCEC | ACEC | SCEC | ACEC
2 Nov 2001 16 212 212 287 313 5.7 5.2
7 Nov 2001 17 212 212 287 313 2.4 1.2
6 Nov 2001 19 212 212 287 313 | 2.1(%) | 3.5

Tableau 3.7 — Fenétres de pauses de 3h, ACT2

9h, et entre 13h et 15h avec fenétres de pauses de 3h et durée de pause de 30 minutes.

ACT Date Obj | NV NV NC NC CPU | CPU
SCEC | ACEC | SCEC | ACEC | SCEC | ACEC
ACT1 | 1 Jan 2001 || 16 159 159 234 266 0 7 1.1
ACT1 | 2 Jan 2001 || 19 159 159 234 266 70 0.6
ACT2 | 1 Nov 2001 || 24 159 159 234 266 5 (%) 0.5
ACT2 | 6 Nov 2001 || 18 212 212 287 313 (%) 0.6
ACT2 | 7 Nov 2001 || 24 159 159 234 266 5 (%) 0.5

Troisieme exemple

- des types de quarts de durées de 5 heures, débuts a chaque 15 minutes entre 16h et

18h, fenétres de pauses de longueurs 30 minutes et durée de pause de 15 minutes, et

: (Voir tableau 3.8). Dans cet exemple, il y a :
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- des types de quarts de durées de 7 heures, débuts a chaque 15 minutes entre 6h
et 10h, et entre 12h et 16h, fenétres de pauses de longueurs 60 minutes et durée de

pause de 30 minutes, et

- des types de quarts de durées de 9 heures, débuts & chaque 15 minutes entre 7h
et 9h, et entre 13h et 15h, fenétres de pauses de longueurs 180 minutes et durée de

pause de 30 minutes.

Tableau 3.8 — Durées de 5h, de 7Th et de 9 h

ACT Date Obj | NV NV NC NC CpU | CPU
SCEC | ACEC | SCEC | ACEC | SCEC | ACEC
ACT1 | 1 Nov 2001 | 21 101 101 151 175 | 0.2(%) 0.2
ACT2 | 1 Jan 2001 | 16 101 101 151 175 | 0.2(%) 0.2
ACT2 | 2 Jan 2001 | 19 101 101 151 175 | 0.2(%) 0.2
ACT2 | 6 Jan 2001 | 18 101 101 151 175 0.2 0.2

Pour les tableaux 3.7 et 3.8, la premiere colonne représente 'activité considérée
(ACT1 ou ACT?2), la deuxieme colonne représente la date de la demande, les quatre
colonnes qui suivent représentes le nombre de variables et le nombre de contraintes
pour les deux modeles (avec contraintes d’intervalles et sans). Finalement les deux
dernieres colonnes représentent le temps de résolution en CPU pour le modele sans
contraintes d’intervalles et avec contraintes d’intervalles. On notera des astérisques
(*) dans certaines cases. Cela signifie que la solution obtenue n’est pas réalisable.
(C'est a dire que l'affectation des pauses aux quarts ne peut se faire de sorte que

chaque quart ai une unique pause).

En analysant les résultats obtenus, on conclut que lorsqu'il y a extra-chevauchement
et on ne prend pas en considération les contraintes d’intervalles alors dans la plupart

des cas, la solution obtenue n’est pas réalisable, i.e. on obtient un nombre minimal
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d’employés qui travaillent tous les quarts mais I'affectation des pauses aux quarts

n’est pas satisfaite puisqu’il faut que chaque quart lui corresponde une pause unique.

Ceci justifi expérimentalement, la nécessité de nos contraintes d’intervalles en

présence d’extra-chevauchements.
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CONCLUSION

Rappelons que selon la Proposition 2 de Rekik-Cordeau-Soumis (2004), les contraintes
dans (2.22) sont générées par la famille des contraintes forward, backward et 1’éga-
lité sous 'hypothese d’absence d’extra-chevauchement. Ensuite, en présence d’extra-
chevauchement et en tenant compte du Corollaire 2.2.6, une famille génératrice est
composée par les mémes contraintes que précédemment auxquelles sont ajoutées une
sous-famille de contraintes associées aux (d, f) € A™™ pour lesquelles J(d, f) est
impliqué dans certain extra-chevauchement. La Proposition 2.2.7 montre que cette
sous-famille ajoutée est minimale, ¢’est a dire, elle ne peut étre réduite. Par la suite
nous avons réduit la famille des contraintes forward et backward dans certains cas
sans tenir compte s’il y a ou pas d’extra-chevauchement. Ensuite, on a montré que la
famille qui en résulte est minimale. Ainsi, elle contient, dans certains cas, moins de
contraintes que celle de Bechtold et Jacobs qui contient toujours toutes les contraintes

forward et backward (méme en 'absence d’extra-chevauchement).

Aussi, nous avons construit un réseau orienté. Il montre la structure des contraintes. Il
indique quelles contraintes faut-il conserver dans la sous-famille génératrice minimale

et cela uniquement en considérant les noeux avec une étiquette négative.

Les contraintes d’intervalles ajoutées (2.25) pour une seule pause peuvent étres gé-
néralisées & d’autres situations ou les contraintes forward et backward ont été consi-

dérées ; les multi-pauses et les cycles.

Notons que les extra-chevauchements arrivent rarement dans les organisations réelles.
En effet, la longueur des intervalles de pauses n’est pas trop variable d’un quart de tra-

vail & un autre a cause des regles d’équité. De petites variations peuvent apparaitres
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lorsque la longueure des quarts de travail varie. Il arrive rarement que ces variations
ont lieu et donc les inclusoions de certaines fenétres de pauses dans d’autres sont peu
nombreuses. Il est a noter que pour qu’une fenétre de pauses contiennent une autre,
elle doit étre plus grande que la petite par au moins deux périodes de pauses; une
avant le début de la petite et une apres la fin. Par conséquent, le nombre de contraintes

d’intervalles n’est pas si grand, et cela ajoute peu au temps de résolution.
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