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à un accident de vélo
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Marcotte. Son enthousiasme, son discernement, ses commentaires toujours construc-

tifs mais aussi l’excellence de son encadrement sont autant d’éléments qui ont été
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Résumé

La complexité des problèmes environnementaux nécessite l’utilisation d’outils

numériques pouvant simuler la migration d’une eau souterraine polluée en milieu

hétérogène. En l’absence d’une connaissance juste et précise des propriétés hydrau-

liques de l’aquifère, l’utilisation des méthodes numériques reste néanmoins précaire et

peut mener à des estimations fortement erronées des temps de transfert et du parcours

d’un polluant. La détermination de la distribution spatiale des propriétés hydrauliques

est un problème complexe qui a donné naissance à une pléiade de méthodes d’inver-

sion. Malgré les efforts déployés depuis une quarantaine d’années, l’obtention d’une

solution au problème inverse demeure une opération longue et délicate.

Dans cette thèse, une solution au problème inverse en hydrogéologie est apportée

pour les régimes permanent et transitoire. L’approche s’appuie sur une résolution

itérative et discrète du problème de Cauchy s’apparentant à la méthode du modèle

de comparaison. Des modifications sont apportées à l’algorithme afin de tenir compte

des situations transitoires et une fonction d’amortissement est ajoutée afin de favo-

riser une convergence régulière et préserver la structure de la solution initiale. La

méthode nécessitant un champ de charges hydrauliques, celui-ci est obtenu par kri-

geage universel avec dérive de puits et conditions frontières imposées.

La méthode est évaluée dans un cadre stochastique et comparée à un modèle

synthétique de transmissivités. Il est démontré que la méthode est apte à calibrer des

solutions initiales de transmissivités très différentes du champ de référence et four-

nit en fin de processus des images comparables au modèle synthétique. Nos résultats

montrent qu’en présence d’erreurs d’estimation sur la charge hydraulique, l’ajout d’un

amortissement apporte beaucoup de robustesse et de stabilité à l’inversion.
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Parmi les fonctions d’amortissement évaluées, le schéma d’amortissement expo-

nentiel est celui qui a montré les meilleurs résultats. Pour le cas étudié, il est montré

que les paramètres contrôlant la décroissance du coefficient d’amortissement n’exigent

pas un ajustement délicat de la part de l’opérateur.

Nos expérimentations indiquent que la reconstruction du champ de transmissi-

vités est très adéquate même lorsqu’une estimation de la carte piézométrique est uti-

lisée. De plus, la reconstruction du champ de paramètres et l’ajustement des charges

s’améliore avec le nombre d’observations piézométriques à calibrer ce qui n’est pas

nécessairement le cas pour les autres méthodes d’inversion. Par ailleurs, le degré de lis-

sage du champ de paramètres apparâıt proportionnel au lissage du champ de charges

utilisé lors de l’inversion.

La comparaison des inversions faites en régime permanent et transitoire indique

que la reconstruction du champ de paramètres et la détermination des périmètres

de protection bénéficient de l’information supplémentaire contenue dans la variation

temporelle des charges hydrauliques.

L’approche proposée ne faisant pas appel à des méthodes d’optimisation non-

linéaires, la calibration est réalisée en quelques résolutions du problème direct, ce qui

en fait un outil particulièrement approprié à la réalisation d’inversions stochastiques.

La calibration d’un modèle numérique représentant l’aquifère expérimental de La-

chenaie a montré que la méthode pouvait à la fois caler presque parfaitement des me-

sures piézométriques tout en reproduisant relativement bien les mesures de conduc-

tivité locales faites sur le site. Par ailleurs, nos résultats ont montré que l’apport

des mesures de conductivité à l’inversion demeure locale et contribue assez peu à la

définition de l’ensemble des conductivités hydrauliques.
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Abstract

The complexity of environmental problems requires the use of numerical tools

capable of simulating polluted ground water migration in heterogeneous media. In

the absence of exact knowledge of aquifer hydraulic properties, the use of numerical

methods remains precarious and can lead to highly erroneous estimations of pollu-

tant travel time and pathway. The determination of spatial distribution of hydraulic

properties is a complex problem which has given rise to many inversion methods. In

spite of the efforts deployed in the last forty years, obtaining a solution to the inverse

problem remains a long and delicate procedure.

In this thesis, a solution to the hydrogeological inverse problem is provided un-

der steady state and transient assumptions. The approach rests on an iterative and

discrete solution of the Cauchy problem resembling the Comparison Model Method.

Some modifications are introduced in the algorithm to account for transient conditions

and a damping function is included in order to favor regular convergence and pre-

serve the initial solution structure. Since the method requires a hydraulic head field,

the head field is obtained by universal kriging with well drift and imposed boundary

conditions.

The method is evaluated in a stochastic framework and compared to a synthetic

transmissivity model. It is demonstrated that the method is able to calibrate initial

transmissivity solutions different from the reference field and provide after inversion,

images similar to the synthetic model. Our results indicate that in the presence of

hydraulic head estimation errors, the damping factor lends robustness and stability

to the inversion.
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Among the damping functions evaluated, the exponential damping function sho-

wed the best results. For the case studied, it is shown that the controlling parameters

do not require fine tuning from the operator.

Our tests indicate that the reconstruction of the transmissivity field is adequate

even when an estimation of the piezometric map is used. Moreover, the reconstruc-

tion of the parameter field and the head adjustment improve when the number of

piezometric observations to calibrate increases which is not necessarily the case with

other inversion methods. In addition, the degree of smoothing of the parameter field

appears proportional to the head field smoothing used during the inversion.

The comparison between the inversions performed under steady state and uns-

teady conditions indicates that the reconstruction of the parameter field and the

wellhead protection benefit from the additional information held in the temporal hy-

draulic head variation.

Since the proposed approach does not use non-linear optimization methods, the

calibration is performed in only a few direct problem solutions, which makes the me-

thod a particularly appropriate tool for the realization of stochastic inversions.

The calibration of a numerical model representing the Lachenaie experimental

aquifer shows that the method can perfectly calibrate the piezometric measurements

and reproduce relatively easily the local transmissivity measurements made on site.

In addition, the results show that the effect of hydraulic conductivity measurements

in the inversion process remain local and their use contributes very little to the de-

termination of hydraulic conductivity.
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2.1 Algorithme schématique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

2.3 Points de Gauss d’un élément fini . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

2.4 Algorithme schématique du programme principal HydroGeo Inv . . . 47
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4.7 Schématisation des points de stagnation . . . . . . . . . . . . . . . . 77
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avec le germe 96 (log10(m
2/s)). (a) Champ de log10T de référence,(b)
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2.1 Coordonnées et poids d’intégration de points de Gauss pour un élément

triangulaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
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pour les intervalles 1 à 4. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108
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B.1 Programme HydroGeo Inv . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 175
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xxv
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q̂ Flux hydraulique estimé, [LT−1] ou [L2T−1]
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σ Écart-type

Σ Matrice de covariance des données

Indices

Arit Arithmétique
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Introduction

La sensibilisation croissante aux problèmes environnementaux de même que la

nécessité d’avoir une compréhension accrue des systèmes hydrogéologiques complexes

ont amené les hydrogéologues à développer des outils numériques reproduisant les

écoulements souterrains. L’utilisation de ces modèles numériques est aujourd’hui lar-

gement répandue et leur résolution ne pose plus de problèmes techniques majeurs

(de Marsily, 1986, p.341).

Ces modèles numériques supposent que la distribution spatiale des paramètres

hydrogéologiques est a priori parfaitement connue. Or on dispose généralement de

peu de mesures directes, celles-ci sont souvent entachées d’erreurs et constituent des

conditions locales qui ne peuvent représenter l’aquifère dans sa totalité (Hoeksema

et Kitanidis, 1985). De plus, la variabilité spatiale des paramètres hydrogéologiques

rend difficile la reconstruction directe du champ de paramètres, par des méthodes

d’interpolation.

En l’absence d’une connaissance juste et précise du champ de paramètres d’un

aquifère, l’utilisation des méthodes numériques reste précaire. L’utilisation de modèles

peu conditionnés aux mesures et observations provenant du terrain peut mener à des

estimations fortement erronées des temps de parcours (Zimmerman et al., 1998), de

la trajectoire des particules (Lavenue et al., 1995) et des charges hydrauliques (Del-

homme, 1979b; Clifton et Neuman, 1982; Alcolea et al., 2002). Il importe donc de

déterminer la distribution spatiale des propriétés hydrauliques des matériaux, condi-

tionnelle à des observations ponctuelles des paramètres (conductivité, porosité, emma-

gasinement, dispersivité) et de la variable d’état (charge hydraulique, flux, concen-

tration). La résolution de ce problème, appelé problème inverse, permet de repro-
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duire numériquement l’historique des observations et la distribution spatiale des pa-

ramètres. Il en résulte un modèle numérique plus juste et plus fiable qui évalue plus

adéquatement le comportement d’un système hydrogéologique soumis à des condi-

tions nouvelles de pompage, de sécheresse ou de contamination.

Ce problème complexe a donné naissance à une pléiade de méthodes d’inversion.

Les plus connues sont les méthodes d’interprétation graphique (Theis, 1935), des

tubes (Stallman, 1956), de zonation pure (Cooley, 1977), des points pilotes (de Mar-

sily, 1978; de Marsily et al., 1984), du cokrigeage (Hoeksema et Kitanidis, 1984) et des

points mâıtres (Gomez-Hernandez et al., 1997) pour ne citer que quelques exemples.

La présence de nombreux minimums locaux dans l’espace des paramètres et la dif-

ficulté des algorithmes actuels à converger vers une solution géologiquement réaliste

mènent souvent à des temps de calcul prohibitifs.

La non-unicité des solutions au problème inverse (Hadamard, 1932) nécessite

l’identification des situations potentiellement critiques pour le système hydrogéologi-

que et ses bénéficiaires. La tendance actuelle tente donc de déterminer un ensemble de

solutions équiprobables toutes calibrées sur les observations et mesures disponibles.

Cependant, le coût numérique élevé associé à la réalisation d’une seule inversion li-

mite la réalisation d’inversions stochastiques en milieu professionnel. Malgré les efforts

déployés depuis une quarantaine d’années, l’obtention d’une solution au problème in-

verse en hydrogéologie demeure une opération longue et délicate (de Marsily et al.,

2000; Carrera et al., 2005).

Les développements présentés dans cette thèse s’articulent autour de la résolution

du problème inverse en hydrogéologie par une estimation successive des flux pour

un aquifère confiné et totalement saturé. Ce travail vise à justifier l’utilisation d’une

méthode d’inversion apte à calibrer rapidement un modèle numérique en régime per-

manent ou transitoire. Au delà de cet objectif général, quatre objectifs particuliers

sont visés par ce travail :
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1. Développer la justification théorique de la méthode ;

2. Évaluer et comparer la performance des différents paramètres opérationnels ;

3. Évaluer l’efficacité de la méthode lorsqu’une estimation du champ de charges

est utilisée ;

4. Évaluer l’applicabilité de cette approche pour une situation réelle ;

Ce projet comporte de nombreux éléments originaux et novateurs. Entre autres,

la justification de la méthode proposée par Ponzini et Lozej (1982) est revue et la

formulation modifiée afin de permettre au système de converger plus régulièrement.

En se basant sur ces résultats, une méthode d’inversion en régime transitoire est

développée. L’approche préconisée constitue la première utilisation du krigeage avec

dérive de puits et conditions frontières imposées (Brochu et Marcotte, 2003) pour

résoudre le problème inverse en hydrogéologie. Cette thèse a fait l’objet d’une contri-

bution sous forme d’article de conférence arbitré (Pasquier et Marcotte, 2005). De

plus, le programme développé dans ce travail a été utilisé par Benoit et al. (2005) afin

d’évaluer l’impact sur l’aquifère régional de Châteauguay d’une sollicitation accrue

de la nappe phréatique.

Cette thèse de doctorat comporte sept chapitres. Le premier chapitre situe notre

travail par rapport aux méthodes usuelles d’inversion en hydrogéologie et traite en

détail du problème inverse et des difficultés qui sont associées à sa résolution. On

retrouve dans le second chapitre une description de la méthode de l’estimation suc-

cessive des flux. La méthode d’inversion en régime permanent ainsi que sa variante

transitoire y sont présentées en détails. Le chapitre contient également une description

de l’outil de calcul développé. Le troisième chapitre présente le modèle synthétique

et les normes d’évaluations statistiques utilisées pour l’évaluation de l’algorithme. Le

chapitre quatre débute par la présentation de quelques exemples numériques illustrant

les capacités de la méthode d’inversion et du temps de calcul nécessaire à l’inversion.

Le cinquième chapitre porte sur la détermination des paramètres opérationnels de

l’algorithme (fonction d’amortissement, schéma temporel, facteur de correction). Le

chapitre six contient, pour sa part, une évaluation de la méthode de l’estimation

successive des flux en régimes permanent et transitoire en présence d’erreurs d’es-



4

timation dans le champ de charges hydrauliques. L’analyse est réalisée à l’aide du

modèle synthétique et se concentre sur la reconstruction du champ de paramètres et

l’ajustement des charges hydrauliques. Le dernier chapitre contient une application

de la méthode pour un aquifère réel.
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Chapitre 1

Revue de la littérature

L’écoulement de l’eau souterraine est un processus naturel qui est gouverné par

les lois de la mécanique des fluides. L’une des plus importantes d’entre elles relie la

magnitude et l’orientation du flux hydraulique exprimée par la loi de Darcy (Darcy,

1856) au principe de conservation de masse. L’équation résultante pour un aquifère

captif, connue sous le nom d’équation de diffusion (de Marsily, 1986), s’exprime par :

div(K · ∇h) + Q = Ss
∂h

∂t
(x, y, z) ∈ (Ω) (1.1)

où (Ω) est le domaine d’écoulement bordé par (Γ) = (Γ1) ∪ (Γ2) ; K, la conductivité

hydraulique, un tenseur ; h, les charges hydrauliques ; Q, un terme source ; SS, l’em-

magasinement spécifique et t, le temps. L’équation de diffusion est soumise à l’état

initial et aux conditions frontières :

h|(t=0) = f0(x, y, z) (x, y, z) ∈ (Ω)

h|(Γ1) = f1(x, y, z, t) (x, y, z) ∈ (Γ1) (1.2)

−K · ∇h · n|(Γ2) = f2(x, y, z, t) (x, y, z) ∈ (Γ2)

où f1 et f2 sont des fonctions connues variables dans le temps et l’espace ; Γ1 et Γ2

sont des frontières de type Dirichlet et Neumann respectivement et n, un vecteur

normal à Γ2. La solution du système 1.1 est la distribution spatiale des charges hy-

drauliques dans le temps et l’espace. Si les coefficients, le terme source, les conditions

frontières et l’état initial du système sont parfaitement connus, le système 1.1 consti-

tue un problème direct dont une solution, unique, peut facilement être obtenue par

des méthodes numériques usuelles.
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En contrepartie, si on recherche à la fois la solution du système d’équations et

les informations nécessaires à l’obtention de cette solution, on se retrouve face à un

problème inverse. Woodbury (2003) distingue trois types de problème inverse : 1 - Un

problème inverse de type coefficients qui implique la détermination des coefficients

de l’équation différentielle ; 2 - Un problème inverse de type frontière qui nécessite

la détermination des conditions frontières du problème ; 3 - Un problème inverse de

type conditions initiales qui demande la détermination de l’état initial du système.

En hydrogéologie, résoudre le problème inverse consiste à trouver les paramètres hy-

drogéologiques réels d’un aquifère (conductivité, porosité, emmagasinement, disper-

sivité), à partir de mesures ponctuelles de charge hydraulique, de concentration, de

conductivité et de dispersivité. L’état initial du système et les conditions frontières

étant généralement mal connus, l’hydrogéologue fait donc face aux trois types de

problème inverse simultanément.

Le problème inverse est typiquement mal posé (Hadamard, 1932) en ce sens que

la solution n’est pas unique et qu’elle est instable sous une faible perturbation des

données. Bien que les observations et mesures permettent de restreindre l’espace des

solutions admissibles, le nombre de solutions possibles demeure élevé limitant ainsi

grandement la portée des modèles déterministes. Par ailleurs, la grande variabilité

spatiale de la conductivité hydraulique, les erreurs de mesure, la rareté des observa-

tions sur la variable d’état et sur les coefficients compliquent encore plus la résolution

du problème.

Le système hydrogéologique réel étant bien unique, plusieurs méthodes ont été

développées afin de rendre le problème inverse bien posé. Les méthodes graphiques

d’interprétation d’essai de pompage de type Theis (1935) sont un exemple de méthodes

d’inversion parmi les plus simples et les plus connues. Sous hypothèses d’homogénéité

et d’extension infinie de l’aquifère, ces méthodes permettent de régulariser le problème

inverse et de le formuler analytiquement. La solution obtenue est unique. Or, ces

résultats reflètent des valeurs moyennes de transmissivité entre le puits et les points

d’observations et ne peuvent représenter l’aquifère dans sa totalité. Afin de reproduire

plus justement les systèmes régionaux, une panoplie de méthodes d’inversion a été
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développée. Ces méthodes se séparent en trois principaux groupes : 1 - Les méthodes

d’optimisation qui utilisent essentiellement des méthodes de programmation non-

linéaires pour ajuster les paramètres ; 2- Les méthodes d’inversion géostatistiques qui

utilisent la géostatistique pour régulariser le problème et régionaliser les paramètres

et 3- Les méthodes d’inversion utilisant le champ de potentiel qui s’appuient sur la

solution de l’équation de diffusion afin de déterminer les conductivités hydrauliques.

La figure 1.1 présente les principales méthodes qui seront présentées dans ce chapitre

et le regroupement utilisé.

Une revue exhaustive des différentes méthodes inverses a été faite par Yeh (1986).

À l’époque, la contribution de la géostatistique était très limitée et c’est pourquoi le

classement qui est réalisé ici est profondément différent de celui de Yeh (1986). Aussi,

on présente uniquement les méthodes les plus reconnues ou celles qui sont en rapport

avec la méthodologie présentée dans ce travail. Bien que la plupart des méthodes

présentées ici soient applicables en trois dimensions, la littérature est surtout riche

d’exemples bidimensionnels. Afin de limiter l’exposé, la discussion est restreinte aux

méthodes d’inversion en milieu bidimensionnels. Cependant, le lecteur peut se référer

à Gomez-Hernandez et al. (2000), Lavenue (1998), Lavenue et de Marsily (2001) pour

des applications à des cas tridimensionnels.
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1 - Le problème inverse en hydrogéologie

1.1 - Méthodes d’optimisation

Cooley (1977)

Carrera et Neuman (1986a)

Guo et Zhang (2000)

1.2 - Méthodes d’inversion géostatistiques

1.2.1 - Méthodes linéaires

Kitanidis et Vomvoris (1983)

Dagan (1985)

1.2.2 - Méthodes non-linéaires

de Marsily et al. (1984)

Sahuquillo et al. (1992)

Hu (2000)

1.3 - Méthodes basées sur le champ de charges hydrauliques

1.3.1 - Méthodes de résolution du problème de Cauchy

Nelson (1960)

Frind et Pinder (1973)

Ponzini et Lozej (1982)

1.3.2 - Méthode d’inversion algébrique

Sagar et al. (1975)

Figure 1.1: Classification proposée des méthodes inverses.
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1.1 Méthodes d’optimisation

Les méthodes d’optimisation consistent principalement à déterminer l’ensemble

des m paramètres x minimisant l’erreur d’ajustement entre les n variables d’état

réellement observées et celles obtenues après résolution du problème direct. L’opti-

misation est généralement réalisée par des méthodes d’optimisation non-linéaire qui

sont toutes des variantes de la méthode de Newton (Luenberger, 1973). Dans le cadre

général, on a :

f(x) =
1

2

n∑

i=1

ri(x)2 x ∈ ℜm (1.3)

une fonction objectif à minimiser et r les résidus aux n points de mesure. En utilisant

une expansion de Taylor pour exprimer la fonction f(x) au point x = xi on obtient :

f(x) ≃ f(xi) + ∇f ′(xi)(x − xi) + 1
2
(x − xi)′∇2f(xi)(x − xi) + O(

∣∣x − xi
∣∣3) (1.4)

avec ∇f(x), le vecteur des dérivées premières ; ∇2f(x), la matrice Hessienne des

dérivées secondes et ′, l’opérateur transposition. À un minimum local, la matrice

Hessienne est positive définie et le gradient de l’équation 1.4 est nul. En négligeant

les termes d’ordre supérieur à 2, on a ainsi :

∇f(x) = ∇f(xi) + ∇2f ′(xi) (x − xi) = 0 x ∈ ℜm (1.5)

En isolant x, l’équation précédente devient :

x = xi − (∇2f(xi))−1∇f(xi) (1.6)

Celle-ci est utilisée itérativement afin de trouver l’ensemble des paramètres minimisant

f(x). Puisque la méthode peut converger vers un point de selle, l’équation 1.6 est

modifiée par l’ajout d’un scalaire :

xi+1 = xi + αidi (1.7)

avec i, l’itération ; di = −(∇2f(xi))−1∇f(xi) la direction de recherche et α, la lon-

gueur du pas réalisé dans la direction d. L’obtention de α, ∇f(xi) et ∇2f(xi) nécessite

plusieurs évaluations d’une fonction généralement coûteuse à évaluer. Bien que plu-

sieurs schémas aient été proposés pour αi et di (Gauss-Newton, Gradient conjugué,

Steepest Descent, Levenberg-Marquardt ou état adjoint (voir Luenberger (1973) ou
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Sun (1994)), ces méthodes sont toutes plus ou moins tributaires de la résolution du

problème direct.

Parmi les méthodes d’inversion utilisant des algorithmes d’optimisation non-linéai-

re, la méthode dite de zonation pure au sens de Yeh (1986) est l’une des plus connues

et des plus utilisées. Celle-ci consiste à subdiviser l’aquifère en m zones de valeur

uniforme. La valeur attribuée à chaque zone est optimisée de façon à minimiser une

fonction objectif traduisant l’erreur d’ajustement entre les charges calculées aux points

d’observations (hi
obs) à l’itération i et les charges observées sur le terrain (hR

obs). La

fonction objectif est généralement exprimée par :

f(x) =
1

2

n∑

i=1

(hR
obs − hi

obs(x))2 x ∈ ℜm (1.8)

Un terme de régularisation est parfois ajouté à cette fonction objectif (de Marsily

et al., 2000) et a pour but de prévenir une variation trop importante des paramètres

par rapport aux paramètres de départ. L’optimisation est généralement réalisée par

une méthode de type gradient (Cooley, 1977), maximum de vraisemblance (Carrera

et Neuman, 1986a,b) ou Levenberg-Marquardt (Doherty, 2002). La paramétrisation

réalisée permet d’imposer les principales unités hydrostratigraphiques (si elles sont

connues) et de diminuer le nombre de paramètres à optimiser.

Lors d’une étude comparative, Keidser et Rosbjerg (1991) ont observé que la

méthode de la zonation pure était efficace lorsque les observations étaient rares

ou erronées mais qu’elle ne performait pas bien en présence d’un champ fortement

hétérogène. De plus, Davis (1986) a observé que l’utilisation de zones homogènes

n’était pas appropriée pour prédire adéquatement le temps de transfert d’un conta-

minant dans un milieu hétérogène.

Depuis peu, quelques auteurs ont proposé d’utiliser les observations piézométriques

pour interpoler les charges sur l’ensemble du domaine puis de constituer la fonction

objectif à l’aide de ce champ de charges et du champ de charges calculées (Doherty,

2003). Il semble que cette approche apporte plus de robustesse à l’inversion.
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La méthode de la comparaison des gradients (Guo et Zhang, 2000) consiste plutôt

à minimiser la différence entre les gradients hydrauliques calculés et ceux estimés sur

l’ensemble du domaine. La fonction objectif est dérivée par calcul variationnel ce qui

permet d’obtenir en deux appels du simulateur le gradient de la fonction objectif pour

toutes les cellules du modèle numérique.

1.2 Méthodes d’inversion géostatistiques

C’est Delhomme (1976, 1978) qui fut le premier à montrer que plusieurs pa-

ramètres hydrogéologiques (transmissivité, charge hydraulique, épaisseur saturée, etc.)

possédaient une structure spatiale et pouvaient être considérées comme des variables

régionalisées au sens de Matheron (1965). La méthode de résolution du problème

inverse proposée par Delhomme (1979b) repose donc sur la géostatistique. Dans

cette approche, les mesures de transmissivité sont utilisées afin d’inférer le vario-

gramme expérimental et de générer des simulations géostatistiques conditionnelles

de transmissivité. Ces dernières sont réalisées sur une grille similaire à celle d’un

modèle numérique d’écoulement. Le conditionnement sur les charges est indirec-

tement réalisé en soumettant les champs de transmissivités simulés au simulateur

d’écoulement et en conservant uniquement ceux qui reproduisent assez bien les obser-

vations piézométriques. Dans le processus, la plupart des simulations sont rejetées car

elles ne permettent pas de reproduire les observations de charges (Chiles et Delfiner,

1999, p.629). Il apparâıt que les observations de conductivité hydraulique utilisées

sans tenir compte des données piézométriques ponctuelles ne permettent pas d’ob-

tenir un champ de paramètres adéquat (Clifton et Neuman, 1982; Alcolea et al., 2002).

Les méthodes d’inversions géostatistiques se basent toutes plus ou moins sur la

méthode de Delhomme (1979b) mais incorporent l’information intégratrice que consti-

tuent les charges hydrauliques lors du processus d’inversion. On retrouve aujourd’hui

une panoplie de méthodes géostatistiques. Ces dernières se divisent en deux princi-

paux groupes : 1 - Les méthodes linéaires et 2 - les méthodes non-linéraires.
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1.2.1 Méthodes linéaires

En considérant la charge et la transmissivité comme des variables aléatoires com-

posées d’une moyenne déterministe et d’une perturbation aléatoire de moyenne nulle,

il est possible d’obtenir une approximation de l’équation de diffusion qui lie linéaire-

ment les perturbations de T et de h (Mizell et al., 1982; Gelhar, 1993). La relation

linéaire entre les perturbations de la charge hydraulique et de la transmissivité per-

met de calculer numériquement ou analytiquement l’auto-covariance et la covariance-

croisée charge-transmissivité. Une fois ces covariances connues, les transmissivités sont

obtenues par cokrigeage à partir des observations de T et de h. Il est supposé que la

variance du champ de transmissivités est faible (V ar[ln T ] < 1), que la distribution

de ln T est gaussienne et que T est stationnaire d’ordre deux. Ainsi, seules les per-

turbations locales de T engendrent des déviations par rapport à la dérive régionale

des charges hydrauliques. Les méthodes linéaires diffèrent selon que les matrices de

covariance sont calculées numériquement (Kitanidis et Vomvoris, 1983) ou analyti-

quement (Dagan, 1985).

Le calcul numérique des matrices de covariance a été originalement proposé par

Gutjahr (1981) mais on doit à Kitanidis et Vomvoris (1983) les premières expéri-

mentations sur des cas unidimensionnels et à Hoeksema et Kitanidis (1984) les essais

sur des cas bidimensionnels. La méthode consiste à exprimer la matrice de covariance

comme une combinaison linéaire de sous-matrices. La linéarisation de l’équation de

diffusion permet de calculer numériquement ces matrices en (N + 1) appels d’un si-

mulateur d’écoulement (Sun, 1994; McLaughlin et Townley, 1996) où N est le nombre

de nœuds du modèle. La méthode du maximum de vraisemblance est utilisée pour

déterminer les poids les plus probables de la combinaison linéaire étant donné les

mesures et les valeurs cokrigées. Une fois les poids optimisés, le champ de T est co-

krigé à partir des observations de T et de h. En quelque sorte, la méthode ajuste les

paramètres du variogramme (de Marsily et al., 2000) mais n’assure pas une reproduc-

tion parfaite des charges aux points de mesure. Aussi, la construction des matrices de

covariance est coûteuse en temps de calcul lorsque le nombre d’éléments du modèle

numérique est élevé. En hydrogéologie, cette méthode est connue sous l’appellation
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cokrigeage linéarisé, ce qui réfère à la linéarisation de l’équation d’écoulement et non

à l’estimation linéaire obtenue par cokrigeage.

La méthode semi-analytique linéarisée (Dagan, 1985; Rubin et Dagan, 1987, 1992)

est une application du cokrigeage qui ne fait pas appel à un simulateur d’écoulement.

La linéarisation de l’équation de diffusion permet d’exprimer analytiquement les cova-

riances à l’aide d’une approche spectrale. Les observations de T permettent d’inférer

la covariance pour ln T . L’estimation des paramètres nécessaires au calcul des co-

variances (gradient hydraulique moyen, transmissivité moyenne, portée) est réalisée

par la méthode du maximum de vraisemblance. Les matrices de covariances obtenues

permettent de cokriger les transmissivités. Bien que moins lourde en calcul que la

méthode du cokrigeage linéarisé, cette méthode est limitée aux situations de géométrie

simple pour lesquelles une solution analytique existe.

L’utilisation de l’équation linéarisée est limitée en théorie à des milieux relative-

ment homogènes (V ar[ln T ] < 1) (Dagan, 1989). Si la variance est élevée, l’approxi-

mation linéaire ne s’applique plus et la relation non-linéaire entre T et h l’emporte,

ne préservant plus la continuité du champ de charges. Il en résulte des puits ou des

sources artificielles dans les champs de h cokrigés (Hughson et Gutjahr, 1998). Zim-

merman et al. (1998) notent que c’est davantage la non-stationnarité de T qui diminue

la performance des méthodes géostatistiques linéaires. Afin de calculer des covariances

respectant en tous points le principe de conservation de masse, Yeh et al. (1995) et

Roth et al. (1998) ont utilisé un simulateur d’écoulement. Le coût numérique de cette

approche est néanmoins prohibitif.

1.2.2 Méthodes non-linéaires

Les méthodes linéaires sont essentiellement une application du cokrigeage ren-

due possible par la linéarisation de l’équation de diffusion. Cependant, le champ

de transmissivités ainsi obtenu n’assure pas une reproduction des charges hydrau-

liques aux points de mesure. Le calage parfait des charges n’est possible que si l’on

résout l’équation d’écoulement dans sa forme complète ce qui n’est possible que
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numériquement. C’est ce que font les méthodes non-linéaires en couplant la capa-

cité de la géostatistique à générer un champ de transmissivités et celle du simulateur

d’écoulement à obtenir les charges aux points d’observation à partir des transmissi-

vités préalablement estimées.

La méthode des points pilotes développée par de Marsily (1978) et de Marsily et al.

(1984) consiste à modifier itérativement un champ initial de transmissivités obtenu par

krigeage de façon à ce que le champ final permette la reproduction numérique des ob-

servations de T et de h. L’altération du champ de T est réalisée par l’intermédiaire de

valeurs artificielles de transmissivité, appelées points pilotes. Ces derniers sont insérés

séquentiellement aux endroits où ils ont une sensibilité maximum sur la décroissance

de l’erreur de calibration. Les points pilotes sont insérés dans le jeu de données comme

s’ils étaient des observations réelles. L’estimation de T sur l’ensemble du domaine est

réalisée à partir d’un modèle de covariance inféré avec les données réelles uniquement.

La transmissivité qui est attribuée aux points pilotes est déterminée par la méthode

de l’état adjoint (Chavent et al., 1975) de façon à reproduire les observations de

charge. Le processus est répété jusqu’à l’atteinte d’un seuil préalablement spécifié par

l’utilisateur. Alors que de Marsily et al. (1984) localisaient empiriquement les points

pilotes, Lavenue et Pickens (1992), Rama Rao et al. (1995) et Lavenue et al. (1995)

ont proposé de les localiser automatiquement par l’utilisation de la méthode d’état

adjoint (Chavent et al., 1975). Lors d’une étude comparative, Keidser et Rosbjerg

(1991) ont observé que la méthode des points pilotes était la plus apte à reproduire

les éléments régionaux d’un aquifère.

Dans le processus, les points pilotes sont ajoutés séquentiellement. Or, les pre-

miers points pilotes contraignent beaucoup la solution. Il peut alors être difficile pour

le système de converger vers un nouveau minimum puisque les points pilotes obtenus

lors des premières itérations sont conservés dans le jeu de données. Afin de s’affran-

chir de ce problème, Sahuquillo et al. (1992) et Gomez-Hernandez et al. (1997) ont

disposé les points pilotes sur une grille régulière et proposé de modifier simultanément

les valeurs des points pilotes. Cette approche est connue sous le nom de méthode des

points mâıtres ou self sequential calibration. Qu’elle soit simultanée ou séquentielle,
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la méthode des points pilotes permet de réaliser l’inversion simultanée de plusieurs

variables. Hendricks-Franssen et al. (1999) ont utilisé l’approche simultanée pour cali-

brer la transmissivité et le coefficient d’emmagasinement alors que Hendricks-Franssen

et al. (2004) ont optimisé la transmissivité et la recharge efficace de l’aquifère.

Capilla et al. (1997) ont observé que la précision de la méthode augmentait avec

le nombre d’observations et de points mâıtres, mais qu’elle diminuait avec la variance

du ln T ou le nombre d’observations piézométriques. Par ailleurs, Gagnon (1998) a

observé une diminution de l’incertitude sur les trajets et un meilleur conditionnement

aux charges pour des variogrammes ayant de grandes portées. Néanmoins, Lavenue

et al. (1995) ont comparé les approches séquentielle et simultanée et ont remarqué

que l’approche séquentielle convergeait plus facilement vers les charges observées.

Afin de tenir compte de la non-unicité de la solution au problème inverse, Sahu-

quillo et al. (1992) puis Rama Rao et al. (1995) ont utilisé des simulations condi-

tionnelles plutôt que le krigeage dans le processus d’optimisation afin d’obtenir un

ensemble de solutions équiprobables. Les solutions obtenues constituent un ensemble

de scénarios équiprobables respectant à la fois les mesures de T et de h.

Dans un autre ordre d’idée, la méthode des déformations graduelles (Hu, 2000;

Hu et al., 2001) consiste à comparer des champs de transmissivités deux à deux et

à trouver la meilleure combinaison linéaire minimisant les résidus des erreurs de ca-

libration. À chaque itération, un nouveau champ est proposé et comparé au champ

optimisé. Le processus est répété jusqu’à l’ajustement des charges aux points de me-

sure. La méthode permet aussi de traiter des champs non gaussiens. Hu et al. (2001)

ont observé que des déformations locales donnaient une plus grande flexibilité pour

l’ajustement.

Le fait de ramener un problème d’optimisation multidimensionnel à un problème

unidimensionnel est le principal avantage de la méthode. Néanmoins, celle-ci est re-

lativement récente et demeure peu utilisée. Nos propres expérimentations montrent

qu’après quelques itérations, l’erreur de calibration décrôıt peu et demeure élevée. Le
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gain se produit surtout lorque le nouveau champ proposé est davantage compatible

avec la vraie solution, ce qui, en quelque sorte, revient à utiliser l’approche préconisée

par Delhomme (1979b).

Le principal avantage des méthodes géostatistiques non-linéaires est qu’elles rédui-

sent considérablement le nombre de variables à optimiser tout en permettant de

reconstruire des structures hydrogéologiques hétérogènes. Le champ final reproduit

convenablement les observations de transmissivité et de charge et les erreurs de me-

sures peuvent être incorporées assez facilement dans la procédure. De plus, la méthode

préserve assez bien le variogramme expérimental (Larocque et al., 2003; Gagnon,

1998).

Cependant, les méthodes non-linéaires demeurent essentiellement des variantes

de méthodes d’optimisation qui nécessitent l’appel d’une fonction coûteuse à évaluer

(i.e. le simulateur d’écoulement). L’estimation du gradient de la fonction objectif peut

être réalisée par la méthode de l’état adjoint (Chavent et al., 1975) en deux appels

du simulateur mais l’évaluation du pas optimal demeure et peut nécessiter jusqu‘à

15 évaluations du problème direct à chaque itération (Hendricks-Franssen et Gomez-

Hernandez, 2003). Le temps de calcul associé à la réalisation d’une seule inversion

étant relativement élevé, l’utilisation des méthodes géostatistiques non-linéaires pour

la réalisation d’inversions stochastiques est donc très limitée.

La nécessité d’inférer un variogramme robuste à partir de quelques observations,

souvent erronées, constitue une limitation pratique importante à l’utilisation des

méthodes géostatistiques en général. Bien que l’influence du modèle de covariance

soit moindre lorsque le nombre de points pilotes de T est important, ces derniers

ont tendance à générer des hétérogénéités circulaires (Zimmerman et al., 1998). Ce

résultat est également observé chez Larocque et al. (2003). Finalement, les méthodes

géostatistiques sont conçues pour générer des champs de transmissivités stationnaires

et reproduisent difficilement des champs non-stationnaires de T .
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1.3 Méthodes d’inversion basées sur le champ de

charges hydrauliques

Les méthodes d’inversion géostatistiques utilisent le krigeage, la simulation ou le

cokrigeage afin d’obtenir un champ de transmissivités reproduisant plus ou moins

bien les charges observées. Les observations piézométriques sont utilisées uniquement

pour estimer les modèles de covariances dans le cas des méthodes linéaires ou pour

constituer la fonction objectif dans le cas des méthodes non-linéaires.

Une série de méthodes d’inversion, généralement non-itératives, supposent que les

observations piézométriques permettent d’interpoler la totalité du champ de charges.

Ces informations sont alors utilisées pour reconstruire le champ de paramètres. Ces

méthodes se distinguent entre elles selon l’approche choisie pour résoudre le problème

inverse. Une première famille de méthodes apporte une solution graphique ou numéri-

que au problème de Cauchy. Une seconde famille utilise les dérivées spatiales et tem-

porelles de la surface piézométrique pour résoudre un système d’équations linéaires.

Une attention particulière est apportée aux méthodes basées sur la résolution du

problème de Cauchy en raison de sa ressemblance avec la méthode présentée dans ce

travail.

1.3.1 Méthodes de résolution du problème de Cauchy

Pour un écoulement en régime permanent sans terme source, l’équation de dif-

fusion (équation 1.1) est une équation différentielle partielle d’ordre 2 dont h est

l’inconnue. Cependant, si h est connue sur l’ensemble du domaine et K est l’inconnue

du problème, l’équation de diffusion se réduit à une équation différentielle partielle

d’ordre 1. Pour un tenseur isotrope de conductivité hydraulique, l’équation de diffu-

sion devient :

div(K · ∇h) =
∂

∂x
K · ∂h

∂x
+

∂

∂y
K · ∂h

∂y
+

∂

∂z
K · ∂h

∂z
= 0 (1.9)

Une telle équation est un problème de type Cauchy qui se résout directement si

une frontière de type Neumann, de flux connu, coupe toutes les lignes de courant
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traversant le domaine (Emsellem et de Marsily, 1971). Puisque le champ de potentiel

est supposé connu, les lignes de courant peuvent être déterminées. Le flux étant

connu, l’intégration le long des lignes de courant permet d’obtenir une solution unique

(McLaughlin et Townley, 1996).

G

W

y

s

Figure 1.2: Schéma type du problème de Cauchy. Modifié d’après Emsellem

et de Marsily (1971)

En utilisant un système de coordonnées orthogonales (voir figure 1.2) où s est la

distance le long d’une ligne de courant et ψ la distance le long d’un isopièze, on peut

récrire l’équation de diffusion comme :

∂

∂s

[
K(s, ψ) · ∂h(s, ψ)

∂s

]
= 0 (s, ψ) ∈ (Ω) (1.10)

Et après intégration, on obtient la solution :

K(s, ψ) =
C(ψ)

∂h(s, ψ)/∂s
(s, ψ) ∈ (Ω) (1.11)

avec C(ψ) une constante d’intégration qui représente le flux hydraulique s’écoulant

le long de la ligne de courant ψ. On remarque qu’il y a une parfaite indépendance

mathématique entre les transmissivités de deux lignes de courant adjacentes. Il en

découle que le flux peut osciller fortement d’une ligne à l’autre tout en reproduisant
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le champ piézométrique (Emsellem et de Marsily, 1971). La nécessité d’assurer la

continuité des transmissivités entre les lignes de courant est donc de première impor-

tance.

Un résultat équivalent à l’équation 1.11 peut être obtenu dans un système de

coordonnées cartésiennes. On profite du fait que les lignes de courant parcourent tout

le domaine et par conséquent que les vecteurs flux (~q(x, y, z)) peuvent être déterminés

en tout point. Pour un milieu isotrope, le tenseur de conductivité se réduit à un scalaire

et le gradient hydraulique (∇h(x, y, z)) et le flux sont des vecteurs colinéaires. On

obtient donc :

K(x, y, z) =
‖−~q(x, y, z)‖2

‖∇h(x, y, z)‖2

(x, y, z) ∈ (Ω) (1.12)

Bien qu’en théorie le problème de Cauchy soit bien posé, on ne pourra obtenir

une solution unique en présence de gradients hydrauliques nuls puisque n’importe

quelle valeur de K respecterait l’équation 1.12 (Knowles, 1996). Afin de contourner

ce problème, Frind et Pinder (1973) et Yakowitz et Duckstein (1980) recommendent

d’exclure les régions du modèle numérique dont le gradient hydraulique est très faible.

Ceci est néanmoins difficilement réalisable en pratique car ces régions sont souvent

d’intérêt (point de stagnation à proximité d’un puits, limite imperméable de bassin

versant, point de selle).

La méthode des tubes proposée par Stallman (1956) et développée par Nelson

(1960, 1961) apporte une solution graphique au problème de Cauchy pour une si-

tuation bidimensionnelle. Les observations piézométriques sont utilisées pour tracer

le réseau d’écoulement traversant le domaine. Puisque le flux n’est pas connu dans

tous les tubes, une parade consiste à utiliser une estimation de T et la loi de Darcy

afin de calculer le flux circulant dans un tube. Puisque les limites latérales d’un tube

de courant constituent des frontières imperméables, la loi de Darcy et le principe de

conservation de masse permettent de régionaliser la transmissivité le long d’un tube

par :

q = T (s) · W (s) · ∂h(s)

∂s
(1.13)

où s représente la distance le long d’un tube de courant et W la largeur du tube.
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La méthode des tubes a été utilisée avec un réseau d’écoulement tracé manuelle-

ment par Hunt et Wilson (1974) et Day et Hunt (1977). Nelson et Cearlock (1967) et

Nelson (1968) ont proposé l’utilisation d’un polynôme de degré élevé pour représenter

la surface phréatique. Rice et Gorelick (1985) ont testé sur trois cas réels et ont

démontré l’utilité de la méthode pour la conceptualisation du modèle hydrogéologique.

Une évaluation de la méthode sur un cas synthétique a été menée par Scott (1992).

Ce dernier a observé que le choix et la précision de la surface interpolée avaient un

impact important sur les transmissivités obtenues. Il est également apparu que ces

transmissivités n’étaient pas aptes à reproduire directement les charges observées

lorsque utilisées dans un simulateur d’écoulement.

Frind et Pinder (1973) ont utilisé la méthode des éléments finis afin d’apporter une

solution numérique au problème de Cauchy. Plutôt que de résoudre numériquement

pour h, ils ont formulé le problème de façon à le résoudre pour les transmissivités.

Cette approche a été testée dans des situations unidimensionnelles. Frind et Pinder

(1973) ont noté que la précision de l’estimation de T augmentait avec l’ordre des

polynômes d’interpolation utilisés pour représenter h. Également, leur étude a fait

ressortir que de faibles erreurs de mesure sur la charge hydraulique pouvaient engen-

drer des transmissivités négatives si la solution n’était pas contrainte.

La méthode du modèle de comparaison (Ponzini et Lozej, 1982) constitue une

utilisation originale des méthodes numériques à la résolution du problème inverse.

Bien que les auteurs n’aient pas explicitement fait un lien avec le problème de Cauchy,

on verra au chapitre suivant pourquoi leur méthode a été classée dans cette section.

Leur approche consiste à utiliser un modèle numérique ayant la même géométrie, les

même conditions frontières et la même discrétisation numérique que le modèle réel que

l’on tente de calibrer. En reproduisant le développement de Ponzini et Lozej (1982)

mais en négligeant le terme source, on peut développer l’équation de diffusion pour
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le modèle réel (R) :

∂

∂x

(
TR

x

∂hR(x, y)

∂x

)
=

∂qR
x

∂x
(1.14)

∂

∂y

(
TR

y

∂hR(x, y)

∂y

)
=

∂qR
y

∂y
(1.15)

où qR
x et qR

y sont les flux hydrauliques du modèle réel pour les directions x et y.

En exprimant la même équation, mais cette fois pour le modèle de comparaison,

on obtient numériquement à partir d’une solution initiale de transmissivité T i :

∂

∂x

(
T i

x

∂hi(x, y)

∂x

)
=

∂qi
x

∂x
(1.16)

∂

∂y

(
T i

y

∂hi(x, y)

∂y

)
=

∂qi
y

∂y
(1.17)

où hR 6= hi parce que TR 6= T i. En considérant que l’on recherche les transmissivités

satisfaisant hR = hi on obtient en posant ∂qR
x

/
∂x = qi

x/∂x et ∂qR
y

/
∂y = qi

y

/
∂y :

∂

∂x

(
TR

x

∂hR(x, y)

∂x

)
=

∂

∂x

(
T i

x

∂hi(x, y)

∂x

)
(1.18)

∂

∂y

(
TR

y

∂hR(x, y)

∂y

)
=

∂

∂y

(
T i

y

∂hi(x, y)

∂y

)
(1.19)

Après intégration de 1.18 et 1.19 et en isolant TR on obtient :

T̂x = T i ∂hi

∂x

/
∂hR

∂x
+C1

/
∂hR

∂x
(1.20)

T̂y = T i ∂hi

∂y

/
∂hR

∂y
+C2

/
∂hR

∂y
(1.21)

où T̂ est une estimation de TR et où C1 et C2 sont des constantes d’intégration que

Ponzini et Lozej (1982) posent nulles. Les transmissivités obtenues assurent la re-

production des charges (hR = hi) mais n’assurent pas la détermination exacte des

transmissivités (TR = T i) car qR 6= qi. Qui plus est, un tenseur est obtenu et non un

scalaire.
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Ponzini et Lozej (1982) ont observé que les gradients hydrauliques pouvaient être

inversés ce qui engendrait des T̂ négatifs. Afin d’obtenir des paramètres plausibles

physiquement et des coefficients scalaires, ils ont proposé l’utilisation de la norme des

gradients. Cependant, ceci n’assure plus le respect des contraintes ∂qR
x

/
∂x = qi

x/∂x

et ∂qR
y

/
∂y = qi

y

/
∂y ce qui nécessite l’utilisation d’un processus itératif. En utilisant

la norme euclidienne ‖ ‖2 et en notant i l’indice de l’itération, les équations 1.20 et

1.21 deviennent :

T i+1 = T i · ‖∇h i‖2

‖∇hR‖2

(1.22)

Même en utilisant cette règle de mise à jour des paramètres, les auteurs notent

une très forte sensibilité au choix de la solution initiale. Afin d’en amoindrir l’effet,

ils proposent de multiplier l’équation 1.22 par un poids choisi en fonction des gra-

dients réels. Les auteurs font état d’instabilité de la solution dans les régions de faible

gradient et notent aussi avoir des difficultés à converger vers des solutions de trans-

missivités réalistes même avec l’utilisation des vraies charges hydrauliques.

Cette méthodologie peut être adaptée de façon à tenir compte d’un terme source

non-nul sur le domaine. La modification consiste seulement à résoudre l’équation de

diffusion en présence d’un terme source. Les charges calculées par le modèle de com-

paraison devraient ainsi tenir compte de la recharge/décharge.

1.3.2 Méthodes d’inversion algébrique

La méthode algébrique proposée par Sagar et al. (1975) permet d’obtenir directe-

ment une solution au problème inverse pour un écoulement en régime transitoire. On

suppose que les charges hydrauliques sont connues sur le domaine à estimer à trois

instants différents. Le domaine est discrétisé et les dérivées spatiales (d2h/dx2, dh/dx)

et temporelles (dh/dt) de l’équation de diffusion sont exprimées par des différences

finies. Le système d’équations résultant est alors exprimé en fonction de T et de ses

dérivées spatiales. Une solution directe est obtenue par résolution du système linéaire

en supposant que le coefficient d’emmagasinement est connu.
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Bien que très attrayante, cette approche s’est avérée particulièrement sensible aux

erreurs de mesures et d’interpolation sur h (Yakowitz et Duckstein, 1980). De faibles

erreurs sur h peuvent engendrer des erreurs relatives importantes sur les dérivées, ce

qui provoque des estimations erronées des transmissivités. Nos propres vérifications

confirment l’extrême sensibilité de cette approche.
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Chapitre 2

Résolution du problème inverse

par une estimation successive des

flux

Le développement algébrique de Ponzini et Lozej (1982) repose essentiellement

sur la décomposition et l’intégration de l’équation de diffusion. Aucune référence

explicite au problème de Cauchy n’est faite. Néanmoins, l’imposition de constantes

d’intégration nulles dans les équations 1.20 et 1.21, qui mène à l’équation 1.22, revient

à résoudre le problème de Cauchy dans sa formulation cartésienne (1.12). Par ailleurs,

la formulation actuelle de la méthode ne permet pas de tenir compte adéquatement

des écoulements en régime transitoire ou des situations comportant des gradients hy-

drauliques réels très faibles.

Dans un premier temps, ce chapitre vise à montrer le lien existant entre le problème

de Cauchy et la solution de Ponzini et Lozej (1982). En second lieu, une présentation

de la modification apportée à la méthode pour tenir compte des situations où le régime

hydrique est transitoire est faite. Puisque l’approche préconisée nécessite l’utilisation

d’un champ de charges hydrauliques s’apparentant au champ réel, on présente la

méthode d’interpolation retenue. Une courte description de la méthode des éléments

finis est ensuite réalisée et permet de mieux introduire la procédure utilisée pour le cal-

cul des gradients. Le chapitre se poursuit par une discussion des aspects opérationnels
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liés à la méthode. On discute notamment de l’utilisation d’une fonction d’amortis-

sement qui permet au système de converger plus régulièrement et de l’imposition de

contraintes sur les paramètres. Finalement, le chapitre se termine par la présentation

de l’outil de calcul développé dans le cadre de ce travail et qui implémente les algo-

rithmes d’inversion de ce chapitre.

2.1 Estimation successive des flux en régime per-

manent

Le problème inverse en régime permanent, pour un milieu isotrope et complètement

saturé, serait résolu directement si les flux et les charges hydrauliques étaient par-

faitement connus en tout point de l’aquifère. Partant de la solution du problème de

Cauchy, la conductivité hydraulique réelle serait donnée par :

KR(x, y, z) =
‖−~q R(x, y, z)‖2

‖∇hR(x, y, z)‖2

(x, y, z) ∈ (Ω) (2.1)

Dans un contexte réel d’application, les flux et charges hydrauliques réels ne sont

connus, au mieux, que ponctuellement. Afin d’utiliser l’équation 2.1, on doit se ra-

battre sur des interpolations de ~qR et de hR sur le domaine à l’étude. On verra à

la section 2.3 qu’une estimation réaliste des charges peut être obtenue par krigeage

(Brochu et Marcotte, 2003; Tonkin et Larson, 2002). Cependant, on dispose rarement

de mesures du flux dans l’aquifère et il n’existe pas, à notre connaissance, de méthode

d’interpolation tenant compte du fait que le champ de flux hydraulique est un champ

vectoriel conservatif. La résolution de l’équation 2.1 en l’absence du champ de flux

est donc illusoire.

L’utilisation d’un modèle numérique permet de s’affranchir de ce problème car

celui-ci permet de calculer numériquement un champ de flux hydraulique conservatif

(∇~q = 0) qui respecte les conditions frontières imposées. Puisque l’on suppose le vrai

champ de charges connus (du moins son estimation), la géométrie et les conditions

frontières du modèle de comparaison sont choisies de façon à pouvoir reproduire ~qR

et hR sur les frontières du domaine.
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Plus formellement, considérons un modèle de comparaison représentant un aquifère

confiné et isotrope pour lequel un régime permanent a été atteint. En l’absence d’un

terme source, l’équation d’état et les conditions frontières décrivant cette situation

sont donnés par :

div(Ki · ∇hi) = 0 (x, y, z) ∈ (Ω)

hi
∣∣
(Γ1)

= hR(x, y, z) (x, y, z) ∈ (Γ1) (2.2)

−Ki · ∇hi · n
∣∣
(Γ2)

= ~q R(x, y, z) · n (x, y, z) ∈ (Γ2)

où (Ω) est le domaine d’écoulement bordé par (Γ) = (Γ1) ∪ (Γ2) ; Ki, un champ de

conductivités hydrauliques quelconque et hi, les charges hydrauliques qui sont la so-

lution du système 2.2 et qui sont fonction de Ki.

La solution du système 2.2 assure que le champ de flux est conservatif (∇~q = 0)

et qu’il respecte les contraintes imposées par les conditions frontières. Cependant,

les flux circulant dans le modèle de comparaison (~q i = Ki · ∇hi) ne sont qu’une

estimation des véritables flux. Loin des frontières de Neumann (Γ2), la magnitude

et l’orientation des flux risquent d’être profondément différents. Néanmoins, notre

approche consiste à supposer ~q R = ~q i. En utilisant cette égalité dans l’équation 2.1

on a :

KR(x, y, z) =
‖ − ~q i(x, y, z)‖2

‖∇hR(x, y, z)‖2

(x, y, z) ∈ (Ω) (2.3)

D’un point de vue théorique, le modèle de comparaison est utilisé seulement afin

d’obtenir le flux hydraulique. On peut s’épargner cette opération intermédiaire en

utilisant la loi de Darcy pour exprimer le flux circulant dans le modèle de comparaison.

En mettant en évidence Ki et en sortant le signe négatif de l’opérateur ‖ ‖2, l’équation

2.3 devient :

KR(x, y, z) = Ki(x, y, z) · ‖∇hi(x, y, z)‖2

‖∇hR(x, y, z)‖2

(x, y, z) ∈ (Ω) (2.4)

Puisque l’on impose un parallélisme entre ~q R et ~q i et une égalité entre ‖~q R‖2 et

‖~q i‖2, il devient impossible de résoudre directement le problème inverse. L’utilisation

d’un processus itératif devient alors nécessaire et permet de corriger les conductivités

hydrauliques jusqu’à ce que la correspondance entre hR et hi soit parfaite, ou sous un
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seuil préalablement déterminé. En exprimant sous une forme itérative l’équation 2.4,

la conductivité hydraulique obtenue à l’itération i s’exprime par :

Ki+1(x, y, z) = Ki(x, y, z) · ‖∇hi(x, y, z)‖2

‖∇hR(x, y, z)‖2

(x, y, z) ∈ (Ω) (2.5)

avec hi(x, y, z) qui est la solution au système 2.2. Si l’aquifère est hétérogène et

sa géométrie complexe, le système d’équations 2.2 doit être résolu numériquement

après discrétisation du domaine et l’équation 2.5 doit être réécrite sous une forme

compatible avec la discrétisation du modèle numérique. Celle-ci devient :

Ki+1
j = Ki

j ·
∥∥∇hi

j

∥∥
2∥∥∇hR

j

∥∥
2

i ≥ 0, 1 ≥ j ≤ nel (2.6)

où j désigne l’un des nel éléments discrétisant le domaine.

Les principales étapes de la méthode sont résumées à la figure 2.1. À partir d’un

champ de conductivité hydraulique initial (K0
j ), le système 2.2 est résolu numérique-

ment et h0
j est obtenu pour l’ensemble des partitions discrètes du modèle. Si le critère

d’arrêt n’est pas atteint, le gradient hydraulique ∇h0 est calculé. L’équation 2.6 est

utilisée pour obtenir un nouvel estimé (K1
j ) des conductivités sur l’ensemble du do-

maine. Une nouvelle itération est entamée et les nouvelles valeurs de K sont assignées

au modèle numérique. L’équation d’état est résolue à nouveau et le processus est

répété jusqu’à ce que les conductivité obtenues permettent de reproduire les charges

observées sous un seuil préalablement spécifié.

Une analyse numérique sommaire utilisant l’équation de Thiem pour la résolution

de l’équation 2.2 est présentée à l’annexe A.1. Les paramètres hydrogéologiques uti-

lisés pour la résolution de l’équation de Thiem sont ceux utilisés par Todd (1980) en

page 127.

L’approche proposée assure la non-négativité de K puisque uniquement la ma-

gnitude des gradients hydrauliques est retenue. Puisque le flux hydraulique est fonc-

tion de la dérivée de la charge et non de la charge elle-même, ce sont les conditions

frontières de type Dirichlet qui effectueront la mise à niveau de hi. À chaque itération,



28

Initialisation

Compteur de l’itération : i = 0 ;

Conductivité initiale : Ki

Calcul du gradient hydraulique pour tous les éléments : ∇hR
j ∀j

Résolution de

∇ · (Ki · ∇hi) = 0

hR ≈ hi
oui

Arrêt

Calcul du gradient hydraulique pour tous les éléments : ∇hi
j ∀j

Correction des transmissivités

Ki+1
j = Ki

j ·
‖∇hi

j‖2

‖∇hR
j ‖2

∀j

i = i + 1

Figure 2.1: Algorithme schématique
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une correction est appliquée aux conductivités de façon à reproduire les charges hy-

drauliques hR. Lorsque l’ensemble des rapports ∇hi/∇hR est unitaire, les nel valeurs

de Ki constituent des points fixes et les valeurs ultérieures de K i ne sont plus mo-

difiées. Il ressort aussi de l’équation 2.6 que

‖∇hi‖2 > ‖∇hR‖2 → Ki+1 ր
‖∇hi‖2 < ‖∇hR‖2 → Ki+1 ց (2.7)

‖∇hi‖2 = ‖∇hR‖2 → Ki+1 →

et que la convergence est atteinte lorsque

‖∇hi
j‖2 = ‖∇hR

j ‖2 ∀j (2.8)

Puisque l’approche n’utilise pas de technique d’optimisation non-linéaire, le cal-

cul du gradient de la fonction objectif et la détermination du pas d’avancement sont

évités, ce qui permet une réduction significative du nombre d’évaluations du problème

direct. De plus, aucune opération coûteuse à réaliser telle une inversion matricielle, un

krigeage ou une simulation géostatistique n’est faite lors de la résolution de 2.6. Cette

approche est donc particulièrement économique en temps de calcul comparativement

aux autres méthodes d’inversion.

Bien que la méthode présentée dans cette section ait été développée indépendam-

ment, l’équation 2.6 est similaire à celle obtenue par Ponzini et Lozej (1982). Cepen-

dant, les concepts qui la légitiment sont profondément différents. D’une part, il est

plus facile de tracer un parallèle avec le problème de Cauchy et d’autre part, l’utili-

sation de la norme euclidienne et d’un processus itératif est mieux justifiée.

Afin d’alléger l’écriture, aucune allusion à la présence d’une recharge de l’aquifère

n’a été faite. Cependant, en incorporant un terme source au système 2.2, les gra-

dients hydrauliques calculés par le modèle de comparaison permettront d’obtenir des

conductivités accommodant la recharge imposée. On ne peut pas voir dans cette ap-

proche une méthode d’estimation de la recharge car les valeurs de recharge devront

être connues ou estimées a priori. Néanmoins, la méthodologie présentée peut tenir

compte de telles situations.
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2.2 Estimation successive des flux en régime tran-

sitoire

En régime transitoire, l’eau libérée par drainage gravitaire, variation de la porosité

et de la masse volumique de l’eau va engendrer une variation inégale des charges et

des gradients hydrauliques dans le temps. Il est peu probable que les conductivités

hydrauliques obtenues avec l’équation 2.6 permettent de reproduire les variations tem-

porelles des observations piézométriques si ces dernières n’ont pas été utilisées lors

de l’inversion. Afin d’accommoder les situations en régime transitoire, l’équation 2.6

doit être modifiée.

Le problème considéré est exprimé par :

div(Ki · ∇hi) = Ss
dhi

dt
(x, y, z) ∈ (Ω) (2.9)

et soumis à la condition initiale et aux conditions frontières

hi
∣∣
(t=0)

= hR(x, y, z, to) (x, y, z) ∈ (Ω)

hi
∣∣
(Γ1)

= hR(x, y, z) (x, y, z) ∈ (Γ1)

−Ki ∇hi · n
∣∣
(Γ2)

= ~q R(x, y, z) · n (x, y, z) ∈ (Γ2)

avec (Ω), le domaine d’écoulement bordé par (Γ) = (Γ1)∪ (Γ2) ; n un vecteur normal

à (Γ2) ; Ki, la conductivité hydraulique ; hi, les charges hydrauliques ; SS, l’emmaga-

sinement spécifique et t, le temps d’évaluation compris entre to, le temps inital et tf ,

le temps final.

La résolution de l’équation 2.9 permet d’obtenir hi pour un temps d’évaluation

compris entre to et tf . Supposons donc que les charges hydrauliques réelles (ou leur

estimation) sont connues sur l’ensemble du domaine dans l’intervalle [to, tf ]. En mo-

difiant l’équation 2.4 afin de tenir compte de la variation temporelle de ∇hi et de

∇hR on a :

KR(x, y, z, t) = Ki(x, y, z, t) · ‖∇hi(x, y, z, t)‖2

‖∇hR(x, y, z, t)‖2

(x, y, z) ∈ (Ω), to ≤ t ≤ tf (2.10)
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Cette équation permet autant d’estimations de KR qu’il y a de temps d’évaluation.

Puisqu’il est supposé que K est invariant dans le temps, une estimation unique de K

approximant au mieux tous les gradients hydrauliques dans le temps doit être obtenue.

Plusieurs possibilités s’offrent quant à la méthode de calcul utilisée pour l’ob-

tention d’une valeur unique de KR (utilisation du gradient moyen, utilisation d’un

seul pas de temps, etc.). On propose d’utiliser la totalité des champs de charges afin

d’obtenir plusieurs facteurs ∇hi/∇hR et de pondérer ceux-ci par la longueur relative

de chaque pas de temps. L’approche permet de tenir compte des situations où les

mesures ne sont pas prises à intervalles réguliers ou lorsqu’elles sont redondantes. En

utilisant la totalité des champs de charges, l’équation (2.10) devient :

KR(x, y, z) = Ki(x, y, z) ·
tf∫

to

‖∇hi(x, y, z, t)‖2

‖∇hR(x, y, z, t)‖2

λ(t)dt (x, y, z) ∈ (Ω), to ≤ t ≤ tf

(2.11)

Puis sous une forme discrète avec i, l’itération ; j, l’indice de l’élément ; k, l’indice du

pas de temps ; λ, la longueur relative du pas de temps et nt le nombre total de pas

de temps on obtient :

Ki+1
j = Ki

j ·
nt∑

k=1

∥∥∇hi
j,k

∥∥
2∥∥∇hR

j,k

∥∥
2

· λk i ≥ 0, 1 ≤ j ≤ nel, 1 ≤ k ≤ nt (2.12)

L’équation 2.12 atteindra un point fixe lorsque la sommation sera unitaire, ce qui

se produira nécessairement lorsque tous les rapports ∇hi/∇hR seront égaux à un

pour tous les pas de temps. Cependant, même si la sommation est unitaire, il n’est

pas assuré que les rapports des gradients pris individuellement le seront pour tous les

pas de temps.

Par souci de clarté et pour la fluidité du développement, nous avons présenté les

situations permanente et transitoire séparément. Retenons qu’une inversion en régime

permanent ne constitue qu’une situation particulière du cas transitoire et peut être

traitée en posant nt = 1 et λ = 1 dans l’équation 2.12.

Un exemple numérique simple utilisant l’équation de Theis et résumant les prin-

cipales étapes de calcul est présenté à l’annexe A.2.
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2.3 Estimation des charges hydrauliques

En pratique, le champ de charges hydrauliques hR utilisé dans les équations 2.6 et

2.12 n’est connu que ponctuellement. L’approche développée par Brochu (2002) et

Brochu et Marcotte (2003) est particulièrement bien adaptée à la régionalisation d’ob-

servations ponctuelles dans un domaine bidimensionnel. Elle généralise les méthodes

classiques d’interprétation des essais de pompage en plus de fournir une estimation

des charges hydrauliques qui tient compte de l’effet d’un puits de pompage et de la

présence de frontières hydrogéologiques. Brochu et Marcotte (2003) ont utilisé le for-

malisme du krigeage dual afin d’obtenir les principaux paramètres hydrogéologiques

de l’aquifère. Afin de restreindre l’exposé, nous nous limiterons à l’aspect estimation

des charges hydrauliques et utiliserons la définition du krigeage universel pour illus-

trer la méthode.

En utilisant une notation matricielle, l’estimateur linéaire de la charge hydraulique

hR, noté ĥ peut s’écrire :

ĥ = h′
obsλ =

[
h′

obs 0
] [

λ

µ

]
(2.13)

où λ est le vecteur des poids de krigeage ; µ, les multiplicateurs de Lagrange ; hobs, les

charges observées et ′, l’opérateur transposition. Partant de la définition du système

de krigeage universel (Chiles et Delfiner, 1999) on a :

[
λ

µ

]
=

[
Σ F

F ′ 0

]−1 [
σ0

f0

]
(2.14)

où Σ est la matrice des covariances des données ; F , la matrice des conditions d’uni-

versalité (les coefficients de dérive) ; f0, le vecteur des contraintes de non-biais et σ0, le

vecteur des covariances entre les points à estimer et les observations. En introduisant

l’équation 2.14 dans 2.13, l’estimateur de la charge devient :

ĥ =
[

h′
obs 0

] [
Σ F

F ′ 0

]−1 [
σ0

f0

]
(2.15)

Alors que la matrice Σ est construite à partir d’un modèle de covariance (ad hoc ou

expérimental), F et f0 représentent les contraintes de non-biais et ne dépendent que
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de la localisation des données. Brochu et Marcotte (2003) ont proposé de considérer

les observations piézométriques comme une variable aléatoire fluctuant autour d’une

dérive dictée par l’équation de Bear et Jacobs (Bear et Jacobs, 1965). En régime per-

manent, pour un aquifère confiné, homogène et bidimensionnel, celle-ci est exprimée

par :

h(x, y) = Hw − (x − xw) · ∂H

∂x
− (y − yw) · ∂H

∂y
− Qw

4πT
ln

(
r2

r2
w

)
(2.16)

où T est la transmissivité de l’aquifère ; H, le champ de charges avant le pompage ;

Qw, le débit de pompage ; rw, le rayon du puits localisé à (xw,yw) ; Hw, le niveau

piézométrique initial au puits et r, la distance entre le puits et un point d’évaluation

situé en (x,y).

Une estimation non-biaisée de hR(x, y) est obtenue en posant les contraintes de

non-biais suivantes :
nobs∑

i=1

λi = 1

nobs∑

i=1

λi xi = x

nobs∑

i=1

λi yi = y

nobs∑

i=1

λi ln(r2
i ) = ln(r2)

La première contrainte représente le non-biais du krigeage ordinaire ; les deuxième

et troisième conditions sont liées aux composantes du gradient régional (∂H/∂x,

∂H/∂y). La quatrième condition de non-biais représente l’influence du pompage sur

une observation située à une distance r du puits. Sous forme matricielle, les coefficients

de la dérive pour les nobs sont donnés par :

Fh =





1 x1 y1 ln(r2
1)

...
...

...
...

1 xnobs
ynobs

ln(r2
nobs

)



 (2.17)
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Afin de mieux représenter les frontières hydrogéologiques, Delhomme (1979a) (rap-

porté par Chiles et Delfiner (1999)) a proposé l’utilisation de points doublons. Ces

derniers sont des paires de points fictifs de charges qui permettent d’imposer la ma-

gnitude et la direction du gradient hydraulique entre chacun des points de la paire.

Seule la différence de charges entre les valeurs aux doublons est importante et non les

valeurs elles-même. La présence des doublons va affecter les poids de krigeage et mo-

difier l’estimation de la charge de façon à reproduire la différence de charges désirée.

La matrice des conditions de non-biais pour les n∆ points doublons est donnée par :

F∆ =





0 ∆x1 ∆y1 ∆ ln(r2
∆1)

...
...

...
...

0 ∆xn∆
∆yn∆

∆ ln(r2
∆n)



 (2.18)

où ∆x et ∆y représentent les distances horizontale et verticale entre les points d’une

paire de doublons et ∆ ln(r2
∆) est la différence des contraintes de puits évaluée à cha-

cun des doublons.

En modifiant le système de krigeage universel (2.15) afin de tenir compte des

points doublons, une estimation de la charge au point (x,y) peut être obtenue en

résolvant le système linéaire suivant :

ĥ =
[

h′
obs ∆ 0

]




Σhh Σh∆ Fh

Σ
′

h∆ Σ∆∆ F∆

F ′
h F ′

∆ 0





−1 



σh0

σ∆0

f0



 (2.19)

où les indices h et ∆ réfèrent aux charges observées et aux points doublons respective-

ment. hobs est le vecteur (1 × nobs) des observations piézométriques ; ∆ est le vecteur

(1 × n∆) des différences de charges entre les points d’une paire (0 pour une frontière

imperméable) ; Σhh est la matrice de covariance des observations piézométriques

(nobs × nobs) ; Σh∆ est la matrice de covariance entre les observations et les points

doublons (nobs × n∆) ; Σ∆∆ est la matrice de covariance entre les points doublons

(n∆ × n∆) ; σho est le vecteur des covariances entre les observations de charges et le

point à estimer (nobs × 1) ; σ∆o est le vecteur des covariances entre les points doublons

et le point à estimer (n∆ × 1) et fo est le vecteur des dérives (4 × 1) pour le point

à estimer,
[

1 x y ln(r2)
]′

.
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La construction des matrices de covariances Σ exige la détermination de la fonc-

tion de covariance de la charge hydraulique. En présence d’un gradient régional et

d’un écoulement radial, la moyenne et la variance de la charge hydraulique ne sont

pas stationnaires (Gelhar, 1993) ce qui complique grandement l’obtention d’une fonc-

tion de covariance représentative du phénomène étudié. De plus, pour la plupart des

études hydrogéologiques, le nombre d’observations directes des charges hydrauliques

n’est pas suffisant pour assurer la construction d’un covariogramme robuste possédant

plus de 30 paires par points tel que recommandé par Journel et Huijbregts (1978).

Utilisant une analogie avec le champ de potentiel gravimétrique, Brochu et Mar-

cotte (2003) ont proposé d’utiliser une fonction de covariance gravimétrique (Chiles

et Guilhen, 1984; Marcotte et Chouteau, 1993) pour représenter le comportement

de hR. Ils notent que la fonction de covariance de hR doit être au moins quatre fois

différentiable à l’origine afin que l’estimation de hR puisse être différentiable deux fois

en x et en y (comme la solution de l’équation de diffusion). Puisque la fonction de

covariance gravimétrique est infiniment différentiable à l’origine, le choix de ce modèle

(2.20) apparâıt donc judicieux. Celui-ci est donné par :

C(r) = C0δ(r) + C

(
1 +

r2

α2

)−0.5

(2.20)

où C est la covariance entre deux points séparés par une distance r ; C0 représente

l’effet de pépite ; C constitue la variance du phénomène, α sa portée et δ est un dirac

nul à r = 0. Les paramètres C et α sont choisis de façon à obtenir un champ de charges

krigées suffisamment lisse. Les erreurs de mesure sont modélisées à l’aide de C0 et des

erreurs de mesure affectant différemment les observations peuvent être incorporées en

faisant varier C0 sur la diagonale de Σhh.

2.4 Méthode des éléments finis

En présence d’une géométrie complexe ou d’un champ de paramètres hétérogènes,

l’équation de diffusion ne peut être résolue analytiquement. On doit alors faire appel

à des méthodes numériques (différences finies, éléments finis, volumes finis, éléments

analytiques). La méthode des éléments finis est particulièrement bien adaptée pour
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représenter adéquatement des géométries irrégulières et des hétérogénéités marquées.

Celle-ci à donc été retenue pour la résolution du problème direct et l’obtention des

charges hydrauliques hi. Afin de simplifier l’exposé, la présentation est limitée à une

situation bidimensionnelle et isotrope en régime permanent. Ce qui est présenté est

essentiellement tiré de Pinder et Gray (1977).

L’approche la plus populaire pour la résolution d’un problème d’éléments finis est

la méthode des résidus pondérés. Cette dernière consiste à trouver une approximation

discrète de la solution annulant partiellement les résidus d’une équation différentielle

partielle. En exprimant l’équation différentielle partielle à l’étude par :

Lh(x, y) = f(x, y) (x, y) ∈ (Ω) (2.21)

où L est un opérateur quelconque agissant sur la fonction inconnue h et où f est une

fonction connue, le résidu se définit comme :

ℜ(x, y) = Lh(x, y) − f(x, y) (2.22)

En multipliant ℜ par une fonction de pondération w non-nulle, appelée fonction test,

et en intégrant sur le domaine (Ω), on obtient le problème variationnel suivant :

∫

Ω

ℜ(x, y) · wi(x, y) dΩ = 0 1 ≤ i ≤ N (2.23)

avec N , le nombre d’inconnues.

Pour une situation bidimensionnelle, l’opérateur L agissant sur h est donné par :

∂

∂x

(
T

∂h(x, y)

∂x

)
+

∂

∂y

(
T

∂h(x, y)

∂y

)
(2.24)

En utilisant cet opérateur dans l’équation 2.22, ℜ(x, y) · wi(x, y) est une équation

différentielle partielle d’ordre 2. On peut diminuer l’ordre de l’équation en appliquant

le théorème de Green à l’équation 2.23. On obtient ainsi la formulation faible du

problème variationnel.

−
∫

Ω

T
∂h

∂x
· ∂wi

∂x
+ T

∂h

∂y
· ∂wi

∂y
dΩ +

∫

Γ

T
∂h

∂n
widΓ = 0 (2.25)
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Plusieurs possibilités s’offrent quant au choix de la fonction test wi. L’une des

plus usuelles consiste à approximer h(x, y) par une expansion finie de monômes de la

forme

h(x, y) ≈ h̃(x, y) =
N∑

j=1

ujφj(x, y) (2.26)

et à poser wi(x, y) = φi(x, y). Cette approche est connue sous le nom de méthode de

Galerkine. En remplacant h(x, y) par h̃(x, y) et en posant wi = φi, l’équation 2.25

devient :

−
∫

Ω

T
∂

∂x

N∑

j=1

ujφj ·
∂φi

∂x
+ T

∂

∂y

N∑

j=1

ujφj ·
∂φi

∂y
dΩ +

∫

Γ

T
∂

∂n

N∑

j=1

ujφj φidΓ = 0 (2.27)

et après manipulation

∫

Ω

T

N∑

j=1

uj
∂φj

∂x
· ∂φi

∂x
+ T

N∑

j=1

uj
∂φj

∂y
· ∂φi

∂y
dΩ =

∫

Γ

T

N∑

j=1

uj
∂φj

∂n
φidΓ (2.28)

Dans la méthode des éléments finis, les fonctions polynomiales sont choisies de

façon à être constantes à l’intérieur de sous-domaines, appelés éléments finis. La

discrétisation du domaine (Ω) est généralement réalisée au moyen de triangles élémen-

taires (Ωe). Il en va de même pour la frontière (Γ) qui est divisée en segments (Γe)

(voir figure 2.2). Afin d’obtenir une continuité de la solution au contact d’éléments

adjacents, des nœuds sont placés aux sommets et parfois sur les côtés des triangles.

Le problème 2.28 se résume à déterminer les nel uj qui sont les valeurs de la solution

aux nœuds.

L’assemblage de la contribution de tous les éléments permet d’obtenir la matrice

de rigidité K =
∑

ke et la matrice de masse F =
∑

fe où

ke(i, j) =

∫

Ωe

T
∂φi

∂x

∂φj

∂x
+ T

∂φi

∂y

∂φj

∂y
dΩe i, j = 1, 2, ..., nel (2.29)

et

fe(i) =

∫

Γe

∂φi

∂n
φidΓ i, j = 1, 2, ..., nel (2.30)
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Ω
e

Γ
e

Figure 2.2: Discrétisation du domaine par des éléments finis

Les inconnues du problèmes étant les N valeurs de ui (U), une solution à l’équation

2.28 est obtenue en résolvant le système matriciel suivant :

KU = F (2.31)

L’évaluation des intégrales à l’intérieur d’un élément est réalisée plus aisément

si les coordonnées sont exprimées seulement par rapport à ses nœuds. Le système

de coordonnées d’aire est particulièrement adapté aux éléments triangulaires car il

permet de passer d’un système de coordonnées globales à un système de coordonnées

locales. Les coordonnées d’aires sont obtenues par :

Li =
(αi + βix + γiy)

2AΩe

i = 1, 2, 3 (2.32)

où αi = xjyk − xkyj ; βi = yj − yk ; γi = xk − xj ; i, j, k sont les indices des nœuds

primaires et AΩe
est l’aire de l’élément. Les autres valeurs de Li sont obtenues en ef-

fectuant une permutation cyclique des indices i, j, k. L’intégration est souvent réalisée

à l’aide d’une quadrature de Gauss à trois points qui permet d’intégrer exactement

un polynôme jusqu’à la cinquième puissance. La formule de quadrature est :

(1/Ae)

∫

Ωe

fdΩe =
3∑

j=1

Wj f(L1j, L2j, L3j) (2.33)
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Tab. 2.1: Coordonnées et poids d’intégration de points de Gauss pour un

élément triangulaire

L1 L2 L3 W

0.66666667 0.16666667 0.16666667 0.33333333

0.16666667 0.66666667 0.16666667 0.33333333

0.16666667 0.16666667 0.66666667 0.33333333

et les coordonnées des points de Gauss et les poids d’intégration (W ) sont présentés

au tableau 2.1.

Finalement, la résolution du système 2.31 permet d’obtenir les degrés de liberté (u)

des fonctions d’interpolation (2.26) pour chaque élément. La valeur de h̃ en un point

quelconque de (Ω) est obtenue en résolvant l’équation 2.26 pour l’élément contenant

le point d’évaluation. Pour une fonction d’interpolation quadratique à six nœuds on

a :

h̃ =
6∑

i=1

uiφi (2.34)

avec

φi = Li(2Li − 1) i = 1, 2, 3 (2.35)

et

φi+3 = 4LiLi+1 i = 1, 2, 3 (2.36)

La dérivée première de h̃(x, y) est obtenue en dérivant les fonctions d’interpolation

par rapport à x et y. On obtient :

dh̃

dx
=

6∑

i=1

ui
dφi

dx

dh̃

dy
=

6∑

i=1

ui
dφi

dy
(2.37)

où
dφi

dx
=

[
2βiLi

AΩe

− βi

2AΩe

]
dφi

dy
=

[
2γiLi

AΩe

− γi

2AΩe

]
i = 1, 2, 3 (2.38)

et
dφi+3

dx
=

[
2βiLi+1

AΩe

]
dφi+3

dy
=

[
2γiLi+1

AΩe

]
i = 1, 2, 3 (2.39)

pour les nœuds secondaires.
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2.5 Aspects opérationnels

Afin d’assurer la reproduction rapide des charges et la reconstruction efficace du

champ de paramètres dans un contexte réel d’application, quelques ajouts sont ap-

portés aux méthodes d’inversion développées au début de ce chapitre. Ces ajouts

portent notamment sur la définition d’un coefficient d’amortissement, sur le calcul

des gradients ∇hi et ∇ĥ et sur l’imposition de contraintes aux paramètres.

2.5.1 Schémas d’amortissement

Tel que discuté à la section 2.1, les corrections appliquées aux conductivités sont

proportionnelles aux rapports des gradients à l’intérieur d’un élément. Par ailleurs,

en début de processus, ∇hi et ∇ĥ peuvent être profondément différents, ce qui peut

introduire des facteurs de correction sur K extrêmes. Afin d’éviter une modification

trop rapide de la solution initiale ou d’éventuels problèmes numériques (division par

zéro, Ki+1
j nul), un coefficient d’amortissement (β) est incorporé dans l’équation 2.6.

Ki+1
j = Ki

j ·
∥∥∇hi

j

∥∥
2
+ βi

∥∥∥∇ĥj

∥∥∥
2
+ βi

i ≥ 0, 1 ≥ j ≤ nel (2.40)

Ce paramètre agit en quelque sorte comme un paramètre de régularisation. Lorsque

les gradients hydrauliques sont faibles, la différence relative entre ∇hi et ∇ĥ est

généralement élevée. Dans de telles situations, l’influence de l’amortissement est

maximale ce qui évite un écartement prononcé entre la solution et la solution ini-

tiale. Afin d’assurer une convergence suffisante en fin d’optimisation, le coefficient

d’amortissement peut être diminué à chaque itération. L’approche retenue consiste à

diminuer le coefficient d’amortissement exponentiellement à partir d’une valeur ini-

tiale. Plusieurs types de fonction d’amortissement peuvent être utilisées pour le calcul

de β, constant (equation 2.41), linéairement décroissant (2.42) ou exponentiellement

décroissant peut être utilisé (2.43) :

βi = βo i ≥ 0 (2.41)

βi = αi + βo i ≥ 0, α < 0, βi ≥ 0 (2.42)

βi = βoe−3i/α i ≥ 0, α > 0 (2.43)
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où βo est le coefficient d’amortissement initial ; i, l’itération et α, une pente (2.42)

ou la portée de l’itération (2.43). Pour l’amortissement constant, le coefficient β est

maintenu à sa valeur de départ durant tout le processus de calibration. L’amortisse-

ment linéaire quant à lui, amoindrit β d’une valeur α à chaque itération. Le schéma

d’amortissement qui a donné les meilleurs résultats est l’amortissement exponentiel.

Une caractéristique importante de cette fonction est que pour i = α, le coefficient

d’amortissement ne représente que 5% de sa valeur initiale.

Afin de tenir compte des secteurs où ĥ est moins bien estimé, on aurait pu lier β0

à la variance de krigeage de ĥ. Cependant, on verra au chapitre 5 que les résultats

sont peu sensibles au choix de β0 pour les schémas d’amortissement exponentiels.

Plusieurs fonctions et schémas d’amortissement différents y seront évalués.

2.5.2 Facteur de correction

Même si en théorie, les gradients hydrauliques ∇ĥ pourraient être estimés par kri-

geage (Chiles et Delfiner, 1999), il est plus pratique d’utiliser les dérivées des fonctions

d’interpolation (équations 2.37 à 2.39) pour calculer à la fois ∇hi et ∇ĥ. La résolution

du problème direct permet d’obtenir les six degrés de liberté (ui) nécessaires au calcul

∇hi à l’intérieur d’un élément. Le gradient ∇ĥ est obtenu en deux étapes. Dans un

premier temps, le problème est modélisé à l’aide de points doublons et d’un modèle

de covariance adéquat. Un krigeage avec dérive de puits et conditions frontières im-

posées est ensuite réalisé aux nœuds de la grille d’éléments finis grâce au système

2.19. On dispose ainsi d’une estimation géostatistique des N degrés de liberté du

problème discrétisé. Finalement, les composantes des gradients hydrauliques sont ob-

tenues comme précédemment, à l’aide des dérivées des fonctions d’interpolation. La

magnitude du vecteur est obtenue à l’aide de la norme euclidienne :

‖∇h‖2 =

√(
∂h

∂x

)2

+

(
∂h

∂y

)2

(2.44)

Si les fonctions d’interpolation utilisées sont d’ordre élevé (> 1) et si les éléments

finis sont de grande taille, il est possible que la variation de la charge soit inégale

à l’intérieur d’un élément. Par conséquent, où évaluer le gradient à l’intérieur de
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l’élément fini ? Utiliser une seule valeur du gradient évaluée au centre de l’élément

risque de ne pas tenir compte de la possible variation non-linéaire de la charge. Aussi,

il serait coûteux numériquement d’intégrer les composantes du gradient sur chaque

élément et d’obtenir une valeur moyenne. Quatre possibilités ont été identifiées quant

au calcul d’un gradient moyen. La première consiste à évaluer le gradient au centre

de chaque élément fini et à affecter la transmissivité T i d’un facteur de correction δ

donné par :

δMid =
‖∇hi

j‖2 + βi

‖∇ĥj‖2 + βi
(2.45)

Les trois autres possibilités consistent à évaluer les gradients où leur calcul est le

plus précis, à savoir, les points de Gauss (voir le tableau 2.1 et la figure 2.3). Puisque

trois valeurs de ‖h‖2 sont obtenues dans chaque élément, une correction unique est

obtenue en calculant la moyenne des trois rapports (
∥∥∇hi

j

∥∥
2
+ βi)/ (

∥∥∥∇ĥj

∥∥∥
2
+ βi) ob-

tenus à chacun des points de Gauss. Le facteur de correction appliqué à T i est ensuite

calculé grâce à une moyenne arithmétique (2.46), géométrique (2.47) ou harmonique

(2.48). Pour chacune de ces situations on obtient :

δArit =
1

3

3∑

l=1

‖∇hi
j,l‖2 + βi

‖∇ĥj,l‖2 + βi
(2.46)

δGeom =

(
3∏

l=1

‖∇hi
j,l‖2 + βi

‖∇ĥi
j,l‖2 + βi

)1/3

(2.47)

δHarm =

(
1

3

3∑

l=1

‖∇ĥj,l‖2 + βi

‖∇hi
j,l‖2 + βi

)−1

(2.48)

On note que si les fonctions d’interpolation des éléments finis sont linéaires, les

équations 2.45 à 2.48 sont identiques et donneront les mêmes résultats que si un seul

point d’évaluation a été retenu. On comparera au chapitre 5 la performance de ces

différentes approches.
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Figure 2.3: Points de Gauss d’un élément fini

2.5.3 Contraintes sur les coefficients

La non-unicité de la solution du problème inverse indique que plusieurs champs

de paramètres pourraient reproduire parfaitement des charges hydrauliques sans pour

autant que les paramètres obtenus soient réalistes d’un point de vue géologique. Afin

d’obtenir une solution qui reproduise les observations piézométriques et qui honore le

modèle conceptuel géologique, il peut être nécessaire de contraindre la solution de K

à l’intérieur d’une plage de valeurs probables. L’application de contraintes n’est pas

une opération nouvelle, Lavenue et al. (1995) ont contraint la solution à l’intérieur de

trois écarts-type de krigeage de la solution initiale. Notre approche est assez similaire.

À chaque itération, des contraintes absolues, des contraintes relatives au germe initial

et des contraintes de mesure sont imposées à la solution. Celles-ci sont exprimées

respectivement par :

Kmin
j ≤ Ki+1

j ≤ Kmax
j ∀j (2.49)

Y 0
j − ∆Y ≤ Y i+1

j ≤ Y 0
j + ∆Y ∀j (2.50)

Ki+1
j = Kobs

j ∀j (2.51)
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où Kmin et Kmax sont les valeurs minimales et maximales de conductivité pouvant être

attribuées à un élément et où ∆Y est l’écart maximal par rapport à la solution initiale

Y 0 admissible. La condition 2.50 permet d’obtenir une solution qui est à l’intérieur

d’une plage de valeur que l’on considère a priori réaliste géologiquement. Ces limites

peuvent aussi varier spatialement pour tenir compte de zones géologiques différentes.

La solution initiale soumise à l’algorithme doit respecter les critères énoncés par les

équations 2.49 à 2.51.

2.6 Outil de calcul développé

Pour les besoins de ce travail, l’algorithme d’inversion présenté dans ce chapitre à

été implémenté dans le programme HydroGeo Inv. Le programme est écrit en langage

Matlab c© version 6.5.1 (The MathWorks, 2004) et utilise les fonctions Femlab c© ver-

sion 3.0a (Comsol, 2004) pour la résolution du problème direct. HydroGeo Inv permet

de calibrer des modèles 2D ou 3D en régime permanent ou transitoire par la méthode

de l’estimation successive des flux. La présence d’un terme source et d’un coefficient

d’emmagasinement variable dans l’espace est supportée par le programme. La calibra-

tion s’effectue à partir d’une solution initiale de K ou de T , possiblement hétérogène,

fournie par l’utilisateur. Si une série de solutions initiales de K/T , de recharge ou

d’emmagasinement lui est fournie, le programme réalise une inversion stochastique.

De plus, la structure modulaire du programme lui permet d’utiliser des algorithmes

d’inversion et des fonctions graphiques diverses.

La structure générale de HydroGeo Inv est présentée à la figure 2.4 alors que l’al-

gorithme détaillé de la méthode de l’estimation successive des flux avec une fonction

d’amortissement exponentielle et une facteur de correction de type δMid est illustré à la

figure 2.5. Lors de son lancement, le programme charge les différents fichiers d’entrées

et les paramètres utilisés. Ces paramètres précisent, entre autres, la méthode d’inver-

sion à utiliser, les modalités itératives, les affichages graphique et numérique, etc. Les

conditions frontières affectées au modèle numérique sont automatiquement extraites

du champ de charges krigées fourni par l’utilisateur. Des structures d’affectation des

paramètres et d’interpolation des gradients sont créées et sauvegardées afin d’accélérer
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le calcul. Une inversion est réalisée et optionnellement, une sortie graphique est af-

fichée. Pour une inversion stochastique, les deux étapes précédentes sont répétées.

Finalement, les résultats sont sauvegardés. Le code Matlab c© de HydroGeo Inv ainsi

qu’un exemple de fichier de paramètres sont présentés à l’annexe B.

Puisque le champ de paramètres change à chaque résolution du problème direct,

la matrice de rigidité doit être assemblée à nouveau à chaque itération. Lors de l’as-

semblage de la matrice en milieu hétérogène, la valeur du paramètre K/T affectée

à chaque élément doit être déterminée par des opérations relativement coûteuses

en temps de calcul. Même optimisées, celles-ci peuvent représenter jusqu’à 99% du

temps nécessaire à la résolution du problème direct. Dans ce cas, le temps imparti

à l’intégration numérique ou à la résolution du système matriciel est négligeable par

rapport au temps utilisé pour affecter le champ de paramètres aux éléments. Afin

d’accélérer l’assemblage de la matrice de rigidité, une structure d’affectation des co-

efficients (indice du vecteur/élément) est créée par la fonction K Hetero.m et sauve-

gardée après la première résolution du problème direct. Cette structure d’affectation

est ensuite réutilisée lors des résolutions subséquentes, ce qui permet une substantielle

diminution du temps de calcul. À titre d’exemple, pour un modèle 3D contenant 30500

éléments, la première résolution du problème direct nécessite 325 secondes alors que

les résolutions suivantes utilisant la structure d’affectation sont complétées en 2.4 se-

condes. Le gain est donc très appréciable. Une approche semblable est utilisée pour

affecter les champs de recharge et d’emmagasinement aux éléments finis. Les fonctions

Q Hetero.m et S Hetero.m sont alors utilisées par HydroGeo Inv.

Lors des inversions, les gradients hydrauliques sont calculés à chaque itération.

Puisque les gradients hydrauliques sont toujours évalués aux mêmes endroits, les

dérivées spatiales des fonctions d’interpolation (φ), nécessaires au calcul de ∇hi (voir

les équations 2.38 et 2.39), peuvent être calculées une seule fois et sauvegardées sous

la forme d’une structure d’interpolation. L’obtention de ∇hi se résume ensuite à

l’évaluation de 2.37. Afin d’optimiser le temps de calcul nécessaire à la réalisation

d’une inversion, une telle structure d’interpolation des gradients est créée par Hydro-

Geo Inv en début de processus.
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Afin d’assurer une parfaite compatibilité entre la solution du problème d’éléments

finis et le champ de charges ĥ utilisé lors de l’inversion, les valeurs des conditions

frontières de type Dirichlet sont extraites du champ ĥ et sont utilisées lors de l’as-

semblage de la matrice de masse.

La résolution du problème direct par la méthode des éléments finis est réalisée par

la librairie de fonctions Femlab c©. Ces fonctions sont totalement accessibles à Matlab c©

et permettent de mailler, d’attribuer des paramètres, des conditions frontières et de

résoudre une équation différentielle partielle à l’aide de la méthode des éléments fi-

nis. La parfaite compatibilité de Femlab c© avec Matlab c©, la disponibilité de plusieurs

type d’éléments finis, la puissance et le nombre de ses solveurs en font un outil de

prédilection. C’est pour l’ensemble de ces raisons que Femlab c© 3.0a a été retenu

pour la résolution du problème direct dans HydroGeo Inv. Une évaluation sommaire

des fonctions Femlab c© utilisées dans HydroGeo Inv a été réalisée. Nos résultats sont

présentés à l’annexe C et indiquent que pour les problèmes linéaires abordés, les fonc-

tions Femlab c© sont tout à fait adéquates.
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Chargement des différents fichiers et

paramètres utilisés par le programme (i.e. ĥ, K0
j )

Initialisation

Compteur de l’itération : i = 0 ;

Facteur d’amortissement : β0 = constante ;

Portée de l’amortisement : a = constante ;

Longueur relative du pas de temps : λ = constante ;

Contraintes : ∆Y,Kmin, Kmax = constante

Extraction et affectation des conditions frontières

Création d’une structure d’affectation des paramètres

Calcul d’une structure d’interpolation

des charges et des gradients

Inversion (Voir figure 2.5)

Affichage

Oui
Inversion

stochastique

Sauvegarde et écriture des données

Arrêt

Figure 2.4: Algorithme schématique du programme principal HydroGeo Inv
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Résolution de

∇ · (Ki · ∇hi) + Qi = Si
s

∂hi

∂t
, (x, y) ∈ (Ω)

Convergence
Oui

Arrêt

Calcul du vecteur gradient hydraulique au centre de l’élément :

∇hi
j,k ∀j, k

Calcul de l’amortissement

βi = β0e−3i/α

Correction des transmissivités

Ki+1
j = Ki

j ·
nt∑

k=1

‖∇hi
j,k‖2

+βi

‖∇ĥj,k‖
2
+βi

λk ∀j

Application des contraintes

Kmin
j ≤ Ki+1

j ≤ Kmax
j ∀j

Y 0
j − ∆Y ≤ Y i+1

j ≤ Y 0
j + ∆Y ∀j

Ki+1
j = Kobs

j ∀j

i = i + 1

Figure 2.5: Algorithme schématique de la méthode de l’estimation successive

des flux
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Chapitre 3

Modèle synthétique et normes

d’évaluation

La capacité d’une méthode d’inversion à reconstruire le véritable champ de pa-

ramètres ne peut être évaluée que si ce champ est connu. Notre approche expérimentale

repose donc essentiellement sur l’utilisation d’un modèle numérique synthétique dont

la géométrie, les conditions frontières, la solution initiale et les coefficients sont connus.

La résolution du modèle synthétique permet d’obtenir aisément les charges hydrau-

liques et l’évaluation de l’efficacité de la méthode d’inversion est donc directe et sans

équivoque à la fois pour K et h. Par ailleurs, puisque le problème inverse n’est pas

un problème à solution unique, l’évaluation est réalisée sur une série d’inversions lors

d’une expérience de Monte Carlo.

Ce chapitre contient les principaux éléments méthodologiques permettant d’abor-

der les chapitres 4, 5 et 6. Dans un premier temps, le modèle numérique synthétique

conçu pour l’évaluation des méthodes d’inversion ainsi que les charges hydrauliques

synthétiques, le patron d’écoulement et les temps de transfert sont présentés. En

second lieu, une attention particulière est apportée à la définition de normes quan-

titatives d’évaluation qui permettront de comparer les performances des différentes

approches évaluées. La troisième partie présente et caractérise les solutions initiales

de transmissivité soumises aux algorithmes d’inversion. Ensuite, les charges estimées

ainsi que les paramètres utilisés pour leur obtention sont présentés.
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3.1 Description du modèle synthétique

3.1.1 Géométrie et conditions frontières

Le modèle synthétique utilisé a une extension de 2000m×2000m. Un puits de 0.5m

de rayon est localisé en (500m, 1000m) et possède un débit d’extraction de 750l/min.

Le puits est mis en fonction au temps t = 0 et le pompage est poursuivi pendant 116

jours. L’état initial du système est l’écoulement régional permanent de l’aquifère en

l’absence de pompage. Ce problème bidimensionnel d’écoulement en nappe captive

est décrit par l’équation d’état suivante :

div(T · ∇h) = S
∂h

∂t
(x, y) ∈ (Ω) (3.1)

où (Ω) est le domaine d’écoulement bordé par (Γ) ; T , le champ des transmissivités

(K × b) ; h, les charges hydrauliques ; S, le champ des coefficients d’emmagasinement

(Ss × b) et t, le temps. L’équation de diffusion est soumise à l’état initial et aux

conditions frontières

h|(t=0) = h0(x, y) (x, y) ∈ (Ω)

h|(Γ1)
= 110m (x, y) ∈ (Γ1)

h|(Γ2)
= 125m (x, y) ∈ (Γ2) (3.2)

−T ∇h · n|(Γ3) = 0m2/s (x, y) ∈ (Γ3)

−T ∇h · n|(Γ4) = −0.003979m2/s (x, y) ∈ (Γ4) , t > 0

où h0 est le champ de charges initial ; Γ1 et Γ2 sont des frontières de type Dirichlet ; Γ3

et Γ4 sont des frontières de type Neumann représentant respectivement les frontières

imperméables et le puits de pompage et n, un vecteur normal à Γ3 et Γ4. La géométrie

du problème est présentée à la figure 3.1(a). On note au passage que le coefficient

d’emmagasinement S (0.0001), l’épaisseur de l’aquifère b (10m), la porosité effective

ne (0.30) et le terme source Q (0m/s) sont supposés uniformes sur l’ensemble du

domaine.
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Figure 3.1: Géométrie du modèle synthétique. (a) Conditions frontières et (b)

discrétisation

La réalisation d’un essai de pompage et la calibration d’un modèle numérique

sur les observations piézométriques sont des opérations couramment réalisées en hy-

drogéologie. L’ampleur des rabattements dans le secteur du puits et leur variation

inégale dans le temps et l’espace constituent très souvent des difficultés importantes

pour les méthodes d’inversion. Dans ce modèle synthétique, le débit de pompage a

été choisi suffisamment élevé de façon à simuler une situation où le calage de l’essai

est difficile en pratique. Par ailleurs, tel que discuté à la section 1.3.1, l’identification

des paramètres dans les secteurs présentant de faibles gradients hydrauliques devrait

être moins bonne. Par conséquent, les autres conditions frontières ont été choisies de

façon à avoir des gradients hydrauliques relativement faibles dans certains éléments

du modèle.

3.1.2 Discrétisation du domaine

Le domaine a été discrétisé à l’aide de 3088 éléments finis quadratiques. Au total

6380 nœuds primaires et secondaires sont utilisés pour la résolution du problème

direct. La taille maximale des éléments a été imposée à 95m de longueur. Afin
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d’éviter tout problème numérique, une taille maximale de 0.075m a été imposée avec

les éléments directement en contact avec le puits (Γ4). La figure 3.1(b) présente

le maillage utilisé. On note que la qualité des éléments finis, donnée par Qj =

4
√

3Aj/(l
2
j1 + l2j2 + l2j3) où lj est la longueur des côtés du triangle j, est en moyenne

de 0.89, ce qui est considéré comme bon.

3.1.3 Transmissivités du modèle de référence

Le modèle synthétique de transmissivité retenu a été choisi de façon à mimer un

aquifère hétérogène présentant à la fois des structures perméable et imperméable.

Quelques hétérogénéités locales ont été introduites mais le modèle représente essen-

tiellement un cordon granulaire de type esker, orienté nord-ouest/sud-est et bordé au

nord et au sud par des formations moins perméables. Puisque la méthode des éléments

finis a été retenue pour résoudre le problème direct, des éléments triangulaires ont été

utilisés comme support de la transmissivité. On postule ainsi que la transmissivité est

uniforme à l’intérieur d’un élément fini et que le passage à une surface élémentaire ad-

jacente est brusque. Le champ des transmissivités de référence, noté TR, est présenté

à la figure 3.2.

Il est d’usage courant de supposer une distribution lognormale de T ou de K (voir

par exemple Freeze (1975) et Hoeksema et Kitanidis (1985)). Pour un milieu ayant des

supports de taille différente, la moyenne et la variance de Y (log10 T ) sont obtenues

en pondérant la transmissivité par la surface relative de chaque élément :

Y =

nel∑

j=1

Yj
Aj

AΩ

(3.3)

σ2
Y =

nel∑

j=1

(Yj − Y )2 Aj

AΩ

(3.4)

où Yj est le log10 Tj ; Aj, l’aire de l’élément j et AΩ, l’aire du domaine. Utilisant les

définitions précédentes, TR possède une moyenne Y
R

de −3.62 et une variance σ2
Y R

de 1.10. De plus, les valeurs de Y R s’étalent sur près de cinq ordres de grandeur et

sont comprises entre -6.63 et -1.72.
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Figure 3.2: Champ de transmissivités du modèle de référence (log10 m2/s)

La structure spatiale de Y R pour différentes directions et espacements est illustrée

par le plan variographique de la figure 3.3. Celui-ci a été obtenu par une méthode

spectrale (Marcotte, 1996) à partir de valeurs espacées de 50m et extraites de la

grille d’éléments finis. La variabilité maximale (∼ 2.5) est observée dans une direc-

tion perpendiculaire au cordon granulaire. Cette variabilité élevée est la conséquence

des variations latérales de la transmissivité perpendiculairement à l’allongement du

cordon.

3.1.4 Charges hydrauliques du modèle de référence

Les charges hydrauliques de référence, notées hR, ont été obtenues en résolvant le

système 3.1 avec T = TR pour l’intervalle de temps 0 < t ≤ 116d et pour t = ∞.

Même si le régime permanent est presque atteint après 69 jours de pompage, la durée
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Figure 3.3: Plan variographique des transmissivités de référence (log10 m2/s)2

de la simulation transitoire a été poursuivie jusqu’à 116 jours. En plus des pas de

temps utilisés par le solveur, une solution de charges hydrauliques a été calculée et

extraite à six pas de temps supplémentaires, soit à 0, 0.01, 0.12, 1.2, 11.6 et 116

jours ou 103, 104, 105, 106 et 107s (voir la figure 3.4). Le temps t = 0 correspond à

l’écoulement permanent en absence de pompage. Le temps t = 0.01d correspond au

moment où un rabattement significatif est perçu dans l’aquifère alors que le dernier

instant est le moment où le régime permanent est à toutes fins pratiques atteint. Les

valeurs intermédiaires ont été obtenues avec des intervalles de temps égaux (en log10).

La figure 3.5 présente quelques unes des solutions obtenues à différents temps

d’évaluation. On remarque que les conditions frontières ont un effet prépondérant sur

les solutions obtenues. La frontière ouest (Γ1) limite le rabattement induit par le pom-

page alors que les frontières imperméables (Γ3) contraignent l’écoulement vers l’ouest

et favorisent l’étalement du cône de rabattement vers le nord et le sud. L’étalement
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Figure 3.4: Rabattement moyen dans l’aquifère et temps d’évaluation du

problème direct en régime transitoire

du cône vers l’est est limité par l’écoulement régional dirigé vers l’ouest. Après 0.5d

de pompage, l’influence du puits devient évidente. Les pertes de charges apparaissent

beaucoup plus fortes à l’est de l’aquifère que dans le secteur du puits. Celles-ci sont

causées par des transmissivités plus faibles le long de (Γ2). Au nord-est de l’aquifère,

les hétérogénéités locales introduites dans le modèle de transmissivité perturbent lo-

calement les équipotentielles. Il sera intéressant de voir si ces particularités du champ

de charges pourront être retrouvées lors des inversions.

En l’absence de pompage (t = 0), le gradient hydraulique induit par les conditions

frontières de Dirichlet est de 0.0075m/m alors qu’à l’atteinte du régime permanent

(t = ∞), la charge hydraulique à proximité du puits (hw = 106.59m) provoque un

gradient hydraulique moyen de 0.012m/m entre la frontière Γ2 et le puits. Le pa-

tron d’écoulement dans la partie ouest de l’aquifère est grandement influencé par la
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figure 3.5: Charges hydrauliques du modèle de référence à (a) t = 0d, (b)

t = 0.01d, (c) t = 0.12d, (d) t = 1.2d, (e) t = 11.6d, (f) t = ∞d en

(m)



57

Figure 3.6: Logarithme de la magnitude du gradient hydraulique évaluée au

centre des éléments en régime permanent (-)

présence du puits de pompage (Γ4). Par conséquent, les gradients hydrauliques les

plus élevés sont observés dans le secteur immédiat du puits. D’autres valeurs élevées

de gradient sont observées dans l’est de l’aquifère (voir figure 3.6). Néanmoins, 122

éléments sont affectés de gradients hydrauliques inférieurs à 3.2 × 10−4m/m.

3.1.5 Trajectographie et temps de transfert de référence

La délimitation des périmètres de protection d’un ouvrage de captage ou l’estima-

tion du temps de réhabilitation d’un site contaminé font intervenir la notion de temps

de transfert de l’eau souterraine. Le réseau d’écoulement du modèle synthétique en

régime permanent ainsi que la distribution des temps de parcours sont présentés dans

cette section.
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En milieu hétérogène, la trajectoire d’une particule ne peut être évaluée au moyen

d’une solution analytique. Par conséquent, un algorithme utilisant la méthode de

Euler (voir Anderson et Woessner (1992)) a été adopté pour l’identification du par-

cours des particules (η). L’algorithme suppose la particule non-réactive et le milieu

non-dispersif. L’approche consiste à déplacer une particule dans la direction du flux

hydraulique jusqu’à ce que la particule atteigne une frontière. Le pas d’avancement

(dl) est choisi de façon à être proportionnel à la surface de l’élément contenant la

particule. Cette approche permet d’épouser facilement les géométries complexes et

les changements importants dans la direction de l’écoulement de l’eau.

L’algorithme général va comme suit :

1. Initialisation de la position de la particule xm, (m = 0) ;

2. Calcul du flux hydraulique (~qm) affectant la particule au pas d’avancement m ;

3. Détermination de la surface de l’élément triangulaire contenant la particule ;

4. Déplacement de la particule d’un pas dlm =
√

Aj/2 dans la direction de (~qm) ;

5. Sauvegarde de la position xm et du pas dlm, m = m + 1 ;

6. Les étapes 2 à 5 sont répétées jusqu’à ce que la particule atteigne une frontière.

Le temps de transfert d’une particule entre son point d’injection et son point de

sortie est obtenu en sommant les incréments de temps utilisés par une particule pour

parcourir les nη pas d’avancement. Le temps total est obtenu par :

t =

nη∑

m=0

dlm × bm × ne m

Tm‖∇hm‖2

(3.5)

avec dlm, le pas d’avancement de la particule ; bm, l’épaisseur de l’aquifère ; ne m, la

porosité effective ; Tm, la transmissivité et ‖∇hm‖2, le gradient hydraulique au point

xm. L’algorithme de calcul du temps de transfert a été comparé avec succès avec les

solutions analytiques disponibles. Les résultats de cette comparaison sont présentés

à l’annexe D.
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Figure 3.7: (a) Trajectographie du modèle de référence et (b) distribution des

temps de transfert

Les trajectoires de référence de particules injectées le long de la frontière Γ2 sont

présentées à la figure 3.7(a). Celles-ci définissent numériquement l’aire d’alimentation

du modèle de référence. Seules les particules aboutissant au puits sont présentées.

Pour chaque particule, le temps de transfert a été calculé à l’aide de l’équation 3.5

avec bm = 10 et ne m = 0.3∀m. La moitié des particules ont des temps de transfert

inférieurs à 30 ans. Tel que prévu, les particules traversant des zones moins perméables

ont des temps de parcours plus élevés. Ceux-ci sont supérieurs à 400 ans dans 10%

des cas.

3.2 Description des normes d’évaluation

Afin d’évaluer l’efficacité des méthodes d’inversion à reproduire le champ de trans-

missivité de référence (TR) et les charges de référence (hR), quelques normes d’évalua-

tion ont été définies. Celles-ci permettront de faire apparâıtre divers aspects impor-

tants de la méthode d’inversion tout en offrant une base quantitative de comparaison.

Tout au long de ce travail, nous ferons référence à ces définitions.
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Les normes d’évaluations utilisées se divisent en trois principaux groupes. Un pre-

mier groupe permet de quantifier l’erreur d’ajustement des charges et des gradients

pour une seule inversion. Le second groupe identifie l’erreur de reconstruction de la

transmissivité et la corrélation entre les transmissivités optimisées à la fin de l’inver-

sion et les transmissivité de référence. Finalement, le dernier groupe évalue les normes

précédentes mais pour l’ensemble des inversions réalisées.

3.2.1 Erreur déterministe d’ajustement des charges

L’erreur d’ajustement des charges évalue l’erreur moyenne entre le champ de

charges hi (le résultat d’une inversion à l’itération i) et le champ ĥ (le champ de

charges utilisé pour faire l’inversion). Cette erreur est traduite par la norme :

MAE(hi, ĥ) =

nel∑

j=1

nt∑

k=1

∣∣∣hi
j,k − ĥj,k

∣∣∣
nt

Aj

AΩ

(3.6)

En régime permantent, nt = 1 et la norme exprime l’erreur moyenne entre les sur-

faces hi et ĥ sur Ω. En régime transitoire, nt > 0 et la norme évalue l’erreur moyenne

d’ajustement entre les nt paires (h, ĥ) de surfaces piézométriques. Si on pose ĥ = hR,

l’expression évalue l’erreur d’ajustement des charges réelles.

Si le problème direct est évalué en régime permanent, nt = 1 et les expressions

précédentes sont simplifiées. On retient que les charges et les gradients hydrauliques

sont évalués au centre des éléments et que les différences individuelles sont pondérées

par la surface relative de l’élément.

Dans un contexte réel d’application, les véritables charges sont connues unique-

ment aux piézomètres. L’erreur d’ajustement des observations piézométriques permet

de quantifier le calage des observations par l’inversion et est donnée par :

MAE(hi
obs, h

R
obs) =

nobs∑

m=1

∣∣hi
m − hR

m

∣∣
nobs

(3.7)
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avec hi et hR qui sont évalués aux localisations des piézomètres. On note que la statis-

tique MAE(hi, ĥ) est une statistique plus représentative que MAE(hi
obs, h

R
obs) car elle

représente uniformément tout l’aquifère ce qui n’est pas nécessairement le cas pour

MAE(hi
obs, h

R
obs).

3.2.2 Erreur déterministe de reconstruction des transmissi-

vités

La capacité d’une méthode d’inversion à reconstruire le véritable champ de pa-

ramètres est quantifiée à l’aide de l’erreur de reconstruction des transmissivités. Celle-

ci ne peut être évaluée que si le véritable champ de transmissivités est connu et est

donnée par

MAE(Y i, Y R) =

nel∑

j=1

∣∣Y i
j − Y R

j

∣∣ Aj

AΩ

(3.8)

La corrélation entre les valeurs obtenues après inversion et les valeurs de référence

est obtenue par :

Corr(Y i, Y R) =
1

ngr − 1

ngr∑

j=1

(
Y i

j − Y
i

σY i

) (
Y R

j − Y
R

σY R

)
(3.9)

où ngr est le nombre de valeurs extraites d’une grille déclustorisée et

σY =

√√√√ 1

ngr − 1

ngr∑

j=1

(Yj − Y )2 (3.10)

3.2.3 Erreur stochastique d’ajustement et de reconstruction

Le comportement hautement non-linéaire du problème inverse et la non-unicité de

sa solution suggèrent de calculer les statistiques précédentes sur un ensemble d’inver-

sions. L’espérance des erreurs d’ajustement exprime l’erreur moyenne d’ajustement

pour les (ninv) inversions réalisées et est donnée par :

EMAE(hi, ĥ) =

ninv∑

l=1

MAE(hi
l, ĥ)

ninv

(3.11)

Pareillement, l’espérance des erreurs de reconstruction est donnée par :
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EMAE(Y i, Y R) =

ninv∑

l=1

MAE(Y i
l , Y R)

ninv

(3.12)

Cette norme traduit la capacité d’une méthode d’inversion à reproduire en moyenne

le véritable champ de transmissivités. L’écart-type associé à cette statistique peut

être calculé.

Un test statistique d’égalité des moyennes (test t de Student, Johnson (2000))

permet d’évaluer le caractère significatif des différences observées pour les statistiques

précédentes. Celui-ci sera introduit ultérieurement.

3.3 Caractérisation des germes de transmissivité

Afin de restreindre l’espace des solutions possibles et d’obtenir des solutions les

plus réalistes possibles, les solutions initiales de transmissivités soumises à l’algo-

rithme d’inversion devraient, idéalement, respecter toutes les informations déjà dis-

ponibles sur T (interprétation géologique, valeurs mesurées, relation d’ordre, vario-

gramme, proportion des faciès, ...). Cependant, la plupart des études environnemen-

tales disposent de ressources financières limitées et au mieux, seulement quelques

dizaines de forages et une quinzaine d’essais de pompage sont effectués en pratique.

De plus, les contraintes logistiques et la variabilité spatiale de la conductivité hydrau-

lique invalident souvent les méthodes d’interprétation des essais de pompage. Dans ce

contexte, quelle image de l’aquifère devrait-on soumettre initialement à l’algorithme

d’inversion ?

L’une des approches généralement utilisées pour la génération des solutions ini-

tiales de T est la simulation géostatistique conditionnelle (Chiles et Delfiner, 1999).

L’approche permet de générer des champs de T équiprobables qui, d’une part, repro-

duisent les mesures et, d’autres part, respectent le modèle de covariance des données.

Cependant, l’inférence de la covariance exige un nombre important de mesures. L’ap-

proche retenue dans cette section consiste plutôt à utiliser un modèle de covariance ad

hoc, choisi volontairement différent du modèle de covariance du champ de référence,

et à utiliser 14 mesures de T pour l’obtention des solutions initiales de transmissivités.
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Figure 3.8: Localisation des mesures de T utilisées pour l’obtention des germes

Plus précisément, 14 mesures de T ont été extraites du champ de référence TR.

Celles-ci sont localisées à la figure 3.8. La moyenne des mesures est Y Obs = −3.7314

et sa variance σ2
YObs

= 1.1266, ce qui est assez similaire aux statistiques du champ de

référence. Les germes ont été générés par simulations géostatistiques conditionnelles

en utilisant la décomposition de Cholesky de la matrice de covariance (Davis, 1987).

Les simulations ont porté sur le log10 T et ont été réalisées au centre des éléments finis.

Une série de 100 germes a été simulée à partir d’un modèle de covariance sphérique

ayant une portée isotrope de 2500m, un effet de pépite de 0.5 et un plateau de 2.5 de

façon à obtenir des variogrammes relativement différents du variogramme de référence

de façon à reproduire une situation réaliste et ne pas favoriser indûment la méthode

d’inversion. Deux exemples de germes de T ainsi obtenus sont présentés à la figure

3.9 et les plans variographiques correspondants à la figure 3.10. La figure 3.11 illustre

le variogramme de l’ensemble des germes pour deux directions.

L’erreur moyenne d’identification de T pour ces solutions initiales (EMAE(Y 0, Y R))

est de 0.8902 et l’erreur d’ajustement moyenne correspondant aux solutions initiales

(EMAE(h0, hR)) est de 2.7273 m en régime permanent et de 1.3987 m en régime

transitoire.
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(a) (b)

Figure 3.9: Exemples de germes utilisés lors des expériences de Monte Carlo.

(a) percentille 10 et (b) percentile 90 en terme de (MAE(Y 0, Y R))
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Figure 3.10: Plans variographiques de log10 T des germes présentés à la figure

3.9.
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Figure 3.11: Variogrammes de l’ensemble des germes et du modèle de

référence (en gras) (log10 T )2. (a) Direction est-ouest et (b) nord-

sud.

3.4 Charges hydrauliques estimées

La méthode d’inversion présentée au chapitre 2 nécessite l’utilisation de champs

de charges hydrauliques. Puisqu’en pratique on ne dispose que de mesures ponc-

tuelles de hR, l’approche préconisée consiste à utiliser ces observations afin d’obtenir

une estimation de hR, notée ĥ, par krigeage (voir section 2.3). La précision de l’es-

timation de hR, et donc celle de l’inversion, est tributaire du nombre d’observations

piézométriques. Afin d’évaluer l’influence du nombre d’observations piézométriques

sur la performance des méthodes d’inversion, plusieurs champs ĥ différents seront

utilisés lors des inversions. Cette section s’attarde à les décrire.

Les champs ĥ sont obtenus en supposant les conditions frontières Γ1 et Γ2 parfai-

tement connues. Afin de bien reproduire les conditions frontières Γ1 et Γ2, des valeurs

de 110m ou de 125m ont été imposées aux nœuds de la grille d’éléments finis présents

sur ces frontières. Les frontières imperméables (Γ3) ont été modélisées à l’aide de

40 paires de points doublons espacées de 50m et orientées perpendiculairement aux
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Figure 3.12: Configuration des points doublons.

frontières. Les différences de charges entre les points d’une même paire sont imposées

nulles. Les paires de doublons sont présentées à la figure 3.12. Le modèle de covariance

ad hoc utilisé est un modèle gravimétrique ayant une portée de 400m et un effet de

pépite correspondant à 1/1000 du plateau. Le modèle de covariance gravimétrique

a été retenu pour son caractère dérivable (imposé par l’équation de diffusion) et ses

bonnes propriétés numériques. La portée est choisie assez grande par rapport au do-

maine pour éviter la création de maximums et de minimums artificiels. Le faible effet

de pépite utilisé permet de bien reproduire les mesures de charges. L’effet du puits de

pompage est pris en compte par l’ajout de la dérive de puits au système de krigeage

universel. L’estimation des charges est réalisée au moyen des jeux de données obtenus

à 10, 25, 50 et 100 piézomètres synthétiques situés aux nœuds primaires de la grille

d’éléments finis. Les estimations sont effectuées aux nœuds primaires et secondaires

de la grille.

En régime permanent, les estimations sont réalisées avec des mesures de hR prises

à t = ∞ alors qu’en régime transitoire, des mesures de hR prises à 0, 0.01, 0.12, 1.2,

11.6 et 116d sont utilisées. Les différents scénarios piézométriques sont résumés au

tableau 3.1. La localisation des mesures de hR ainsi que les champs de charges krigés

en régime permanent et transitoire sont présentés aux figures 3.13 et 3.14.
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Tab. 3.1: Scénarios piézométriques évalués et erreurs d’estimation des

charges

Scénario
Régime nPiezo nt

Frontières MAE(ĥ, hR)

piézométrique Γ1 et Γ2 (m)

1 Permanent 6380 (∞) 1 Connues 0

2 Permanent 100 1 Connues 0.1180

3 Permanent 50 1 Connues 0.1594

4 Permanent 25 1 Connues 0.1764

5 Permanent 10 1 Connues 0.3269

6 Transitoire 6380 (∞) 5 Connues 0

7 Transitoire 100 5 Connues 0.1210

8 Transitoire 50 5 Connues 0.1613

9 Transitoire 25 5 Connues 0.1770

10 Transitoire 10 5 Connues 0.3242
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(a) (b)

(c) (d)

Figure 3.13: Localisation des piézomètres et charges krigées à t = ∞ (m). (a)

100 piézomètres, (b) 50 piézomètres, (c) 25 piézomètres et (d) 10

piézomètres.
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(a) (b)

(c) (d)

Figure 3.14: Localisation des piézomètres et charges krigées à t = 0.12d (m).

(a) 100 piézomètres, (b) 50 piézomètres, (c) 25 piézomètres et (d)

10 piézomètres.
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Chapitre 4

Exemples numériques d’inversion

et temps de calcul

L’objectif de ce chapitre est d’illustrer l’efficacité, la robustesse et la rapidité de

la méthode d’inversion développée au chapitre 2. Dans un premier temps, quelques

exemples d’inversion sont présentés et analysés pour la méthode de l’estimation suc-

cessive des flux en régime permanent et transitoire. Une inversion réalisée en présence

d’une recharge ainsi qu’une inversion tridimensionnelle sont présentées. Une compa-

raison avec la méthode des points mâıtres termine cette partie. Dans la seconde partie

de ce chapitre, une analyse détaillée du temps nécessaire à l’exécution d’une inver-

sion pour chaque méthode est réalisée. Une discussion des résultats obtenus clôt ce

chapitre.

Le choix et l’influence des paramètres de contrôle de l’algorithme (fonction d’amor-

tissement, β0, α,...) seront abordés au chapitre 5. Il apparaissait plus naturel de

présenter d’abord quelques exemples déterministes d’inversion avant d’évaluer la per-

formance des différents paramètres dans un contexte stochastique. Les inversions

déterministes ont été réalisées avec un schéma d’amortissement exponentiel (β0 =

0.025, α = 15 itérations), un facteur de correction central et un schéma temporel de

λk = 0.2 pour k compris entre 1 et 5. De plus, elles ont été effectuées avec ĥ = hR

et avec un coefficient d’emmagasinement uniforme de 1 × 10−4. L’effet des erreurs

d’estimation sur les charges sera abordé en détail au chapitre 6.
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4.1 Exemples numériques d’inversion

4.1.1 Estimation successive des flux en régime permanent

À titre de premier exemple, le champ 96 est utilisé comme solution initiale. Ce

champ correspond au percentile 50 en terme de MAE(Y 0, Y R) et constitue un germe

de qualité médiane qui est relativement différent du modèle synthétique de T (fi-

gure 4.1(a)). La figure 4.2(a) montre l’allure générale de ce champ initial et la figure

4.2(b) expose le champ de charges obtenu lorsque le problème direct est résolu avec

le germe 96. On constate d’abord que le germe de transmissivités engendre un champ

de charges très différent du champ de référence. En amont, les rabattements sont

trop faibles alors que dans le secteur immédiat du puits, des rabattements importants

produisent des gradients hydrauliques trop élevés.

(a) (b)

Figure 4.1: Modèle de référence. (a) Champ de log10T et (b) charges (m).

Après inversion (figure 4.2(c)), la structure générale de l’aquifère est reproduite.

Les limites du cordon perméable sont mieux définies, les transmissivités plus conti-

nues et les hétérogénéités locales du modèle synthétique identifiées. L’erreur de re-

construction des transmissivités (MAE(Y 30, Y R)) a diminué d’un facteur de trois lors

de l’inversion et vaut, à la dernière itération, 0.3012. Le champ de charges obtenu avec

T 30 est quant à lui presque identique au champ de référence (figure 4.2(d) versus
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(a) (b)

(c) (d)

Figure 4.2: Exemple 1 réalisé par la méthode de l’estimation successive des

flux en régime permanent avec le germe 96. (a) Champ de log10T

initial et (b) charges initiales (m), (c) champ de log10T calibré et

(d) charges ajustées (m).

4.1(b)) et les brisures des équipotentielles sont également bien reproduites. Finale-

ment, l’erreur de calibration entre le champ de référence et le champ optimisé est

réduite de 1.66m à 1.83cm.
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(a) (b)

Figure 4.3: Exemple 2 réalisé par la méthode de l’estimation successive des

flux en régime permanent. (a) Champ de log10T initial et (b)

champ de log10T calibré.

Les exemples 2, 3 et 4 sont présentés aux figures 4.3 à 4.5. Les solutions initiales

de ces trois exemples ont été choisies afin d’illustrer la capacité de la méthode à

altérer adéquatement des champs initiaux assez différents du modèle de référence.

Seules les solutions initiales de transmissivité et les champs obtenus après inversion

sont présentés. Les erreurs initiales et finales de reconstruction, de reproduction des

charges et les corrélations sont résumées au tableau 4.1.

Pour l’exemple 2, un champ homogène de transmissivités à 10−4m2/s a été sou-

mis à l’algorithme. En seulement 30 résolutions du problème direct, l’algorithme est

en mesure d’altérer profondément le champ homogène et de produire une image qui

calque bien l’allure générale du modèle de référence. Les différentes erreurs sont for-

tement diminuées, le MAE(Y 30, Y R) passe de 0.9679 à 0.7884 pour un ajustement

final des charges de 5.5cm. Une zone de transmissivités élevées à l’ouest du puits

contraste cependant avec l’allure générale du champ de référence. Ces valeurs sont

expliquées par le fait qu’à la première itération, la transmissivité est bien en deçà de

la transmissivité réelle de l’aquifère. Ainsi, les charges hydrauliques calculées dans le

secteur du puits à la première itération sont beaucoup trop faibles engendrant ainsi
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(a) (b)

Figure 4.4: Exemple 3 réalisé par la méthode de l’estimation successive des flux

en régime permanent. (a) Champ de log10T initial et (b) champ

de log10T calibré.

des gradients hydrauliques entre le puits et la frontière Γ1 trop élevés. Il s’en suit

des facteurs de correction qui vont surcorriger les transmissivités dans ce secteur par

comparaison au reste du modèle. La proximité d’une frontière de Dirichlet (Γ1) contri-

bue également à la dégradation de l’inversion dans ce secteur. En effet, la frontière

de Dirichlet n’ayant pas de flux imposé, le flux la traversant sera modifié de façon à

accommoder les transmissivités proposées par l’algorithme.

Dans l’exemple 3, un parallèle avec la populaire méthode de la zonation pure est

fait. La solution initialement proposée à l’algorithme d’inversion est un champ où des

frontières franches délimitent trois unités hydrostratigraphiques distinctes. Initiale-

ment, même si ces zones miment les principales structures du champ de référence,

celui-ci ne permet pas de reproduire adéquatement les charges (MAE(h0, hR) =

2.1084m. Malgré cela, l’algorithme est rapidement en mesure de modifier cette so-

lution et de fournir une image calant le champ de charges. On remarque que les

limites initiales du germe sont conservées dans l’image finale. L’algorithme préserve

la texture supposée du germe mais en l’altérant pour caler les charges.
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(a) (b)

Figure 4.5: Exemple 4 réalisé par la méthode de l’estimation successive des flux

en régime permanent. (a) Champ de log10T initial et (b) champ

de log10T calibré.

Dans l’exemple 4, une simulation géostatistique de transmissivités est fournie à

l’algorithme. Dans ce champ, une zone de forte transmissivité est située au sud-est

du domaine et est séparée d’une seconde zone transmissive localisée près du puits.

Initialement ces deux zones sont discontinues, mais après inversion la continuité entre

les deux zones est rétablie et le cordon granulaire partiellement reconstruit (figure

4.5(b)). La reconstruction n’est cependant pas parfaite et l’orientation du cordon

est légèrement différente de celle du modèle de référence. On retient également que

l’empreinte de l’image initiale est, bien qu’altérée, encore présente dans l’image opti-

misée. Par ailleurs, bien que les erreurs de calibration des charges soient comparables

pour les quatre premiers exemples, les images finales de T contiennent des différences

notables illustrant, si besoin est, que le problème inverse n’est pas un problème à

solution unique.

Le dernier exemple d’inversion (5) en régime permanent illustre de façon non-

équivoque l’influence des frontières de type Neumann sur la résolution du problème

inverse. Pour ce problème, un nouveau modèle synthétique est étudié. Celui-ci possède

la même géométrie et la même discrétisation que le modèle synthétique présenté à la
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(a) (b)

(c) (d)

Figure 4.6: Exemple 5 réalisé par la méthode de l’estimation successive

des flux en régime permanent avec un germe de T uniforme de

10−4m2/s. (a) Champ de log10T initial et (b) charges initiales (m),

(c) champ de log10T calibré et (d) charges ajustées (m).

section 3.1 mais la transmissivité y est homogène à T = 10−3m2/s et le débit du puits

de pompage y est réduit à 400l/min afin de restreindre la largeur de l’aire d’alimenta-

tion. Le germe soumis à l’algorithme est également homogène à T = 10−4m2/s (voir la

figure 4.6(a)). Les charges qui sont obtenues avec ce germe présentent un rabattement

très prononcé dans le secteur du puits (figure 4.6(b)). Quelques lignes d’écoulement
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ont été superposées au champ de transmissivité optimisé. On suppose qu’aucune me-

sure de T n’est disponible autant à l’intérieur de l’aire d’alimentation qu’à l’extérieur.

On observe tout d’abord que la transmissivité est beaucoup mieux reconstruite

à l’intérieur de l’aire d’alimentation qu’à l’extérieur. Ce résultat illustre le fait qu’en

présence d’un terme source, la résolution du problème de Cauchy permet de déterminer

la transmissivité de façon unique si les charges et le flux hydrauliques sont connus

le long d’une ligne de courant. Notre algorithme permet de retrouver approximative-

ment et à l’erreur de discrétisation près ce résultat théorique.

Autre fait intéressant, on observe une brusque variation des transmissivités près du

point de stagnation du puits. En aval du point de stagnation de hR, les transmissivités

sont plus faibles que la valeur de référence alors qu’entre le point de stagnation et le

puits, les transmissivités sont légèrement plus élevées. Les divers points de stagnation

sont schématisés à la figure 4.7. Ceci est causé par le fait qu’au point de stagnation
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de hR, le facteur de correction est supérieur à 1 (δi = ∇hi+βi

≈0+βi > 1) ce qui engendre

des corrections à la hausse dans cette région. Par contre, au fil des itérations, le point

de stagnation de hi se déplace vers hR. Dans son sillage, les transmissivités sont cor-

rigées à la baisse parce que le facteur de correction est inférieur à 1 (δi = ≈0+βi

∇ĥ+βi
< 1).

Lorsque la calibration est complétée, les deux points de stagnation coincident et les

zones de faibles et basses transmissivités se rencontrent, ce qui engendre la brusque

variation de T observée. En l’absence d’amortissement, le constraste aurait été beau-

coup plus marqué. Une indétermination de T au point de stagnation de hR aurait

alors été possible ce qui aurait engendré des problèmes numériques. La reconstruc-

tion de T bénéficie donc de l’utilisation d’un coefficient d’amortissement. Par ailleurs,

un amortissement plus élevé aurait certainement diminué le constraste mais aurait

augmenté le temps de calcul.

Le tableau 4.1 synthétise l’ensemble des résultats obtenus pour les exemples de

cette section.

Tab. 4.1: Erreurs finales et initiales ( ) des exemples des figures 4.2 à 4.6.

Exemple Figure
MAE(Y 30, Y R) MAE(h30, hR)

log10(m
2/s) (m)

1 4.2 0.3012 (0.8721) 0.0183 (1.6551)

2 4.3 0.7884 (0.9679) 0.0554 (7.9008)

3 4.4 0.5316 (0.7939) 0.0295 (2.1084)

4 4.5 0.6202 (1.1096) 0.0548 (4.5573)

5 4.6 0.4816 (1.0000) 0.0467 (6.3281)
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(a) (b)

Figure 4.8: Exemple 6 réalisé par la méthode de l’estimation successive des

flux en régime transitoire avec le germe 96. (a) champ de log10T

initial et (b) champ de log10T calibré.

4.1.2 Estimation successive des flux en régime transitoire

Dans cette section, la méthode de l’estimation successive des flux en régime tran-

sitoire est utilisée pour altérer les germes de la section précédente. Le but premier de

cette section est de mettre en relief les améliorations locales apportées par l’utilisation

des charges transitoires. Une comparaison exhaustive des inversions permanente et

transitoire est effectuée au chapitre 6.

Pour l’exemple 6 présenté à la figure 4.8, il y a peu d’avantages apparents découlant

de l’utilisation des charges transitoires. Visuellement, les champs de T et de h sont

presque identiques. Par contre, numériquement, l’erreur finale de reconstruction est

légèrement plus faible en régime transitoire (MAE(Y 30, Y R) = 0.2748) qu’en régime

permanent (MAE(Y 30, Y R) = 0.3012) et ce, même si la reproduction des charges est

plus de deux fois moins bonne (4.57cm à la fin de l’inversion transitoire).
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(a) (b)

Figure 4.9: Exemple 7 réalisé par la méthode de l’estimation successive des flux

en régime transitoire. (a) Champ de log10T initial et (b) champ de

log10T calibré.

Pour l’inversion 7 présentée aux figures 4.9(a) et 4.9(b), l’amélioration induite par

l’utilisation des variations temporelles des charges est plus claire. Visuellement, la

zone de transmissivités élevées qui était observée à l’ouest du puits en régime per-

manent est beaucoup mieux reconstruite en régime transitoire. C’est l’utilisation des

champs de charges hR(t = 0.01d) et hR(t = 0.12d) (figure 3.5) qui contribue à cette

amélioration. En début d’optimisation, même si la transmissivité initiale est faible et

engendre un rabattement important dans le secteur du puits, le cône de rabattement

est peu étendu (surtout pour t < 1d) et la zone de gradients élevés relativement res-

treinte. Les facteurs de correction correspondants à k = 1 et k = 2 sont donc plus

faibles que pour les trois autres pas de temps, ce qui permet d’obtenir un facteur de

correction qui n’est pas excessif. Par ailleurs, l’évolution du cône de rabattement et le

déplacement vers l’ouest du point de stagnation contribuent eux aussi à l’amélioration

de la reconstruction dans ce secteur. Finalement, en fin de processus, l’erreur de re-

construction est meilleure(0.7175 versus 0.7884 en régime permanent) et ce, même si

l’ajustement aux charges est trois fois moins bon.
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(a) (b)

Figure 4.10: Exemple 8 réalisé par la méthode de l’estimation successive des

flux en régime transitoire. (a) Champ de log10T initial et (b)

champ de log10T calibré.

Pour l’exemple 8 (figures 4.10(a) et 4.10(b)), la réalisation d’une inversion en

régime transitoire bonifie substantiellement la qualité de la reconstruction. Ainsi,

l’erreur de reconstruction passe de 0.5316 en régime permanent à 0.4092 en régime

transitoire pour une erreur de calibration de 5.77cm. Graphiquement, les limites ini-

tiales des zones, qui étaient toujours visibles après l’inversion permanente, sont plus

émoussées et plus semblables au champ de référence après l’inversion transitoire. Il

apparâıt que ces limites franches étaient incompatibles avec l’évolution temporelle du

cône de rabattement et que l’algorithme les a modifiées afin d’obtenir un champ de

gradient comparable à ∇hR.

L’inversion présentée aux figures 4.11(a) et 4.11(b) montre que l’utilisation des

charges transitoires a amélioré légèrement la reconstruction de T par rapport aux

résultats obtenus en régime permanent (0.6097 comparé à 0.6202) alors que la ca-

libration des charges est presque deux fois moins bonne (0.1014m comparativement

à 0.0548m). De plus, l’utilisation des charges transitoires n’a pas beaucoup rectifié

l’orientation du cordon granulaire et l’image finale est assez semblable au résultat de

l’inversion effectuée en régime permanent.
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(a) (b)

Figure 4.11: Exemple 9 réalisé par la méthode de l’estimation successive des

flux en régime transitoire. (a) Champ de log10T initial et (b)

champ de log10T calibré.

Tab. 4.2: Erreurs finales et initiales ( ) des exemples des figures 4.8(b) à 4.12.

Exemple Figure
MAE(Y 30, Y R) MAE(h30, hR)

log10(m
2/s) (m)

6 4.8 0.2748 (0.8721) 0.0457 (0.9412)

7 4.9 0.7175 (0.9679) 0.1650 (3.1113)

8 4.10 0.4092 (0.7939) 0.0577 (1.0315)

9 4.11 0.6097 (1.1096) 0.1014 (2.4058)

10 4.12 0.5210 (1.0000) 0.0954 (2.2692)
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(a) (b)

Figure 4.12: Exemple 10 réalisé par la méthode de l’estimation successive

des flux en régime transitoire avec un germe de T uniforme de

10−4m2/s. (a) champ de log10T calibré et (b) charges ajustées

(m).

La reconstruction du champ de T pour l’inversion présentée à la figure 4.12 est

légèrement moins bonne en régime transitoire qu’en régime permanent. Mais le fort

contraste qui était observé à l’ouest du puits en régime permanent est atténué après

l’inversion transitoire. Il semble que l’utilisation de champs de charges hydrauliques

ayant des points de stagnation à différents endroits permette de retoucher plus fine-

ment la transmissivité près des points de stagnation de ĥ et d’améliorer ainsi locale-

ment la reconstruction.

4.1.3 Estimation successive des flux en régime permanent et

en présence de recharge

On présente dans cette section un exemple d’inversion faite en présence d’un terme

source non-nul. Le modèle de transmissivités de référence et les conditions frontières

sont identiques à ce qui a été utilisé précédemment. Par contre, une recharge, comprise

entre 50 et 550 (mm/an) et variant spatialement, est ajoutée pour la résolution du

problème direct. La recharge est considérée parfaitement connue lors de l’inversion.
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(a) (b)

(c) (d)

Figure 4.13: Exemple d’inversion en présence d’une recharge par la méthode

de l’estimation successive des flux avec le germe 96. (a) champ de

recharges (mm/an), (b) charges de référence (m), (c) champ de

log10T calibré et (d) charges ajustées (m).

La solution initiale de T fournie à l’algorithme est le germe 96 utilisé pour l’exemple

1 (voir la figure 4.2(a)). Les champs de recharges et de charges utilisés pour l’inversion

sont présentés aux figures 4.13(a) et 4.13(b). Après inversion, les principales struc-

tures de l’aquifère sont identifiées, l’erreur de reconstruction de T (MAE(Y 30, Y R))

s’établit à 0.2887 log10(m
2/s) et la corrélation finale est de 0.9509. L’erreur d’ajuste-

ment des charges, initialement de 1.855m passe à 2.07cm après inversion.
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L’erreur de reconstruction obtenue en présence d’une recharge est plus faible que

ce qui a été obtenu à l’exemple 1 (0.3012). Il semble que la présence d’une recharge

améliore légèrement le résultat de l’inversion. Ceci peut être causé par le terme source

lui-même puisque ce dernier contraint davantage le flux circulant dans un élément. Le

fait que la recharge limite les rabattements dans le secteur du puits pourrait également

expliquer ces meilleurs résultats.

4.1.4 Inversion 3D par la méthode de l’estimation successive

des flux

Afin d’évaluer l’applicabilité de la méthode de l’estimation successive des flux en

régime transitoire pour une situation tridimensionnelle, un exemple d’inversion 3D est

présenté dans cette section. La géométrie du modèle numérique utilisé est illustrée à

la figure 4.14. Celui-ci mesure 2000m×2000m×400m. La base, le toit et les frontières

nord et sud sont supposées imperméables. Les frontières ouest et est sont modélisées

par une frontière de type Dirichlet valant 110 et 125 mètres respectivement. L’aquifère

est traversé par un puits de 10m de rayon situé en (500, 1000). Celui-ci est crépiné

sur 100m à partir de la base de l’aquifère et pompe à un débit constant de 62m3/s.

Le modèle synthétique de conductivités hydrauliques utilisé est similaire à celui

utilisé pour les exemples 2D. Horizontalement, une bande plus perméable est coincée

entre deux zones plus imperméables situées au nord-est et au sud-ouest alors que

verticalement la conductivité diminue vers la surface. Deux coupes et un niveau du

modèle synthétique de K sont présentés à la figure 4.15.

Le domaine a été discrétisé en 30474 éléments tétrahédriques d’ordre 1. L’équation

1.1 a été solutionnée en régime transitoire avec un terme source Q = 0 et un emma-

gasinement spécifique Ss = 1 × 10−4 m−1 pour 0 ≤ t ≤ 2 × 104 s. Le champ de

charges hydrauliques obtenu en absence de pompage est utilisé comme solution ini-

tiale à t = 0. Lors de la résolution du problème direct, une solution est extraite à 20

pas de temps différents.
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Figure 4.14: Géométrie du modèle numérique et zonation utilisée pour la

solution initiale.

L’inversion est réalisée en régime transitoire pendant 80 itérations avec un schéma

d’amortissement exponentiel avec β0 = 1, une portée α de 30 itérations et un schéma

temporel uniforme avec des valeurs λ = 1/20 pour 1 ≤ k ≤ 20. Le champ de charges

ĥ utilisé pour l’inversion est le champ de charges de référence du modèle synthétique.

Lors de l’inversion, des contraintes absolues de 1 × 10−1 et 1 × 10−7 m/s et des con-

traintes relatives de ∆Y = 3 (log10(m/s)) ont été utilisées. La solution initiale de K

soumise à l’algorithme est illustrée à la figure 4.14. Dans celle-ci, trois zones parfaite-

ment homogènes miment les principales structures horizontales du champ de référence.

Le champ de conductivité hydraulique optimisé est comparé au champ de référence

à la figure 4.15. Par comparaison à la solution initiale de K qui était homogène et as-

sez différente du champ de référence, le champ de K obtenu après l’inversion est plus

hétérogène et présente une forte variation verticale qui était absente du germe. Les

coupes verticales (voir les figure 4.15(a), 4.15(b) et 4.15(c), 4.15(d)) montrent que la

zone très perméable située à la base de l’aquifère est également bien identifiée. Cepen-

dant, les coupes des figures 4.15(a) et 4.15(b) montrent que près de (1500,1000,300), la

transmissivité initiale a été peu modifiée par l’inversion. Horizontalement, les transi-

tions latérales qui étaient nettes dans la solution initiale sont toujours assez présentes

après calibration (voir les figures 4.15(e) et 4.15(f)).
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figure 4.15: Inversion tridimensionnelle en régime transitoire. Coupes du

champ de conductivités hydrauliques (log10(m/s)) pour (a)

champ calibré (y=1000m), (b) champ de référence (y=1000m),

(c) champ calibré (x=500m), (d) champ de référence (x=500m),

(e) champ calibré (z=200m), (f) champ de référence (z=200m).
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Les statistiques ont bénéficié largement de l’inversion. Le MAE(h80, hR) qui était

initialement de 0.5075m passe à 3.89cm. Même en 3D, l’ensemble du champ piézométri-

que est bien reproduit. L’erreur de reconstruction de la conductivité hydraulique est

également diminuée. Initialement de 0.9702, celle-ci diminue à 0.6277 grâce à l’inver-

sion. Finalement, on note qu’à la dernière itération, seulement 2 contraintes absolues

et 23 contraintes relatives au germe initial étaient actives ce qui indique que même

en 3D, les conductivités générées par l’algorithme demeurent réalistes.

4.1.5 Méthode des points mâıtres en régime permanent

La méthode des points mâıtres, proposée par Sahuquillo et al. (1992) d’après les

travaux de de Marsily et al. (1984), est l’une des méthodes d’inversion les plus uti-

lisées. On propose maintenant de refaire les inversions des exemples 1 et 4 présentés

à la section 4.1.1 par la méthode des points mâıtres et de comparer les résultats à

ceux obtenus par la méthode de l’estimation successive des flux en régime permanent.

On rappelle que la méthode proposée par Sahuquillo et al. (1992) consiste à mo-

difier des valeurs fictives de T de façon à minimiser les moindres carrés des erreurs

d’ajustement piézométriques. Les valeurs des points mâıtres sont régionalisées sur

l’ensemble des éléments du domaine par simulation géostatistique (Gomez-Hernandez

et al., 1997) ou par krigeage (Carrera et al., 2005). Les valeurs de T sont déterminées

par optimisation non-linéaire, ce qui nécessite l’évaluation du problème direct et le

calcul du gradient de la fonction objectif par différences finies.

Un module d’inversion implémentant la méthode des points mâıtres a été greffé à

HydroGeo Inv. Dans ce module, l’optimisation des transmissivités aux points pilotes

à été faite à l’aide de la méthode de Levenberg-Marquardt (Levenberg, 1944; Mar-

quardt, 1963) qui est utilisée dans la fonction Lsqnonlin.m de Matlab c©. Le gradient de

la fonction objectif a été calculé par différences finies et non par une méthode adjointe.

Cent points mâıtres ont été régulièrement espacés sur le domaine et la régionalisation

des valeurs ponctuelles a été faite par krigeage avec un modèle de covariance sphérique

ayant une portée de 2500m, un plateau de 2.5 log10(m
2/s)2 et un effet de pépite de 0.5

log10(m
2/s)2. Puisque la position des points mâıtres et des points à kriger ne change
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pas, les poids de krigeage ont été calculés et réutilisés pour les krigeages subséquents.

Ceci a permis un gain appréciable en temps de calcul. On note au passage que la

régionalisation des valeurs ponctuelles de T a été faite par krigeage puisque l’utilisa-

tion de simulations géostatistiques donnait des résultats nettement moins bons.

Pour la comparaison, on a supposé que seulement 10 mesures piézométriques

étaient disponibles et que le régime d’écoulement était permanent (scénario piézo-

métrique 5 présenté à la section 3.4). Ainsi, 10 termes constituent la fonction objectif

utilisée par la méthode des points mâıtres et 10 mesures piézométriques sont utilisées

lors du krigeage du champ ĥ utilisé par la méthode de l’estimation successive de flux.

Les inversions faites par la méthode des points mâıtres ont nécessité 943 et 944

résolutions du problème direct par comparaison à seulement 31 appels du simulateur

pour l’approche proposée dans ce travail. Les différentes erreurs d’ajustement sont

synthétisées au tableau 4.3. Les deux premiers résultats correspondent à la méthode

des points mâıtres et les deux derniers à la méthode proposée. Pour l’exemple 1,

la reconstruction du champ de transmissivités est meilleure pour l’inversion réalisée

par la méthode de l’estimation successive des flux alors qu’on observe l’inverse pour

l’exemple 4. Les charges mesurées (hobs) sont mieux reproduites par la méthode des

points mâıtres. Ceci n’est pas surprenant puisque la méthode est construite de façon

à minimiser l’erreur d’ajustement des mesures alors que la méthode de l’estimation

Tab. 4.3: Comparaison des erreurs obtenues par la méthode des points

mâıtres et de l’estimation successive des flux.

Exemple Figure
MAE(Y i, Y R) MAE(hi, ĥ) MAE(hi, hR) MAE(hi

Obs, h
R
Obs)

log10(m
2/s) (m) (m) (m)

1 4.16(a) 0.6047 - 0.6504 0.0186

4 4.16(b) 0.6321 - 0.6476 0.0311

1 4.16(c) 0.4983 0.0394 0.3031 0.0446

4 4.16(d) 0.7460 0.0819 0.2820 0.0897
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(a) (b)

(c) (d)

Figure 4.16: Comparaison de la méthode des points mâıtres et de l’estimation

successive des flux pour les exemples 1 et 4. (a) et (b) Champ de

log10 T calibré par la méthode des points mâıtres (exemple 1 et

4 respectivement) ; (c) et (d) Champ de log10 T calibré par la

méthode de l’estimation successive des flux (exemple 1 et 4).

successive des flux minimise l’erreur avec la totalité du champ de charges estimé (ĥ).

Néanmoins, l’erreur d’ajustement du véritable champ de charges (MAE(hi, hR)) est

deux fois moindre pour les inversions faites avec la méthode de l’estimation successive

des flux.
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Les images obtenues après l’inversion des germes des exemples 1 et 4 (voir les

figures 4.2(a) et 4.5(a)) sont présentées à la figure 4.16. On remarque que les images

obtenues par la méthode des points mâıtres sont visuellement très lisses puisqu’elles

sont obtenues par krigeage alors que celles obtenues par la méthode de l’estimation

successive des flux présentent quelques zones de plus fortes transmissivités (cet aspect

sera abordé en détail au chapitre 6). On note que les perturbations faites aux points

mâıtres ont engendré des hétérogénéités circulaires sur la figure 4.16(a).

4.2 Temps de calcul

Le temps de calcul nécessaire à un algorithme pour réaliser une inversion est un

aspect pratique important. Dans cette section, le temps nécessaire pour compléter

l’inversion des exemples 1 et 6 par la méthode de l’estimation successive des flux est

analysé en détail pour des inversions en régimes permanent et transitoire. La même

analyse est faite avec méthode des points mâıtres pour l’exemple présenté à la section

4.1.5. Tout les calculs analysés ont été effectués sur un ordinateur portable Pentium

4 cadencé à 2,66 MHz, possédant 512 Mb de mémoire vive et opérant sous Windows

XP. La version 6.5.1 de Matlab c© ainsi que la version 3.0a de Femlab c© ont été utilisées

pour ces analyses.

4.2.1 Estimation successive des flux en régime permanent

La répartition du temps de calcul présentée au tableau 4.4 constitue un exemple

type du temps de calcul utilisé par HydroGeo Inv lors d’une inversion en régime

permanent par la méthode de l’estimation successive des flux. On observe qu’entre

le chargement des fichiers de paramètres et la sauvegarde des résultats, seulement

une trentaine de secondes se sont écoulées. Bien que la majeure partie du temps soit

employée pour compléter l’inversion, un laps de temps important est utilisé pour la

construction d’une structure d’affectation, le calcul des différentes erreurs d’inversion

et pour les autres opérations d’initialisation ou de sauvegarde. À l’exception du calcul

des erreurs, toutes les autres opérations représentent un coût fixe qui est amorti très

rapidement par l’augmentation du nombre d’inversions.
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Tab. 4.4: Répartition du temps de calcul dans HydroGeo Inv lors d’une in-

version en régime permanent par la méthode de l’estimation suc-

cessive des flux.

Opération Temps Proportion

Chargement des fichiers 1.31s 4.2%

Initialisation et calculs préliminaires 1.33s 4.4%

Construction d’une structure d’affectation des paramètres 5.80s 19.3%

Résolution du modèle synthétique 0.51s 1.7%

Construction d’une structure d’interpolation 0.29s 1.0%

Inversion 16.79s 55.7%

- Correction de T 3.47s 20.7%

- Résolution du problème direct 13.32s 79.3%

Calcul des erreurs 3.66s 12.1%

Sauvegarde des résultats 0.46s 1.5%

Temps total de calcul 30.15s 100%

L’inversion en elle-même est complétée en seulement 16.79 secondes. La correction

des transmissivités, comprenant le calcul des gradients hydrauliques au centre des

éléments finis ainsi que le calcul des valeurs de T corrigées, ne représente que 21%

de ce temps (voir le tableau 4.4). La résolution du problème direct (0.43 seconde

par résolution) constitue la grande part du temps consacré à l’inversion. Bien que

30 itérations aient été réalisées, une résolution supplémentaire du problème direct est

effectuée afin de calculer les erreurs obtenues avec le champ de T proposé à la dernière

itération. Par conséquent, 31 résolutions du problème direct sont réalisées.

4.2.2 Estimation successive des flux en régime transitoire

La répartition du temps total de calcul lors d’une inversion en régime transitoire

par la méthode de l’estimation successive des flux est très différente de celle vue

précédemment (voir le tableau 4.5). En effet, l’inversion est complétée en un peu plus

de 4 minutes et la majeure partie du temps est utilisée pour l’achèvement de l’in-

version. Les opérations d’initialisation et de post-traitement représentent, pour leur
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Tab. 4.5: Répartition du temps de calcul dans HydroGeo Inv lors d’une in-

version en régime transitoire par la méthode de l’estimation suc-

cessive des flux.

Opération Temps Proportion

Chargement des fichiers 1.32s 0.5%

Initialisation et calculs préliminaires 2.92s 1.2 %

Construction d’une structure d’affectation des paramètres 9.18s 3.7%

Résolution du modèle synthétique 7.53s 3.0%

Construction d’une structure d’interpolation 0.48s 0.2%

Inversion 216.72s 87.6%

- Correction de T 19.36s 8.9%

- Résolution du problème direct 197.36s 91.1%

Calcul des erreurs 8.48s 3.5%

Sauvegarde des résultats 0.80s 0.3%

Temps total de calcul 247.43 s 100%

part, un coût fixe négligeage. Le temps de calcul total plus long est dû au temps

requis pour la résolution du problème d’éléments finis en régime transitoire. Bien que

la solution soit calculée à seulement cinq pas de temps, elle est également calculée à

l’interne à de nombreux pas de temps intermédiaires afin d’obtenir une convergence

adéquate. La résolution du problème direct atteint donc 6.4 secondes par itération

comparativement à 0.43s en régime permanent.

La correction des transmissivités représente une fraction assez faible du temps

nécessaire à l’exécution de l’inversion. Puisque la correction de T ne nécessite pas

d’opérations coûteuses numériquement, comme une inversion matricielle, la mise à

jour des paramètres se fait rapidement. Qui plus est, la taille restreinte des matrices

∇hR et ∇hi (nel × nt) limite l’utilisation de la mémoire tampon de l’ordinateur ce

qui résulte en des temps de transfert nuls vers le disque dur et donc en un gain très

appréciable en temps de calcul.
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4.2.3 Inversion en régime permanent par la méthode des

points mâıtres

La répartition du temps de calcul pour l’inversion de la figure 4.16(a) faite par la

méthode des points mâıtres est illustrée au tableau 4.6. L’inversion est complétée en

un peu moins de 17 minutes et le chargement, l’initialisation et la construction des

structures d’affectation représentent un coût négligeable (4.76%) par rapport à celui

de l’inversion (95.24%). Cette importante augmentation de temps de calcul nécessaire

à l’inversion est surtout causée par les 943 appels fait au simulateur d’écoulement.

Néanmoins, une proportion importante est également allouée pour le krigeage des

transmissivités et le calcul du gradient de la fonction objectif.

Tab. 4.6: Répartition du temps de calcul dans HydroGeo Inv lors d’une in-

version en régime permanent par la méthode des points mâıtres.

Opération Temps Proportion

Chargement des fichiers 1.24s 0.13%

Initialisation et calculs préliminaires 1.36s 0.14 %

Construction d’une structure d’affectation des paramètres 6.02s 0.61%

Résolution du modèle synthétique 0.45s 0.05%

Construction d’une structure d’interpolation 0.32s 0.03%

Inversion 947.95s 95.24%

- Calcul des poids de krigeage 65.60s 6.92%

- Krigeage de T 168.45s 17.77%

- Résolution du problème direct 679.58s 71.69%

- Gradient de la fonction objectif 34.32s 3.62%

Calcul des erreurs 37.62s 3.77%

Sauvegarde des résultats 0.34s 0.03%

Temps total de calcul 935.30 s 100%
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4.3 Discussion

Les éléments présentés dans ce chapitre ont permis de constater l’efficacité et la

rapidité de la méthode de l’estimation successive des flux pour la reconstruction d’un

champ de paramètres et la reproduction des charges hydrauliques. D’un point de vue

purement numérique, la méthode est apte à calibrer des solutions initiales de T très

différentes du champ de référence et fournit en fin de processus des images conservant

l’empreinte de la solution initiale mais reproduisant également les caractéristiques im-

portantes du champ de référence. Pour la plupart des exemples présentés, les erreurs

de calibration sont en deçà de 10cm ce qui est faible compte tenu de la différence

de charge totale observée dans le modèle de référence. Les erreurs de reconstruction

bénéficient légèrement de l’utilisation des charges transitoires mais demeurent somme

toute élevées.

La présence d’une zone où le gradient hydraulique est nul constitue généralement

une difficulté pour les méthodes d’inversion basées sur la résolution du problème de

Cauchy. L’utilisation d’un coefficient d’amortissement limite l’instabilité numérique

provoquée par la présence de points de stagnation. Néanmoins, ceux-ci ont tendance

à générer des contrastes dans le champ de paramètres. L’utilisation d’un coefficient

d’amortissement plus élevé aurait sans doute diminué cet effet mais augmenté le

nombre d’itérations nécessaires à la calibration. Dans ce cas, un coefficient d’amortis-

sement variable dans l’espace et lié à la magnitude de ∇ĥ ou à la variance de krigeage

de ĥ aurait pu être utilisé. Ceci aurait probablement pour avantage de diminuer

l’apparition de tels artéfacts tout en permettant une calibration rapide du problème

numérique. Somme toute, ces problèmes sont relativement faibles et affectent moins

de 1% de la surperficie du domaine. L’utilisation des charges transitoires diminue

l’apparition de ces artéfacts numériques.

L’influence des frontières de type Neumann sur la qualité de l’inversion est illustrée

dans ce chapitre. En l’absence de mesures de T , la moins bonne identification de T

à l’extérieur de l’aire d’alimentation n’est pas propre uniquement à la méthode de

l’estimation successive des flux mais aux méthodes d’inversion en général.
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On ne peut voir dans l’approche proposée une méthode d’estimation de la recharge

car celle-ci doit être connue a priori. Néamoins, l’exemple réalisé dans ce chapitre

démontre que la présence d’une recharge n’engendre pas d’instabilité particulière lors

de l’inversion et que le champ de T obtenu à la fin du processus est comparable à ce

qui est obtenu en l’absence de recharge.

L’approche proposée dans ce travail à également permis de reproduire les princi-

pales structures 3D d’un aquifère synthétique. Cependant, l’inversion a été réalisée

en supposant la distribution tridimensionnelle du véritable champ de charges hydrau-

liques parfaitement connue. L’estimation 3D des charges hydrauliques demeure pour

le moment un problème majeur qui limite la réalisation d’inversions tridimension-

nelles pour des cas réels.

La méthode de l’estimation successive des flux est particulièrement rapide par

comparaison aux méthodes d’inversion faisant appel aux techniques usuelles d’opti-

misation non-linéaires. Même si ces dernières peuvent utiliser la méthode de l’état

adjoint (Chavent et al., 1975) pour accélérer le calcul du gradient de la fonction ob-

jectif, le calcul du pas optimal réalisé dans la direction du gradient est nécessaire.

Par comparaison, le modèle de comparaison permet de calculer, en un seul appel

du simulateur d’écoulement, l’ensemble des gradients hydrauliques du domaine. Il en

découle que les transmissivités sont corrigées à très faible coût sans faire appel aux

techniques usuelles d’optimisation non-linéaires.

Par ailleurs, HydroGeo Inv est programmé en langage Matlab 6.5.1 qui n’est pas

un langage de programmation réputé pour sa rapidité d’exécution. L’utilisation d’un

langage de type C++ permettrait sans doute une diminution appréciable du temps

de calcul alloué à la correction des transmissivités. Malgré tout, le temps de calcul

dépensé pour la correction des paramètres ne représente qu’une fraction du temps

nécessaire à la résolution du problème direct.
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L’étendue des solutions obtenues après inversion confirme la non-unicité des solu-

tions au problème inverse et justifie la réalisation de plus en plus croissante d’expérien-

ces de Monte Carlo. Dans ce contexte, la nécessité de disposer d’une méthode d’in-

version à la fois robuste et rapide prend donc toute son importance. La rapidité de

l’approche proposée en fait donc un outil particulièrement approprié à la réalisation

d’inversions stochastiques.
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Chapitre 5

Détermination des paramètres

opérationnels

À la section 2.5, plusieurs possibilités ont été proposées pour la mise en oeuvre de

la méthode de l’estimation successive des flux (fonctions d’amortissement, facteurs de

correction, contraintes sur les paramètres, poids temporels). Ces aspects opérationnels

influencent-ils la capacité de la méthode d’inversion à calibrer adéquatement et ra-

pidement le modèle numérique ? La reconstruction du champ de paramètres en est-

elle grandement affectée ? En pratique, quels paramètres devrait-on utiliser ? Ce cha-

pitre aborde ces questions d’un point de vue empirique par le biais d’expériences

numériques. L’objectif de ces expériences est de choisir les paramètres opérationnels

permettant une calibration rapide des charges et une reconstruction adéquate du

champ de transmissivités. L’obtention de paramètres généraux, valides dans la plupart

des situations est préférée à des paramètres optimum numériquement mais spécifiques

au modèle synthétique étudié.

Les expériences numériques sont réalisées de façon à évaluer dans l’ordre le fac-

teur ayant le plus d’influence tel que noté lors d’analyses préliminaires. À la section

5.1, l’influence du schéma d’amortissement est évaluée. Pour ce faire, quinze schémas

d’amortissement différents sont comparés entre eux et le schéma le plus performant

est retenu pour les évaluations subséquentes. La section suivante aborde l’utilisa-

tion des contraintes relatives lors de l’inversion. Quatre situations sont évaluées et la
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plus adéquate est retenue lors des analyses suivantes. Dans la section 5.3, les quatre

méthodes de calcul du facteur de correction (δ) sont comparées entre elles et la plus

performante est conservée pour la réalisation des inversions. Enfin, la quatrième partie

de ce chapitre discute de l’influence des poids temporels sur la qualité des inversions

en régime transitoire. Une discussion termine ce chapitre.

Puisque les combinaisons entre facteurs de correction, schémas d’amortissement,

poids temporels et contraintes relative et absolue sont nombreuses, seules quelques

situations jugées représentatives sont présentées. Par ailleurs, les tests numériques

sont réalisés dans un ordre où le paramètre ayant le plus d’influence est déterminé en

premier et ainsi de suite. On note que l’influence du nombre d’itérations ne sera pas

évalué. Cette décision s’explique par le besoin d’obtenir un modèle numérique calibré

en un très faible temps de calcul et par le fait que le schéma d’amortissement contrôle

indirectement le nombre d’itérations nécessaire à l’ajustement des charges.

5.1 Détermination du schéma d’amortissement

L’objectif de cette section est d’évaluer l’effet du type de fonction d’amortissement

et des paramètres α et βo sur la qualité des inversions. Pour chaque aspect, 100 inver-

sions sont réalisées à partir des germes de transmissivités présentés à la section 3.3. Le

processus itératif est limité à 30 itérations par inversion. L’évolution des erreurs et les

résultats numériques obtenus à la dernière itération sont comparés entre eux. Afin de

restreindre les paramètres d’influence, les expérimentations numériques sont réalisées

avec le champ de charges de référence en régime permanent (scénario piézométrique 1,

ĥ = hR). Les inversions sont exécutées à l’aide du facteur de correction δgeom. On verra

ultérieurement que le choix du facteur de correction a peu d’influence sur les résultats.

Dans un premier temps, dix schémas d’amortissement différents sont comparés.

Ceux-ci sont illustrés graphiquement à la figure 5.1 et les paramètres correspondant

à chaque schéma sont affichés au tableau 5.1. Les valeurs de α pour les schémas 5 à

7 ont été choisies afin d’obtenir des amortissements comparables aux schémas 8 à 10

à la trentième itération.
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Figure 5.1: Évolution des schémas d’amortissement 1 à 10

Pour les dix premiers schémas d’amortissement, la figure 5.2(a) illustre l’évolution

moyenne des erreurs de reconstruction de T . Dans tous les cas, les EMAE(Y i, Y R) des

schémas d’amortissement 1 à 10 affichent un comportement strictement décroissant

tout au long du processus de calibration. L’erreur finale est toujours plus faible que

l’erreur initiale (EMAE(Y 0, Y R) = 0.8902).

Les erreurs moyennes à la trentième itération ainsi que les écarts-types associés

sont présentés au tableau 5.1. Pour les schémas d’amortissement constant et linéaire (1

à 7), la valeur finale de l’erreur semble intimement liée à la valeur de l’amortissement

initial (βo). Plus βo est élevé, plus l’erreur finale à la trentième itération l’est aussi.

Ce commentaire ne s’applique pas aux schémas exponentiels (8 à 10) puisque les

erreurs de reconstruction (EMAE(Y 30, Y R)) de ces schémas sont statistiquement

équivalentes au niveau α = 0.0251.

1Test d’égalité des moyennes avec z = (EMAE1 − EMAE2)/
√

S2

1

ninv

+
S2

2

ninv

et S2 =
ninv∑
m=1

(MAEm − EMAE)2/(ninv − 1). Valide si n est > 30 (Johnson, 2000, p. 256).
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Figure 5.2: Évolution des erreurs pour les schémas d’amortissement 1 à 10. (a)

EMAE(Y i, Y R) et (b) EMAE(hi, hR)

Une différence importante entre les différents types de schémas utilisés est ob-

servée. À amortissement initial égal, les schémas d’amortissement exponentiels sont

plus aptes à reproduire le véritable champ de transmissivités. Toutes catégories confon-

dues et à l’exception du schéma 7 qui est statistiquement équivalent aux schémas 8 à

10, les schémas exponentiels ont des erreurs de reconstruction de T significativement

plus faibles que les autres types de schémas. Fait intéressant, la valeur finale de l’er-

reur est la même et semble indépendante de la valeur de βo.

L’évolution des erreurs moyennes de calibration des charges est illustrée à la figure

5.2(b). Les erreurs finales sont généralement beaucoup plus faibles que l’erreur obte-

nue avec les germes (EMAE(h1, hR) = 2.7273m). Pour la plupart des schémas, la

décroissance de EMAE(hi, hR) se produit surtout durant les 20 premières itérations

et semble adopter un comportement asymptotique par la suite. Pour les schémas

d’amortissement exponentiels, la diminution de l’erreur se produit essentiellement

durant les 20 premières itérations, le gain subséquent est relativement faible. Ce-

pendant, on observe encore une nette amélioration de EMAE(Y i, Y R) durant les 10

dernières itérations.
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Tab. 5.1: Paramètres et performance des schémas d’amortissement 1 à 10.

Espérance des erreurs et écart-type correspondant ( ).

Schéma Type βo α EMAE(Y 30, Y R) EMAE(h30, hR)

(itération) log10(m
2/s) (m)

1 0.15 - 0.6574 (0.0598) 0.6014 (0.2699)

2
Constant

0.05 - 0.5451 (0.0699) 0.1944 (0.0641)

3 0.025 - 0.4867 (0.0779) 0.1082 (0.0353)

4 0 - 0.4619 (0.1508) 0.0278 (0.0146)

5 0.15 -0.005 0.5379 (0.0713) 0.1851 (0.0606)

6 Linéaire 0.05 -0.0016 0.4618 (0.0829) 0.0835 (0.0279)

7 0.025 -0.0008 0.4316(0.0904) 0.0546 (0.0190)

8 0.15 15 0.4187 (0.1037) 0.0398 (0.0141)

9 Exponentiel 0.05 15 0.4095 (0.1138) 0.0305 (0.0122)

10 0.025 15 0.4100 (0.1201) 0.0276 (0.0118)

Les erreurs d’ajustement des charges à la trentième itération (EMAE(h30, hR))

sont présentées au tableau 5.1. La distinction entre l’effet des fonctions d’amortis-

sement est plus franche pour l’ajustement des charges que pour la reconstruction.

De plus, on remarque que les schémas d’amortissement exponentiels (8, 9 et 10)

et le schéma sans amortissement (4) sont significativement (au niveau α = 0.025)

plus performants d’un point de vue de la reproduction des charges que les autres

schémas évalués. À l’exception des schémas 1 et 5, la valeur finale de l’erreur semble

indépendante de la valeur de βo mais plutôt liée au type de fonction d’amortissement

utilisé. Également, les EMAE(h30, hR) des schémas 9 et 10 ne sont pas significati-

vement différents. Fait intéressant, l’écart-type des erreurs semble proportionnel à

l’erreur de calibration.

Le schéma 4 constitue une situation particulière parce qu’il ne présente pas d’amor-

tissement. Pour ce schéma, la calibration des charges est surtout réalisée durant la

première itération et l’erreur de reconstruction décrôıt essentiellement durant les 3

premières itérations et demeure stable par la suite. L’erreur de reconstruction à la
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trentième itération est légèrement plus élevée que celles des schémas 8, 9 et 10. À

la lumière de ces résultats, l’utilisation d’un coefficient d’amortissement ne semble

pas apporter un gain important à l’inversion. Cependant, lorsqu’un champ de charges

krigées est utilisé pour compléter l’inversion, les erreurs d’estimation sur ĥ engendrent

des erreurs sur ∇ĥ. Pour une telle situation, le coefficient d’amortissement apporte une

stabilité et une robustesse importante à l’inversion. Pour illustrer cette caractéristique,

les schémas d’amortissement 4 et 10 sont comparés lors d’inversions réalisées avec le

champ du scénario piézométrique 5 (10 observations piézométriques en régime per-

manent).

L’apport de l’amortissement est illustré à la figure 5.3. Celle-ci compare l’image

finale du champ de T obtenue pour une inversion réalisée sans amortissement (fi-

gure 5.3(a)) à celle obtenue avec le schéma d’amortissement 10 (figure 5.3(b)). On

remarque que pour β = 0, le champ de transmissivités final présente des variations

brusques de T près de (400,1300) et (250,1000) qui ne sont pas contenues dans le

champ de référence. De plus, l’image finale obtenue avec un amortissement ressemble

davantage au champ de référence.

(a) (b)

Figure 5.3: Apport de l’amortissement en présence d’erreur d’estimation sur

ĥ. (a) Schéma d’amortissement 4 avec β = 0 et (b) Schéma d’amor-

tissement 10 avec β = 0.025.



104

Tab. 5.2: Apport de l’amortissement en présence d’erreur d’estimation sur

ĥ. Espérance des erreurs et écart-type correspondant ( ).

Schéma
EMAE(Y 30, Y R) EMAE(h30, hR)

log10(m
2/s) (m)

4 0.6463 (0.1002) 0.0481 (0.0141)

10 0.5749 (0.0818) 0.0457 (0.0098)

En moyenne, la reproduction des charges est comparable pour les deux situations

(voir le tableau 5.2). Cependant, la présence d’un amortissement (schéma 10) améliore

significativement la qualité de la reconstruction du champ de transmissivité et réduit

la variance des différentes erreurs. On remarque qu’en présence d’erreur d’estimation

sur ĥ, les statistiques du tableau 5.2 sont plus élevées que celles du tableau 5.1. Ceci

sera abordé en détail au chapitre 6.

Suite aux résultats présentés aux tableaux 5.1 et 5.2, il apparâıt évident que

les schémas d’amortissement de type exponentiel permettent de mieux ajuster les

charges hydrauliques et de mieux reconstruire le champ de paramètres que les autres

types de fonction d’amortissement. Cependant, la valeur de α, qui contrôle le nombre

d’itérations nécéssaires pour que βi ne représente plus que 95% de sa valeur initiale,

influence-t-elle la performance de la méthode d’inversion ? Afin d’évaluer l’influence

du paramètre α, cinq nouveaux schémas d’amortissement différents sont comparés.

Ceux-ci sont présentés à la figure 5.4 et au tableau 5.5 .

L’évolution des erreurs de reconstruction des transmissivités pour ces cinq schémas

est présentée à la figure 5.5(a). À l’exception des schémas 11 et 12, l’évolution des

erreurs est assez similaire et les erreurs finales sont presque identiques quelque soit la

valeur de α utilisée (voir le tableau 5.3). Les tests d’égalité des moyennes indiquent

que les schémas 10 à 15 sont statistiquement équivalents les uns aux autres en termes

de reconstruction du champ de transmissivités (EMAE(Y 30, Y R)). La variance des

erreurs semble inversement proportionnelle à la valeur de α, ce qui indique que plus

la décroissance de l’amortissement est lente, plus les champs finaux ont tendance à

présenter la même précision pour la reconstruction.
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Figure 5.4: Évolution des schémas d’amortissement 10 à 15

L’évolution des erreurs de calibration est légèrement affectée par la valeur de

α. Plus α augmente, moins la décroissance de EMAE(h30, hR) est rapide (voir les

courbes de la figure 5.5(b)). En fait, plus la valeur de α diminue, plus l’erreur de

calibration adopte un comportement similaire à celui des schémas 3 et 4. En termes

de reproduction des charges à la trentième itération (EMAE(h30, hR)), le schéma 10

apparâıt statistiquement équivalent aux schémas 11, 12 et 13. Ces quatres schémas

sont significativement plus performants que les schémas 14 et 15. La sélection d’un

schéma d’amortissement parmi les schémas 10 à 13 constitue un choix éclairé pour

une inversion se limitant à 30 itérations.

Les tests numériques effectués en première partie de cette section ont mis en

évidence la supériorité des schémas d’amortissement exponentiels, l’insensibilité des

erreurs face à la valeur de β0 et la faible influence de α sur les statistiques. Parmi les

schémas 10 à 13, l’utilisation du schéma d’amortissement 10, avec un amortissement

initial β0 = 0.025 et une portée α de 15 itérations, est un choix judicieux.
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Figure 5.5: Évolution des erreurs pour les schémas d’amortissement 10 à 15.

(a) EMAE(Y i, Y R) et (b) EMAE(hi, hR)

5.2 Détermination des contraintes relatives

Les contraintes relatives permettent de restreindre l’espace des solutions possibles

en limitant les transmissivités à l’intérieur d’une plage dont la valeur centrale est celle

du germe initial. Une contrainte relative trop lâche risque d’engendrer une solution

très différente de la solution initialement fournie. À l’opposé, une valeur trop contrai-

gnante risque d’enlever de la flexibilité à l’algorithme.

L’objectif de cette section est d’évaluer l’effet de différentes valeurs de contraintes

relatives sur les statistiques de calibration. Quatre contraintes relatives différentes y

sont évaluées (∆Y = 1, 2, 3 et 4). Les simulations numériques sont effectuées avec le

schéma d’amortissement 10 retenu à la section précédente. Des contraintes absolues

de Tmin = 10−7m2/s et Tmax = 10−1m2/s sont utilisées. L’effet de celles-ci ne sera

pas évalué.

La figure 5.6(a) illustre l’évolution des erreurs de reconstruction des transmissi-

vités correspondant à chacune de ces situations. Dans un premier temps, on remarque
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Tab. 5.3: Paramètres et performance des schémas d’amortissement 10 à 15.

Espérance des erreurs et écart-type correspondant ( ).

Schéma Type βo α EMAE(Y 30, Y R) EMAE(h30, hR)

(itération) log10(m
2/s) (m)

11 0.025 5 0.4375 (0.1381) 0.0249 (0.0114)

12 0.025 10 0.4204 (0.1297) 0.0257 (0.0114)

10
Exponentiel

0.025 15 0.4100 (0.1201) 0.0276 (0.0118)

13 0.025 20 0.4065 (0.1112) 0.0305 (0.0123)

14 0.025 25 0.4084 (0.1048) 0.0342 (0.0130)

15 0.025 30 0.4129 (0.1000) 0.0384 (0.0139)

que contrairement aux contraintes relatives 2, 3 et 4, les erreurs associées à l’inter-

valle 1 affichent une légère tendance à la hausse à partir de la quinzième itération.

Cette hausse de l’erreur pour l’intervalle 1 est assez bien corrélée avec l’augmenta-

tion du nombre de contraintes relatives activées durant cet essai (voir la figure 5.7).

L’algorithme suggère, dans certains éléments, des valeurs de transmissivité qui sont

situées à l’extérieur de l’intervalle [(Y 0
j −∆Y ) (Y 0

j +∆Y )]. La contrainte relative entre

alors en action et restreint la nouvelle valeur de T à l’une des bornes (Y 0
j − ∆Y ) ou

(Y 0
j + ∆Y ). Plus ∆Y est large, moins le nombre moyen de contraintes activées est

élevé (voir le tableau 5.4). Ce phénomène est d’autant plus marqué lorsque Y R
j n’est

pas compris à l’intérieur de la plage de valeurs permises. Par exemple, pour ∆Y = 1,

Y R est situé à l’extérieur de l’intervalle [(Y 0
j − 1) (Y 0

j + 1)] dans 1140 éléments sur

une possibilité de 3088 éléments (37%). On note aussi que tout au long du processus,

même si (EMAE(Y i, Y R)) affiche une légère augmentation, l’erreur de calibration

(EMAE(hi, hR)) demeure stable.

Les différentes erreurs à la trentième itération sont résumées au tableau 5.5. Les

tests d’égalité des moyennes indiquent que les erreurs (EMAE(Y 30, Y R)) pour les

intervalles 2, 3 et 4 sont statistiquement égales et plus faibles que celles de l’inter-

valle 1. L’activation d’un nombre important de contraintes nuit donc à la capacité

de la méthode à reconstruire le champ de transmissivités. De ce fait, les erreurs

d’ajustement finales (EMAE(h30, hR)) pour les intervalles 3 et 4 sont équivalentes et
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Tab. 5.4: Nombre moyen de contraintes minimales et maximales activées

à l’itération 30 et nombre d’éléments où Y R n’est pas une valeur

permise pour les intervalles 1 à 4.

Intervalle

Nombre moyen Nombre moyen Nombre d’éléments

de contraintes de contraintes où Y R n’est pas

relatives activées absolues activées valeur permise

minimale maximale minimale maximale

1 425.41 836.91 1.81 10.19 1140.20 (36.92%)

2 58.66 135.83 0.92 4.07 217.57 (7.05%)

3 5.67 12.15 0.85 4.25 22.31 (0.72%)

4 0.64 0.58 1.14 4.35 1.15 (0.04%)

significativement plus faibles que l’erreur des intervalles 1 et 2. Il semble donc que

l’activation de contraintes relatives nuise elle aussi à la capacité de la méthode à caler

le champ de charges. On mentionne que des conclusions similaires ont été obtenues

lorsqu’un champ de charges krigés est utilisé pour la réalisation de ces tests.

On note au passage que sur une possibilité de 3088 éléments, peu de contraintes

absolues minimales et maximales ont été activées en moyenne durant l’inversion (voir

le tableau 5.4). La situation la moins bonne correspond également à l’intervalle 1.

Pour l’intervalle 4 on remarque que, comparativement à l’intervalle 3, davantage de

contraintes absolues ont été activées. Ceci s’explique par le fait que ∆Y étant élevé,

des contraintes absolues sont activées à la place des contraintes relatives.

Pour les intervalles 3 et 4, l’utilisation d’une contrainte relative lâche n’a pas

empêché l’obtention de statistiques d’ajustement adéquates. Pour l’intervalle 4, presque

aucune contrainte n’a été activée, ce qui revient à ne pas imposer de contraintes.

Pour la poursuite de l’étude, une contrainte relative ∆Y = 4 sera utilisée. Cette si-

tuation constitue une situation où plus de flexibilité est octroyé à l’algorithme et par

conséquent une situation où les possibilités que l’algorithme s’éloigne grandement de

la solution initiale et ne converge pas vers le champ de référence sont favorisées.
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Figure 5.6: Évolution des erreurs pour les intervalles 1 à 4. (a)

EMAE(Y i, Y R) et (b) EMAE(hi, hR)
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Figure 5.7: Contraintes relatives moyennes activées à l’itération 30 pour les

intervalles 1 à 4. (a) Contraintes minimales et (b) contraintes maxi-

males
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Tab. 5.5: Performance des intervalles 1 à 4. Espérance des erreurs et écart-

type correspondant ( ).

Intervalle
∆Y EMAE(Y 30, Y R) EMAE(h30, hR)

log10(m
2/s) log10(m

2/s) (m)

1 1 0.5752 (0.0848) 0.4622 (0.2766)

2 2 0.4241 (0.1091) 0.0469 (0.0200)

3 3 0.4088 (0.1191) 0.0283 (0.0123)

4 4 0.4100 (0.1201) 0.0276 (0.0118)

5.3 Détermination du facteur de correction

Quatre possibilités ont été précédemment identifiées quant au facteur de correction

(δ) affectant chaque élément du modèle numérique. La première alternative consiste

tout simplement à évaluer le gradient hydraulique au centre de chaque élément et à

considérer celui-ci comme constant sur l’ensemble de l’élément. Les alternatives sui-

vantes consistent à calculer le gradient hydraulique aux trois points de Gauss (où

le gradient est le plus précis numériquement) et à calculer des facteurs de correc-

tion pour chaque point. Un estimé unique de T est obtenu en évaluant la moyenne

arithmétique, géométrique ou harmonique des trois δ ainsi obtenus.

Le but visé par cette section est d’évaluer l’influence du facteur de correction sur le

résultat final de l’inversion. À nouveau, le schéma d’amortissement 10, une contrainte

relative de ∆Y = 4 et des contraintes absolues Tmin = 10−7m2/s et Tmax = 10−1m2/s

sont utilisés pour l’exécution des inversions.

L’évolution des erreurs de reproduction de T et d’ajustement de h est présentée à

la figure 5.8. Les statistiques de la dernière itération sont, quant à elles, exposées au

tableau 5.6. Il y a peu à dire concernant l’évolution des statistiques EMAE(Y i, Y R)

et EMAE(hi, hR). Celles-ci sont presque identiques pour les quatre facteurs de correc-

tion. De plus, en fin de processus, les erreurs moyennes sont statistiquement équivalen-

tes les unes aux autres et les quatre facteurs de correction semblent donc équivalents.

Par ailleurs, les moyennes de T pour l’ensemble du champ à la dernière itération sont
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Tab. 5.6: Performance des différents facteurs de correction. Espérance des

erreurs et écart-type correspondant ( ).

Alternative Facteur de correction
EMAE(Y 30, Y R) EMAE(h30, hR)

log10(m
2/s) (m)

1 Valeur centrale (eq. 2.45) 0.4100 (0.1201) 0.0270 (0.0115)

2 Arithmétique (eq. 2.46) 0.4114 (0.1209) 0.0266 (0.0118)

3 Géométrique (eq. 2.47) 0.4082 (0.1207) 0.0270 (0.0117)

4 Harmonique (eq. 2.48) 0.4061 (0.1208) 0.0276 (0.0118)

statistiquement équivalentes les unes aux autres pour les quatres facteurs de correc-

tion. En vertu de l’inégalité fondamentale de Wiener (TH ≤ TG ≤ TA, Renard et

de Marsily (1997)), on aurait dû obtenir des transmissivités plus faibles avec le facteur

de correction harmonique qu’avec le facteur de correction arithmétique. Bien que ce

résultat puisse parâıtre surprenant, il s’explique par le fait que la correction locale

apportée par l’un ou l’autre des facteurs de correction ne sera pas nécessairement

conservée à l’itération suivante. De plus, des essais réalisés avec des éléments finis

plus grossiers ou très allongés ont donné des résultats similaires. Par conséquent, la

similitude des statistiques ne peut être expliquée par la bonne qualité de la grille

d’éléments finis utilisée.

Sur la base des résultats obtenus, le choix de la méthode de calcul du facteur de

correction ne semble pas influencer les résultats des inversions. Le temps de calcul

nécessaire à la correction des transmissivités (en excluant la résolution du problème

direct) est cependant directement proportionnel au nombre de points où le gradient

hydraulique est évalué. Par conséquent, l’utilisation du facteur de correction central

permet une réduction significative du temps de calcul de l’ordre de 1.75s pour chaque

inversion de 30 itérations et sera donc utilisé pour les expérimentations subséquentes.

5.4 Détermination des poids temporels

La dernière analyse concerne l’influence des valeurs de λk sur l’efficacité de la

méthode de l’estimation successive des flux en régime transitoire. Les valeurs de λk
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Figure 5.8: Évolution des erreurs pour différents facteurs de correction. (a)

EMAE(Y i, Y R) (log10T ) et (b) EMAE(hi, hR) (m)

pondèrent les nt facteurs de correction et permettent ainsi de tenir compte de la varia-

tion temporelle des gradients hydrauliques en régime transitoire. Il est donc légitime

de s’interroger sur l’impact de ces poids et sur une façon d’en déterminer les valeurs.

Plusieurs possibilités ont été envisagées mais seuls trois schémas temporels diffé-

rents sont comparés. Les valeurs de λk pour chaque schéma temporel sont présentées

au tableau 5.7 pour k = 1, 2, 3, 4, et 5. Ceux-ci correspondent aux temps tk = 103,

104, 105, 106 et 107s (figure 5.9). On rappelle que pour converger, la somme des nt λk

doit être unitaire.

Tab. 5.7: Valeurs de λk pour les schémas temporels évalués.

Schéma temporel λ1 λ2 λ3 λ4 λ5

1 0.2 0.2 0.2 0.2 0.2

2 0.0001 0.0009 0.009 0.09 0.9

3 0.35 0.1 0.1 0.1 0.35
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Figure 5.9: Schéma temporel logarithmique

Pour le premier schéma temporel, les cinq λk sont posés égaux. Comme les temps

utilisés pour la résolution du problème direct sont également répartis sur une échelle

logarithmique, le choix de poids égaux revient à attribuer plus de poids aux premiers

moments du régime transitoire. Pour le second schéma temporel, un poids proportion-

nel au temps écoulé entre deux champs consécutifs est utilisé. Finalement, la troisième

situation représente le cas où les poids sont liés à la qualité de l’estimation de charges.

On suppose ici que l’estimation à t1 et t5 est plus précise et par conséquent des poids

plus importants sont attribués à λ1 et λ5.

La figure 5.10 illustre l’évolution des erreurs moyennes de reconstruction de T pour

les trois schémas temporels. Les erreurs à la trentième itération sont présentées au

tableau 5.8 pour les inversions réalisées avec le champ ĥ = hR (scénario piézométrique

6). Le comportement des erreurs de reconstruction est assez similaire durant les 15

premières itérations. Un léger écart favorisant le schéma temporel 1 apparâıt par la

suite. Cependant, la diminution de l’erreur de calibration de h (moyenne sur nt pas
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Figure 5.10: Évolution des erreurs pour les schémas temporels 1 à 3

pour le scénario piézométrique 6. (a) EMAE(Y i, Y R) et (b)

EMAE(hi, hR)

de temps) pour le schéma temporel 2 est légèrement plus rapide et celle-ci est, à

l’itération 30, statistiquement meilleure que pour les schémas 1 et 3.

La meilleure reconstruction de T s’explique par le fait que les informations complé-

mentaires apportées par chacun des champs de charges ont été également prises en

compte avec l’utilisation du schéma 1. Inversement, puisqu’avec le schéma 2, un poids

important (0.90) est attribué au dernier champ de charge (k = 5), l’algorithme tente

essentiellement de caler le champ à t5, ce qui ne permet pas d’obtenir une erreur

de reconstruction comparable à 1. Par contre, l’ajustement des charges est meilleur

puisque c’est à t5 que les rabattements sont les plus importants et donc les possiblités

d’erreurs plus grandes.

Afin de différencier plus nettement les schémas temporels, les expérimentations

sont répétées avec un champ de charges estimé par krigeage. Le champ ĥ du scénario

piézométrique 7 estimé à partir de 100 mesures piézométriques est utilisé. Les résultats

sont présentés au tableau 5.8 et montrent un avantage plus clair en faveur du schéma
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Tab. 5.8: Performance des schémas temporels 1 à 3 pour les scénarios

piézométriques 6 et 10. Espérance des erreurs et écart-type cor-

respondant ( ).

Schéma Scénario EMAE(Y 30, Y R) EMAE(h30, hR)

temporel piézométrique log10(m
2/s) (m)

1 0.3857 (0.1102) 0.0732 (0.0325)

2 6 0.4056 (0.1182) 0.0588 (0.0229)

3 0.4011 (0.1148) 0.0791 (0.0343)

1 0.4930 (0.0781) 0.0769 (0.0283)

2 7 0.5477 (0.0904) 0.0635 (0.0200)

3 0.5044 (0.0821) 0.0827 (0.0288)

temporel 1 en termes de reconstruction du champ de transmissivités. L’utilisation de

poids égaux tempère les facteurs de correction associés aux erreurs d’interpolation à

certains pas de temps. Il en résulte des corrections plus justes et plus robustes.

5.5 Discussion

Parmi les aspects évalués, le choix du schéma d’amortissement est le facteur qui

influence le plus la performance de la méthode de l’estimation successive des flux. Nos

résultats montrent qu’en présence d’erreurs d’estimation sur ∇ĥ, l’ajout d’un amor-

tissement apporte beaucoup de robustesse et de stabilité à l’inversion. L’utilisation

d’un schéma d’amortissement exponentiel permet de mieux reproduire les transmis-

sivités de référence. Les résultats obtenus sont robustes face au choix des paramètres

α et β0. Ceci est d’un intérêt opérationnel important puisqu’ils pourront être choisis

avec beaucoup de latitude par l’opérateur. Les cas étudiés pointent les valeurs α = 15

et β0 = 0.025 comme raisonnables pour une inversion de 30 itérations.

L’ajout de contraintes relatives à la solution initiale est un aspect qui a initia-

lement été proposé par Gomez-Hernandez et al. (1997) pour la méthode des points

mâıtres afin de restreindre l’espace des solutions possibles et limiter l’écartement de

la solution finale par rapport à la solution initiale. Nos résultats indiquent que l’uti-
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lisation d’une contrainte relative nuit à la capacité de la méthode de l’estimation

successive des flux à reconstruire le champ de transmissivités. Il semble que le coeffi-

cient d’amortissement puisse, à lui seul, être en mesure de limiter l’écartement de la

solution et régulariser le champ de transmissivités. De possibles erreurs de conceptua-

lisation lors de la génération des germes peuvent donc être tempérées par le coefficient

d’amortissement.

Les expérimentations réalisées ont montré que l’influence de la méthode de calcul

du facteur de correction sur les résultats obtenus était statistiquement négligeage. Ce

résultat est apparement surprenant car les facteurs de correction auraient dû trai-

ter différement la variation non-linéaire de la charge hydraulique sur l’élément fini.

Localement, à une itération donnée les transmissivités obtenues pour chaque fac-

teur de correction sont ordonnées conformément aux bornes de Wiener T (δHarm) ≤
T (δGeom) ≤ T (δArit) (Renard et de Marsily, 1997) et un résultat intermédiaire est

obtenu avec le facteur de correction central (δMid). Cependant, d’une itération à

l’autre et pour un élément donné, rien ne garantit que les facteurs de correction sont

systématiquement inférieurs pour la moyenne harmonique par exemple. En effet, le

facteur calculé à l’itération i+1 dépend de l’ensemble ds transmissivités de départ et

des facteurs appliqués à toules les itérations précédentes. En l’absence d’un résultat

favorisant l’un ou l’autre des facteurs de correction, le facteur de correction central a

été préféré en raison d’un temps de calcul presque trois fois moindre.

Nos résultats montrent que le choix du schéma temporel influence la qualité de

la reconstruction et de la calibration. Parmi les schémas évalués, le schéma temporel

1 est apparu légèrement supérieur en termes de reconstruction du champ de T et le

schéma 2 plus apte à reproduire les charges hydrauliques. Cependant, en présence

d’erreurs d’interpolation sur ĥ, le premier schéma temporel permet une meilleure ca-

ractérisation du champ de paramètres que les autres schémas temporels. Il semble que

l’utilisation de λ égaux ne favorise pas démesurément les éventuelles erreurs d’interpo-

lation de l’un ou l’autre des champs de charges. Par conséquent, le schéma temporel 1

a été retenu pour la poursuite des expérimentations du prochain chapitre. Par ailleurs,

il pourrait être avantageux de lier λ à la dérivée temporelle du rabattement ou au
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rabattement lui-même en faisant varier spatialement λ. La somme des λj k pour un

élément j devrait être unitaire. Cet aspect n’a pas été évalué dans ce travail.

On conclut ce chapitre en présentant à nouveau l’algorithme schématique de la

méthode de l’estimation successive des flux telle qu’elle apparâıt la plus performante

à la suite des expérimentations réalisées dans ce chapitre.
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Simulation géostatistique du germe initial : T o
j ∀j

Estimation des charges hydrauliques aux nœuds des éléments finis : ĥ

Calcul du vecteur gradient hydraulique au centre de l’élément : ∇ĥj,k ∀j, k

Initialisation

i = 0 ; β0 = 0.025 ; α = 15 ; λk = 1/nt , 1 ≤ k ≤ nt ;

Contraintes : ∆Y, Tmin, Tmax = constante

Résolution de

∇ · (T · ∇h) + Q = S ∂h
∂t

, (x, y) ∈ (Ω)

i=30
Oui

Arrêt

Calcul du vecteur gradient hydraulique au centre de l’élément :

∇hi
j,k ∀j, k;

Calcul de l’amortissement

βi = β0e−3i/α

Correction des transmissivités

T i+1
j = T i

j ·
nt∑

k=1

‖∇hi
j,k,l‖2

+βi

‖∇ĥj,k,l‖
2
+βi

λk ∀j

Application des contraintes

Tmin
j ≤ T i+1

j ≤ Tmax
j ∀j

Y o
j − ∆Y ≤ Y i+1

j ≤ Y o
j + ∆Y ∀j

i = i + 1

Figure 5.11: Algorithme schématique de la méthode de l’estimation successive

des flux et paramètres itératifs utilisés
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Chapitre 6

Influence des erreurs d’estimation

piézométriques sur la qualité des

inversions

La réalisation d’une inversion par la méthode de l’estimation successive des flux

repose essentiellement sur l’utilisation d’un champ de potentiel hydraulique que l’on

espère assez semblable au véritable champ de charges. Dans un contexte réel d’appli-

cation, ces charges ne sont connues que ponctuellement et l’ensemble du champ doit

être interpolé à partir des quelques mesures piézométriques disponibles. Le krigeage

universel avec dérive et conditions frontières imposées s’est avéré particulièrement

adapté à la régionalisation des charges hydrauliques. L’approche demeure toutefois

une méthode d’interpolation et des erreurs d’estimation sont nécessairement produites

loin des points de mesure, lesquels peuvent eux mêmes être entachés d’erreur.

L’effet de lissage introduit par le krigeage amoindrit les variations locales de hR et

modifie localement la magnitude et l’orientation du gradient hydraulique. Puisque la

méthode d’inversion s’appuie sur une estimation du champ ∇hR afin de reconstruire

le champ de paramètres, il est légitime de s’interroger sur l’effet des erreurs d’estima-

tion (ĥ − hR) sur la qualité de l’inversion.
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Ce chapitre traite de l’effet de l’utilisation d’un champ de charges krigées sur la

qualité de l’inversion. Dix scénarios piézométriques (SP) différents sont comparés.

Ceux-ci représentent cinq situations en régime permanent ou transitoire pour les-

quelles 6380 (∞), 100, 50, 25 et 10 piézomètres sont utilisés pour l’obtention du

champ ĥ. Ces scénarios supposent les conditions frontières de type Dirichlet (Γ1 et

Γ2) connues. La méthodologie complète utilisée pour le krigeage des charges hydrau-

liques est présentée à la section 2.3. Par ailleurs, la localisation des piézomètres et

des points doublons ainsi que le modèle de covariance utilisé pour l’estimation des

champs ĥ sont présentés à la section 3.4.

Les différents scénarios piézométriques, les erreurs d’estimation et l’effet de pépite

de ĥ qui sont associés à chaque champ sont résumés au tableau 6.1. Pour les scénarios

piézométriques 1 et 6, puisque les champs ĥ utilisés pour l’inversion sont les champs

ĥ = hR, l’erreur d’estimation est nécessairement nulle. Pour chaque scénario, 100

inversions sont réalisées avec le schéma d’amortissement exponentiel retenu au cha-

pitre précédent (α = 15 itérations, β0 = 0.025). Le processus itératif est limité à 30

itérations.

Tab. 6.1: Scénarios piézométriques et erreurs d’estimation des charges.

Scénario
Régime nPiezo nt

Frontières MAE(ĥ, hR)

piézométrique Γ1 et Γ2 (m)

1 Permanent 6380 (∞) 1 Connues 0

2 Permanent 100 1 Connues 0.1180

3 Permanent 50 1 Connues 0.1594

4 Permanent 25 1 Connues 0.1764

5 Permanent 10 1 Connues 0.3269

6 Transitoire 6380 (∞) 5 Connues 0

7 Transitoire 100 5 Connues 0.1210

8 Transitoire 50 5 Connues 0.1613

9 Transitoire 25 5 Connues 0.1770

10 Transitoire 10 5 Connues 0.3242
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Afin de bien illustrer l’influence du krigeage des charges hydrauliques sur les

résultats de l’inversion, des exemples d’inversion sont présentés et discutés en détail.

Pour ces exemples, la solution initialement fournie à l’algorithme d’inversion est le

champ de T 96 présenté à la figure 4.2(a). À nouveau, les résultats des 100 inversions

sont comparés dans un cadre statistique. Les bases de comparaisons comprennent

les statistiques de reconstruction du champ de transmissivités (EMAE(Y 30, Y R)),

les corrélations déclustorisées (Corr(Y 30, Y R)), les erreurs d’ajustement du champ

de charges utilisé lors de l’inversion (EMAE(h30, ĥ)), les statistiques d’ajustement

du champ de charges de référence (EMAE(h30, hR)), les erreurs de calage des ob-

servations piézométriques (EMAE(h30
Obs, h

R
Obs) et les probabilités de capture d’une

particule non-réactive (PCap(t < 3ans)).

6.1 Reconstruction du champ de transmissivités

6.1.1 Exemples d’inversion en présence d’erreurs d’estima-

tion sur hR

Les champs de transmissivités obtenus après inversion du champ 96 sont présentés

à la figure 6.1 pour les inversions en régime permanent et à la figure 6.2 pour les in-

versions en régime transitoire. À titre de comparaison, le champ de transmissivités

de référence TR est également présenté aux figures 6.1(a) et 6.2(a).

Dans tous les cas, les champs de transmissivités obtenus après inversion recons-

truisent bien les principales structures du modèle de référence. Même si le cordon

granulaire et les zones imperméables situées au nord et au sud-ouest étaient peu

apparentes dans la solution initiale (voir le germe 96 à la figure 3.2), la calibration

a permis une reconstruction adéquate du champ de référence. Visuellement, on re-

marque que les inversions réalisées avec les champs de référence (SP 1 et 6) ont

tendance à générer des champs de T plus hétérogènes alors que ceux obtenus avec les

champs de charges krigées (SP 2 à 5 et 7 à 10) sont plus lisses. Qualitativement, il

semble y avoir un lien entre l’erreur d’estimation du champ de charges et le degré de

lissage du champ de T calibré.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figure 6.1: Champs de T obtenus pour les scénarios piézométriques 1 à 5

réalisés avec le germe 96 (log10(m
2/s)). (a) Champ de log10T de

référence,(b) à (f) champs de log10T obtenus pour les scénarios

piézométriques 1 à 5.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figure 6.2: Champs de T obtenus pour les scénarios piézométriques 6 à 10

réalisés avec le germe 96 (log10(m
2/s)). (a) Champ de log10T de

référence,(b) à (f) champs de log10T obtenus pour les scénarios

piézométriques 6 à 10.
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Quelques zones de fortes transmissivités sont observées à environ 250m à l’ouest

du puits pour les inversions des SP 2, 4 et 5 (figure 6.1(d), 6.1(e), 6.1(f)). Ces trans-

missivés élevées sont causées par la présence de faibles gradients hydrauliques dans les

champs ĥ. Ces minima sont en réalité des artéfacts d’interpolation (voir la figure 6.4)

puisque les charges de référence (SP 1) diminuent régulièrement entre Γ1 et Γ4. Il en

résulte des facteurs de corrections légèrement supérieurs à un (δ = ∇hi+βi

≈0+βi > 1) et des

transmissivités légèrement surestimées après 30 itérations. Néanmoins, l’amplitude de

l’erreur de reconstruction est faible et la surface affectée est, quant à elle, limitée.

Pour les scénarios piézométriques 3, 4 et 5 présentés aux figures 6.1(d), 6.1(e) et

6.1(f), le processus de calibration a modifié à la baisse les transmissivités au nord-

ouest du domaine. Ce secteur correspond à une région où ∇ĥ est surestimé (voir

l’erreur relative à la figure 6.3) ce qui engendre des facteurs de correction inférieurs

à 1. Les transmissivités obtenues en fin d’optimisation sont donc plus basses que

celles du modèle de référence. Cette mauvaise estimation du champ de gradients se

produit dans un secteur où les gradients de référence sont particulièrement faibles

(1/1000 ≤ ∇hR ≤ 1/10000) comme en témoigne la figure 3.6. De faibles erreurs d’es-

timation sur hR engendrent alors rapidement des erreurs d’estimation importantes sur

∇hR. Le phénomène n’est apparu qu’au nord-ouest du domaine alors que d’autres er-

reurs d’interpolation (1000, 1750) n’ont pas créé d’artéfacts. On note aussi que ce

phénomène n’est pas apparu dans toutes les inversions et qu’il a probablement été

amplifié par la solution initiale de T fournie.

On remarque que de minces bandes de T se sont développées dans les images

finales des scénarios piézométriques 2 à 5. Généralement orientés parallèlement aux

lignes de courant, ces linéaments ont profité de l’indépendance mathématique existant

entre deux lignes de courant adjacentes pour se développer.

Les inversions réalisées en régime transitoire (SP 6 à 10) produisent des champs

de transmissivités plus lisses que ceux obtenus en régime permanent. Visuellement, la

reconstruction du champ de transmissivités semble meilleure et les limites du cordon

perméable plus semblables à celles du modèle de référence. Les artéfacts observés à
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l’ouest du puits et au nord-ouest du domaine en régime permanent sont inexistants

en régime transitoire. Par ailleurs, les fines bandes de T observées dans les scénarios

piézométriques 2 à 5 ne sont visibles qu’en amont du domaine pour les SP 7 à 10.

L’utilisation de cinq champs de charges permet d’obtenir un facteur de correction

moyen qui atténue l’effet d’une mauvaise estimation des gradients hydrauliques à l’un

des pas de temps.

(a) (b)

(c) (d)

Figure 6.3: Erreur relative d’estimation des gradients pour les champs ĥ des

scénarios piézométriques 2 à 5. (a) à (d) EAR(∇ĥ,∇hR) pour les

scénarios piézométriques 2 à 5.
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Figure 6.4: Variation de la charge hydraulique à partir de la frontière Γ1 à Γ4

pour y=1000 m.

6.1.2 Statistiques de reconstruction

Les différentes statistiques de reconstruction sont présentées au tableau 6.2. Pour

les inversions réalisées en régime permanent, le conditionnement aux charges permet

une diminution de l’erreur initiale (0.8902) de reconstruction de l’ordre de 35% à 54%.

Le meilleur résultat est obtenu lorsque les inversions sont réalisées avec les charges

de référence (scénario piézométrique 1). L’erreur de reconstruction du SP 2 est sta-

tistiquement égale à celle des scénarios piézométriques 3, 4 et 5. Cependant, l’erreur

de reconstruction associée au SP 5 est statistiquement plus élevée que celle du SP

3, qui est elle-même significativement supérieure au EMAE(Y 30, Y R) du SP 1. Dans

l’ensemble, il y a donc une corrélation entre le nombre de mesures piézométriques

(i.e. la qualité de la carte de charges utilisée lors de l’inversion) et la qualité de la

reconstruction du champ de paramètres.

Les corrélations moyennes ont également profité des inversions réalisées en régime

permanent. Initialement de 0.5320, les corrélations finales sont comprises entre 0.7348

et 0.8850. Les tests d’égalités des moyennes des corrélations indiquent que les corréla-

tions des scénarios piézométriques 2 à 4 et 3 à 5 sont statistiquement équivalentes
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Tab. 6.2: Statistiques de reconstruction pour les scénarios 1 à 10.

Scénario EMAE(Y 30, Y R)
Corr(Y 30, Y R)

Y
30

piézométrique log10(m
2/s) log10(m

2/s)

1 0.4100 (0.1201) 0.8850 (0.0660) -3.5712 (0.1433)

2 0.5570 (0.0954) 0.7563 (0.0761) -3.6853 (0.1482)

3 0.5495 (0.0872) 0.7424 (0.0690) -3.6270 (0.1423)

4 0.5667 (0.0919) 0.7353 (0.0796) -3.6101 (0.1441)

5 0.5749 (0.0818) 0.7348 (0.0667) -3.6144 (0.1428)

6 0.3857 (0.1102) 0.9034 (0.0555) -3.5094 (0.1409)

7 0.4930 (0.0781) 0.8023 (0.0576) -3.5537 (0.1342)

8 0.4921 (0.0805) 0.8011 (0.0588) -3.5143 (0.1387)

9 0.5125 (0.0841) 0.7842 (0.0680) -3.4988 (0.1382)

10 0.5307 (0.0777) 0.7739 (0.0619) -3.4646 (0.1353)

entre elles alors que la corrélation du SP 1 est significativement plus élevée. Dans

l’ensemble, on observe une amélioration significative des corrélations avec le champ

de référence en allant des scénarios piézométriques 5 à 1. Celles-ci bénéficient donc

d’une meilleure caractérisation de hR.

Visuellement, l’inversion permet d’améliorer l’identification des variogrammes pour

tous les scénarios piézométriques (voir figure 6.5). Néanmoins, l’inversion semble per-

mettre une meilleure identification du variogramme de T dans le sens de l’écoulement

régional (figures 6.5(a) et 6.5(c)).

Pour l’ensemble des scénarios piézométriques, la moyenne des champs calibrés est

similaire à celle du champ de référence (Y
R

= −3.63). On observe cependant un léger

biais pour les scénarios piézométriques 6 à 10.

L’ajustement des charges en régime transitoire (SP 6 à 10) a engendré une di-

minution de l’erreur de reconstruction de 40% à 57% par rapport à la valeur initiale

de (EMAE(Y i, Y R)). Bien que les erreurs associées aux SP 7 à 9 et 9 et 10 soient

statistiquement équivalentes les unes aux autres, le EMAE(Y 30 , Y R ) du scénario
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Figure 6.5: Variogrammes moyens des germes, du modèle de référence

et des champs obtenus après inversion (log10m
2/s)2. Ligne du

haut : Scénarios piézométriques 1 à 5, ligne du bas : Scénarios

piézométrique 6 à 10. Colonne de gauche : direction est-ouest, co-

lonne de droite : direction nord-sud.
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piézométrique 6 est significativement plus faible que celui du SP 8, qui est lui-même

plus faible que l’erreur associée au SP 10. On observe donc, dans l’ensemble, une

augmentation significative de l’erreur de reconstruction entre les scénarios 6 à 10. À

nouveau, la meilleure reconstruction est obtenue lorsque l’inversion est réalisée avec

les charges hydrauliques réelles (SP 6). À nombre de piézomètres égal, l’erreur de re-

construction est significativement plus faible après les inversions en régime transitoire

qu’après les inversions en régime permanent.

L’inversion transitoire a également permis une amélioration des corrélations. Celles-

ci sont passées de 0.5320 à une corrélation finale comprise entre 0.7739 et 0.9034. Les

tests d’égalités des moyennes des corrélations indiquent que les corrélations des SP 7

et 8 ; 8 et 9 et 9 et 10 sont statistiquement équivalentes au niveau α = 0.025. Glo-

balement, on observe néanmoins une amélioration significative de la corrélation avec

la diminution de l’erreur d’estimation de hR. À nouveau, on note une amélioration

significative des corrélations en passant du régime permanent au régime transitoire.

6.2 Ajustement des charges hydrauliques

6.2.1 Exemples d’inversion en présence d’erreurs d’estima-

tion sur hR

Les charges obtenues en solutionnant le problème direct avec les transmissivités

des figures 6.1 et 6.2 sont présentées aux figures 6.6 et 6.7. Plutôt que de reproduire

le champ de référence, le champ optimisé ressemble davantage au champ ĥ utilisé

lors de l’inversion (comparer avec les figures 3.13 et 3.14). Ceci est particulièrement

apparent pour les scénarios piézométriques 1 et 6. Pour ces scénarios, l’algorithme a

engendré un champ de T plus hétérogène et les discontinuités dans le champ hR ont

pu être reproduites.

Par ailleurs, pour les SP utilisant des charges krigées, même si les charges de

référence ne sont pas reproduites sur tout le domaine, les charges hydrauliques me-

surées aux piézomètres sont bien ajustées par le modèle après 30 itérations (figures 6.8

et 6.9). L’erreur moyenne d’ajustement pour ces exemples est comprise entre 2.4cm

et 7.89cm.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figure 6.6: Champs de charges obtenus après calibration pour les scénarios

piézométriques 1 à 5 avec le germe 96 (m). (a) Champ de référence,

(b) à (f) champs obtenus pour les scénarios piézométriques 1 à 5.
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(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figure 6.7: Champs de charges obtenus après calibration pour les scénarios

piézométriques 6 à 10 avec le germe 96 (m) à t = 0.12d.(a)

Champ de référence,(b) à (f) champs obtenus pour les scénarios

piézométriques 6 à 1.
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Figure 6.8: Comparaison des charges hydrauliques observées et ajustées pour

les scénarios piézométriques 2 à 5 avec le germe 96. (a) à (d)

scénarios piézométriques 2 à 5.
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Figure 6.9: Comparaison des charges hydrauliques observées et ajustées pour

les scénarios piézométriques 7 à 10 avec le germe 96. (a) à (d)

scénarios piézométriques 7 à 10. Les charges observées à t =

0.01, 0.12, 1.2, 11.6 et 116d sont représentées.
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6.2.2 Statistiques d’ajustement

Les statistiques d’ajustement des charges sont présentées au tableau 6.3. Pour

les inversions en régime permanent, l’inversion permet un calage moyen des observa-

tions piézométriques (EMAE(h30
Obs, h

R
Obs)) compris entre 2.91cm et 4.95cm. L’erreur

d’ajustement pour les scénarios piézométriques 2, 3 et 4 est néanmoins statistique-

ment équivalente. L’erreur moyenne diminue ou demeure stationnaire avec l’augmen-

tation du nombre de piézomètres. Il y a donc une amélioration de la capacité de la

méthode de l’estimation successive des flux à caler les charges avec l’augmentation du

nombre de charges à caler. Ceci constitue un trait distinctif de l’approche. En effet,

on rapporte généralement dans la littérature (Capilla et al., 1997; Gagnon, 1998) une

diminution de la qualité de l’ajustement avec une augmentation du nombre de charges

à caler. En régime transitoire, à échantillonnage égal de hR, l’erreur d’ajustement est

sensiblement plus élevée. Les erreurs pour les SP 6 et 7, 8 et 9 sont statistiquement

équivalentes les unes aux autres. On observe toutefois le même phénomène qu’en

régime permanent, à savoir une amélioration ou une stabilité de l’ajustement avec

une augmentation de l’information piézométrique.

À l’exception des statistiques du scénario 2, les erreurs d’ajustement du champ

ĥ utilisé lors de l’inversion sont significativement croissantes pour les scénarios 1,

3, 4 et 5 respectivement. Qui plus est, une corrélation de 0.9903 est obtenue entre

EMAE(h30, ĥ) et EMAE(h30
Obs, h

R
Obs). Il y a donc un lien direct entre l’ajustement des

observations piézométriques et l’ajustement du champ ĥ complet. En régime transi-

toire, les résultats des scénarios piézométriques 6 et 7, 7 et 8, 8 et 9 ne sont pas signi-

ficativement différents. On observe par contre une tendance significative à la hausse

entre les scénarios piézométriques 6 à 10. Pour une erreur d’estimation équivalente,

l’ajustement des charges hydrauliques en régime transitoire (SP 6 à 10 ) est signifi-

cativement moins bon que pour les SP 1 à 5.

On observe un accroissement significatif du EMAE(h30, hR) entre les scénarios

piézométriques 1 à 5. La méthode reproduit donc davantage le champ ĥ utilisé lors

de l’inversion que le champ de référence hR. En régime transitoire, à l’exception

des scénarios piézométriques 8 et 9 qui semblent statistiquement égaux, on observe
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Tab. 6.3: Statistiques d’ajustement des charges pour les scénarios 1 à 10 et

écart-type correspondant ( ).

Scénario EMAE(h30
Obs, h

R
Obs) EMAE(h30, ĥ) EMAE(h30, hR) MAE(ĥ, hR)

piézométrique (m) (m) (m) (m)

1 0.0291 (0.0123) 0.0276 (0.0117) 0.0276 (0.0118) 0

2 0.0364 (0.0070) 0.0358 (0.0100) 0.1186 (0.0069) 0.1180

3 0.0354 (0.0138) 0.0337 (0.0123) 0.1610 (0.0068) 0.1594

4 0.0387 (0.0139) 0.0380 (0.0125) 0.1704 (0.0069) 0.1764

5 0.0495 (0.0147) 0.0457 (0.0098) 0.3057 (0.0114) 0.3269

6 0.0769 (0.0341) 0.0732 (0.0325) 0.0732 (0.0325) 0

7 0.0852 (0.0298) 0.0769 (0.0283) 0.1128 (0.0249) 0.1210

8 0.0942 (0.0308) 0.0833 (0.0285) 0.1360 (0.0238) 0.1613

9 0.0948 (0.0328) 0.0854 (0.0307) 0.1353 (0.0257) 0.1770

10 0.1243 (0.0289) 0.1022 (0.0247) 0.2007 (0.0195) 0.3242

un accroissement de l’erreur d’ajustement du champ de référence pour les scénarios

piézométriques 6 à 10. Cet accroissement est corrélé (0.9991) avec l’erreur d’estima-

tion des charges (EMAE(ĥ, hR)).

Le tableau 6.4 présente l’effet de pépite moyen des champs de transmissivités à

l’itération 30 (C0Y 30) et l’effet de pépite des champs de charges hydrauliques ĥ (C0ĥ).

Ceux-ci sont une mesure du lissage des champs. 1 Puisqu’une corrélation de 0.6165

entre C0Y 30 et C0ĥ est observée, il existe donc un lien entre le lissage de T 30 et le

lissage du champ utilisé lors de l’inversion (ĥ).

1Pour l’obtention de C
0ĥ

, la dérive induite par les conditions frontières et le pompage du puits

a été soustraite aux champs ĥ. L’effet de pépite a été extrait du variogramme calculé à partir des

résidus obtenus après soustraction de la dérive.
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Tab. 6.4: Effet de pépite moyen des champs de transmissivités (C0Y 30) et

effet de pépite des champs de charges hydrauliques ĥ (C0ĥ).

Scénario C0Y 30 C0ĥ

piézométrique (log10(m
2/s)) (m2)

1 0.1776 (0.0155) 0.0738

2 0.0762 (0.0250) 0.0696

3 0.0682 (0.0169) 0.0687

4 0.0579 (0.0159) 0.0671

5 0.0643 (0.0141) 0.0549

6 0.1685 (0.0088) 0.0603

7 0.0308 (0.0063) 0.0563

8 0.0186 (0.0064) 0.0550

9 0.0172 (0.0070) 0.0532

10 0.0239 (0.0086) 0.0440

6.3 Périmètres de protection stochastiques

La détermination des périmètres de protection d’un ouvrage de captage d’eau

potable nécessite de déterminer les temps de transfert au puits. Ceux-ci sont obte-

nus en effectuant la trajectographie de particules à l’aide d’un modèle numérique

préalablement calibré. Le temps associé à la calibration du modèle étant habituel-

lement élevé, seuls quelques scénarios de recharge, de porosité ou de conditions

frontières sont généralement évalués ce qui ne permet pas de balayer l’ensemble des

solutions possibles. La plage des solutions évaluées étant restreinte, des situations

potentiellement dangereuses pour la prise d’eau potable peuvent passer inaperçues.

Par opposition à ces périmètres de protection dits déterministes, les périmètres de

protection stochastiques utilisent l’ensemble des champs de T et de h obtenus après

calibration. Pour chaque solution, les différents périmètres de protection sont calculés

et une probabilité de capture pour chaque point du domaine est facilement obtenue.

Afin d’illustrer les avantages de cette approche, on présente dans cette section les

périmètres de protection stochastiques pour un temps tCAP ≤ 3 ans.
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Figure 6.10: Trajectographie des particules ayant un temps de transfert

tCAP ≤ 3 ans pour le modèle de référence.

L’approche utilisée pour l’obtention des périmètres de protection stochastiques est

la suivante. Pour chaque paire (T 30, h30), une particule non-réactive est injectée au

centre de chaque élément fini. À l’aide de l’algorithme décrit à la section 3.1.5, la tra-

jectoire et le temps de transfert de chaque particule entre son point d’injection et son

point de sortie sont calculés. Si la position finale de la particule se situe à l’intérieur du

puits et que le temps de transfert est inférieur à 3 ans, l’élément contenant le point de

départ se voit attribuer une valeur de 1 (0 sinon). Le processus est répété pour chacune

des 100 inversions et la moyenne des indicatrices de chaque élément correspond alors

à la probabilité de capture de la particule. On suppose ici une porosité effective uni-

forme de ne = 0.3 et une épaisseur saturée de b = 10m. La trajectographie du modèle

de référence pour un temps de transfert inférieur à 3 ans est présentée à la figure 6.10.

Afin de montrer l’apport de l’inversion à la détermination des périmètres de protec-

tion et d’illustrer la non-unicité des solutions au problème inverse, la trajectographie

des particules (tCAP ≤ 3 ans) pour les inversions 63 et 71 est présentée à la figure 6.11.

Même si le conditionnement aux charges permet une amélioration de la délimitation

des périmètres de protection, ceux-ci sont assez différents du périmètre de protection

de référence. La non-unicité des solutions au problème inverse ne permet pas une re-

production parfaite des temps de transfert et de la trajectographie de référence. D’où

la différence observée entre les solutions 63 et 71.
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Figure 6.11: Trajectographie des particules ayant un temps de transfert

tCAP ≤ 3 ans pour les germes 63 et 71 et périmètre de protection

de référence (-). Trajectographie préalablement à l’inversion pour

les germes (a) 63 et (b) 71. Trajectographie après inversion pour

les germes (c) 63 et (d) 71.
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Figure 6.12: Périmètre de protection stochastique pour une probabilité

de capture de 3 ans (PCap(t ≤ 3ans)). (a) à (e) scénarios

piézométriques 1 à 5.
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(d) (e)

Figure 6.13: Périmètre de protection stochastique pour une probabilité

de capture de 3 ans (PCap(t ≤ 3ans)). (a) à (e) scénarios

piézométriques 6 à 10.
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Les périmètres de protection stochastiques pour les scénarios piézométriques 1 à

5 et 6 à 10 sont illustrés aux figures 6.12 et 6.13 respectivement. L’erreur d’identifica-

tion de la probabilité de capture est, quand à elle, présentée au tableau 6.5. Celle-ci

correspond à la somme pondérée de 1 − PCAP (x, y; t ≤ 3ans), x, y ∈ CAP pour les

éléments situés à l’intérieur du périmètre de référence.

Visuellement, on observe que les limites correspondant à une probabilité de capture

p > 0 dépassent toujours le véritable périmètre de protection et que les probabilités

de capture de 60% sont toujours à l’intérieur du véritable périmètre de protection.

Généralement, la surface affectée d’une incertitude est légèrement plus faible en régime

transitoire qu’en régime permanent. On note aussi que l’incertitude s’exprime surtout

dans la direction de l’écoulement régional.

Dans l’ensemble, l’erreur est plus faible en régime transitoire qu’en régime perma-

nent. Les variances relativement élevées associées aux erreurs proviennent du fait que

la distribution des temps de transfert pour un élément donné est très étalée. Si on ex-

clut le scénario piézométrique 2, on obtient une augmentation significative de l’erreur

entre les scénarios piézométriques 1 à 5. Ce phénomène est moins apparent pour les

inversions transitoires. Il semble que la détermination des périmètres de protection

stochastiques bénéficie plus d’un accroissement de la couverture piézométrique que

d’un conditionnement aux charges transitoires.

6.4 Discussion

À la lumière des résultats présentés dans ce chapitre, il apparâıt clairement que

la reconstruction du champ de transmissivités et l’ajustement des charges sont très

adéquats même lorsqu’une estimation de la carte piézométrique est utilisée. Nos

résultats indiquent toutefois que la qualité de l’inversion crôıt avec le nombre de

mesures piézométriques à calibrer. L’augmentation de la couverture piézométrique

permet une diminution de l’erreur d’estimation sur hR et une meilleure reproduction

du champ de gradients ∇hR utilisé lors de l’inversion. Il s’en suit une meilleure re-

construction de T et une meilleure reproduction des charges aux points de mesures.
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Tab. 6.5: Erreur d’identification de la probabilité de capture.

Scénario
E[1 − PCAP (x, y; t ≤ 3ans)]

piézométrique

1 0.2087 (0.0851)

2 0.2296 (0.0922)

3 0.2237 (0.0882)

4 0.2366 (0.0827)

5 0.2506 (0.0952)

6 0.1721 (0.0617)

7 0.1970 (0.0665)

8 0.1932 (0.0683)

9 0.1939 (0.0585)

10 0.2068 (0.0731)

Le fait que l’approche proposée permette un meilleur ajustement des mesures

piézométriques lorsque celles-ci sont nombreuses constitue un avantage important de

l’algorithme par rapport aux autres méthodes d’inversion reconnues. En effet, Capilla

et al. (1997) et Gagnon (1998) font état d’une diminution de la performance de la

méthode des points mâıtres avec une augmentation des mesures piézométriques à ca-

librer.

Nos expérimentations ont montré que l’utilisation de champs de charges krigées a

favorisé l’apparition d’artéfacts et de fines bandes de T dans le champ de transmissi-

vités calibré. Les linéaments ont profité de l’indépendance des flux hydrauliques entre

des tubes de courant adjacents pour se développer. Ceux-ci sont plus fréquemment

observés en régime permanent qu’en régime transitoire. Par ailleurs, la présence de

faibles gradients hydrauliques dans le champ ĥ a créé des zones de plus fortes trans-

missivités alors que les secteurs où les gradients hydrauliques étaient surestimés ont

engendré des transmissivités moindres que les transmissivités de référence. L’ampli-

tude et l’étendue du phénomène sont somme toutes limitées.
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Nos résultats indiquent que la méthode a tendance à reproduire le champ de

charges (ĥ) utilisé pour faire l’inversion plutôt que le champ de charges de référence

(hR). Néanmoins, l’approche reproduit les mesures piézométriques si celles-ci sont

contenues dans le champ ĥ. Puisque l’ajustement n’est pas fait directement sur les

mesures piézométriques mais plutôt sur ĥ, le calage parfait des observations n’est

possible que si la surface ĥ passe par les mesures. Si des erreurs de mesures sont

suspectées, celles-ci peuvent être modélisées lors du krigeage des charges et l’erreur

minimale d’ajustement tendra alors vers hObs − ĥObs. Cette approche est d’ailleurs

recommandée puisqu’elle permet de tenir compte aisément des erreurs de mesure.

Par ailleurs, les charges hydrauliques sont krigées aux nœuds des éléments finis

et les charges aux points de mesures sont obtenues à l’aide des fonctions d’interpo-

lation des éléments finis. Des erreurs d’estimation liées aux fonctions d’interpolation

peuvent être introduites. Cet effet indésirable s’estompe lorsque le nombre d’éléments

finis à proximité du point de mesure augmente.

La corrélation observée entre C0Y 30 et C0ĥ témoigne d’un aspect important de l’al-

gorithme. En l’absence de mesures de T , le degré d’hétérogénéité des transmissivités

calibrées sera fonction uniquement des variations brusques de ĥ. En d’autres termes,

plus le champ de charges utilisé pour l’inversion sera lisse, moins le champ de pa-

ramètres optimisés sera hétérogène. Un champ de T hétérogène sera obtenu seulement

si les charges utilisées lors de l’inversion témoignent de la présence de discontinuités

dans T ou si le champ initial de T renferme lui-même des zones hétérogènes.

Par comparaison aux charges hydrauliques, l’erreur de reconstruction sur T de-

meure élevée. L’explication de ce phénomène réside essentiellement dans le fait qu’une

erreur sur la reproduction du gradient engendre une erreur proportionnelle sur la

transmissivité. Néanmoins, nos résultats se comparent à ceux présentés par Hendricks-

Franssen et Gomez-Hernandez (2003) et Zimmerman et al. (1998) qui font état d’er-

reurs finales équivalentes, voire supérieures à celles présentées dans ce chapitre. Cette

comparaison est sujette à caution car les erreurs initiales présentées par ces auteurs

sont inconnues et dépendent fortement de la situation particulière modélisée.
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Les expérimentations réalisées montrent que la reconstruction du champ de pa-

ramètres et la détermination des périmètres de protection bénéficient de l’informa-

tion supplémentaire contenue dans la variation temporelle des charges. Nos résultats

montrent qu’à échantillonnage égal de hR, la reconstruction est significativement

meilleure lorsque l’inversion est réalisée en régime transitoire et ce, même si les charges

hydrauliques transitoires sont moins bien ajustées qu’en régime permanent. Cette

meilleure reconstruction s’explique par deux raisons : 1 - la calibration temporelle des

charges contraint davantage les transmissivités calibrées et 2 - l’utilisation de plusieurs

champs de charges permet de compenser les erreurs d’interpolation introduites à l’un

ou l’autre des pas de temps. Le dernier aspect est propre à la méthode de l’estimation

successive des flux.
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Chapitre 7

Application à l’aquifère de

Lachenaie

Au cours des dernières années, le site expérimental de Lachenaie a été l’objet

de nombreuses études de caractérisation (Acevedo (1996); Gagnon (1998); Gloaguen

et al. (2001); Chapuis et al. (2005a,b)). Plus particulièrement, Gagnon (1998) a uti-

lisé le site afin d’évaluer la performance de la méthode des points mâıtres (Gomez-

Hernandez et al., 1997).

Dans ce chapitre, la méthode de l’estimation successive des flux est utilisée pour

ajuster les mesures piézométriques rapportées par Gagnon (1998). Notre étude se

veut néanmoins relativement modeste et a principalement pour but d’évaluer le com-

portement de la méthode d’inversion proposée dans une situation réelle d’application.

Ce chapitre se divise en trois parties. Dans un premier temps, une présentation

des conditions hydrogéologiques prévalant au site et une présentation du modèle

numérique utilisé sont effectuées. Dans la seconde partie du chapitre, les résultats

de l’inversion sont exposés. Ceux-ci incluent une comparaison entre les conductivités

hydrauliques mesurées sur le site et celles obtenues après inversion ainsi qu’une com-

paraison des erreurs d’ajustement des charges. Finalement, le chapitre se termine par

une discussion des résultats.
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7.1 Description du site

Le site expérimental de Lachenaie est situé à une cinquantaine de kilomètres au

nord de Montréal (voir Chapuis et al. (2005b) pour la localisation du site). Le site

a une superficie d’environ 100m × 100m et en 1998, 48 sondages y avaient été ef-

fectués. Des piézomètres de 3.175 cm de diamètre ayant des ouvertures de 0.51mm

ont été aménagés dans les sondages. À l’exception du puits situé en (-50,20), les

piézomètres ne possèdent pas de massif filtrant. Dans le secteur à l’étude, les crépines

sont aménagées à la base des sondages et ont des longueurs comprises entre 0.26 et

0.66 mètre.

Les sondages ont mis en évidence un aquifère à nappe libre composé d’un sable

moyen contenant rarement de fines lentilles de silt (Chapuis et al., 2005b). On re-

trouve, à une profondeur variant entre 2.6 et 4.0 mètres, des argiles marines de

Champlain non-fissurées d’une conductivité hydraulique d’environ 10−9m/s. Cette

unité hydrostratigraphique constitue le substratum imperméable de l’aquifère.

7.1.1 Champ piézométrique

On trouve au nord-ouest du site un plan d’eau à l’élévation 13 mètres que l’on

considère en équilibre hydrostatique avec la nappe libre de l’aquifère. Cette infor-

mation ainsi que le relevé piézométrique de Gagnon (1998) daté du 23 novembre

1996 ont été utilisés afin d’estimer la carte piézométrique présentée à la figure 7.1.

Cette carte a été obtenue par krigeage universel avec un modèle de covariance gra-

vimétrique ayant une portée effective de 30m, un plateau de 3.8m2 et un effet de

pépite de 0.005m2. Puisque les piézomètres situés en (1,40), (1,60) et (-30,80), (-40,80)

présentaient des charges identiques et que ces mesures nous semblaient incompatibles

avec le régime d’écoulement du site, un effet de pépite supplémentaire de 0.01m2

a été ajouté à ces mesures afin d’inclure d’éventuelles erreurs de mesure (ceci ex-

pliquant pourquoi les équipotentielles apparaissent incompatibles avec ces mesures).

L’erreur moyenne absolue entre les mesures piézométriques et les charges krigées aux

piézomètres (MAE(ĥObs, h
R
Obs)) est de 1.05cm. On retient que 60.4% de cette valeur
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provient d’une erreur de −10.50cm, −9.25cm et 4.98cm pour les piézomètres (1,40),

(-30,80) et (-100,20) respectivement.

Suite à la discussion de Gagnon (1998), la mesure prise au piézomètre (20,-57) a

été considérée erronée et a été retirée du jeu de données. Quelques points doublons

ont été ajoutés afin d’étendre correctement les mesures piézométriques aux limites du

domaine. Ceux-ci sont surtout situés au sud et au nord du domaine.

Figure 7.1: Localisation des piézomètres et carte de charges hydrauliques au

site de Lachenaie à partir des mesures relevées par Gagnon (1998)

le 23 novembre 1996 (m).
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7.1.2 Élévation du substratum et épaisseur saturée

Les sondages effectués sur le site ont permis d’atteindre la couche d’argile à 24

reprises. La profondeur à laquelle l’interface a été atteinte a été utilisée afin de cal-

culer le variogramme omnidirectionnel de l’élévation de l’argile (voir figure 7.2(a)) et

d’estimer l’élévation du substratum (zSub) présentée à la figure 7.3(a). La profondeur

du substratum au piézomètre (-49,20) étant incompatible avec les relevés géoradar

effectués par Gloaguen et al. (2001), cette mesure n’a pas été considérée lors du kri-

geage de zSub. Dans l’ensemble, la variation totale de zSub est inférieure à 1 mètre

mais on observe tout de même de brusques variations de la surface argileuse dans le

secteur du piézomètre (-50,30).

L’épaisseur saturée de l’aquifère (b) a été obtenue en soustrayant aux charges de la

figure 7.1 l’élévation de l’argile (ĥ−zSub). La carte de l’épaisseur saturée est présentée

à la figure 7.3(b). L’épaisseur saturée de l’aquifère est comprise entre 0.6 et 2.6 mètres

et diminue assez régulièrement vers le sud-est.
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Figure 7.2: Variogramme omnidirectionnel de (a) l’élévation de l’argile (m2)

et (b) des transmissivités déduites des essais in situ (log10(m
2/s))2
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(a) (b)

Figure 7.3: Sondages ayant atteint le substratum imperméable et cartes

krigées de (a) l’élévation du substratum imperméable (m) et (b)

de l’épaisseur saturée de l’aquifère de Lachenaie (m).

7.1.3 Champ initial de transmissivité

Dans le cadre de son projet de mâıtrise, Gagnon (1998) a réalisé des essais de

conductivité hydraulique à niveau descendant dans 36 des 48 piézomètres présents sur

le site. L’interprétation des essais a été faite selon la méthode de Bouwer et Rice (1976)

et indique que la conductivité hydraulique est comprise entre 10−4.00 et 10−2.82m/s

pour une moyenne de 10−3.36m/s. Ces résultats sont comparables aux conductivités

moyennes obtenues ultérieurement par analyses granulométriques (10−3.14m/s), par

essais à niveau variable (10−3.09m/s), par essais de pompage (10−3.14m/s) (Chapuis

et al., 2005a) et à ceux obtenus par Géoradar (10−3.13m/s) dans le secteur du puits

(Gloaguen et al., 2001).

Les mesures tirées de Gagnon (1998) ont été utilisées conjointement avec les

épaisseurs saturées observées ou estimées par krigeage afin de calculer le variogramme

expérimental de la transmissivité de l’aquifère (voir figure 7.2(b)). Le modèle de co-

variance ajusté et les 36 mesures expérimentales ont été utilisés afin de kriger un

champ initial de transmissivités, celui-ci est présenté à la figure 7.4(a). Le champ de
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conductivités hydrauliques (figure 7.4(b)) a été obtenu en divisant la transmissivité

par l’épaisseur saturée (K = T/(ĥ − zSub)) pour chacun des éléments de la grille

d’éléments finis. La moyenne des conductivités pondérées par la surface relative de

chaque élément est 10−3.43m/s.

7.1.4 Modèle numérique et paramètres de l’inversion

L’épaisseur saturée étant relativement faible par comparaison à l’extension de

l’aquifère, un modèle numérique bidimensionnel a été jugé satisfaisant pour simuler

l’écoulement de l’eau souterraine dans l’aquifère de Lachenaie. Le problème a été

discrétisé en 10060 éléments finis triangulaires d’ordre 2. L’étang situé au nord-ouest

du domaine a été modélisé à l’aide d’une condition frontière de type Dirichlet ayant

une valeur de 13m. Pour toutes les autres frontières, les charges hydrauliques krigées

ont été utilisées comme frontières à charges constantes. Les données disponibles ne

permettant pas de statuer sur la présence d’un terme source, celui-ci a été supposé nul.

Le problème direct a été résolu avec la transmissivité plutôt qu’avec la relation

T = K(h− zSub). De cette façon, le problème est demeuré linéaire ce qui a permis un

gain appréciable en temps de calcul. Le champ de conductivités hydrauliques a été

obtenu lors d’un post-traitement.

Le champ de T obtenu à la section précédente a été utilisé comme solution initiale

pour l’inversion. Celle-ci a été réalisée avec un schéma d’amortissement exponentiel

ayant un amortissement initial β0 = 0.025 et une portée α de 15 itérations. Une

contrainte relative ∆Y de 4 et des contraintes absolues de 10−6 et 10−1 m/s ont été

utilisées. Aucune contrainte sur les mesures de T n’a été imposée. Le processus itératif

a été limité à 20 itérations. Le champ de charges utilisé pour l’inversion (ĥ) est le

champ présenté à la figure 7.1.
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7.2 Inversion de l’aquifère de Lachenaie

7.2.1 Champ calibré de transmissivités

Le champ de transmissivités obtenu suite à l’inversion est présenté à la figure

7.4(c). Bien que la plage des valeurs de T obtenues soit comparable aux valeurs ini-

tiales, la texture du champ est assez différente de l’image initialement soumise à

l’algorithme d’inversion (figure 7.4(a)). En effet, des deux linéaments verticaux plus

transmissifs qui étaient visibles dans le germe, seules quelques zones de plus forte

transmissivité demeurent visibles après inversion ((-100,20), (-50,20) et (-60,85)). Par

ailleurs, dans les secteurs (-70,60) et (-10,5), la transmissivité finale est augmentée

alors que le phénomène inverse est observé près de la coordonnée (-20,90). Néanmoins,

dans de nombreuses zones les modifications sont minimes.

Visuellement, la carte des conductivités hydrauliques optimisées montre moins de

variations que le champ de transmissivités (7.4(d)). La moyenne du champ calibré est

de 10−3.47m/s ce qui est comparable à la moyenne du champ initial, mais légèrement

plus faible que la moyenne des mesures rapportées par Gagnon (1998) (10−3.36m/s).

On note cependant que le regroupement de mesures situées près du puits biaise à

la hausse cette moyenne. Toutes les valeurs sont situées à l’intérieur d’un intervalle

compris entre 10−4.38 et 10−2.79 m/s sans qu’aucune contrainte relative ou absolue

n’ait été activée.

Quatre zones distinctes ((-100,10), (-20,10), (-20,90), (-10,55)) ressortent de l’image.

Ces discontinuitées pourraient être réelles. Mais, si on considère l’aquifère homogène,

celles-ci pourraient trouver leur explication dans la présence d’erreurs de mesure sur h

engendrant des erreurs d’estimation sur ∇ĥ. C’est d’ailleurs ce que l’on suspecte près

des coordonnées (-10,55). Le phénomène pourrait aussi être lié à la présence d’une

recharge/décharge verticale sur le site. Les données disponibles ne permettant cepen-

dant pas de statuer sur une recharge, celle-ci a été supposée nulle lors de l’inversion.
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(a) (b)

(c) (d)

Figure 7.4: Localisation des essais de perméabilité in situ et résultats de l’in-

version. (a) Transmissivités initiales (log10(m
2/s)), (b) conducti-

vités hydrauliques initiales (log10(m/s)), (c) transmissivités opti-

misées (log10(m
2/s)) et (d) conductivités hydrauliques optimisées

(log10(m/s)).

Puisque l’inversion n’a pas été contrainte par les mesures de K, celles-ci sont

comparées aux conductivités hydrauliques optimisées sur la figure 7.5. Bien que la

corrélation ne soit pas élevée (0.166), l’erreur moyenne de reproduction des mesures

est 100.0505 m/s. Les mesures expérimentales de T et les valeurs numériques obtenues
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après l’inversion sont présentées au tableau 7.2. Sept mesures expérimentales de T

présentent une erreur ‖ǫK‖ > 0.45. Trois d’entres elles sont situées au sud du site

((-100,5), (-60,5) et (-20,5)) alors que les quatre autres sont regroupées aux coor-

données ((-60,60), (-40,40), (-40,60) et (-30,80)). Compte tenu des sources d’erreurs

possibles (incertitude sur le coefficient de forme, colmatage de la crépine, estimation de

l’épaisseur saturée, développement, mesure des charges, arpentage des piézomètres),

il semble que la méthode reproduise adéquatement les mesures de K. On ne peut at-

tribuer la différence observée à un quelconque effet de support, Chapuis et al. (2005b)

ayant observé que l’effet d’échelle sur le site était négligeable.
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Figure 7.5: Comparaison des mesures et des résultats de l’inversion au site

de Lachenaie. (a) Conductivité hydraulique (m/s) et (b) charge

hydraulique (m).



154

7.2.2 Ajustement des mesures piézométriques

L’ajustement des charges était, préalablement à l’inversion, inférieur à 5cm. L’ho-

mogénéité de l’aquifère et de la solution initiale ainsi que l’absence de frontières

de type Neumann ont favorisé cette faible erreur d’ajustement initiale. Néanmoins,

l’inversion a permis une diminution du MAE(hi
obs, h

R
obs) d’un facteur de 3.7 et une

diminution de l’erreur d’ajustement de ĥ (MAE(hi, ĥ)) d’un facteur de 120 (voir le

tableau 7.1). L’erreur d’ajustement des mesures piézométriques est, après inversion,

de 1.21 cm. La différence moyenne entre le champ de charges final et le champ ĥ de

la figure 7.1 est de 3mm.

Tab. 7.1: Erreurs d’ajustement des charges piézométriques observées au site

de Lachenaie.

Itération
MAE(hi

obs, h
R
obs) MAE(hi, ĥ)

(m) (m)

0 0.0476 0.0387

20 0.0122 0.0030

Les charges observées et calculées sont comparées à la figure 7.5(b) alors que le ta-

bleau 7.2 montre la localisation des erreurs d’ajustement. À l’exception des mesures

prises aux piézomètres (1,40), (-30,80) et (-100,20), les charges hydrauliques sont

presque parfaitement ajustées après l’inversion. Ces piézomètres précédents contri-

buent pour un total de 52% à l’erreur finale d’ajustement. Il était possible d’obte-

nir une erreur d’ajustement plus faible en diminuant l’effet de pépite attribué à ces

piézomètres. Cependant, les équipotentielles ainsi obtenues ne concordaient pas avec

la piézométrie générale du site. Il a donc été jugé préférable de kriger avec un effet

de pépite.
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Tab. 7.2: Mesures expérimentales rapportées par Gagnon (1998) et valeurs

obtenues après inversion aux points de mesures.

x y log10Kobs log10K
20
obs ǫK hobs h20

obs ǫh

(m) (m) (log10(m/s)) (log10(m/s)) (log10(m/s)) (m) (m) (m)

-100 5 -3.357 -2.903 -0.454 12.330 12.355 0.025

-100 20 -2.824 -3.187 0.363 12.600 12.649 0.049

-90 80 - - - 13.000 12.999 -0.001

-80 5 -3.745 -3.371 -0.374 12.200 12.195 -0.005

-80 20 -3.796 -3.521 -0.275 12.440 12.439 -0.001

-80 40 -3.328 -3.411 0.083 12.810 12.807 -0.003

-60 20 -3.620 -3.296 -0.324 12.230 12.229 -0.001

-60 5 -2.959 -3.403 0.445 12.030 12.026 -0.004

-60 40 -3.796 -3.638 -0.158 12.540 12.539 -0.001

-60 60 -4.000 -3.398 -0.602 12.720 12.722 0.002

-60 80 -3.292 -3.579 0.287 12.910 12.912 0.002

-57 20 -3.244 -3.205 -0.040 - - -

-54 20 -3.167 -3.167 -0.000 12.170 12.179 0.009

-51 20 -3.081 -3.197 0.116 12.160 12.158 -0.002

-50 21 -3.143 -3.248 0.105 12.160 12.163 0.003

-50 30 -3.051 -3.478 0.427 12.290 12.292 0.002

-50 34 -3.538 -3.560 0.022 12.370 12.360 -0.010

-50 40 -3.678 -3.488 -0.189 12.480 12.460 -0.020

-50 24 -2.921 -3.308 0.388 12.220 12.201 -0.019

-50 20 - - - 12.160 12.151 -0.009

-50 27 - - - 12.250 12.244 -0.006

-49 20 -2.921 -3.249 0.328 12.140 12.144 0.004

-46 20 -3.194 -3.312 0.118 12.130 12.124 -0.006

-43 20 - - - 12.120 12.105 -0.015

-40 5 -2.959 -3.317 0.359 11.880 11.879 -0.001

-40 20 -3.292 -3.457 0.164 12.090 12.084 -0.006

-40 40 -3.180 -3.637 0.456 12.350 12.361 0.011
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Tab. 7.2: Suite du tableau 7.2. Mesures expérimentales rapportées par Ga-

gnon (1998) et valeurs obtenues après inversion aux points de

mesures.

x y log10Kobs log10K
20
obs ǫK hobs h20

obs ǫh

(m) (m) (log10(m/s)) (log10(m/s)) (log10(m/s)) (m) (m) (m)

-40 80 -3.796 -3.571 -0.225 12.790 12.800 0.010

-40 60 -3.310 -3.848 0.538 12.600 12.611 0.011

-30 80 -3.102 -3.641 0.539 12.790 12.699 -0.091

-20 5 -3.481 -2.889 -0.592 11.770 11.772 0.002

-20 20 -3.638 -3.222 -0.416 11.940 11.950 0.010

-20 80 -3.509 -3.682 0.174 12.600 12.605 0.005

-20 60 -3.268 -3.292 0.024 12.470 12.467 -0.003

-20 40 -3.337 -3.781 0.443 12.280 12.278 -0.002

1 5 -3.252 -3.359 0.107 11.710 11.708 -0.002

1 20 -3.469 -3.618 0.149 11.940 11.935 -0.005

1 80 -3.569 -3.578 0.010 12.610 12.607 -0.003

1 60 -3.538 -3.320 -0.217 12.400 12.394 -0.006

1 40 -3.523 -3.564 0.041 12.400 12.290 -0.110

7.3 Inversion contrainte par les mesures de conduc-

tivité

Afin d’évaluer l’apport des mesures de conductivité, une nouvelle inversion a été

réalisée sous la contrainte d’une parfaite reproduction des mesures de K. Les champs

de T et de K ainsi obtenus sont présentés à la figure 7.6. On remarque que l’intégration

des mesures de K a peu apporté à l’inversion. L’allure générale des champs de pa-

ramètres est identique à ce qui a été obtenu à la section précédente. Plusieurs dis-

continuités dans les champs de paramètres sont néanmoins visibles. Celles-ci sont des

manifestations du problème de Cauchy et apparaissent lorsque la différence entre la

mesure et la valeur obtenue dans les éléments adjacents est importante. Le sillage de

l’élément contraint est aussi parfois affecté.
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(a) (b)

Figure 7.6: Résultat de l’inversion sous contrainte des mesures de T/K. (a)

Champ de transmissivités (log10(m
2/s)) et (b) champ de conduc-

tivités hydrauliques (log10(m/s)).

Par ailleurs, l’impact sur les différentes erreurs d’ajustement des charges est négli-

geable. Les erreurs d’ajustement obtenues (voir le tableau 7.3) sont en effet presque

identiques.

Tab. 7.3: Erreurs d’ajustement des charges piézométriques observées au site

de Lachenaie.

Itération
MAE(hi

Obs, h
R
Obs) MAE(hi, ĥ)

(m) (m)

0 0.0476 0.0387

20 0.0125 0.0031
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7.4 Discussion

La calibration d’un modèle numérique représentant un aquifère réel demeure un

test important pour une méthode d’inversion. La présence d’erreurs de mesure sur

la variable d’état et sur les paramètres mesurés, le respect des descriptions strati-

graphiques et la reproduction d’essais de traceur ou de pompage sont difficilement

intégrés lors de l’inversion.

L’objectif de ce chapitre n’était pas de faire une étude exhaustive du site de

Lachenaie, mais plutôt d’évaluer si la méthode de l’estimation successive des flux

était efficace dans un contexte réel d’application. Dans cette optique, nos résultats

ont montré que la méthode pouvait à la fois caler presque parfaitement des mesures

piézométriques tout en reproduisant relativement bien les mesures de conductivité

faites sur le site.

L’écart observé entre les mesures de conductivité hydraulique et les valeurs obte-

nues par l’inversion est essentiellement attribué à l’imprécision des essais de conducti-

vité hydraulique in situ et au fait que des erreurs piézométriques ont pu engendrer une

mauvaise estimation du champ de gradients hydrauliques utilisé pour l’inversion. Par

ailleurs, la présence d’une recharge, non considérée lors de l’inversion, peut également

expliquer cet écart.

Nos résultats ont montré que l’apport des mesures de conductivité à l’inversion

est faible et que même si le domaine ne contient pas de conditions frontières de type

Neumann, le biais obtenu entre la moyenne des mesures expérimentales de K et la

moyenne du champ de K est négligeable. Par ailleurs, le champ de conductivités

hydrauliques obtenu possède une moyenne presque identique à celle des mesures rap-

portées par Gagnon (1998).
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Conclusions

La résolution du problème inverse demeure un problème important en hydrogéolo-

gie. À ce jour, la plupart des méthodes d’inversion reposent sur des techniques d’op-

timisation non-linéaires qui sont coûteuses en temps de calcul. Cette thèse propose

plutôt l’utilisation de la relation linéaire liant localement la conductivité et le gra-

dient hydraulique pour l’obtention rapide d’une solution au problème inverse en hy-

drogéologie.

La méthode d’inversion proposée s’appuie sur une résolution itérative et discrète

du problème de Cauchy s’apparentant à la méthode du modèle de comparaison. Parce

qu’il n’y a pas d’optimisation en tant que tel, l’approche est de un à deux ordres de

grandeur plus rapide que les méthodes d’inversion conventionnelles. De plus, le gain

en rapidité n’entrâıne pas de perte de calibration.

Nos résultats montrent qu’en présence d’erreurs d’estimation sur la charge hy-

draulique, l’ajout d’un amortissement apporte beaucoup de robustesse et de stabilité

à l’inversion. Parmi les fonctions d’amortissement évaluées, le schéma d’amortisse-

ment exponentiel est celui qui a montré les meilleurs résultats. Pour le cas étudié, il

est montré que les paramètres contrôlant la décroissance du coefficient d’amortisse-

ment n’exigent pas un ajustement délicat de la part de l’opérateur.

Nos expérimentations indiquent que la reconstruction du champ de transmissi-

vités est adéquate même lorsqu’une estimation de la carte piézométrique est uti-

lisée. De plus, la reconstruction du champ de paramètres et l’ajustement des charges

s’améliore avec le nombre d’observations piézométriques à calibrer ce qui n’est pas

nécessairement le cas pour les autres méthodes d’inversion.
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La comparaison des inversions faites en régime permanent et transitoire indique

que la reconstruction du champ de paramètres et la détermination des périmètres

de protection bénéficient de l’information supplémentaire contenue dans la variation

temporelle des charges hydrauliques.

La calibration d’un modèle numérique représentant l’aquifère expérimental de La-

chenaie a montré que l’apport des mesures de conductivité à l’inversion demeure locale

et contribue assez peu à la définition de l’ensemble des conductivités hydrauliques du

site.

Éléments novateurs

L’approche proposée peut-être vue comme une extension de la méthode du modèle

de comparaison (Ponzini et Lozej, 1982). Les points originaux développés dans cette

thèse sont les suivants :

– développement théorique qui établit clairement le lien entre le modèle de com-

paraison et la résolution du problème de Cauchy ;

– inclusion d’une fonction d’amortissement qui assure des modifications graduelles

du champ initial des paramètres et permet d’accrôıtre la stabilité des résultats

obtenus ;

– extension de la méthode du modèle de comparaison au cas transitoire ;

– extension au cas 3D ;

– utilisation de champs de charges krigées pour l’inversion.

Une autre contribution importante de cette thèse est le développement d’un pro-

gramme d’inversion souple et flexible évoluant dans l’environnement Matlab et per-

mettant la calibration de modèles numériques 2D et 3D en régime permanent ou

transitoire. Ce programme est actuellement utilisé pour l’étude de l’aquifère régional

de Châteauguay (Québec, Canada) dans le cadre de projet conjoint avec la Commis-

sion Géologique du Canada. Un transfert technologique vers des firmes de consultants

est également en cours.
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L’objectif général de cette thèse ainsi que les objectifs spécifiques ont été atteints.

La méthode d’inversion qui en découle est rapide et peut être utilisée à partir d’un

champ de charges krigées. Les évaluations réalisées ont démontré son applicabilité sur

un cas réel et sur de multiples cas simulés.

Travaux ultérieurs

Les techniques actuelles d’interpolation des mesures piézométriques dans un es-

pace tridimensionnel s’accomodent difficilement de la rareté des mesures, de l’influence

des conditions frontières ou de la présence de termes source dans le champ de charges.

Nous croyons que le développement de méthodes permettant la régionalisation adéqua-

te des mesures piézométriques dans un espace tridimensionnel est une étape nécessaire

et préalable à la réalisation d’inversions 3D en milieu professionel par la méthode de

l’estimation successive des flux. En ce sens, l’utilisation du krigeage avec une dérive ex-

terne obtenue numériquement pourrait permettre d’estimer correctement l’ensemble

du champ piézométrique 3D.

Afin de limiter le développement de linéaments dans le champ de K, conséquence

de l’indépendance du flux entre des tubes d’écoulement adjacents, diverses avenues

pourraient être étudiées. Notamment, l’obtention de nouvelles valeurs de K par la

méthode de l’estimation successive des flux sur une grille quelconque, l’utilisation de

ces nouvelles valeurs à titre de valeur échantillon et leur régionalisation sur l’ensemble

des partitions numériques par krigeage est une avenue à explorer. Celle-ci permettrait

d’inclure plus aisément les mesures de K tout en générant un champ plus lisse.

Une étude stochastique complète devrait aussi permettre d’intégrer des champs

de charges et des conditions frontières différents lors des inversions. En ce sens, une

méthode de simulation de h assurant l’obtention de champs ĥ réalistes physiquement

est nécessaire.

Pour les écoulements non-saturés, la résolution du problème inverse consiste alors

à la détermination d’un ensemble de fonctions différentes plutôt qu’à la détermination
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de paramètres localement constants. D’un point de vue théorique, si un ou plusieurs

champs pressiométriques sont connus, la méthode de l’estimation successive des flux

permet de reconstruire ponctuellement les courbes de conductivité hydraulique en

fonction de la succion. Cependant, le couplage du problème d’écoulement non-saturé

à un problème non-linéaire comme le problème inverse risque d’engendrer une instabi-

lité importante et une régularisation des paramètres à l’aide d’une formule empirique

serait probablement nécessaire. Par ailleurs, l’approche repose sur une estimation du

champ de succions ce qui, compte tenu de la rareté des mesures, est difficile à obtenir

en pratique.
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Annexe A

Exemples numériques simples

A.1 Solution analytique de Thiem

L’équation de Thiem est utilisée afin de résoudre analytiquement un problème

d’écoulement dans une nappe captive en régime permanent (problème direct). Les

données proviennent de Todd (1980) en page 127 (Q = 2500m3/d, s = 0.000206,

r = 60m, TR = 1110m2/d).

Afin de calculer les gradients hydrauliques ∇hR et ∇hi, les charges sont calculées

à r = 60m et r = 60.05m (∇h = (h(60.05) − h(60))/0.05). Une seule intération est

réalisée avec un amortissement β = 0 et une transmissivité initiale T 0 = 2800m2/d.

Le tableau suivant montre les principales étapes de calcul ayant permis de retrouver

la transmissivité de référence à partir d’un germe initial à 2800m2/d.

t
λk ‖∇hR

k ‖2 ‖∇h0
k‖2 δk =

‖∇h0

k
‖2+βi

‖∇ĥk‖2+βi

T 1
k = T 0 · δk · λk

(d) (m2/d)

∞ 1 0.00668841 0.00265148 0.39642857 1110.00000001

Tab. A.1: Exemple numérique simple en régime permanent utilisant

l’équation de Thiem pour la solution du problème direct.
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A.2 Solution analytique de Theis

L’équation de Theis est utilisée afin de résoudre analytiquement un problème

d’écoulement en régime transitoire. Les données proviennent toujours de Todd (1980)

en page 127. Néanmoins, contrairement à ce dernier, le temps t est en jours en non en

secondes. Les tableaux suivant montrent les principales étapes de calcul ayant permis

de retrouver la transmissivité de référence à partir d’un germe initial à 2800m2/d.

Tab. A.2: Exemple numérique simple en régime transitoire utilisant

l’équation de Theis pour la solution du problème direct.

t λk ‖∇ĥk‖2 ‖∇h0
k‖2 δk =

‖∇h0

k
‖2+βi

‖∇hR
k
‖2+βi

T 1
k = T 0 · δk · λk

(d) (tk − tk−1)/tf (m2/d)

1.0 0.01250 0.00668729 0.00265130 0.39646857 13.87640001

1.5 0.00625 0.00668767 0.00265136 0.39645524 6.93796666

2.0 0.00625 0.00668785 0.00265139 0.39644857 6.93784999

2.5 0.00625 0.00668797 0.00265141 0.39644457 6.93777999

3.0 0.00625 0.00668804 0.00265142 0.39644190 6.93773333

4.0 0.01250 0.00668813 0.00265143 0.39643857 13.87534999

5.0 0.01250 0.00668819 0.00265144 0.39643657 13.87527999

6.0 0.01250 0.00668823 0.00265145 0.39643524 13.87523333

8.0 0.02500 0.00668827 0.00265146 0.39643357 27.75034999

10.0 0.02500 0.00668830 0.00265146 0.39643257 27.75027999

12.0 0.02500 0.00668832 0.00265146 0.39643190 27.75023332

14.0 0.02500 0.00668833 0.00265147 0.39643143 27.75019999

18.0 0.05000 0.00668835 0.00265147 0.39643079 55.50031110

24.0 0.07500 0.00668837 0.00265147 0.39643024 83.25034999

30.0 0.07500 0.00668838 0.00265147 0.39642990 83.25027999

40.0 0.12500 0.00668838 0.00265147 0.39642957 138.75034999

50.0 0.12500 0.00668839 0.00265147 0.39642937 138.75027999

60.0 0.12500 0.00668839 0.00265147 0.39642924 138.75023332

80.0 0.25000 0.00668840 0.00265148 0.39642907 277.50034999
∑

λk = 1
∑

T 0 · δk · λk 1110.006810953955
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Annexe B

Programme d’inversion développé

B.1 Programme HydroGeo Inv

B.2 Exemples de fichiers de paramètres
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Annexe C

Évaluation sommaire du logiciel

d’éléments finis Femlab 3.0a

Une évaluation sommaire du logiciel d’éléments finis Femlab version 3.0a a été

réalisée en comparant les résultats numériques aux solutions analytiques de Thiem et

de Dupuit. Le problème considéré est un aquifère circulaire ayant un rayon extérieur

(ra) de 1000 m, une épaisseur de 10m (b) et une conductivité hydraulique homogène

(K) de 1×10−5m/s. Un puits de 1m de rayon (rw) est situé au centre du domaine. Des

conditions frontières de type Dirichlet valant ha = 100m et hw = 60m sont imposées

respectivement sur la périphérie de l’aquifère et sur la périphérie du puits. Le domaine

est discrétisé en 36582 éléments triangulaires d’ordre 2. Un solveur non-linéaire est

utilisé pour résoudre numériquement le problème d’écoulement en nappe libre.

QThiem = −2πKb(ha − hw)/ln(ra/rw) (C.1)

QDupuit = −πK(h2
a − h2

w)/ln(ra/rw) (C.2)

L’évaluation du logiciel d’éléments finis a été réalisée en comparant le débit ana-

lytique donné par les formules C.1 et C.2 à celui estimé numériquement. Par la suite,

le débit analytique ainsi que la charge à r = rw ont été supposés connus ce qui a

permis le calcul des charges entre le puits et la frontière. 500 points d’évaluation ont

été utilisés pour le calcul de l’erreur de reproduction des charges. Les résultats sont

présentés au tableau C.1. Ceux-ci indiquent que l’erreur relative entre les débits analy-
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tiques et numériques est toujours inférieure à 0.2% alors que l’erreur de reproduction

des charges est inférieure à 1 mm.

Tab. C.1: Comparaison des résultats numériques fournis par Femlab aux so-

lutions analytiques de Thiem et de Dupuit.

Formule QAna QNum Erreur relative MAE(hAna, hNum)

Analytique (m3/s) (m3/s) (%) (m)

Thiem -0.00363834 -0.00363513 0.08805853 0.00030146

Dupuit -0.02910670 -0.02905886 0.16434611 0.00044950
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Annexe D

Évaluation de l’algorithme de

trajectographie

Une évaluation de l’algorithme a été réalisée en comparant des résultats numériques

avec les solutions analytiques développées par Bear et Jacobs (1965) pour un aquifère

respectant les hypothèses de Dupuit (Todd, 1980). Pour un puits situé en (xw, yw),

pompant à un débit Qw et affecté d’un flux régional qo = T i, le temps de transfert

entre une particule injectée en (x, y) et le puits est donnée par :

t =
(x − xw)n

qo

− Qwn

2πbq2
o

ln
sin(2πbqo(y − yw)/Qw + θ)

sin θ
y 6= yw (D.1)

t =
(x − xw)n

qo

− Qwn

2πbq2
o

ln (1 + 2πbqo(x − xw)/Qw) y = yw (D.2)

avec

θ = arctan
(y − yw)

(x − xw)
(D.3)

Afin de minimiser l’influence des conditions frontières et les erreurs de discré-

tisation, un modèle numérique de grande taille (6000m × 6000m), constitué de 23

026 éléments quadratiques a été utilisé. Les conditions frontières ont été choisies

de façon à engendrer un gradient hydraulique régional de 7.5 × 10−5. Le débit du

puits est de Qw = 0.001571m3/sec et est situé en (xw = 2500, yw = 3000) au sein

d’un aquifère homogène de transmissivité 1× 10−3m2/s. La porosité de l’aquifère est

n = 0.3, l’épaisseur b de 10m et le flux hydraulique régional vaut qo = 7.5×10−7m2/s.
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L’évaluation de l’algorithme a été réalisée pour deux particules non-réactives

situées en amont du puits. Les résultats sont présentés au tableau D.1. La trajec-

toire de la particule initialement située en (4000,3075) est présentée à la figure D.1.

Tab. D.1: Comparaison des temps de transfert numériques et analytiques.

Position initiale Solution analytique Solution numérique Erreur relative

de la particule (Années) (Années) %

(4000,3075) 17.88280 17.93409 -0.28682

(4000,3000) 17.40714 17.43525 -0.16150

2490 2500 2510 2520 2530 2540 2550
2990

3000

3010

3020

3030

3040

3050

Figure D.1: Trajectoire d’une particule initialement située en (4000,3075).


